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Zusammenfassung

In der vorliegenden Arbeit wird eine objektorientierte Software zum erweiterten vierdimensionalen
Raytracing namengGeoViS" vorgestellt. Diese eraglicht es auch solche Raumzeiten zu visualisie-

ren, die nicht mehr nur mit einer einzelnen Karte beschrieben wertiiemek, sondern einen ganzen
Atlas berdtigen. Der Schwerpunkt liegt dabei in der lokalen Beschreibung von Beobachter und Objek-
ten mit Hilfe eines lokalen Bezugssystems. Dessen freie ode&tisode Bewegung in der Raumzeit

wird durch den Paralleltransport der lokalen Tetrade realisiert. Eine erste Anwendung®@ed®iS*

bei der Visualisierung des Gravitationskollapses eines transparenten Staubsterns, der mit Hilfe zweier
Karten beschrieben werden kann.

Ist der Gravitionskollaps eines Sterns nicht mehr aufzuhalten, so entsteht schlief3lich ein Schwarzes
Loch. Neben der Herleitung der analytischeislung der Geditengleichungifr die Schwarzschild
Raumzeit, die ihre Verwendung bei der interaktiven Visualisierung findet, steht die Simulation einer
Strahlungsquelle um ein Schwarzes Loch im Vordergrund. So zeigt sich, dal’ GeoViS auch bei der
Modellbildung in der Astrophysik ein hilfreiches Werkzeug sein kann. Am Beispiel eines Sterns auf
dem letzten stabilen Orbit um ein Schwarzes Loch werden alle wichtigen Effekte der Rigtistfinb-

rie wie zum Beispiel die Kimmung der Raumzeit, die geitthche Paizession, die Rotverschiebung

und die endliche Lichtlaufzeit bécksichtigt.

Obwohl Wurmbcher sehr an Science Fiction erinnern, sind sie mit der Allgemeinen Reitdihito-

rie prinzipiell vertéaglich. Das einfachste Wurmloch wurde von Morris und Thorne vorgestellt und
dient aus ihrer Sicht als gutes Beispiel um die Allgemeine Relatstiteorie zu erlernen.UF das
Morris-Thorne Wurmloch wird ebenfalls die analytischésung der Geditengleichung hergeleitet.
Anschliel3end wird die Geometrie des Wurmlochs anhand einiger Beispielszenen veranschaulicht.

Die stereoskopische oder binokulare Sicht auf Objekteédgticht die Einschtzung von Entfernung
und Orientierung, birgt aber auch verschiedenstasthungseffekte. Bei relativistischen Geschwin-
digkeiten werden solchedlischungseffekte noch massiv varkt. Im Fall von gekiimmten Licht-
strahlen scheint die Verschmelzung beider Bilder kaum noaglich.
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Kapitel 1

EinfUhrung

Uns Menschen stehen verschiedene Sinnessysteme ziighed, um unsere Umwelt zu erfahren und zu begrei-
fen. Der fir uns, subjektiv betrachtet, wichtigste Sinn ist wohl der Lichtsinn. Wir wollen daher in dieser Arbeit zur
» Visualisierung in der Relativdttstheorie” unseren Lichtsinn dahingehend nutzen, die Vorhersagen der Speziellen
und Allgemeinen Relativéttstheorie zu veranschaulich und zu verstehen.

— Visualisierung— Wir wollen von Visualisierung immer dann sprechen, wenn wir Informationen graphisch
aufbereiten, sei es nun die Darstellung eines Funktionsverlaufs anhand einer Kurve im xy-Diagramm oder die Mo-
dellierung einer virtuellen Umgebung. Die heutige Computergrafildgiitht uns in beiden &len eine schnelle

und teilweise auch sehr realistisch wirkende Umsetzung. In viédéark; wie etwa bei der Computertomographie,
erhalten wir erst durch die Visualisierung Einblicke, die wir so sonst nie zu Gesicirtzzk

— Relativiitstheorie— Die Spezielle Relativitstheorie 1 3] beschreibt die Struktur der Raumzeit bei Geschwin-
digkeiten nahe der Lichtgeschwindigkeit. Entscheidend ist hier die relative Bewegung zwischen zwei Systemen.
Die Allgemeine Relativiitstheorie?4] hingegen deutet die Anziehungskraft zwischen Massen als eiimaidung

der Raumzeit. Reicht das Newtonsche Gravitationsge8etddine Massen nochdllig aus, so versagt es jedoch

bei der Beschreibung schwerer Objekte.

— Visualisierung in der Relativéttstheorie— Da wir es in unserem Zwickel der Raumzeit und in unsereraglit

chen Leben weder mit hohen Geschwindigkeiten noch mit sehr massiven Objekten zu tun haben — diblErde z
hier noch nicht als massives Objekt! —, fehlt uns das intuitive Wemidnistber die Struktur einer geimmten
Raumzeit. Die rein mathematische Beschreibung durch die Redaitrieorie hilft uns dabei nur bedingt. Moder-

ne Computer, teilweise zu einem ganzen Cluster vernetiffnen uns eine Sicht auf unsere Welt, die uns trotz
modernster Ingenieurskunst aber immer (noch) verschlossen bleibt. Den freien Fall auf einen kollabierenden Stern
wirden wir nichtiiberleben und ob wir je durch ein Wurmloch in unsere Nachbargalaxie fliegen steht wahrhaf-
tig in den Sternen. Die Visualisierung soll aber nicht nur adggogisches Hilfsmittelif die Vermittlung der
Relativitatstheorie dienen, sondern auch ein Instrument zur Modellbildung aktueller astronomischer und astrophy-
sikalischer Forschung sein.

Motivation

In dieser Arbeit besprechen wir drei relativistische Schwerpunkte: Dies ist der Gravitationskollaps eines Staub-
sterns, die Schwarzschild-Raumzeit und die einfachste Wurmloch-Topologie.

— Kollaps — John Michell (1724-1793)d3] erkannte 1784, nach heutiger Sicht als erster, dal3 es so schwere
Korper geben muf3, daRR nicht einmal Licht ihnen entweichen kann. Viel bekannter ist jedoch Pierre Simon (Mar-
quis de) Laplace (1749-1827). Er stellte 1796 auf der Basis der Newtonschen Gravitationstheorie fest, dal3 bei
geriigend hoher Masse, konzentriert auf einen kleinen Raumbereich, die FluchtgeschwindigReit ajs die
Lichtgeschwindigkeit wird $9]. Daraus schlof3 Laplace, dal3 es massereiche Sterne geben muf3, denen kein Licht
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entweichen kann und die demnach dunkel seirssen. Ein Stern mit der mittleren Dichte der Erdérevdann
dunkel, wenn er einen Radius von etwa d&sf-fachen des Sonnenradiuatte.

Robert Oppenheimer (1904-1967) und Volkoff zeigten 1939, daf? ein Stern, dessen Kernbrennstoff aufgebraucht
und dessen Restmassé@@er als etwa zwei Sonnenmassen ist, unausweichlich und ohne Halt kollatjekigin
Strahlungsdruck oder Entartungsdruck kann den Kollaps noch aufhalten. Brennt ein Stern zwischen einigen Mil-
lionen und einigen Milliarden Jahre, so liegt die Kollapszeit im Bereich von Minuten bis wenigen Stuflem|
gleichen Jahr berechneten Oppenheimer und Snyder dansgirsymmetrischen Kollaps im Rahmen der Allge-
meinen Relativétstheorie.

— Schwarzschild— Karl Schwarzschild (1873-1916), Direktor des Astrophysikalischen Observatoriums Potsdam,
entdeckte 1916, kurz nach Erscheinen der Allgemeinen Redstlieorie, die nach ihm benannte Schwarzschild-
Metrik [89, 8€¢]. Diese beschreibt alle statisch kugelsymmetrischen Vakutimwhgen der Einstein-Gleichungen,

kann also in erster &herung fir den Aul3enbereich unserer Sonne verwendet werden. Jedoch bietet sie auch die
Beschreibung eines noch viel dramatischeren Objekts — eines Schwarzen Lochs. In der Regel haben Schwar-
ze Locher einen Drehimpuls, weshalb die Schwarzschild-Metrik auch nur ein sehr vereinfachtes Modell davon
darstellt. Rotierende Schwarzédther hingegen werden durch die Kerr-Metrikl] beschrieben.

Die heutige Astronomie/Astrophysik geht davon aus, dal3 sich im Zentrum jeder Galaxie ein supermassives
Schwarzes Loch von einigen Millionen bis zu mehreren Milliarden Sonnenmassen befindet. Neuere Beobachtun-
gen deuten immer&tker darauf hin, daf3 es sich bei der kompakten Radioquelle Sagittarius A* im Zentrum unserer
Milchstrasse um ein Schwarzes Loch mit etwa drei Millionen Sonnenmassen handelt. Die stets besser werdenden
Beobachtungsiiglichkeiten lassen hoffen, daf3 in naher Zukunft sogar Effekte der Allgemeinen Réatathworie
um das vermeintliche Schwarze Loch nachweisbar werden.

— Wurmloch— Die heutigen Raketenantriebe erlauben es dem Menschen gerade einmal bis zum Mond zu fliegen.
Mit ungeheurem technischen Aufwand, was vor allem die lebenserhaltenden Maflinahmen betrifft, mag es ihm in
naher Zukunft glich sein, dem Mars einen Besuch abzustatten. Unbemannt konnte er sogariseanebis

hinaus an den Rand des Sonnensystems ausstrecken. Bis zu Proxima Centauri, mit einer Entfernung von etwa vier
Lichtjahren der nahestgelegene Steriirde eine Reise immerhin schon et@w®00 Jahre dauern. Ferne Planeten
scheinen daher unerreichbar zu sein.

Aber selbst wenn es einmal gelingen sollte, mit nahezu Lichtgeschwindigkeit zu fliegefifise man dabei
die Effekte der Speziellen Relatigiistheorie bércksichtigen. Aufgrund der Zeitdilatation respektivizrigenkon-
traktion kdnnte ein Reisender zum Beispiel innerhalb et&dahren zu25 Lichtjahre entfernten Vega und wieder
zuruick fliegen; auf der Erde &wen dann aber schéd Jahre vergangen. Abgesehen von der riesigen Energiemenge
fur die Beschleunigungsphasetirite ein Wagemutiger zu Lebzeiten sogar bis ins Zentrum unserer Milchstralle
in etwa26000 Lichtjahren Entfernung vorstof3en.

Die Allgemeine Relativiitstheorie bietet faszinierenderweise zwei andeiglihkeiten der schnellen Fortbe-
wegung: den Warp-Antriet’] und Wurmbcher [7]. Beide sind zwar bsungen der Einsteinschen Feldgleichung,
verletzen aber Prinzipien der klassischen Physik. Beim Warp-Antrieb, der leider nur von auR3en steuerdjar ist [
staucht man den Raum vor dem Raumschiff zusammenametkt* ihn hinten wieder aus. Ein Wurmloch hinge-
gen verbindet direkt zweiaumlich und/oder zeitlich weit entfernte Gebiete und dient alsiddkng.

Den Begriff des Wurmlochs im Zusammenhang mit der topologischen Form einer Rauinztbt ¥955 erst-
mals John Archibald Wheelet1911) ein (6, ]. Matt Visser [LO] spannt sogar den Bogen bis &gk zu
Ludwig Flamm (1885-1964)7] ins Jahr 1916. Letzterer hat sich jedoch nur mit Mal3&kriissen einer zweidi-
mensionalen Hype#ékhe der Schwarzschild-Raumzeit bestlgt, was wir heute als Einbettungsdiagramm ver-
stehen und in diesem Fall als Flammsches Paraboloid bezeichnen; die eigentliche Idee eines Wurmlochs taucht
bei ihm Gberhaupt nicht auf. Albert Einstein (1879-1955) und Nathan Rosen (1909-1995) hingegen versuchten
1935 auf der Basis der Schwarzschild-Raumzeit elementare Teilchen zu beschz&]bBuifch eine geschickte
Koordinatentransformation schnitten sie den Bereich innerhalb des Ereignishorizonts heraus — der Unterschied
zwischen echter und Koordinatensingularivar damals noch nicht bekannt —, mit dem Resultat, dal sie nun zwei
kongruente,Blatter* hatten, welche durch ein®ricke" miteinander verbunden waren. Dig&gnstein-Rosen-
Briicke" deuteten sie schlief3lich als das eigentliche Teilchen. Die kongrugdsitgtter hingegen identifizierten
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sie mit ein und demselben physikalischen Raum, weshalb auch sie nicht als Entdecker der Wurmlochidee gelten.
Die Einstein-Rosen-Bicke, manchmal auch als Schwarzschild-Wurmloch bezeichnet, erweckt zwar aufgrund der
Form ihres Einbettungsdiagrammes den Anschein, ein Wurmloch zu sein, jedoch schatfigtehs ein einzelner
Lichtstrahl, es zu passieref]. Von auf3en ist leider auch nicht zu erkennen, ob es sich um ein Schwarzes Loch
oder vielleicht doch um eine Einstein-Roserii8te handelt.

Wheeler war ebenso auf der Suche nach einer Beschreibung von Teilchigre () innerhalb der Allgemei-
nen Relativiatstheorie. Dazu betrachtete,&eons” [L17] — der Begriff soll als AbKirzung fir eine gravitativ-
elektromagnetische @GRe stehen —, was nach seiner Ansicht eine elektromagnetischen&t der eine Masse
zugeordnet werden kann, beschreiben soll. Die Masse wirkt dabei anziehendlusad tie Sérung zusammen.

Dem Geon schreibt er schlie3lich Teilchencharakter zu. Zur Beschreibung von einzelnen Ladungen braucht er eine
Raumzeit, die nicht nur einfach zusammangend ist, was ihn letztendlich zur Topologie eines Wurmloghsg f

Der Begriff,Wurmloch® taucht aber erst in der Arbdiber, Classical Physics as Geometry 4] bei Charles Mis-

ner auf. Erst 1962 schreibt Wheeler der Einstein-Roseitigr den Charakter eines Wurmlochs 20, stellt

aber mit Robert Fullerd6] fest, dal? kein Teilchen dieses Schwarzschild-Wurmloch durchqueren kann.

Auch Homer Ellis suchte nach einer Teilchenbeschreiburigynd stieR dabei auf eine Metrik, deren Spezi-
alfall wir spater als Morris-Thorne-Wurmloch identifizieren. Allerdings bezeichnete Ellis die Raumzgilrals-
hole* (AbfluBloch), da er ein Vektorfeld darauf definiert, welches eiigerflu beschreiben soll.

Brandon Carter*(1942) [L6] bestimmte 1966 die vollandige analytische Erweiterung der von Roy Kerr
(*1934) b4, 46] 1963 entdeckten Raumzeit, welche ein rotierendes Schwarzes Loch beschreibt. Carter wies darauf
hin, daR die Ringsingulaét der Kerr-Metrik fir extreme Rotation bei geeigneter Identifizierung von Raumgebie-
ten eine unendliche Anzahl von Wurdchern ermglichen sollte.

Erst 1988 beschrieben Michael Morris und Kip Thorh&940) in ihrem Artikeluber Wurmbcher und deren
Verwendung iir interstellare Reisert]] die Anforderungen, welche an ein Wurmloch gestellt werdérssen,
damit es auchifr den Menschen nutzbar gemacht werden kann. Im selben Jahr stellten die beiden, zusammen
mit Ulvi Yurtsever, die Miglichkeit vor, ein Wurmloch zu einer Zeitmaschine umzubati¢h Beither gibt es ein
reges Interesse an den unterschiedlichen Formen und der Physik vondstuenn. Das Hauptaugenmerk richtet
sich dabei auf die Verletzung der verschiedenen Energiebedingungen, die so geringgligd @u halten sind.

Neben den drei Raumzeiten spielt aber auch die Raytracing-Methode, die wir zur Visualisierung dieser Raumzeiten
verwenden wollen, eine groRe Rolle in dieser Arbeit. AuBerdem versuchen wir einen Schritt von der monokularen
hin zur binokularen Sicht in der Speziellen und Allgemeinen Relatstheorie zu machen:

— Raytracing— Strahlverfolgung oder Raytracing ist die idichste Methode, um innerhalb eines virtuellen,
dreidimensionalen Modells Verdeckungsberechnungen der einzelnen Objekte diincbaytiehe z.B. Glassner
[41]). Geht man im dreidimensionalen Raytracing noch von unendlich schnellen Lichtstrahlen alisssm wvir

im vierdimensionalen Raytracing die endliche Lichtlaufzeitifo&sichtigen. Daf? Licht eine endliche Geschwin-
digkeit besitzt, entdeckte 1676 Olaf Christensen Rgmer (1644-1%%0) 15 durch Beobachtungen der Jupiter-
monde. Aber erst zwei Jahre&pr bestimmte Christiaan Huygens (1629-1695) den Wertver214000 km/s.
James Bradley (1692-1762) verbesserte diesen Wert 1728 durch Parallaxenmessufgepoaufm /s. Einen
recht genauen Wert vaz98000 km /s ermittelten Armand-Hippolyte-Louis Fizeau (1819-1896) 1849 mittels ei-
nes Zahnrades und ein Jahiatgr Jean Bernarddon Foucault (1819 - 1868) mit einem rotierenden Spiegel.
Albert Abraham Michelson (1852-1931)4] kam bereits 1878 auf einen Wert vaag789 km/s, der dem heute
definierten Wert der Lichtgeschwindigkeit vaa9792, 458 km /s sehr nahe kommt.

Da die Strahlverfolgung vom Beobachter izck zum Emissionsort erfolgt, inssen wir beim vierdimensio-
nalen Raytracing den Lichtstrahl nun audickwarts in der Zeit verfolgen. Beim allgemein-relativistischen Ray-
tracing miussen wir zuatzlich die gekiimmte Raumzeit bécksichtigen, indem wir die Lichtstrahlen mittels der
Geoditengleichung integrieren. 8tirenddesserbkinen sich auch einige Objekte mit sehr hoher Geschwindigkeit
bewegen, woraus schon jetzt folgt, daf wir diese nicht dort sehen, wo sie sich zum Zeitpunkt der Lichtaussendung
befanden.

Die Raytracing-Methode steht aber audhdine realistische Visualisierung, sowohl im Hinblick auf die Ober-
flacheneigenschaften als auch auf die Beleuchtung. Im relativistischerbRakk wir die Oberfichenbeschrei-
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bung an siclibernehmen, iilssen aber bei der Schattenberechnung ebenfalls die endliche Lichtgeschwindigkeit
bericksichtigen. AuRerdem sind die Lichtstrahlen in das jeweilige Ruhesystem der einzelnen Objekte zu trans-
formieren. Beim relativistischen Raytracing spielt insbesondere die Frequenzverschiebung (Doppler-Effekt) sowie
die Verstirkung (Searchlight-Effekt) des Lichts eine grof3e Rolle.

— Stereoskopie— Berilicksichtigen wir das eben Gesagtieer das relativistische Raytracing, so ist leicht ein-
zusehen, dal3 zwei Augen oder zwei Kameras, welche sich an unterschiedlichen Orten befinden, verschiedene
~raumzeitliche" Perspektiven haben. Euklid (365-300 v.Chr.) befal3te sich bereits im vierten Jahrhundert vor Chri-
stus mit dema@umlichen Seheindruck. Das erste Stereoskop baute 1838 Sir Charles Wheatstone (1802-1875). 1858
entwickelte Wilhelm Rollmann (1821-1890) das Anaglyphenverfahren, bei dem die beiden Bildesflinke und

rechte Auge in Komplemeatfarbeniibereinander gedruckt werden. Die heutige Computergrafik erlaubt es, ste-
reoskopische Darstellungen in Echtzeit zu berechnen. Um die beiden Halbbilder den Augen geiiberrgeien,

werden faufig Shutter- oder Polarisations-Brillen verwendet.

Bisherige Arbeiten

— Speziell-relativistische Visualisierung Albert Einstein selbst schreibt in seiner Wéentlichung zur Speziel-

len Relativiitstheorie 13]: , Fur v = V schrumpfen alle bewegten Objekte — vom ruhenden System aus betrachtet
— in flachenhafte Gebilde zusammelérstehen wir Einstein @rtlich in dem Sinn, dal3 er mjbetrachten'sehen
verstanden hat, so ging er davon aus, dald man @igyénkontraktion taéshlich sehen kann. Einsteitbersah

dann aber die Tatsache, daBehen" einen Prozess beschreibt, bei dem Licht aus unterschiedlichen Richtungen
gleichzeitig im Augeeintrifft. Die Lichtlaufzeit vom Objekt zum Beobachter muf3 daheribksichtigt werden.
Anton Lampa war 1924 der erste, der die Lichtlaufzeit mit einbez6y jedoch wurde seiner Arbeit kaum Be-
deutung beigemessen. George Gamow veranschaulichte 1939 sogércklicduin seinem BuchMr. Tompkins

in Wonderland" B7], daR die langenkontraktion deutlich sichtbar sei. Erst 1959 beschrieb Roger Penrose, dal3 der
Umrif? einer bewegten Kugel aufgrund der zuiteksichtigenden Lichtlaufzeit stets gleich dem einer ruhenden
Kugel sei [/7]. James Terrell vé@ffentlichte im selben Jahr einen Artikel(7, in dem er das Aussehen schnell
bewegter, kleiner Objekte beschreibt und darauf hinweist, daf3 ein Stab verdreht erschissen $either gibt

es zahlreiche Artikel, welche die (Un)Sichtbarkeit déingenkontraktion zeigen (siehe z.BOR , 91, 67)),

dabei betrachten alle Autoren nur Teilaspekte oder Spé#t@lBcott und van Driek[(] brachten 1970 den Aspekt

der stereoskopischen Betrachtung, auf den Terrell schon 1959 hinwidsip die Diskussion ein, wobei sie be-
haupteten, dal3 die Phantombilder einer Kugel binokular zu sehen sein sollten. Eirrelalsf Beschreibung der
stereoskopischen Visualisierung lieferten aber erst Boas, Calhoun und Hbpran [

1989 entwickelten Hsiung und Dunia(] eine Raytracing-Methode zur Darstellung relativistischer Effekte
(REST=Relativistic Effects in SpaceTiavobei zurachst nur ein bewegter Beobachter und eine ruhende Szene
realisierbar war. Ein Jahr afer zeigten sie mit Hilfe von REST eine Darstellung der Zeitdilatation unter Verwen-
dung eines blinkenden Gittersq]. Die korrekte Einbeziehung von Searchlight- und Doppler-Effekt beschrieben
1999 Weiskopf u.a.11(]. Weiskopf [L09 entwickelte 2001 weitere speziell-relativistische Visualisierungsme-
thoden wie das texturbasierte und das bildbasierte relativistische Rendering. 2005 entwickelte Bejrelrezn [
Algorithmus zur interaktiven Visualisierung speziell-relativistischer Effekte unter Verwendung aktueller Grafik-
karten mit programmierbaren Vertex- und Pixeleinheiten.

— Allgemein-relativistische Visualisierurg Aufgrund der Lichtablenkung in einer im allgemeinen gagkmten
Raumzeit und der Tatsache, daf wir Licht nur geradlinig (im euklidischen Sinaglawgrfolgen Knnen, folgt,
daf wir in der Allgemeinen Relatiétstheorie in der Regel mit einer sehr verzerrten Sicht in dgreNmassiver
Objekte rechnen fissen. Die Ansicht eines Neutronensterns, beschrieben durch die Schwarzschild-84§trik [
illustrierten 1989 Nollert u.a.74] und Ertl u.a. P&]. Steve Bryson stellte 1992 nur den Verlauf der Gied in
Koordinatendarstellung dai {]. Eine sehr ausirliche Darstellung dessen, was ein Beobachter in ddieMines
Neutronensterns oder eines statischen Schwarzen Lables gab 1993 Robert Nemirofi{]; die geometrischen
Effekte zeigte er in einer ganzen Reihe von berechneten Bildern.

Eduard Gbéller schlug 1995 nicht-lineares Raytracing als Visualisierungsmethodel{pmwobei er sich auf
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die Newtonsche Formulierung der Gravitation beaokte. Einelibersichtliche Darstellung der Vorgehensweise
beim allgemein-relativistischen Raytracing beschrieben Nollert tzh.[Die Verwendung des nicht-linearen Ray-
tracings zur Visualisierung in der Allgemeinen Relattdtheorie und die Umsetzung in RayViS beschrieb 2000
Daniel Weiskopf [.09].

— Raytracing-Software— Eine bereits bestehende Softwate $peziell- und allgemein-relativistisches Raytra-
cing, welche wir in Kapitek3 noch raher beschreiben werden, ist der in CH-6(] objekt-orientiert program-
mierte RaytracefRayViS". Ebenfalls objekt-orientiert igtight++* [ 5] von Werner Benger, wobei jedoch nur die
Schwarzschild-Raumzeit implementiert ist. Der wohl bekannteste freie Raytrag@Qstray”. Auch hier gibt

es modifizierte Versionen, welche diedlichkeit zur speziell-relativistischen Visualisierung geben; ein Beispiel
hierfur sind die Bilder von Brewin1Z. Eine Erweiterungiir allgemein-relativistisches Raytracing ist auch hier
auf die Schwarzschild-Raumzeit besihit.

Zielsetzung

Die bisher entwickelten Visualisierungsprogramme auf der Basis von Raytracing sind jeweils auf spezielle Raum-
zeiten zugeschnitten. Ein Ziel dieser Arbeit ist, das Raytracing-Verfahren im Hinblick auf die Spezielle und vor
allem die Allgemeine Relativdttstheorie zu erweitern. Dabei sollen beliebige Raumzeiten, inshesondere solche mit
nicht-trivialer Topologie, einfach zu implementieren sein. Dies stellt sowohl an den eigentlichen Programm-Code
wie auch an die Szenenbeschreibungssprache hohe taheprRayViS in der Version von Weiskopf(9 soll

als Orientierung dienen, wobei einige Teile dirékiernommen werdertkinen. Die Szenenbeschreibungssprache
wird komplett neu entwickelt. i eine nbglichst koordinatenunalingige Visualisierung mittels lokaler Objek-

te sowie die Beschreibung von Bewegung ist die Implementierung einer lokalen Tetradeamgliotg Neben

der eigentlichen Ge@denintegration mufd daher auch der Parallel-Transport von Vektoren umgesetzt werden. Zu
einer noglichst realistischen Darstellung geghnicht nur die geometrische Verzerrung, sondern ebenso die Fre-
guenzverschiebung des Spektrums der einzelnen Objekte. Nach der Umsetzung all dieser Aspekte in dem neuen
Programm-Cod&eoViSsoll es mit diesem dann @glich sein, bei der Suche nach Eaklingen fir tatsichliche
astronomische Beobachtungen durch einfache Modellbildung zu helfen.

Neben dem eigentlichen Raytracing-Programm GeoViS soll ein interaktiveraBaduzbtrachter entwickelt
werden, der den Verlauf der Geaién in pseudo-kartesischen Koordinaten darstellen kann. Er dient gleichzeitig
auch als Hilfsmittel fir die Auswabhl eines geeigneten Gatghintegrators und dessen Parameter in GeoViS.

Ein weiteres Ziel dieser Arbeit ist die Umsetzung der Raytracing-basierenden Visualisierung auf verschiedene
Raumzeiten. Anhand eines Gravitationskollapses wird die Verwendung eines Atlas dargestellt. Die Topologie eines
einfachen Wurmloches soll anhand unterschiedlicher Szeneiriendrden.

Aufgrund der sehr einfachen sjtisch-symmetrischen Geometrie der Schwarzschild-Metrik ist @gliah,
eine analytische @&sung der Geditengleichung zu finden.iiF die Umsetzung mit Hilfe @ngiger Programm-
Bibliotheken ist es notwendig, die elliptischen Funktionen und Integrale auf eine weitestgehend reelle Form zu
bringen. Mit der analytischendsung ist dann eine interaktive Visualisierung einer einfachen symmetrischen Szene
moglich. Im Gegensatz zu bisherigen Implementierungen, bei denen im voraus berechnete Tabellen verwendet
werden, sollen sich hier alle Parameter in nahezu Echtzeit variieren lassen.

Zum Schluf soll die stereoskopische Visualisierung aufgegriffen und soiokli¢ Spezielle als auch die
Allgemeine Relativiatstheorie umgesetzt werderiirklie erkhrenden Abbildungen zur stereoskopischen Visuali-
sierung eines Morris-Thorne-Wurmloches ist die analytisasing der Gedttengleichung dringend erforderlich.

Uberblick

Diese Arbeit ist in sechs Kapitel unterteilt, die alle nahezu uaagly voneinander gelesen werddéimhken. Es
sind dabei ganz bewuf3t einige Eaklingen, wie etwa didif die Anfangsbedingungen der Géoengleichung, in
gewissem Mal3e redundant.

Die mathematische Vorbereitung in Kapitg streift die fir diese Arbeit wichtigsten Begriffe und geht vor
allem auf die zentrale Bedeutung der lokalen Tetrade, der @endleichung und des Transports eines Vektors
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ein.

Die erweiterte Raytracing Software RayViS und insbesondere die innerhalb dieser Arbeit neu entwickelte, auf
Teilen von RayViS aufbauende, Software GeoViS stellen das Fundaietiefweitere Visualisierung dar. Aus-
gehend vom Raytracing-Konzept werden daher in Kagielie Erweiterungen auf vierdimensionales Raytracing
und deren Umsetzung in RayViS kurz dargestellt. Das Hauptaugenmerk liegt dann aber beaudleriEry der
einzelnen Bausteine von GeoViS. Die Motivatiam €ine neue und flexiblere Raytracing-Software war einerseits
die Anforderung, Raumzeiten visualisieren Zinken, welche nur durch einen ganzen Atlas beschrieben werden
kdnnen. Andererseits soll durch den Einsatz lokaler Objekte sowohl die Koordinafewgdpkeit der Visualisie-
rung verringert als auch die Beschreibung des Beobachters im Rahmen eines lokalen Bezugssystems erleichtert
werden.

All diese Anforderungen finden ihre Anwendung bei der Visualisierung eines Gravitationskollapses im Ka-
pitel §4. Die Folge eines solchen Gravitationskollapses ist ein Schwarzes Loch, dessen umgebende Raumzeit
im statischen Fall durch die Schwarzschild-Metrik beschrieben wird. Kafiitblesclaftigt sich mit der analy-
tischen losung der Geditengleichungifr diese Schwarzschild-Metrik und deren Verwendung insbesondere f
die interaktive Visualisierung. Aul3erdem wird anhand eines sehr vereinfachten Modells die Bhightdt der
Visualisierung in der aktuellen astronomischen Forschung zum galaktischen Zentrum demonstriert.

Neben der bis jetzt doch sésen Visualisierung scheint Kapiteb etwas in Science-Fiction abzuschweifen.

Die Existenz von Wurniichern ist bis heute weder basgt noch widerlegt. Wenn sie auch extrem unwahrschein-
lich sind und heutigen Prinzipien der Physik teilweise widersprechen, so stellen sie dennocbseing der Ein-
steinschen Feldgleichungen dar und eignen sichigudds Erlernen mit deren Umgang. Zudem sind Waaher

ein gutes Beispiel daf, dal die Visualisierung ein wichtiges didaktisches Hilfsmittel in der Relatsttieorie
sein kann.

Die Visualisierung in der Relativatstheorie ertidglicht Einblicke in Geschwindigkeitsbereiche und Raumzeit-
krimmungen, die ein Mensch wohl kaurerleben kann. Sollte er je doch diéiichkeit haben, mit ardhernd
Lichtgeschwindigkeit zu reisen oder sich in deiiié eines Schwarzen Lochs aufzuhalten, 8ode seine&um-
liche Wahrnehmung grof3e Schwierigkeiten bekommen. Im abschlieenden Kapitiet! daher die binokulare
Sicht innerhalb der Speziellen und der Allgemeinen Reldtistheorie behandelt.



Kapitel 2

Mathematische Vorbereitung

Die Allgemeine Relativiitstheorie (ART) wird im mathematischen Apparat der Differentialgeometrie formuliert.
Eine Raumzeit wird dabei als geéknmte Mannigfaltigkeit dargestellt, innerhalb derer sich Teilchen und Licht-
strahlen auf Geadtten bewegen.

Wir wollen hier nur auf einige wenige Details und Begriffe eingehen, um vor allem unsere Notaticiren,kl|
und verweisenifr eine audihrliche Darstellung auf die Literatur (z.BZ1], [107], [15], [87], [65]). Unser Haupt-
augenmerk liegt auf den lokalen Tetraden, welche eine zentrale Rolle bei der Visualisierungimmétn Raum-
zeiten einnehmen, und auf dem Fermi-Walker-Transport, der als Spezialfall den Parallel-Transport beinhaltet. Au-
Berdem mchten wir hier den Begriff der pseudo-kartesischen Koordinatefitaien.

2.1 Mannigfaltigkeit, Karte, Atlas

Eine Mannigfaltigkeit M — im weiteren durch MF abgékzt — ist eine Menge, welche sich lokal durch ein
KoordinatensysteniberdeckendR3t. Es gibt folglich zu jedem Punkte M eine Umgebund/ C M und ein
Homeomorphismusp, der U auf eine offene Menge deR™ abbildet. Im allgemeinen bétigt man mehrere
UmgebungerU; und Homeomorphismeg;, um die MF vollsindig abzudecken. Ist die Schnittmenge zweier
Umgebunger/; undU; ungleich Null, so mufd);; = ¢; o <pj_1 eine C'*°-Abbildung zwischenp; (U; N U;) und

@; (U NU;) sein. Das Padll, ¢) heilRtKarte, wohingegen eine ganze Fami{igU;, ¢;) }, ., Atlasgenannt wird.

Ein sehr einfaches Beispidiifeine MF ist die Einheitskuged? [71]. Weder in spirischen noch in stereogra-
phischen oder sonstigen Koordinaten kann sie durch eine einzige Karte abgedeckt werden. Wir setzen dabei voraus,
daf3 jeder Punkt eindeutige Koordinaten besitzen soll und benachbarte Punkte auch durch benachbarte Koordinaten
beschrieben werden sollen. $pische Koordinaten

2 = sin¥ cos y, y = sind sin @, z = cos v, 0<p<2m,0<V <),

beschreiben daher nur die geschlitzte Kugel; die Punkte der Kugel, welche auf der Halbebérregen, fehlen.
Stereographische Koordinaten &ittrman durch die Projektion vom Nordpol auf diguatorebene:

) (—o0 < X <00,—00 <Y < 00).

Der Nordpol &llt in diesen Koordinaten jedoch weg.

Liegt eine Mannigfaltigkeit mit spirischer Symmetrie vor, so wollen wir in der Regel auchasigiche Koordi-
naten verwenden. Wir éissen deswegen aber nicht gleich einen ganzen Atlas verwenden, sondeksicbtigen
lediglich, dal3 etwa der Azimutwinked 2z—periodisch ist. Wichtig wird dies vor allem bei der Berechnung von
Koordinatenabsginden. So riasssen wir zum Beispiel den Winkelabstafigb wie folgt bestimmen: Gegeben seien
zwei Winkel o1 und s, dann gilt

Ap = (p2 — 1) mod 27
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und es mul} die zédzliche Fallunterscheidung

Ap > Ap — Ap — 27
wenn {Agp<—7r}7 dann {A@HA(Q—F?F

gemacht werden. Der Winkelabstand Bgtrdaher immejA¢| < .

In der Relativifitstheorie beschreiben wir die vierdimensionale Raumzeit mit eoventschen Mannigfaltig-
keit M, die mit einer Metrik der Signatut-2 ausgestattet ist. Punkte vavi sind Ereignisse in dieser Raumzeit,
die wir haufig auch kurz als Orte bezeichnen. Die flache Raumzeit der Speziellen Ratsitiebrie wird durch
die Minkowski-Raumzeit beschrieben.

2.2 \ektor, Tangentialraum, Metrik

Den anschaulichen Begriff eines Vektors als Pfeil, der zwei Punkte miteinander verbindet, kann so nicht auf Man-
nigfaltigkeiten umgesetzt werden. Vielmehr wollen wir unter einem Vektor eine Tangente oder Richtungsableitung
einer Funktionf : M — R an eine Kurve : (a,b) — M im Punkt{(A = 0) verstehenT1],

df (<) d d(fop (") da" (V)

— -1 =
X = o Few lowocV) o D A |y

0
= t”@ (fop™'(a")),

wobei (a,b) € R ein offenes Intervall mit\ € (a,b) und (U, ¢) eine Karte @ir den Punki{ (A = 0) ist. Den
Tangentenvektot kdnnen wir nun als Operator

t= t“% =t"0, (2.2.1)

schreiben. Ein Vektot setzt sich im allgemeinen aus einer Linearkombination von Basis-Vek{@éighentlang
der Koordinatenachsert' = const zusammen. Di¢* repiasentieren die Komponenten des VektarBie Basis-
Vektoren{d, } , (n = 0,...,3), spannen den TangentialradM am Punkip = ¢(A = 0) auf.

Neben der Basi$o, } fur den Tangentialraurii, M konnen wir auch eine duale Badigz*} fur den Cotan-

gentialraunt,* M definieren
0 oxt
K — — JHK
<dw ’ 8x”> oxv o

Ein Cotangentenvektor, auch dualer Vektor genannt, lautet dann

— 1%
w = w,dz".

Eine Metrik g definiert Absnde und Winkel auf der Mannigfaltigkei1. Wir verwenden den Begriff Metrik
sowohl fir den eigentlichen Tensgrals auch fir das Linienelement

ds® = guz/dxu ®dx¥ = gwdﬂc“dw”.

Die flache Minkowski-Raumzeit besitzt die Metrik, = 7, = diag(—1,1,1,1). Das Skalarprodukt zweier
Vektorenu undv lautet dann

(u,v), =gu,v) =g(u0y,v°05) = guda" @ dz” (u0,,v705) = gpouv” = upv”.

Die Lange|v| eines Vektorss bestimmt sich aus

lv|> = (v, V) = vt

Da wir in der Allgemeinen Relativdtstheorie stets eine Lorentz-Metrik mit der Signatgn (g) = +2 vorliegen
haben, ist die Ange eines Vektors keine positiv-definitedBe. Fir die Signatur-2 unterscheiden wir zwischen
zeitartigen(|v|? < 0), lichtartigen(|v|?> = 0) und raumartiger|v|> > 0) Vektoren.
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Abstrakte Indexnotation

Wir wollen noch kurz auf diebstrakte Indexnotatiosingehen, die vor allem in Wald )7 Verwendung findet.
Eine kontravariante @f3e (Vektor, Tensor) wird mit oberen Indizes, kovariant®éf&n (Kovektor, Tensor) mit
unteren Indizes gekennzeichnet, wobei wir in der Regel lateinische Buchstaben verwenden wollen. Die Transfor-
mation der abstrakten Notation in die Koordinatendarstellung, angedeutet durch griechische Buchstaben, erfolgt
duch die Identifikation

X’— XP9; oderauch X’ = X" (9;)" (2.2.2)

fur kontravariante Vektoren und
Xp > Xpda”  oderauch X, = Xz (d2), (2.2.3)

fur kovariante oder duale Vektoredber einen gleichnamigen unteren und oberen Index wird in beiéderF
summiert. Diese Notatioral3t sich auch direkt auf beliebige Tensoren erweitern.

2.3 Lokale Tetrade

Eines der wichtigsten Objekte in dieser Arbeit ist die lokale Tetrade. Sie ist das lokale Bezugssystem sowohl
fur den Beobachter und als auch einzelner lokaler Objekte. Wir unterscheiden hierbei zwischen @éilieherat

lokalen Tetrade, welche entweder der Symmetrie oder einer anderen Vorzugsrichtung der Raumzeit angepal3t ist,
und einer allgemeinen lokalen Tetrade ofin®eren Bezug.

2.3.1 Definition der lokalen Tetrade

Den im vorherigen Abschnitt definierten Tangentialra@im 4 wollen wir nun nicht durch die Koordinatenvekto-
ren{d,}, sondern durch ein®etrade{e, } am Ortp aufspannen (Abkl 2.1).

Abbildung 2.1: Der Tangentialraum T, M der Mannigfaltigkeit M am Ort q kann durch Koordinatenvektoren
{Oyu } oder eine lokale Tetrade {e, } aufgespannt werden.
Diese Tetrade ist durch die Linearkombination

e, =¢€,"0, («=0,1,2,3) (2.3.1)

definiert, wobeie,/ € GL(4,R) unddet e, * # 0 gilt und o als Tetradenindex bezeichnet wird. Weiterhin muR3
die Tetrade{e,, } die Orthonormierungsbedingung

g(eom e,@’) = Naps
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mit der Minkowski-Metrikn, erfullen. Dieduale Tetradg 6} entsteht aus der Tetradber die Definition
(63 ! [ e} v (o3
55 = (0% eg) = <c9 Ldz ,eﬂ“a,) =40 Meﬁ”,
wobeid“, die Inverse vore,* ist. Wir kdnnen die Metrik bzw. das Linienelement daher auch wie folgt schreiben:
d82 = naﬁﬁo‘ ® 95.

Die lokale Tetradd e, } stellt also das lokale Bezugssystem im Pupkiar. Besitzt die Metrik spezielle Symme-
trien und ist die lokale Tetrade an diese Symmetrien angepaldt, so wollen wir diese Tetrzatarathe lokale
Tetradebezeichnen.

2.3.2 Beispieleiir naturliche lokale Tetraden

Die einfachste ndtliche lokale Tetrade finden wir bei dBtinkowski-Metrikin kartesischen Koordinaten
ds? = —cdt?* + da? + dy? + d2>. (2.3.2)

In diesem Fall passen wir die lokale Tetrade den Koordinatenachsen an:

1
€ = Eat, €r = 8x7 €y = ay’ € = aZ' (233)
Ein weiteres einfaches Beispiel eineriiithen lokalen Tetrade finden wir bei déchwarzschild-Metrik
s dr?
ds? = — (1 - ’i) Rt + —"— 42 (d? + sin® 9 dp?) . (2.3.4)
r 1—rs/r

Diese statische, sphisch-symmetrische Raumzeit zeichnet sowohl die Zeitrichfymge auch die Radialrichtung
0, aus. Die beiden Winkelrichtungéiy undd,, repiasentieren die sjgische Symmetrie. Sakinen wir aus dem
Linienelement sehr schnell die figiche Tetrade

; 1 1
er = /120, ey=-08y, e,= B (2.3.5)

1
e S :
cy/1—rs/r ‘ r r rsind *

€

ableiten.
Die Kerr-Metrik hingegen &3t die Wahl zweier néatlicher Tetraden zu. In Boyer-Lindquist-Form lautet die
Kerr-Metrik (in geometrischen Einheite@, = ¢ = 1)

2
2
ds® = —dt* + p? <d£ + d192> + (7“2 + a2) sin? ¥ dp? + % (a sin 9 dp — dt)2 (2.3.6)

mit A = r2 — 2mr + a? und p? = r? + a? cos? . Einerseits knnen wir einestatische naibrliche lokale Tetrade
(LSF = Local Static Frame) angeben,

1 VA 1
)= ——— ), e =20, ey=-0, (2.3.7a)

1— 2772”' P 14

P
2 sin ¢ A p2—2

S L W Y (2.3.7b)
VPRAN/ p? — 2mr v/ p2A sind

mit det(e #) = 1/(p?sin¥), wobei sich,statisch* auf konstant béglich der drei Raumkoordinatem, 9, )
bezieht [5]. Die statische Tetrade ist jedoch nur au3erhalb der Ergosmiiltig. Andererseitsdf3t sich auch eine
lokal nicht-rotierende Tetradd_NRF = Local Non-Rotating Frame) definieren:

A A 1 p? 1
eozwpzj(aﬁ—wago), 912\/;237«, 9225319, ez = Zsinﬁa“’ (2.3.8)

mit det(e,*) = 1/(p?sin®), A = (r? + a?) p? + 2ma®rsin® ¥ undw = 2mar/A.

€3 =
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2.3.3 Gram-Schmidt-Orthonormalisierung

In der Praxis Bnnen wir eine lokale Tetradeabfig nur durch einen zeitartigen Vektor, wie etwa die Viererge-
schwindigkeit, und drei nahezu beliebige Vektoren angeben. Alle vier Vektoiiseen nalrlich schon eine Basis
bilden. Um aus diesen vier Basis-Vektoren eine orthonormierte Tetrade zu bestimmen, verwenden wir das Ortho-
normalisierungsverfahren nach Gram-Schmidt (siehe 2.8).[

Gegeben seien vier linear undlrtgige Vektorerey, uy, us und uz, wobeie, bereits ein zeitartiger Vektor
sei. In der Regel ist, tangential zur Bewegungsrichtung eines Objekts, dessen Bezugssystem die lokale Tetrade
darstellen soll. Es gilt alsg (eg,ey) = —1. Folgen wir dem bekannten Orthonormalisierungsverfahren nach
Gram-Schmidt, so projizieren wir z&ohst den Vektoun; aufey und erhalten so

vi =u; + g (eg,u1)eo. (2.3.9)

Da aberv; L eq raumartig ist, alsov; | # 0, kdbnnen wir den zweiten Basisvektor

Vi

el (2.3.10)

C il
definieren, der tatghlich orthogonal zwe ist. Den Vektoru, projizieren wir nun auf den zweidimensionalen
Unterraum{ey, e; } wie folgt

vo =us + g (eg,uz) eg — g (e1,us) ey. (2.3.11)

Auch v, liegt im Orthogonalraum vor, und ist daher ebenfalls raumartig. Der dritte Basisvektor lautet also
e; = vy /|va|. Analog gehen wir auchif den vierten Basisvektes; vor.

2.3.4 Transformation zwischen zwei Tetraden

Eine Tetradgé,, } kann natirlich auch beéglich einer anderen Tetrade,, }, welche sich am selben Ort (Ereignis)
befindet, gegeben sein:
&, =c, es, (2.3.12)

wobei auch hiee, ” € GL(4, R) sein muR. Zuitzlich fordern wir noch, daR die Determinarte e ,” echt positiv
und der Zusammenhang beider Tetraden damit orientierungserhaltend ist.

Messung im bewegten System

Als Beispiel betrachten wir zwei Beobachter in der Minkowski-Raumzeit, die sich relativ zueinander mit der
Geschwindigkeiv bewegen. Legen wir die Bewegungsrichtung entlangedachse, so folgt aus der Minkowski-
Metrik

ds* = —c2dt* + da? + dy® + d2? (2.3.13)

fur die lokale Tetradée; } (SystemS) des einen Beobachters
ey = Eat; e, = O, €y = ay» e. =0, (2.3.14)
und fur die Tetrad€é; } (SystemS) des relativ zu ihm bewegten Beobachters

“ “ “ N v
& =7v(e;+pe;), & =v(Be+e), é=e, é3=e;, B=- (2.3.15)

C
Weiterhin ist ein Stab, der béglich S ruht und die langeL besitzt, gegeben. Sein eines Ende befindet sich im
Ursprung vorSs, das andere Ende befindet sich am®rt= L cos ¢ e, + L sin ¢ e,. Fuhrt der bewegte Beobachter
im SystemS eine Messung des Stabs durch — beide Tetradéssem dann natlich am selben Ort sein —, so
erhalt er fr die KomponentetX  des VierervektorX des Stabs, bezogen auf sein System,

X = X%, =08+ Lcospé; + Lsingé, + 08s. (2.3.16)
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Die verschwindende Zeitkomponent&’ zeigt, daR der Beobachter beide Stabergleithzeitig bestimmt. Set-
zen wir die Beziehung?(3.19 in den VierervektoiX ein, so erhalten wir

X = X%, =yBLcos e, + yLcospe, + ﬁsinq@ey. (2.3.17)

Aus dem VergleichL cos ¢ e, + Lsinge, = vLcos¢e, + Lsinge, folgt fir die Orientierung des Stabes
tan ¢ = X tan ¢ und fur seine langeL

72 1++%tan® ¢ L?

< L2 2.3.18
1+tan?¢ ~2 ( )

Vom SystemS aus betrachtet bewegt sich der Stab und erscheint deshalb, wie wir es auch nach der Speziellen
Relativitatstheorie erwarten,ikzer. Was fir den Beobachter im Systefhgleichzeitig ist()A(0 = 0) — er mif3t

beide Stabenden gleichzeitig —, i$irfS nicht gleichzeitig. So haberiif S die beiden Enden eine Zeitdifferenz

von Xt = ~vA3L cos ¢.

2.4 Lokaler Zusammenhang, Christoffel-Symbole, Geadtengleichung

2.4.1 Lokaler Zusammenhang und Christoffel-Symbole

Neben der Metrik bestigen wir noch eine weitere GRBe, den lokalen Zusammenhang, um eine Raumzeit-Mannig-
faltigkeit beschreiben zudnert. Daraus kann man im Anschluf? die innerdifimung der Raumzeit ableiten.
Aus dem lokalen Zusammenhar#fit sich in einem ersten Schritt ein Ableitungsoperatgrdefinieren. Dieser
bestimmtiiber den Parallel-Transport eines Vektors den Zusammenhang zweier Hektei,, und V, an den
Ortenp und g, die durch eine Kurve miteinander verbunden sind. Der lokale Zusammenhangashstinoch
beliebig wahlbar, wird aber durch die Forderung, daf? das innere Produkt zweier Vektoren beim Parallel-Transport
konstant bleibtV , g, = 0, eindeutig festgelegt.

Die kovariante Ableitung eines Vektor$ lautet dann

Vot = 9yvt + T v, (2.4.1)

wobei der lokale Zusammenhang durch die Christoffel-Symbf{jlegegeben ist, die sich aus der Metyik, wie
folgt berechnen lassén

1
PI;,\ = 59”’) (gpu,A + Gorv — guA,p) . (2.4.2)

Die Christoffel-Symbole stellen allerdings keine Tensoren dar, da sie sich nicht wie Tensoren transformieren.

2.4.2 Geodtengleichung

Unter einer Geaogten wollen wir salopp eine geradesbgfiche Linie in einer geKimmten Raumzeit verstehen.
Mathematischaf3t sich eine Gedde dadurch definieren, daf3 sie die Kurve ist, welche ihren Tangentenyéktor
parallel zu sich selbst transportiert. Mit dem Ableitungsoperator aus dem vorherigen Abschnitt muf3 der Tangen-
tenvektor die Gleichung (in abstrakter Indexnotation)

Vet? =0 & 19V t* =0 (2.4.3)

erfullen, wobei wir schon vorausgesetzt haben, daR die &ecaffin parametrisiert wurdélbersetzen wir die
Gleichung 2.4.3 in Koordinatendarstellung, so muf3 die Gatelr*(\) der gevdhnlichen Differentialgleichung

zweiter Ordnung
2zt dx? dx®
7+ o= =0 (2.4.4)
dA d\ d\
IMessen heiRtgleichzeitig am Objekt*; Sehen hingegen bedegichzeitig beim Beobachter”.
2Eine ausfihrliche Erkhrung, auf die wir hier ziirckgreifen, findet man z.B. in Carroll ] oder Wald [L07.
3In Maple/grTensorll knnen die Christoffel-Symbole mittels 'grcalc(Chr(dn,dn,up))’ berechnet werden.
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mit dem affinen Parametergeriigen. Aus der Theorie der géiwnlichen Differentialgleichungen wissen wir, dai3
wir zwei Anfangswerte angeberdiknen, um die Bsung dieser Differentialgleichung eindeutig festzulegen. In
unserem Fall sind dies der Startett(A = 0) und die Startrichtung* (A = 0) = dx* /d\(A = 0) der Geodten.

In der Relativiitstheorie unterscheiden wir zwischen drei Typen von Gesod zeitartige, lichtartige und raum-
artige Geodten. Alle drei Typen sind@sungen der Differentialgleichung.@.4). Sie unterscheiden sich lediglich
in der zugtzlichen Forderung

Guiti” = Kc? (2.4.5)
an die Startrichtung, welche sie éiten missen. Unter der Voraussetzung, daR die Signatur der Metrikt, gilt
rk = —1 flr zeitartige< = 0 fur licht- oder nullartige und = 1 fur raumartige Gediten.

2.4.3 Anfangsbedingungen

Geben wir die Startrichtung einer Geodten an, soénnen wir dies entweder durch deren Koordinatendarstellung
{0,,} oder bezogen auf eine lokale Tetrads, } tun,

y=9"0, =7"en. (2.4.6)

Die eigentliche Integration der Ge@gngleichung werden wir hier jedoch nur in der Koordinatendarstellung
durchiihren. Innerhalb einer lokalen Tetrade wollen wir anstelle der kartesischen Koordjftadia Richtungs-
vorgabe auch mittels zweier Winkglund ¢ angeben (AbkZ 2.2).

€3

€1

Abbildung 2.2: Anfangsrichtung y mit Winkel-Koordinaten x und & beziiglich einer lokalen Tetrade.

Die Startrichtungy setzt sich dann wie folgt zusammen
y = ’eq + 1 sin y cos e + nsin x sin Eey + 717 cos Yes3 (2.4.7)
und mul3 der Bedingun@ (4.9, hier in lokaler Darstellung,
Kyl = nasd®® = — (@) +17 = P =V -, (2.4.8)

im weiteren auch Startbedingung genannt,igggm. Das Vorzeichen entscheidetidzer, ob die Gedite zukunfts-
oder vergangenheitsgerichtet ist. Im Fall lichtartiger Geed lonnen wirn = 1 wahlen. Bei zeitartigen Geéaten
beschreiby die Vierergeschwindigkeit = +y (ceq + vit), wobeir senkrecht aué, steht. Vergleichen win mit
Gleichung 2.4.7), so folgt

n=wvy=cBy und 7° = +ey.
Wie bereits en@hnt, beidtigen wir die Koordinatendarstellung vgnzur Geodtenintegration. Hieifr zerlegen
wir die Tetradenbases,, in ihre Koordinatendarstellung (vgl. GR@3.1)):

y =1eo +y'er + yes + ey (2.4.9)
= gaeao 80 + gaeal 81 + gaea2 62 + gaea&} 83
=900 + 9" 01 + 902 + 5205
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2.4.4 Numerische Integration der Geodtengleichung

Zur numerischen Integration der Geéaedngleichung4.4.4) fuhren wir dieses System zweiter Ordnung in ein
System erster Ordnurigher. Mit den neuen Variableyf(a = 0,. .., 8), wobei

ya = (y‘u7y#+4) = (IO’ R ,.:l:37j;07. A 7:t3)7

erhalten wir ein Sytem von insgesamt acht Gleichunges: 0, ..., 4):

g= @t =yt = f**), (2.4.10a)
gt =t = TPy YT = ), (2.4.10b)

oder in kompakter Form:
7 = f*(°) ({a,b} =0,...,8). (2.4.11)

Zur Losung dieses Systems aus @ébwlichen Differentialgleichungen erster Ordnung verwenden wir sowohl
einen einfachen Runge-Kutta-Integrator zweiter Ordnung, als auch ein Runge-Kutta-Verfahren vierter Ordnung
mit Schrittweitensteuerung §. Fur die aufwendigeren Verfahren bigigen wir zu&tzlich noch die Jacobi-Matrix

Jb = fe /yb mit
Jab B JsV Ju,u+4
- Ju+4,u J;L+4,u+4 ’

wobei sich die einzelnen Untermatrizen wie folgt ergeben:

I
Jmr =0, Jutdr _481—‘“’ p+4y0+4,
oy
wv+4 2w+4 +4,v4+4 —+4
JH =1# , JH = —21“51, T

Dabei istO*? die Null-Matrix und12° die Einheitsmatrix.

2.5 Riemann-, Ricci-, Einstein-Tensor

Transportieren wir einen beliebigen Vektor parallel entlang einer geschlossenen Kurve, so stimmt er nach einem
Umlaufim allgemeinen nicht mehr mit dem nicht transportieitbarein. Wie stark sich der Vektor dabei&pdert

hat, wird durch den Riemann-Tensit,, ,, angegeben. In der Darstellung von Wald@{] ist der Riemann-Tensor
definiert durch die Gleichung (in abstrakter Indexnotation)

VoViwe — VyVawe = Ry 2wa (2.5.1)
fur alle dualen Vektorfelder.. Eine andere, zu2(5.1) aquivalente Definitionifr den Riemann-Tensor lautet]]
Vx (VyZ%) = Vy (VxZ%) = Vixy]Z* = R%3,52° X Y° (2.5.2)

mit den VektorfelderrX,Y undZ. Driicken wir den Riemann-Tensor durch die Christoffel-Symbole aus, so folgt
fur seine Koordinatendarstellung

_ L A A
R, =T4 =Tk  +T0T), —TH T, (2.5.3)
Der Ricci-TensorR,,, ergibt sich nun aus dem Riemann-Tensor durch Spurbild@ng = RM,, nach einer

weiteren Spurbildung erhalten wir deniénmungsskalak = ¢°”R,.,. Aus dem Riemann-Tensobknen wir
schlief3lich einen total spurfreien Tensor, den sogenannten Weyl-Tensor, konstruieren:

1 1
Cp.l/pU = R;Lupa - 5 (gu[pRa]y - gl/[pRU}u) + gRgu[pgo’]V'
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Zentraler Kern der Allgemeinen Relatigistheorie sind die Einsteinschen Feldgleichungen

_ 8nG

5 (2.5.4)

Gy = »T,, — Agu, >
mit dem Einstein-Tensdk,,, = R, — %ng, dem Energie-Impulstensdi,,, der kosmologischen Konstanten
A und der Gravitationskonstantén Der kosmologischen Konstanten kann man eine Energiedighte A/
zuordnen, die unter anderem die Vakuum-Energiediphtewiderspiegeln soll. Astronomische Beobachtungen
geben eine obere Schranke f, an (siehe Straumani {]):

2

3Hj —29;2 9
< ot = ——= ~ 1.88 - 10 hi——
PAS Pt =g O em3’

wobei Hy der Hubble-Parameter urg ~ 0.6 ist.

2.6 Gleichung der geodtischen Abweichung

Aus der Gleichung der geatlschen Abweichungdnnen wir mit Hilfe des Riemann-Tensors und der Vierer-
geschwindigkeit die relative Beschleunigung und damit auch die Gezeifemkaweier benachbarter Teilchen
berechnen.

Betrachten wir zuachst eine Kongruenz zeitartiger Géoehz* = z# (7, \), wobeir eine Geodte selbst
und X die einzelnen Gediden parametrisier?[l]. Die Geoditen stellen die Integralkurven eines Vektorfeltis=
ox* /Ot dar. Das zweite Vektorfeld wird durch die Verbindungsvektafénr= 0x* /O erzeugt.

Abbildung 2.3: Kongruenz zeitartiger Geoditen mit den Vektorfeldern v* und &*. Der Parameter \ parametri-
siert die einzelnen Geoditen, wohingegen T eine Geodite selbst parametrisiert. Die Kongruenz spannt dabei die
Hyperfliche ¥ C M auf.

Der Kommutatoriv, £]* der beiden Vektorfelder verschwindet, sofern wir davon ausgehen, daR die zeitartigen
Kurvenz# (7, A) zweimal stetig differenzierbar sind

[0, €] = V¥ &F — £XO v = 0.

Da es sich bei dem Kommutator um die Lie-Ableitufgé” = [v, €] handelt, lbnnen wir aufgrund der Eigen-
schaften der Lie-Ableitung partielle durch kovariante Ableitungen ersetzen und erhalten so die Relation

Vot = Veok,

Zusammen mit der Definition des Riemannscheiirdimungstensor2(5.2 und den VektorfelderX = Z = v
undY = £ erhalten wir die Gleichung der geéiischen Abweichung iKoordinatendarstellung

2¢p
= % =R! v vPEl. (2.6.1)

m
“ D72 Ve
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Anstelle der Koordinatendarstellunghnen wir die geoétische Abweichung auch mit Hilfe der lokalen Te-
tradene; = ¢;#0,, bestimmen, wobes, = u in Richtung der zeitartigen Geaten mit der Vierergeschwindigkeit
u zeigt. Da die Tetrade entlang der Géatal parallel-transportiert wird, verschwindet die kovariante Ableitung
De;#* /D7 . Fur den Verbindungsvektat = eiugﬂ erhalten wir dann die Gleichung der gédidchen Abweichung
in Tetradendarstellung

D2§i DQ&“ 7 v ot i o] H i i v o
= DT2 = DTQ € " = Ruupau uﬂg € m = Kjgj mit Kj = Ruypge #60 eopej . (262)

2.7 Parallel- und Fermi-Walker-Transport

Die Bewegung eines Objekts, welches liglich einer lokalen Tetrade gegeben ist, beschreibt man durch einen
Parallel-Transport der lokalen Tetrade sofern die Beweguafidfrei erfolgen soll. Ndchte man auch eventuelle
Antriebe beiicksichtigen, so mul3 die lokale Tetrade Fermi-Walker-transportiert werden. Da der Parallel-Transport
ein Spezialfall des Fermi-Walker-Transports ist, wollen wir letzteren zuerst betrachten. Zuvor definieren wir die
Fermi-Walker-Ableitungf, X eines beliebigen Vektor¥® in abstrakter Indexnotation und formulieren die Ab-
leitung dann in Koordinaten- und Tetradendarstellung.

2.7.1 Fermi-Walker-Ableitung in abstrakter Notation

Ein Objekt bewege sich auf einer beliebigen zeitartigen Kure= 2°(7), die es mittels seiner Eigenzeit
parametrisiere. Die Fermi-Ableitung eines beliebigen Vekiotdautet dann in abstrakter Index-Notation:

1
FuX’ = VX" + < (Xuea® — X acu’) (2.7.1)
C

wobeiu die Vierergeschwindigkeit unal die Viererbeschleunigung des Objekts sein soil [

2.7.2 Fermi-Walker-Ableitung in Koordinatendarstellung

Transformieren wir die Fermi-Walker-Ableitungd.(.1) von der abstrakten Notation in die Koordinatendarstellung
mittels Identifikation £.2.2), so folgt fur den ersten Summanden aus Gleichuhg.()

VuX? = Vyao, (XB (3B)b)
= u® {(aaxf”) (95)" + X Vo, (8ﬁ)b}
= u {(0aX7) (0)" + X7, 0)"}.

und mit der Relation
dX*  0X*da”

i = aer ar =X
folgt
VX = % (9)" +u*X"TE (95)" . (2.7.2)
Als kleinen Zwischenschritt betrachten wir den Ausdruck
Uea® — aetl® = gec (ucab — acub) . (2.7.3)

Die kontravarianten Vektorendkinen wir wieder mit der Identifikatior2(7.1) ausdiicken, wohingegen wir die
Matrix g.q wie folgt schreiben riassen:

gec = ng (dxp)e ® (dxg)c N (274)
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Dabei gilt(dz?), (9.)° = 6. Aus Gleichung2.7.3 wird folglich
Ypo (u"aﬁ - a"uﬁ) ((“)B)b.
Fal3t man alles zusammen, so lautet die Fermi-Walker-Ableitung in Koordinatendarstellung

dx?

1
— + X"u aFﬁ —|— (gn,gu a® — gwa”uﬂ) X7, (2.7.5)
-

[FuXﬂ _

Die Beschleunigung?® erhalt man aus

a? (95)" = ab = V,ub = u® (9,4°) (95)" + uu’Vo, (95)"

duﬁ o b
T (9s)" +uu'TE5., (95)",
also 5 )
du d°x dx® dx”
A= M8 uouY = —— 4 T8 ———— 2.7.6
G e T g Tl gy (2.7.6)

Aus dem Vergleich mit der Geétengleichungd.4.4) folgt sofort, daR die Beschleunigund fiir Geodaten iden-
tisch verschwindet.

2.7.3 Fermi-Walker-Ableitung in Tetradendarstellung

Anstelle der Koordinatenbasis tritt nun die Tetrddg), wobei wir die Tetradenindizes mittels lateinischen Buch-
staben(i, j, k, . . .) kennzeichnen wollen. Dami&Bt sich dann die abstrakte Notation wie folgt umformen:

Xt = Xieb. (2.7.7)
Im ersten Schritt betrachten wir wieder Aamst den ersten Summanden aus der Gleich2iagl):

VuX? =V (X7e’) = (VuX) e’ + XIVye,’

dX dX7

= X7 el =
"+ Vuee (d’T

dT + XFy? wlk)e b

mit der Vierergeschwindigkeit = u‘e,* und den Rotationskoeffizientmj“je;C = Ve, e;. Weiterhin gilt:
XCa. = geaXa® = g, dX]e “a’ e = nﬂX at,

wobei wir hier ausgenutzt haben, daR die Tetrgtllerthonormiert sein soll. Insgesamt erhalten wirden Fermi-
Walker-Transport in Tetradendarstellung
ax’ 1
—+ + XFutw], +5 5 (mkiu'a? — nria'u?) X* = 0. (2.7.8)
-

In analoger Weise erhalten wiirf die Tetradenkomponentah der Beschleunigung

o dut o
a' = % + uku]w;-k. (2.7.9)

2.7.4 Fermi-Walker-Transport

Der eigentliche Fermi-Walker-Transpoitrfeinen beliebigen Vektak ® entlang der Kurver® = 2(7) mit dem
Tangentenvekton® = dz®/dr lautet nun
FuX’=0. (2.7.10)

Das Verschwinden der Fermi-Ableitung eines raumartigen Vektors stdint daf? dieser nicht rotier8f].
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2.7.5 Parallel-Transport in Koordinatendarstellung

Der Parallel-Transpofif, X® = 0 eines Vektors\® geht nun aus dem Fermi-Walker-Transg@stX® = 0 dadurch
hervor, dalR die Bewegung auf einer Gatmh verauft und die Beschleunigung daher identisch verschwindet.
Aus Gleichung 2.7.5 folgt dann

dXx?P
T
wobeiu® die Vierergeschwindigkeit entlang der zeitartigen Getedz® = 2°(7) und die Eigenzeit ist. Wie man
leicht sieht, wird der Tangentenvektot an die Geodte automatisch parallel-transportiert, da Bys® = 0 die
Geoditengleichungd.4.3 folgt.

P X? = +T8 u*X" =0, (2.7.11)

2.8 Rotverschiebung

Gegeben sei eine lokale Tetrafle } eines emittierenden beziehungsweise absorbierenden Objekts anDDet
Geschwindigkeitn des Objekts ist durch die Forderurg = u/c betiicksichtigt. Der Wellenvektok lautet in
dieser Tetrade

k=—-w (eo +nle; +neq + n3eg) , k2 =0, (2.8.1)

mitw = 27v = 2me/A und (nl)2 + (712)2 + (713)2 = 1. Sei nun{e; obs} die Tetrade des Beobachters Y emit}
die Tetrade des emittierenden Objekts, wobei in der jeweiligen Tetrade die Bewegung einbezogen ist. Dann stellt
der Beobachter eine Gesamtrotverschiebiagvon

Zges = Vobs _ <kob57 eO,obs> (2.8.2)

Vemit <kemita eO,emit>

fest? Dabei gehtkops durch Parallel-Transport vokemir €ntlang der Nullgediten, die beide verbindet, hervor.
Werte vonzgesim Intervall (0, 1) entsprechen einer Rotverschiebung, wohingeggyr> 1 eine Blauverschiebung
darstellt.

2.9 Pseudo-kartesische Koordinaten

Die meisten Metriken, die wir in dieser Arbeit untersuchen, haben entweder eihesgbie oder eine axiale
Symmetrie. Wir verwenden daher gptsche(r, ¥, ©) oder zylindrischér, ¢, z) Koordinaten. In der euklidischen
Geometrie ist die Transformation dieser Koordinaten in kartesigchg z) Koordinaten wohl bekannt. So giftif
spharische Koordinaten

x = rsind cos g, y = rsindsin g, z=rcost (2.9.1)
und fur zylindrische Koordinaten
T = 1Cos p, Yy =rsingp, z=z. (2.9.2)

In der Relativititstheorie haben wir generell eine pseudo-Riemannsche oder Lorentzsche Geometrie vorliegen.
Transformieren wir die sgrischen oder zylindrischen Koordinaten einer Metrik wieder entsprechend den Glei-
chungen2.9.7) und .9.2, so wollen wir die resultierenden Koordinatén y, =) alspseudo-kartesisch€oordi-
naten bezeichnen.

Pseudo-kartesische Koordinaten werden dann wichtig, wenn wir Objekte einer Szene nigjiicheziner
lokalen Tetrade sondern in Koordinatendarstellung angeben. Prinzipiell berechnen wit&ewditerhin in den
Koordinaten, in denen auch die Metrik gegeben ist. ie Schnittberechnung mit nicht-lokalen Objekten (siehe
Abschnitt§3.6.7) missen wir sie jedoch auf pseudo-kartesische Koordinaten transformieren.

“Die hiesige Definition der Rotverschiebung weicht von der soblthen Formz = vemit/vobs — 1 ab.



Kapitel 3

Raytracing in vierdimensionalen
Raumzeiten

3.1 Raytracing Konzept

Ein Bild unserer Umgebung entsteht in unserem Gehirn oder auf einer Bildplatte, indem Licht auf unsere Netzhaut,
auf einen Film oder ein CCD-Chigalit. Dieses Licht kommt entweder direkt von einer Lichtquelle (selbstleuch-
tendes Objekt) oder von einem reflektierenden Objekt. In unser Auge oder in unsere Kamera gelangt jedoch nur
ein geringer Bruchteil des Lichts, welches von einem Objekt im allgemeinen in alle Richtungen emittiert oder
reflektiert wird. Ein Verfahren, welches dieseniinéithen Prozess simuliereninde, ware sehr ineffizient, da der
Grol3teil der Lichtstrahlen uritigerweise verfolgt wirde. Anstelle dessen verfolgt man Lichtstrahlen vom Auge
oder der Bildplatte zuirck bis zum Ort ihrer Emission — dies nennt man &ag/tracing-Verfahrerisiehe Abb.

03.0.

Lichtquelle
I

S

Szene-Objekt

Beobachter

N\ Lichtquelle

Qo

Szene-Objekt

Abbildung 3.1: Prinzip des Raytracings: Lichtstrahlen werden vom Beobachter riickwiirts in die Szenerie hinein
verfolgt bis sie auf ein Szenerie-Objekt treffen oder das zu betrachtende Gebiet verlassen. Anschliefend werden
weitere Strahlen, sogenannte Sekundir- oder Schattenstrahlen, verfolgt. Die Lichtquellen und Shader der Objekte
tragen so zum eigentlichen Farbwert bei.

3.2 Konventionelles Raytracing

Konventionelles dreidimensionales Raytracing geht von geradlinigen Lichtstrahlen aus und éssigtdie end-
liche Lichtlaufzeit. Ein Bild entsteht, indem zu jedem Pixel, in Ablgigkeit des Kameratyps (Loch-, Panorama-,

19
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2m-Kamera) ein Lichtstrahl generiert wird. Dieser Péirstrahl testet nun, ob er auf eine Lichtquelle trifft oder
einen Schnitt mit einem Objekt besitzt. Im letzteren Fall wird gépob das Objekt selbst leuchtet oder beleuch-

tet wird. Die Beleuchtung kann entweder durch eine Lichtquelle oder ein anderes, reflektierendes Objekt stattfin-
den. Um dies zu testen wird ein Sekdamstrahl erzeugt, der nun seinerseits einen Schnittest mit allen Objekten
durchiihrt. Die Richtung des Sekuarstrahls wird durch geometrische Faktoren (Auftreffwinkel und Beschaffen-
heit der Oberfiche) und physikalische Faktoren (Reflexionseigenschaften des Materials) bestimmt.

3.3 Vierdimensionales Raytracing

Beim vierdimensionalen Raytracing muf3 man in erster Linie die endliche Lichtlaufzéitkséchtigen. Weiterhin
geht man auch nicht mehr von statischen Objekten aus. So kann sich sowohl die Kamera wie auch jedes einzelne
Objekt im Raum bewegen. Ist eine rein statische Szene — wobei wir unter einer Szene alle Objekte und Lichtquel-
len, jedoch nicht den Beobachter selbst verstehen wollen — gegeben,isgt gendie Aberration des Lichts bei
der Strahlrichtung zu backsichtigen. Der eigentliche Strahl kann dann als geradliniger Strahl wie im dreidimen-
sionalen Fall behandelt werden. Bewegen sich auch die Szenenobjekte, so mul3 vor jeder Schnittberechnung der
Strahl mittels Lorentz-Transformation auf das entsprechende Ruhsystem transformiert werden.

Neben diesen rein geometrischen Faktoren kann madtich auch den Doppler- und Searchlight-Effekt
bericksichtigen. Der Doppler-Effekt isiif die Frequenanderung des Lichts verantwortlich, welche abgig von
der relativen Bewegung zwischen Beobachter und Obijekt ist. Die ar&tstg oder Abschiéchung des Strah-
lungsflusses (Searchlight-Effekt) wird beim vierdimensionalen Raytracing daduragbkbhtigt, da’ die Zahl
der verfolgten Lichtstrahlen je Raumwinkelelement variiert.

3.4 Raytracing in komplexen Raumzeiten

Weichen wir ab von der flachen Minkowski-Raumzeit und getibar zu komplexeren Raumzeitewie etwa

dem Kollaps eines Sterns, statischen oder rotierenden Schwadzeern, Wurmbchern oder Warp-Metriken, so
missen wir gekimmte Lichtstrahlen bécksichtigen. Allerdings werden Wellengaomene des Lichts beim Ray-
tracing vernacldssigt und statt dessen digierung der geometrischen Optik verwendet. tdievierden Licht-
strahlen durch Nullgedden dargestellt. Wird eine Raumzeit durch eine analytisch gegebene Metrik beschrieben,
so ist es einfach, die Geatkngleichung numerisch zu integrieren. Ein Lichtstrahl setzt sich so aus einem Polygon-
zug zusammen, dessen Feinheit oder Genauigkeit vom verwendeten Integratagtablach der Berechnung der
Nullgeodate wird diese mit allen Objekten in der Szenerie geschnitten. Dies ist ein sehr aufwendiges Verfahren, da
jedes Segment des Lichtstrahls mit jedem Objekt geschnitten werden muf3. Eine Abhilfe schafft hier die Aufteilung
der Raumzeit in Raum-Zeit-Segmeiddtenlich der Aufteilung eines dreidimensionalen Raums in Voxel.

Die Berechnung der Nullgeaten erweist sich als das kleinste Problem bei der Visualisierung komplexer
Raumzeiten. Schwieriger ist die Beschreibung von Objekten an sich in einer Raumzeit. Die Freiheit, eine Raumzeit
in beliebigen Koordinaten beschreiben zinken, hat zur Folge, dal3 ein Objekt, wie zum Beispiel eiirf@l, in
jedem Koordinatensystem anders beschrieben werd#tendamit dieser bei der Visualisierung stets algfél
gesehen werderdknte. Weiterhin raf3te man bercksichtigen, daf’ ein massivebdiper sich aufgrund von Gezei-
tenki@ften in einer gekrmmten Raumzeit verzerrerinde. Es ist daher stets zu beachten, dal3 die Verzerrung von
Objekten nicht immer nur von gelsmmten Lichtstrahlen héihren.

Bisher haben wir noch nicht higrksichtigt, dal eine Raumzeit gegebenenfalls nicht durch eine Karte alleine
beschrieben werden, sondern ein Atlas aus mehreren Karten erforderlich seinA@rginfachsten ist ein Atlas
dadurch zu realisieren, daf3 man neben den Koordinaten eines Punkitdidugine Nummer speichert, die auf
die jeweilige zu verwendende Karte verweist. Im Fall eines Wurmlocbeste so zwischen den zwei Univer-
sen unterschieden werden (siehe Kagj&! Verlalit ein Objekt den @tigkeitsbereich einer Karte, so muf3 eine
Koordinatentransformation zwischen beiden Karten vermitteln.

1Unter komplexen Raumzeiten wollen wir hier kompliziertere Raumzeiten oder solche mit nicht-trivialer Topologie verstehen. Komplex hat
hier also nichts mit der Menge der komplexen Zahlen zu tun.
27um Begriff einer Karte bzw. eines Atlas siehe Kapf&l
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3.5 RayViS

Die zu Beginn dieser Arbeit zugrundeliegende Raytracing SoftwareRagWiS . Zunachst als reiner konven-
tioneller dreidimensionaler Raytracer von Alwindsie [/5] entwickelt, wurde dieser von Daniel Weiskopf(9]

auf vierdimensionales Raytracing erweitert und parallelisiert. Die ErweiterundregiiS zur Visualisierung
komplexer Raumzeiten, auf die wir hier nicht eingehen wollen, wurde vom Autpvprgenommen. Wir greifen

hier nur einige, ir das vierdimensionale Raytracing notwendige, Strukturen heraus und verweisen sonst auf die
Arbeiten von Alwin Gbne [/5] und Daniel Weiskopf09.

3.5.1 Basis-Protokoll

Die objektorientierte Programmierung eignet sich sehr gudfe Implementierung des Raytracing-Verfahrens.
Die Klassenstruktur voRayViS ist in Abbildung 3.2 vereinfacht skizziert.

,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,

Szene—Objekt
testIntersection() \ resultierender

l
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|
|
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|
|
| RvsShader
I
| / !
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zentrale Bildgenerierungseinheit RVSSampleMgr -
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Abbildung 3.2: Basisprotokoll von RayViS . Die einzelnen Blocke reprisentieren die Klassenstruktur, welche das
Raytracing- Verfahren darstellen. Eine genauere Erklidrung findet sich im Text.

Die wichtigste Klasse ist der Sample-Manager, der die zentrale Bildgenerierungseinheit darstellt. Er gibt den zu
rendernden Bildpunkt an den Projektor weiter. Dieser fordert von der Kamera einedziggeBtrahlrichtung an,

welche er an den Strahlgenerator weitergibt. Der berechnete Strahl wird anschlieRend vom Projektor an den Szene-
graphen weitergeleitet, der nugératliche Objekte mit dem Strahl schneidet. Das Resultat dieser Schnittberechnung

ist ein Shader, der einen Farbwert berechnet und ihn an den Sample-Managswgihir welcher letztendlich

das Bild ausgibt. Der Strahlgenerat®vsRayGen) ist beim einfachen dreidimensionalen Raytracing nicht not-
wendig, da durch den Strahlursprung und die Strahlrichtung der Lichtstrahl bereit&nvdigsbeschrieben ist.
Allerdings spielt er eine entscheidende Rolle beim vierdimensionalen Raytraciricinten Abschnitt.
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3.5.2 Erweiterungen fir vierdimensionales Raytracing

Die Vorteile der objektorientierten Programmierung treten nun bei der Erweiterung auf vierdimensionales Raytra-
cing zutage. Sofern wir es nur mit der flachen Minkowski-Raumzeit zu tun haben und der Beobachter sich durch
eine ruhende Szenerie bewegt, gghes, den ProjektoRyvsProjector ) dahingehend zu modifizieren, dal3 er
einen Lichstrahl zachst vom bewegten Beobachtersystem auf das Ruhsystem der Szenerie transformiert. Anschlie-
Rend kann die Strahltraversierung durch die Szenerie als reine dreidimensionale Schnittberechnungilddrchgef
werden. Bewegen sich jedoch die Objekte der Szenerie oder haben wir es mit einer komplexeren Raumzeiten zu
tun, so mufl man noch weitere Modifikationen vornehmen.

Wie bereits ena@hnt spielt der Strahlgeneratd®((sRayGen) dann eine wichtige Rolle, wenn er die Erzeu-
gung der Lichtstrahlen in einer (géknmten) Raumzeiibernehmen soll. Nach Vorgabe eines Beobachterorts und
einer Blickrichtung durch die Kameiigbernimmt der Strahlgenerator der jeweiligen Raumzeit die Aufgabe, den
zugetldrigen Lichtstrahl RvsPolRay4D ) zu berechnen indem er die Gédedngleichung integriert und daraus
einen Polygonzug erstellt. Dieser besteht aus einem Array von vierdimensionalen Punkten.

Da die Lichtstrahlen nun als Polygdige beschrieben werden,issen amtliche Szene-Objekte mit einer
Schnittberechnung aufgiestet werden, die jedes Segment des Polygonzuges auf Schnitt mit dem Objekt testet.
Eben diese aufwendigen Schnittberechnungen machen es erforderlich, die Bildberechnung zu parallelisieren.

3.5.3 Erweiterungen fir Raytracing in komplexen Topologien

Unter Raumzeiten mit komplexen Topologien wollen wir solche verstehen, welche nur bedingt mit einer Karte oder
nur durch einen Atlas beschrieben werdé@mien. Darunter fallen die hier betrachteten Raumzeiten: Kollaps ei-

nes sphrisch-symmetrischen Staubsterns und Woahér. Wie bereits erahnt wird das Konzept des Atlas durch
Hinzunahme einer Kartennummer zu den Punkten einer Raumzeit realisiert. Ein Lichtstrahl besteht daher aus ei-
nem Polygonzug, dessen einzelne Elemeimédimensionale Punkte sind; dabei stehen vier Dimensiainedié¢
Koordinaten und eine Dimensioiirffdie Kartennummer. Alle Szene-Objekte tragen nun ebenfalls eine Nummer,

die ihre Zugebrigkeit zu einer bestimmten Karte symbolisiert. Bei der Schnittberechnung werdaohatrdie
Kartennummern eines Strahlsegments und eines Objekts verglichen und erst dann die eigentliche Schnittberech-
nung durchgafhrt.

3.5.4 Wabhl der Koordinaten

Im Prinzip ist das Raytracing-Verfahren koordinatenurdaiglig, da genau das visualisiert wird, was ein Beobach-
ter tat&chlich sehen irde. Das Problem ist jedoch, daR jedes Szene-Objekt durch Koordinaten dargestellt werden
muf3. InRayViS ist die Schnittberechnung eines Lichtstrahls mit einem Szene-Objekt jedoch nur in sogenannten
pseudo-kartesischen Koordinaten realisiert. Dabei wird davon ausgegangen, dal3 die Koordinaten einer Raumzeit,
wie etwa sphrische Koordinaten der Schwarzschild-Raumzeit, wie in der euklidischen Geometrie auf kartesische
Koordinaten umgerechnet werdedirinen. Ein so entstehendes kartesisches Gitter besitzt im allgemeinen keine
rechten Winkel mehr. Ein \fel in pseudo-kartesischen Koordinaten kann daher ein ungewohntes Bild ergeben,
welches nicht nur aufgrund der géknmten Lichtstrahlen entsteht.

Obwohl RayViS so konzipiert wurde, daf’ es leicht zu erweitern ist, stiel3 es gerade im Hinblick auf die
Allgemeine Relativifitstheorie und deren Koordinatenunabbigkeit auf enge Grenzen, weshalb sich der Autor
entschlof3, eine naiberarbeitete Raytracing-Softwa@doViS) zu entwickeln.

3.6 GeoViS

Das Raytracingsysti®eoViS (Geodesic Visualization System) ist kein valistig neu entwickelter Code, son-
derniibernimmt einige Strukturen des urpglichen 3d-SystenRayViS , welche keinéAnderungen beinuber-
gang zum relativistischen Raytracing lbéigen. Giinde, die zur Entscheidungtirten, einen eigerésndigen Code
zu entwickeln waren unter anderem folgende: es sollte
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¢ ein einfacherer Einbau einer beliebigen Lorentz-Metrik,

die Behandlung nichttrivialer Topologien (Atlas),

die Auswabhl von verschiedenen Integratoréndie Geoétenintegration,

e der Einbau lokaler Objekte (lokale Tetrade) und

die 4D-Bewegung von Beobachter und Objekten

moglich sein. Zudem sollte mit Hilfe einer flexibleren und programmierbaren Szenenbeschreibungssprache (SDL=
scene description languapeineibersichtlichere Szenedatei und eine einfachere Filmerstellunigéofmt wer-
den. AuRerdem war das Ziel, einen etwas deutlich strukturierteren, moderneren, sowie stabileren Code zu ent-
wickeln. So konnte auf Teilen vadBeoViS, insbesondere auf den Metrik- und Integrator-Klassen, eiriziche
Software zur Geaatenveranschaulichung (GvsGeodViewer, siehe ABS) programmiert werden. Prinzipiell ist
auch der Einbau von Lichtquellen in der Minkowski-Metrik und gegebenenfalls anderen Raumzeiten, von denen
man eine analytischedsung der Geditengleichung besitzt, dglich. Neben dem Lichtstrahl selbsihknte auch
die Polarisation des Lichts higksichtigt werden.

Nach der Vorstellung des Basis-Protokolls zur Bildberechnungdohsten Abschnitt wollen wir in den dar-
auffolgenden Abschnittenamer auf die Hauptklassen v@eoViS eingehen, ihre Besonderheiten aufzeigen und
gegebenenfalls das interne Protokdher beleuchten.

3.6.1 Basis-Protokoll und Sample-Manager von GeoViS

Die Basis-Struktur irfseoViS wurde in weiten Bereichen vdRayViS tibernommen (vgl. Abldd 3.2undO 3.3).
Da aberGeoViS im Gegensatz zRayViS speziell fir vierdimensionales Raytracing ausgelegt wurde, weichen
insbesondere die Strahlerzeugung und die Darstellung der ObjekiRaydfiS ab.

Der Sample-Manager ist im wesentlichen \RayViS Ubernommen. Neu dabei ist dieddlichkeit, die Rot-
verschiebung als Bild und vor allem als Daterifitauszuschreiben. Ein Bild kann entweder PixalPixel, oder
in einzelnen Bbcken — zwischenliegende Punkte werden interpoliert — gerendert werden. Die Bildkoordinaten
(z,y) werden dem Projektor (siehe Abschiigt 6.6 tibergeben, der die zugéfige rgb-Farbe und gegebenenfalls
die Rotverschiebung ermittelt. Neben der Rotverschiebungrinen auch die Emissionszeitpunkte der Lichtstrah-
len als Datenfile extrahiert werdén.

3.6.2 Basisklasse

Die Basisklasse nahezu aller KlasserdssBase Ihre Aufgabe besteht lediglich darin, die Parameter der abgelei-
teten Klassen zu verwalten. Sorknen alle,aktivierten* Parameter der Unterklass@mer ihren Parameternamen
angesprochen und gedert werden. DigAktivierung* geschieht durch die Methode

addParam("paramName",paramType);

wobei der Parametername und der Parametedypkile , P5D.,...) Ubergeben werden. Sofern der Parameter-
name bereits vorhanden ist, wird eine Fehlermeldung ausgegeben und das Programm beendet. Das Setzen eines
Parameters geschieht dann durch die Methode

setParam("paramName",paramValue);

welche in der Regel erst am Schluf? beim Aufbau der Szenrjedes Einzelbild aufgerufen wird.

3Die Daten werden im hdf5-Formatitp://hdf.ncsa.uiuc.edu/HDF5/ ) rausgeschrieben.
4Die Emissionszeitpunkte sind dann von Interesse, wenn z.B. ein einzelnes Objekt Helligkeitsschwankungen unterworfen ist, die man
nachtéglich modifizieren richte. Siehe dazu auch Abschit 6.1
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Abbildung 3.3: Basisprotokoll von GeoViS. Die einzelnen Blécke reprisentieren die Klassenstruktur, welche
das Raytracing- Vertahren darstellen. Im Gegensatz zu RayViS sind die Szenen-Objekte in Koordinaten- und lo-
kale Objekte untergliedert, wobei letzteren auch eine Bewegung (GvsStMotion) zugeordnet werden kann. Der
Strahlgenerator wird nun durch die Raumzeit-Klasse (GvsSpacetime) und die Geodéitenintegratorklasse (Gvs-
GeodSolver) unterstiitzt. Eine genauere Erkldrung befindet sich im Text.

3.6.3 Raumzeiten

Ein fundamentaler Baustein @eoViS sind die RaumzeitenQvsSpacetimg, deren Klassenstruktur in Abbil-
dungd 3.4dargestellt ist. Diese Klassen-Struktudgt der Tatsache Rechnung, daf? eine Raumzeit-Mannigfaltigkeit
entweder durch eine einzelne Karte bzw. Metrik oder durch einen Atlas beschrieben werden kann. Die Karten ei-
nes Atlas werden, jed&if sich, als einzelne Metrik implementiert. Der Atlas ist danrnidakrantwortlich, die
Koordinatentransformationen am Kartenrand und auf pseudo-kartesische Koordinaten bereitzustellen.

GvsSpacetime

GvsAtlas GvsMetric

Abbildung 3.4: Klassen-Struktur der Raumzeiten. Die abgeleitete Metrik-Klasse GvsMetric ist die Mutterklasse
der einzelnen Metriken wie z.B. der Schwarzschild- oder der Morris-Thorne-Metrik. Von der Atlas-Klasse werden
die einzelnen Atlanten abgeleitet.

Da eine Raumzeit stets in Koordinaten beschrieben wird, stellt die MutterklasSpacetimehierfur zwei At-
tribute zur Verfigung. Dies sind zum einen der KoordinatentgpdrdType ) — zum Beispiel kartesisch, sghisch
oder zylindrisch — und zum anderen eine Charakterisierung einer einzelnen KoordinateirfateType ),
ob sie etwa linear oder periodisch ist. Weiterhin sind in der Mutterklasse auch dietziggehTransformatio-
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nencoordTransf() zwischen den Koordinatentypen implementiert, wobei insbesondere die Transformation in
(pseudo-)kartesische Koordinaten wichtig ist (siehe AB%.7). Die Transformationendnnen von den Kindklas-
seniuiberladen werden, was vor allem dann wichtig wird, wenn eine andere Transformation vorgeschaltet werden
soll. Als Beispiel dient hier die Morris-Thorne-Metrik (siehe A§$§.2), bei der zuachst von Eigenradial- auf
Radialkoordinaten und im Anschluf daran auf pseudo-kartesische Koordinaten transformiert wird.

In den meisten &llen liegt eine Metrik in geometrischen Einheiten (siehe Anhgfg.5) vor. Allerdings
kdénnen wir auch physikalische Einheiten verwenden oder zum Beispiel die Lichtgeschwindigistlidh herab-
setzen indem wir die entsprechenden ParameteGueBpacetimeKlasseandern.

Metrik

Die Hauptaufgabe einer Metrik ist die Berechnung der Metrik-Koeffiziegignsowie der Christoffel-Symbole
I';,, in ihren Koordinatenc” (1 = 0, ..., 3). Der Glltigkeitsbereich dieser Koordinaten kann durch die Methode
breakCondition() eingeschiinkt werden, wobei auf Koordinatensingulatén und nicht definierte Bereiche
gepift wird. Weiterhin stellt die Metrik die Umrechnung von Punkten und Vektoren zwischen dénicaén
lokalen Tetradeund der Koordinatendarstellung bereit.

Am Beispiel der Schwarzschild-Metrik

dr?
1—rg/r

ds® = — (1 — %8) dt* + + 72 (d192 + sin® 19d<p2)

wollen wir kurz diese Aspekte verdeutlichen. DetlltBkeitsbereich der Radial-Koordinateist hier aufgrund

des Ereignishorizonts auf > r, beschénkt. Die Zeitkoordinate hingegen unterliegt keiner solchen Schranke.
Obwohl die eigentlichen sgischen Koordinated und ¢ auf die Intervalle(0, ) beziehungsweis@, 27) be-
schiankt sind, Knnen sie hier zuachst beliebige Werte annehmen. Allerdings werden diese Werte dann auf die
entsprechenden Intervalle abgebildet (siehe Abd).

Sei ein Vektoru gegeben, so lautet dessen Tetraden-Darstetidng (u?, u”, u?”, u¥),
u=ule; +u"e, +u’ey + u¥e,,

wobei
1

1 Ts 1
e = —0, e, =4/1—-—0 ey = -0 e, = 0,
t m ty T r T [ r () [ rsind ©

die natirliche lokale Tetrade der Schwarzschild-Metrik r@gentiert. Die Koordinaten-Darstelluiig von u lautet
daher

9 ®
g+ L0y + ——0
T T

0, a1 —
e+ rsing *

ut
RV e

=a'0; + a0 + 0’y + 1?0,

Die beiden MethodelbcalToCoord() (u* +— a*) und coordToLocal() (a* — uM) vermitteln zwischen
diesen beiden Darstellungen. Sind mehrerdinighe lokale Tetraden, wie etwa bei der Kerr-Metrik in Boyer-
Lindquist-Koordinaten, definiert, so kann bei beiden Methoden noch eitZicher ParameterG{sLFType )
Uibergeben werden, der angibt, welche Tetrade zu verwenden ist.

Ein weiterer wichtiger Aspekt ist die Bestimmung des Abstands zweier benachbarter Punkte in einer Raumzeit.
Unter dem Abstand zweier Punkte wollen wir einerseits dignliche épacedist Aspace Und andererseits die zeit-
liche timedis}, Atme, Projektion dieses Abstandes verstehen. tdiestellt die MethodeoordDiff() zurachst
die Berechnung von Koordinatendifferenz&n:* unter Beticksichtigung der PeriodiZt einer Koordinate zur
Verfugung,

Azt = (zh — o) 1og

5Details zur lokalen Tetrade befinden sich im Absch§fits.5und im Kapitel§2.
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wobei z!' die Koordinaten eines Punktes oder Ereignisses (Jfgh die Modulo-Funktion mit der Periode der
Koordinatenz# darstellt. Raumlicher und zeitlicher Abstand definieren wir dann wie folgt,

Aspace= Z G Azt Az bzw. Atime = — Z Ju Azt Az,

e ik o tieike
wobei in jedem Koordinatensatz:*} eine Koordinate als Zeitkoordinate mit dem Attribuhelike — ausge-
zeichnet wird. Beide Abanhde werden durch die MethodelcDist() berechnet. Es sei darauf hingewiesen,
dal dieser Abstand nicht der tathliche raumartige Abstand ist, der durch die Verbindung beider Punkte mittels
einer raumartigen Gedatk entsteht, sondern lediglich einer erstethé&fung entspricht. Im allgemeineifdt sich
der exakte raumartige Abstand nur sehr aufwendig ermitteln, es sei denn, es liegt eine analyissotge der
Geoditengleichung vdf.

Die Koordinatendifferenz émnen wir auch noch zur Umrechnung einzelner Punkte von der Koordinatendar-
stellung in eine lokale Tetrade mit der MethadsToNatLocTed() verwenden. Prinzipiell kann jeder Punkt
transformiert werden, sinnvoll ist jedoch nur ein Punkt, der sich nahe dem Ort der lokalen Tetrade befindet. Was
hier ,nahe" bedeutetdngt von der Kilmmung der Raumzeit ab und ist nicht pauschal zu beantworten. Auch hier
gilt wieder, dal’ die Umrechnung nur in ersteahi¢rung stimmt.

Das Setzen und Vandern von Parametern einer Metrik kann direkt durch die Parameternamen mittels der
MethodesetParam() , wie in Abschnitt§3.6.2bereits en@hnt, erfolgen. In der Regel ist ein Metrik-Parameter
vom Typdouble . Um auch Funktioneh wie sie etwa iir eine allgemeine Wurmloch-Metrik gebraucht werden,
Ubergeben zudnnen, lassen sich aushing -Werte als Parameter setzen.

Zur Verwendung im GeditenbetrachtefGvsGeodViewer* (siehe Abg3.7) kann in der Metrik-Klasse auch
noch eine Einbettungsfunktion eingebaut werden. Auf3erdem ist der Einbau einer analytissineg der Gedtten-
gleichung vorgesehen.

Atlas

Mit der Atlasklasse ist es @glich, auch Raumzeiten mit nicht-trivialer Topologie, welche nicht mehr durch ei-
ne Metrik alleine beschrieben werdeiirnen, zu realisieren. Die Metriken aus denen der Atlas bestébsan
zurachst, jedeir sich, als Metrik implementiert und anschlieend in der Atlasklasse zusammengestellt werden.
Die Berechnung der Metrik-Koeffizienten und Christoffel-Symbole wird gagjig von der Kartennummer, an die
jeweilige Metrik-Klasse weitergeleitet.

Die wichtigste Methode, die in jeder abgeleiteten Atlas-Klasse vorhanden sein muafgri€hanged()
welche pilft, ob ein Kartenwechsel notwendig ist und diesen dann gegebenenfallsidutcBfie restlichen Me-
thoden gleichen denen einer Metrik und leiten die jeweilige Berechnung an dietriggeNetrik weiter.

In Einzelfallen, wie etwa beim einfachsten Morris-Thorne-Wurmloch aus Absctthitt kbnnen wir einen At-
las auch durch eine einzige Karte simulieren. Die Kartennummer, welche wir bei jedem Segment eines Lichtstrahl
speichern, &nnen wir dabei verwenden, unterschiedliche Transformationen auf pseudo-kartesische Koordinaten
zu definieren (siehe Anharige.2.3.

3.6.4 Geoditen

Ein weiterer fundamentaler Baustein GeoViS sind die Geodtenintegratoren. Geéten spielen in zweierlei
Hinsicht eine dominante Rolle. Zum einen répentieren Nullgedden die Lichtstrahlen, die in die Szeneiztk-
verfolgt werden. Zum anderen beschreiben zeitartige &eodlie Bewegung von Testteilchen, welche zur Visua-
lisierung einer Raumzeit hilfreich und teilweise auch notwendig sind.

Zur Integration der Geddengleichung steht die Klassenstruktur aus Abbildurig5 zur Verfugung.

Die Basis-Klasse der IntegratoreB\(sGeodSolverBasgespeichert den Typ (light-, time-, spacelike) sowie die
zeitliche Richtung (backward, forward) und di&umliche Richtung (co-, contradir) einer Gébeh. Unter der

SMehr zu Geodten im rachsten Abschnitt und im KapitgP.
"Die Behandlung von Funktionen {BeoViS ist in Abschnitt§3.6.12beschrieben.
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GvsGeodSolverBase

GvsGeodSolverRungeKutta GvsGeodSolverNumRecRK GvsGeodSolverGSLode

Abbildung 3.5: Klassen-Struktur der Geoditen-Integratoren. Von der Mutterklasse sind die drei Integratoren: ein-
facher Runge-Kutta-Integrator zweiter Stufe, Runge-Kutta-Integrator vierter Stufe mit Schrittweitensteuerung (Nu-
merical Recipes [78]) und die ODE-Integratoren der GSL abgeleitet.

raumlichen Richtung wollen wir hier das Vorzeichen eines dreidimensionalen Richtungsvektors verstehen, wobei
,co' fUr positives undcontra’ fiir negatives Vorzeichen steht.

Die Bewegung eines Testteilchens wird als zeitartige @spdeschrieben, welche sowohl in die Zukunft (for-
ward, codir), als auch in die Vergangenheit (backward, contradir) integriert werden kann. Betrachtet man jedoch
Nullgeodaten zum Zweck des Raytracings, so handelt es sich um lichtartigea@eodelche in die Vergangenheit
(backward, codir) integriert werdeniresen (Abbl] 3.6).

AY 7
N 7
AN forward ,”~
N 7/

N Tdilchen
\ 7/

7

4 - o

gvsDestContraDlr gvsDestCoDir @
Lichtstrahlen
Tellche'n

l backward ~ .

Abbildung 3.6: Integrationsrichtungen beziiglich einer lokalen Tetrade (lokales Minkowski-System). Die gestri-
chelte Linie kennzeichnet den Lichtkegel. Eine licht- oder zeitartige Geodite kann von einem Punkt aus sowohl
riickwdrts in die Vergangenheit als auch vorwirts in die Zukunft gerechnet werden. Geben wir einen Richtungs-
vektor als Geschwindigkeitsvektor eines Teilchens oder eine Blickrichtung eines Beobachters vor, so kénnen wir
entlang (codir) oder entgegengesetzt (contradir) der Richtung integrieren.

Wichtig bei der Integration einer Geatén sind die Anfangsbedingungen. Da es sich bei der &endleichung
um eine gewhnliche Differentialgleichung zweiter Ordnung handefinken wir auch zwei Anfangswerte vorge-
ben. Dies ist zum einen der Startort, welcher durch den Projektor (siehe Abg¢hfif) vorgegeben wird, und
zum anderen die Startrichtung, welche tiglich einer lokalen Tetrade (siehe Abschfit6.5 oder auch direkt in
Koordinaten angegeben werden kann.

Die Wahl eines Raytracing-Integratoranyt entscheidend von der Szenerie ab. Besteht die Szene nur aus ru-
henden Objekten, kann ein Integrator mit Schrittweitensteuerung verwendet werden. Bewegen sich jedoch einige
Objekte, so mul3 man in der Regel die Schrittweitensteuerung vermeiden, da ansonsten die Interpolation zwischen
den einzelnen Punkten so schlecht wird, dass die Schnittmethode mit dem bewegten Objekandiglister so-
gar falsch wird. Der Integratofif eine geodtische Bewegung sollte im allgemeinen keine Schrittweitensteuerung
besitzen. Br einen bewegten Beobachter hat es dann den Vorteil, daf3 er zum Beispiel in gleichen Eigenzeitinter-
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vallen jeweils ein Bild aufnehmen kann.

Die Integration der Gedtengleichung ergibt eine Kurve, welche aus lauter einzelnen Segmenten besteht,
deren Gesamtheit wir algPolyline” bezeichnen wollen. Begrenzt wird die Integration im wesentlichen durch
drei Schranken. Dazu géft die maximale Anzahl an Punkten, die wirrfeine Geodte zulassen wollen. Dabei
missen wir beicksichtigen, dal3 die Anzahl hoch genug ist, damit alle Objekte geschnitten werden, aber klein
genug ist, um die Rechenzeit nicht unig in die Hohe zu treiben. Eine zweite Schranke ist die Vorgabe einer
»BoundingBox‘, die eine Art Definitionsbereich der Koordinaten festlegtiiNiah miissen alle Objekte innerhalb
dieser,BoundingBox" liegen. Sie sollte jedoch nicht zu grof3 sein, um ebenfalls nicht die Rechenzeitngeenl.

Zuletzt wird die dritte Schranke durch die Raumzeit selbst gegeben, welche zum Beispiel innerhalb eines Gebietes
nicht mehr definiert ist. In der Schwarzschild-Metrik ist der Ereignishorizont solch eine dritte Schranke. Eine
zusatzliche Abbruchbedingung ist der Test, ob die Gaedlie Zwangsbedingung.¢.5 erfullt.

Neben der eigentlichen Geatgnintegration ist auch die gleichzeitige Integration des Parallel-Transports einer
lokalen Tetrade implementiert. Der Parallel-Transport ist dann wichtig, wenn sich entlang dété&esid Objekt
bewegt, welches béglich einer lokalen Tetrade beschrieben wird. Andererseits ist der Parallel-Transport auch bei
Nullgeodaten denkbar, um die Polarisation des Lichts ziibksichtigen.

Die verwendeten Integratoren sind: ein einfacher Runge-Kutta-Integrator zweiter Ordnung, der Runge-Kutta-
Integrator vierter Ordnung mit Schrittweitensteuerung aus den Numerical Recipesfl samtliche Integratoren
gewdhnlicher Differentialgleichung (ODE) der GSL

3.6.5 Lokale Tetrade

Eine lokale Tetrade hat zum einen die Funktion, den Bezugsrahim&men lokalen Beobachter — in Form des
Projektors — zu liefern und andererseits das lokale Bezugssystem eines Testteilchens bereitzustellen. Die Klasse
GvsLocalTetrad speichert hieidr die momentane Position, die Geschwindigkeit und die Beschleunigung in Koor-
dinaten sowie die vier Tetraden-Vektorenund deren duale Vektordst*. Fir die Vektoren kann noch angegeben
werden, ob sie bémlich einer nairlichen Tetrade,, (inCoords =false) oder in KoordinatennCoords =true)
dargestellt werden sollen,

e, = ¢, 85 bzw. eq =¢,/"0,,

wobei auch mehrere rialiche Tetraden, wie etwa bei der Kerr-Metrik, mittels dem Argunti@gpe bericksich-
tigt werden knnen. Die Eingabe der Tetraden-Vektoren wird dadurch erleichtert, daf3 die Vektoren lediglich grob
angegeben werden brauchen. Die MethadjestTetrad() ermittelt zurachst die Vierergeschwindigkaitund
richtet den Tetraden-Vektay, nach diesem aug, = u/c. Die anderen Tetraden-Vektoren werden anschlieRend
mit dem Gram-Schmidt-Orthonormalisierungsverfahren (siehe Abs¢ait3 zu einer orthonormalen Tetrade
vervollséandigt. Ob am Schlul3 eine rechdsidige Tetrade vorliegt, kann mit der MethodRightHanded()
abgefragt werden.

Mit den MethoderiocalToCoord() und coordToLocal() konnen Richtungsvektorey von der lokalen
Tetrade in Koordinaten und umgekehrt transformiert werden.yMi& y“e, = 5*0,, folgt fur diese beiden
Transformationen,

« localToCoord -, coordToLocal
Y

gt =y%e ! und y* =g'e”,.

beziehungsweise mjt = g*¢é, = 30, folgt

~o localToCoord -, coordTolLocal ~
y

_ heB g
g =ghe’,e%.

J"* =19, es”  und

Diese Transformationen sind von groRer Bedeutung, da Blickrichtungen und Geschwindigkeiten in der Regel
im lokalen System angegeben werden. Neben den Richtungénidesmwir aber auch die Transformation von
einzelnen Punkten von der Koordinatendarstellung in die lokale TetiradeToLocTetrad ) und wieder zuiick
(transToCoords ).

8GNU Scientific Library (ODE)http://www.gnu.org/software/gsl/manual/gsl-ref_25.html
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Die lokale Tetrade kennt auch die Metrik, die an ihrem Ort gegeben ist und speicheRaumazeit-Box*, so-
fern sie das Bezugssysteiir fTestteilchen darstellt. DiesRaumzeit-Box* hat die Formix 52, wobei das zeitliche
Intervall I im Fall von ruhenden Objekten unbesghkt, bei bewegten Objekten jedoch beggtht ist. Ruumlich
entspricht sie einer Kugel mit Radiug, wobei R die Lange der Diagonalen der tathlichen,Bounding-Box*
aller Objekte (siehe Abschni§B.6.7) im lokalen System ist. DigRaumzeit-Box* dient bei der Schnittberechnung
dazu, zuAchst einen Schnitt zwischen dem Lichtstrahl und ihr durditmein, bevor die Umrechnung des Strahls
in die lokale Tetrade und die Schnittberechnung mit den lokalen Objekten stattfindet. Dies hat den einfachen Grund,
dafd zuichst ein schneller Schnittest durchiget werden kann, bevor eine eventuell lange Schnittberechnung mit
vielen Einzelobjektendilig wird.

3.6.6 Projektor

Der Projektor regisentiert den eigentlichen Beobachter der Szenerie. Er stellt das lokale Bezugssystem — in Form
einer lokalen Tetrade oder einer Bewegung — zur Mguihg innerhalb dem die Kameraorientierung festgelegt
werden kann. Es ist also seine Aufgabe, den Beobachtungsort, die Beobachtungszeit und die Orientierung des
Beobachtersystems bereitzustellen.

Vom Sample-Manager eglt der Projektor nach und nach die zu berechnenden Bildkoordiféten In der
MethodegetRayDir()  laRt sich der Projektor, von der entsprechenden Kamera, aus einer bestimmten Bildko-
ordinate(¢;,n;) eine Startrichtungy; beziglich der lokalen Tetrade berechnen. Diese Richtung transformiert er
gleich in die Koordinatendarstellung uréldt durch den Strahlgenerator aus seinem Standort und dieser Startrich-
tung einen Lichtstrahl erzeugen. Den vdilstligen Strahiibergibt er dann dem Szenegraphen, der auf Schnitte
mit den einzelnen Objekten testet. Liegt ein Schnitt vor, so wird der ZugghShader nach dem einfallenden
Licht (getincidentLight ) gefragt. Besitzt die Metrik eine analytischédung fir die Geodtengleichung, so
kann ein Schattenstrahl losgeschickt werden. Ansonsten wird beim vierdimensionalen Raytracing nur ambientes
Licht bericksichtigt.

Hat die Kamera einepFilter* fur die Rotverschiebungy(sCamFilterRGBz ), dann wird diese, wie im Ab-
schnitt§2.8 beschrieben, berechnet und in einem Datehfilespeichert. Sofern es sich bei dem geschnittenen
Objekt um ein Objekt in Koordinatendarstellung handelt, mufazhat eine lokale Ruhetetrade am Ort des Schnitt-
punkts erzeugt werden, um die Rotverschiebung korrekt berechnémnex.

3.6.7 Objekte

Ein Objekt ldnnen wir sowohl als Koordinaten-Objekt wie auch als lokales Objekt beschreiben. Unter einem
Koordinaten-Objekt wollen wir ein Objekt verstehen, dessen MaRangaben, wie etwa die ageeater der
Mittelpunkt einer Kugel, in pseudo-kartesischen Koordinaten (siehe AbsgBriijtdargestellt sind. Im Gegensatz
dazu beschreiben wir ein lokales Objekt durch euklidische Koordinaten in einer lokalen Tetrade, deren Position und
Geschwindigkeit wir wiederum in Koordinaten angebeiissen. Die generelle Klassenstruktur ist in Abbildung
(0 3.7 dargestellt. Ein lokales Objekt selbst besitzt jedoch keinen Zugang zu einer lokalen Tetrade sondern muf3 in
einem Verbund, dem sogenannen Local-Compound-Oljactl(ocal CompObj) beschrieben werden.

Der Unterschied zwischen Koordinaten- und lokalem Objekt kommt insbesondere bei der Schnittberechnung
(test(Local)Intersection ) mit einem Lichtstrahl zum tragen. Prinzipiell wird ein Lichtstrahl aahst kom-
plett erzeugt, wobei komplett hier so zu verstehen ist, dal? die @ewogleichung soweit integriert wird, bis eine
Abbruchbedingung eilt ist. Der komplette Strahl wird anschlieRend an das Ohjbkrgeben, welches auf einen
Schnitt mit dem Strahl testet.

Befinden sich mehrere Objekte in einem Verbund, so wird eine sogen@wiiading-Box*, welche alle Ob-
jekte umfal’t, erzeugt. Dies8ounding-Box* ergibt sich aus den tialichen,, Bounding-Boxen" (kleinste objekt-
umfassende Box) der einzelnen Objekte durch einfaierlagerung.

Im einzelnen speichert das Szene-ObjékigSceneObj den Objekttyp, den Pointer auf die komplette Raum-
zeit und die Bewegung des Objekts. Die Kenntnis der Raumzeit ist notwendig, um den Lichtstrahl vor dem Schnit-

9Die Daten werden im hdf5-Formatifp:/hdf.ncsa.uiuc.edu/HDF5/ ) rausgeschrieben.
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GvsSceneObj

\

GvsCompoundObj GvsLocalCompObj GvsSurface

GvsPlanarSurf GvsSolidObj

Abbildung 3.7: Klassenstruktur der Objekte. Von der Mutterklasse aller Szenenobjekte, wobei hier Objekte im
eigentlichen Sinne gemeint sind, leiten sich sowohl zusammengesetzte Objekte wie auch Objekt-Primitive wie
Dreieck oder Wiirfel ab.

test von den urspinglichen in pseudo-kartesische Koordinaten transformiererdandn. Die Oberfichenklasse
(GvsSurfacg ist fur den Oberfichenshader und die Berechnung der Texturparameter verantwortlich. Von ihr lei-
ten sich sowohl flachegvsPlanarSurf) wie auch aumliche Objekt-Primitive ab. Der VerburigvsCompound-

Obj kann mehrere Objekte zusammenfassen und kann selbst wieder als einzelnes Objekt in einen Verbund ein-
gefugt werden. Im Gegensatz dazu ergibt es keinen Sinn, einen lokalen Verbund wieder als Objekt eines lokalen
Verbundes einzubauen.

Schnitt mit Koordinaten-Objekt

Da ein Koordinaten-Objekt in der Regel in pseudo-kartesischen Koordinaten gegeben ist, der Lichtstrahl aber
in Koordinaten der Metrik vorliegt, muf} jedes Segment des Lichtstrahls vor dem Schnitt in pseudo-kartesische
Koordinaten transformiert werden. Im Anschlufd daran wviberpiift, ob die Kartennummer des Objekts mit der

des Segmentgbereinstimmt. Die Reihenfolge — erst Transformation, dann Kartentest — ist wichtig, da eventuell
bei der Transformation auf pseudo-kartesische Koordinaten eine Umnumerierung der Karten stattfind&n kann.
Danach erfolgt der Schnitt mit dem Objekt, wobei Ein- und Austrittszeit bestimmt werden.

Schnitt mit lokalem Objekt

Ein lokales Objekt muf} stets in einem lokalen Verbu@dgLocalCompObj), der den Bezugsrahmen darstellt und
daher die lokale Tetrade beinhaltet, eingebunden sein. Der Schnittest erfolgt nun analog zum Koordinaten-Objekt
zurAchst mit dey,Raumzeit-Box" des Verbunds. Liegt ein Schnitt vor, so wird das entsprechende Strahlsegment in
die lokale Tetrade transformiert, wo dann ein Schnittest mit allen Zirggdn Objekten durchg@éhrt wird.

3.6.8 Bewegung

Ein Hauptbestandteil voGeoViS ist die Umsetzung von Bewegung in einer vierdimensionalen Raumzeit, sei
es nun die schlichte, geradlinige Bewegung in der Minkowski-Raumzeit oder die komplizierte Bewegung auf
zeitartigen Geodten in einer allgemeinen Raumzeit. Die Berechnung der Bewegung wird dabei jeweils vor dem
eigentlichen Rendern einer Szene durchibef

Fur den Fall einer zeitartigen Geatgn ist zuAchst ein Geadtenintegrator, der unaihgig vom Strahlgenera-
tor sein darf, zu \ithlen. Anschlie3end muf3 ein Startort in Koordinaten und eine Startgeschwindigkeit wahlweise
in Koordinaten oder béglich der nairlichen lokalen Tetrade am Startort angegeben werden. Mit der Startzeit
synchronisiert man die Koordinatenzeit der Bewegung mit der des Beobachters. Da ein Lichiskaflts in
die Vergangenheit verfolgt wird, mul3 sichergestellt sein, dal3 die Bewegung ausreichend weit in die Vergangenheit
integriert wird.

10Durch solch eine Umnumerierung ist edglich, die Morris-Thorne-Wurmloch-Raumzeit aus AB8.3 durch eine einzige Metrik darzu-
stellen. Die Transformation auf pseudo-kartesische Koordinateogtich die Unterscheidung zwischen oberem und unterem Universum.
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Gespeichert wird eine Bewegung in eingifontainer, der das Hinziiigen von Elementen — in diesem Fall
von lokalen Tetraden — sowohl an den Anfang als auch an sein Ende erfaBbim Schnittest wird iir je-
den Punkt eines Strahlsegments die lokale Tetrade der Bewegung herausgesucht, welche dem Punkt zeitlich am
nachsten liegt. Erst dann wird auf Schnitt mit der Raum-Zeit-Box getestet.

Die Bewegung kann nicht nur einem Objekt, sondern auch dem Beobachter zugeordnet werden. Dies wird
erreicht, indem man einfach die Bewegung anstelle einer fixen lokalen Tetrade dem Pridjekpbt.

3.6.9 Lichtquellen

Die einfachste Art einer Lichtquelle beim Raytracing ist ambientes Licht, welches keine diskrete Quelle besitzt
sondern vielmehr an jedem Punkt des Raumes leuchtet. Ein Objekt, welches ambientes Liémdigltstflek-

tiert, scheint eigenahdig zu,leuchten”. Leider ist ambientes Licht beim allgemein-relativistischen Raytracing

in der Regel die einzige Lichtquelle, da wir ansonsten einen Lichtstrahl vom Objekt zur Quéitdznfolgen
muf3ten. Dies ist aber nur danrglich, wenn eine analytischedsung der Geditengleichung vorhanden ist. Im

Fall der Minkowski-Metrik handelt es sich bei den Lichtstrahlen lediglich um Geraderdié Schwarzschild-

und die Morris-Thorne-Metrik haben wir sogar eine analytisckisung (siehe Abschnittg5.3 und §6.4). So
konnen wir neben dem ambienten Licht auch eine Punktlichtquelle anschalten, die in zwighragien vor-

liegt: einerseits als konstante Lichtquel®vsPointLight), andererseits als Stroboskoplam@/¢FlashLight)

mit variablem Blitzmuster (siehe Abbl 3.8).

A

Periode

on

n
=Y

startTime

Abbildung 3.8: Blitzmuster ,,10010% fiir Stroboskoplampe mit der Startzeit t ;... Die Gesamtperiode setzt sich
zusammen aus der Linge der An- und Auszeiten; hier At,, = 1 und Atoy = 0.75. Ein Singleflash erzeugt dieses
Muster nur ein einziges Mal; beim Multiflash wird das Muster zeitlich in beide Richtungen periodisch fortgesetzt.

3.6.10 Device

Sind alle Teile einer Szenerie definiert, ginken sie zu eineryDevice" zusammengestellt werden. Unter einem
»Device" verstehen wir alle notwendigen Teile und Parameter, die zur ErstedinegBildes notwendig sind.
StandardraBig muf3 ein Device" mindestens

eine Metrik oder einen Atlas zur Beschreibung der Raumzeit,
einen Geodtenintegratorir die Nullgeoéiten,

einen Strahlgenerator zur Strahlerzeugung,

eine Beobachterkamera,

eine lokale Tetradeif den Beobachter,

einen Projektor,

den Lichtquellenmanageri(f ambientes Licht), sowie

ein Objekt

beinhalten. Im,Device* kbnnen nach#glich Parameter der verschiedenen Objekte angepaldt werden. Die Spei-
cherung aller in einer Szene definierten Objakternimmt der Parser, so dal’ in den einzelnen Devices im wesent-
lichen nur noch die Pointer auf die Objekte und Arederungen gespeichert werden.

n C++ wird dies durch depdeque*-Kontainer (double-ended queue) umgesetzt.
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3.6.11 Szenenbeschreibungssprache

Der Aufbau einer Szene, die sich aus einem Beobachter, einer Raumzeit-Mannigfaltigkeit, unterschiedlichen Ob-
jekten und eventueller Lichtquellen zusammensetatgiin, C++“-Code sehr uiibersichtlich zu implementieren.
Zu diesem Zweck wurde eine Szenenbeschreibungssprache (Sakre Description Languageuf der Basis
der Programmierspracl@HEME *? entwickelt.
Die Basisstruktur unserer SDL besteht aus Makros, welche aber niSaHaME sondern inC++ program-
miert sind. Die Makros setzen sich aus einem Bss¢lwort keyword, welches in der Regel ein Objekt von
GeoViS, wie etwa eine Metrik oder eine Lichtquelle, erzeugt, und einem oder mehreren datam(zusam-
men:

( <keyword> <datum> ..))

In der KlasseGvsParsersind alle erlaubten Sclidselvirter, jeweils zusammen mit ihrem zu@elyen Funktions-

aufruf, in der Methodeead _scene() deklariert.<datum> istin der Regel eine Liste von literalen Ausidken,
welche selbst aus einem Paar bestehen. Jedes Paar setzt sich aus eitisgel8cint fype und einem Wert\a-

lue), der entweder ein Wahrheitswert (boolean), eine Zahl (int oder double), ein Vektor, ein String oder selbst ein
Paar sein kann, zusammen:

‘(<type> <value>)

Die <type> -Bezeichnungen repsentieren die Methoden oder Parameternamen der verschiedenen Objekte, wo-
bei<value> den zu setzenden Parameterwerten entspricht. In den jewejligese”-Files ist die Syntax eines
jeglichen,keyword* definiert (einige Beispiele werden weiter unten abdfcher besprochen), wobei auch al-

le erlaubtentype‘’-Namen aufgefhrt werden. Der wichtigstgype‘-Name ist die Identifizierungsnummer (ID),
welche, solange sie nicht explizit gesetzt, automatisch vergeben wird. Mit dieser ID kanraghchtdas ent-
sprechende Objekte angesprochen werden. Alle zu erzeugenden Objekte (Kamera, Metrik, Integrator,...) werden
zurachst mit dieser ID in der KlassgvsParsergespeichert und erst am Schluf3 zu einem Device zusamnigygef

Die Methodeparse()  der KlassesvsParseSchemist das zentrale Bindeglied zwischen dem extelSeREe-

ME -Interpreter undseoViS. Sie zerlegt und speichert die einzelnen Elemente der gerade besprochenen Struktu-
ren.

Der grof3e Vorteil vorSCHEME ist nun, dal3 innerhalb der Szene-Datei kurze Rechnungen duiithgetrden
konnen. Dabei stehen diéggigsten mathematischen Funktionen zu Mguihg. Zusammen mit der dglichkeit,
Schleifen zu programmierenpknen nun Objekte, die mehrfach auftauchen sollen und sich nur etwa um die
Position leicht unterscheiden, einfach dargestellt werden.

Anhand einiger Beispiele wollen wir die allgemeine SyntaxGaoViS erlautern. Wichtig hierbei ist die
Klammerung, wie sie ilSCHEME Ublich ist. Ausdiicke in eckigen Klammern sind nicht zwingend erforderlich;
fur sie gibt es Standardwerte. Wichtig ist zuilbeksichtigen, daScHEME an sich keine Unterscheidung zwischen
Grol3- und Kleinschreibung macht. Um MiRvénstinisse zu vermeiden, sind ajleywords' und,types* klein
geschrieben. Allerdings ist bgstring‘-Werten die Grof3- und Kleinschreibung zu beachten.

Metrik

Unabdingbar ist der Name der Metrik sefdsZusatzlich kinnen ndirlich die Parameter der Metrik eingegeben
werden. Die Reihenfolge, in der die Parameter eingegeben werden, spielt jedoch keine Rolle.

(init-metric '(type "Schwarzschild")
[ '(masse 1.0) ]
[ ’(id "metric") ]

)

12SCHEME gelrt, im Gegensatz zum prozedural-objektorientiei@t + , zu den funktional-deklarativen Sprachen. Grundlage ist der
Interpreter 'TinyScheme’ von Dimitrios Soufligtp:/tinyscheme.sourceforge.net/ Version 1.33. Eine gut8bersichtiiber die
Funktionsweise voil5CHEME findet man im,Revised Report on the Algorithmic Language Scheme* (R5R&)://www.schemers.
org/Documents/Standards/R5RS/ Stand: 25.09.2003.

Bwelche Metriken bereits implementiert sindRk sich am einfachsten in der Datei '/Metric/GvsMetricDatabase.h’ nachlesen.
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Wir erzeugen hier eine Schwarzschild-Metrik mit dem Massen-Paramétewichtig hierbei ist, dal3 der Para-
meter nicht als Integdibergeben wird, da ansonsten eine Fehlermeldung ausgegeben wird.

Objekt

Die Einbindung eines Objekts erfolgber den Aufruf des entsprechendkeywords' unter Angabe des Objekttyps
(lokales:gpObjTypeLocal  oder nicht-lokalesypObjTypelnCoords  Objekt).

(solid-ellipsoid ‘(objtype ,gpObjTypelnCoords)
‘(center #(0.0 0.0 0.0))
‘(axlen #(15.0 15.0 15.0))
‘(transform ,(translate-obj #(40.0 0.0 0.0) (rotate-obj "y" -0.7854 )))
‘(shader "earthShader")
‘(id "earth™)
)

In diesem Fall erzeugen wir eine Kugel mit Radisin Koordinatendarstellung, deren Mittelpunkt sich @ahst
im Koordinatenursprung befindet. Anschlie3end wird die Kugel zuerstitnum diey-Achse gedreht und dann
entlang der:-Achse an den Oi40, 0, 0) verschoben. Zuvor iissen wir jedoch den Shader mit der J@rthSha-
der definiert haben.

Lokale Tetrade

Eine ruhende lokale Tetrade wird durch ihre Position (pos) und die vier Basisvektoren (e0,el,e2,e3) definiert,
welche in diesem Fall béglich der nafrlichen lokalen Tetrade der zugiigen Metrik ausgerichtet ist (in-
coords=false).

(local-tetrad ’'(pos #(0.0 12.0 1.5708 0.0 0.0))
‘e0 #10 0 0 0))
‘el #00-1 0 0))
'‘e2 #00O O 0 -1))
‘e3 #0.0 0 -1 0))
‘(incoords #f)
'(id "locTedBall")

Device

Von zentraler Bedeutungif die Bildberechnung ist das Objeldevice". Jedes Device steht letztlicirfein Bild.
Um eine ganze Filmsequenz rechnen daken, muldr jedes Bild ein Device erstellt werden.

(init-device ’'(type "standard")
‘(setparam ("locTedBall" "pos" ,(vector 0.0 20.0 1.5708 0.0 0.0)))
'(obj "scene")

)

Da sich die einzelnen Bilder meist nur durch wenige Parameter der Szene unterscheiden, lassen siclbdie zugeh
gen Devices mittels Schleifen erzeugen. Eine Bildsequenz aus 100 Einzelbititerte kvie folgt eingegeben
werden:

(do ((count O (+ count 1))) ((= count 100))
(init-device ’(type "standard")
‘(setparam ("locTedBall" "pos" ,(vector 0.0 (+ 20.0 (* count 0.1) 1.5708 0.0 0.0))))
'(obj "scene")
)
)

In diesem Fall viarden sich die einzelnen Bilder lediglich in der Position der lokalen TetrflddedBall* unter-
scheiden. Eine vollaindige Szenen-Datei befindet sich im Anh§bgs.
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3.6.12 Funktionen

Fur dieUbergabe einer Funktion @BeoViS , wie sie zum Beispiel bei dem allgemeinen Morris-Thorne-Wurmloch
oder beim Fermi-Walker-Transport gebraucht wird, steht zur Zeit ein externer Funktionspaweverfigung.
Zunachst muf3 die Funktion mit all ihren Parametern in Feines, Strings” eingegeben werdeniiFdas einfache
Morris-Thorne-Wurmloch wirde die Radius-Funktion dann wie folgt aussehen:

"b072+1"2,21,b0,I",

wobei"b0"2+"2" die eigentliche Funktion untl" deren Ableitung, die auch entfallen kann, ist. Im An-
schlu3 daran stehen alle Parameter und schlie3lich die eigentliche Vaifabl€rlaubt ist nur eine Variable,
dafur kdnnen nahezu beliebig viele Parameter verwendet werden.

Die KlasseGvsFunction erlaubt nach Eingabe der Funktion, die Parameterwerte zu setzen und die Funktion
beziehungsweise ihre Ableitung zu berechnen. Die Parameter werden dabei mit ihren Namen angesprochen.

3.6.13 MPI-Rendering

Die Visualisierung einer allgemein-relativistischen Szene inklusive sich bewegender Objekte ist sehr recheninten-
siv. Fir jeden einzelnen Bildpunkt muf3 eine Gatalvon mindestens Tausend Einzelpunkten berechnet werden.
Der daraus entstehende Polygonzug (Polyline) muf anschlieBend Segm8agfment mit allen Objekten der
Szene geschnitten werderiirFein Bild mit einer Aufbsung von etwd 000 x 1000 Pixeln und einem einzigen,
statischen Objekt, fissen so bereits eine Milliarde Schnittberechnungen duréhgefierden. Da ein Schnittest
etwa3 us in Anspruch nimmt, dauert die Berechnung eines Bildes beieitsin. Das Rendern einer Filmsequenz
von lediglich einer Sekunde bétigt dann schor25 Stunden. Es ist daher unuénglich, die Bildberechnung zu
parallelisieren.

Die einfachste Mglichkeit der Parallelisierung ist die Verteilung der Bildberechnung auf mehrere Prozessoren.
Dabei rechnet jeder Prozessor getrennt ein Bild einer Sequenz. Da Niitgeathablngig voneinander sind, ist
eine andere Nglichkeit die Unterteilung eines Bildes in mehrere Streifen, wobei jeder Prozessor nur einen Teil
eines Bildes berechnet und der Masterprozessor anschlielRend das Bild aus den Einzelstreifen zusammensetzt. Die
letztere Version eignet sich vor allem dann, wenn nur ein einziges Bild mit sehr hohésiéudl berechnet werden
soll.

Die Umsetzung der Parallelisierung mit Hilfe von MPI (Message Passing Inteffdsejveitestgehend von
RayViS ubernommen. Jedoch wird nicliirfjedes Bild eine neue Szene-Datei eingelesen, sondern auf die im
Parser gespeicherten und im Device zusammengefaldten Objekte und Szenadkgenyiffen.

3.7 Geoditenbetrachter: GvsGeodViewer

Der GeodtenbetrachtefGvsGeodViewer" ist ein hilfreicher Bestandteil und manchmal auch notwendiges Werk-
zeug vonGeoViS. Er ernbglicht die Untersuchung von licht-, zeit- und raumartigen Geend in den verschie-
denen Raumzeiten, wobei sowohl die Parameter der Raumzeit als auch Startort und Startrichtung d@ter Geod
eingestellt werdendnnen. Die Steuerung findéber eine graphische Benutzerokifie (GUI =Graphical User
Interface statt (siehe Abbl]3.9).

Dargestellt werden kann sowohl digdumliche Projektion als auch die einzelnen Koordinateénglgkeiten ei-

ner Geodten. Voraussetzungiif die raumliche Projektion ist die Bglichkeit, die Koordinaten der Raumzeit in
pseudo-kartesische Koordinaten (siehe A§3s9), welche dann gezeichnet werden, zu transformieren. Die Dar-
stellung der Koordinatenakhgigkeiten sind von der Form

xt =zt (27), {p,v} ={0,1,2,3}.

4 mplementiert ist der Funktionsparser von Juha Nieminen und Joel Yliludnig:/(www.students.tut.fi " warp/
FunctionParser/ ); zum Zeitpunkt der Abgabe dieser Arbeit war diese Seite leider nicht mehr online. Der Einbau eines anderen Funkti-
onsparsers stellt keine Probleme dar.

15The Message Passing Interface (MPI) standatgh://www-unix.mcs.anl.gov/mpi (Stand: 07.03.2005).
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Abbildung 3.9: Graphische Benutzeroberfliche (GUI) des Geoditenbetrachters ,,GvsGeod Viewer*.

Sofern vorhanden kann eine Gédelauch innerhalb eines Einbettungsdiagramms dargestellt werden. Insbesondere
beim Morris-Thorne-Wurmloch (siehe Abs5.3.3 kdnnen so die Gedden leicht verfolgt werden.

3.7.1 Implementierung

Die graphische Benutzerobérthe des Geddenbetrachters ist in QT implementiert, wobei die eigentliche
Geoditendarstellung mittels Open&Glumgesetzt ist. Mit Hilfe der Benutzerobéthe lassen sich alle relevanten
Parameter und Module, diéif die Integration der Ge@tengleichung notwendig sind, einstellen. Dies sind im
wesentlichen die Metrik und der Geiténintegrator, welche iBeoViS eingebaut sind.

3.7.2 Steuerung

Die Steuerung der Geéatendarstellung teilt sich in zwei Hauptbereiche auf. Dies sind einerseits die Register
Metrik, Integrator, Position,.. (siehe Tabelld]3.1), innerhalb derer die Parameténr fdie Geoétenintegration
eingegeben werderbknen. Zum anderen sind dies die Steuerelemémtden Zeichenbereich, die Orientierung
der Darstellung, die Darstellungsform sowie die Protokollausgabe.
Die Ausgabe eines Protokolls umfal3t eine Tabelle der Einzelpunkte deiateedds Darstellungsbild im ppm-
Format und eine Parameterdatei mit den wichtigsten Einstellungen. Dieateekann entweder in den Metrik-
oder in pseudo-kartesischen Koordinaten gespeichert werden.

Bei der Darstellungsformdnnen die drei Hauptebenety, zz undyz, sowie die Koordinatenrelationen oder
das Einbettungsdiagramm, sofern vorhanden, ausigiewerden.

18\erwendete Version: QT 3.Qif OpenSource-Anwendungerttp://www.trolltech.com
170OpenGL:http://www.opengl.org/
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Register Beschreibung

Raumzeit Auswabhl einer Metrik oder eines Atlas; Einstellung der Parameter

Integrator Auswahl eines Integrators; Einstellung der Schrittweite, der Genauigkeif und
der maximalen Anzahl der zu berechnenden Punkte.

Geodaten Typ der Geodten (licht-, zeit- oder raumartig) einstellbar; betrachte Géad
entlang (codir) oder entgegengesetzt (contradir) der Startrichtung; Zeitrichtung
der Geodte.

Koordinaten-Grenzen Intervalle fir die einzelnen Koordinaten, innerhalb derer die Geetberechnet
werden soll.

Einbettungsdiagramm Sofern die ausgeihlte Metrik ein Einbettungsdiagramm besitzbnken hier
Darstellungsparameter eingegeben werden.

Position Direkte Eingabe der Startposition oder schrittwelsglerung ndglich.
Richtung Die Startrichtung wird bamlich der nalrlichen lokalen Tetrade angegeben.
Die Einstellung erfolgt entweder direliber die Eingabe dreier Richtungskp-
ordinaten oder als Gradangabber eine Viihischeibe. Bei einer zeitartige
Geoditen kann oberhalb der &ilscheibe eine Startgeschwindigkeit angege-
ben werden.

]

Tabelle 3.1: Registerbeschreibung des Geodétenbetrachters GvsGeodViewer

3.8 \Verschiedene Modell-Szenarien

Um die Leistungsihigkeit und die Myglichkeiten vonGeoViS aufzuzeigen, wollen wir in diesem Abschnitt
einige Beispiele visualisieren, ohne abaher auf ihren physikalischen Hintergrund einzugehen.

3.8.1 GeoViS und die SRT

Betrachten wir in der Speziellen Relatiéistheorie entweder einen bewegten Beobachter und eine ruhende Szene,
oder einen ruhender Beobachter und eine bewegte Szene, deren Objekte sich alle mit der gleichen Geschwindigkeit
in die gleiche Richtung bewegen, so ggheine einfache Visualisierung z.B. mit RayViS)f]; eine interaktive
Visualisierung ist ebenfalls éulich [8]. Aber bereits bei zwei unterschiedlichen Bewegungdissen wir die
Szenerie in der Minkowski-Raumzeit betrachten und die Nullgemdentsprechend integrieren; diese Integration

ist insbesondere bei einer eventuellen Beleuchtung wichtig.

Verschiedene Bewegungsrichtungen

Gegeben sei eine Reihe aus Ful3kallen, die entlang dey-Achse aufgereiht sind und das Ruhsyst&rkenn-
zeichnen. Ein weiterer Fu3ball (Systeit) bewege sich mit = 0.9¢ iber die FuRballreihe in positivgrRichtung
(Abb. 0 3.10 links). Der Beobachter (Systefif’) hingegen bewegt sich entlang deAchse mitv = 0.9¢ auf die
FuRballreihe zu (AblJ 3.1Q, rechts). Zur Koordinatenzeit= 0, welche auf das Ruhsystefhder Ballreihe bezo-
gen ist, befindet sich der bewegte FuRball amayt= (0, —5,2)” und der Beobachter am Qit,. = (6,0,1)7.

Beleuchtung

Beim relativistischen Raytracingimsen wir die endliche Lichtlaufzeit himksichtigen. Verwenden wir zacohst
eine Blitzlampe mit dem einfachen Blitzmustdi010* und den Zeitem\to, = 0.2, Atog = 0.1 UNA tyanrime =
—48.0 (vgl. Abs.§3.6.9 am Ortl = (0,48, 0)7. Der Beobachter sitzt am Qit= (0,8, 0)” und beobachtet zu den
Zeitpunktent; = 10.43 undt, = 10.598 (siehe Abb[1]3.17).
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Abbildung 3.10: Eine ruhende Ballreihe sei entlang der y-Achse ausgerichtet. Ein weiterer Ball bewege sich mit
v = 0.9c parallel zur Ballreihe (links). Bewegt sich der Beobachter mit v = 0.9c¢ senkrecht auf die Ballreihe zu, so
nimmt er zur Zeit ts = 5.74 (tg» = 2.5) mit seiner Panoramakamera (Sichtbereich: 120° x 40°) das rechte Bild
auf. O Film

Abbildung 3.11: Ein Blitzlicht mit dem einfachen Blitzmuster ,,1010“ und den Zeiten At,, = 0.2, Atyr = 0.1
und t,,mme = —48.0 am Ort [’ trifft auf einen reflektierenden Wiirfel mit Vorderkante bei y = —1. Das Licht
der Blitzlampe erreicht den Beobachter (Lochkamera mit Sichtfeld: 30° x 30°) zu den Zeiten t; = 10.43 und
t, = 10.598. O Film

Ein interessanterer Fall ist nun, wenn zwischen Beobachter und einer Wand ein sich schnell bewegtes Objekt
vorbeizieht. Diesesdnnen wir einerseits mit einer konstanten Punktlichtquelle, andererseits mit einem Blitzlicht
anleuchten und dann den Schattenwurf beobachten. Dabei stellt sich die Frage, ob es mit Hilfe des Blitzlichts
moglich ist, die langenkontraktion zu beobachten, da eventuell der Blitz @ifessung* am linken und rechten
Rand der Kugel vornehmerbknte. Leider ist dem nicht so; auch der Schatten einer Kugel ist ein perfekter Kreis.
Dies kdnnen wir uns mit folgender Rechnung klarmachen:

Bewegt sich eine Kugel mit Radiug = 1 entlang der positiver:-Achse mit der Geschwindigkeit, so
ist sie, bezogen auf das Ruhsystem der Wand und des Beobachters, in Bewegungsacigemkphtrahiert auf
r = roy/1 — v2/c2. Das so entstehende Ellipsoid — hier @bimensionen reduziert —dnnen wir durch die
Gleichung

=) oot g =1 (38.1)
=) (@—v ye = .8.

darstellen. Der Lichtblitz, als Ebene angéert, wird durchy = ct beschrieben. Schneiden wir die Gleichuiig f
das Ellipsoid mit der Geraden, so erhalten wir die Beziehung

[ 1— 22

wobeiAz = xmax — zmin = 279 ist. Genau dieser Abstand wird aber als Schatten auf die Wand projiZiEiiin.
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3.8.2 GeoViS und die ART

Die Starken vonGeoViS kommen haupgchlich in der Allgemeinen Relatiédtstheorie zum tragen. Prinzipi-

ell kann jede Raumzeit, welche durch eine explizite Metrik dargestellt werden kann, visualisiert werden. Eine
Schwierigkeit bei Raumzeiten mit nichtdiagonalen Metriken ist das Auffinden einer geeigndidichanh loka-

len Tetrade. Komplexere Raumzeiten, die durch einen Attesdeckt werden rssen, werfen das Problem auf,

die richtigen Kartentransformationen bereitzustellen. Sind diggeléhiiberwunden, gilt es im Anschluf3, eine
aussageldftige Szenerie zu entwickeln. Dabei sollte, wenaghich, auf Koordinatenobjekte verzichtet werden;
andernfalls ist deren Bedeutung bei der Interpretation der Visualisierung izckisehtigen.

Statisches Einstein-Universum

Das statische Einstein-Universum wird durch die Metrik
ds* = —dT? + dR* + sinR (d¥? + sin®J dyp?) (3.8.3)

beschriebend1], wobei T € (—o0, o) die Koordinatenzeit un& € (0, 7) die Radialkoordinate darstellf. €
(0,7) undy € (0,2n) sind die gewhnlichen sphrischen Koordinaten. Die Singuldden beiR = 0undR =7
sind reine Koordinatensingulaiten; der Kretschmann—SkaIligW;R"f’"ﬂS = 12 bleibt an diesen Stellen endlich.

Befindet sich nun ein Beobachter am QR = 2,9 = 7/2,¢ = 0) und betrachtet eine Erdkugel am Ort
(R,9 =m/2,p = 7), so erfalt er die Bildfolged 3.12

Abbildung 3.12: Ein Beobachter im statischen Einstein-Universum betrachte vom Ort (R = 2,9 = w/2, = 0)
aus mit seiner Panoramakamera (Sichtfeld: 360° x 120°) eine Erdkugel mit Radius Ry, = 0.2, die sich beim Ra-
dius R = {0.760, 0.851,0.916,0.955, 1.020, 1.150, 1.332, 1.371} befindet (links oben nach rechts unten). O Film

Am Verlauf der Nullgeodten (Abb.[0 3.13 kdnnen wir uns klarmachen, warum wirrfbestimmte OrteR, die
gesamte Obedkche der Erdkugel sehen.



3.8. VERSCHIEDENE MODELL-SZENARIEN 39
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Abbildung 3.13: Verlauf zweier Nullgeodéten im statischen Einstein-Universum, die beim Beobachter am Ort
(R = 2,9 = 7/2,¢ = 0) unter dem Winkel £ = 120° (rot) bzw. £ = 160° (blau) zur duBeren Radialrichtung
eintreffen. Aufer in den Grenzfillen £ = 0° und £ = 180° bilden die Nullgeoditen stets geschlossene Kurven.

Fiktive Raumzeit
Andern wir an der Metrik$.8.3 lediglich die Komponente,,,, so erhalten wir zum Beispiel die fiktive Metrik
ds* = —dT? + dR? + sin®R (d¥? + R® dyp?) (3.8.4)

Belassen wir den Beobachter am selben Ort und setzen die Erde an die P@itorR, 9 = 7/2,¢ = w), SO
erhalten wir die Abbildund] 3.14

[

'> ;v\vl epbachter
1A
z “ 5(‘
(A

Abbildung 3.14: Sicht fiir einen Beobachter in einer fiktiven Raumzeit. Links: Aufnahme mit einer Lochkamera
mit Sichtfeld 10° x 10°. Rechts: Verlauf einer Nullgeoditen innerhalb der fiktiven Raumzeit.

Schwarzschild-Raumzeit

Die Schwarzschild-Raumzeit beschreiben wir in Kapilnoch im Detail. In diesem Beispielhert sich ein
Beobachter auf der zeitartigen Kurver) = r; — a7 vom Startort-; dem Horizont beir = r,.*® Schaut der Beob-

18Dje genaue Bahn wird im Anharf@.3.3beschrieben.
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achter nach aufRen auf eine rotierende Erde amQrtso scheint diese, von seinem Standpunkt aus betrachtet, ei-
nerseits kleiner zu werden aber atdich auch immer schneller zu rotieren. Dies resultiert aus der Tatsache, daf3 die
Zeit fur den Beobachter kontinuierlich immer langsamer vergeht. Nehmen wir an, die Erdkugel drehe sich, bezogen
auf ihr Ruhsystem, mit der Winkelgeschwindigkeit,, = 0.1, dann hat sie sich nach ihrer Zeit,, = 27 /we.

einmal gedreht. Da sie sich am Og,, befindet, ist inzwischen die Koordinatenzgit, = 7ce/v/1 — s /Tere
verstrichen. Ist jedochif den Beobachter, baglich seines Systems, die Eigenzgit, = 7. Vergangen, so ent-
spricht dies einer Koordinatenzeit VR, = Tueos/ /1 — 75/ Theob = tere TUN Toeon < Tee INSgESAML erhalten wir das
Verhaltnis z = /1 — 75 /Teae/v/1 — T's /Toe ZWiSChen den Eigenzeiten.

t=368.934

Abbildung 3.15: Ein Beobachter in der Schwarzschild-Raumzeit schaue radial nach aulen auf eine rotierende
Erdkugel am Ort 7. Dabei nihert er sich quasistatisch mit seiner Lochkamera (Sichtfeld: 10° x 10°) immer mehr
dem Horizont. Im Bild angegeben ist seine Eigenzeit T, seine momentante Position r, die inzwischen verstrichene
Koordinatenzeit t. Der Faktor z gibt das Verhaltnis zwischen seiner Eigenzeit und der der Erdkugel an. O Film

3.9 Ausblick

GeoViS ist mit Sicherheit noch nicht am Ende seiner Entwicklung. Vor allem bei sehr vielen Szene-Objekten,
welche sich gegebenenfalls auch noch beliebig bewegendn, mulR die Raumzeit in kleine Bereiche aufgeteilt
werden. Eine hierarchische Struktur wie sie beim dreidimensionalen Raytracing angewandt wird, kann jedoch nicht
ohne Weiteresibernommen werden. Da die Flexildithinsichtlich der Koordinatenwahl géhrleistet bleiben
soll, muf3 auch die Unterteilung der Raumzeit flexibel gestaltet werden. Dabei treten uhdiche Schwierigkeit
wie bei der numerischen Relatiaistheorie auf, die nach geeigneten Schnitten der Raumzeit sucht. AuBerdem
missen wir die Bewegung eines Objektsimsichtigen, welches sich nun von einem Raumzeit-Element zum
anderen bewegt. Die Strahltraversierung durch eine unterteilte Raumzeit erfoldilsmdie Schnittberechnung
des Lichtstrahls mit den einzelnen Raumzeit-Elementen. Ist ein Objekt in diesem Element vorhanden, so kann die
eigentliche Schnittberechnung durchigiet werden.

Neben der mehrgmagogischen Verwendung v@eoViS zum Verséindnis einer Raumzeit, kann der Raytra-
cer auch zur Modellbildung astronomischer Objekte eingesetzt werden. Da Effekte wie Lichtlaufzeit, Rotverschie-
bung und Linseneffekt backsichtigt werden, liefert der Raytracer ein detailliertes Abbild einer Modellszenerie.
Als Beispiel werden wir in Abschni#§5.6.1ein Modell eines Flares um das Galaktische Schwarze Loch behan-
deln, aus dem direkt die Lichtkurven hergeleitet werdénrien. Die Polarisation des Lichts ist zwar noch nicht
implementiert, stellt jedoch keine grof3e Schwierigkeit dar.
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Visualisierung eines Gravitationskollapses

Das Ende eines Sterns ist stets der Anfang eines neuen Objekémdiglvon der Restmasse des Sterns, welche
nach seinem Todbrig bleibt, schrumpft er zu einem WeiRen Zwerg oder einem Neutronentleensteigt die
Restmasse das Limit von etwa drei Sonnenmassen, so kann kein innerer Druck des Sterns mehr der Gravitation
entgegenstehen und der gesamte Stern kollabiert zu einem Schwarzen Loch. Da Sterne generell einen Drehimpuls
besitzen, ist dieser Kollaps ein sehr komplexer Vorgang, der nur noch numerisch behandelt werden kann.

Wir wollen hier den Kollaps eines sehr vereinfachten Sternmodells betrachten, bei dem eine Staubwolke kon-
stanter Dichte in sich zusammeinstt. Die Gravitation ist dabei die einzig auftretende Wechselwirkung zwischen
den Teilchen. Ausgangspunkt ist jedoch kein stabiler Stern, dezligh anfingt zu kollabieren, sondern eine
Staubwolke die, \iirden wir sie in die Vergangenheit zlok verfolgen, immer und immer gRer wird.

Zur Einfuhrung behandeln wir in Abschniitt.1 die klassische Gleichgewichtsbedingung, die einen Stern sta-
bilisiert. Schalten wir diese Stabilisation aus, so kollabiert der Stern, wobei wir die Raumzeit im Innen- wie auch
im AuBenraum in mitfallenden Koordinaten beschreibénrien (Abs§4.2). Da mitfallende Koordinaten bei der
Visualisierung nur bedingt brauchbar sind, bggen wir die Transformation auf Schwarzschild-Koordinaten. Ne-
ben den lokalen Tetraden in Abschrfjt.3, die wir sowohl fir den Beobachter wie auckirfeinzelne Objekte
berbtigen, beschreiben wir in Abschnitt.4 die vom Beobachter aldngige Sichtweise, wie Geschwindigkeit
in der Kollapsmetrik beurteilt wird. Im Abschnif4.5 besclaftigen wir uns mit den Nullgedden, die uns als
Lichtstrahlen einen Einblick in die Kimmung der Raumzeit geben. Was wir &atslich von dem Kollaps sehen
konnten, besprechen wir in den letzten beiden Abschnitten, wobei wir vor allem auf den transparenten Staubstern
eingehen wollen.

Die Visualisierung einer Kollapsmetrik ist nicht neu. Bereits Ames/Thothefd Jaffe p1] haben sich mit
der optischen Erscheinung beim Gravitationskollaps auseinandergesetzt.1Zghard Rau B0] verwendeten
die Raytracing-Methode und entwickelten die ersten Bilder eines Gravitationskollapses. Wir verwenden die Kol-
lapsraumzeit als erstes Beispigl Raytracing unter Verwendung eines Atlas. In der Diplomarbeit von Graje [
wird die hier entwickelte Visualisierung weiterggifrt und an vielen Bildern anschaulich ekl

4.1 Physik des Gravitationskollapses

Damit ein Stern nicht unter seiner eigenen Gravitation kollabiert, muf3 er einer Gleichgewichtsbedindigengen
Aus newtonscher Sicht bleibt ein Stern nur dann stabil, solange die Gravitationgggafind der innere Druck
fdmck sich die Waage halten. Betrachten wir ein Massenelemédtdr und die daran wirkenden Kfte, so folgt
mit Fyrav = Furuek die Gleichgewichtsbedingung

dp(r> _ —sz(r> p(T) mit m(’f‘) — 47T/p(’f‘l)7"/2d7°/,

dr r

0

wobeiMi(r) die Masse des Sterns bis zum Radius! die Gravitationskonstantg, die Dichte undp der Druck
am Ortr ist. Betrachten wir einen Stern mit konstanter homogener Dighte p,, = cons}, so erhalten wir tir

41
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den Druck im Innern des Ster(8 < r < R})
27
pr) = G} (R —12).

Am SternrandR; verschwindet ndirlich der Druck.

Im allgemeinen knnen wir jedoch nicht von einer homogenen Dichte ausgehen, sondmsemeine Zu-
standsgleichung = p(p) vorgeben. Auf eine Untersuchung, wie die Zustandsgleichung von Druck und Tempe-
ratur abkngt und welche Rolle die Kern- und Hochenergiephysik dabei spielt, verzichten wir hier und verweisen
auf die Literatur (z.B. 93, 65)]).

Wollen wir die Gleichgewichtsbedingung spisch-symmetrischer, nicht-rotierender Sterne im Rahmen der
Allgemeinen Relativiitstheorie behandeln, sdissen wir die zur Schwarzschildkung getirende Innenraum-
Losung bestimmen. Die Materie soll dabei durch eine idedlssigkeit mit dem Energie-Impuls-Tensor

THY = (pc2 + p) ¢ 2utu + pgt”

gegeben sein. Die Vierer-Geschwindigkeft muf3 dabei der Normierungsbedingugg u”u” = —c? geriigen,
die dafir sorgt, daf3. ein zeitartiger Vektor ist. Aus dem Ansatrrfeine spArisch-symmetrische Metrik

ds® = —e?Pdt? + e dr? + r? (d192 + sin? 19d<,02)

und den Einstein-GleichungeB.b.4) erhalten wir die Tolman-Oppenheimer-Volkoff-Gleichurg]

dp(r) _ G (plr) +p(r)e™?) (M(r) +dme?rip(r)) U
e - (1 - 2G£m(r)) mit M(r) = 47r/p(r Yr'=dr'.

cr

0

Setzen wir wieder eine inkompressible Materie konstanter, homogener Dickie;, = cons) voraus, so erhalten
wir fur den Druck im Innern des Ster(B < r < R})

1— Appr?2 — /1 — App R? .
— \/ PkT \/ PrAy, kaQ mit A:8j§2
31— ApyR? — V11— Apgr? c

Im AuRenraum haben wir die géhnlicheé Schwarzschild-bsung vorliegen.

Kann ein Stern die Gleichgewichtsbedingung nicht mefhirler, so kollabiert er entweder bis zu einem neuen
Gleichgewicht oder bis zu einem Schwarzen Loch. Der Einfachheit hatfobalten* wir Kinstlich den Druck
vollstandig ab, betrachten also einen Staubstern, der nur noch durch seine eigene Gravitation zusammengehalten
wird. Da nun aber kein Druck mehr zur Stabilisierung vorhanden istzistier Staubstern unausweichlich in sich
zusammen. Aufgrund des Birkhoff-Theorems ] andert sich die Raumzeit auRerhalb des Staubsterns nicht; diese
wird weiterhin durch die gedhnliche Schwarzschildésung beschrieben. Der Innenrad@melt nun aber dem
Kollaps eines Universums und sollte mit einer Friedmann-Robertson-Walker-Metrik beschrieben wirden k
[87].

Im folgenden wollen wir uns dem Kollaps widmen, den Oppenheimer und Snyder in ihrem Artiffddd-
schrieben haben. Einen konkreten Startpunkt des Kollapses gibt es nicht, vielmehr beschreiben Oppenheimer und
Snyder eine sgirisch-symmetrische Staubwolke, deren Radysn Richtung Vergangenheit immer mehr zu-
nimmt.

p(r)

4.2 Raumzeit

Es erweist sich alsimstig, Koordinaten zu verwenden, die sich mit der Materie mitbewedgén [5). Die Raum-

zeit an sich Bnnen wir jedoch nicht mit einer einzelnen Kaiilgerdecken, sondern wir bétigen einen Atlas mit

zwei Karten. Eine Karte beschreibt den Innenraum, die andere Karte den AuBenraum. In diesem Kapitel setzen
wir die Lichtgeschwindigkeit = 1.

1Unter der gewhnlichen Schwarzschilddsung wollen wir im weiteren stets die AuRenrauisling verstehen.



4.2. RAUMZEIT 43

4.2.1 Innen-und AulRenraum-Metrik
In mitfallenden Koordinatendnnen wir folgenden Ansatzif das Linienelement in beiden Karten maches[
ds® = —dr* + e AR? 4 ) (492 + sin?0 dy?) . (4.2.1)

Aus den Feldgleichungen erhalten wir dann jeweils eiieung fir den InnenrauniR < R;) und eine @r den
AuRenraum R > R;),

4/3
3 -
ds? = —dr? + (1 ~ 5VisR, 3/2T> (dR? + R2do®) fur R < Ry, (4.2.2a)
4/3
ds? = —dr? + 1 TE dR* + (33/2 - 3\/787) do? fur R> Ry, (4.2.2b)
(R3/2 — 3 /rr) 2

wobei R, = const der Rand des Staubsterds? = dv¥> + sin?9 dp? das Oberfichenelement einer Sate,
rs = 2M der Schwarzschildradius unddie globale Eigenzeit der kollabierenden Materie ist (siehe Anhang
¢B.1). Die Winkelvariablen$ und ¢ sind wie gewohnt in den Intervalleh< ¢ < 7 und0 < ¢ < 27 definiert.
Zu beachten ist, da3 zwar beide Metriken die gleichen Symbipldid Koordinaten besitzen, diese haben aber
zurachst einmal noch nichts miteinander zu tim. weiteren wollen wir den Au3enraum mit seiner Metrik als
Karte 1, den Innenraum mit dessen Metrik als Ka2tbezeichnen. Das Linienelement des Innenraums entspricht
einer flachen Robertson-Walker-Metrik).

Der Staubstern ist vollahdig kollabiert, sobald die Innenraum-Metrik entartet. Dies ist der Fall, wenn in Glei-
chung @.2.23 die erste Klammer verschwindet. Die daraus resultierende Kollaps-Eigenzeit ist

R

RN
Die Innenraum-Metrik4.2.23 ist daher nuriir Eigenzeiten- < 7 gultig. Der erlaubte Wertebereich der Radial-
KoordinateR im AuRenraum beschnkt sich auf

T (4.2.3)

2/3
R> Ru(r) = (2 TST) , fur 7> 71¢, (4.2.4)

da ansonsten auch hier die Metrik fR < R4 (7) entartet. Anders formuliertdanen wir aus Gleichungt(2.9
auch den Zeitpunkt.(R) angeben, zu dem die Sife mit dem Radiug kollabiert ist:

2
TC(R) = 37\/7T,R3/2.

Der Glltigkeitsbereich der Koordinatenund R ist in Abbildung(d 4.1 nochmals zusammenfassend dargestellt.

4.2.2 Transformation am Kartenrand

Um von einer Karte in die andere Karte zu gelangeassen wir eine Koordinaten-Transformation duigiren.

Wie bereits enahnt, beschreibt die globale Zeit; siéandert sich demnach nur durch eine Konstante, die wir aber
Null setzen. Der Rand, des Staubsterns ist eine zweidimensionaléispbhe Fhche, auf der beide Metriken
identisch sein rassen. Wir identifizieren daher die Winkelkoordinatennd ¢ von Auf3en- und Innenraum mit-
einander. Aus numerischen @den soll die Oberdiche des Staubsterns auch in einer kleinen Umgebung durch
beide Metriken beschrieben werden. Dann folgt aber(dhit= dR = 0) durch Vergleich der beiden Metrikefirf

die Transformation der Radial-Koordinate

RB/2 S 2/
Kartel—-Karte2 : Ry = ( M2t ) ., bzw. (4.2.5)
1= 3ymR,
3 ~3/2 3/2 , 3 2/8
Karte2— Karte 1 : Rou= [(1 — 5\/ERZ) 7-) R~ + 2\/7787} . (4.2.6)

2Die Index-Kennundn kennzeichnet den Innenraunyt den AuRenraum.
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Abbildung 4.1: Giiltigkeitsbereich der Koordinaten T und R fiir die Parameter (R, = 5,75 = 2). Der Innenraum
ist zur Eigenzeit 7¢ kollabiert. Im AuBenraum sind die Radialwerte R durch 7.(R) beschrénkt.

Unumganglich ist die Transformation der Radial-Richtung beim Kartenwechsel. So folgirien Vektory mit
der Darstellung

y = yTaT + yRinaRin — gTaT + gRoutaRout (427)

und der Transformatiofi, = dRout/dRin Or,,

o — | B <1 3 \/5353/%) e (4.2.8)
Rout 2

und analogiir den entgegengesetzten Kartenwechsel.

4.2.3 Standardform der Metrik

Aus dem Birkhoff-Theorem1[07] folgt, daB jede spfrisch-symmetrische Vakuu@idung der Einstein-Gleichungen
aquivalent zur Schwarzschilddsung ist. Im AuRenraumdknen wir also ebensogut Schwarzschild-Koordinaten
verwenden. Der Innenraum hingegen ist konform flach — der Weyl-Tensor verschwindet identisch — und ent-
spricht der Friedmann-Robertson-Walker-Metrik.

Sowohl Au3en- als auch Innenraurdriien wir auf die Standardform

ds? = —e’Mdt? + M ar? + r2do? (4.2.9)
bringen. Das sprische Oberéichenelemenis? bleibt erhalten, so daB nur die Zeit- und die Radial-Koordinate

transformiert werden frssen.

Schwarzschild-Koordinaten im Au3enraum

Im AufRenraum erwarten wir aufgrund des Birkhoff-Theorems die bekannte Schwarzschild-Meitrik it

e =11 und M) = #
T 1—rg/r

Einen Beobachter wollen wir alsstatisch” bezeichnen, wenn er ligdich der Schwarzschild-Metrik ruht, d.h.
wennr, ¢ und e konstant bleiben.
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Fur die Transformation von mitbewegten Koordinaten auf Schwarzschild-Koordinaten erhalten wir

3 2/3
r— <R3/2 _ \/ET> ’ (4.2.10a)
3/2 _ ,3/2 VT + Vs
t = 3\% (R ) 277y sl Y NG (4.2.10b)
und fur die Ricktransformation von Schwarzschild- auf mitbewegte Koordinaten entsprechend
3y/Ts VT + TS 32 203
R = St 42y —rgln ~— Y2 > } , (4.2.11a)
S R A e
2 3/2 _ ,3/2 VT TS
= 2\/rrs — rgIn ——. 4211
T= 3\/E(R ) t+2rrs rsn\/?f\/r? ( b)

Im Prinzip ist die Transformation4(2.103 fur alle R und  gultig. Allerdings haben wir die Bedingun§§ > R,

und Gleichung 4.2.4 zu erfillen. Dennoch kann sich aus Gleichurig2.103 ein Radialwertr < r, ergeben,
wobei fur diesen dann die TransformatiohZ.10f) nicht mehr ohne Weiteresayglich ist. Auch die Ricktransfor-
mationen ¢.2.113 und @.2.110) sind nur fir Radialwerte- > r, durchiihrbar. Gleichung4.2.4 versclarft sich
demnach zu

3 3
R3/2_§\/7TST2R2/2_§\/7TST>T§’/2' (4212)

Aus Gleichung 4.2.109 folgt mit R = R, die Eigenzeitrgy, ab der der Staubran@, unter dem Schwarzschild-
Horizont verschwindet:

T = (33/ 2 3/2) . (4.2.13)

S\ﬁ
Die Eigenzeitry = 7¢ — 784 = %rs, vom Uberqueren des Horizonts bis zum Sturz in die Sing@gritingt also
lediglich von der Masse des Schwarzen Lochs ab. Da wir im weiteren Verlauf auch eine Transforfiratien f
Richtungen bedtigen, figen wir diese gleich an:

OR or OR Ot r3/2 \/m
Or = or Or (8R or * 87“) Or = VR(r— rs)a r— 8 (4.2.142)
8R 6'T 8R [Ts

Entsprechend giltifr die umgekehrte Richtungstransformation:

_ \/Ear _ VB S (4.2.15a)
T

r—7Ts

9, = — 1/ O + _rat. (4.2.15b)

Schwarzschild-Koordinaten im Innenraum

Im Innenraum haben wir die Koordinaten-Transformation

3 2/3
R <1 - 2\/ER;3/2T> , (4.2.16a)
_ 2 3/2 3/2 Vy+1
N (Rb (rsy) ) 2rsy/y +7sln i1 (4.2.16b)
. 1/ R\ rRy
mt y=-|(=] -1 .
I Y 2 (Rb) rsR
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Die Transformation4.2.163 ist fur 7 < 7¢ (Gl. (4.2.3) nur dann sinnvoll, solange der Stern noch nicht kollabiert
ist. Eine zweite Forderung anbzw. R folgt aus @.2.16h), day > 1 sein muf3. Damit giltiir konstantegz:

2 am 2 [3 1/R\’
RG22
Ts3umr T3 [2 2<Rb>

2R 3 s \/?
3— b<1—2\/ERb3/27'> ]

T's

3/2

bzw. fur konstantes:

R* > R}

Aus der Bedingung > 1 kdnnen wir aber auch noch eine weitere Relation herleiten. So folgt

T R (3 R?

und damit kann die TransformatioA.2.163 nicht jeden Radialwernt annehmen. Aufgrund dieser Besghkun-
gen ist es nicht sinnvoll, im Innenraum auf Schwarzschild-Koordinaten zu transformieren. Objekte im Innenraum
werden wir demnach nur in mitfallenden Koordinaten beschreiben.

Kruskal-Koordinaten f tir den AufR3enraum

Da die Schwarzschild-Koordinaten am Schwarzschild-Horizont ungeeignet sind, wollen wir hier die Transforma-
tion von mitfallenden auf Kruskal-Koordinaten bereitsteflgfiir den AuRenraum gilt

X =e?s [, / T cosha + sinha] , T =e?s {, /L sinh o + cosh a} , (4.2.18)
Ts Ts

mit o = 7/(2r,) — \/r/rs undr = (R%/2 — 3 7“57')2/3. In diesem Fall ist = (7, R) lediglich eine Funktion
der mitfallenden Koordinaten und hat nicht mehr die Bedeutung der Schwarzschild-Radialkoordinate.

In Abbildung 4.2ist der Rand R = R;,) des Staubsterns in Kruskal-Koordinaten eingezeichnet. Im Gegen-
satz zu Schwarzschild-Koordinaten passiert der Rand den Horizont in endkatuskal-Zeit* 7.

Abbildung 4.2: Der Rand (R = R;) des Staubsterns iiberquert in Kruskal-Koordinaten den Horizont r = r in
endlicher Zeit und stiirzt in die Singularitit (r = 0).

3Eine kurze Erhuterung zu Kruskal-Koordinaten und die Herleitung der Transformatiani(@ findet sich im AnhangB.
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4.2.4 Zusammenhang zwischen den Koordinaten

Die Trennung von Innen- und AuRenraum durch den StaubRanalird in Schwarzschild-Koordinaten durch die
zeitartige Geodte in Abbildung 4.3 definiert. Der Staubranidberquert zwar nach seiner Eigenzeit 74 den
Ereignishorizont-,, in Schwarzschild-Koordinaten — die die Sichtweise eines unendlich entfernten Beobachters
widerspiegeln — erreicht der Staubrand den Horizont jedoch nie.

Auflenraum (R > Rp)

Innenraum (R < Ry)

Abbildung 4.3: Der Staubrand R, = 5 in Schwarzschild-Koordinaten trennt Innen- und AuBenraum. Er liberquert
den Schwarzschildhorizont rs = 2 nach seiner Eigenzeit Tpy = 3.937 und landet dann nach AT = 1 = 4/3 in
der Singularitit. In Schwarzschild-Koordinaten néhert der Staubrand sich jedoch nur asymptotisch dem Wert r.

Eine Zusammenfassung der Transformationen von AufR3en- bzw. Innenraum auf Schwarzschild-Koordinaten ist
in der Abbildung 4.4 dargestellt. Im AuRenraum laufen alle Radialwerte asymptotisch gegen den Heotjzont
So schneiden sich zum Beispiel die Linién= R, undr = 7¢ furt — oo beir = r,; dies entspricht dem oben
schon erkérten Fall, wenn der Staubrand den Horizobérquert.

Abbildung 4.4: Zusammenhang zwischen Schwarzschild- und mitfallenden Koordinaten. ,,Vertikale* Linien ent-
sprechen konstantem R, ,,horizontale Linien entsprechen konstantem 7.

Aufgrund der besclimkten Giltigkeit der Schwarzschild-Koordinaten wollen wir im weiteren stets in mit-
fallenden Koordinaten rechnen. Lediglich Anfangsort und -richtudgnien auf3erhalb des Staubsterns auch in
Schwarzschild-Koordinaten angegeben werden.
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4.3 Lokale Tetraden

Da die Metriken @ir den Innen- und AuRenraum sehr einfach sird@hrien wir auch direkt die lokalen Tetraden
ablesen. So giltifr den Innenraum

1
e, = 87-, €eRr = 81{, (431a)

(1- VR, *r )2/3
: 2/3 9, € = : 2/3
(1-3vmR, ") R (1= 3vmR, **r) " Rsino

und fur den AuRenraum

1/3
i IR Nk
€r = 0Or, €Rr = \/ﬁ R
1 1

= 8197 €, =
(R3/2 — %\/7“757')2/3 (R3/2 — rsr)2/3 sin ¥
Beschreiben wir die lokale Tetrade eines Beobachters oder die Bewegungsrichtung eines Objekts im Aulzenraum

beziglich Schwarzschild-Koordinaten, sdissen wir diese Vektoren auf mitfallende Koordinaten transformieren.
Mit (4.3.2 und @.2.1484.2.141) folgt

ey = Dy, (4.3.1b)

(4.3.2a)

O, (4.3.2b)

y=y"0 +y"0,

(y v F)a *( RV f(i/im)aR

= 470, +y"0r.

Im AuRenraum &nnen wir auch eine Transformation der lokalen Tetrade von Schwarzschild- auf mitbewegte
Koordinaten geben:

1 ; 1
e, = —— (et _ Rer) und ep = —-— (_\/Eet +eT> . (433)
1-= V r 1— 2= r

Fur die Koordinaten in den jeweiligen Tetraden gilt dann it jte; + "e, = " e, + §ter:

- 1 - - Ts ~ 1 ¢ [Ts |
U = —— g +g = und yR:f yﬁ/——&—y . (4.3.4)
V1= r 1— 2= r

4.4 Geschwindigkeiten im Aul3enraum

Ein Objekt, welches bémlich der AuRenraummetrikd(2.28 ruht (R = R, = consty = consty = cons),
bewegt sich bezogen auf einen statischen Beobachter (vgl.$453 am momentanen Ort des Objekts mit
der Geschwindigkeibok in radialer Richtung. Aus den Gleichungefi4.103 und @.2.108 erhalten wir den

Ort r, und die Zeitt, fur das mitfallende Objekt in Schwarzschild-Koordinaten. Bilden wir die Ableitungen der
Schwarzschild-Koordinaten des Objekts nach dessen Eigenzsitfolgt

T B P -
" T r dr 11y r
Mit der Vierergeschwindigkeits = v (e, + ve,) des Objekts und der lokalen Tetrafig, } ) eines statischen

Beobachters am Oft,, r,,) folgt fur die von diesem Beobachter gemessene lokale GeschW|nd|gke|t

= 3 2/3
Viok = — 4/ — mit 7, = <R2/2 - 2\/7:TO> (4.4.1)

To
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bezogen auf die Eigenzeit des mitfallenden Beobachters. Das negative Vorzeichen zeigt, da’ die Geschwin-
digkeit radial nach innen weist.athert sich das mitfallende Objekt dem Horizont, so wird seine Geschwindigkeit
immer gBler, bis sie im Grenzfal, — r, die Lichtgeschwindigkeit erreicht.

Ein weit entfernter Beobachteriinde durch Messen jedoch feststellen, daf sich das Objekt immer langsa-
mer auf den Schwarzschild-Horizont zubewegt, diesen aber nie erreicht. Laut seiner Rechniimgener die
Geschwindigkeit durch

Ubeob = % S (1 - 7”) (4.4.2)

To To

angeben. Im Grenzfall, — r, verschwindepeon

In Abbildung 0 4.5 sind beide Geschwindigkeiten bezogen auf die Eigenzdis mitfallenden Beobachters
bis zu dessefUberqueren des Horizonts zur Zei; ~ 40.83 eingetragen. Die jeweiligen lokalen Beobachter
an den Orteritg, 7o) messen eine vom Betrag heastig zunehmende Geschwindigkeit. Ein weit entfernter Be-
obachter hingegen stellt zachst eine Geschwindigkeitszunahme fest, allerdings nimmt die Geschwindigkeit aus
seiner Sicht wieder ab und endet bgig,= 0.*

0 T T T T T T T T

Abbildung 4.5: Geschwindigkeit eines mitfallenden Beobachters am Ort R.,,, = 20 aus verschiedenen Perspek-
tiven bezogen auf die Eigenzeit des mitfallenden Beobachters. Dieser iiberquert zu seiner Eigenzeit 7 ~ 40.83
den Horizont. Rot: Geschwindigkeit vix bezogen auf den jeweiligen statischen Beobachter am momentanen Ort
(to,ro). Blau: Geschwindigkeit vpeop, Wie sie ein weit entfernter Beobachter beurteilen wiirde.

4.5 Nullgeodhten

Zur Berechnung der lichtartigen Gettdn im Auf3en- wie auch im Innenraum verwenden wir den Lagrange-
Formalismus. Im Fall radialer Nullgeaten gelingt es uns noch, eine analytische Darstellung zu geben, allgemeine
Geoditen werden wir jedoch nur numerisch integrieren.

4.5.1 Radiale Nullgeoéten im Au3enraum
Aus der Metrik @.2.20) folgt fur die Lagrange-Funktion radialer Nullge'iidn(ﬁ =¢=0)

R . dr
Lowt= —7° R2=0 mit 7= — 45.1
out T+ (R3/2 - % TST)2/3 s T N ( )

4Es soll hier jedoch nicht der Eindruck entstehen, der mitfallende Beobachitdevaus der Sicht des weit entfernten Beobachters den
Horizont gerade noch so erreichen. Dies scheint nur aufgrund der Darstellungeypheziglich der Eigenzeit so zu sein. Bezieht sich der
weit entfernte Beobachter auf seine eigene Zeit, so erreicht der mitfallende Beobachter aus seiner Sicht den Horizont nur asymptotisch.
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und einem affinen ParametkrErsetzen wirr = dT R in Loyt so folgt

ar_ VR . (4.5.2)

dR (R3/2 — %\/67)1/3

Leider liefert diese Differentialgleichung nur eine implizite Funktigi, 7) = 0 fur 7 > 7; mit

1
g(R, 7)==+

NG [f(rs,R, )3~ f(rs;Rini>1/3:| n %

— £, R = f(re, Riy )]
— T 1/3
ToTi gy SO BT P F VTS

+ 2Ts f(r57Ri;Ti)1/3:F\/E7
wobei wir derUbersicht halberf (r,, R, 7) = R3/? — %\/ET gesetzt haben. Das obere Vorzeichen entspricht

auslaufenden, das untere Vorzeichen einlaufenden NulégendDie Ableitung vog(R, 7) nach der Eigenzeit
ergibt sich zu

(4.5.3)

f(rs,R,7)Y/3

2rs [f(rrs’ R, 7—)1/3 + \/E} .
Die implizite Funktiong(R, 7) = 0 ist folglich nur dort nach- auflosbar, wod.-g # 0 ist. Kritische Stellen treten
demnach auf, wenifi(rs, R, 7)1/3 = 0 oder f (r,, R, 7)'/3 = £ /r ist, also beir = 7.(R) oderr = 7gy.

Betrachten wir einlaufende Nullgeatin, so issen wir beachten, dal die Raumzeit immer mehr kollabiert.
Ein Lichtstrahl kann unter Uméhden nur solche Radialwerte erreichen, die noch nicht kollabiert sind [(Abl5).
Der Grenzfall tritt gerade dann ein, wenn= 7.(R), also beid,g = 0. Setzen wirr.(R) in Gleichung ¢.5.3 ein
und Bsen nachR auf, dann erhalten witlfr den gerade noch erreichbaren Radius

Org=T (4.5.4)

2/3
Ts

F2P o ym Y 4o,

mit F; = f(rs, R;, 7;), wobei f(rs, R_,7.(R_)) = 0. Diese Beziehung erlaubt zwar Wel. < R;; jedoch
spielen diese keine Rolle, da der Lichtstrahl sich dann bereits im Innenraum befindet.

wjn 3, F 1/3+ \FFQ/‘"’ 27»;”/2111 (4.5.5)

15
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Abbildung 4.6: Radial einlaufende Nullgeoditen gelangen im AuBenraum eines kollabierenden Staubsterns —
hier mit den Parametern (rs = 2, R, = 5) — nur bis zum Radialwert R_ (griine Linie). Dieser markiert gleich-
zeitig die Zeit, zu der die zugehdrige Sphire mit dem entsprechenden Radius kollabiert. Die blaue Linie stellt den
Schwarzschild-Horizont dar. Startorte der Geoditen sind: R = {7,9.3, 10, 15,20}. Die Nullgeodite G erreicht als
letzte den Staubrand, bevor dieser kollabiert ist.

Ein Beobachter, der sich knapp unterhalb des Sternrandes befindet, kann nur solche Ereignisse des Aulenraums
sehen, welche sictunterhalb” der letzten Nullge@denG befinden.

Bei auslaufenden Geatkn nilssen wir darauf achten, ob sie auRRerhalb oder innerhalb des Schwarzschild-
Horizontsr, starten. Diese Fallunterscheidung wird auch durch diedsetedingung/g # 0 erzwungen. Im
ersten Fall erreichen die Lichtstrahlen eirgar3eren Beobachter, im zweiten Fall gelingt es ihnen nicht mehr.
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In Abbildung 0 4.7 ist fur die Parameter, = 2 und R, = 5 die Beobachterzeit tiber den Beobachterort
R aufgetragen. Weiterhin sind radial auslaufende Nullgéen mit den StartwertefR;, ;) und der Schwarz-
schildhorizontr, eingezeichnet. Der Staubstdrberquert den Horizont zur Zeigy ~ 3.937129 und ist zur Zeit
7o &~ 5.270463 vollstandig kollabiert. Eiraul3erer Beobachter, der sich zum Beispiel am e 30 befindet,
sieht zu seiner Zeit = 40 einen Lichtstrahl, der vom Sternraitl= R, zur ZeitT = 3.5 gestartet ist. Selbst kurz
bevor er den Horizont zur Zetgy(30) = 76.13 Uberquert, sieht er nur Lichtstrahlen, die noch auRerhalb des Ho-
rizonts gestartet sind. Lediglich in der kurzen Zeitspanne bis zurZ€éf0) ~ 77.46, wenn der Beobachter in die
Singularifat stirzt, sieht er einen kurzen Ausschnitafivend dem sich die Obeiflhe des Staubsterns unterhalb
des Horizonts befindet.

Abbildung 4.7: Radial auslaufende Nullgeoditen gelangen im AuBenraum eines kollabierenden Staubsterns —
hier mit den Parametern (rs = 2, R, = 5) — fiir Startwerte (R; = Ry, 7;), die auBerhalb des Horizonts (blaue
Linie) liegen bis nach Unendlich (Iinks). Radial auslaufende Nullgeoditen, die unterhalb des Horizonts starten,
koénnen diesen auch nicht mehr iiberwinden und erreichen nur bestimmte Radialwerte (griin), die den Kollaps der
Sphire mit diesem Radius markieren (recht9. Startwerte hier sind: 7 = 4,7 = 4.3, 7 =4.7Tund 7 = 5.

4.5.2 Allgemeine Nullgeodten im Aul3enraum

Betrachten wir den kollabierenden Staubsternénist als opakes Objekt, so dgem es, Nullgeodten im Aul3en-
raum zu betrachten. Aufgrund der gpischen Symmetriednnen wir uns auf Nullgediden in defAquatorebene
(¥ = 7 /2) beschanken. Allerdings vereinfachen sich die Gatehgleichungen dadurch nur unwesentljich

R . . 1/3
0=7+ VAER— A A RS (4.5.6a)
2 (R3/2 — & /ror)™® 2
2 S
.. 5 . 47 . R3/2 _ 2 /r.
0=R+L3 Ri — ——R*) - Mw, (4.5.6b)
(R3/2 = 5y/rer) SR VR
) 2 . 7
=4 T (Vs ot - VRoR), (4.5.6¢)

weshalb wir sie hier auch nur numeriscisén werden. Wir &nnen aber dennoch zwei qualitative Aussagen aus
den Geodtengleichungen ableiten. Zum einen folgt aus Gleichdrfg §H) mit R = 0, daR in diesem Falk > 0

ist und R daher lokal zunimmt. Eine Geétk, welche azimutilstartet, entfernt sich vom Sternradit}. Zum
anderen folgt aus Gleichung.6.69 mit » = 0, dal3 = 0 ist. Die Geoéte hat in diesem Fall einen Wendepunkt
oder sie bewegt sich sogar rein radial. Startet eine &eagdial, so bleibt sie eine radiale Gatal

SDie vollstandigen Geditengleichungen stehen§i.3 (Anhang).
SUnter azimutaler Richtung wollen wir die reirg,-Richtung verstehen.
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Anfangsbedingungen @ir mitfallenden Beobachter

Zur Losung der Gedttengleichungeni(5.6-c) bemtigen wir den Ori{(7,, R,, ¢, ) des mitfallenden Beobachters
und eine Anfangsrichtung, welche wir be#glich des lokalen, mitfallenden Systems3.2 des Beobachters
angeben,

y =9y"e, +coséer +sinfe, =y 0; + 72%0R + % 0,, (4.5.7)

wobei§* die eigentlichen Startwertéif die Anfangsrichtung sind. Aus der Normierungsbedinggngy®y” =

0 ergibt sich die Zeit-Komponentg™ = +1. Das Vorzeichen gibt déber Auskunft, ob sich die Geatk in

die Zukunft(+) oder die Vergangenhe(t-) bewegen soll. Da wir das Raytracing-Verfahren anwenden wollen,
berechnen wir Nullgediten nur éickwarts in die Vergangenheit. Der Winkél = = entspricht dem Blick ins
Zentrum des kollabierenden Sterns.

Anfangsbedingungen fir statischen Beobachter

Wollen wir die Geodtengleichungen4(5.6a-c) fir einen statischen Beobachter am Qgt, r,, ¢,) 10sen, so
missen wir auch die Anfangsrichturggbeziglich der statischen lokalen Tetrade — diese entspricht der loka-
len Tetrade%.1.2 in Schwarzschildkoordinaten — angeben,

y = y'e; + cosée, + sin e, =4y 0 + 7R0R + g7 0,. (4.5.8)

Um die tat&chlichen Anfangswerte zu erhaltenjissen wir noch den Ort mitteld..113 und @.2.111) transfor-
mieren. In der Anfangsrichtungiimssen wir die Koordinatenrichtungépundo,. durch die Beziehunger (2.14H)
und @.2.143 ersetzen.

4.5.3 Radiale Nullgeoéten im Innenraum

Analog zum Auf3enraum erhalten wir hier als Differentialgleichung

di_i 1—§\FR73/2 2 (4.5.9)
B S VTsBy T . 5.

Diese dnnen wir nun aber explizibsen. So gilt mit den Anfangswertepund R;

- 3
9 R5/2 1 o 3 o 1/3
r=3 \/br - |F5vrR, "2(R - R)) + (1 — SVTeR, / n) , (4.5.10)

wobei das obere Vorzeicheiirfauslaufende und das untere Vorzeichareinlaufende Strahlen steht.

Wie missen nun die Paramet®&;, und r, beschaffen sein, damit ein Lichtstrahl diametral von einer Seite
der Staubwolke zur anderen gelangt, bevor der Staubrand den Schwarzschildhabeatteicht und es dem
Lichtstrahl so unridglich macht, zum Beobachter zu gelangen?

Zunachst betrachten wir den Strahlabschnitt vom Rand des Staubsterns zum Z&ntutn Da es sich um
einen einlaufenden Strahl handelt, ist das positive Vorzeicheréhlew. Ein Lichtstrahl, der zur Eigenzejt= 1,
bei R; = R, startet, trifft im Zentrum zur Eigenzeit

3
2R§/2 1 Ts 3 -3/2 1/3
0= = 1—|—=4/—= 1—=-rsR
TRy—0 3 21/Rb+( 2\/71, 7'1)

ein. Vom ZentrumR = 0 zum Zeitpunktr = 7g,_.o ausgehend erreicht er das andere Ende des Staubsterns zur

Eigenzeit
. 3
2 R)/? 1 /7 3 372 1/3
R == 1— |- /= 4+ (1-2/mR R
=B = BT 2\/Rb+( gVisty — Thy 0)
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Ein diametraler Lichstrahl, der zur Eigenzeit= r; bei R = R, startet, kann daher nur zu eineimf3eren
Beobachter vordringen, wenn die Gesamtzgit = 7r,—.0 + 70— r, Kleiner ist als die Eigenzeitzy zu der der
Staubrand den Schwarzschild-Horizdierstrichen hat. Es muR3 daher folgende Beziehung gelten

2R3/2 - 3 a2 1/3]3

Konformes Diagramm

An Stelle der uidbersichtlichen Gleichungt(5.11) kdnnen wir uns den gleichen Sachverhalt auch an einem kon-
formen Diagramm veranschaulichen. Hierzu definieren wir uns eine neue Zeitkoortisatelal? wir die Metrik
(4.2.29 im radialen Fall(¢¥ = const ¢ = cons} auf die konforme Gestalt

ds® = —dr* + ¢(7)2dR? = U(T)? (—dT? + dR?) = U(T)*ds>

mit der konformen Metrikis? bringen Knnen. Der Vorteil des konformen Diagramms wird durch die Form der
Metrik sofort deutlich. Lichtstrahlen werden nun durch Geraden mit der Steigungd7odargestellt. Die neue

2/3
Zeitkoordinate erhalten wir mip(7) = (1 — %T) undp, = RY/?/ /75 durch

T ' 1/3
r— [Ty, [1 - <1 _ 3T> 1 . (4.5.12)

Rechnen wir die kritischen Zeitpunkte des Kollaps auf die neue Zeitkoordinate um, so erhaltén dve Kol-
lapseigenzeits und die Zeitrgy, zu der der Sternrand den Horizontiiberquert,

R3/? R3/? r T
To=2"20_ =29 und Tgy =22 1—y /=) =2 (1 -/ ).
C \/7“»5 Pb BH \/7Ts< Rb) Pb( Rb)

Ebenso knnen wir die ZeitAT = 7ges— 71, die ein Lichtstrahl zum Durchqueren des Staubsternétignauf die

neue Zeitkoordinate umrechnen. So folgt Zaanst
Ts T
2 2 =Ty 42 =,
+ wa/Rb 1 Pb\/Rb

3 1/3 3 1/3
TRb-’O-’Rb - 2pb 1-— (1 — 2pb7'ges) = 2pb 1-— <1 — 2pb7'1>

woraus sich sofort — wie zu erwarten — die Transversalxdit= T, o—r, — 11 = 2R, ergibt.

Zeichnen wir die kritischen Zeitpunkte und den Staubr&ydn das konforme Diagramm ein, wobei wir auf
der Abszisse die skalierte Radial-Koordindt¢(2p,) und auf der Ordinate die skalierte Z&iy/(2p,) abtragen,
so erhalten wir Abbildund] 4.8. Die Skalierungandert nairlich nichts an der Steigung der Nullgeddn. Aus
dem Diagramm &nnen wir nun sehr leicht ablesen, welche radialen Lichtstrahlen aus dem Innenraum entweichen
kdnnen, bevor dieser kollabiert ist.

Der LichtstrahlO entspricht der letzten radialen Nullgedd, die dem Innenraum entweichen kann, bevor
der Sternrand den Horizont passiertafpe Lichtstrahlenénnen zwar den Innenraum verlassen bevor dieser
kollabiert ist, jedoch erreichen sie nur noch mitfallende Beobachter, die sich ebenfalls unterhalb des Horizonts
befinden (vgl. Abb14.7). Fir unser Beispiel aus Abbildurig 4.7 mit den Parametern, = 2 und R, = 5 gilt
Ten ~ 5.81 undT¢ =~ 15.81. Die Startzeitenifr die beiden Lichtstrahleld und( sind folglichT} = Tgy—2R;, ~
—4.19 undTy = To — 2R, = Tgy. Kehren wir die Beziehung¥(5.19 um, so erhalten wir

(4.5.13)

und damit die entsprechenden Zeiten= —5.40 und, = 5.27.
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Abbildung 4.8: Konformes Diagramm fiir den Innenraum R < R} zu den Parametern (r; = 2, R, = 5). Die
Stellen R, und — R, markieren jeweils den Rand des Staubsterns. T, ist die Kollapszeit und Tgy die Zeit, zu
der der Sternrand den Schwarzschild-Horizont iiberquert. Der Lichtstrahl U ist der letzte, der gerade noch den
Innenraum verldBt und ins Unendliche entweichen kann. Alle Lichtstrahlen, die nach [ folgen, kénnen nur noch
im Innenraum gesehen werden.

4.5.4 Allgemeine Nullgeodten im Innenraum

Auch fur den Innenraumdnnen wir die Geoétengleichungen angeberjrinen sie hier aber auch wieder nur
numerischsen:

1/3
. 32, 3 -3/ 52 | P22
0=7%— iR, (1 5=t T) [R + R% } (4.5.14a)
. 2/7s :

0=FR—— B Ri— Ry, (4.5.14b)

R (1= 3ymm, *%r)
2 /Fa 2 .

0=¢—— : " APt T ek, (4.5.14c)

R (1= iR, )

Setzen wir Gleichung4(5.149 in Gleichung ¢.5.141) ein, so erhalten wirifr ¢ # 0

. ; 9 .
0=R— 5 <¢ + R¢) — Ry (4.5.15)
%) R

Vergleichen wir diesen Ausdruck mit der Geradengleichung in Polarkoordinaten (siehe A§iBang 0 =

R — R? und0 = 2Ry + R, so kdnnen wir vermuten, daR die Projektion einer allgemeinen Nuligesod
im Innenraum auf den Hyperraum= const eine Gerade ist. Dies ist auch &atdich der Fall, da es sich beim
Innenraum um einen konform flachen Raum handittgen der Weyl-Tensor verschwindet. Die Bahnen von Null-
geodaten bleiben bei einer konformen Transformation erhalten (siehe Arffaagder (16]). Im flachen Raum
sind die Bahnen der Nullgeaten Geraden, woraus folgt, daf3 auch die Bahnen im Innenraum Geraden sind.

4.6 Visualisierung eines opaken Staubsterns

Gegeben sei ein kollabierender Staubstern mit RagiuDer Kollaps werde einerseits von einem mitfallenden
Beobachter am O, und andererseits von einem, kigiich Schwarzschild-Koordinaten, statischen Beobachter
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am Ortrgotbeobachtet. Der mitfallende Beobachter erreicht zu seiner Eigepggit 0 den statischen Beobach-
ter: rstaf{7com = 0) = Reom- Mit der Gleichung 4.2.10F) erhalten wir aus der Eigenzeit,m die Schwarzschild-
Koordinatenzeit.,m. Der statische Beobachter stellt daraufhin seine Eigenaeit

tstat = mtcom (4.6. 1)

Messen nun beide Beobachter den scheinbaren Winkeldurchmesser des Stauldgtesnd des Kollaps, so er-
halten sie die Werte aus Abbildung4.9.

SrrT T T T T T
40
35
30
25

20

Beobachtungszeit T

15

Beobachtungszeit t

10

T T T O T O O O T Y S S O DUUN O TN OO N NN
0 5 10 15 20 25 30 35 40 45 50 55 60 65 70 0O 5 10 15 20 25 30 35 40 45 50
Sichtwinkel & [Grad] Sichtwinkel & [Grad]

Abbildung 4.9: Links: Ein Staubstern mit dem Radius R, = 5 nimmt fiir einen Beobachter am Ort R, = 20
zur Eigenzeit T einen Sichtwinkel von 2¢ ein. Zur Eigenzeit 7, = 40.83 iliberquert dieser Beobachter den
Schwarzschild-Horizont und landet zur Eigenzeit 7, = 42.16 in der Singularitit. Der Sternrand selbst hat be-
reits zur Zeit gy = 3.94 den Horizont und zur Zeit Tc = 5.27 die Singularitit erreicht. Rechts: Der statische
Beobachter am Ort rgy,, = 20 sieht den Staubstern, bezogen auf seine Eigenzeit t, mit immer kleiner werdendem
Winkeldurchmesser. Zu seiner Eigenzeit t = —10.76 miBt er, wie der mitfallende Beobachter zu diesem Zeitpunkt
mit 31.62% der Lichtgeschwindigkeit an ihm vorbeirast. Der Sichtwinkel strebt im Grenzfall gegen £, ~ 14.269°.

Da sich der mitfallende Beobachter relativ zum statischen Beobachter auf den Staubstern zubewegt, sieht der
mitfallende Beobachter den Stern aufgrund der Aberration unter einem kleineren Winkel

/1 — 2, sinOsar
fcom = arcsin < lok .

4.6.2
1 4 viok oS Ostat ( )

Dabei istugk = /75 /Tstat (V. Gl.(4.4.7) die momentane Geschwindigkeit des mitfallenden Beobachters relativ
zum statischen Beobachter.

Beim weiteren Voranschreiten des Kollaps sieht der statische Beobachter den Staubstern unter einem immer
kleiner werdenden Sichtwinkel, da sich die OlieHe immer weiter entfernt. Nach einer gewissen Zeit scheint
der Staubstern jedoch bei einem Sichtwirtkg] langsam,einzufrieren”. Dieser Winkel entspricht dem Photonen-
radiusr = %rs, den wir aus der Schwarzschild-Raumzeit kenfhen.

Im Gegensatz dazu sieht der mitfallende Beobachter den Sternrand, bis er selbst zur Eigémzbé Sin-
gularitat stirzt. Auch bei ihm scheint der Staubstern @aist kleiner zu werden, da dessen OBeffe schneller
kollabiert als der Beobachter niifft. Interessant hierbei ist, daf? der Staubstangst kollabiert ist und der Beob-
achter dennoch Licht von ihm sieht. Allerdings sieht er nur Licht, welches auf3erhalb des Horizonts gestartet ist.

"Den kritischen Winkekit, unter dem Licht gerade noch einem Schwarzen Loch entweichen kann, erhalten wir &u8.G. (Dieser
markiert damit den Photonenradius.
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Erst kurz bevor der Beobachter selbst in die Singuastirzt, sieht er Licht vom Staubstern, welches unterhalb

des Horizonts ausgesandt wurde (vgl. Abb4.7). Da der mitfallende Beobachter immer schneliitf holt er

das bereits ausgestrahlte Licht des Staubsterns immer mehr ein, weshalb trotz Aberration der Sichtwinkel wieder
zunimmt.

4.6.1 Phantombilder und tatsichliche Bilder des Staubsterns

Unter dem Phantombild eines Staubsterns wollen wir die Punkte verstehen, bei denen die Stéchelarfht
ausgesandt hat, welches beim Beobachter gleichzeitig ankommt. Da das Licht unterschiedlich langeiwkge zur
legen muf3 und von Punkten mit verschiedenem Gravitationspotential aus startet, ist es unterschiedlich lang unter-
wegs. Der Beobachter sieht daher die Sternchen#, je nach Blickrichtung, zu verschiedenen Zeitpunkten des
Kollaps. In den Abbildungefnl 4.10und 0 4.12sind jeweils die Projektionen der Phantombilder (blau) und der
Lichtstrahlen (rot) auf die Hype#the(t = constd = 7/2) zu unterschiedlichen Beobachtungszeiten abgebildet.

20.03°

-10 -5 0 5 10 15 20 -10 -5 0 5 10 15 20

Abbildung 4.10: Phantombilder (blau) des Staubsterns mit Radius R, = 5 fiir einen mitfallenden Beobachter am
Ort R.om = 20 zu dessen Eigenzeiten T = 0 (links) und 7 = 30 (rechts). Im linken Bild sieht der Beobachter nur
einen Teil des Staubsterns, wohingegen er im rechten Bild den Stern vollstindig und Teile der Oberfliche sogar
doppelt sieht. (Die Winkelangaben beziehen sich hier auf die Richtung zum Sternmittelpunkt.) O Film

Beim mitfallenden Beobachter (Abhl 4.10 transformieren wir die mitfallende Radialkoordindteauf pseudo-
kartesische Koordinaten und projizieren anschlieRend auf die Hyperebene. Lichtstrahlen, die nach der Abbildung
den gleichen Startwinkel zu haben scheinen, entsprechen aligglibhzdem lokalen System des Beobachters
anderen Richtungen. Obwohl ein Beobachter zur Zeit 30 mehr von der Obeifdiche sieht als zur Zeit = 0,
erscheint sie ihm aufgrund der kleineren Startwinkel kleiner, was wir bereits aus Abbiltii®dinks) erschlie-

Ben konnten. Abbildun@l 4.101af3t uns leider nicht erkennen, wo sich der Horizont genau befindet.dffirdn
zwar mit Hilfe der Gleichung4.2.103 angeben, wo sich der Horizont zur Beobachtungszeit befindet — zur
Zeit T = 0 hat er den Radiu® = r, = 2 und zur Zeitr = 30 den Radiusk =~ 16.41 — jedoch ist er fir jeden
Punkt einer Geaiiten anders, weshalb wir hier nicht so einfach darsteliamé&n, wo ein Lichtstrahl bezogen auf
den Horizont gestartet ist. Jedochirinen wir mit Hilfe der Abbildundl 4.7 erkennen, dal3 der radiale Strahl, der
zur Beobachterzeit = 30 beim Beobachter am OR,,, ankommt, aul3erhalb des Horizonts gestartet ist. Da alle
anderen Strahlerahger zum Beobachter unterwegs sindissen sie ebenfalls aul3erhalb des Horizonts gestartet
sein.

Das tat&chliche Bild, welches ein mitfallender Beobachter von dem kollabierenden Stern said ist in
Abbildung 4.11dargestellt, wobei nur die geometrischen Verzerrungeindisichtigt sind. Wie bereits éuitert,
scheint der Stern zé@chst kleiner, dann aber wiedeber zu werden. Die einsehbare Oliafile hingegen nimmt
stetig zu.
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Ty

Abbildung 4.11: Der mitfallende Beobachter — mit einem Sichtbereich von 80° x 80° — sieht den Stern zu
seinen Eigenzeiten 7 = {0,15,30,41} (von links nach rechts) zunéichst kleiner und dann wieder groBer werden.
Der Anteil der einsehbaren Oberfliche nimmt jedoch stetig zu. [ Film

Beim statischen Beobachter, der sich im Abstagg vom Schwarzen Loch befindet, wird nun sehr deut-
lich, daRR Licht zu unterschiedlichen Zeiten starten muf3, um gleichzeitig beim Beobachter anzukommen (siehe
Abb. 04.12. Je nach Zeitpunkt der Lichtaussendung besitzt der Staubstern eine immer kleiner werdende Ober-
flache, weshalb die Phantombilder auch deutlich verzerrt sind.

P T T T T T P T T T T T
(N e J (VN A
S O I

Lo Lo

I el B g

T Y 0 [
sl 0 I T TR S N
-10 -5 0 5 10 15 20 -10 -5 0 5 10 15 20

Abbildung 4.12: Phantombilder (blau) des Staubsterns mit Radius R, = 5 fiir einen statischen Beobachter am
Ort ry, = 20 zu dessen Eigenzeiten t = —10.757 (links) und t = 21.243 (rechts). Der schwarze Kreis stellt den
Photonenradius bei r = %rs dar. Im linken Bild haben die Lichtstrahlen einen Winkelabstand von 5°, wohingegen
im rechten Bild der Winkelabstand nur 2° betrigt.

Im Gegensatz zum bewegten Beobachter sieht der statische Beobachter den Stern immer kleiner werden — er
selbst &llt ja nicht hinterher — bis er langsam beim Photonenradias %rs einzufrieren scheint. Aufgrund der
Kriummung der Raumzeit sieht der Beobachter immer mehr von der &diexflbis er sie schlielilich Zachst

einmal vollséndig, dann aber am Rand prinzipiell beliebig oft sieht. Im Grenzfall nimmt der kollabierte Stern
einen scheinbaren Winkeldurchmesser 2¢6rein, wobei sictt aus

. 27 r? T
sin ¢ = — | 1— =
4 7a T'stat

ergibt. Gleichung4.6.3 besprechen wir im Abschnift5.3.2noch genauer. Das tdishliche Bild, welches ein
statischer Beobachter von dem kollabierenden Stern selietewist in Abbildung 4.13 gezeigt (siehe auch

(4.6.3)
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Zahn [L17).

Abbildung 4.13: Der statische Beobachter — mit einem Sichtbereich von 90° x 90° — sieht den Stern zu seinen

Eigenzeiten t = {—10.75,10.0,21.25,57.0} (von links nach rechts) stets kleiner werden. Der Anteil der einseh-
baren Oberfliche nimmt jedoch stetig zu. O Film

4.6.2 Sichtbereich nach auRenifr mitfallenden Beobachter

Setzen wir uns als Beobachter auf den Rand des Staubsterns und schauen radial nach auf3en, so haben wir —
bezogen auf unser Ruhesystem — einen Sichtbereichl80h x 180° oder 27 sr®. Lange vor dem Kollaps,

solange die Raumzeitim Auf3enraum noch mehr oder weniger flach ist, sehen wir in unserem Sichtbereich die halbe
Himmelssphre (2 = 27 sr). Aufgrund der zunehmend geéknmten Raumzeit scénkt sich unser Sichtbereich

der Himmelsspére jedoch mit der Zeit deutlich ein (siehe Alhb4.14).

4 T T T T T

Raumwinkel Q [sterad]

i i i i i
0

0 1 2 3 4 5 Tc 6
Eigenzeit T

Abbildung 4.14: Ein Beobachter, der auf dem Sternrand R;, mitfillt, sieht in seinem radial nach auBen zeigenden

Blickfeld von 27 sr zur Zeit T einen Himmelsausschnitt von lediglich §2. Die Parameter sind hier wieder r; = 2
und Ry = 5.

Im Fall 7, = 2 und R, = 5 sieht ein Beobachter beitdberschreiten des Horizonts zur Zeit= gy in seinem
Sichtbereich voRr sr einen Himmelsausschnitt von ledigli€h~ 3.133 sr. Dies ist insofern erstaunlich, als nach
Gleichung ¢.4.7) die lokale Geschwindigkeit des Beobachters bélberqueren des Horizonts Lichtgeschwin-
digkeit erreicht und damit aufgrund der Aberration (vgl. Spezielle RelatstiheorieX2 = 0 sein nuf3te. Die

8Die Einheit, Steradiant" (sr) stehiif einen Raumwinke?, der sich aus dem halb&ffnungswinkeky iiberQ2 = 27 (1 — cos w) ergibt.
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Kriummung der Raumzeit, welche im Auflenraum durch die Schwarzschild-Metrik beschrieben wird, wirkt der Ab-
erration entgegefDer Kollaps wirkt beim Blick nach auRen also wie ein Vé@erungsglas (siehe AbB.4.15.

Kurz bevor der Beobachter zur Zeit= 7¢ in die Singulariat stirzt, steigt dieser Vergfierungseffekt ins Unend-
liche, da sich dann der Winkelbereith— 0 auf die2r-Sphéare des Beobachters ausdehnt.

Zur Veranschaulichung betrachten wir die Situtationdinen Beobachter, der auf einem kollabierenden Stern
in Richtung des galaktischen Zentrums schaut (siehe Blgb15). Bis zur Eigenzeit = gy, wenn der Beobach-
ter den Horizont mit Lichtgeschwindigkeitberquertandert sich an der Sicht nicht viel. Erst sehr kurz vor dem
Kollaps nimmt der Vergil3erungseffekt massiv zu.

Abbildung 4.15: Tatsichliche Sicht eines Beobachters (in azimutal-dquidistanter Projektion), der auf dem Stern-
rand Ry, mitfillt und nach auBen schaut. Die Parameter sind hier wieder rs = 2 und R, = 5 und die Beobach-
tungszeiten T = 0, 7 = 7pg ~ 3.93, 7 = 5.16 und 7 = 5.27 (links oben nach rechts unten). 0 Film

9Den freien Fall in der Schwarzschild-Raumzeit behandeln wir im Anliang.2ausfihrlich.
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4.7 Visualisierung in Gegenwart eines transparenten Staubsterns

Nehmen wir an, dal3 Licht in keinerlei Wechselwirkung mit der Materie des Staubsterns tritt, sondern nur den
Nullgeodaten in der geKimmten Raumzeit folgt. Dann issen wir nun die Nullged@den im gesamten Atlas
berechnen.

4.7.1 Sicht eines mitfallenden Beobachters

Verfolgen wir die Nullgeodten fir einen mitfallenden Beobachter am @,m = 20, so gelangen wir zur Abbil-
dungd 4.16 bei der wir wieder die mitfallenden in pseudokartesische Koordinaten transformiert haben.

120 120

i
—40 -20 0 20 40 —40 -20 0 20 40

Abbildung 4.16: Ein mitfallender Beobachter am Ort R..,,, = 20 empfiéngt zur Eigenzeit T = {0, 16, 32,41} (links
oben nach rechts unten) Lichtstrahlen aus verschiedenen Richtungen die bei ihm im Winkelabstand von 5° eintref-
fen. Der innere blaue Ring entspricht dem Rand des Staubsterns, wohingegen der dufere Ring den Ort der Hin-
tergrundtextur darstellt. Das ,,Mitfallen® der Hintergrundtextur hat keinen wesentlichen Einflu} auf die Ansicht.
Zahlenangaben an den Geoditen entsprechen den Beobachtungswinkeln bzgl. des Beobachtersystems.[J Film
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Da wir mitfallende Koordinaten verwenden, bleibt der mitfallende Beobachtérlichtam gleichen OrRRcom.
Der Sichtbereich zwischedf und etwad0° — Blick nach hinten — bleibt &hrend dem g@if3ten Teil des Falls
anrahernd gleich. In Richtung des Staubsterns werden die Nulidendedoch nach und nach immearker
abgelenkt. Innerhalb des Staubsterns hingegen verlaufen sie gerade. Verfolgen wir die Lichtstrahlen noch weiter
zurick, so scheinen sie aul3erhalb des Sterns radial zu verlaufen.

Abbildung 4.17: Tatséchliche Sicht eines mitfallenden Beobachters am Ort R..,, = 20 mit Sichtfeld 90° x 90°
durch den kollabierenden Stern zu den Beobachtungszeitpunkten 7 = {0,16,32,41} (links oben nach rechts
unten). O Film

Zur Eigenzeitr = 0 scheint die Sicht noch ziemlich unverzerrt zu sein. Ein starker Y8eungseffekt tritt
jedoch beir = 16 auf. Licht, welches beim Beobachter in einem Winkelbereich zwischen Bofaund 180°
ankommt®, zeigt einen Himmelsausschnitt von etdfax 3°. Zur Beobachtungszeit = 32 erscheint fast eine
halbe Himmelsspdre im Bereich zwischeh50° und 160°; zwischen160° und 180° scheint die Gegend um das

10pje Winkelrichtung180° entspricht dem radialen Blick (nach vorn) durch den kollabierenden Staubstern
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galaktische Zentrum gespiegelt. In Richturi@® sieht der Beobachter das galaktische Zentrum nocétziish
als Ring, da wir die Gedtten aus Abbildung] 4.16 aufgrund der spfirischen Symmetrie der Raumzeit um die
z-Achse drehendnnen.

4.7.2 Sicht eines statischen Beobachters

Verfolgen wir die Nullgeodten fir einen statischen Beobachter am Qgf; = 20, so gelangen wir zu der Abbil-
dung14.18 bei der wir dieauReren mitfallenden Koordinaten ZAahst auf Schwarzschild- und anschlieRend auf
pseudokartesische Koordinaten transformiert haben.

N20 J 90 T

—40 -20 0 20 40

i i
40 20 0 20 40 40 20 0 20 40

Abbildung 4.18: Ein statischer Beobachter am Ort ry, = 20 empfingt zu seiner Eigenzeit t = —10.76, t = 9.49,
t = 28.46 bzw. t = 37.95 (links oben nach rechts unten) Lichtstrahlen aus verschiedenen Richtungen die bei ihm
im Winkelabstand von 5° eintreffen. Der blaue Ring entspricht dem Ort der Hintergrundtextur. O Film

Prinzipiell kbnnten wir auch die Innenraum-Koordinaten auf Schwarzschild- und danach auf pseudokartesische
Koordinaten transformieren, jedoclivden die Diagramme, aufgrund der unterschiedlichen radialen, mitfallenden
KoordinateR im Innen- und AuRenraum, zu ubersichtlich werden.
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Die Dynamik der Raumzeit wird insbesondere zur Beobachtetrzeit-10.76 deutlich, wo die Bereiche der
Geoditen, welche innerhalb des Sterns verlaufen, einen deutlich verzdrgerraum® lassen (Abkd 4.18links
oben). Die Form dieseg.eerraums” kommt eben dadurch zustande, daR® das Eintreten der einzelnen Lichtstrahlen
in den Innenraum zu verschiedenen Phasen des Kollaps passiert. Mit zunehmender Zeit wgdmlaum” immer
kleiner bis die Nullgeodten schlieRlich den Horizont nachzeichnen.

Die tatsachliche Sicht eines statischen Beobachters (siehe [ABHLY untscheidet sich anfangsnoch nicht
wesentlich von der des mitfallenden Beobachters, da sich der Verlauf deét®aad beiden &len ahnelt. Der

wesentliche Unterschied zeigt sich erst gegen Ende des Kollaps, wenn deutlich wird, daf? der Beobachter nicht
mitfallt. Die Kugeln, welche den Rand des Staubsterns markieren, scheinenfrieren”.

Abbildung 4.19: Tatsichliche Sicht eines statischen Beobachters am Ort 1, = 20 mit Sichtfeld 90° x 90° durch
den kollabierenden Stern zu den Beobachtungszeitpunkten t = {—10.76,9.49, 28.46,37.95} (links oben nach
rechts unten). Innerhalb des Staubsterns befinden sich im Abstand R = 4.49 vom Zentrum 12 Kugeln mit Radius
Ry = 0.5. Der Photonenorbit rp, = %rs (vgl. Abs. §5.2.4) liegt bei 165.73°. O Film

11 Anfangs* bedeutet hier ab dem Zeitpunkt, wo der mitfalleide= 0) den statischefit = —10.76) Beobachter passiert.
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Der Grund fir das scheinbargEinfrieren” ist folgender: Zu einer bestimmten Zeit konnte Licht, welches innerhalb
oder hinter dem Staubstern gestartet ist, gerade noch den Staubstern passieren, bevor dieser deibldariznmt
hat. Nun liegt aber der Ort, bei dem das Licht gerade noch vom Innenraum in den Auf3enraum gelangen konnte,
immer raher am Horizont. & den statischen Beobachter braucht aber Licht uidusgdr, je Aher es am Horizont
startet.

Neben der starken Vergi8erung zur Zeit ~ 9.5 und dem scheinbarejEinfrieren” gegen Ende des Kollaps
ist die Phase interessant, bei der Mehrfachbilder der Kugeln zu sehen sind1Ald) links). Ihr Zustandekom-
men konnen wir uns anhand der Nullgetén (Abb.0 4.20, rechts) klarmachen. Dé&wuRere Ring entsteht durch
Nullgeodaten mit der Nummel], wobei wieder die Rotationssymmetrie zu beachten ist. Der mittlere Ring zeigt
jeweils dieselbe Kugel wie déwuRRere Ring, da die Nullgeaten von jeweils derselben Kugel starten. Die Null-
geoditend verursachen den inneren Ring und zeigen die jeweils gegatiegende Kugel. Da#lter‘ der Ringe
nimmt aufgrund der unterschiedlichen Lichtlaufzeiten von innen nach auf3en zu. Demnach war Licht, welches den
aufleren Ring bildet, arahgsten unterwegs.

-5 ~ rrrrrrrrrrrr

o ” 0 5 10
Abbildung 4.20: Mehrfachbilder von Objekten innerhalb des Staubsterns. Links: Tatséchliche Sicht fiir einen
statischen Beobachter mit Sichtfeld 35° x 35° am Ort ry, = 20 zu seiner Eigenzeit t = 32.94. Rechts: Drei
Geoditen mit den Beobachterwinkeln § ~ {14.8°,10.8°,9.4°} (zur einlaufenden Radialrichtung), welche die
Mehrfachbilder mit verursachen. Die Teile der Geoditen, die im AuBBenraum verlaufen sind von Schwarzschild-,
die im Innenraum verlaufen von mitfallenden Innenraum- auf pseudokartesische Koordinaten transformiert.

Die verzerrte Form der Kugeln kann verschieden@ér@e haben. Einerseits haben wir die Kugeln a#gmisnaig

grol3 geviahlt, weshalb sie eigentlich nur noch bedingt als lokale Objekte angesehen wartlan dndererseits
spielt die Genauigkeit der Geatinintegration eine Rolle, welche zwar schon hoch, aufgrund der enormen Re-
chenzeit jedoch begrenzt ist. Die scheinbare Verdrehung der Kugeln haben findeGAufgrund der sehr hohen
Geschwindigkeit scheinen Kugeln generell verdreht zu sein; siehe dazu auch Abgcinigtullerdem knnen

wir aufgrund der gekirmmten Lichtstrahlen auch andere Bereiche, wie etwa dakseite, der Kugel sehen; siehe
zum Beispiel Strahll in Abbildung 4.20(rechts).

4.8 Ausblick

Neben der rein geometrischen Betrachtung desmsparenten* Kollaps sollte in einem weiteren Schritt auch die
Gesamtrotverschiebung lieksichtigt werden. Hier wird insbesondere die Doppler-Verschiebung eine grofRe Rolle
spielen. Aus Abbildundl4.20 (rechts) wird deutlich, da@if die Strahleri] und O eine Blauverschiebungiif

den Strah[] jedoch eine Rotverschiebung auftreten sollte.



Kapitel 5

Visualisierung in der
Schwarzschild-Raumzeit

In der gangigen Literatur zur Allgemeinen Relat&istheorie finden sich in der Regel nuéierungsisungen oder
Spezialalle von Geodten in der Schwarzschild-Raumzeit. Eine @éiislichere Darstellung der exakted$ung der
Geoditengleichungen findet man in Chandrasekhé. [

Wir wollen hier die analytische Darstellung mittels elliptischer Integrale von Chandrasekhar aufgreifen und
fir unsere Zwecke weiterentwickeln. Von den qualitatitrerlegungen des Abschnifis.2 geleitet, bestimmen
wir in Abschnitt §5.3 die Bahngleichungen = r(y), die wir mittels elliptischer Funktionen darstellen wollen.
Besonderes Augenmerk liegt hierbei darauf, daf3 die Bahngleichungen und vor allem die Argumente und Module
der elliptischen Funktionen reell werden und wir sie so duigige numerische Bibliotheken berechnen lassen
kdnnen. Mit deren Hilfe wird es uns danrbglich sein, in Abschnit§5.4 die bekannten Effekte wie Lichtablen-
kung und Shapiro-Zeitvetgerung genau anzugeben.

Der grol3e Vorteil einer analytischertung wird dann vor allem bei der Bestimmung einer Nullgeed zwi-
schen zwei Punkten wie auch bei der Entfernungsbestimmung zum Schwarzen Loch deéttieh.vir diese
analytische Bsung nicht, so &nten wir die Nullgeodten, wenruberhaupt, nur durch ein sehr teures Schiel3ver-
fahren ermitteln, welches aufgrund der Mehrdeutigkeiten auch nur begrenzt Resultate lieféen Eine direkte
Anwendung der Suche nach verbindenden Nullgée ist die interaktive Visualisierung einfacher Geometrien in
der Schwarzschild-Raumzeit in Abschriji.5. Insbesondere ist nun die Variation aller Parametéglioh; eine
milhsame Vorausberechnurinstlicher Geodten fir jeweils nur einen einzigen Parametersatz wirdilitf.

Die Schwarzschild-Raumzeit an sich, wie auch die Géenl, sind bereits seit langem wohl verstanden und
sind inzwischen zu einem wichtigen Instrument der modernen Astrophysik geworden. Obwohl die Schwarzschild-
Metrik nur ein statisches Schwarzes Loch beschreibt, kann sie dennoch als erstes einfaches Modell herangezogen
werden, um etwa ein supermassives Schwarzes Loch, wie es im Zentrum jeder Galaxie vermutet wird, zu be-
schreiben. Motiviert durch Beobachtungen von Strahlungséakbn im galaktischen Zentrurfig], wollen wir
im Abschnitt5.6 zwei stark vereinfachte Modelle einer Strahlungsquelle um ein statisches Schwarzes Loch un-
tersuchen. Zum einen betrachten wir ein@&hob*, hier als Stern angedeutet, der auf dem letzten stabilen Orbit
um das Schwarze Loch kreist. Dabei interessiert uns sowohl die scheinbare Position des Blobs aufgrund der Licht-
laufzeit wie auch der Einflu3 der geitischen Pizession auf die Rotverschiebung. Zum anderen untersuchen
wir eine Keplersche Akkretionsscheibe mit einer einheitlichen Temperatur bei verschiedenen Inklinationswinkeln.
Schlief3lich wollen wir noch einen Ausblick auf das realistischere Kerr Schwarze Loch geben.

65
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5.1 Einfuhrung in die Schwarzschild-Raumzeit

Zur Ubersicht wollen wir kurz die Metrik, die hier géhlte naiirliche lokale Tetrade, das Einbettungsdiagramm
einer Hyperfache und die gravitative Rotverschiebung vorstellen.

5.1.1 Schwarzschild-Metrik

Ausgangspunkt unserer Rechnung ist die Schwarzschild-Metrik in Schwarzschild-Koordinaten:

dr? + r? (d9* + sin’d d¢?) (5.1.1)

ds? = — (1 — E) Adt? +

r —rg/r

mit dem Schwarzschild-Radiuts = 2G'M /2. Flrr — oo geht die Schwarzschild-Metrik in die flache Minkowski-
Metrik Uiber. Die Koordinatensingulaéit beir = r,, dort befindet sich der Ereignishorizont, soll uns im weiteren
nicht sbren, da wir uns auf den AuRenraum, < r < oo) beschanken. Die Koordinatew < (0,7) und
¢ € (0,2m) beschreiben die Obe#ithe einer Kugel mit Radius Die eigentliche Notwendigkeit zweier Karten
umgehen wir wie in Abschni§2.1beschrieben. Mit € (—o0, c0) haben wir eingglobale” Zeitkoordinate.

Die Metrik (5.1.1) besitzt Diagonalgestalt, sknen wir die ndirliche Tetrade, die in diesem Fall der sph
schen Symmetrie angepalit ist, sofort hinschreiben:

11 ; 1 1
e =4/1-28,,  ey=-0ay, - 9 (5.1.2)

L 1y Te e .
Vi—rgfre r r Y rsing ?

Problematisch ist noch die Ach¢é = 0), jedoch Knnen wir das Koordinatensystem aufgrund dersisichen
Symmetrie stets so drehen, daf? wir die Achse nicht tangieren.

e —

5.1.2 Einbettungsdiagramm

Einen kleinen Einblick in die innere Geometrie der Schwarzschild-Raumzeit liefert das Einbettungsdiagramm einer
zweidimensionalen Hypeé#the in den euklidischen Raum. Gesucht dabei ist eiaehiEl welche dieselbe innere
Geometrie aufweist wie die Hypeifthe. Aufgrund der sgitischen Symmetrie &hlen wir die Aquatorebene

(9 = w/2). Da die Schwarzschild-Metrik statisch ist, setzen wiramlicht = const und erhalten so die Metrik

der Hyperféche,

1
2 2, .2 2
doiyperfixche = 1—r /rdr + rode”.
S

Beschreiben wir den euklidischen Raum durch Zylinderkoordinaten, also durch die Metrik

dz\?
1 haiad
()

so erhalten wir durch die Identifizierumlgy pesache = doaykia fUr die Einbettungsfunktion = z(r)

z = 2\/Ts\/T — Ts. (5.1.3)

welche in der Abbildungl15.1 als Rotationsiche dargestellt ist. Ludwig Flamm hatte als erster diese Hyper-
flache in den euklidischen Raum eingebettet (si€GP,[weshalb wir die Einbettung heute auch als Flammsches
Paraboloid bezeichnen.

Die Einbettung der zweidimensionalen Hypécthe(t = const¥ = = /2) der Schwarzschild-Raumzeit in den
dreidimensionalen euklidischen Raum ergibt die Form eines Trichters. Zu beachten ist, daf3 diese Trichterform
nur durch die Einbettung in einerdherdimensionalen Raum zustande kommt. Digrkimung der eingebetteten
Flache entspricht dabei der innerenidrmung der Hyperéiche (vgl. AnhangD.1.4). Der umgebende Raum hat
keinerlei physikalische Bedeutung. Der innerste Kreis, bei dem die Steifuidg unendlich wird, entspricht dem
Schwarzschild-Horizont.

doguia = dr® + r?dg?,
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Abbildung 5.1: Einbettungsdiagramm fiir die Hyperebene (t = const, = 7 /2) der Schwarzschild-Raumzeit in
den euklidischen Raum.

5.1.3 Gravitative Rotverschiebung

Da es sich bei der Schwarzschild-Raumzeit um eine statische Raumzeit mit dem Killing-&&ktod; handelt,
vereinfacht sich die gravitative Rotverschiebugg, aus GleichungZ.8.2 auf*

v V900 (x2) _ \/1*7’5/7‘2.
va o Vgoo(x1) /1 —rg/r

Wie wir leicht sehen, istqray Wegunabhngig und bestimmt sich allein aus den jeweiligen Entfernungeamn
Quelle und Beobachter zum Schwarzen Loch. Eine Quelle mit der Fregyane Abstandr, vom Schwarzen
Loch erscheintiir einen Beobachter am Qtt > r, rotverschoben; er mif3t also eine Frequenz v,. Natirlich
gibt Gleichung $.1.4 auch das Verhltnis der Eigenzeitem, undr, fur zwei Beobachter an den Ortenundrs
wieder; in diesem Fall giltry /71 = zgrav.

(5.1.4)

Zgrav =

5.2 Qualitatives Verhalten von Geodéten

Anhand der Lagrange-Funktiobknen wir ein effektives Potential definieren, mit dessen Hilfe es wgiah ist,
ahnlich wie in der klassischen Mechanik, das qualitative Verhalten vond@&wodu beschreiben.

5.2.1 Euler-Lagrange und effektives Potential

Zur Bestimmung des qualitativen Verhaltens von Geed gehen wir von der Lagrange-Funktiérder Metrik
(5.1.0 aus. Da eine syitrisch-symmetrische, statische Metrik vorliegt, @ggines, Geodten zu betrachten, die in
dervy = = /2-Ebene verlaufen. Alle anderen Géen lassen sich durch geeignete Wahl der Koordinaten stets auf
diesen Fall zuickfuhren (siehe Anhang). In unserem Fall gilt dann

L=— (1 — r—s) A+ 72 4+ 1r2d? = kc?, (5.2.1)
r T

N
1—rs/
wobei ein Punkt iir die Ableitung nach einem affinen Paramekesteht(f = dt/d)\) und der dimensionslose
Parameter dariber entscheidet, ob wir lichtartige: = 0), zeitartige(x = —1) oder raumartig€x = 1)
Geoditen betrachteh Aus den Euler-Lagrange-Gleichungen

d oc oL _
d\ozn  Oxr

1Siehe auch z.B. Straumanis] oder Wald[L07] firr eine Herleitung.

2Solange wir in physikalischen Einheiten rechnetiissen wir beicksichtigen, daR der affine Paramelebei lichtartigen Geoéten die

Dimension einelLinge besitzt. Zeitartige Gedden hingegen sollen durch die Eigenzejpparametrisiert werden. Bei raumartigen Gétaah
verwenden wir einen Parametefc mit der Dimension einer Zeit.

= (t,r,9, ) (5.2.2)
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erhalten wir folgendes Differentialgleichungssystem:

(1 . 1) 2=k, (5.2.3a)
T
r2¢ = h, (5.2.3b)
1. 1 k2
5Pt Ve = 55 (5.2.3c)
mit dem effektiven Potential 2
1 T 9

Hier haben wir schon bécksichtigt, daf¥ und ¢ zyklische Variablen sind und wir daher zwei Konstanten der
Bewegund: undh erhalten. Diese entsprechen im Fall massebehafteter Teilchen deren Energie je Ruhemasse und
deren Drehimpuls je Ruhemasse im asymptotisch flachen Raum. Bei masselosen Teilchen wie den Photonen ist
nur deren Verbltnise = h/k, auch scheinbarer StoBparameter genannt, von Interdssgas effektive Potential
gilt weiterhin
Vio = lim Ver = fgc? (5.2.5)

Eine lichtartige oder zeitartige Geatg mitk?/c> > 2V, kann also unter Uméahden dem Schwarzen Loch
entkommen und gegen Unendlich laufen. Aus der Energie-Bilanz-GleicfiuB@§ konnen wir nun auf das
qualitative Verhalten von Geatken schliel3en (siehe auct[]). Hierfiir unterscheiden wir zwischen radialen und
nicht-radialen Geaiten.

Im Fall radialer Geodten(h = 0) vereinfacht sich das effektive Potential auf

2
Veﬁ:_g(l_ﬁ)a

2 r

was fir zeitartige Geodten einem rein anziehenden Potential entspricht. Solahgeé < 2V, ist, wird eine
zeitartige Geodte unausweichlich ins Schwarze Loch laufen. Andernfalls kann sie, wenn ihre Startrichtung vom
Schwarzen Loch weg zeigt, dem Schwarzen Loch entkomnigriidhtartige Geodten verschwindet das effektive
Potential ganz und ihr Veerhalterahgt allein von ihrer Startrichtung ab.

Bei nicht-radialen Gedatten(h # 0) gibt es neben dem rein anziehenden Potential des Schwarzen Lochs
zwei zugtzliche Terme aufgrund des Drehimpulses. Diese sind zum einen die Zentrifugalb@srietér?) und
zum anderen ein anziehendes Potertial 22 /), welches @ir kleine Entfernungem Uberwiegt. Bestimmen
wir die Extremalstellen des effektiven Potentidlg;, so folgt auso, Ve = 0 mit k = +1 fUr die Position der
Extremalstellen

—h? 4 hy/h? + 3Kc2r2

5 (5.2.6)
KTy

T2 =

wobei
02 Vg kAcBrd (h2 F hy/h? + 3kc?r2 + 3&027“5)
52 = . (5.2.7)

W (s /75w )

Fur Null-Geoditen(x = 0) im Speziellen gibt es nur eine Extremalstelle bei= 3r,, was einem Maximum
entspricht.

Wir wollen uns hier im wesentlichen auf nicht-radiale Gétmh konzentrieren und fordern dafohne Be-
schiankung der Allgemeinheit, da3stets positiv ist. Die auftretenden Spezidl behandeln wir in denathsten
Abschnitten in Ablngigkeit des Typs der Geatén.

5.2.2 Startbedingungen

Neben der Vorgabe der Energie und des Drehimpulses wollen wir, ausgehend von einem Beob&ghterert),
die Startrichtung, wie sie in Abbildung 5.2 gezeigt wird, @ir eine Geodte — bezogen auf die lokale Tetrade des
ruhenden Beobachters — vorgeben.
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€p

Schwarzes Loch
Ti €

Abbildung 5.2: Ein Beobachter befinde sich am Ort (r;, @;) und beschreibe die (Start-) Richtung'y = y™e,, einer

Geoditen beziiglich seines lokalen Systems {e, }, _,. o

Die Richtung setzt sich wie folgt zusammen:

y=y"en=y'er+y'e, +y’e, (5.2.8)
=y'e; + ncose, +nsinfe,, (5.2.9)

wobei sich diet-Komponente aus der Normierung(y!)” + (y7)* + (y°)* = ke zuy! = +,/5% — rc? ergibt,

Das Vorzeichen entscheidet daer, ob die Gedite zukunfts- oder vergangenheitsgerichtet ist. Die Bésktung
auf positiveh Ubertiagt sich auf den Winke] indem dieser auf das Intervall< £ < 7 beschankt ist. Die beiden
Konstanterk und h kdnnen dann durch

k=dcy/n? — k2, /1 — s und h =rinsiné (5.2.10)
LK

ersetzt werden (siehe augh.1).

5.2.3 Zeitartige Geoditen

Zunachst betrachten wir zeitartige Géaen(x = —1, = ¢fv). Das effektive Potentidle erlaubt insgesamt
drei verschiedene Formen (siehe Ablb.3): (a) keine Extremalstellen, (b) eine indifferente Extremalstelle, (c),(d)
ein Maximum und ein Minimum.

Die Extremalstellen des effektiven Potentials befinden sich hier bei

_ h? £ hy/h? — 322

c2rg

(5.2.11)

T+

wobeir, ein Minimum undr_ ein Maximum ist. Die zugerigen WerteViax = Vert(r—) und Vinin = Ver(ry)
des effektiven Potentials sind

2
c? (h2 + hy/h? — 3c2r2 — 027“3)
3
h (h + R 3c2rg)

Fur h? < 3c*r? gibt es keine Extremalstelle; dies entspricht dem Fall (a)./Gil 3¢?r2, so handelt es sich um

eine indifferente Extremalstelle. Wie wir noch sehen werden, handelt es sich dabei um den letzten stabilen Orbit
(b). Ein Maximum bzw. Minimum erhalten wir daher niir8c?2 < h? < oo, wenn also eine Drehimpulsbarriere
vorhanden ist. Daraus folgt auch, daBundr_ nur in den Bereichen

Vett (r+) = (5.2.12)

3
T4 > 3rs und 57 <r_ < 3rg (5.2.13)

vorkommen knnen.
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Abbildung 5.3: Effektives Potential Vg = Vietr/c? fiir eine zeitartige Geodite mit dem Drehimpuls (a) h = %crs,
(b) h = V/3ers, (¢) h = V/3.3¢rs und (d) h = \/6¢r, bei einem Schwarzschildradius v, = 2. Die Extremalstellen
befinden sich hier bei s, = 3rs und r4 = (3.3 + 3\/0.11) crg bzw. r4 = (6 + 3\/5) cr.

Fall (a): Keine Extremalstelle

Das effektive Potential istif wachsende: streng monoton steigend. Einem frei fallenden Teilchen mit dem
Drehimpulsh? < 3c%r2, welches sich zu irgendeinem Zeitpunkt dem Schwarzen Lddten (7 < 0), ist

es daher uniiglich, der Anziehungskraft des Schwarzen Lochs zu entkommen. Ist seine Energie grol3 genug
(k?/c? > 2V, = c?) und seine Bewegungsrichturng> 0, so kann es jedoch entkommen.

Fall (b): Letzter stabiler Orbit

Besitzt ein Teilchen den Drehimpuld = 3c?r? und die Energiei? = Sc¢*, so bewegt es sich auf dem letzten
stabilen Orbit, einer kreisfmigen Bahn mit dem Radiug, = 37.

Fall (c),(d): Zwei Extremalstellen

Ist der Drehimpuls eines Teilcheh$ > 3c?r2, so gibt es eine Drehimpulsbarriere (siehe Abb.3 c,d). Das
weitere Verbleiben dieses Teilcher@ngt nun von dessen Energiab.

Fur einen Startort- mit » > r_ gibt es verschiedene dfjlichkeiten: Besitzt das Teilchen eine Energie
k?/c? > 2Vmaxund ist die Startrichtung in Richtung des Schwarzen Lochs geri¢htet0), soliberwindet es die
Drehimpulsbarriere undafit unausweichlich in das Schwarze Loch. Im Grenzkdllc? = 2Viax Ndhert sich das
Teilchen asymptotisch der Kreisbahn= r_. Liegt die Energie: des Teilchen im IntervaltViax > k2/c? > c?
und ist2Viax > ¢? (Abb. 05.2d), so wird es von dem Schwarzen Loch lediglich von seiner Bahn abgelenkt.
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Fur kleinere Energien bewegt es sich hingegen in einem gebundenen Orbit um das Schwarze Lochlsterum.
jedoch2Vmax < ¢?, so Auft ein Teilchen mik? /c? > 2Vi,ac auf jeden Fall ins Schwarze Loch, wohingegen es bei
kleineren Energien einen stabilen Orbit besitzt.

Befindet sich der Startortdes Teilchens jedoch im Intervall < r < r_, so kann es dem Schwarzen Loch nur
entweichen, wenn seine Startrichtug> 0 und seine Energie mindestek$/c? > 2Vnax ist. Bei entsprechend
geringem Drehimpuls (Ablal 5.3c) kann das Teilchen entweder in einen stabilen Orbit gelangen oder ins Schwarze
Loch stirzen.

Stabile kreisformige Orbits

Als Spezialfall der gebundenen Orbits wollen wir nun einen stabilen, Breisfen Orbit mit dem Radius,
betrachten. Aus der Bilanzgleichung.2.39 mit » = 0 und der GleichungH.2.11) folgt fir den notwendigen
Drehimpulsh und die Energig:

Ts 2 3rs\ ! crir,
BP=c(1--=2 1-== und hZ=_—+"°_| (5.2.14)
T4 2ry 2ry —3rs

Die Winkelgeschwindigkeit eines Objekts auf einer stabilen Kreisbaimmén wir entweder béglich dessen
Eigenzeitr oder befglich eines entfernten Beobachters angeben. Im ersten Fall erhalten wir als Winkelgeschwin-
digkeitw,, = dyp/dr = ¢, also

2
2 Ty

e (5.2.15)
2% (1- 2= )
Ein weit entfernter Beobachter hingegen mif3t eine Winkelgeschwindi@keit dy/dt = ¢/t
Q2 = O (5.2.16)
D 2.

Die Vierergeschwindigkeit: des Objekts erhalten wir aus= £0; + ¢0, = cv (e; + Be,) mity = 1//1 — 52
und 3 = v/c; dabei istv die Dreiergeschwindigkeit, die ein lokaler Beobachter in seiner lokalen Tetrade messen
wirde. Mit Gleichung%.2.14 folgt fur die Dreiergeschwindigkeit
T
=cy/—. 5.2.17

YT (ry —rs) ( )
Kreist das Objekt auf dem letzten stabilen Orbit = 3r,), so bewegt es sich um das Schwarze Loch mit der
halben Lichtgeschwindigkeit. Ein Umlauf um das Schwarze Loch auf dem letzten stabilen @umhta, von
einem weit entfernter Beobachter aus beurteilt, die Zeit

27
Tor = o (5.2.18)
Eine Uhr, die sich mit dem Objekt bewegtiimde jedoch die Eigenzeit
Tom = 2n (5.2.19)
W

als Umlaufdauer angeben, welche kleiner ist als die Beobacht&hzeit

Radiale Bewegung

Wie bereits edutert, kann eine radiale, zeitartige Gataldem Schwarzen Loch nur entkommen, wenn ihre Start-
richtung nach auf3en gerichtet ist. Zudem muR ihre Startgeschwindigjkeit/c ausreichend hoch sein. Aus der

3Im Gegensatz zum Grenzfall kleiner Massen (Newtonsche Gravitation) finden wir in der Schwarzschild-Raumzeit im allgemeinen keine
geschlossenen Bahnkurven. Als Paradebeispiel dient hier die Periheldrehung des Merkur (siefje z.B.[



72 KAPITEL 5. VISUALISIERUNG IN DER SCHWARZSCHILD-RAUMZEIT

Energie-Bilanz-Gleichungd(2.39 konnen wir die maximale Reichweitg berechnen, ab der eine radiale Géisd
umkehrt und doch noch ins Schwarze Loéhft. Es gilt mit = 0 und der Konstanteh = c?v+/1 — r,/r; fur
die maximale Reichweite

1-—3?
rs/Ti — re/ri — 32
Soll die Geodte dem Schwarzen Loch ganz entkomniep — oo), so ist eine Mindestgeschwindigkeit, die
sogenannte Fluchtgeschwindigkeit

Tf=Ts

TS
Vescape— € re
erforderlich. Hier zeigt sich auch sehr deutlich, da? Geea, deren Startpunkt beim Schwarzschild-Horizont
r, liegen, Lichtgeschwindigkeit brauchen, um dem Schwarzen Loch entflieheinnek.
Betrachten wir den radialen freien Fall, so bewegt sich der Beobachter ebenfalls auf einer zeitartigearGeod
Die Lagrange-Funktiony(2.1) vereinfacht sich dann zu
-2

1) T L (5.2.20)
r 1—rs/r

L=-— (1 -
und aus den Euler-Lagrange-Gleichungen folgt
_ _Ts\ 2 2 (1_Ts kj
k_(l r)ct und 72 = (1 T) + 5 (5.2.21)

Der Punkt bedeutet hier die Ableitung nach der Eigenzefus dem Zusammenhang der Vierer- mit der Dreier-
Geschwindigkeit

w=(ce; +ve,) = —— 8, + vy /1 %a,. = 0, + 70, (5.2.22)

Fordern wir, da® der Beobachter aus der Ruhe:(0) am Ortr = o > r, anfangt frei zu fallen, so folgtifr die
Integrationskonstante

folgt mit (5.2.29)

Seine Geschwindigkeit am Orf relativ zu einem dort ruhenden Beobachter, &gttdemnach

_ C\/1 (1= (1 _ ;) - (5.2.23)

woraus die interessante Tatsache&ohst, dald der frei aus der Ruhe fallende Beobachter, egal wo er startet, am
Horizont stets Lichtgeschwindigkeit besitzt.
Neben der Geschwindigkeibknen wir aus Gleichund (2.2 aber auch noch sowohl die Eigenzeivie auch
die Koordinatenzeit in Abhangigkeit des momentanen Ortangeben. Dabei gilt jeweils= 0 beziehungsweise
7 = 0 beir = ry. Fur die beiden Zeiten erhalten wir (vgll Maple (bhRadialerFreierFall)

rro [r 3/2 [0
=0 —S 5 arctan (5.2.24a)
crs
rb/r rs/To
[ro arctan /72 arctanhy -
t= 1—— ,/—arctan WOM LS 3/2 + Lo/
(rs/T0) V1=rs/T0

(5.2.24b)

wobei stets:; < r < ry. Die Eigenzeitr bleibt furr» — r, endlich; die Koordinatenzeithingegen divergiert gegen
Unendlich. Obwohl ein Objekt in endlicher Zeit den Ereignishoridamtrquert, erreicht es ihn vom Standpunkt
eines weit entfernten Beobachters nie.
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5.2.4 Lichtartige Geoditen

Im Gegensatz zu zeitartigen Geaen gibt esir lichtartige Geodten(x = 0,7 = 1) keine stabilen Orbits. Der
einzig ausgezeichnete kreisiige Orbit liegt beir,, = %rs (Photonenorbit), wie wir bereits zu Beginn dieses
Abschnitts gesehen haben.

Die Konstanterk und h andern ihren Charakter dahingehend, éafticht der Energie des Lichtstrahls ent-
spricht, sondern lediglich eine Integrationskonstante darstellt, welche wir durch diginidlie Normierung

(n = 1) der Startrichtung auf
k=te /1 :— h=r;siné (5.2.25)

festgelegt haber. wollen wir weiterhin als, Drehimpuls* bezeichnen, obwohlschon von der Dimension her kein
wirklicher Drehimpuls ist. Die Interpretation des effektiven Potentials lichtartiger 8&eoadk = 0 in Gl. (5.2.9)

1 rs\ h2
weicht nun ebenfalls von defif zeitartige Geodten ab. Nach Vorgabe eines Startoridst die Konstante:

festgelegt. Der Verlauf der Nullgeaten fangt nun davon ab, wie grdR3ist und wo sich die Nullgedite befindet
(vgl. Abb. [0 5.4).

Ver,

Vinax| —~
/

W%

ol

Abbildung 5.4: Effektives Potential eines Photons mit ,,.Drehimpuls“ h. Der Maximalwert V,,,, des effektiven
Potentials liegt bei r = %rs. Das Photon kann von auBlen nur bis r > 1y, und von innen nur bis v < 7.y

gelangen.

Ist h so gevahlt, dalVmax = 2h2/(27r%) > %’z—j ist, so kann sich eine Nullgeate aulRerhalb = %7'5 nur bis
zu einem Radiusnmi, dem Ereignishorizontahern und wird anschlieRend nach- oo laufen. Den minimalen
Abstandrmi, der Geodten zum Schwarzen Locldknen wir aus der Bedingunig= 0 und der Bilanzgleichung
(5.2.39 bestimmen. So gilt mit = h/k,

2 1 3vV3rs
Tmin = s cos l arccos <— V3r )] . (5.2.27)

V3 3 2ce

Innerhalb von- = %rs kann die Geodte dem Schwarzen Loch jedoch nicht entkommen; sie geléatystens bis
zum Radialwerimax.

FUr Vinax < %’j—; gibt es keine Drehimpulsbarriere, sodal3 eine Nullg@dnausweichlich ins Schwarze Loch
lauft. Im kritischen Fall, wenWax = %’j—; ist, mhert sich der Lichtstrahl asymptotisch der Kreisbaka %rs.

5.2.5 Raumartige Geodten

Wir wollen uns hier auf raumartige Ge#@igtn besclémken, die sich in einer Hypegfthe konstanter Zeit befinden
(t = 0). Die Lagrange-Funktion5(2.1) und der Parameter = 1 erfordern, daR der affine Parameter, mit dem
wir die Geodhte parametrisieren wollen, die Dimension einer Zeit besitzt; \&nlen hier\/c. Fir unsere beiden
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Integrationskonstanteh und h, denen wir keine anschauliche Bedeutung mehr geben wollen, erhalten wir mit
n = 1 und dem hiesigen affinen Parameter

k=0 und h = cr;siné. (5.2.28)

Den qualitativen Verlauf einer raumartigen Gateh lonnen wir uns nun ebenfalls mit dem effektiven Potential

klarmachen; in diesem Fall lautet es
1 rs\ (h?
Vet = 3 (1 _ 7) (7)2 —c ) (5.2.29)

T/Ts

Abbildung 5.5: Effektives Potential fiir eine raumartige Geodite bei verschiedenen Werten des Parameters h. Ist
Vmax < 0, so erstreckt sich die raumartige Geodiite bis zum Horizont (r = 7).

Das MaximumVjnax des effektiven Potentials liegt bei = (—h + \/h2 + 3r2)/r;. Ist dieses Maximum ei-
nerseits gbBer Null, so befindet sich der zum Schwarzen Loékhste Punkt der raumartigen Géateh bei
r = rmn = 73 8in&. Andererseits erstreckt sich die raumartige Geedis zum Ereignishorizont bei= r;,
wenn das Maximum kleiner Null ist oder gar nicht im Interviéll o) liegt. Der kritische Fall ist gerade dann
erreicht, wenn die Ge@de den Horizont nur asymptotisch bbrt. Am Beobachterornt; > r, hat sie dann einen
Winkel &yt von .,

sin kit = —
T

5.3 Analytische Losung der Geodtengleichung

Die analytische bsung der Geditengleichungifhrt uns zuachst auf ein elliptisches Integral, welches wir auf die
sogenannte Standardform (siehe Anhg@d) bringen. Die dabei auftretende kubische Gleichung zwingt uns, eine
Fallunterscheidung hinsichtlich der Startwerte zu treffen.@ssrsicht halberithren wir diese Fallunterscheidung
fur licht- und zeitartige Gedien getrennt durch; raumartige Géateh wollen wir hier aufen vor lassen.

Ziel dieses Abschnitts ist es, die Bahngleichung r(¢) aufzustellen undifr jeden Fall so zu transformieren,
dafd wir es im wesentlichen mit reellen Argumenten und Modulen in den elliptischen Integralen und Funktionen
zu tun haben.

5.3.1 Geodtengleichung

Anstelle der Radialkoordinate verwenden wir deren reziproken Wert = 1/r. AuBerdem wollen wir eine
Geoditeuiber ihre Bahngleichung = u(y) darstellen. Miti = —u?7, 4 = :i%gb und den Gleichungerb(2.3H)
und (6.2.39 erhalten wir

(du > 2 Ié—j + Ke? Kc?

% = T — (1 — TSU)U2 — T(gﬁu.
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Fiihren wir noch die Transformation= r,u durch, so gelangen wir zu unserer Ausgangsgleichung

de\? ) k2 2 2
<d<,x0) =a?—bxr—(1—2)z?% mit  a? :7’302:72“ und b:rg%. (5.3.1)
Der Wertebereich der Variablenfolgt aus demiirr zu (0 < u < i) und damitist0 < x < 1). Die Information,
ob die Geodte nach aul3en oder innetuft, ist hier nicht vorhanden und muf3 im folgenden nochitksichtigt
werden.

Nach Trennung der Variablen gelangen wir zu dem elliptischen Integral

s dx
/x \/(12 —bx — x2 4+ 3 =% (532)

welches wir im weiteren auf die Standardform eines elliptischen Integrals ersteérChdr[ngen wollen.

Der kubische Term unter der Wurzel des Integral8 () 1ait sich aufgrund des Fundamentalsatzes der Algebra
als Produkt(z — z1)(z — x2)(x — x3) schreiben. Das in dieser Form geschriebene Integral bekommen wir auf
Standardform, indem wir zi@thst eine allgemeine dbius-Transformation ansetzen:

i

_at—p __ad—=py
T und dr = (i 5)2dt. (5.3.3)
Eingesetzt in%.3.2 ergibt
(ad — By)dt dt

Ly _
Viat =B —a1(yt = 0)][at — B —xa(vt = )] [at — B —ws(yt = 0)[[vt =] " Vt(1 —1)(1 —m??)
Ordnen wir nach Potenzen venso kdnnen wir einen Koeffizientenvergleich dur@ihfen, welcher allerdings zu
keinem eindeutigen ErgebnigHrt. Vielmehr lassen sich zwei Parameter fréihlen. Eine Wahlifhrt auf die

Transformation
xlt — T9

=01 5.34
YT (5.3.4)
und so ist
Tf ty _
/ dx _ dt 7 mit m2 — T .1?3.
v V(@ —21) (2 —22) (2 — 73) i Va2 —x3\/t(L —t)(1 — m2¢) Tg — T3
Die anschlieRende Substitutior= 72 bringt uns zum geinschten elliptischen Integral erster Art:

/zf da _ /Tf dr
v V(@ —a1)(w —22)(z — x3) o VT2 —x3y/(1—712)(1—m272)
Die Integrationsgrenzen haben sich unterdessen transforibiert

T, f — X2
Tif = /ti, — Lif — L2

T, f —T1

Letztere Gleichheit folgt aus der Umkehrung dedtilis-Transformatior(3.4). Nun kbnnen wir unser Ausgangs-
integral 6.3.29 mittels elliptischem Integral schreiben,

Tf
2 T — X9
+ F {4/ ,
VI — I3 < Xr — X m)

Lassen wir nun die obere Grenze variabel und ersetzen den Wert des elliptischen Integrals an der unteren Grenze
durchyy, so kdnnen wir die Umkehrfunktion bilden und erhalten als Bahngleichurgz (o) der Geoéten

= . (5.3.5)

i

o9 — x1sn> <7“‘22_"‘3(<p + o), m)

1— sn2<7“”227‘”3(cp + cpo),m>

xr=

7 (5.3.6)

4Der Vorteil dieser Notation ist u.a., daR die Variabldimensionslos ist und mitund M skaliert.



76 KAPITEL 5. VISUALISIERUNG IN DER SCHWARZSCHILD-RAUMZEIT

wobei sn die Jacobi-Elliptische-sn-Funktion ist. Die Wahl des Vorzeichens in Gleichbirzgy( und Gleichung
(5.3.9 hangt sowohl von der Startrichtung als auch von der Aufteilung der Wurzeln ab.

Die eigentliche Bahngleichung= r(y) erhalten wir ganz einfach durch die Umkehrung der Transformation
zu Beginn des Abschnitts,

r(p) = . (5.3.7)

5.3.2 Wurzeln der kubischen Gleichung und Anfangsbedingungen

Wir wollen uns nun um die Bestimmung der drei Wurzelnder kubischen Gleichung® — 22 — bz + a®> = 0
kiimmern, wobei wir wieder eine Fallunterscheidung hinsichtlich des Typs deraBsoehachen wollen. Zéchst
aber bringen wir die kubische Gleichung durch die Substitutieny + é auf die reduzierte Formp]

. b 1 a® 1 b
3 9 — it p=—o =, g= 2 5.3.8
y 43y +2¢=0, mit p=-—g-g, =5 =g (5.3.8)
Entscheidendifr die Losungsmannigfaltigkeit ist die Diskriminani,,
21 a’b v b
Dy = o2 3_2(0 L) _(abv o U ) 3.
sy =a (4 27 6 108 27 (5:39)

Die Parametet undb werden ihrerseits durch die Anfangsbedingungen der &eodestimmt (siehe Gleichung
(5.3.2), auf die wir nun im Naheren eingehen wollen.

Anfangsbedingungen und Parameteriir lichtartige Geodaten

Fur lichtartige Geodten(x = 0, = 1) verschwindet der Parameteidentisch (siehe GIX.3.1). Der Parameter
setzt sich dann nur noch aus dem \#&this der Konstanteh undh sowie dem Schwarzschildradinszusammen.
Aus der Gleichungq.2.10 folgt fur einen Beobachter am QOrtbeziglich seiner natrlichen Tetrade (Abll 5.2):

k=+c,/1—== und h=rsing, (5.3.10)
Ti

k2 ,',,2 1— ";s
2 2 s T
= == L, 5.3.11
a s c2h2 7"12 sin2§ ( )

Der weitere Verlauf der Nullge@den tangt nun vom bereits besprochenen kritischen Fall @&bdén Vo =

damit ist

20,/ (2712) = 3% ist. So gil
k,2 7"2 1-— Ti 4
2 2 5 -
—— = — . = 55 5.3'12
Arit = T's 2 thm riz sin? i 27 | )

Da wir r; = r, ausschlieRen wollen, iaf echt gbRer Null. Wir Khnnen nun eine Fallunterscheidung hinsichtlich
des Ausgangspunktes und der Richtung der Nullgesddurchiihren. Tabell€15.1 beschreibt den qualitativen
Verlauf einer Nullgeodten in Abfangigkeit des Parametersind damit dem Verditnisk /h.

Eine analoge Charakterisierung des Verlaufs einer Nullgeswdist in Abbildungd 5.6 dargestellt. Richtun-
gen, die die Nullgeadke ins Schwarze Loch laufen lassen sind schwarz markiert. Die hell markierten Bereiche
kennzeichnen die Richtungeiiirfdie eine Nullgeodte im Unendlichen landet.
Den kritischen Winkeky;, der diese beiden Bereiche voneinander trennt (siehe dazu auclilAhl), kdnnen
wir mittels Gleichung %.3.129 bestimmer?. Den minimalen Abstand,;, aus Gleichung¥.2.27 kénnen wir nun
mit Hilfe des Winkels¢ angeben. So folgiif min = 75 /Tmin

VBen/T=m [1 <3\/§/71—>]
—F— COS garccos —_—— .

Tmin = 5 Y 5 siné (5.3.13)

5Im Anhang§D.3 ist der Blick auf ein Schwarzes Loch bei den Absiien aus Abbildungl 5.6 sowohl {ir die quasi-statische Aéherung
wie auch fir den freien Fall visualisiert.
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T 7 >0 7 <0

T > 31, Nullgeodite — oo a® > agy: Nullgeodate Ruft ins BH,

a® < ag;: Nullgeodite — oo

re < < 3rg a? > ad;: Nullgeodhte — oo Nullgeodite Buft ins BH
a? < aiy: Nullgeodate Buft ins BH

Tabelle 5.1: Qualitativer Verlauf einer Nullgeoditen — die am Ort r; startet und eine Startrichtung 7 besitzt — in
Abhéngigkeit des Parameters a. (Die Abkiirzung ,BH° steht fiir ,black hole‘ = Schwarzes Loch.)

Ercignishorizont
\

\ 180° 133.4° 90° 68.4°
1

Schwarzes Loch :.
L
11 2 3 7"1'/7'5
I
1
1

Ereignishorizont
269.2° 235.8° 212.5° 194.5° 180°

CCCCE-

Abbildung 5.6: Qualitativer Verlauf einer Nullgeoditen in Abhingigkeit des Startortes r;, wo der Beobachter
ruht, und des Startwinkels £. Nullgeoditen, deren Richtung im schwarz markierten Bereich liegen, laufen ins
Schwarze Loch. Je nidher sich der Beobachter am Schwarzen Loch befindet, desto groBer ist der Sichtbereich,

der vom Schwarzen Loch eingenommen wird. Der ,,Au8enbereich drangt sich in einem im kleiner werdenden
Raumwinkel.

Zur Beschreibung einer Nullgeaten mit der Bahngleichun (3.6 unterscheiden wir zwischen dredlen. Mit
agy =4/27undq = a?/2 — 1/27 gilt

(@ a?< aEm, —1/27 < q¢<1/27, Dy <0, kit < & < 1 — kit
(b) a? = aﬁrin q=1/27, D1 =0, & = &it oderé = m — i,

(€) a*®>ady, q>1/27, Dy >0, 0 < & < it oderm — &t < € < .

Fur alle drei Rlle gilt p = —1/9. Die Fallunterscheidung < 0 (Abb. 0 5.7) berbtigen wir im rachsten Abschnitt
fur die Definition der Hilfsvariablep.

Anfangsbedingungen und Parameterifr zeitartige Geodaten

Die Parameter und b aus Gleichungq.3.1) ergeben sichifr zeitartige Geoéten(x = —1,7 = ¢f~) mit
k= 4c?y\/1 —ry/r; undh = cfyr;sin € zu

2 2 _ s
2 2%*‘32 rfﬁ—% 5 ¢ r2 1—p3?
@ =iy = S und b= s = — S

h i 3% sin” § h ry 32sin® £

(5.3.14)
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z;
1 T
qg<0
0.8 N
0.6 1
04 - N
02 1
q<0
0 | | 3\
™ ™ T
0 1 3 T ™ 3

Abbildung 5.7: Abhingigkeit des Parameters q vom Startort x; = rs/r; und von der Startrichtung §. Die griine
Linie markiert ¢ = 1/27 bzw. £ = &xe(x;). Der Schnittpunkt beider griiner Linien liegt bei x; = 2/3, also dem
Kreisorbit. Die blaue Linie kennzeichnet ¢ = 0.

Entscheidendifr die sgateren Bahngleichungen sind die Paramgtend ¢ sowie die Diskriminanteé), aus Glei-
chung 6.3.9 und so gilt mitz; = r,/r;

2 2 2 2
x; 1-0 1 r: 20 —3x; + 1 1
=2 _Z und == — 5.3.15
P=73 B2sin?¢ 9 =% (2sin? € 27 ( )
Weiterhin ist fir den Verlauf der Gedden der Schwellenwekf /c* = 1, den wir auchiber
="y, (5.3.16)
T

ausdiicken lbnnen, von Bedeutung. Im Fal); = 0 folgt fir das Maximum des effektiven Potentidigax =
k2/(2c%).

Fur die Rlle (a) und (b) aus Abschni§b.2.3gilt b < —1/3 bzw.b = —1/3. Zusammen mit Gleichuné (3.9
istdannp > 0 und folglich D; > 0. Geodaten mit einem Startwinkelim Intervall [z /2, 7] laufen unausweichlich
ins Schwarze Loch, wohingegen solche im Intery@lir/2) fur den Fallk?/c* > 1 nach Unendlich entweichen
konnen, @r k2 /c¢* < 1 jedoch wieder umkehren und auch ins Schwarze Loch fallen (vgl. Alb3). Im Fall
b= —1/3(p = 0) vereinfacht sich der Parametgru

o 1-— €Z; 4
e o
und wir haben, mit nur einer Ausnahme, die gleichen $#rtisse wie im vorherigen Fall. Giltjedogh= D; =0
und zustzlichz; = 1/3, so gibt es den letzten stabilen Orhir feinen Startwinkef = 7/2 und einer Startge-
schwindigkeitv = 0.5¢ (siehe Gl. 5.2.17).

Fur die Ralle (c) und (d), wenn alsb > —1/3 und dahep < 0 ist, wollen wir uns anhand der Abbildurig5.8
klarmachen, wann die Diskriminanfe, positiv oder negativ wird. In den blau nummerierten Gebieten I-IV und
Vlist D; > 0, wohingegen in den Bereichen V, VIl und VIID; < 0 ist. Diese Gebiete sind in der Regel von der
Bewegung her interessanter, wie schon aus den effektiven Potentialeri{Al#) klar wird.

In der Praxis verwenden wir Abbildurig5.8, um fur einen bestimmen Startatt die zur Startgeschwindigkeit
6 und Startrichtungt getbrenden Parameter, ¢ und D, zu ermitteln. Den qualitativen Verlauf der Getdn
machen wir uns dann aber am effektiven Potential (Abb.3) klar.
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Abbildung 5.8: Verlauf der zeitartigen Geoditen in Abhingigkeit der Parameter (3 (Startgeschwindigkeit) und &
(Startrichtung) fiir die Startentfernungen: (i) x; = 2/3, (ii) x; = 1/2, (iii) x; = 1/3 und (iv) ©; = 1/6 bei einem
Schwarzschildradius rs = 2. Winkel ¢ > 7 /2 entsprechen Richtungen hin zum Schwarzen Loch, Winkel £ < /2
zeigen von Schwarzen Loch weg. Die rote Linie grenzt den Bereich mitb < —1/3,p > 0, D; > 0 (unterhalb) von
dem Bereich mitb > —1/3,p < 0 (oberhalb) ab. Die entspricht ¢ = 0. Auf der blauen Linie gilt
Dy = 0 bzw. 2Vppax = k2 / ¢?. Die schwarze gestrichelte Linie steht fiir k2 / ¢® = 2V... In den blau nummerierten
Gebieten I-IV,VI ist D1 > 0, in V, VII und VIII ist D1 < 0. Der letzte stabile Orbit (Iso=last stable orbit) wird fiir
x; =1/3,6& =7/2,0 = 0.5 angenommen.

5.3.3 Bahngleichungen

Zur Losung der reduzierten kubischen Gleichub@ (@ fuhren wir in Abtangigkeit der Parameter ¢ und der
DiskriminantenD; zwei HilfsgroRen ein] 3]. Dies ist zum einen der Parameter

1
p=+|p| ::tg |14 3b] (5.3.17)

mit dem Vorzeichen vop und zum anderen der Parameteder wie folgt definiert sein soll:

cosh= L fir p<0 A Dy <0, (5.3.18a)
P

coshp =L fur p<0 A Dy >0, (5.3.18b)
0

sinhyy = L fur p>0. (5.3.18¢)
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Unter Verwendung dieser beiden Hilféden kbnnen wir nun die drei Wurzeln der eigentlichen kubischen Glei-
chungz?® — 22 — bz + a? = 0 angeben. So gilt im einzelnen:

1 1
x1,2 = 2pcos (73T + ?) + 3’ T3 = —2pcos% + 3’ p<0,D; <0, (5.3.19a)
1 1
Ti3=p (coshqg + 4v/3sinh ?) + 3 To = —2pcosh% + 3’ p<0,D; >0, (5.3.19b)
1 1
x1,3 = p | sinh id + iv3 cosh i + = T9 = —2psinh id + =, p >0, (5.3.19¢)
’ 3 3 3 33
1 1 1
T15=3 (—2¢)"/? (1 + Z\/§) + 3 zo = (—29)'% + 3 p=0. (5.3.19d)

Im Prinzip waren wir jetzt fertig. Allerdings treten hier noch komplexe Zahlen im Argument und im Modul der
elliptischen Funktionen auf, die wir im folgenden noch beseitigen wollen.

Einfacher Fall (p < 0, D; <0)

Zunachst piifen wir, obp < 0 ist. Wennp < 0 ist, dann vertauschen wir die Wurzets und z3 aus Gleichung

(5.3.193. Anschlie3end setzen wir die Wurzeln in den Mogukin
Ty — T3

m?="—"2"" mit 0<m<1 Vi €l0,7] (5.3.20)
T2 — T3

Die zugelidrige Bahngleichungy(3.6 kdnnen wir dann wie folgt formulieren:
o — 118N2

mit SN = sn (“’J;“"O Vzy — 23, m) und dem Anfangswerp,. Diesen erhalten wir direkt aus dem Anfangswert

und Gleichung}.3.9:

2 Ty — T2
== F . 5.3.22
e ( xi_xl,m> (5.3.22)

Nun wollen wir aberp selbst nicht verwenden, sondern setzen es in die Bahngleicbungj ein und formen
anschlieBend den daraus gewonnenen Ausdruck mit Hilfe der Jacobi-Beziehungen (siehet@nBangm. So
gilt mit » = %\/1‘2 — x3p undv = %\/zg — T3p0:

sn(u)cn(v)dn(v) + sn(v)en(u)dn(u)

1 — m2sn?(u)sn?(v)

sn(u) (g —o1)*(@i=3) 4 \/iiif cn(u)dn(u)

(x2—x3)(zs—21)?

SN=sn(u+v) =

1 _ (@izws)(zi—as) ’

(w2—x3)(zi—21) sn?(u)
wobei das positive Vorzeichefiffeinlaufendd¢ > 7/2) und das negative Vorzeicheiirfauslaufendés < 7 /2)
Geodaten zu verwenden ist (vgl. AbbL5.2). Mit viel M Gihe kann man zeigen, daf3 die Radikanten unter den beiden
Wurzeln stets gif3er oder gleich Null sind. Im Fadl = 7 istz; = x; und gy ist nicht mehr definiert. Es handelt
sich hierbei aber um eine hebbare Singuédniind die Bahngleichuné(3.21) gleibt wohl definiert. Wir haben mit
Gleichung 6.3.2]) tatsachlich eine rein radiale Bahngleichung gefunden.

Lauft die Geodte gegen Unendlict: = 0), so erreicht sie einen maximalen Winkel,. Dieser folgt direkt

aus Gleichung.3.2)):

2 To 2 T; — T )
o= ————F (] =m| £ ———F ,m ), 5.3.23
4 VI2 — T3 ( 1 ) VT2 — I3 ( i — T1 ( )

wobei das positive Vorzeicherif ¢ > 7 und das negative Vorzeichearf§ < 3 zu verwenden ist. In beiden
elliptischen Integralen ist das Argumenter als Eins, weshalb die Integrale vor der numerischen Berechnung
mittels Gleichung€.2.16 transformiert werden iissen. Dann stellt auch der Spezialfa# 7 /2, fur denz; = «;

wird, kein Problem mehr da.
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Aufwendiger Fall (p < 0,D; > 0)

Noch komplizierter wird es, wenm < 0 und D; > 0 ist. Die Hilfsvariablep wird hier nur fir zeitartige Geodten
negativ. Setzen wir die Wurzeln der kubischen Gleichiinglfesen Fall in den Modut ein, so folgt
2 1 — I3 12\/?; Sinh ﬂ

m° = = 3 5.3.24
To — T3 —3cosh% —&—iﬁsinh% ( )

Um den Modul reell zu bekommen, betrachten wiracimst den komplemedten Modulusn’

14 , tanh £
m?=1-—m?=-X  mip = 2 (5.3.25)
1 —ix V3
und fuhren dann die absteigende Landen-Transformatiodié drei elliptischen Funktionen
1—1 im
sn(u,m) = (L = ims) sn (v, ima) (5.3.26a)
1 —imgsn? (v, ims)
o) 4 )
en(u,m) = = (v,im5) dn (v, ima) (5.3.26b)
1 — imasn? (v, ims)
1 . 2 .
dn(u, m) = —"2sn (v, ima) (5.3.26¢)
1 —imgsn? (v, ims)
mit
bom' X ' und L/ (0+¢0) (5.3.27)
myq = = —1 =.—=tm v = u = = — 0.
R 141+ 2 > 1—imy g V2 TP TR0

durch, wobei jetzin, rein reell ist. Eine weitere Transformatioihrt schlie3lich zu einem reellen Modul:

sn (v, ime) = %sd (Cv, 7722) , cn(v,img) = cd (Cv, W?) , dn(v,ims) =nd ((v, 7722) ,  (5.3.28)

mit ¢ = /1 + m3. Wie sich gleich zeigen wird, ist das Argumentfir p > 0 rein imagirar, denn es gilt

14/1 1
(v = v +m2\/ 3pcosh —|—Z\[smh (gp—i—goo <p+900” +Zm2\/1—@ 1/3pcosh—
21— imo 1—imo
Pt (i ;P T %o + Yo _ _
=i 3pcosh§ V1 3pcosh V1+x2=iw=i(z + 2).
Um auch das Argument in den elliptischen Funktionen reell zu bekomiilergrf wir noch folgende Transforma-

tion durch:
. m
sd(iw, m3) = isd(w, my), mit mg = T27 mh =1/1—mi=

Ist p < 0, dann wird¢v rein reell undw daher komplex. Wir wollen aber dennoch die Transformat®.g9
ausfihren und riissen sgter beticksichtigen, daf? in diesem Falund zo komplex sind.

Bis hierher haben wir also folgende Transformationdie Jacobi-Funktionen in der uréimglichen Bahnglei-
chung 6.3.9 erreicht:

(5.3.29)

J\\»—l

_ (ma+1)¢sd (w,¢71)
sn(u,m) = T+ iyl 7@ (w, c1) (5.3.30a)
_ cn (w. (™)
cn(u,m) = an? (0. CT) T imaC—2en? (w. (1)’ (5.3.30b)
dn(u, m) = dn? (w, (1) —ima(Pn® (w, () (5.3.30c)

dn? (w, (1) + ima(~2sn? (w, (1)
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Auch hier wollen wir wieder den Anfangswept, der inzy beinhaltet ist, selbst nicht verwenden. Mittels Additi-
onstheoremen schreiben wir die Jacobi-sd-Funktion umpPE> 0 gilt dann

sn(z)cn(zo)dn(zo) £ sn(zp)cn(z)dn(z)
dn(z)dn(z29) F ¢~ 2sn(z)sn(zo)cn(z)cn(z0)
Ist jedochp < 0 und daher: = i« rein imagirar, so verwenden wir die Transformationéh.7) fur die Jacobi-
Funktionen mit rein imagi@ren Argumenten und erhalten so, anstelle von Gleichbirigg3)),

(5.3.31)

d(w,(fl) = sd (z—«—zo,gfl) =

isc(a, mg)en(zo)dn(zo) + sn(zg)nc(a, ms)de(a, ms)

dec(ao, m3)dn(zg) F (~2isc(w, m3)sn(zg)nc(a, mg)en(zp) (5.3.32)

d (w7C_1) =sd (ia + zo,C_l) =

Das jeweils obere Vorzeichen stefit feinlaufend€¢ > 7/2), das untereifr auslaufendé¢ < «/2) Geoditen
(vgl Abb.00 5.2). Transformieren wir die Jacobi- Funktionen(zo, ¢71), en(z0,¢ 1) unddn(zg, (1) wieder auf
dem gleichen Weg ziick, so erhalten wir mit = \/172 — x3p0/(1 — im2) — nach einer langen Rechnung —

folgende Relation:
LovEmEm e (eyasn)
cn (zo, C_l) = , (5.3.33)
= e N
Die Relationeniir die anderen beiden Jacobi-Funktionen folgen aus den Beziehungen zwischen diesen,
n (zo,(_l) =+/1—cn?(z,¢ 1) und dn (zo, ) \/1 ¢2sn? (z0,¢71).

Damit haben wir die Argumente und Module aller Jacobi-Funktionen reell gemacht. Zigsemwir weiterhin
mit komplexen Zahlen rechnen, jedoch ist das Ergebnis rein reell.

Aufwendiger Fall (p > 0)

Da die Wurzeln der kubischen Gleichung p > 0 aus denenifrp < 0, D; > 0 hervorgehen, indem lediglich die
Funktionen $inh’ und ‘cosh’ vertauscht werden — vgl. Gleichun§.3.19) und Gleichung%.3.19¢ — konnen
wir die eben durchgéhrte Rechnung sofoitbertragen. Wir erhalten in diesem Fall

T1 — X3 i2v/3 cosh £

2 3
m* = = . 5.3.34
T2 — T3 -3 sinh% + i\/gcosh% ( )

Der komplexe Modul lautet dann

14 , th ¥
m'2:1—mQ:7+Z,X7 mit X:CO 3.
1 —ix V3

Die absteigende Landen-Transformatiéri3(263 ist identisch. Die Variables andert sich entsprechend um in

Die Gleichungen.3.30) und (.3.32 andern sich nur durch vertauschen des Vorzeichens. So gilt hier das obere
Vorzeichen stehtifr auslaufendé¢ < 7/2), das untereifr einlaufend€¢ > 7/2) Geodaten. Ansonstendanen
wir die Rechnung von obeiibernehmen.

(5.3.35)

Aufwendiger Fall (p = 0)

Im Fall p = 0 orientieren wir uns wieder am Vorgehen beim einfachen fak 0, D; < 0). Zunachst zerlegen
wir die Jacobi-sn-Funktion aus Gleichurig .6 mittels Additionstheoremen undlfiren dann die verschiedenen
Transformationen durch. Die bisherige Variableeduziert sich wieder auf = %\/1'2 — x3 ¢ und mit Gleichung
(5.3.2) qilt

oy S m RS £ |2 enlu m)dn(u,m)

1 — et on (u, m)

(5.3.37)
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Betrachten wir jetzt nur noch die Funktien(u, m), so folgt ir den Modulmn, mit der gleichen Notation wie in
den letzten beidendfen,

, 1-iV3 o l+ix 1 1
m- = 5 m- = - ( = = .
2 1—ix V3 243

Weiterhin ist mitv = u/(1 — imy) und¢ = /1 +m2 =2/v/2+ /3
cv:cﬁmzﬁ( 29)"/° /3 { +v/2- <2+z< \/2—ﬁ+g)]=p+z‘a,
- 2

wobei zu beiicksichtigen ist, daf} sowohl positiv als auch negativ sein kann. Zusammen mit GleichiuB263
und Gleichung.3.2§ folgt

(5.3.38)

¢ (1 —imsz)sd (v, ms)

7 imas@ (Co.my) (5.3.39)

sn(u, m) =

Spalten wirCv in Real- und Imagiarteil auf, so Bnnen wir die Jacobi-sd-Funktion mittels AdditionstheorermEn[
durch

sn(p, mg) dn(, m}) + icn(p, ms)dn(p, mg)sn(a, my)cn(or, m})

sd(p+io,m3) = (5.3.40)

dn(p, m3)cn(o, m4)dn(o, m4) — im2sn(p, ms)cn(p, ms)sn(o, ms)’

ersetzemnf = 1/¢.

5.3.4 Zeitverlauf

Neben der Bahngleichungknen wir auch noch die Gleichurg/dr fur den Zeitverlauf integrieren. Wir wollen
uns hier lediglich auf lichtartige Geéten besclimken, welche nicht im Schwarzen Loch endégiy < £ <
T — &kit). Mit Gleichung 6.2.39 und (6.2.39 folgt sofort

at k

T e nE-0-D)n

oder mit der schon oben verwendeten Transformatienr; /r,

dt T he T sin &
@a_ , B=—=_2_——> 5.3.41
dx cx?(1—z)/1—(1—z)B2a? krs s \/1—rs/r; ( )
Die Mobius-Transformation ,
110" — @ 9 T — T2
1:_7@_1 bzw. ¢ s
fuhrt die Zeitverlaufsgleichung(3.4]) uber auf die Form
dt 2rs(i)  Ry4(Q)
B 5.3.42
dC B\/l’Q — X3 W(() ( )
mit
(SR

_ — 2 (1 — m2c2 d RyC) = > :
WO = VA=A und O = @ = 1w

Wir sind hierahnlich wie bei der Bahngleichung.@.1) vorgegangen. Das kubische Polynom unter der Wurzel in
Gleichung b.3.4]) fuhrt wieder auf drei Wurzelrb(3.193 mit den Hilfsparametern

1 1 1 a?

p=—=, q= T 55 T 5

1 q
9 2B2 27 2 27

, 1
p=sign(q)g,  cosy= ek
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Da wir uns auf lichtartige Ge@den mit einer Startrichtun@yit < £ < ™ — &it) beschanken, istq| < 1/27 und
daherD; < 0. Es gefligt daher, die Wurzeln aus Gleichurig3.193 zu verwenden. Das Moduh setzt sich dann
genauso wie oben zusammen,

9 X1 — 3 3c0s%—\/§sin%

= = , 5.3.43
T2 — T3 3008%+\/§Sin% ( )

mit 0<m<1.

Um auf Standardformeriif elliptische Integrale zu kommerijHren wir eine Partialbruchzerlegung vé (¢)
durch:

Ri(QO)=Ci4+Co(CHm)  +C(C+m) +Ci(C+) ", (5.3.44)
wobei die KoeffizienterC, und-~y; gegeben sind durch
_ 1 (214 2)(z2 — 21)
C(1 - (1 — ‘Tl)l'%, C2 - szlg y
03 = 7(%'2 _ 531)2 04 = 7:(:1 — T2
xi; ) (],‘1 - 1)25
X9 1-— i)
M= V2 = .
T r1—1
Das Integral der Zeitverlaufsgleichung 8.4 kdnnen wir damit sofort hinschreiben
At = 20 1001 (0) + Cod (11, €) + o (31, €) + i ( <)]<f (5.3.45)
BVis — 13 140 2J1 (715 3J2 (71, 4J1 (72, Ci’ -9.

dabei stehf, (¢) fur ein elliptisches Integral erster Art udi@(-y, ¢) fur ein elliptisches Integral dritter Art. Dcken
wir diese durch die Standardintegrale (siehe Anh&Dg@ ) aus, so gilt

IO(C) :f(g,m),
Jl(’%C) = %H (Cv_ivm) )

J2(’Y? C) =

(1+7) (1 +m?y) | 2y

1 1 3m?
+H(g,—,m> [+m+
Y Y 2

1 VA=) A=—m>?) F(Cm) [ ,
¢+ 2

1
m-+ —

v

|- 55

=]}

Allerdings ist¢ eine noch rein imagire Zahl. Mit¢ = io, y = sin(arctan(c)) undo = /(22 — x)/(z — 1)
transformieren wir Gleichund(3.49 auf den, leider etwas tibersichtlichen, Ausdruck

2TS(i) ’ T , T Ty,

At =——"Lt — — —1II 11— — 5.3.46
B /7332 —_ {le(yvm ) CQZCQ “ |:f(y7m ) T Y, anm ( )
e 1 —1 {]’(y,m’) B 1—x1H (y, 1 —wg’m,)]

T1 — X2 1—29 — g
n Cs [9610 V(1 +02)(1+ m202) B ﬁ}_( )
(1_%) (1—m2%) 29 02+ xo /1y g T\
4oL (5(y,m’) —oy/1-— m’2y2>
21‘2
Cr

X x €T T 3m2 1,2 m2$
+ 2 (Fly,m!) = (g, 1= =) ) (== S =
T2 — T X9 To To 2 21,2 T

¢
= Z(Tsariagag) le
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mit §; p = ioi,; = /(2 — x5, 5) /(ziy — x1). Falls|(z1 — 22) /(1 — z2)| > 1.0 wird, miissen wir die Wurzelw,
undzxs vertauschen, da sonst das elliptische Integral dritter Art nochmals transformiert weii@én m

Durchkuft die Geoédte ihre minimale Anaherungemin = 7 /rmin (G1.(5.2.27), so niissen wir das Integral
(5.3.49 aufspaltenin

At = —Z(ry, 1,6, Q|5 + 22 (rg, 14, €, O™ = Z(re, i, &, QS (5.3.47)

5.4 Anwendungen der analytischen bBsung

Mit der Lichtablenkung am Sonnenrand wurde Einstein im Jahr 1919 auf einen Schihgibehus seiner Allge-
meinen Relatividtstheorie leitete er einen Wert von etiv@s” ab, den zwei Expeditionen — eine in Sobral, die
andere in Principe — auch veihnisnmassig gut bestigten (Will [114], Dyson et al P7]). Mit einem elliptischen
Integral Kdbnnen wir die Lichtablenkung in Abschnifs.4.1leicht herleiten.

Mit der analytischen tisung der Geditengleichung ist es uns jetzbiglich, zwei nahezu beliebige Punkte der
Schwarzschild-Raumzeit mit einer Nullgeiddn zu verbinden. Dabebknen wir auch die Anzahl Uraufe um ein
Schwarzes Loch bécksichtigen. Dieses Hilfsmittel wollen wir in defchsten beiden Unterabschnitten nutzen.

Shapiro schlug 1964 einen Test ibberpfifung der Allgemeinen Relativitstheorie vor]4]. Dieser sollte die
Zeitverdgerung eines Lichtsignals zwischen Erde und einem Planeten messen, welcher &hdate Sonne
vorbeilauft. Im Jahr 2002 konnte die Allgemeine Relatiw#theorie mit Hilfe des Shapiro-Effekts und der Raum-
sonde Cassini auf = 1 + (2.1 £ 2.3) x 10~° genau beéttigt werden §].° In Abschnitt§5.4.3wollen wir uns
diese Zeitveragerung etwas genauer anschauen.

Schliellich stellen wir in Abschnit$5.4.4 eine Miglichkeit vor, die Entfernung zu einem Schwarzen Loch
mittels Radar oder einem Lichtsignal zu bestimmen.

5.4.1 Lichtablenkung

Betrachten wir die Ablenkung\® eines Lichtstrahls, welcher aus dem Unendliclien= 0) kommt, am Ort

T = xmip Seine goflte Andherung an das Schwarze Loch hat, und anschliel3end beim Beobachter am Ort
eintrifft (siehe Abb.[05.9). Die groRte Anraherungzmin mufd natirlich auerhalb des Photonenorhits= grs
liegen. Daher gilt stets

Tmin < —=.

3
Mit dem Parametet aus Gleichung.3.11) konnen wir den Eintreffwinkef beim Beobachter berechnen. Dazu
bestimmen wir zuachst das Verditnise = h/k fur z = xmin aus dem effektiven Potential (G3.@.26). So folgt
fur den Parameter 1
—
a® = %2 Sin? fL = Tpin (1 — Tmin) ,
woraus wir den Eintreffwinkef ermitteln lonnen. Aus Gleichungdx(3.5 ergibt sich auch sogleich der zum Wert
ZTmin gelbrige Winkelpmin

2 T — Ty min
- / 5.4.1
®min = 73 CUSf < z— 1 ,m> . ( )
Die AblenkungA® ergibt sich nun aus
PN Y (. ™ 4 om (5.4.2)
TV oz \Ve—a ), TP -
Die tatsaichliche Ablenkung® ist dann
00 =AD+E£— . (5.4.3)

6Ein Wert vony = 1 entspricht der Aligemeinen Relatigistheorie, wohingegen in der Newtonschen Gravitationstheo#ie) ist. Nahere
Informationen zur Cassini-Huygens-Mission findet mantatf://www.esa.int/SPECIALS/Cassini-Huygens/index.html
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Schwarzes Loch T

Abbildung 5.9: Ablenkung eines Lichtstrahls an einem Schwarzen Loch. Der Lichtstrahl kommt von einer weit
entfernten Quelle und trifft den Beobachter am Ort x; = r/r; unter einem Winkel £ zur Radialrichtung.

Als Beispiel diene die Lichtablenkung am Sonnenrand, wie sie in nahezu jedem Lefitirrotie Allgemei-
ne Relativiitstheorie — dort jedoch nur in génerter Form — behandelt wird (siehe z.B2[99, 107]). Der
Beobachter befinde sich auf der Erde im Abstang s Von der Sonne. Der Lichtstrahl komme aus dem Unend-
lichen, passiere die Sonne in einem Abstang = R« (Sonnenradius) und erreiche die Erde unter einem Winkel
s beziglich der Sonnenrichtung. Verwenden wir die Daten aus Tabéfe! (Anhang), so folgt d@ir die Werte
x = rg/r, wobeir, der Schwarzschild-Radius der Sonne ist,

re &~ 2.954km, zgy~ 19741075, Tmin ~ 4.244 1076 und &5~ 15'59.6”.
Die Ablenkung am Sonnenrand kigt demnach den Wert von
6b ~ 1.741",

wobei in der Literatur der Wed® = 1.75” angegeben wird. Der leichte Unterschigthbt mit der Genauigkeit
der Parameter, dem Abstand zur Sonne — mittlerer Abstand oder von der JahreszedfigdlDistanz —, und
der Vereinfachung s = 0 zusammen.

5.4.2 Nullgeodite zwischen zwei Punkten

Gegeben seien zwei Punkieund O an den Orterr;, ¢;) und(rs, o) in der Schwarzschild-Raumzeit, wobei
undr; beide auBerhalb des Photonenorbjts = 2r, liegen sollen. Der Einfachheit halber legen wir den Punkt
O auf diez-Achse(y; = 0) und drehen das Koordinatensystem so, daf beide Punkte if derr/2-Ebene

zu liegen kommen. Gesucht sind nun die Nullgéted, welche diese beiden Punkte miteinander verbinden (siehe
Abb. 05.10. Fixieren wirp, so gibt es genau eine verbindende Nullgiedin Abbildungd 5.10besitzt diese

den Startwinkek,. Betrachten wir jedoch die zwei Punkte als Orte in der Raumzeit, so hat der Winkedine

feste Bedeutung, d.h. alle Winkel = ¢, + k - 2 mit & € K beschreiben denselben Punkt. Wiassen daher

alle Nullgeodaten zulassen, die die beiden Punkte verbindBie Geoditen nummerieren wir dabei anhand des
Winkelsp; > 0 durch, indem wir die Nummet der Geodtentiber

n = ¢y div 27, n €N (5.4.4)

ermitteln® Die Nummern gibt folglich die Anzahl ganzer Uralife um das Schwarze Loch an.

Da wir uns auf Nullgeodten auRerhalb des Photonenorbits besdten wollen, geingt es, wenn wir Gleichung
(5.3.29 verwenden. Diese liefert uns eine implizite Gleichuiig dlen Startwinkek, den wir mit dem Brent-
Dekker-Verfahren[1] ermitteln wollen,

w5 (€) — 21 (€) SN (€)
1 — SN () '

:L‘fZ

“Wir kdnnen uns aber auf Startrichtungen> 0 beschanken, da wir ansonsten das ganze Koordinatensystem einfa¢g@fum die
z-Achse rotieren.
8Die Funktion,div* ergibt den ganzahligen Teiler einer Division.
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Abbildung 5.10: Nullgeoditen (griin) verbinden die beiden Punkte O (r;, ¢;) und O (r¢, ). Die griinen Linien
stellen jedoch nur die raumartigen Projektionen der Nullgeoditen dar. Der Winkel o ¢ geht fiir die zweite Geodite
in den Winkel ¢ + 2 iiber.

Fur das Brent-Verfahren tssen wir die beiden Grenzégin und&max des Suchintervalls angeben. Dieséssen
S0 gesteckt sein, dafl genau eine Nullstelle innerhalb des Intervalls liegt. Die untere Grenze ergibt sich aus der
Uberlegung, daR der Winkel; gerade noch von der Ged@ign erreicht werden kann. Der zugelge Startwinkel

¢, fUr denyy = Vo gelten soll, ergibt sich aus Gleichung .23 ebenfalls mit dem Brent-Dekker-Verfahren.
Da Gleichung %.3.23 in Bezug auf im Intervall (&it, ™ — &krit) Streng monoton ist, ist., eindeutig. Die obere
Grenze erhalten wir durch den Startwinkg} ., der so definiert ist, dal3 die Geitd genauw-mal um das Schwarze
Loch lauft und schlieBlich wieder am Ausgangsptt ;) ankommt?

Nehmen wir Abbildund] 5.10als Beispiel zur Hand, so hat der Pukdie Koordinaten(r; = 10, p; = 0)
und der Punkil die Koordinater(ry = 9.0185, o5 = 2.7143 + n - 27),en. Die Grenzen der Suchintervallérf
die oberg(n = 0) und die unterén = 1) Geodate und der eigentliche Startwinkg] lauten dann

Emin(0) = £o0(0) ~ 2.17068,  Emax(0) = &nar (0) & 2.65301, & ~ 2.47651,
Emin(1) = Eo(1) ~ 2.65764,  Emax(1) = Enan(1) ~ 2.65823, & ~ 2.65791.

Aus numerischer Sichtdanen wir auch noch die Nullgeate bestimmen, welche zweimal um das Schwarze
Loch rumbuft und erst dann den PunKt erreicht; ihr Startwinkel befigté, ~ 2.65823. Allerdings ist hier das
Suchintervall nur nocl§max — &min &~ 1.0939 - 10~° klein und die Anspiiche an die Genauigkeit der Rechnung
steigen immens. Aus Beobachtersicht liegen die Bilder von Plnft — &, ~ 10°23'36" bzw. & — & ~ 1'6”
auseinander. Die Bilde¥ und4 trennen schlielich nur noda — &; = 0.123".

5.4.3 Shapiro-Effekt

Wir wollen hier die genaue Zeitvaigerung eines Lichtsignals zwischen zwei statischen Punktend (] an den

Orten (r;, ¢;) und (rf, ) in der Schwarzschild-Raumzeit bestimmen. Das Lichtsignal soll dabei in diee N

der Zentralmasse — auf direktem Wege — vorbeilaufen (siehe Bib10 obere Geodte). Vergleichen werden

wir dann die Koordinatenzeif\t, welche der Lichtstrahl taéshlich zwischen den beiden Punkten diggt, mit

der Laufzeit, die wir aus der Entfernungsbestimmung erhalten. Die Entfernung zwischen den FPliniie ]

beschreiben wir einerseits durch die EigerdeAl einer raumartigen Kurve, welche démumlichen Projektion

der eigentlichen Nullgedden auf eingé = const-Hyperthche entspricht und andererseits durch den euklidischen

Koordinatenabstand!. Die Koordinatenzeit\¢ kdnnen wir unmittelbar aus Gleichung.8.46 bestimmen.
Zunachst niissen wir die Nullgeadte zwischen den beiden Punkten bestimmen, wie wir es im vorherigen

Abschnitt beschrieben haben. Allerdings beadken wir uns hier auf die direkte Geitd (n = 0).

91m Abschnitt§5.4.4wird der Winkel&,,2 unter der Bezeichnunging noch raher beleuchtet.
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Zum Vergleich berechnen wir zénhst die EigeingeAl zwischen den beiden Punkten. Aus der Met&iKi(1)
lesen wir sofort das Differentiall fur die Eigeninge ab. Verwenden wir noch die Beziehung®gr2.3H und
(5.2.39 und ersetzen damitr = r-/ dp, dann erhalten wir

dr? 22T —z; dy . r
dl = —— 2dp? = = : t == 54.5
\/1—7“5/7' e siné  22y/1—z m - ( )

Den euklidischen Abstand/ beider Punkte &nnen wir einfach aus dem Abstand zweier infinitesimal benachbar-
ter Punkte in spérischen Koordinatenil = /dr? + r2 dp?, berechnen. So folgtif die Geoéte, wieder durch

Ersetzen mitlr = 7/ de,
~ 2 (1—x;) 1 1
dl:TS\/TZ ( . Il)j‘i'*dsa (546)
sin“¢ z

In beiden Rllen wird die Geodte durch ihre Bahngleichun§.8.9, x = z(y), beschrieben. Die Integrale wol-
len wir jedoch nicht explizit ausihren sondern nur numerisch berechnen. Im Anschlul3 davanek wir die
Zeitverdgerung beiaglich Eigeninge (ATgigen) beziehungsweise euklidischem Abstaleig) sofort hin-
schreiben,

Al Al
ATeigen: At — — und ATeukiida = At — —. (5.4.7)
C C
Als Beispiel soll dieses Mal ein Schwarzes Loch der Masse= 30, und dem Schwarzschildradiug =
8.86269 - 10* m herhalten. Die Lichtquelle liege béi; = 12.0 Is, ¢ = 3.201) und der Beobachter befinde sich

am Ort(r; = 10.0 s, ¢; = 0). Die dimensionslosen @Ren lauten demnach
z; =295628-107°  und  x; = 2.46356 - 107°.

In geometrischen Einheiten haben wir folgende Parameter

M = 44313.5 m, 7i = 2.997923 - 10° m, 7r = 3.597517 - 10° m.

Die Nullgeodate, welche diese beiden Punkte verbindet, hat einen Startwirke3.1405679 und eine geringste
Distanz zum Schwarzen Loch vonp,, ~ 34.15r,. Fur die Strecke zwischen beiden Punkten ditagt sie, in
Koordinatenzeit gemessent = 22.004892 s. Aus der Eigerdnge beziehungsweise dem euklidischen Abstand
zwischen den beiden Punkten, errechnen wir die Zeitdifferenzen

ATeigen~2.294-107% s und  ATwyig ~ 4.273 - 1073 s.

Der Shapiro-Effekt macht in diesem Fall nur eine Zeitdifferenz von wenigen Millisekunden aus. Am Sonnenrand ist
der Unterschied sogar noch geringer. So malR man mit Hilfe der Viking-Raumsonde im Jahr 1979 eine Zeitdifferenz
von lediglich250 Mikrosekunden §1]. Bei massiven Schwarzerbchern kann die Zeitve@tgerung durchaus im
Bereich von Stunden oder Tagen liegei[

5.4.4 Entfernungsbestimmung

Stellen wir uns vor, ein statisches Schwarzes Loctahaé sich in unserer Umgebung. Wiénkiten wir seine
relative Position, seine Masse und seine Entfernung zu uns bestimmen?

Am sichersten re es, wir vilrden einen sgirisch symmetrischen Lichtblitz starten und abwarten, in welcher
Richtung, nach welcher Eigenzeitr und mit Welchenf)ffnungswinkelermg wir einen Einsteinring beobachten
konnten. Legen wir die Richtung zum Zentrum des Einsteinrings entlang der negatRiehtung, so haben wir
eine Situation wie in Abbildun@! 5.11gezeigt.

Der Lichtblitz durchwandert nun die Raumzeit so, dal3 ein Lichtstrafiin@Linie in Abb.[05.11) genau hach
einem Umlauf um das Schwarze Loch wieder beim Beobachter eititriffichtstrahlen, die mehrfach um das

10wir gehen hier davon aus, daR wir noch ausreichend weit %rs) vom Schwarzen Loch entfernt sind.
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Abbildung 5.11: Ein Beobachter schicke einen Kugelblitz los, angedeutet durch die beiden gestrichelten Kreis-
ausschnitte. Aus dem Winkel &, des Einsteinrings, den er nach einer gewissen Zeit aufblitzen sieht, kann er das
Verhiltnis Masse/Entfernung berechnen. Der gestrichelte Kreis entspricht dem Photonenorbit bei r = %rs.

Schwarze Loch umlaufen, und daher auiger brauchen bis sie wieder beim Beobachter ankommen, wollen wir

hier nicht beticksichtigen.
In einem ersten Schrittdanen wir das Verdltnis,,Masse des Schwarzen Lochs zur Entfernudgs M /r;,

bestimmen'. Hierfir verwenden wir Gleichung(3.5 und die Wurzeln aus(3.193, jedoch in anderer Reihen-

folge,
_2 N P 1 _2 N P 1 _ 1 ‘Z/J 1
x1—3005<3 3>+3, x2—3c05<3+3>+3, T3 = 3(:05(3)4—3.

Die Hilfsvariabley aus £.3.183 ist dann, wie auch die Wurzeln, eine Funktion \3n
54)2(1 — 2
)
Sm (gring)
Der Lichtstrahl in Abbildungd5.11hat genau dann seinedfite Anraherung-m,in an das Schwarze Loch, wenn

er sich genau diametral vom Beobachter aus befindet, éisp £ 7. Gleichung 6.3.9 stellt nun eine implizite
Gleichung fir das Verfltnis Y dar. Die Grenzen;  lauten dabei

$(Y) = arccos <

mi:EZZM:%/ und xf:rs.
Ti T T'min
Dax, = z; ist, vereinfacht sich die implizite Gleichung auf
2 2Y — x2(Y) )
F ,m(Y) | =m. (5.4.8)
=" (O

Das Suchintervallifr Y wird durch folgenddJberlegungen eingescimkt. Da sich der Beobachter auRerhalb von

r = 3r, = 3M befinden muB, kan® nur im Intervall(0, 1/3) liegen. Weiterhin darf der Strahl nicht ins Schwarze

Loch laufen. Der kritische Fall{if den der Strahl gerade noch nicht ins Schwarze Laah,|tritt ein, wenn wir
&ing = &kt In Gleichung 6.3.12 setzen. Die daraus resultierende kubische Gleichung liefert uns den Maximalwert
Vit fir unseren gesuchten Wait Die einzig sinnvolle Wurzel der drei reellerdkungen ist

T arccos (2 sin? &ring — 1)

1
Vit = 3 COSs l + (5.4.9)

+

b

| =

3 3

LIFir den Rest dieses Unterabschnitts verwenden wir geometrische Einf@iterc = 1).
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wodurch sich das Suchintervall a{ff, Vi) einschéankt.

Nachdem wir) bestimmt haben,dnnen wir im zweiten Schritt die Koordinatenzéit berechnen, die der
gemessenen Eigenzditr entspricht, zu der wir den Einsteinring beobachten. So folgt aus der MBtfiKi fur
den Zusammenhang zwischen Koordinaten- und Eigenzeit,

At— BT (5.4.10)

VI=2Y'
In der Zeitverlaufsgleichungb(3.46 ersetzen wir nun die Mass¥e des Schwarzen Lochs durédd = Yr; und
erhalten so eine implizite Gleichung alleidirfden Abstand-;. Aus diesem &nnen wir im Anschluf3 auch die
MasselM berechnen.

Um ein Gefihl fur die GbRenordnungen zu bekommen, die hier im Spiel sind, wollen wir uns folgendes

Zahlenbeispiel vor Augerithren. Angenommen wir bafiden uns in einem Abstatidvon etwar; = 132.4 Is
zum Galaktischen Zentrum mit der Maske ~ 3 - 106M,,. Dann wirden wir den Lichtblitz nach etw@49.8s
(Eigenzeit) unter eine®ffnungswinkel VO ing = 62° sehen.

5.5 Interaktive Visualisierung

Liegt eine einfache, symmetrische Szenerie (AbIkR.12) vor, so lonnen wir mittels der analytischerbsung

der Nullgeoéten aus Abschni}5.3 eine schnelle Bildberechnung vornehmen. Der Vorteil hierbei ist, dafd wir
interaktiv die verschiedenen Parameter einsteltemlen, was die bisherige Strategie — von im voraus berechneten
Tabellen — nicht bewerkstelligt.

Schwarzes
Beobachter

Lichtstrahl

Abbildung 5.12: Ein Beobachter schaue senkrecht auf eine Objektebene. Zwischen ihm und dieser Ebene befinde
sich ein Schwarzes Loch, welches einen Abstand d von der Ebene und einen Abstand r; zum Beobachter hat. Die
Verbindungsgerade Beobachter — Schwarzes Loch — Objektebene nennen wir Beobachtungsachse.

Das Ziel ist es nun, eine interaktive Software zu erstellen, die edgicht, ein,Objekt‘-Bild auf der Objektebene
anzuheften und es durch das Schwarze Loch zu verzerren. Dabei sollen sowohl! dieMgssschwarzen Lochs,
wie auch die Entfernungefder Objekteebene zum Schwarzen Loch und die Entfernudgs Beobachters zum
Schwarzen Loch variabel einstellbar sein. Das gleiche gilt aiichieé Position und Gif3e des,Objekt‘-Bildes
auf der Objektebene, welches wiederum selbst kein statisches Bild zu sein braucht, sondern durchaus auch ein
Videosignal sein kann.

Die Herausforderung besteht nun darin, die notwendigen Lichtstrahlen nactf\eihenung eines Parameters
so schnell wie raglich zu berechnen. Aufgrund der sehr einfachen Szenerie und der Symmetrie der Schwarzschild-
Raumzeit geiigt es, Nullgeodten in derAquatorebengy = 7/2) zu berechnen und auf die anderen Richtungen
zu projizieren. Im Detail berechnen wir die Auftreffpunkte aller Nullgétah, die einen Winked < 7 < 7ax
einnehmen, wobeimax sich aus dem halbe®ffnungswinkel der Bilddiagonalen ergibt. Den Schnittpunkt einer
Startrichtung, die aus dekquatorebene heradigirt, erhalten wir durch Drehung der zugeigen Startrichtung
innerhalb deAquatorebene um die Beobachtungsachse mit dem Winksiehe AbbJ5.12und05.13).

12per Abstand ist in Einheiten voh Lichtsekunde(s), also der Strecke, die das Licht innerhalb einer Sekunde durithgegeben.
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5.5.1 Vom Pixel zur Startrichtung

Sei ziachst eine Kamera mit dem Blickfeldov,;, fov,) und einer Aufdsung(res;, res,) gegeben. Aus den Pi-

xelkoordinaten(z, y) kénnen wir dann normierte Bildkoordinatés,, s, ) bestimmen (siehe auch Abf.5.13):
sz = (x4 0.5)/res, und s, = (y+0.5)/res,. (5.5.1)

Aus der Bildkoordinatgs, s, ) folgt die Startrichtungfder Nullgeodten, die bis zur Objektebene Bgkverfolgt
werden soll,

—1
d=| (25, —1)tan :"TV (5.5.2)
oV,
(1 —2s,) tan ="
(0,0) T (1,0)

. fovy,
tan —*

res,

tan

PR
2

0,1) res, (1,1)

Abbildung 5.13: Die Kamera habe ein Blickfeld von (fov,, fov,) und eine Auflésung (res,, res, ). Ein Bildpunkt
kann entweder durch seine Pixelkoordinaten (x,y) oder durch die normierten Koordinaten (s,, s,) angegeben
werden. Liegt ein Pixel nicht in der Aquatorebene, so kann er jedoch durch Drehung um den Winkel w dahin
iiberfiihrt werden.

Der Winkel - zwischen der Startrichtung und der Radialrichtung = (—=1,0,0)T zum Schwarzen Loch
erhalten wir eindeutig aus dem Kosinus-Satz:

&

.7 1
T_’ = T = arccos . (5.5.3)
171l 1+ (2s; — 1)2 tan? fo% + (1 — 2s,)2 tan? fo%

COST =

==

Diesen Startwinket verwenden wir im achsten Abschnitt zur Berechnung des Auftreffpurikisuf der Objekt-
ebene (siehe Ablil5.14). Der wahre Auftreffpunkt) fur einen Bildpunki(s,, s,) ergibt sich aus Drehung des
SchnittpunktsP. Dabei istQ = (£p cosw, p sinw) mit

(1 —2s,)tan fo%

tanw = .
(25, — 1) tan fo%

5.5.2 Von der Startrichtung zum Schnittpunkt

Den Schnittpunk® der Nullgeoéten mit der Startrichtungaus Abbildund]5.14kdnnen wir mittels Gleichung
(5.3.2) bestimmen. Dabei giltp = r5/rp undd/rp = cos (r — ®p), was uns auf eine implizite Gleichungrf
®p fuhrt. Aus® p kdnnen wir dann sofor ermitteln (siehe Abbl15.14).
Stellen wir die implizite Gleichung

Ty — x18N2(Q>p) T

4= dp =0, 55.4
1 SN2(<I>p) d cosPp ( )
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Abbildung 5.14: Ein Lichtstrahl, der beim Beobachter unter dem Winkel T ankommt, hat die Objektebene im
Punkt P verlassen. Andersrum betrachtet kann das Licht von P auch einen anderen Weg zum Beobachter nehmen.

0 05w b 157 2rn 25w 3n 35w

Abbildung 5.15: Gleichung (5.5.4) als Funktion des gesuchten Schnittwinkels ®p fiir die Parameter m = 1,
r; = 10 und d = 8. Die blaue Kurve entspricht dem Startwinkel T = 28°, die rote Kurve dem Startwinkel T = 50°.
Nullstellen, die im Intervall (0.5, 1.57) oder (2.57, 3.57) auftreten, sind Schnittpunkte mit der Objektebene.

— wobei wir wieder SN als Stellvertreter wie in Gleichurig3.2]) verwenden — als Graph dar (Abb.5.15),

so sehen wir sofort, dal3 es mehrere Nullstellen gibt. Im Intef@alir, 1.57) entsprechen diesen Nullstellen
Schnittpunkte der Nullge@den, welche auf direktestem Wege zur Objektebene gelangen. Umrunden die Null-
geodaten zudchst das Schwarze Loch und treffen dann auf die Objektebene, so liegen die Nullstellen im Intervall
(2.5m,3.57). Diese Nullgeodten laufen sehr dicht am Photononorbit 37, vorbei; sie kennzeichnen damit den
sichtbaren Rand des Schwarzen Lochs. Bei den Nullstellen ist nur die &ltte die in einem der beiden Inter-

valle auftritt; die anderen Nullstellen sind irrelevant. Da jedoch teilweise zwei Nullstellen je Intervall auftreten —
wie wir uns leicht an der Abbildung 5.14veranschaulichendnnen —, niissen wir bei der Nullstellensuche die
Intervalle halbieren. Danraf3t sich aber eine einfache Brent-Methodld gur Nullstellenbestimmung anwenden.

5.5.3 Bildentstehung

Aus den Schnittpunkten der Nullgeiten mit der Objektebene innerhalb depuatorebeneénnen wir nun amt-

liche Schnittpunkte durch oben beschriebene Drehung um die Beobachtungsachse berechnen. Wir erhalten so
schlief3lich eine Pixelzuordnungstabelle, die jedem Pixel der Bildebene ein Pixel auf der Objektebene zuordnet.
Eine Verschiebung oder Verzerrung des Objektbildes innerhalb der Objektebene kann damit sofort auf die Bild-
ebenelbertragen werderAndern wir einen der Parametet, d, r;, fov, , oder res ,, so mussen wir jedoch

die Zuordnungstabelle neu berechnen. Didid&ierdtigte Rechenzeitdngt aber allein von der Aufsung der
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Bildebene ab.

Die hier beschriebene interaktive Visualisierung ist im PrograBtifrastViewumgesetzt, welches durch ein
kleines GUI gesteuert werden kann. Die Steuerung und Implementierung ist im Abs&hdittAnhang) raher
erlautert.

5.6 Simulation einer Strahlungsquelle um Sagittarius A*

Das Zentrum unserer MilchstraRe beinhaltet eine Massenkonzentration voh @wE)® M. Lange war unklar,
ob die Masse durch einzelne Sterne oder durch ein supermassives Schwarzes Loch zustande kommt. Um dies
entscheiden zudanen, versucht man, die Umlaufbahnen von Sternen in ddeNler Massenkonzentration zu
bestimmen 39, 87, 40]. Je raher die Umlaufbahn ist, desto kleiner ist der Raumbereich, in dem sich die Masse
konzentriert. Die heutige Beobachtungstechnik @glicht es, Sterne, welche sich sehr nahe um das galaktische
Zentrum bewegen, zu untersuchen. Aus diesen Beobachtungen heraus konnte man bisher alle bekannten Formen
von Sternen ausschlieRen. Es muf3 sich demnach mit hoher Sicherheit um ein Schwarzes Loch handeln. Dabei
vermutet man, dalR SgrA*, eine punktartige Quelle im Radi@ntBen- und nahen Infrarot-Bereich, woglich
dieses Schwarze Loch ist.

In diesem Abschnitt wollen wir zwei stark vereinfachte Modelle betrachten, didg$thlisse auf die beobach-
teten Strahlungsaudlorhe im nahen InfrarotSg] ermoglichen sollen.

5.6.1 Einzelne kugeldrmige Quelle der Strahlung

Wir wollen hier ein stark vereinfachtes Modell betrachten, bei dem lediglich ein strahlender, nicht-rotierender
Stern auf dem letzten stabilen Orbit um ein statisches Schwarzes Loch derMassest. Gezeitenkifte, welche

vom Schwarzen Loch auf den Stern wirken, sowie diglRvirkung der Sternmasse auf die Raumzeit wollen wir
vernachéssigen.

Abbildung 5.16: Strahlender Stern mit dem Radius 7, umkreist das galaktische Zentrum (SgrA*) — ein Schwar-
zes Loch der Masse M — auf dem letzten stabilen Orbit (115, = 375).

Als Parameter dieses Modells nehmen wir die Werte aus Tabhéll2an.

Masse des Schwarzen Lochs | M 3.6 - 106 M,

Schwarzschildradius ry = 26M 1.064 - 101 m ~ 0.071 AU ~ 35.48 Is
Radius des Sterns Tstar = 0.2575 | 2.66-10°% m

Letzter stabiler Orbit Tlso = 375 3.19-10% m ~ 106.4 Is
Umlaufdauer (Eigenzeit) Tom = i—z 1158 s ~ 19.3 min

Umlaufdauer (Koordinatenzeit) 75, = (22—7; 1638 s ~ 27.3 min

Tabelle 5.2: Modell-Parameter

Der Radius des Sterns bezieht sich auf dessen lokale Ruhetetrade. Da sich der Stern auf dem letzten stabilen Orbit
mit halber Lichtgeschwindigkeit bewegt, erwarten wir, dal’ ruhende Beobachter am jeweiligen momentanen Ort
des Sterns eine Verzerrung des Sterns messen.
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Bahn des Sterns

Zunéchst betrachten wir die Bahn des Sterns, den wir in einer lokalen Tdispde e,/ 0, } fixieren. Diese Tetrade
folge dem letzten stabilen Orbit mit dem Radtus- 3r,, der Winkelgeschwindigkeit und der Vierergeschwin-
digkeitu = ¢y (e; + Be,,) (vgl. Abschnitt§5.2.3. Da sich die Tetrade auf einer zeitartigen Géteth bewegt, wird
sie parallel-transportiert. Inre Komponenigi mussen also der Gleichung.{.11) fur den Parallel-Transport,

Pe,* =0, (5.6.1)

gerilgen. Integrieren wir dieses System @énlicher Differentialgleichungeriif jeden Basisvektar,”, so erhal-
ten wir folgende Bewegungsgleichungén

e2(1) = k1 + ko cos(vT) + k3 sin(v7) (5.6.2a)
1 _ 2c? . _

e; (1) = Swr ko sin(vt) — kg cos(vr)|, (5.6.2b)

e (1) = ku, (5.6.2¢)
3r) = by Ly 2V2 -

e (1) =k 7 + 27 w2 ko cos(vT) + ks sin(vr)|, (5.6.2d)

mit v = w/v/2 undw? = ¢?/(27r2). Die Integrationskonstantén erhalten wir aus den Startwerteyt (7 = 0) =
EY,

4 2 2 2 R
i 5 9V2wr] B3,y = 2T (\/§E§ - wE?) ks —Tspl g2 (5.6.3)
3 c? c? 2c2

Sei nun die lokale Tetradge;} des Sterns zur Eigenzeit = 0 an die nairliche lokale Tetrade am Oy,

(tstar = 0, Tstar = 375, Vstar = 7/2, pstar = 0), angepalt (siehe Abhl5.17). Dabei niissen wir noch zizlich
bericksichtigen, daffe;} keine Ruhetetrade ist, sondern sich mit halber Lichtgeschwindigkeit auf seiner Bahn
bewegt. Es muB demnaefi(r = 0) = Lu sein, woraus wiriir die Startwerte (-tetrade) in Koordinatendarstellung
mite; (7 = 0) = e, ej(7 = 0) = ey unde (T = 0) = v (Be; + e,) folgendes ableitendanen,

V2 1 \F
E; = 7707()’7 ’ ET: Oa 77070 )
! ( c 3v/3r, 3

1 1 2
Ey = (0,0,—,0), E,—=(—,0,0,——].
! ( 3rs ) v (\/56 3\/§T'S>

Damit lauten die Basisvektoren der lokalen Tetrade, bezogen auf didicia¢ Tetrade am jeweiligen Ort,

k1=

. 2 1
e; (1) = Wehi + 5% (5.6.4a)
er(r)= —% sin(vr)e; + cos(vr)e, — % sin(v7)e,, ey(r) =1, (5.6.4b)
e, ()= % cos(vT)e; + sin(vr)e, + % cos(vT)e,. (5.6.4c)

Die lokale Tetradéindert sich dahingehend, daR3 sich die Basisvektoren verdrehen({Abb7), was man auch
alsgeoditische Péazessiorbezeichnet (siehe auch Straumait}]. Zu beachten ist, daB jeder einzelne Tetraden-
Vektor e} fir sich auf+1 normiert ist, allerdings gilt dies nichtif die Projektion auf dige,., ey)- bzw. (z,y)-
Ebene. In Abbildundgl5.17ist dies durch die Bnge der dginen Pfeile angedeutet, wobei wir diesé&mnige noch
keine direkte Bedeutung zuordnedrinen.
Erinnern wir uns an Abschnit§®.3.4), so hat ein VierervektdK, der im Sternsysterfie’, } gemessedie Darstel-
lung

X = X%(1)er, = 0er (1) + &(1) cos peX(r) + &(7) sinq;e;(r) (5.6.5)

13pen allgemeineren Fall eines beliebigen krigisfigen Orbits behandeln wir im Anhag@.2. Von dortilbernehmen wir auch die Notation.
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Schwarzes
Loch

P

nach einem Umlauf

Abbildung 5.17: Ein Stern bewege sich mit halber Lichtgeschwindigkeit auf dem letzten stabilen Orbit (r = 3r;)
um ein Schwarzes Loch mit dem Ereignishorizont r = rs. Bezogen auf die jeweilige natiirliche Tetrade (blau)
am momentanen Aufenthaltsort, prézidiert der Stern mit dem Winkel «(7) (hellgrau) um die Rotationsachse. Die
projizierte Lange des e~ Vektors (griin) weicht von der Norm ab.

besitzt, bezogen auf das jeweilige Ruhsysfem} die Darstellung

= f@cos}NT @sin~r e ¢(7) | cos ¢(7) cos(vr sin ¢(7) sin(v7)| e
X = | > T eosd(r) + = 2 sing(r) | e +&(r) [cos (r) cos(vr) + sin d(r) sin(v7)] e,
2¢(7) 3 si in 3(7) cos
+ 5 [— cos ¢(7) sin(v7) + sin ¢(7) cos(m—)} e,
= X'e, +{cospe, +Esinge,. (5.6.6)

Ein Vektor der lange¢ und der Orientierung relativ zue,. im Ruhsystem[ea}p am Ortp hat, gemessen vom
Sternsystenje, } , am selben Ort undif zugeldrigesr, die Orientierungp mit

tand = % sin(vr) + tan(f)C(.)s(m') (5.6.7)
el cos(vT) — tan ¢ sin(vT)
und die Lange¢ mit
- 2
(1) = ¢ o (5.6.8)

(cos ¢(7) cos(vT) + sin (1) sin(m’)) ’ +3 (cos ¢(7) sin(vr) + sin (1) cos(zn‘))
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Der Vektor scheint also verdreht und vérkt zu sein, so wie wir es von der Speziellen Relgitgtheorie her
erwarten viirden.

Kommen wir auf die Rotation des Sternsystems relativ zu den jeweiligen ruhendénjchan Tetraden
zuriick, so rotiert zum Beispiel dex:-Vektor laut Gleichung.6.40 mit

a(r) = arctan (-jg tan(m’)) . (5.6.9)

Nach einem Umlaufr = 7or, v, = +/27) ist derex-Vektor um den Winkelasgoe ~ 103.5° verdreht
(Abb. 05.180ben und unten). Die Rotationsfrequesyz.. der geoétischen Fazession ergibt sich daher zu

2
Q3600 _ arctan <_ﬁ tan (\/577)) c
Ton 2m 3v3rs

(5.6.10)

Wprec =

Mit dem Schwarzschildradius von Sgra% = 1.064 - 10'° m folgt wprec ~ 1.56 - 1073 s~. Der Aquator rotiert
s0 mit einer Geschwindigkeit vang, ~ 1.38 - 10~2¢, also etwa einem Prozent der Lichtgeschwindigkeit.

Sichtbarkeit des Sterns

Visualisieren wir obige Bahnif einen Beobachter am ORyps(t = tops, 7 = 157,09 = 7/2, = 0) mittels
Raytracing* — der Beobachter schaygdge-on*, also auf die Kante des Orbits —, so erhalten wir die Teilbilder
aus Abbildundg15.18 Im oberen Bild haben wir den Beobachtungszeitpugktgerade so geahlt, dal’ der Stern
genau in der Sichtlinie zum Schwarzen Loch zu sein scheint. Wir sehen ihn daher an dem Ort, wo er zur Koordi-
natenzeit = 0 war. Seine tafichliche Position zur Koordinatenzeits ist jedoch woanders (siehe AbB.5.19.

Obwohl seine Orientierung — dargestellt durch die Pole der Textur — zur Koordinaténzeid genau zum
Beobachter zeigt, erscheint er um= arctan (v3) = 30° verdreht. Dies resultiert aus seiner, zur Blickrichtung
senkrechten, Bewegung mit halber Lichtgeschwindigkeit

Abbildung 5.18: Bild des Beobachters zu den Zeitpunkten tops = 27.89 (ganz oben), tops = 57.89 (mitte oben,
Stern entfernt sich), tops = 104.39 (mitte unten, Stern kommt auf Beobachter zu) und t,,s = 120.40 (unten) bei
einem Offnungswinkel der Kamera von 32° x 4°. Der Stern hat einen Radius von 7, = 0.25r5.

14Die Bestimmung der minimalen BildabBung behandeln wir im Anharig.6.
15Eine ErkBrung zur scheinbaren Verdrehungen findet man z.B. bei Kraussé} atfer Penrosé[7]. Siehe auch Abb] 7.11.
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Neben dem sonst unverzerrten Bild des Sterns sehen wir in Abbildin@8auf der rechten Bildseite auch noch
eine Art Spiegelung des Stern, deren Zustandekommen in Abbildung9 veranschaulicht ist. Ein Lichtstrahl,
der nahe am Schwarzen Loch vorbeift (abgelenkter Strahl), bétigt mehr Zeit zum Beobachter zu gelangen als
ein Lichtstrahl (direkter Strahl), der direkt zum Beobachéeift.

Y,
wahrer Ort, fobs. J

abgelenkmr Str'lhl

direkter Strahl ¢
Schwarzes N N N

Loch 2‘!\

“T’scheinbarer Ort, ¢
wahrer Ort, t =0

obs

scheinbarer Ort, {,},q
wahrer Ort, ¢t = —25.41 }

Abbildung 5.19: Wahrer Ort und scheinbare Orte des Sterns zur Beobachtungszeit t,,s = 27.89 am Beobachterort
rops = 30. Rot: Blick in Richtung des Schwarzen Lochs. Blau: Unter dem Winkel ¢ = 10.18° sieht der Beobachter
den Stern, wo dieser zur Koordinatenzeit t = —25.41 war.

Lichtstrahlen, welche mehrfach um das Schwarze Loch umlaufen, erzeugen weitere Bilder des Sterns, die aller-
dings in Abbildungd 5.18nicht mehr aufgeist werden knnen'® Die Laufzeiten von Lichtstrahlen, die vom Stern
abgestrahlt werden und den Beobachter amrggterreichen, sind in Abbildungl 5.20abgetragen.

190
180
170

160

Laufzeit dt

150

140 E

130 + 2. Ordnung -

3.0rdnung 1.0rdnung

120

Abbildung 5.20: Laufzeiten fiir Lichtstrahlen vom Stern zum Beobachter am Ort 4, = 120m und zur Beobach-
tungszeit tops ~ 145.77 im Fall eines Schwarzen Lochs mit Masse m = 1.

Die Lichtstrahlen mit der tirzesten Laufzeit zeichnen ein Bild des Sterns, welches wir mit der Ordnipejffern
wollen. Je ldher die Ordnung ist, destariger waren die Lichtstrahlen unterwegs.

167ur notwendigen Bildaufisung beim Raytracing im Fall der Schwarzschild-Raumzeit siehe Arfjiautg
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Rotverschiebung des Sterns

Nehmen wir an, der Stern strahle ideale Schwéargkr-Strahlung bei der Temperafiit ab. Die beim Beobachter
am Ortr = rqps empfangene Strahlung ist jedoch gravitativ- und doppler-rotverschoben. Der Beitrag zur gravi-
tativen Rotverschiebunggra, hangt lediglich vom relativen Abstand des Beobachters und des Bahnradius zum
Schwarzen Loch ab (vgl. Abschniff.1.3. Ist, die Emissionsfrequenz am Qtt, dann beobachtet man am Ort

ro die Frequenz,, wobei
vo _ V/1-1s/m (5.6.11)

zZ = — = .
grav
V1 \/]- 15/72

Der Beobachter aus Abbildurig5.19am Ort(r, = 15r,) empfangt daher eine gravitative Rotverschiebung von

dem letzten stabilen Orbfi; = 3r,) von
5
Zgray = \f? ~ 0.845. (5.6.12)

Das Licht des Sterns wird nun ziglich aufgrund seiner Bewegung doppler-verschoben. Dabei wollen wir drei
Spezialtlle herausgreiferi. Dies ist zum einen die transversale Bewegung zur Blickrichtung des Beobachters,

wodurch eine Verschiebung von
ttrans = —25 = \/1— 2 ~ 0.866 (5.6.13)

Vemit

mit 3 = %c auftaucht. Andererseits bewegt sich der Stern einmal von uns weg und einmal auf uns zu,

1-— 1
Zweg = % ~ 0.577 bzw. 2y = ﬂ ~ 1.732. (5.6.14)

1-p
Die Gesamtrotverschiebung ergibt sich aus der Multiplikation der gravitativen mit der Doppler-Rotverschiebung.
Diese Werte der Rotverschiebung gelten jedoch nur idealerweise im eigentlichen Ursprung des Sterns. Da dieser
jedoch eine gewisse Ausdehnung besitzt (lokaler Sternragiys= 0.25r,), missen wir @ir jedes Oberfichen-
element, welches wir sehen, den genauen radialen Ort, wie auch dessen momentane Geschwindigkeitsrichtung
bericksichtigen. Zudem irssen wir nairlich auch die endliche Lichtlaufzeit einbeziehen, was uns zu der Schwie-
rigkeit fuihrt, das Phantomobjekt des Sterns zu bestimfgiehe Abbd 5.21,links).

Aufgrund der Bewegung und dem damit einhergehenden Phantdfhiiéd Sterns ist die gravitative Rotver-
schiebungygray Nicht mehr symmetrisch, wie edirfeinen ruhenden Stern zu erwarteara:. Vielmehr ist die, vom
Beobachter gesehen, linke Seite des Steérket rotverschoben als die rechte Seite. Die Rotverschiebidpger
durch den Doppler-Effekindert sich sogar noch vieksker als die gravitative Rotverschiebung. Da das Licht zu
unterschiedlichen Zeiten vom Stern aus startet, hatte dieser unterschiedliche Geschwindigkeitskomponenten. Die
Doppler-Verschiebung im allgemeinen lautet dann

VASlls (5.6.15)

Zdoppler = 1— Beosd Beosd

Abhangig von der Beobachterentfernung und dem jeweiligen Glotréhelemerdéindert sich der Winkel zwi-

schen dem Lichtstrahl zum Beobachter und der momentanten Geschwindigkeit des Sterns. Die daraus resultierende
Gesamtrotverschiebung ist in Abbildufatb.22fur den Fall gezeigt, bei dem sich der Stern scheinbar bei der in-
neren Konjunktion (ic 3nferior conjunction (vgl. Abb. 05.19 scheinbarer Ort zur Zetty,s) befindet.

Entfernt sich der Beobachter immer weiter vom Stern, so strebt die gravitative Rotverschiglsuhg en Wert

lim zgay= /1 —17s/r1 = /2/3 ~ 0.8165

"Formeln fir den transversalen und den radialen Doppler-Effekt sinfgntnommen

18Den Begriff des Phantomobijektighren wir im Kapitel§7 iiber die stereoskopische Visualisierung ein. Die Bestimmung eines Phantom-
objekts in der Allgemeinen Relatiétstheorie wird dahingehend erschwert, dal? wir das bewegte Objekt hier mitrgaten Lichtstrahlen
schneiden rassen.

19€ine rithere Erkhrung zum Begriff, Phantombild* findet man im Kapité7.
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Bahn des Sterns
. v

\ L’Chmra;, 1

10RO
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@//' Lichtstrab!

o i i i § L e |
Ts -0.6 -04 -02 0 02 04 06 Y

Abbildung 5.21: Ein Stern bewegt sich auf dem letzten stabilen Orbit (5, = 3r) mit halber Lichtgeschwindigkeit
um ein Schwarzes Loch. Links: Die Orte des Sterns, deren Licht gleichzeitig beim Beobachter am Ort ryps = 1575
eintrifft, bilden das Phantombild des Sterns. ¥ ist der Winkel zwischen dem momentanen Geschwindigkeitsvektor
eines Oberflichenelements und dem Lichtstrahl zum Beobachter. Rechts: Rotverschiebung z = Vops/ Vsiar aufgrund
des Gravitationspotentials zg,y (griin) und des Doppler-Effekts zgoppier (blau). Die Gesamtrotverschiebung z e (rot)
ergibt sich aus Multiplikation.

Abbildung 5.22: Gesamtrotverschiebung fiir einen Stern, der sich scheinbar bei der inneren Konjunktion befin-
det. Die Werte sind etwa linear skaliert. Der Beobachter befindet sich in einer Entfernung von ro,s = 1574 zum
Schwarzen Loch.

an. Die Doppler-Verschiebung ist fialich weiterhin vom Winkel zwischen Blickrichtung und Geschwindigkeits-
vektor des Sterns aBhgig, jedoctandert sich der Winkdlber die Oberfiche hin vernachksigbar. So gilt zum
Beispiel fir den Fall der inneren Konjunktiah= 7 /2 und damit

1
lim zgoppler(ic) = /1 — 32 = 5\/é ~ 0.8660.

Zusammen giltifir die innere Konjunktion und einen weit entfernten Beobachter eine konstante Rotverschiebung
zges(ic) = 1/3/2 = 0.7071.

Beobachtung bei unterschiedlicher Inklination

Die eigentliche Beobachtung einer Strahlungsquelle um unser galaktisches Schwarzes botibleri@ider keine
ortsaufgebste Darstellung, da von der Erde aus der Durchmesser des letzten stabilen Orbits lediglich im Bereich
von 10~ Bogensekunden liegt. Es scheint aber unter @man naglich, aus der Schwankung der Inteasider
Strahlungsquelle, Parameter wie zum Beispiel die Inklination zu bestimmen.

Die Raytracing-Methode &Bt fur solch immense Entfernungen iadich an ihre Grenzei, weshalb wir @
unsere Zwecke den Abstand zwischen Schwarzem Loch und Beobachter auf wih3igewarzschildradien ver-
ringern. Die genaue Orientierung des Sterns interessiert uns im folgenden nicht mehr, wir betrachten lediglich die

20pie Rechenzeit steigt hier, trotz Schrittweitensteuerung des Integrators, explosiv an.
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Rotverschiebung in Akimgigkeit seines scheinbaren Aufenthaltsortes und dem Inklinationswinkel des Beobach-
ters.
Der Stern besitze ein homogenes, isotropes Strahlungsfeld, welches durch ein ideales Planck-Spektrum bei
einer Temperatur voflisi,y = 6000° K dargestellt werden soll (Ablal 5.23 siehe auch AnhangA.4). Dann gilt
fir die spezifische Intensit
I 2hv3 1
VT2 ehw/(kpTsa) — 1°

(5.6.16)

35

]

25 -
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mZ-m-sterad

20 -

|

T = 6000° K

Abbildung 5.23: Ideales Planck-Spektrum bei einer Temperatur von T = 6000° K. Nach dem Wienschen Ver-
schiebungsgesetz befindet sich das Maximum der spektralen Intensitit bei der Wellenldnge Apmax ~ 0.483pm.

Da die GbRel, /v? entlang eines Lichtstrahls konstant bleibt (relativistische Form des Liouville-Theofgis [
erfahrt die Temperatur die gleiche Rotverschiebung wie die Frequenz:

Theob _ Vbeob
Tstar Vstar

Betrachten wir zuachst den umlaufenden Stern beim Blick auf die Kante der Umlaufbahn (edge-on, Inklination
¢ = 90°). Wahrend des Umlaufsiknen wir mit der hier verwendeten Aafung zwei Einstein-Ringe beobachten.
In Abbildung 05.24 zeigt der linke Ring das sekuark Bild (Bild zweiter Ordnung) — ein Umlauf um das
Schwarze Loch — des Sterns, der sich zur Zeit der Lichtemission in der inneren Konjujirkfgsior conjunction)
befand. Der deutlich hellere Ring ensteht durch Licht, welches den Stern verliel3, als der sichairf3desn
Konjunktion (superior conjunctionpefand. Dabei hat das Licht das Schwarze Loch nur halb umrundet, weshalb
wir vom primaren Bild (Bild erster Ordnung) sprechen wollen. Da ein rotverschobenes Planck-Spektrum wieder
ein Planck-Spektrum — allerdings bei einer anderen Temperatur — ergibt, hat der Beobachter den Eindruck, als
ob der Stern seine Temperatur bei einem Umla@idigandert. Die Farbdarstellung aus Abbildund.24ergibt
sich durch Faltung des jeweiligen Planck-Spektrums mit den Empfindlichkeitskurven des menschlichen Auges,
wobei die daraus resultierenden rgh-Werte noch so normiert werden, dal®8e gvert gleich Eins ist (siehe
auch AnhangA.5).

Im Fall des Einstein-Rings bewegt sich der Stern transversal zur Verbindungslinie Beobachter—Schwarzes Loch.
Im Verhaltnis zum Licht, welches beim Beobachter ankommt, scheint er sich einerseits auf den Beobachter zu
(linke Halfte des Rings) und andererseits vom Beobachter weg (reditie ldes Rings) zu bewegen. Die mittlere
Gesamtrotverschiebung entlang des Ringsiistdie Einstein-Ringe erster und zweiter Ordnung in Abbildung
05.25dargestellt. Der leichte Unterschied in der Rotverschiebung beider Ordnungen kommt durch den jeweils
etwas unterschiedlichen Winkel zwischen Bewegungsrichtung des Sterns und Emission des Lichtstrahls der zum
Beobachter gelangt.
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Abbildung 5.24: Ein Stern mit Radius r* = irs und homogen, isotroper Oberflichentemperatur Ty, = 6000° K
lauft mit halber Lichtgeschwindigkeit auf dem letzten stabilen Orbit s, = 3rs um das galaktische Zentrum. Der
Inklinationswinkel des Beobachters betrdgt 90°. Beobachtungszeiten sind tops ~= 156.5 (links) und tops ~= 184.5

(rechts).Od Film

i
™ 5 2m

Abbildung 5.25: Rotverschiebung entlang des Einstein-Rings aus Abbildung [1 5.24 tiir sekundéres Bild (rot) und
priméres Bild (blau).

Betrachten wir nun den umlaufenden Stern bei den beiden Inklinatioretb® bzw.. = 70°, so erhalten wir die
Bildfolgen aus den Abbildungei 5.26und 0 5.27.

-
[ ]
|
\
® -

Abbildung 5.26: Ein Stern mit Radius r* = %rs und homogen, isotroper Oberflichentemperatur Ty, = 6000° K
lduft mit halber Lichtgeschwindigkeit auf dem letzten stabilen Orbit s, = 3rs um das galaktische Zentrum. Der
Inklinationswinkel des Beobachters betrdgt 45°. O Film
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— 8350
o,
— 7246
— 6142
| 0
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Abbildung 5.27: Ein Stern mit Radius r* = %rs und homogen, isotroper Oberflichentemperatur T, = 6000° K

lauft mit halber Lichtgeschwindigkeit auf dem letzten stabilen Orbit 1, = 3rs um das galaktische Zentrum. Der
Inklinationswinkel des Beobachters betrdgt 70°. O Film

Die zugeldrigen Temperaturwertéknen wir aus der Farbskala am rechten Rand jeder Abbildung ablesétit So f
auf, dal3 bei gi3erer Inklination die Rotverschiebung — und damit die scheinbare Temperatadrkerstariiert
als bei kleinerem Inklinationswinkel. Dies resultiertindich aus dem Doppler-Faktor, der beo@erer Inklination
sich ebenso atker veandert.

Zeichnen wir die Lichtkurvenifr beide Rlle auf, so gelangen wir zur Abbildunig5.28 Auf der Abszisse ist
die ZeitT in Einheiten der Umlaufszeit, auf der Ordinate der StrahlunggflaBgetragen. Zur Zeit = 0 befindet
sich der Sterrscheinbarzwischen Beobachter und Schwarzem Loch. Der maximale Strahlungsflufd wird gerade
dann erreicht, wenn sich der Stescheinbarauf den Beobachter zubewegt und damit die Doppler-Verschiebung
am golten ist.

m?

2.3392

T

1.7544 -

1.1696 —

0.5848 -

0 0.25 0.5 0.75 1 T/ Ty,

Abbildung 5.28: Lichtkurve fiir einen Stern mit Radius r* = %rs und homogen, isotroper Oberfiichentemperatur
Tsar = 6000° K, der mit halber Lichtgeschwindigkeit auf dem letzten stabilen Orbit ri, = 3rs um das galaktische

Zentrum umlduft. Der Inklinationswinkel des Beobachters betrigt 70° bzw. 45°.

Der Strahlungsfluf® ergibt sich durch Integratioiber das gesamte Spektrum und den vollen Raumwinkel mit
Gleichung b.6.17)

oo

o = / / Ldv | dQ = / Tl = aTiy, / 2ges 2, (5.6.18)

0

wobei a die Proportionalétskonstante zwischen der Gesamtinténgitund der Temperatuf ist (vgl. Anhang
§A.4). Die Differenz zwischen Maximum und Minium der Lichtkurvargt also deutlich vom Inklinationswinkel
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ab. Ebenso ist das Maximum vom Inklinationswinkel abgig: je gbRer der Inklinationswinkel, destcasker ist
der Linseneffekt (Micro-lensing) und damit die Maximalinte@sit

Beim vierdimensionalen Raytracing ist der Linseneffekt dadurctdbesichtigt, dal? die gleiche Anzahl Licht-
strahlen bei Verstrkung in einem viel kleiner Raumwinkelbereich gedelt sind als sonst. In den Abbildungen
05.26und 05.27ist der Linseneffekt nicht bécksichtigt. Wie bereits er@dhnt, skalieren wir die Intensit so,
dalR der maximale rgb-Farbwert auf Eins normiert ist. Ob man aus der Lichtkurve die genaue Orientierung des
Beobachters zur Bahnebene des Sterns bestimimamd, mul leider an anderer Stelle weiter untersucht werden.

5.6.2 Scheibe als Strahlungsquelle

Anstelle eines einfacheyBlobs* wollen wir nun eine ganze Scheibe um das Schwarze Loch betrachieese

sei beliebig dinn und erstrecke sich vom letzten stabilen Orbit 37, (vgl. Abschnitt§5.2.3 bis hinaus zu einem
Radiusroy. Der Einfachheit halber soll die Scheibe aus Staub bestehen, wobei sich jedes einzelne Staubteilchen
auf einer Kreisbahn mit seiner KepIer-GeschWindig%eipep.er

GM
UKepler = (5619)
r
bewege ¢ ist die Gravitationskonstante urd ist die Masse des Schwarzen Lochs). Ein Beobachter befinde sich
in der Entfernung:; vom Schwarzen Loch und habe einen Inklinationswinke¢Ziglich der Scheibennormalen
(Abb. 0 5.29.

Beobachter

UKepler

Abbildung 5.29: Eine Staubscheibe rotiere ditferentiell um ein Schwarzes Loch. Jedes Staubteilchen bewege sich,
unabhingig von den anderen, mit seiner Kepler-Geschwindigkeit. Der Innenrand der Scheibe liegt beim letzten
stabilen Orbit r = rs. Ein Beobachter in der Entfernung r; vom Schwarzen Loch hat einen Inklinationswinkel ¢.
Die Knotenlinie liegt senkrecht zur Normalen- und Beobachterrichtung.

Die Vereinfachung des Modells gilt nuiif die Scheibe und die Geschwindigkeiten der Staubteilchen. Die
Lichtablenkung hingegen wollen wir in der Schwarzschild-Raumzeit exakt berechnen. Der Verlauf einer Null-
geoditen ist zweitrangig, lediglich ihr Startpunkt und ihre Startrichtung bei der Scheibe sind relevant. Das Bild
der Scheibe, welches der Beobachter an seinem Ort wahrnimmt, entsteht nun dadurch idg&den fBildpi-
xel eine Startrichtung bestimmt und einen Lichtstrahlizlrerfolgt, bis dieser die Scheibe trifft. Aufgrund der
Startrichtung beim Beobachter und der Geometrie der Szémeaek wir nun veréltnismallig schnell mittels der
analytischen bBsung der Gediten (siehe Abschnif.3.3 den Auftreffort und den Auftreffwinkel ermitteln.

Geben wir nun der Scheibe in einem ersten Schritt eine einheitliche Temp&kgirund betrachten die
Scheibe als idealen schwarzefrder, dann folgtiir die spezifische Intengit, wie im obigen Fall, ein ideales
Planck-Spektrum

2h13 1
2 ohw/(kpTschebd — 1

I, = (5.6.20)

C

21Eine Akkretionsscheibe um ein Schwarzschild- oder Kerr- Schwarzes Loch wurde schon zahlreich visualisiert, siehedz,B9. Der
Vorteil in der vorliegenden Methode ist die interaktive Visualisierung.
22pje Kepler-Geschwindigkeit ergibt sich aus der Balance zwischen Zentrifugal- und Gravitationskraft.
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Die Gesamtrotverschiebunges setzt sich aus der gravitativen Rotverschiebugg, (siehe G1.6.6.17)) und der
Doppler-Verschiebungppper

ZDoppler = m (5-6-21)
zusammen, wobel der Winkel zwischen dem Geschwindigkeitsvekiqy,.. und der Richtung der Nullgeéden
am gleichen Ort istAndern wir den Inklinationswinkel zur Scheibenebene, so bleibt die gravitative Rotverschie-
bung gleich, wohingegen sich die Doppler-Verschiebung dedlictert. Je gif3er der Inklinationswinkel ist, desto
grofer ist der Unterschied in der Rotverschiebung.

In Abbildung 0 5.30ist die Staubscheibeif die zwei Inklinationswinkel = 80° und:. = 30° dargestellt,
wobei besonders deutlich die unterschiedliche Rotverschiebung zu sehen ist. Die Scheibe kommt auf der linken
Seite auf uns zu, weshalb ihr Spektrum ins Blaue verschoben ist. Die rechtea8&iteh uns weg und ist deshalb
rotverschoben.

Obwonhl das Schwarze Loch im linken Teilbild den hinteren Teil der Scheibe verdeckt, sehen wir aufgrund der
Lichtablenkung die Oberseite der Scheibe valtstig. Zuatzlich ist auch ein Teil der hinteren Unterseite zu sehen.
Neben diesen Lichtstrahlen, welckdirekt’ zum Beobachter laufen, gibt es auch Lichtstrahlen, welche ein oder
sogar mehreremale um das Schwarze Loch laufen und erst dann zum Beobachter gelangen. Da der Scheibenin-
nenrand nur bis = 6m geht, die mehrfach umlaufenden Lichtstrahlen sich aber beBm befinden, sind diese
auch zu erkennen.

— 5000
— 4431

— 3862

— 3293

— 2724

— 2155

Abbildung 5.30: Eine Scheibe, mit der Ausdehung rj,, = 6m bis roy = 25m, rotiere differentiell um ein Schwar-
zes Loch der Masse m = 1. Ihre Temperatur betrage 2700°C. Der Beobachter befinde sich in einer Entfernung
r; = 115m und schaue — das Blickfeld betrage 45° x 45° — unter einem Inklinationswinkel von ¢+ = 80° (links)
beziehungsweise 1 = 30° (rechts) auf die Scheibe.

Die Visualisierung der einfachen Staubscheibe aus AbbilduB@0ist als eigenstndiges, interaktives Programm
(BHDiskView umgesetzt. Eine kurze Eiilirung befindet sich im Anharigp.5.

Eine etwas realistischere Staubscheibe erhalten wir durch den Einsatz der SPH-Methode (SPH=Smoothed Par-
ticle Hydrodynamics§2 Auch hier gehen wir noch von Staubteilchen aus, die mit der Kepler-Geschwindigkeit um
das Schwarze Loch rotieren. Die SPH-Simulation startet von einer Ausgangssituation, die neben einer nahezu ho-
mogenen Dichteverteilung zatzlich neun Blobs (sehr hohe Dichtekonzentrationen) in der Scheibe aufweist. Wenn
wir von einer Dichte sprechen, dann meinen wir im folgenden stets eamhé&hdichte, welche die #rRichtung
integrierte Volumendichte repsentiert. Die Scheibe selbst betrachten wir dann in diesem Zusammenhang als un-
endlich dinn.

23Eine Erklrung der SPH-Methode findet man z.B. in der Dissertation von Roland SPEJttEf hat auch die SPH-Rechnungen durch-
gefuhrt, deren Daten wir im folgenden verwenden. Die Abbildungeén31(links) und 5.32sind ebenfalls von R. Speith.
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LaRt man nun diese Anfangskonfiguration in der Zeit entwickeln, so zerflieRen die inneren Blobs bereits
wahrend zwei Umkreisungen. Dies entspricht einer Koordinatenzeif ienb4min. Die Temperatur der zerflie-
Benden Blobs steigt dabei aufgrund viskoser Reibung sehr stark an, wodurch aughettie bdmgebung deutlich
aufgeheizt wird.

In Abbildung 5.31sind zwei Momentaufnahmen gezeigt, wobei links digdRkendichteverteilung und rechts
der zugebrige visuelle Eindruckiir einen Beobachter dargestellt ist. Die Gesamtsimulation beinBalietZeit-
schritte mit je etwal4.78s Zeitdifferenz und stellt daher eine Dauer von et®d 2min dar. Im Gegensatz zur
homogenen Scheibe, bei der die Lichtlaufzeit keine Rolle spiélf§ten wir hier eigentlich die Lichtlaufzeit mit
beriicksichtigen. Wir wollen aber — der Einfachheit halber und mit dem Ziel einer mehr qualitativen Darstellung —
die Scheibeiir jede Momentaufnahme als quasi-statisch betrachten. Prinzipigité die Lichtlaufzeit néilich
mit einbezogen werden, jedochifite man dann noch Zizlich fur jeden Punkt der Scheibe die Emissionszeit
bestimmen, aus der man im Anschluf aufwendig den richtigen Zeitschnitt interpoliéfi&e.m
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Abbildung 5.31: Eine SPH-Scheibe, mit der Ausdehung ri,, = 6m bis ro, = 25m, rotiere differentiell um ein
Schwarzes Loch der Masse M = 3-10% M, ®- Links ist die jeweilige Flichendichteverteilung in Einheiten von etwa
3-10'"kg/m?2, rechts die Sicht eines Beobachters im Abstand r = 75m vom Schwarzen Loch und der Inklination
v = 80° aufgetragen. Die Zeitdifferenz zwischen den beiden Momentaufnahmen betrigt etwa 4h31min. Die
minimale bzw. maximale Rotverschiebung betrigt zp;, = 0.799 bzw. zy,,x = 1.852. O Film

Die Temperaturverteilung innerhalb der Scheibe reicht von wenigen tausend Kelvin bis 2ti&” K (siehe
Abb.[05.32). Gehen wir von einer Schwariakperstrahlung aus, so entsprechen diesen Temperaturen \&lkegenl
vom nahen Infrarot bis in dendRtgenbereich. & die qualitative Darstellung in Abbildurg 5.31(rechts) haben
wir die Temperaturen um den Faktts® verringert. Die beobachtete scheinbare TempefBfgwergibt sich dann
aus der Temperatdremi; der emittierten Planck-Strahlung und der Gesamtrotverschiebang

Tobs = 2 Temit- (5.6.22)

Die resultierende Planck-Strahlung falten wir im Anschlufd3 mit den Spektralwertkurven (siehe Aphahgnd
erhalten so die rgb-Darstellung.
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Abbildung 5.32: Temperaturverteilung (in Kelvin) der SPH-Scheibe zu Beginn und nach etwa 4h31min. Deutlich
zu sehen ist der sehr starke, durch viskose Reibung verursachte, Temperaturanstieg der zerflieBenden Blobs.

5.6.3 Ausblick

Wir haben hier zwei sehr stark vereinfachte Modeile $trahlungsquellen um das galaktische Schwarze Loch,
welches wir bisher als statisch betrachtet haben, untersucht. In etémgratan Schritt sollte diese Betrachtung auf
die Kerr-Raumzeitibertragen werden, wagrfdie Blob-Simulation inGeoViS leicht nbglich ist. Hiertir muf3
lediglich die Metrik ausgetauscht und der letzte stabile Orbit angepal3t werden.
Die Kerr-Metrik lautet in Boyer-Lindquist-Koordinaten in der Form von Carte}|
sin” 9
02

A

2 2 P’
d82:—p—2 (dt—asin 19dcp) + —

A

(adt — (r* + a®)dp)” + Lodr? + p2do? (5.6.23)

mit p?> = r2 + a? cos? ¥ und A = 72 — 2mr + a?; wir verwenden hier nur geometrische Einheiten. Die innerste
stabile Bahniéco=innermost stable circular orbiterhalten wir aus der Beziehungj [

Fisco = (3+ ZoF VB - 2B+ Z: +2ZQ)) m, (5.6.24)
2
Zi=1+ {1+ [§/1+a+§/1a},
m m m
/3a?

Betrachten wir eine analoge Situation wie in Absch§iitt6.1, aber dieses mal innerhalb der Kerr-Raumzeit, so
folgt fur den innersten stabilen Orbitc, (Korotation) und die lokale Geschwindigkeit. mit dem Parameter
a = 0.52 (vgl. Anhangg§A.3.4)

Tisco ~ 4.15425 Und Vloc ~ 0.56365. (5.6.25)

Die Umlaufdauer des Sterns bigt in diesem Fall ledigliclis,, = 56.47; im Vergleich dazu hat der Stern in der
Schwarzschild-Raumzeit auf dem letzten stabilen Qgljt= 6m mit vioc = 0.5 die Umlaufdauefls, ~ 92.34.

Messen wir die Lichtkurve des Sterns, den wir wiederum als homogen, isotropen schwarzen Strahler mit der
Temperatufl s, = 6000° K betrachten, so gelangen wir zur Abbilduiigs.33 Deutlich zu erkennen sind zwei
kleinere Maxima und ein Hauptmaximum. Letzteres entsteht aufgrund der starken Dopplerverschiebung, wenn der
Stern auf den Beobachter zufliegtirfdie beiden Nebenmaxima ist haujathlich das sekurigte bzw. tertare Bild

des Sterns verantwortlich (siehe auch Abls.34).
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Abbildung 5.33: Lichtkurve fiir einen Stern, der auf dem innersten stabilen Orbit rjs, ein Kerr Schwarzes Loch
mit den Parametern a = 0.52, m = 1 umkreist. Der Beobachter sitzt am Ort r,,s = 120m und hat einen Inklinati-
onswinkel von 80° zur Bahnebene des Sterns.

..

Abbildung 5.34: Ein Stern mit Radius r* = 0.5m und homogen, isotroper Oberflichentemperatur Ty, = 6000° K
lduft mit v ~ 0.56365 auf dem innersten stabilen Orbit 7., = 4.15425 um ein Kerr Schwarzes Loch der Masse
m = 1 und dem Parameter a = 0.52. Der Inklinationswinkel des Beobachters betrigt 80°. Beobachtungszeitpunk-
te (von links nach rechts): T ~ {0.25,0.42,0.77} Ts,. O Film

Neben der Lichtkurve dnnen wir auch das Zentroid des Gesamtflusgegihen Umlauf, welches sich aus der

Relation
= . = X
DPzentroid = E ’1)(1,7,!/)7‘/ E (p(x,y) mit r= ( y ) (5626)

alle Pixelz,y) alle Pixel(z,y)

ergibt, berechnen (siehe Alb5.35).

Abbildung 5.35: Zentroid ® zeyoiq fiir einen Stern um ein Kerr Schwarzes Loch mit oben angefiihrten Parametern.

Neben der geometrischen und spektralen Darstellung fehlt schlieZlich noch die Polarisation des Lichts, welche
noch nicht eingebaut ist, deren Einbau aber keitdgren Probleme mit sich bringeiréte.






Kapitel 6

Visualisierung von Wurmlochern

Der Begriff des Wurmlochs stammte urapglich von John Wheelet.[ J, der die Einstein-Rosen-Bcke 5] so
uminterpretierte, daf3 sie eine Verbindung zwischen zwei weit entfernten Orten sei, welche in keiner Wechselwir-
kung miteinander stehen sollten.

Wir wollen unter einem Wurmloch sowohl eine Verbindung zwischen zwei Universen (inter-universales Wurm-
loch) als auch eine Alikzung zwischen zwei weit entfernten Gebieten eines Universums (intra-universales Wurm-
loch) verstehen. Dabei wollen wir uns lediglich auf statische Wacdmér besclémken und erst am Schlul3 einen
kleinen Ausblick auf rotierende Wuriither geben.

Ein wichtiges Merkmal eines Wurmlochs ist seine Durchquerbarkeit (Traversierbarkeit). Darunter wollen wir
nicht nur verstehen, daf3 gerade noch ein Lichtstrahl durch das Wurmloch kommt, sondern auch ein Mensch unbe-
schadet und in endlicher Zeit auf der anderen Seite ankommt. Daraus ergibt sich vor allem, daf3 die Geeitenkr
ertraglich bleiben riissen. Es idffen auch keine Horizonte vorhanden sein. Zudem sollte der Reisendetauch f
AuRenstehende in einer vémftigen Zeit das Wurmloch durchqueren.

David Hochberger und Matt Visset]] definieren ein durchquerbares Wurmloch anhand der Form seines
Halses, der lokal eine zweidimensionale Minimidthe innerhalb der Raumzeit sein soll. Diese Definition erlaubt
eine weitaus dilere Auswahl an Geometrien als die von Morris und Thoing velche die Geometrie eines
Wurmlochs in derijngeren Zeit wieder aufbrachten. In Abschfiit1 wollen wir die Definition von Hochberg
und Visser vorstellen.

Prinzipiell gibt es zwei Mbglichkeiten, mit der Allgemeinen Relatigiistheorie vertgliche Wurmbcher zu
entwickeln. Der eine, mehr physikalische Zugang, ist die Vorgabe eines Energie-Impuls-Tgpsanss dem mit
den Einsteinschen Feldgleichungen die Geometriebestimmt werden kann. Allerdings ist es sehr schwierig,
auf diese Weise taaéshlich eine Wurmloch-Raumzeit zu entwerfen. Die andetgMhkeit, welche wohl eher als
Ingenieurmethode bezeichnet werdeii3te, ist die Vorgabe der Geometrie und die anschlieRende Berechnung des
Energie-Impuls-Tensors, welcher diese Geometrie erzeugt. Das Problem hierbei ist, dafl3 bisher kein physikalisch
sinnvoller Energie-Impuls-Tensor, der eine Wurmloch-Raumzeit beschreibt, gefunden werden konnéamgdber g
gere Weg, den auch Morris und Thorné@hiten, ist die Vorgabe der Geometrig £in Wurmloch, was sie zu der
Form in Abschnitt§6.2 fuhrte.

In Abschnitt§6.3 werden wir uns die einfachste Morris-Thorne-Metrik im Detail anschauen. Dabei gehen wir
vor allem auf die Gezeitenlifte und die Darstellung anhand des Einbettungsdiagrammsgidid-Visualisierung
berbtigen wir zeit- und lichtartige Geéden, die wir in diesem Fall sogar analytisch in Abschgfitd angeben
kdnnen. Mit deren Hilfe wird es uns danrglich sein, eine Gedde zwischen zwei Punkten zu bestimmen. Als
Spezialfall kbnnen wir dann auch Entfernung und Schlundradius durch Aussenden eines Lichtblitzes ermitteln.

Der Leitfaden dieser Arbeit ist die Visualisierung, weshalb wir in Abschtith einige Beispiel-Situationen
fur die einfachste Morris-Thorne-Raumzeit visualisieren und besprechen wollen. In Ab§6tageben wir dann
noch einen kurzen Ausblick aufdgliche weitere Wurmloch-Visualisierungen.

109
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6.1 Definition eines statischen Wurmlochs

Hochberg und Visser legen als einzige Voraussetziungfe Definition eines Wurmlochs fest, dalR die Raumzeit
statisch, also in der Form

ds®> = —e?*c2adt® + (B)Qijd:cidxj = —e2®2dt? + dn? + Vggpdzda® (6.1.1)

mit & = ®(2*) darstellbar sein soll (siehe auch Waid)[]). Die hintere Form der Gleichung (L.]) ist in GauR-
schen Normal-Koordinaterf = (x%;n) gegeben, wobei = 0 die zweidimensionale Hype#theX: bezeichnet.

Der Flacheninhaltd von X lautet
A(Z) :/\/(Q)gdzz. (6.1.2)

Der Wurmlochhals ist damit eine zweidimensionale Hyg@etieYX mit kleinstem Facheninhaltd fur einen aum-
lichen Schnitt konstanter Zeit. Es muf also die Variation dacl&A nach der Richtung verschwinden,

SA(Y) = / ava:)g sn(z) dz L 0. (6.1.3)

Aus der notwendigen Bedingung, dal3 dediddeninhaltd der HyperfacheX extremal sein mul3, folgt, dal3 die
Spur tiK deraulReren KiimmungK ., von X2, welche hier einfach durch

_ 18(2)9(16
=T on

(6.1.4)

gegeben ist, verschwindet. Die hinreichende Bedingungl-ist minimal — erfordert zutzlich, dal3 die Ab-
leitung der Spur nach dem Normalenvektor ebenso verschwindet. Zusammen haben wir die sodjaneimute

Bedingung
otrK

o = 0, (6.1.5)
die eine Raumzeit lokal difien mul3, damit ein Wurmlochhals vorhanden ist. Hochberg und Visser unterscheiden
eine einfache, eine starke und eine schwache flare-out-Bedingung, je nach Strenge der Ableitang;idgrauf
wollen wir hier aber nicht &her eingehen, da wir nur die einfache flare-out-Bedinditnf/0n < 0 verwenden.

trKk =0 und

6.2 Morris-Thorne-Raumzeit

Michael Morris und Kip Thorne betrachteten eine Wurmloch-Raumzéitdus der Motivation herausiif den
Roman,Contact‘ von Carl Sagarf] eine nbglichst realistische Basisif schnelle, interstellare Rauriafle zu
schaffen. Voraussetzung dafist natirlich, dafd solch ein Wurmloch auch durchquerbar ist, also in endlicher Zeit
von einem Menschen ohne Schaden durchquert werden kann.

Morris und Thorne stellen in ihrem Artike$[] einige Eigenschaften auf, welche ein durchquerbares Wurmloch
ihrer Meinung nach besitzen sollte. Die grundlegenste Eigenschaft einer Wurmloch-Metrik ist das Vorhandensein
eines,Halses", der zwei asymptotisch flache Regionen miteinander verbindet. Das Einbettungsdiagramm sollte die
Form der Abbildung] 6.1 (Seite116) besitzen. Weiterhin darf es keinen Horizont besitzen, damit eine Hin- und
Ruckreise niglich ist. Die Gezeitenléfte missen fir einen Reisenden eéglich sein. Nairlich sollte eine Reise
durch das Wurmloch sowohilf den Reisenden selbst als autih éinenaulieren Beobachter in einer véniti-
gen Zeit ndglich sein. Materie und Felder, die eine Wurmloch-Raumzeit erzeugen, sollten physikalisch sinnvoll
seirf. Da ein Reisender mit seinem Raumschiff Masse besitzt, wird diese Masse die Wurmloch-Raumzeit beein-
flussen. Das Wurmloch sollte also auch gegeairi8tgen stabil sein. Aus praktischer Hinsicht verlangten Morris
und Thorne noch zisgzlich, dal? die Wurmloch-Metrik statisch und gpisch-symmetrisch sein soll.

lndizesi, j,... = {1,2,3} kennzeichnen Koordinaten auf der Hypactet = const, wohingegen Indizes, b,... = {1,2} fir
Koordinaten auf: stehen.
2Wie sich leider herausstellt, ist dies dag@e und bis heute noch ungste Problem bei Wurriathern.
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6.2.1 Form der Metrik
Von diesen Forderungen geleitet, kann man folgenden Angatirie Wurmloch-Metrik \éhlen:

dr?
1—by(r)/r

wobei® () die Rotverschiebungs- urid () die Formfunktionen darstellen. Die Zeit-Koordinatkegt im In-
tervall (—oo, o0), fur die Radial-Koordinate gilty; < r < co. Der Definitionsbereich der sptischen Koordinaten
ist wie gewohnd < ¥ < 7 und0 < ¢ < 27.

Wir haben hier den etwas allgemeineren Ansatz von Vis<éd [gewahlt, der fir beide Seiten des Wurmlochs
verschiedene Rotverschiebungs- und Formfunktionef@ubDie Raumzeit muf3 hier durch zwei Karten beschrie-
ben werden. Im folgenden wollen wir mit der Kartedasobere Universum(+) und mit Karte2 dasuntere
Universum(—) beschreiben (siehe auch Alib6.1). Beide Karten treffen sich im Wurmlochhals bei= r. Die-
ser hat die Topologie ein@rSphare und den Richeninhaltd,,,. = 47r3. Wir wollen im weiteren auch verlangen,
daf3 die Zeitkoordinateam Wurmlochhals stetig is®, (r9) = ®_(r9).

Aus der Forderung der asymptotischen Flachheit folgt, dal solpht) wie auchb, (r) furr — oo jeweils
gegen einen endlichen Wert strebeiigsen:

ds? = —e2®=( 242 + + 7% (d9? + sin? 9 dp?) (6.2.1)

lim &4 (r) = Py,

Thlrgo by(r)=bg.
Jedoch rnissen die Grenzwerte nicht identisch sein, so kann etwa die Zeit auf beiden Seiten unterschiedlich schnell
vergehen.

Damit die Metrik 6.2.1) tatsachlich ein Wurmloch darstellt, issen wir noch eine weitere Bedingung an die
Form-Funktionby (r) stellen. Wir halten uns hier an die von Hochberg und Visser gegebiefeche flare-out
Bedingungaus Abschnitg§6.1. Aus der Forderung, dal3 der Wurmlochhals eine zweidimensionale Hygresil
kleinsten FacheninhaltsA(X) = min ist, schlieen sie, daR die Spur def3eren KimmungK,,; im Wurmloch-
hals verschwinden und die Ableitung dieser Spur nach dem Normalentdiner als Null sein muf3:

otr(K)
on

Zur Berechnung deaulReren Kilmmung K., missen wir zuachst auf dem Zeitschnitt = const Gaul3sche
Normalkoordinaten:’ = (x%; n) einfihren. Der Ansatz

tr(K) =0 und <0. (6.2.2)

dr?
1 —by(r)/r

legt es nahe, die Koordinatém' = 9,22 = p,n = [) als GauRsche Normalkoordinaten zu verwenden, wbbei
die sogenannte Eigenradial-Koordinate mit

+ 7% (d9? + sin® 9 dp?) = P ggpda®da® + dn? (6.2.3)

!/
I(r) = j:/ L (6.2.4)
1—=by(r")/r
T0
und
1 0
@), , 2
Gab =T ( 0 sinZd ) (6.2.5)
ist. Aus derauf3eren Kilmmung
_ _18(2)gab
@ Tl

folgt fur deren Spur
(6.2.6)
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Aus der einfachen flare-out Bedingury4.2 folgt nun
by (rg) =19 =: bo. (6.2.7)
Die Ableitung der Spur liefert als weitere Einsahkung
by (ro) < 1. (6.2.8)

Fordern wir noch zuszlich, dal der Wurmlochhals glatt ightr(K ) = otr(K_), dann niissen die beiden
Ableitungen der Form-Funktionen im Hals gleich sein:

bl+(7'o) = bL(To)~

Die Bedingungen®.2.7) und (6.2.9 sind identisch mit denen, die Morris und Thorne anschaulich aus dem Ein-
bettungsdiagramm bestimmt haben.

6.2.2 Abwesenheit eines Ereignis-Horizonts

Per Definition ist der Ereignis-Horizosif einer asymptotisch flachen Raumzeit der Rafiddes Gebiet$), wel-

ches kausal mit weit entfernten Beobachtern vagithist [99). Es gibt also @ir jeden Punkp € 2 eine zeit- oder
lichtartige Geodte, welche mit dem asymptotisch flachen Raum verbindet. Sowohl die Rotverschiebungsfunkti-
on®_ (r) als auch die Formfunktioby. (r) aus dem Ansatz(2.1) sind daraufhin zu gifen.

6.2.3 Gezeitenkafte

Die Durchquerbarkeit eines Wurmloches zeigt sich unter anderem an den GeZdimmktie ein Beobachter oder

ein Objekt aushalten muf3. Wir betrachten der Einfachheit halber zwei freie Testteilchen, welche sich auf radialen
zeitartigen Geogten bewegen und bestimmen die Relativbeschleunigung mittels der Glei¢maggeodtische
Abweichung in Tetraden-Darstellung.6.2:

are=K'm’, mit K';=R', € € el e, (6.2.9)

Die Tetraden-Komponentety* setzen sich hier aus der iidichen lokalen Tetradée,; } am momentanen Ort des
Teilchens und dessen momentaner Geschwindigkeiisammen. Dabei gity = u/c = v (e; F Be;) ,¢5 =
vPer F ver, €5 = €y,€5 = e, Mit dem Betragv der Dreiergeschwindigkeit, die sich auf die momentane
Ruhetetrade bezieht. Die Vorzeichenwahl bestimmt die Richtung der Bewegung und sorgtid@fdie Tetrade
{e;} ein Rechts-System bildetilF die Relativbeschleunigung,, und einen raumartigen Verbindungsvekio:

(ni, n?, 773) folgt dann

aly = { (®/(r)2 + @"(r)) (1 - b(;)) + W@’(r)] ', (6.2.10a)
apy =2 {—q’y) (1 - b(:)) - BQW} n?, (6.2.10b)
aly =" {—@TT) (1 - b(:)) - ﬂQW} . (6.2.10c)

Diese Relativbeschleunigungen sollen nun nicht wesentlioRegrals die Erdbeschleuniguiig ~ 9.8m/s?)
sein. Die Beschleunigung,ie, in Richtung Wurmloch ist unaldmgig von der Geschwindigkeit und, falls die Rot-
verschiebungsfunktiof®(r) konstant ist, verschwindet sie identiséh &ller. Fur konstante®(r) verschwinden
im Grenzfallg = 0 auch die beiden anderen Komponenten der Relativbeschleunigung. Im Wurmldehkats)
sind die beiden senkrechten Komponenten

2

g = 7° {%2 (1- b/(To))} >0, (i={1,2}) (6.2.11)
0

aufgrund der flare-out Bedingun§..9 stets goéf3er Null, wohingegen die parallele Komponenfg von der
Anderung der Rotverschiebungsfunktion ahbt.
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6.2.4 Energiebedingungen

Das heikelste Thema bei Wurédhern sind die Energiebedingungen, da diese teilweise verletzt werdeichain
berbtigen wir den Energie-Impuls-Tens@l, der die Materieverteilung angibt (siehe z.BO[],[46]). Ein Beob-
achter mit der Vierergeschwindigkaitinterpretiert den Ausdruck),, u*u" als Energiedichte. Se# orthogonal
zuut, dann ist-7),, u*x” die Impulsdichte inz”-Richtung. Sei auch* orthogonal zw*, so entsprich¥’,, z*y"
der (z* — y”)-Komponente des Drucks. Im allgemeinéft sich eine lokale Tetrade finden, bei @ebiagonal-
gestalt besitzt7),, = diag(p, p1, p2, p3) mit der Energiedichte und den Hauptdrckenp; .
Die schwache Energiebedingud/EC =weak energy conditigrfordert nun fir alle zeitartigen Vektoreg,

daf3

T,.,E"¢" > 0. (6.2.12)

Entsprichté® der Vierergeschwindigkeit” eines lokalen Beobachters, so mifit dieser stets eine positive oder
verschwindende Energiedichte Allgemein betrachtet ist die schwache Energiebedinguriglerivennp > 0
undp + p; > 0 gilt. Die schwache Energiebedingung kann sogar noch weiter abgésbhwerden, wenn anstelle
von zeitartigen lichtartige Geéaden betrachtet werden. So folgt fichtartige Vektorerk* ausT),, k*k” > 0, daf3
lediglich p + p; > 0 gelten muB, was alullenergie Bedingun¢NEC =null energy conditiopnbezeichnet wird.

Die dominante Energiebedingurl®EC = dominant energy conditiQrfordert neberil},, £ > 0 fur al-
le zeitartigen Vektoreg” noch zuétzlich, dald der Vektoi™™ &¥ nicht-raumartig ist. Mit anderen Worten soll
die Geschwindigkeit des Energieflusses immer kleiner als die Lichtgeschwindigkeit geidieFEnergiedichte
bedeutet dies wiederum, daf3> 0 sein muR3 und die Dickep; im Intervall [—p, p] liegen missen.

Aus der Raychaudhuri-Gleichung, die eine Aussialger das Verhalten einer Kongruenz zeit- oder lichtartiger
Geodaten macht, kann noch eine weitere, sligrke Energiebedingun@EC =strong energy conditiorhergeleitet
werden. Dabei wird vorausgesetzt, dal3 die Expangider Kongruenz nicht divergiert, was auf die Bedingung

1 1
Ru€'€ >0 = Tughe> - T = T.F (6:2.13)
fur alle zeitartige Vektoreg” fuhrt [46].

Im Fall der allgemeinen Morris-Thorne-Raumzeit mit der Metigk2(1) konnen wir schnell nachrechnen,
dafl3 die NEC verletzt ist. Aus den Feldgleichung2rb() und dem Einstein-TensoE(1.29 erhalten wir im
Wurmlochhals = rg

P = o (V) = 1), (6:2.14)
Da aber aus der einfachen flare-out Bedingung die FordefuBd)erwachst, folgto + p; < 0 und damit ist die
NEC nur im Spezialfalb’(ry) = 1 gerade noch eiilt.

Anstelle der lokalen Energiebedingungen kann man ailiser, einen Wegd', gemittelte Energiebedingungen
definieren (siehe TiplerlD4]). So definieren Ford und Roma#fi] die gemittelte schwache Energiebedingung
(AWEC = averaged weak energy conditjaiber eine vollsindige zeitartige Geéde

o0
/ Tu'u’dr >0, (6.2.15)

wobeir die Eigenzeit und:* der Tangentenvektor entlang der zeitartigen Géexal ist.

6.3 Einfachste Morris-Thorne-Metrik

Am Beispiel der einfachsten Morris-Thorne-Metrik wollen wir uns das generelle Aussehen eines Wurmlochs vor
Augen fihren. Die Durchquerbarkeit dieses Wurmlochs ist leicht zu sehen, weshalb wir auch nur auf die Gezei-
tenkiafte eingehen wollen. Ein wichtiges Hilfsmittel ist hier das Einbettungsdiagramm einer zweidimensionalen
Hyperflache in den euklidischen Raum.
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6.3.1 Metrik

Die einfachste Metrik, die ein Wurmloch beschreibt, ist die von Morris und Thorne in ihrem Artietfwahnte
Raumzeit

ds® = —dt® + dI* + (b5 + 1) (d9® + sin®d dy?) . (6.3.1)
Die Koordinatenzeit entspricht der globalen Zeit in der gesamten Raumzeit. Die Morris-Thorne-Metrik (im
folgenden als MT-Metrik abgekzt) ist splarisch-symmetrisch. Dies erkennt man an dem Ohehtnelement
(d¥? + sin?9 dp?) einer2-Sprare mit der FacheA = 4 (b3 + 1?) und der Unabaingigkeit der restlichen Metrik-
Koeffizienten von? undp. Die minimale FacheAmin = 47rb(2) beil = 0 kennzeichnet den Schlund des Wurmlochs.
Der radiale Abstand wird in der Eigenradial-Koordinatemusgedickt. Im Grenzfall|l| — oo erhalt man zwei
asymptotisch flache Gebiete. Die Region- 0 soll fortan als oberes, die Regién< 0 als unteres Universum
bezeichnet werden. Anstatt solch einer inter-universaléiclgr sind auch andere Topologien, wie etwa eine intra-
universale Verbindung, denkbar (vergleiche MT@]).

6.3.2 Gezeitenkafte

Zwei Testteilchen sollen sich mit der Vierergeschwindigkeitfrei in der (¢ = n/2)-Ebene bewegen; ihre Be-

schleunigung
1% du# 14
at = u Vyu/‘ = K —+ F'Lljp’u, uP (632)

verschwindet dann identisch. Sind die beiden Teilchen durch einen raumartigen Mekimneinander getrennt,
so folgt aus der Gleichung der geschen Abweichundg?(6.7) fir die relative Beschleunigung

D2y
Aoy = D/?\72 =R\, u"ufn’. (6.3.3)

Fur zeitartige Geadlten erhalten wir mit den Anfangsbedingungen aus Gleichéidgl(Q

i 1
" i _ vy/1 —siHQngig
ub = o | = v 0 . (6.3.4)
@ vsinT ngi-g?

Daher folgt fir die Relativbeschleunigungj, in Koordinatendarstellung

apey = 0, (6.3.5a)
Bsint [ b2+ 12 b2+ 12
1 _ 2.2 9% ot o0 .2 gt
Q) = YV 0t el e sintn' — /b3 +12,/1 —sin Tb% Wy Inde (6.3.5b)
| b + 17
9 _ 2.2 0 2 0p 9
Qrel =7V (B2 + 12)2 _1 — 2sin Tb% T ZZQ:| n, (6.3.5¢)
b2 [ Vb2 + 124 /1 — sin? ngiﬁz B2 42
aly = 721;2(1327012)2 —sinT T 0Tt 4 ( — sin? Tbg " lg) @ (6.3.5d)
0 T 0 0

Ruhen beide Teilchefw = 0), so verschwinden alle Beschleunigungskomponenten, da die Rotverschiebungs-
funktion ®(r) = 0 ist (vgl. Abschnitt§6.2.3. Betrachten wir die zwei Spezialfe der rein radialen Bahn und der
Kreisbahn im Wurmlochhals aus dem Abschfft4.2 so folgt ur die radiale Bahn

720203 V2020
(B2 + (I; £+ vt)?) b2 + (I; + vt)2)*

SDiese Metrik stammte urspnglich von Ellis P7]. Er bezeichnete sie allerdings als AbfluRloch (drainhole) und erkannte auch noch nicht
deren Bedeutung als Wurmloch.

)

l _ 9 _ 9 ¥ —
arel,radial—ov Qrel radial = 27 Qrel radial — (




6.3. EINFACHSTE MORRIS-THORNE-METRIK 115

und fur die Kreisbahr{l = I; = 0)
2,2
l YU g 9
Qre| kreis — b2 m, Qrel kreis — CL:;tz.-l,kreis,: 0.
0

Bei der radialen Bahn spielt die Richtung der Geschwindigkeit keine Rolle, da nur dextiitke Ortl = I; + vt
und das Betragsquadrat der Geschwindigkeit eingehen. Der Beobadier daher in der einfachsten Morris-
Thorne-Raumzeit auf radialen Bahnen stets eine abstol3ende Gezeitenkraft. Soll die Beschleuniguman f
Korper mit der Ausdehung = 1m nicht gioRRer alsg ~ 9.8 m/s? (Erdbeschleunigung) sein, so darf die Ge-
schwindigkeitv im Schlund(! = 0) den Wert

2 o big

~ —

Umax = 17_"_ a/c2 ~ «, a = 0 (6.3.6)

nichtuberschreiten. & ein Wurmloch mit dem Schlundraditis = 10 m ist umax =~ 31.3 m/s.

6.3.3 Einbettungsdiagramm

Da die MT-Metrik statisch ist, géigt es, einen Zeitschnitt = const zu betrachten. Weiterhin kann man sich
aufgrund der spirischen Symmetrie auf einen Raumschhitt /2 beschanken. Die Metrik deiibrigbleibenden
zweidimensionalen Hype#the lautet

1

d2 2d2
ey

dgayperﬂéche: di* + (bg + lz) d‘Pz =

mit der Transformation? = b3 + /2. Diese Hyperfiche soll nun als Rotationafthe in den dreidimensionalen
euklidischen Raum, ausgénikt in Zylinderkoordinaten,

dz\2
1 —
+<w>
eingebettet werden. Unter Einbettung verstehen wir hier das Aufsuchen eiceekin euklidischen Raum, dar-

gestellt durch den Graphen= z(r, p), welche die gleiche innere Geometrie besitzt wie die Hyperebene. Iden-
tifizieren wir die Koordinaterir, ) beider Féchen, so erhalten wir aus der Forderdag, e uche = @2,k die

Differentialgleichung
= J_ 1y
dr—\/ 1—b2/r2 '

Die Losungz(r) dieser Differentialgleichung stellt die Einbettung der Hygeffle in den euklidischen Raum dar:

doZuia = dr? + r?dy?,

2
r T

= +boln | — R
z(r) bo In bo+ <bo)

Das Vorzeichen kennzeichnet das obgre bzw. das unteré—) Universum (vgl. Abd]6.1). Die Begriffe,,0be-
res* und,unteres” Universum sind etwas irtgfrend, da sie keine physikalische Relevanz haben. Das obere Uni-
versum ist nicht etwaaumlich oberhalb des unteren; lediglich das Einbettungsdigrantinl scheint dies zu
vermitteln.
Die Hauptkiimmungens; und x; sowie die GauR3sche KmmungK und die mittlere KimmungH der

eingebetteten Hype#the kbnnen wir analog der Schwarzschild-Raumzeit (siehe Anl§ang.4) berechnen:

b5

rd’

bo b

2 52—72, K = kiky =

R1 =

1
H =5 (k14 52) = 0. (6.3.7)

Die mittlere Kilmmung verschwindet im Wurmlochhals = b,), was die Tatsache bésigt, dal es sich beim
Wurmlochhals um eine Minimalithe handelt.

Wichtig ist, sich vor Augen zuifhren, dalR nur die Hypeéithe Teil der eigentlichen Raumzeit ist. Der schein-
bare Tunnel, wie er stets in Science-Fiction-Filmen zu sehen isdrgeicht zur Wurmloch-Raumzeit!
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oberes Universum

Abbildung 6.1: Einbettungsdiagramm der Hyperfliche (t = const,®} = 7 /2) in den euklidischen Raum. Bei der
Koordinate | = 0 befindet sich der Schlund bzw. Hals des Wurmlochs. Der Bereich | > 0 wird als oberes, der
Bereich | < 0 als unteres Universum bezeichnet.

6.4 Geoditen in der Morris-Thorne-Raumzeit

Der visuelle Eindruck, den man von einer Raumzeit#irtentsteht ausschlieBli¢hber Nullgeodten, die ins Au-
ge des Betrachters fallen. Die Bewegung von einzelnen Test-Teflotieth hingegen durch zeitartige Geiten
beschrieben. Wir wollen hier beliebige Gétben betrachten und uns im Abschrigt4.1um die Anfangsbedin-
gungen zur Integration der Geateéngleichung #ammern. In Abschnit§6.4.2werden wir uns um die Darstellung
der Geodten mit elliptischen Funktionen und Integralen lidm@n, deren Nutzen wir in Abschni{.4.3erdrtern
wollen.

6.4.1 Geodtengleichung
Eine Geodte in affiner Parametrisierung @lit die Geoditengleichung4.4.49

d?z* u dz® dz?

B 4.1
a2 Thes Ty an 0 (6.4.1)

mit dem affinen Parameter. Fir die MT-Metrik (6.3.1) istz* = {¢,1,J, ¢}. Die Losung dieser Differentialglei-
chung zweiter Ordnungamgt sowohl vom Anfangsort als auch von der Anfangsrichtung ab. Den Anfangsort geben

wir direkt in Koordinaten(t;, I;, 9;, ¢;) an. Die Anfangsrichtung legen wir beiglich eines lokalen Beobachters
am Anfangsort fest (Abli] 6.2).

€p

€y

€

Abbildung 6.2: Die lokale Tetrade befindet sich am Ort (t;,1;,9;, @;). Die Anfangsrichtung § ist bezogen auf die
lokale Tetrade (e;, e;, ey, e,) gegeben.

4Alle Objekte, die wir zur Visualisierung einer Raumzeit verwenden, sollen Test-Teilchen sein. Von ihnen nehmen wir an, daR sie keinerlei
Ruckwirkung auf die Raumzeit haben.
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Das Bezugssystem eines ruhenden Beobachters beschreiben wir mit einer lokalen Tetrade

1
€ = Eah € = alv €y = (642)

! 0, ! 0
Oy, ey
VIR T Rt Bsing
Die Anfangsrichtungy = (3%, %)e, = (gﬂgl,gﬂ,ma# setzt sich zuachst aus drei Raumrichtungen zusammen
(siehe Abb[J6.2):

—

J=y'e +y’es +y e,

Yy y?
+ Oy + 0,
Vb + 12 VIR + 2sing ¥

=9, + €70y + €90,

Hier haben wir die Basis-Vektores), durch die Koordinaten-Bast$, ersetzt, um die Anfangsrichturggf fur die
Differentialgleichung 6.4.1) zu erhalten. Br die fehlende Null-Komponent€ mussen wir eine Fallunterschei-
dung machen hinsichtlich des Typs der Gé&taah, welche wir betrachten wollen. Hiérfziehen wir den Tangen-
tenvektoré” = dz# /d\ der Geodte zu Hilfe. Die lange|¢|? = ¢+¢,, des Tangentialvektors ist eine invariante
GroRe. Aufgrund der Signatur der MT-Metrik gjf|> < 0 fir zeitartige¢|? = 0 fur lichtartige und&|? > 0 fur
raumartige Gediten.

Mit dem Anfangsortt;, I;, J;, ¢;) und der Anfangsrichtungt* = &* kdnnen wir nun die Differentialgleichung
(6.4.1) eindeutig integrieren. Im allgemeinen ist die Integration der @eawgleichung nur numerisch durghf-
bar. In einzelnen &len, wie etwa der MT-Metrik, findet man auch eine analytische Darstellung in Form von
elliptischen Funktionen.

Anfangsbedingungen {ir lichtartige Geodaten
Lichtartige Geodten heiRen auch nullartig, da ihrarige Null ist. Dem entsprechend ist
0= g’ = — (€)2+ ()7 + (BB +12) (67)° + (82 + 12) sin20 (£)?
== () + )+ W)+ )
Die freie Wahl im Vorzeichen vog® ermbglicht, die Null-Geodte in die Vergangenhefsigné! = —1) oder in
die Zukunft(signét = +1) zu verfolgen.

Anfangsbedingungen @ir zeitartige Geodaten

Ein Teilchen habe, bezogen auf das System des lokalen Beobachters, die Drelergeschwihel:lg(kzé;tzﬂ9 W’)
Der affine Parameter der Geodten sei die Eigenzeitdes Teilchens. Die Anfangsrichtuggentspricht dann der
Vierergeschwindigkeit: des Teilchens

u=u'd, +uld, + u’dy + u¥ 0y, mit ut = d;:.
Die Dreier- und Vierergeschwindigkeitihgeniiber
u=- (cet +vle; +v%ey + vwew)
bzw.
t l l 9 _ ’Wﬂ o _ yv¥

u :’Y’ u :,yv7 U — T S5 U - T 55— . .
V412 Vg + 12 sind

miteinander zusammen. Dgu* = —c? folgt fur die noch unbekannte (reelle) &ey
1

R — @R —werer

Damit ist auch sichergestellt, daR die Dreiergeschwindigkeit kleiner als die Lichtgeschwindigkeit sein muf3.
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Anfangsbedingungen @ir raumartige Geodaten

Die invariante lange einer raumartigen Gettd liefert folgende Bedingundif die Startrichtung:

) )+ o).

02 _ gl—wgugu _ 02 |:_ (é-t)
Betrachtet man raumartige Gesdn auf der Hypefdiche(t = consd, so folgt mité® = 0, daR die restlichen
Richtungen auf Eins normiert seiniissen. Der zigzliche Faktor? auf der rechten Seite der obigen Gleichung
kommt von der Umskalierung des affinen Paramekers \/c damit die Dimensionen stimmen.

6.4.2 Analytische Darstellung der Geodten
Euler-Lagrange-Gleichung und effektives Potential

Betrachten wir das Variationsproblei®]
6/[, ds =0, (6.4.3)

mit der Lagrange-Funktiog = g,,, &*&". Ein Punkt stehtiir die Ableitung nach einem affinen Parametebie
Morris-Thorne-Metrik ist statisch und sahisch-symmetrisch; daher gagt es, Geodten in del(v) = 7/2)-Ebene
zu betrachten. Die Lagrange-Funktiair tlie MT-Metrik lautet demnach:

L=+ 1+ (B +1%) % (6.4.4)
Aus den Euler-Lagrange-Gleichungen

d oL oL
_—— = B
Do o =0 =l (6.4.5)

folgen zwei Konstanten der Beweguatf = & und (b3 + 1?) ¢ = h. Setzen wir diese in die Lagrange-Funktion

(6.4.4 ein und riitzen aus, dalfif Geodten die Lagrange-Funktiof = xc? = const ist, so folgt eine Art

Energie-Bilanz-Gleichung

k2+lﬁ:02*h72*kf2fv (6.4.6)
Bz 2 -

mit dem effektiven Potentidles = —rc? + h%/(b3 + ?). Dieses Potential beschreibt die Drehimpulsbarriere der

Geodaten. Der Parameterentscheidet déiber, welchen Typ von Geéte man betrachten will. Besitzt die Metrik

die Signatur— + ++), so gilt

l'2f

c2

—1 . zeitartig
K = 0 : lichtartig
1 : raumartig

Anhand des effektiven Potentials (Abl6.3) konnen wir nun zwei Blle fur das Verhalten einer Geate unter-
scheiden. Entweder kann die Gédeldie Drehimpulsbarrieigberwinden und gelangt so in das andere Universum,
oder sie bleibt in dem Universum, in welchem sie auch gestartet ist.

Je nach Typ der Geétken sind die Konstanten der Bewegungnd &, sowie das effektive Potential zu in-
terpretieren. Zeitartige Geaten beschreiben Teilchen mit Geschwindigkeiteq c; k spielt dann die Rolle der
kinetischen Energie und die Rolle des Drehimpulses. In diesem Falhken wir Abbildungd 6.3 wie aus der
klassischen Mechanik bekannt interpretieren. Besitzt ein Teilcheiiggewl kinetische Energie, so kann es den
Potentialwalliberwinden. Im Fall von lichtartigen Geatgn hat nur der Quotierit/k = b eine Bedeutung als
effektiver Stol3parameterilFeine raumartige Geéte mitt = const istc = 0; sie kann nur durch das Wurmloch
ins andere Universum gelangen, wéra(l = 0) < 0.

Bleibt eine Geodte im gleichen Universum, so gibt es einen geringsten radialen (minimalen) Abstader
Geodite zum Wurmloch-Schlund = 0). Diesen Umkehrpunkt erhalten wir au&s4.6 mit der Forderung = 0:

h? 9

2 _
lmin == m - bO (6.4.7)
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Ve
k=0
ﬁ €1
. z
el ——— 71 —

Abbildung 6.3: Effektives Potential Vg mit bestimmtem h fiir eine zeitartige (x = —1), eine lichtartige (k = 0)
und eine raumartige (x = 1) Geodite.

Daraus bnnen wir das kritische Ved#itnis zwischerk und & bestimmen, das daber entscheidet, ob die Ged
im gleichen Universum bleibt oder durch das Wurmloch ins andere Universum gelangt. Im kritischen Fall ist der
Umkehrpunkt genau im Wurmlochschlund:

hErit 2

!
lin=0 = ——" ____ —p. 6.4.8
ENEETE (048

Konstanten der Bewegung und Anfangsbedingungen

Aufgrund der sphrischen Symmetriednnen wir das Koordinatensystem stets so drehen, daf3 einétéeadl-
standig in der(¥ = 7 /2)-Ebene zu liegen kommt. Die Anfangsbedingungen aus dem AbsgBrittL.reduzieren
sich deshalb auf die;- unde,-Richtung (Abb.LI 6.4).

™~
/T\\

;>0

Wurmloch

Abbildung 6.4: Das Koordinatensystem ist so gedreht, da3 eine Geodite vollstindig in der ¥ = w/2-Ebene zu
liegen kommt. Die Startrichtung kann dann durch den Winkel 7 (0 < 7 < ) ausgedriickt werden, der stets
bezogen auf die Richtung zum Wurmlochschlund ausgerichtet sein soll.

Aufgrund der hohen Symmetrigdknen wir die Koordinaten stets satlen, dal wir uns auf einen Startort mit
I; > 0 und eine Startrichtung (0 < 7 < 7) beschanken knnen.
Die Anfangsrichtungy = u =~ (cet + viei) einerzeitartigen Geodaten setzt sich dann zusammen aus

vsinT
— 0,
N R

und der Null-Komponenten®! = +1//1 — v2/c? = -y mitv < c. Daher gilt fir die Konstanten der Bewegung:

U= —vcosTe +vsinTe, = —vcosT O +

(6.4.9)

k= 02i|>\:0 = cZul = £y und (6.4.10a)

h= (b3 +17)¢|,_, = (b5 +17) u¥ = yusinT /b3 + I2. (6.4.10b)
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Das Vorzeichen entscheidet wiederialagr, ob sich die Ged@de vorvarts oder iickwarts in der Zeit bewegt.
Bei einerlichtartigen Geodaten hat nur der Quotieht= h/k der beiden Konstanten eine Bedeutung als scheinba-
rer StoRBparameter (vgl. Schwarzschild-Metrik {]). Normieren wir die Richtung auf Eins, so folgt aus

Yy = —cosTe; +sinTey, (6.4.11)
fur die Konstanten der Bewegung
k=c*,_, =+ und (6.4.12a)
h= (b5 +17) <,b‘>\:0 =csinT /b3 + 2. (6.4.12b)
Die Anfangsrichtung eineraumartigen Geodate setzt sich aus der Raumrichtung
y=—CcosTe +(sinTe, (6.4.13)

und der zugebrigen Zeitkomponentg! = /(2 — 1 zusammen. Die Konstanten der Bewegung lauten daher

k=c%|,_,=cV/¢2—1 und (6.4.14a)
h=(bg+17)¢|,_, = cCsinT /b3 + 2. (6.4.14b)

Den Umkehrpunkt aus Gleichun§.¢.7) konnen wir nun auch mit der Startrichtundgormulieren:
12, = 1?sin® 7 — b2 cos? 7. (6.4.15)

Anstelle der kritischen Wertkyi;: undkyi¢, die datiber entscheiden, ob eine Gébelim gleichen Universum bleibt
oder nicht, kann man auch einen kritischen Wartden Winkel- angeben. Aus den Gleichungen4.10, (6.4.19
und (6.4.19 folgt mit (6.4.9, daf3 unabangig vom Typ der Gedden der kritische Wert;; fUr einen Beobachter
am Ortl; stets

(6.4.16)

Tkrit = arcsin ——
bi+1?

ist. Fur Startwinkelr < 7t gelangen Gediten in das andere Universum; gilt> 7yit, SO bleiben sie im Aus-
gangsuniversum. Mit = 7 hahert sich eine Ge@de asymptotisch dem Wurmlochhals.

Radiale Bahnbewegung

Fur Geodaten, die radial verlaufen, vereinfacht sich die Lagrange-Funk&igh4 noch weiter auf
L=—-2 412 =k

Aus den Euler-Lagrange-Gleichungen und den Anfangswerten aus Abséhaiftkdbnnen wir sofort die Bahnen
[ = I(t) der Geodten angeben. Mitl/dt = £c?\/(kc2 + k2 /c2) /K2 gilt:

l=+ct+1; fir k=0, (6.4.17a)

= ot +1 fur k= —1, (6.4.17D)

= — % gt k=1 (6.4.17¢)
-1

Es handelt sich dabei um rein lineare Bewegungéin die zeitartige Gedite bedeutet dies, dald sigH = 0 an
ihrem Ort verweilen kann und nicht etwa ins Wurmloch gezogen wird.
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Nichtradiale Bahnbewegung

Wir wollen nun eine analytische DarstellungrfGeodaten in der MT-Raumzeit bestimmen, die sich nicht auf
einer radialen Bahn bewegen. Dazu betrachten wir die Differentialgleictiumtief Bahnbewegung= I(¢). Aus
Gleichung 6.4.9 folgt mit i = (di/dy) ¢:

diN? 2 k2+k2/c2 2
<d<p> = T/ (b5 +13)" = (b5 +17). (6.4.18)

Die Substitution- = /b3 + (2 fuhrt uns auf die Darstellung

2 2 2/.2
(j;) = (12— 1) (’“tlf/cﬁ - 1) . (6.4.19)

Fur die Radialkoordinate haben wir bewuf3t nur das positive Vorzeichen vor der Wurzelagp#ywdamitr zur
gewohnten,Schwarzschild“-Radialkoordinate wird. Um aber immer noch die gesamte Rauitheedecken zu
kdnnen, niissen wir eine weitere Karte eiitfren. Die erste Kartéberdeckt den Bereich> 0, die zweite Karte
hingegen deckt < 0 ab. Bei der Ricksubstitutionl = +/r2 — b3 ist dann je nach Karte das entsprechende
Vorzeichen zu ihlen. Ausr allein kbnnen wir die Karte nicht ableiten; wir bétigen daher ein z@szliches
Entscheidungskriterium, welches die Karte festlegt. Dieses Kriterium ist durch den Startatdie Startrichtung
T gegeben, worauf wir nachher noch einmal eingehen werden.

Fuhren wir zugchst noch eine Normierung= r /b, der Radial-Koordinaten durch, so folgtrfdie Bahnglei-
chung

dp ? 2 2 2
(d) — (72— 1) (% —1). (6.4.20)
2
wobeia? = b3(kc? + k%/c?)/h?. Um auf die Standardform eines elliptischen Integrals zu komméssen wir
noch die Substitution = 1/(ap) durchiihren (nicht zu verwechseln mit der Koordinatenzgit
(dt)Q = (1-a’t*) (1-¢%). (6.4.21)
dep

Ein besonderes Augenmerk gilt nun den Definitionsbereichen der substituierten Variablen. Wie liteitsigtr
r > bg. In jedem Fall ist danp > 1, da der Schlundradiug > 0 sein soll.

Aus der Energie-Bilanz-Gleichun@ .¢-.9 folgt aufgrundi? > 0, daBkc? + k2/c® > h?/(b3 + [?). Damit
kénnen wirt? nach oben hin absétzen:

1 h?

t2 = = <1
@2 T (wE A RO+ )

(6.4.22)

Der Wertebereich von hangt zuchst vom Schlundradiuvg, dem Typ der Gedatenx und von den Konstan-
ten der Bewegungh, k) bzw. der Startrichtung ab. Verwenden wir die Werte aus Abschrist4.2fur » undk,
so gelangen wir zu der Einsicht, daRinablangig vom Typ der Gedden ist:

bo
sinT /b3 —l—l?'

Zusammen mit der Gleichun@.¢.2] folgt dann, daf3 sowohl zeit-, wie auch licht- und raumartige Gezrdbei
gleichen Anfangswerten alle dieselbe Bahnkurve durchldufen

Da der Schlundradiuky > 0 ist und der Startwinket im Intervall (0, 7) liegt, ista > 0. Mit dem kritischen
Winkel 7t aus Gleichungf.4.16 folgt

(6.4.23)

a =

<1 fur it <7 <7 — Thit
a =1 fir 7= g . (6.4.24)
>1 fur 7 < 7t oderr > m — Tt
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Abbildung 6.5: Die Raumzeit unterteilt sich, abhiangig vom Startort l; und dem Winkel 7, in vier Bereiche. Die
kritische Geodéite 1", ist die Geodiite, die sich asymptotisch dem Wurmlochschlund néhert. Die Geodiite [,,, hat
keine tiefere Bedeutung. I, ist die Geodite mit T = /2. Geoditen, die im Bereich 2 starten, konnen unter
Umstinden die anderen Bereiche durchqueren. Eine genauere Unterteilung folgt in Abbildung U 6.8.

Die eine Halfte der Raumzeit wird daher zachst in drei Bereiche unterteilt. Allerdinggissen wir, wie sich noch
herausstellen wird,iff « < 1 noch zuétzlich beticksichtigen, ob- gro3er oder kleiner als /2 ist. Daher haben
wir vier Bereiche (siehe AbhQl 6.5).

Fall 1: Betrachten wir zuachsta < 1 — also Geodten die im gleichen Universum bleiben — dihft
Gleichung 6.4.2]) sofort auf ein elliptisches Integral erster Art

tg
dr’
+ _ 6.4.25
/ e ¢ (6429

wobei die linke Seite durch die elliptische Funktigidargestellt werden kafin
Flta,a) = o+ F; mit  F, = F(t;,a) = F(sinT,a). (6.4.26)

Das Vorzeichen von Gleichun@.@.25 bzw. Gleichung §.4.2§ ergibt sich aus dem Zusammenhang zwischen
den Koordinatert und!:

bo o \/b%—f—l? B bol l\/b% +11251an[

t= = sinT und dt = — dl = —
a/Oi+ 12 0+ a (b3 +12)"? (0% +12)*

Nun kennen wir zwar noch nicht die Bahnkurve selbsiren aber mit Hilfe des effektiven Potentials aus Ab-
schnitt§6.4.2deren qualitatives Verhalten bestimmen. Gdlt > 0,7 > 0), so folgtdt < 0 und die Geodte Auft
gegen Unendlich, dabei isf< ¢;) monoton fallend. Ist jedocfdl < 0,1 > 0), so folgtdt > 0 und die Geodte
erreicht ihre minimale Anatherung = Imin(tmin = 1) (vgl. GI.(6.4.19) an den Wurmlochhals, kehrt ufdl > 0)
und Auft gegen Unendlich. Der Umkehrpurikt, liegt bei

omin=F(1,a) = F; = K(a) - Fi. (6.4.27)

5Siehe auch AnhangA.7 fur beliebige statische, sphisch-symmetrische Raumzeiten.
SEine Ubersichtiiber elliptische Funktionen/Integrale befindet sich im Anhgig
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Der Winkel erreicht seinen maximalen Wert bei

L ) -
soq,maxz{ 2K(a) = Ftia) fUr 7 (6.4.28)

F(t;,a) fur 7 ;

[SIERNIE]

Sowohl im Intervall[ 0, F(¢;,a) ) furl — oo, wie auch im Intervall0, £(a) — F;], in dem die Geodte bis zum
Umkehrpunkt &wuft, istt monoton und wir Bnnen fir diese Intervalle von Gleichun§.¢.26 die Umkehrfunktion
bilden:

tqo=sn(tp+ F,a). (6.4.29)

Die Umkehrfunktionsn heif3t AcoBI-sn-Funktion. Sie ist eine doppeltperiodische Funktion@udVir berbtigen
sie aber nur im Reellen, wo sie auch nur eine Peritidéa) besitzt. Formen wir die Umkehrfunktion mittels
Additionstheoremen um, so folgt

sn(tp, a) cn(F;, a) dn(F;, a) + sn(F;, a) en(tp, a) dn(Ep, a)
1 — a?sn?(+p,a)sn?(F;,a)

tq

+sn(p,a) (&) \/1 — sn?(F;, a)\/l — a?sn?(F;,a) + sn(F;,a) cn(p, a) dn(p, a)
1 —a?sn?(p,a)sn?(F;,a) ’

wobei zuréchst fir die Jacobi-cn-Funktion zwei unadgige Vorzeichen auftauchen, die aber nach obligfeer-
legungen wegfallendnnen. Schlief3lich erhalten wir

sn(p,a)cosTy/1 — % +sin 7 cn(p, a) dn(p, a)
to— ot . (6.4.30)

— A
1 = pipsn®(p,a)

Betrachten wir die einlaufende Geitd nicht nur bis zu ihrem Umkehrpunkt, sd@issen wir das Integral in Glei-
chung 6.4.29 aufteilen. Mite(a,t') = (1 — at'?) (1 — ¢"?) gilt

tmin t

/J%:/V%i/_%:

in

2K(a) — F(tq,a) — F; = . (6.4.31)

Da nunty — 0 furl — oo, folgt als maximaler Winkeb? ..., bei vorgegebenem Startwinkelftr die Geodte,
die das Wurmloch umrundet hat,
Pamax = 2K(a) — Fi. (6.4.32)

Das Bahnsgick vom Umkehrpunkt bi¢ — oo wird nun auch durch die Gleichun@.@¢.30Q beschrieben. Die
Rucksubstitution auf die Eigenradial-Koordinatiihrt uns auf die Bahnbeweguig- I()

lq = sign(l;) by | 212 -1 (6.4.33)
a=t5

Dafiira < 1 die Geodte stets im gleichen Universum bleibt, bestimmt der Anfandsemdeutig das Vorzeichen
von!. In Abbildung 6.6 sind die Bahnen von Geaten fir verschiedene Startwinkel aufgezeichnet.
Ein Spezialfall, den wir noch sper beitigen werden, ist = /2, wobei sich Gleichungg(4.30 auf

bo

p = (pam), M 0= gty
0 i

reduziert. fir o = 0 istt,,, = 1 undl = I;. Die erste Nullstelle vor, /, liegt beip = K(ar/2) = K, /2 und gibt
den maximalen Winkelifr I — oo an.

(6.4.34)

K ist das vollsandige elliptische Integral erster Art zum Modul
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2

T = Tkrit

Abbildung 6.6: Bahnen t, = t4(y) fiir den Startort l; = 8 und die Startwinkel 7y,; = 14.036°, 7, = 14.1°,
7o = 30° und 7 = 7 /2. Fiir die Koordinate t gilt am Startort: t; = t4(¢ = 0) =sinT.

Fall 2: Im Falla > 1, wenn Geodten das Wurmloch passieren oder sich entgegengesetzt entfernen, verwenden
wir den Kehrwert = 1/a. Aus Gleichung §.4.25 folgt mit ¢’ = '/« das Integral

tq/o
1

+ / dt _ (6.4.35)
/ \/(1 _ t/lQ)(l _ aQt”Q) o
t;/

und daraus
]—"(t'>,a> —f(“,a> =17 (6.4.36)
« « «

Auch hier nuissen wir wieder das qualitative Verhalten der Gaed betrachten. Geatén, die sich vom Wurmloch
entfernen(dl > 0,1 > 0), erreichen einen maximalen Winkel max = F(sin7/a, «). Fir Geodten, die das
Wurmloch passieren, iissen wir das Integrab(4.39 wie in Fall 1 aufteilen. Nach kurzer Rechnung stellen wir
fest, daR sowohl auslaufende wie auch durchlaufende &ewdlurch die Bahngleichung

sn(ayp, a)\/%cos T+ %cn(a@, a)dn(ap, @)
ty = 2 et (6.4.37)

a (1 —sin®7 sn2(ap, o))

vollstandig beschrieben werden. Die erste Nullstelle von Gleichrgd7) gibt den maximalen Winkeb; ., =
2aK(a) — F(sin T/, @) an fur denl — —oo. Bei der Ricksubstitution auf die Koordinatemiissen wir beachten,
daf3! beim Durchqueren des Wurmlochs die Karte und damit das Vorzeih@ert. Dies ist genau dann der Fall,
wennl = I(pp) = 0 bzw. at(pp) = 1. Aus Gleichung §.4.39 folgt fir ¢, dem Winkel des Kartenwechsels,

wp = ak(a) — F(sint/a, «) (6.4.38)

. . [ 1
Iy = sign(es — ¢) sign(l;) bo 22 1 (6.4.39)
>

Mit den Gleichungen@.4.33 und (6.4.39 kdnnen wir nun die Bahnen aller Geitdn in der MT-Raumzeit be-
schreiben.

und so folgt fir die Koordinateé
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Fall 3: Der Grenzfalla = 1 kennzeichnet einerseits die kritische Géte] welche sich asymptotisch dem
Wurmloch-Schlund ahert. Aus Gleichung6(4.3Q bzw. Gleichung §.4.37 erhalten wir fir 7 = 7, unter
Berucksichtigung der Grenafie der elliptischen Funktionen,

2 2
sinh ¢ cosh(p(l—bgbj"l?)-l-\/% (6.4.40)

b
bg+13

1
it = boy /tQ— —1. (6.4.41)
krit

Andererseits grenzt = 1 auch die Beschreibung einer sich vom Wurmloch entfernenden d&eodiurcht
(Gl. 6.4.30 bzw.t, (GI. 6.4.37) ab. MitT = 7 — 7t gilt dann

. 2 b2
—sinh ¢ cosh ¢ (1 — —Zbo 2) + 4/ =
bothi bothi . (6.4.42)

_ 4%
b2 +1?

tirit = 5
sinh“y

cosh2<p —

und damit

tkrit =

cosh?p sinh?p

Wahrend @ir m = 7yt der Winkely beliebig gro3 werden kann, isifr = 7 — 7y der erlaubte Bereich besémkt
auf[0, ph ), wobei

2bg
12

1 .
Ot = 2arcsmh( b2 + l?) (6.4.43)

aus Gleichungf.4.42 mit ¢ = 0 folgt.

Kreisformige Bahnbewegung

Der Vollstandigkeit halber betrachten wir noch den Spezialfall, bei dem sich einea&eadf einer Kreisbahn
bewegt. Aus dem effektiven Potential (Abschi§iit4.2 liest man sofort ab, dal3 Kreisbahnen nur bei 0, also
direkt im Wurmlochschlund, dglich sind; diese sind jedoch instabil. Aus der Lagrange-Funktion

L= -+ bj¢p* = K, (6.4.44)

den Euler-Lagrange-Gleichungen und den Anfangsbedingurtgéri (), (6.4.12 und 6.4.19 folgt mit dp/dt =
¢/t = c2h/(b2k) fur die Bahnerp = (t)

o= Zl +o; for k=0, (6.4.45a)
0
vt ..
o= +o fur k= —1, (6.4.45b)
0
o« Lo far k=1 (6.4.45¢)

Y /21

6.4.3 Geodhite zwischen zwei Punkten

Mochte man zwei Punkte, oder allgemeiner zwei Ereignisse, in einefigekien Raumzeit durch eine Gexde
verbinden, so scheitert man in der Regel daran, dal3 keine analytiéshad der Geditengleichung existiert. Die
numerische Suche ist ebenso wenig erfolgversprechend. Ein SchielR3verfahren ist sehr teitet nichf immer
zum gewinschten Ergebnis. In unserem Fall kennen wir die analytis@sarig aus Abschnifit.4.2und kbnnen
so auf schnellem Weg die richtige Géxd bestimmen.
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Abbildung 6.7: Gegeben seien zwei Punkte P und @, die durch eine Geodite verbunden werden sollen, welche
n-mal um den Wurmlochhals laufen soll. Zu bestimmen ist der Startwinkel T dieser Geodaten. Mehrdeutigkeiten
vermeiden wir, indem wir den Winkel o5 durch oy = ¢f +n - 2m mit ¢y € [0,27) und n € N fixieren.

Startwinkel bestimmen

Gegeben seien zwei Punki2und Q. Aufgrund der Symmetrie der MT-Raumzeibthnen wir ein Koordinaten-
system stets so legen, daR} die beiden Punkte wie in Abbildu®g gezeigt zu liegen kommen (siehe Anhang
§A.7.3). Den Startwinket- wollen wir, ohne Besclamkung der Allgemeinheit, stets positiahien. Um Mehrdeu-
tigkeiten zu vermeiden — eine Geité lonnte zudchst mehrmals um das Wurmloch laufen und erst darip in
eintreffen —, legen wir den Winkeb, den eine Gedite tat&chlichiiberstreichen soll, fest.

Wir wollen uns zui@chst auf solche Punkt® und @ beschanken, die im selben Universum liegen. Da wir in
diesem Fall zwei Bestimmungsgleichungé&(33 und .4.39 fur die Bahnbewegung habeniissen wir ein
Kriterium finden, welchesiir gegebene Startbedingungen angibt, welche dieser Bestimmungsgleichungen wir
verwenden rissen. Die Wahl der Gleichungihgt vom Startwinket ab, der aber noch bestimmt werden muf3.
Jedoch Bnnen wir anhand der kritischen Geéden, Gleichungq.4.40 und Gleichung §.4.49, entscheiden, in
welchem Bereich liegen muf3 und welche Gleichung wir daher verwendéissan.

Der Graph der kritischen Kurveg: (Abb. 06.8) kann auf zwei Arten interpretiert werden: Ein Pudkimit
der Koordinatd = lg = 2 wird flir ¢ = g > 0.634 durch einen Startwinkelqi; < 7 < m — 7t €rreicht; oder
wir kdnnen nach Vorgabe eines bestimmten Winkelsestimmen, welche Position zum Beispiel mit< 7
erreicht werden kann.

T > T — Tkrit

12

10

0
0 o063 1 2 3 4 5 6 ©

Abbildung 6.8: Die kritische Geodiite mit T = Ty zum Startwert [; ist die Kurve, die sich asymptotisch dem
Wurmlochhals nihert. Die kritische Geodite mit T = T — Ty dagegen hat keine tiefere Bedeutung.
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Die Umkehrfunktion von Gleichungs(4.47) lautet

| (VD) (1) oo

sﬁkritzgln 2 Z\
(1 1+ 3) (171 + )
0 0

wobei das obere Vorzeicheiirfdie kritische Geadlte in Richtung des Wurmlochs und das untere Vorzeictien f
die entgegengesetzte Gébel verwendet werden mul3.

Mit den Gleichungen@.4.41) und (6.4.49 haben wir nun ein Kriterium, welches zu gegebenem Start- und
Zielort die richtige Bahnkurve ausihlt:

Liegt der Zielort(l¢, ¢ ) zwischen den beiden kritischen Kurvig (Abb. 0 6.8), so istrir < 7 <
T — Tkt UNd es gilt die Bahngleichund @.33; andernfalls istr < 7yt bzw. 7 > 7™ — 7 und
Bahngleichung®.4.39 ist zu verwenden.

Sei nun zuichstrgir < 7 < 7 — 7t (@ < 1), dann gilt mitt = t; = /bg + [ sin7/, /b3 4 13 und Gleichung
(6.4.30:

VO3 + 12sinT b2 2 b2
Wo(r) := \O/m [1 - 2 i 2 sn(pg,a(1))”| —sn(ps,a(r))cost /1 — 2 -i(-)lf
o+ 1y

und die ForderundV,(7) < 0.Um Mehrdeutigkeiten zu vermeiden,issen wir die Perioden der elliptischen
Funktionefi beriicksichtigen. Diesedngen jedoch vom gesuchten Weib. Wie bereits im vorherigen Abschnitt
sché&nken wir der Eindeutigkeit halber die elliptischen Funktionen auf das Intéeyak(a)] ein. Nun muf3 aber
der Zielwinkely; innerhalb dieses Intervalls liegen. Genauer gesagt, ist

—sinTen(pr,a(r)) dn(eyr, a(T)) (6.4.47)

2nn < gy <2m(n+1), mit n € Ny,

dann liegt der Parameterim Intervall
anp < a <1,

wobeia,, furn > 1 aus der GleichungX(a,,) = 27n folgt unda nach oben durch(7it) = 1 begrenzt wird.
Die kleinste erlaubte Periode erhalten wir mit = b /b + [7. Da wir ausa,, mittels Gleichung §.4.23 den
Winkel 7,, nicht eindeutig bestimmendknen, niissen wir noch béicksichtigen, ob der Zielort mit einem Winkel
7 < 7/2 erreicht wird. Dies ermitteln wir mit Hilfe der Gleichun§.¢.34. Zunachst halten wir fest, da Winkel
¢ > K 2 nur durch einen Startwinkel < /2 erreicht werden &nnen. Bei Winkelrp < K/, hingegen rissen
wir die Fallunterscheidungs ¢, = 7 2 7/2 machen. Nun &nnen wir das Suchintervallif 7 vorgeben:

Tow = Tkrit Tupp = arcsin % far T <72,
an~/bg + 1;
. b N
Tlow = arcsin 0 Tupp = T — Tirit far T>7/2.

an /0 + 12

Aus numerischen @inden sollte ein Went = 2 nicht iberschritten werden.

Far 7 < 7yit bzw.7 > 7 — 74t undl > 0 formen wir Gleichung§.4.39 um, indem wir wieder zur Darstellung
mittels elliptischem Integralibergehen. Anstelle einer impliziten Gleichung zur Bestimmungwéormulieren
wir eine Gleichungifr o und bestimmen erst im Anschluf? den zugedpen Winkelr. So gilt

bo

NCEN

8Die Eigenschaften der elliptischen Funktionen sind im Anhg@g@.3erlautert.

We(a) :=F a | —sign(ty — t,»)% -F (bo ) . (6.4.48)

N R
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Hier haben wir durcBign (¢; — t;) bericksichtigt, daB in Gleichung(4.29 der Winkely stets positiv gerechnet
wird. Nun ist W («) im Intervall (0; 1) streng monoton und besitzt deshalb maximal eine Nullstelle. Aus dem
numerisch ermittelten Wert erhalten wir dann den gesuchten Winkel

T = arcsin _aby . (6.4.49)
Vb + 12

Fur eine Geodte im Bereichl liefert der,arcsin' bereits den richtigen Weftr; = 7). Andernfalls, im Bereich,
git s, =m — 7.

Mit Gleichung 6.4.49 erreichen wir nur Punkte, die im gleichen Universum liegen. Soll die @eodurch
das Wurmloch laufen, soimsen wir Gleichungd(4.37 verwenden. Wir erhalten dann entsprechend

WD::bo|:1_Sin27_sn(@f7a)}_Sn(@ﬂa)com’ R
B+ 12 @ “ A

b (% a) dn (%,a) , (6.4.50)

N

Hier haben wir aber das Problem der Mehrdeutigkeit der Jacobi-Funktionen. Um ein eindeutiges Suchiitervall f
den Winkelr bzw. den Wertx festzulegen, bestimmen wir zaichst ausp; ., denjenigen Wertvmax, bei dem

¢y im Unendlichen liegen iirde. Anschlieenddnnen wir den gesuchten Wertim Intervall (amax, ™) finden,
wobeia* = 2amax Mit der Einschéinkunga™ < 1 ist.

Lange einer Geodten

Die auf eine Hyperiche(t = constd = 7/2) projizierte LAnge Al einer Geodten berechnet sich aus dem
Integralliber die Bahnkurve

Al = / ds (6.4.51)

mit ds? = di* + (b3 + [?) de?. Verwenden wirp als Bahnparameter, so lautet das Integral

>
AZ:/\/<d(p) +(OF+ 1) dp,  Up) =1bo #@—1. (6.4.52)

Anstelle der Integratiofibery fuhren wir eine Integratioiibert — nicht zu verwechseln mit der Zeitkoordinate
— aus, wobei wir das Integral gegebenenfalls wieder aufspaltessem

— b()
Al = i/ P ot a2t2)dt. (6.4.53)

Berechnen wir zuaichst die Stammfunktioh(¢) firae < 1

_ \/(1 — t2)t<1 — a2t2) i f(t, (L) _ D(t,a) , (6.4.54)

mit Lq(1) = bo/a[K(a) — D(1,a)]. Die Lange einer Gedten mit > x/2 betégt, wenn man wieder die
Vorzeichen richtig bercksichtigt,
Al = Lq (t(py)) — Lalt:) (6.4.55)

und fur 7 < 7/2 gilt:

Al =L (t(pf)) — Lq(ti), fur  vr< ©min, (6.4.56a)
Al =2L4(1) — La(ti) — La (t(ey)) fur  ©r> omin. (6.4.56b)
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Auf gleichem Weg eréilt man auch die &nge einer Gedden mita > 1. So folgt fur die Stammfunktion wie oben

Lo(t) = by | —a /o _tQi(l ~ ) +f(;,a> _D (Z;a) . (6.4.57)

Geodaten mit einem Startwinkel > © — 7t haben eine &nge

Al = Ly (t:)) — L (t(ey)) (6.4.58)
und fur Geodaten, welche durchs Wurmloch laufen, gilt

Al = Ly (t((Pf)) - Lb(tb)7 far Pr< ®b, (64593)
Al = 2L, (tgs) — Lo(ts) — Lo (tloy)  fUr o;> op, (6.4.59b)

wobeip, wieder der Winkel ist, bei dem die Ge#e den Wurmlochhalg = 0) erreicht.

Die hier entwickelte analytischedsung der Geditengleichungifr zwei Punkte kann nun inshesonddiedie
interaktive Visualisierung verwendet werden. So ist eine Umsetabngich wie in der Schwarzschild-Raumzeit
moglich (vgl. Abs.§5.5), wobei anstelle der Objektebene auch4&tnPanoramabild einsetzbagwe. In der Arbeit
von Zahn [L18 wird ein anderer Ansatzif die interaktive Visualisierung auf der Basis des Regge-Wheeler-
Calculus p5], bei dem die Raumzeit in Dreiecke unterteilt wird, umgesetzt. Eine hinreichende Genauigkeit kann
erreicht werden, indem die Kantémigen durch die analytischésung berechnet werden.

6.4.4 Entfernung und Schlundradius bestimmen

Angenommen, wir befinden uns in einer Raumzeit in der ein Morris-Thorne-Wurmloch enthalten ist)miEnk
wir unsere Entfernung zum Wurmloch und dessen Halsradius bestimmen?

Lassen wir von unserer Position einen Lichtblitz in alle Richtungen loslaufen. Nach einekZs@&hen wir
aus einer bestimmten Richtung einen Ring @ffnungsradiu®rcone aufblitzen. Dieser Lichtring entsteht genau
durch die Lichtstrahlen, welche einmal um das Wurmloch gelaufen sind und wieder bei uns ankommen. Etwas
spater treten noch weitere Lichtringe auf, die uns hier aber nicht weiter interessieren. Aufgrund a@héscgm
Symmetrie knnen wir uns diese Situation an der Abbildung.9 klarmachen.

Y

Beobachter

|
—
wi z

Abbildung 6.9: Ein Beobachter sendet einen Lichtblitz in alle Richtungen aus und empfingt nach einer Zeit
At einen Lichtring mit Offnungswinkel 2Tcone- Den Ort I; kennt der Beobachter jedoch noch nicht. Die x-Achse
legt er in Richtung des Mittelpunkts des Lichtrings. Dargestellt ist die Nullgeodite, welche den Beobachter nach
einem Umlauf um das Wurmloch erreicht; dabei haben wir die Eigenradialkoordinate [ direkt in pseudo-kartesische
Koordinaten (siehe Abs. §2.9) transformiert.

Aus der ZeitdifferenzA¢ und dem halbelﬁ")ffnungswinkeh—Cone konnen wir nun sowohl den Abstarid den
wir hier ohne Besclimkung der Allgemeinheit positiv &hlen, wie auch den Halsraditig bestimmen. Hiekdr
berbtigen wir Gleichung€.4.27, welche den Winkepn,in des Umkehrpunktes angibt, sowie Gleichufgt(56,
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die uns die Weginge der Nullgeaaten und damit auch die bétigte Zeit fir einen Umlauf liefert. So haben wir
folgendes Gleichungssystem Zisén:

=K (a) — F (sin Teone @) , (6.4.60a)
cAt Al .
T = ? = Lq(l) — L<1 (SlnTcone)
bo . b3
= — |7 —D(a) + D (sin Tcone @) + €Ot Teonet [ 1 — 7535 | » (6.4.60Db)
a bg + 13

mit a = a(7cone bo, 1;) UNd den Unbekanntdr undl;. Allerdings stellt sich heraus, daf? dsgtiger ist, zuachst
aus Gleichung.4.603 durch eindimensionale Nullstellensuche den West acone zU berechnehund anschlie-
Rend mit einem zweidimensionalen Nullstellensucher das Gleichungssystem

bo
a =— 6.4.61a
cone sin Tcone\/ b(2) + lL2 ( )
At b , b2
== 2 |zr-D (@cone) + D (sin Teone Gcone) + €Ot Teoney /1 — 75 0 5 (6.4.61b)
2 Gcone bO + li

zu lbsent®

6.5 Visualisierung der einfachen Morris-Thorne-Raumzeit

Das einfache Morris-Thorne-Wurmloch aus Abschfitt3 besitzt zwar eine nichttriviale Topologie, jedoch kann
es auch ohne komplizierten Atlas dargestellt werden. Die Meirik ) iberdeckt mit der Eigenradialkoordinaten
[ die komplette Raumzeit.

Um sich nun ein Bild von diesem Wurmloch machen zmiken, niissen wir Objekte in der Raumzeit plazie-
ren. Dabei haben wir die Bylichkeit, sowohl Koordinatenobjekte als auch lokale Objekte zu verwenden (siehe
Abs. §3.6.7). Bei Koordinatenobjekten taucht nun folgende Schwierigkeit auf. Der Wurmlochhals hat die Eigen-
radialkoordinatd = 0 und die Topologie eine2-Sphare. Wirden wir nun direkt die Eigenradialkoordinaten in
pseudo-kartesische Koordinaten transformieren, datie lder Hals einen verschwindenden Radius uficdey
daher beim Raytracing garnicht auftauchen. Eine zweite Schwierigkeit liegt bei der negativen radialen Koordinate,
mit der die Schnittmethoden der einzelnen Objekte nichts anfangremek. Wir lonnen daher die Nullgeéten
in Eigenradialkoordinaten berechneniissen sie danach aber erst in gwliche Radialkoordinaten umrechen
bevor wir sie mit den Szeneobjekten schneidénrien. Um die hiesige Zweideutigkeit der Radialkoordinate
zu beficksichtigen, riissen wir sowohl der Geéaten als auch den Szeneobjekten Kartennummern mitgeben, die
entscheiden, auf welcher Seite des Wurmlochs man sich gerade befindet. Insofern sprechen wir auch hier von ei-
nem Atlas (vgl. Abschnit§3.6.3. Bei lokalen Objekten treten diese Schwierigkeiten nicht auf, da die Position
beziglich der jeweiligen Koordinaten angegeben werden kann. Der Lichtstrahl wird bei der Schnittberechnung in
die lokale Tetrade transformiert und damit automatisch auf euklidische Koordinaten umgerechnet.

6.5.1 Statisches Gitter

Als erstes einfaches Beispiel bauen wir ein gleiéldiges, dreidimensionales Gitter um das einfache Morris-
Thorne-Wurmloch, um zu verstehen, was wir eigentlich sehen. Abbilduad 0 zeigt auf der linken Seite eine
Ubersicht der Szenerie. Das Wurmloch wird sich im Anschlu genau in der Mitte des ®fftexs. Die Him-
melsrichtungen sind zur besseren Orientierung aufgestellt. Auf der anderen Seite des Wurmlochs befindet sich
das gleiche Gitter — in etwas anderen Farben — in der gleichen Konstellation. Auf der rechten Seite von Abbil-
dungU 6.10ist das Einbettungsdiagramm der vdlistigen Szene dargestellt. Die Himmelsrichtungen im oberen

9Es gibt zu jedemrconegenau eine Nullstellecone Beweis siehe AnhangfF.2.1
10pje Entfernungsbestimmung mitteBfnungswinkel und Zeitmessung istihMaple (mtEntfernungRadius.mvis)plementiert.
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Universum sind wie gewohnt angeordnet; in mathematisch positiver Richtung des Azimuth folgen NORD-WEST-
SUD-OST. Die Richtungen im unteren Universum sind aufgrund folgebberlegung geahlt: ein Beobachter,

der sich im,oberen 8den” befindet und in Richtungoberem Norden" schaut, halte ein Schild mit der Aufschrift
»,NORD" vor sich. Lauft er nun durch das Wurmloch, so transportiert er dieses Schild parallel. Auf der anderen
Seite angekommen, stellt er dieses Schild hin und kennzeichnet so die Nordrichtung des unteren Universums.
Wiederholt er dies aucliif die anderen drei Richtungen, so gelangt er zur dargestellten Szene.

oberes Universum

lim

rea'lsva
= riuoe =

unteres Universum

Abbildung 6.10: Ein Wurmloch (hier noch mit by = 0) ist von einem regelméafigen, dreidimensionalen Gitter
umgeben, wobei aulerhalb des Gitters noch Schilder mit Himmelsrichtungen angebracht sind. Links: Blick von
auBen. Rechts: Einbettungsdiagramm der vollstindigen Szene.

Ein Beobachter sitze am Qirt= 13,9 = 7/2, ¢ = 7 /2 (das Schild,Universe 1 South* im Bcken) und schaue

in Richtung Norden. Solange das Wurmloch noch geschlossen ist (Schlundsgditi)) sieht er das Schild
,Universe 1 North“ sowie das Gitter unverzerrt (siehe ABI. 11, links). Offnet sich das Wurmloch (Abb.6.11,
rechts), so sieht er in der Mitte des Bildes bereits das Gitter des anderen Universumbinivasse 1 North"
Schild, welches sich ja hinter der Wurmldadmung befindet, zeigt deutliche Verzerrungen und es tritt sogar eine
Spiegelung des Schildes auf.

—L
II:I||

— AT

Abbildung 6.11: Ein Beobachter befinde sich am Ortl = 13,9 = 7 /2, ¢ = 7/2 und schaue in Richtung Norden;
das Sichtfeld seiner Kamera betrigt 45° x 36°. Links: Schlundradius by = 0. Rechts: Schlundradius by = 0.3.
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Um einen besseren Blick auf die Verzerrungen zu bekommen,dfgsegn wir den Bereich um die Wurmloatfr

nung (siehe Abbld6.12. Mit etwas Mihe ist der Schriftzug degJniverse 1 North* Schildes ein zweites Mal

um die Wurmlockffnung herum gespiegelt lesbar. Die Verzerrung des Schildes trittlithtaus dem Grund auf,

da die Nullgeodten am Wurmlochahnlich wie beim Schwarzen Loch, abgelenkt werden. Die Spiegelung des
Schriftzuges kommt nun dadurch zustande, daf3 ein zweiter Lichtstrahl — zum Beispiel vom Buchdtaben

auf anderem Wege zum Beobachter gelangt. Dieser Lichts#attliun,tiefer’ ins Wurmloch als der andere, wor-

aus sich eine arkere Verzerrung ergibt. Neben diesen beiden Strahlen gibt es aber noch unendlich viele, die vom
gleichen Punkt aus starten, ein oder mehrere Male um das Wurmloch herumlaufen und erst dann zum Beobachter
gelangen. All diese Mehrfachbilder approximieren den Wurmlochhals (siehe aucf&bb3 rechts).

Universe 1

kurzer Weg

langer Weg

Beobachter

Abbildung 6.12: Links: Der Beobachter befindet sich weiterhin am Ort | = 13,9 = 7/2, ¢ = 7/2; das Sichtfeld
seiner Kamera betrdgt nun 22.5° x 18°. Rechts: Nullgeoditen im oberen Einbettungsdiagramm. Grund fiir die
Verzerrung ist die Lichtablenkung am Wurmloch (kurzer Weg). Die Spiegelung ergibt sich aufgrund eines zweiten
Lichtstrahls, der ,tiefer* in das Wurmloch eindringt (langer Weg).

N
g € Beobachter
\

Ah

Abbildung 6.13: Der Wurmlochhals hat nun einen Radius von by = 2. Links: Der Beobachter befindet sich
weiterhin am Ort| = 13,9 = 7/2, ¢ = 7/2; das Sichtfeld seiner Kamera betrigt wieder 45° x 36°. Rechts: Drei
Nullgeoditen, welche von der gleichen Quelle kommen (I F=8,pr = 170°), treffen den Beobachter unter den
Winkeln 7y ~ 13.503° (rot), 7o ~ 8.75071° (griin) bzw. 73 ~ 8.7461707° (blau gestrichelt) zur Radialrichtung
(Mehrfachbilder).
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Abbildung 6.14: Der Wurmlochhals hat einen Radius von by = 2. Der Beobachter befindet sich am Ort | =
13,9 = /2, = 7/2; das Sichtfeld seiner Kamera betrdgt wieder 45° x 36°. O Film



134 KAPITEL 6. VISUALISIERUNG VON WURMLOCHERN

Offnen wir den Wurmlochhals noch weiter auf einen Radius kgn= 2, so gelangen wir zu der Abbildung

0 6.13links). Hier ist deutlich die erste Spiegelung des, im gleichen Universum befindlichen, 3D-Gitters zu sehen.
Verfolgen wir die Nullgeodten zuiick zu ihrem Ursprung, so ist zu erkennen, dal3 die Spiegelungedasnte

Gitter zeigt. Diesen Sachverhalbhknen wir an Abbildung] 6.15 nochmals sehr deutlich sehen, wo das Gitter
orthogonal auf die¢} = 7 /2-Ebene projiziert ist.
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Abbildung 6.15: 3D-Gitter mit einigen Nullgeoditen in pseudo-kartesischer Darstellung. Die Zahlen entsprechen
den Winkeln (im GradmaB) der Nullgeoditen beim Beobachter (I = 13,9 = 7/2,p = 7/2) beziiglich der Radi-
alrichtung zum Wurmloch. Die Geodite mit dem Winkel 7 = 8.75° lduft zunéchst einmal um den Wurmlochhals

herum und gelangt erst dann zum Beobachter.

In einem Winkelbereich vom ~ 8.75° bis etwar =~ 11.5° sieht der Beobachter das Gitter in seinem Universum
vollstandig. Der Wurmlochhals, den der Beobachter als Ring mit dem hé"m‘eungswinkelmn ~ 8.746° —

folgt aus Gleichungq.4.19 fur den kritischen Winkel — sieht, ist dji&ichtgrenze" zwischen oberem und unterem
Universum. Aul3erhalb dieses Rings sieht der Beobachter nur sein eigenes, innerhalb das andere Universum. Kurz
innerhalb des Rings sieht er eine Spiegelung des anderen Gitters; blickt er radial durch das Wurmloch, so sieht
er nochmals dasollstandige Gitter. Dies ist vor allem auch daran zu erkennen, daf3 der Beobachter alle vier
Schilder fir die Himmelsrichtungen sieht, welche im unteren Universuaulidh gefrbt sind. Das Universe 2

South* Schild ist dabei scheinbar zu einem Ring verformt; dessen Haffrmingswinkel ergibt sich mit Hilfe der
Rechnungen aus Abschnitt.4.3zur ~ 7.17° (siehe Abb[J6.16).

6.5.2 Statische Szene

Anhand des einfachen dreidimensionalen Gitters aus dem vorherigen Abschnitt konnten wir uns ein Bild davon
machen, wie die Ge@den innerhalb der Morris-Thorne-Raumzeit verlaufen. Als zweites Beispiel dient uns ein
Wurmloch zwischen zwei baugleichera@men aber mit etwas unterschiedlicher Texturierung (Ab®.17). Im
»oberen* Raum &ngt ein Bild an der gemauerten Wand und es befindet sich d€inkriks vom Beobachter. Im
sunteren” Raum blickt der Beobachter auf eine Sonnenuhr und hat ein Bild hinter sich. Links von ihm befindet
sich eine Tr, rechts von ihm gibt es ein Fenster.

Bewegt sich ein Beobachter, bei offenem Wurmloch, entlang einer radialeré@eoebn/ = 4.0 nachl =
—1.8, so kann er mit seiner Panoramakamera die Bilder aus Abbildiufng8aufnehmet'. Im oberen Universum

11Der Beobachter selbst ist in den Szeneriidah nicht eingebaut.
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Beobachter

‘A N | %("’5

Abbildung 6.16: Der Wurmlochhals hat einen Radius von by = 2. Links: Der Beobachter befindet sich weiterhin
am Ort |l = 13,9 = 7/2,¢ = w/2; das Sichtfeld seiner Kamera betrégt wieder 45° x 36°. Die gelben Kreise
entsprechen den Winkeln 7 = 11.5°, 7 = 8.746° und 7 = 7.17° (von auBen nach innen). Rechts: Nullgeoditen
mit den Winkeln 7 ~ £7.17° markieren den Ring des ,,Universe 2 South® Schildes.
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Abbildung 6.17: Gegeben seien zwei kubische Riume mit Kantenlinge Ar = 50 und mit leicht unterschiedli-
cher Texturierung, die mit einem Wurmloch verbunden werden sollen. Der Beobachter mache an den Orten mit
Eigenradialkoordinate | = 4.0 (oben) bzw. | = —8 (unten) ohne Wurmloch (by = 0) mit einer Panoramakamera
(Sichtfeld: 360° x 90°) je ein Bild in negativer [-Richtung.

beil = 4.0 erhalt er mit seiner Panoramakamera, adhst noch ohne Wurmloch, fi@ich einen Rundumblick
vom oberen Zimmer. Bei offenem Wurmloch scheint sich das Bild hinter dem Wurn#batich dem,Universe
1 North* Schild aus dem vorherigen Abschnitt, zu verzerren. Der EinfluRbereich des Wurmlochs ist jedoch auf die
nahere Umgebung besémkt. Beim Blick zur Seite oder nach hintandert sich die Sicht praktisch nicht.
In Abbildung 00 6.18 (mitte oben) ist deutlich zu erkennen, daf3 der Beobachter denaraligien Raum des

unteren Universums sehen kann. Das Wurmloch agiert als eine ProjektionteiSptare auf die Sichtebene.
Bei genauerem Hinschauen erkennt der Beobachter auch diémimgen Reflexionen des unteren und oberen
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Zimmers im Wurmlochhals. Direkt im Wurmlodti = 0) trennt der Hals die Sicht zwischen oberem und unterem
Universum; prinzipiell knnte man jedoch den Raum in einem immer schmaler werdenden Streifen immer und
immer wieder sehen. Bewegt sich der Beobachter weiter durch das Wurmloch, so sieht er am Gi1.8

(Abb. 0 6.18 mitte unten) den unteren Raum nahezu normal. Dreht sich der Beobachter &m ©0 um und

blickt zurtick durch das Wurmloch in den oberen Raum, so liegt die gleiche Situation wie am Anfang vor.

Abbildung 6.18: Gegeben seien zwei kubische Riume mit Kantenlinge Ar = 50 und mit leicht unterschiedlicher
Texturierung, die mit einem Wurmloch (by = 2.0) verbunden sind. Beide Wurmlochoffnungen befinden sich
jeweils in der Mitte des jeweiligen Raumes. Der Beobachter mache an den Orten mit Eigenradialkoordinate | =
4.0, 1 = 0.0 (genau im Hals), ] = —1.8 und [ = —4.0 (Blick zurtick) eine Aufnahme mit einer Panoramakamera

(Sichtfeld: 360° x 90°).

Sitzt der Beobachter direkt im Wurmlochhdls= 0) und schaut entlang der positiverAchse, so eralt er die
Abbildung[ 6.19 Die vertikale Linie in der Mitte entspricht hier dem Wurmlochhaldiné sich der Beobachter
tatsachlich im Wurmlochhals befinden, sate er beim Geradeausschauen seinen eigenen Hinterkopf. Bewegt er
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sich entlang dep-Achse, so scheinen sich beidad®ne zu drehen.

Abbildung 6.19: Gegeben seien die zwei Raume aus Abbildung (1 6.18. Der Beobachter fliege nun entlang des
Wurmlochhalses (I = 0) und mache je ein Panoramabild (Sichtfeld: 130° x 130°) bei ¢ = 30° (links) und
o = 130° (rechts). O Film

6.5.3 Relativistischer Flug durch statische Szene

Bleiben wir noch beim Wurmloch, welches zwei baugleicliuRe miteinander verbindet, und fliegen nun mit
sehr hoher Geschwindigkeit durch das Wurmloch hinduréhe¥n wir uns der Lichtgeschwindigkeit, so verzerrt
sich scheinbar der Raum ziglich aufgrund speziell-relativistischer Effekte (siehe Ab®.20).

Abbildung 6.20: Gegeben seien die zwei Rdume aus Abbildung (1 6.18. Der Beobachter fliege mit unterschiedli-
cher Geschwindigkeit (von links nach rechts: v < ¢,v = 0.9¢,v = 0.99¢) radial durch das Wurmloch und mache
jeweils am Ort | = —0.5 ein Bild mit seiner Lochkamera (Sichtfeld: 70° x 70°). O Film

Betrachten wir die Situation am QOrt= —0.5, so ist der Beobachter bereits auf der anderen Seite des Wurm-
lochs. Bewegt er sich sehr langsam im Vergleich zur Lichtgeschwindigkeit, dann sieht er lediglich das Fenster des
unteren Raums (Abld] 6.2Q links). Bei90 Prozent der Lichtgeschwindigkeit scheint er sich kurz vor dem Wurm-
loch zu befinden (AbkJ 6.20 mitte) und hat eine gute Sicht auf die Spiegelungen im Wurmlochhals. Bewegt der
Beobachter sich jedoch mi9 Prozent der Lichtgeschwindigkeit, so hat er den Eindruck, eiruif sich noch
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im oberen Raum, weit vom Wurmloch entfernt. Aufgrund der hohen Aberration sieht er sogar fast den gesamten
oberen Raum, obwohl er ein Sichtfeld von lediglil? x 70° besitzt (Abb.0 6.2Q rechts).

6.5.4 Bewegte Objekte

Betrachten wir wieder eine statische Szene, in der ein Wurmloch mit Halsragdilen Tubinger Marktplatz’

mit einer fiktiven Marsstatiorf verbindet. Ein Beobachter sitzt am Qft= 25,9 = 7/2,¢ = 0) mit seiner
Lochkamera, deren Sichtfeld)® x 70° beti&agt. Wird nun ein Ball seitlich in das Wurmloch geworfen, soédirh

der Beobachter die Bildsequenz aus Abbildung.21 Der Ball bewegt sich dabei auf einer radialen Ged

(¥ = w/2,¢0 = w/2) mit einer Geschwindigkeit < c. Ist die Topologie des Wurmlochs von der statischen
Position des Beobachters noch nicht deutlich, so erhalten wir von ihr beim Verfolgen des Balls zumindest einen
gewissen Eindruck. Der Ball scheint sighnlich wie auf dem Rand eines Doppeltrichters vom Marktplatz hin zum
Mars zu bewegen. Dabei mag sich der Vergleich mit dem Einbettungsdiagramm{&hbb).aufdiangen. Jedoch
missen wir bdicksichtigen, dafl? wir diese Ansicht aus jeder Perspektiteeh, da das Wurmloch satisch-
symmetrisch ist. Die Fehlinterpretation folgt lediglich aus der zweidimensionalen Betrachtungsweise.

Abbildung 6.21: Gegeben sei ein Wurmloch mit Halsradius by = 6 zwischen dem Tiibinger Marktplatz und einer
fiktiven Marsstation. Ein Beobachter am Ort (I = 25,9 = 7w/2, = 0) beobachte mit einer Lochkamera mit
Sichtbereich (70° x 70°). Ein Ball bewege sich entlang einer radialen Geoditen (¢ = 7 /2, = w/2) durch das
Wurmloch. (Tiibingen sowie der Mars sind als 47-Panoramabilder, der Ball als echtes 3D-Objekt eingebunden.)
O Film

Da sich der Ball beim Durchfliegen des Wurmlochs vom Beobachter entfernt, wird er zunehmend kleiner, aul3er-
dem scheint er sich u0° im Uhrzeigersinn zu drehen. In der Bildsequenz schlecht zu erkennen ist die Spiegelung

12Quelle des 3D-Modells vonilbingen: MPI fir biologische Kybernetik ibingen 4r-Panoramabild erstellt von Marc Borchers.
13Quelle: Marc Borchers (Theoret. Astrophysikibiingen)
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des Balls Im Wurmlochhals. Wirft der Beobachter den Ball selbst radial ins Wurmloch, so sieht er den Ball ledig-
lich immer kleiner werden.

Bewegt sich der Ball nicht auf einer radialen Géatah, sondern umkreist das Wurmloch in einem Abstand
Igall, SO erhalten wir die Bildsequeliz6.22 Befindet sich der Ball vom Beobachter aus gesehen direkt hinter dem
Wurmloch, so entstehhnlich wie in der Schwarzschild-Raumzeit, ein Ring.

Abbildung 6.22: Gegeben sei ein Wurmloch mit Halsradius by = 6 zwischen dem Tiibinger Marktplatz und
einer fiktiven Marsstation. Ein Ball bewege sich auf einer Kreisbahn mit Eigenradial-Radius lg,; = 2.0 um das
Wurmloch herum. Ballpositionen (von links nach rechts): ¢ = {0°,90°,180°}. O Film

Wieder hilft die rein zweidimensionale Darstellung nur wenig, um die Topologie des Wurmlochs wirklich an-
schaulich zu verstehen. In Abschrijit.3.2werden wir daher die stereoskopische Visualisierung eines Wurmlochs
untersuchen.

6.5.5 Problem mit der texturbasierten Darstellung

Im Gegensatz zu der Visualisierung des hier vorgestellten Wurmlochs mit Hilfe des modellierten Gitters oder der
beiden Riwume ist die Verwendung dés-Panoramabildes vomubinger Marktplatz und der fiktiven Marsstation
eigentlich nur bedingt richtig. Gehen wir davon aus, dal3 das Wurmloch sehr klein iraltiéstzum Marktplatz

ist, so liegen die Gelude bereits im flachen Bereich der Metrik. Ist das Wurmloch jedoch so grof3, wie es auf den
im vorherigen Abschnitt gezeigten Abbildungen der Fall ist, so werden die verschiedenen Entfernungen zwischen
Wurmloch und den einzelnen Galden oder der Straf3e nicht beksichtigt. Diese Ungenauigkeit ist hier jedoch

nicht gravierend und mindert auch nicht die qualitiative Aussagekraft der Abbildungen.

6.6 Ausblick

Statische Wurndcher, wie hier das einfache Morris-Thorne-Wurmloch, verletzen unausweichlich die schwache
Energiebedingunglpq. Wir mussen daher etwas komplexere Formen von Wochern betrachten, die eine
Verletzung, wenn sie auch nicht ganz vermeidbar ist, zumindest auf einen drdgeimr Raumbereich oder ein
beschanktes Zeitintervall reduzieren. Der vielleicht einfachste Ansatz ist die Multiplikation der statischen Metrik
mit einem zeitabéingigen Konformfaktor{Z]. Die Metrik lautet dann in normalen Radial-Koordinaten

d 2
ds? = Q(1)* | ~di* + — 1% (20 + sin®0 d?)
T

1=b(r)/

oder in Eigenradial-Koordinaten

ds® = Q(t)? [=dt* + dI* + r(1)* (d9* + sin®9 de?)] ,
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wobei 2(¢)? der konforme Faktor ist, welcher rialich endlich und positiv definit sein muB. Wie wir leicht
nachrechnendnnen, werden Nullgeéden in diesem Fall durch die konforme Transformation nicht beeirfluRRt
Wirden wir, wie beim einfachen Morris-Thorne-Wurmlo¢h,, ¢) in pseudo-kartesische Koordinaten transfor-
mieren und den in Abschni§6.5.2beschriebenen Raum liggich dieser Koordinaten formulieren, so @bg sich,
aufgrund der Invarianz der Nullgeattn gegeitber der konformen Transformation, der gleiche visuelle Eindruck.
Diese Darstellung des Raumes ist aber wenig sinnvoll, da der Raufa geistreckt oder gestauchtivde.

Eine interessantere Form eines Wurmlochs ensteht durclidéinfeines Rotationstermaéknlich der Kerr-
Metrik [9]. Teo [LO1] betrachtet ein statidres, axialsymmetrisches, durchquerbares Wurmloch mit der Metrik

dr?
1-b/r

ds? = —N2dt? + +r2K? [d192 + sin20 (dp — w dt)2] ,
wobei N, b, K und w Funktionen von- und ¥ sein konnen. In der Diplomarbeit von Fechtig(]] wird die hier
entwickelte Visualisierungstechnik an einem Spezialfall solch eines rotierenden Wurmlochs angewendet.

In diesem Kapitel haben wir uns auf die rein geometrische Sicht innerhalb einer Wurmloch-Raumzeit be-
schi@nkt. Dies war insofern ausreichend, da wir uns auf die einfachste Morris-Thorne-Raumzeihbkisichben,
bei der die Rotverschiebungsfunktion identisch Eins war. Die interessantere Rauizeitaiirlich die, bei der
auf beiden Seiten des Wurmloches die Zeit unterschiedlich schnell verginge. D$ta auch die Rotverschie-
bung beiicksichtigt werden. Spinnen wir den Gedanken weiter, &@mken wir aus einem Wurmloch auch eine
Zeitmaschine konstruieren (vgl. dazu auéh]]. Die Herausforderung bei dessen Visualisierurigewdie Plazie-
rung geeigneter Objekte, die eine zeitlicheafeterung bedien, um so die Bewegung eines Beobachters auf einer
geschlossenen zeitartigen Kurve deutlich zu machen.

Doch zurachst lbnnte man die hier gewonnene analytisclisuing dafir verwenden, einzelne Punktlichtquel-
len in der Raumzeit zu plazieren. Sése eine realistischere Beleuchtung und damit einhergehend die Berechnung
von Schatten riaglich.

14Aligemein gilt, daR bei einer konformen Transformation Nullgited wieder in Nullgedateniibergehen; siehe Anhaiig.6.



Kapitel 7

Stereoskopische Visualisierung in der
Relativitatstheorie

In den bisherigen Kapiteln haben wir uns aurstich mit der Visualisierung in der Relatigitstheorie besétitigt,

wie wir sie prinzipiell mit einer Kamera oder einem Teleskop macliemken. Wenn es aber vielleicht irgendwann
einmal bglich sein sollte, mit nahezu Lichtgeschwindigkeit durch ein Wurmloch in diee\eines kollabierenden
Sterns zu reisen, sdknten wir all dies mit unseren beiden Augen beobachten. Diesem Aspekt der binokularen
Wahrnehmung in der Relatigtstheorie wollen wir in diesem Kapiteihher kommen.

Unter dem BegriflBeobachterverstehen wir prinzipiell zwei Gesichtspunkte. Wir beobachten einen Vorgang,
etwa die Bewegung eines Objekts, und meinen einerseits, dafd wir eine Messung an diesem Objéikirdarchf
Andererseits verstehen wir unter Beobachten derathtehen Sinneseindruckamlich dem Sehen eines Vor-
gangs. Im Gegensatz zum atifichen Sprachgebrauchissen wir aus physikalischer Sicht zwischen Messen und
Sehen unterscheiden. Denn, wenn wir einen Meterstab messen, dasamwir zur gleichen Zeit den Anfang
und das Ende des Stabes bestimmen. Was wir jedoch von dem Meterstab sehen, ist das Licht, welches gleichzeitig
in unser Auge gelangt. Dabei wird das Licht von den beiden Enden des Stabes in der Regel zu unterschiedlichen
Zeiten starten mssen. In unserer Alltagswelt machen wir keine strikte Trennung dieser beiden Gesichtspunkte.
Dies ist auch gar nicht erforderlich, da wir es stets mit aériisna3ig kleinen Geschwindigkeiten zu tun haben.

Nahern wir uns immer mehr der Lichtgeschwindigkeit, so erkennen wir die Diskrepanz zwischen Sehen und
Messen, da aufgrund der endlichen Lichtgeschwindigkeit die Objekte an einem anderen Ort zu sein scheinen, als
sie tat@chlich sind. Ohne die Spezielle Relatatgtheorie rif3ten sich Objekte, welche sich auf den Beobachter
zubewegten, in die &nge gezogen seird{]; eine Kugel wirde zur Zigarre verzerrt. Bécksichtigen wir die
Spezielle Relativitstheorie, so sind Objekte in Bewegungsrichtung, gemessen von einem ruhenden Beobachter,
verkiirzt. Objekte erscheinen nun vielmehr verdreht oder geschert, wobei eine Kugel stets den Umril3 einer Kugel
zu behalten scheint’[].

Diese Verzerrungen gelten nuarfbeide Augen getrennt. Aufgrund der leicht unterschiedlichen Positionen
der Augen ergeben sich auch leicht unterschiedlich verzerrte Bilder. Sofern unser Sehapparat im Stande ist, diese
beiden Bilder zu einem zu fusionieren, erscheint ein Objekt nicht nur verdreht oder geschert sondern bewegt sich
scheinbar auch auf einer anderen Bahn.

Nachdem wir uns im folgenden Abschnitt Zahst einmal die Wahrnehmung vd@umlicher Tiefe und Gif3e
verdeutlichen wollen, werden wir im darauffolgenden Abschnitt die binokulare Sicht der Speziellen Reativit
theorie vor Augeniihren. Im Anschlul’ daran wagen wir noch einen kleinen Blick in die Allgemeine Reddsivit
theorie.

141
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7.1 Wahrnehmung von raumlicher Tiefe und Grole

Wir stiitzen uns hier auf die Darstellung von Goldsteif][ welche den Zusammenhang zwischen der Reizinfor-
mation auf den Netziuten und der wahrgenommenen Tiefe eines Objekts herstellt. Die Tiefenwahrnehmung ist
jedoch keine kognitive Interpretation von Daten, sondein Kernbereich der visuellen WahrnehmungZJ[

7.1.1 Informationsquellen

Die Informationsquellenifr die Tiefenwahrnehmung gruppieren sich in vier Bereiche: okulomotorische, mono-
kulare und bewegungsinduzierte Information sowie Querdisparation. Zudrkng der stereoskopischen Wahr-
nehmung in der Relativdtstheorie werden wir gper im wesentlichen nur die Querdisparation verwenden. Der
\ollstandigkeit halber erdhnen wir aber kurz alle Quellen.

Okulomotorische Informationen

Um Objekte in der unmittelbaren Umgebung zu fixiereriissen sich die Augen verdrehdfofivergeny Wei-

terhin geht eine Forédmderung der Linse im Auge einhekikkkomodatioh Beide motorischen Reize der Augen
werden im Gehirn zu einer Tiefeninformation verarbeitet. Allerdings gilt dieses Kriterium nur in einem Abstand
zwischen50cm und3m.

Monokulare Informationen

Bei der Betrachtung einer Szenerie mit lediglich einem Auge vermitteln monokulare Tiefenkriterien den Eindruck
raumlicher Tiefe. Diese gelten auch bei der Betrachtung eines ebenen Bildes mit beiden Augen. Im einzelnen sind
dies: das Verdecken von Objekten, die relativé(@ im Blickfeld, die relative Blhe im Blickfeld (in Ablangig-

keit der Lage zum Horizont), die atmosipische Perspektive, die gewohntedGe, der Texturgradient und die,
insbesondere in der Malerei bekannte, lineare Perspektive. Bei der monokularen Abbildung in der Speziellen Re-
lativitatstheorie ist vor allem der Texturgradient wichtig, worauf wir in AbscHjitR.1noch genauer eingehen
wollen.

Bewegungsinduzierte Tiefenkriterien

Raumliche Tiefe entsteht, wenn sich der Beobachter relativ zu einer ruhenden Szene bewegt. Objekte, die wei-
ter entfernt sind, scheinen sich langsamer zu bewegen als solche, die nahe beim Beobachter vorbeihuschen. Ein
anderer Effekt ist das fortschreitende Zu- und Aufdecken véctdn. Die hintere Bthe wird von der vorderen
zurachst verdeckt und dann wieder freigegeben.

Querdisparation

Betrachtet man eine Szene mit zwei Augen, so enstehen auf den beideaetziwei unterschiedliche Bilder
aufgrund der verschiedenen Blickwinkel der Augen. Diesealerdisparationoder auchbinokulare Dispara-
tion genannte Tiefeninformation benutzte Charles Wheatstone im 19. Jahrhundert zum Bau eines Stereoskops.
Der Blick durch ein Stereoskop zeigt, dafl3 wir einen Tiefeneindruck erleben, wenn unseren Augen zwei leicht
unterschiedliche Bilder einer Szene dargeboten werden.

Zur Erklarung des Tiefeneindrucks hitigen wir den Begriff dekorrespondierenden Netzhautpunktegt
man beide Augen stibereinander, daf? die beiden Linsen und Fovae (Sehgruben, sieh& Aldp.zusammen-
fallen, so sind zwei Punkte zueinander korrespondierend, wenn sie aufeinander liegen. Fixiert ein Beobachter nun
ein Objekt (ein Punktf’, so fallt dessen Bild auf die Foval’ und F”. Alle Punkte, die durch den Schnitt zwei-
er Geraden, welche von korrespondierenden Netzhautpunkten starten, gebildet werden, liegentHrbdeam
(Abb.07.2).

1Die interaktiven geometrischen Figuren sind mit dem freidigiobiren ProgramipZ.u.L. Zirkel und Lineal* (Version 3.38) von R. Groth-
mannhttp://ww.z-u-l.de erstellt.


http://ww.z-u-l.de

7.1. WAHRNEHMUNG VON RAUMLICHER TIEFE UND GROSSE 143
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Abbildung 7.1: Querschnitt durch ein menschliches Auge (Bildquelle: http://webvision.med.utah.edu). Fiir unsere

Zwecke verwenden wir als vereinfachtes Modell einen kugelformigen Glaskorper mit einer punktférmigen Linse
und Sehgrube (fovea).
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Abbildung 7.2: Links: Ein Beobachter fixiere den Punkt F'. Das Bild von F trifft die beiden Netzhéute in den
Fovae F' und F". Ein auf dem Horopter liegender Punkt A trifft korrespondierende Netzhautpunkte A’ und A”.
Bei Punkten diesseits des Horopters spricht man von gekreuzter, jenseits des Horopters von ungekreuzter Quer-
disparation. [1 ZuL (horopter.zir)Rechts: Experimentell gemessener Horopter und zugehoriges Panumsches Fu-
sionsgebiet (Panum'’s fusional areaBildquelle: http://webvision.med.utah.edu/KallDepth.html, Stand: September
2005). Nur in diesem Bereich fusionieren die beiden Netzhautbilder zu einem raumlichen Eindruck.

Objekte, welche sich vor oder hinter dem Horopter befinden, treffen auf nichtkorrespondierende (disparate) Netz-
hautpunkte. Der Winkel zwischen zwei solchen Netzhautpunkten kriBtdisparationswinkellm Auge gibt

es nun bestimmte Neuronen, die auf diese Querdisparation empfindlich sind; werden sie gereizt, so entsteht der
Eindruck &umlicher Tiefe. Allerdings ist die Bblichkeit, die beiden unterschiedlichen Netzhautbilder zu einem
Objekt zu verschmelzen, begrenzt. Lediglich in einem kleinen Bereich Réemmimschen Fusionsgehisehen wir

ein Objekt. AulRerhalb dieses Bereichs sehen wir zwei Objekte (Diplopia), was jedoch von unserer Wahrnehmung
in der Regel,ausgeblendet” wird.
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7.1.2 Tiefenwahrnehmung bei der Stereoprojektion

Die Darstellung in diesem Unterabschnitt beruht auf dem Artikel von Gerhard P. H&bignwahrnehmung bei
der Stereoprojektion, Emailph@herbig-3d.de  (Stand: 2004)

Wahrnehmung der Grof3e und Tiefe eines Objekts

Ein raumliches Objekt werde durch seinedBeg und seine Tiefe bestimmt. Es befinde sich in einem Abstand
vor unserem Auge. Dann ist die Bildheh, auf der Retina durch den Strahlensatz

ho = fo g (7.1.2)
a
gegeben (Abld 7.3). Zur Vereinfachung der nachfolgenden Rechnungen nehmen wir an, daf3 unsere beiden Augen
eine Netzhautebene im Abstarfg, der Brennweite der Augen, besitzen. Auf diese Brennebene wird dann ein
Objekt projiziert.

Abbildung 7.3: Die Hohe des Netzhautbildes hg ergibt sich direkt aus dem Strahlensatz. Die Netzhaut ist als
Ebene vereinfacht.

Beide Augen fixieren dabei einen Punkt auf der Mittelachse im Unendlichen. Es gibt daher keinen Horopter. Die
Tiefeninformation eines Objekts wird durch die Differefie{iation) des maximalen und minimalen Bildpunkt-
versatzes vermittelt (Ablyl 7.4).

Fernpunkt

Nahpunkt

— X Linsenebene

f[]

Netzhautebene

4
e |
1

Abbildung 7.4: Die Tiefenwahrnehmung entsteht durch die Deviation d /2 auf der Netzhautebene.
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Die Deviationdy konnen wir wieder leicht ermitteln, indem wir den Strahlensatz sowohl auf den hinteren (Abstand
ar) als auch den vorderen (Abstaag) Punkt anwenden. So folgt

do _ fobo _ fobo (7.1.2)
2 aN2 CLFQ- o

Definieren wir noch das geometrische Mittedes Abstande#ibera = /aray und verwenden die Tiefe des
Objektst = ar — an, so gilt fur die Deviation

do = 2204, (7.1.3)

Da der Augenabstantl, sowie die Brennweitegf, der Augen unveinderlich sind, &ngt die Deviation von der
mittleren Entfernung sowie der eigentlichen Tiefiedes Objekts ab.

Abbildung im Auge bei der Stereoprojektion

Verfolgen wir die Aufnahme des Stereobildes, dessen Projektion auf eine Leinwand und die anschlieRende Wahr-
nehmung im Auge, so gelangen wir zur Abbildung.5. Dabei setzen wir voraus, daf3 die Stereobasen der Kamera
und des Projektors identisch sind.

Abbildung

in der Kamera

Film

Abbildung

auf die Leinwand

-~ Leinwand

Abbildung

im Auge

Netzhaut 7 RN SRR

Abbildung 7.5: Aufnahme, Projektion und Wahrnehmung eines rdumlichen Objekts als Kettenabbildung. Der
Tiefenfaktor ist hier T' = 2/3 und es gilt by = by,.
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Die virtuelle GibRReg, und Tiefet,, des Objekts, sowie den virtuellen Abstanderhalten wir aus der taashlichen
GrolReg, Tiefet und dem wahren Abstandiber die drei Beziehungen
bo bo bo

fp - ap
v = —"4, tl;:i'T't a,:i.T.a’ T: s 714
Go =13 "9 b b= I a (7.1.4)

wobei wir T" als Tiefenfaktor bezeichnen. Eine formtreue (orthostereoskopische) Abbildung erhalten wir genau
dann, wenn der Tiefenfaktdf = 1 ist. Gilt zusatzlich nochby = by, SO sprechen wir von einer form- und
grolRentreuen (tautostereoskopischen) Abbildung.

7.2 Stereoskopie in der Speziellen Relatiditstheorie

Wie bereits 1959 von Penrosé/] und Terrell [LOZ7] erkannt, kann ein Beobachter diahgenkontraktion eines sich
nahe der Lichtgeschwindigkeit bewegenden Objektes iehen Statt dessen erscheint ihm das Objekt gedreht
und verzerrt. Genaue Rechnungen, wie sie bereits u.a. von Hollenb@ahngd erst Kirzlich von Deissler{0]
durchgetihrt wurden, zeigen, wie ein schnell bewegtes Objekatditich — ohne Interpretation unseres Gehirns

— aussehen wrde. In einem ersten Schritt wollen wir solch eine Rechnung nachvollziehen. Diese gilt allerdings
nur fur ein Auge. In einem zweiten Schritt wollen wir uns darberlegen, welchen binokularen Eindruck wir von
solch einer Szene erwarteriivden. Die bereits 1971 von Boas, Calhoun und Hordm{irchgefihrten Berech-
nungen zur binokularen Beobachtung bewegter Objekte wollen wir hier egetigtselbst entwickeln, da wir sie
spater auf den allgemein-relativistischen Fall umsetzen wollen.

7.2.1 Monokulare Visualisierung in der SRT

Wir wollen uns zuichst auf die geometrischen Effekte konzentrieren, die bei Beobachtung relativistischer Be-
wegungen mittelginesAuges oderiner Kamera auftreten. Daf besprechen wir kurz dieaggigsten Objekte:
Punkt, Stab, Quadrat und Kreis anhand ihrer Phantombilder.

Da wir alle weiteren Objekte aus Punkte zusammensetzenda, betrachten wir zuerst das Phantombild eines
Punktes. Dabei wollen wir unter dem Phantombild eines Punktes sesokainbarerOrt, wo wir ihn tatéchlich
sehen, verstehen. Das Phantombild eines ausgedehnten Objekts setzt sich ddlen Ruskten der Obeidche
zusammen, deren Licht zur gleichen Zeit beim Beobachter eintrifft. #ierehmen wir zuachst an, dal} das
Objekt vollkommen transparent istiiFdas eigentliche Bild fiissen wir natrlich Verdeckung und OpaZt der
Objekte beiicksichtigen.

Im Anschlul® daran wollen wir ungberlegen, was wir mit beiden Augen seheirden. Wichtig hierbei ist,
daf’ wir binokulares Sehen so verstehen wollen, daf3 Licht in beiden Augen zur gleichen Zeit ankommen muf3. Die
innere Ausdehnung des Auges und die damit verbundene Lichtlaufzeit veassigein wir. Entscheidend ist der
Zeitpunkt, wenn das Licht die Linse erreicht. Dagrlauben wir einen beliebigen Augenabstand, den wir ja durch
zwei getrennte Kameras realisiereinkiten.

Ausgangssituation und Poincae-Transformation

Ein Beobachter sitze am Oft,, o, z,) im SystemS und beobachte zum Zeitpunkt= t, ein sich schnefl
bewegendes Objekt, welches im Syst&fmuht (siehe AbbO 7.6). Mit Beobachten meinen wir hier ausdklich
die visuelle Wahrnehmung und nicht eine Messung.

Die SystemeS und S’ sinduiber diePoincare-Transformation

x' = Lyx + a, (7.2.1)

2|m streng mathematischen Sinn ist ein Punkfirath nicht zu sehen.
3Schnell heilt hier immer nahe der Lichtgeschwindigkeit.
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S'A 2

Abbildung 7.6: Das System S’ sei zu einem beliebigen Zeitpunkt t relativ zu S um den Vektor a translatiert und
bewege sich relativ zu S mit der Geschwindigkeit v. Der Punkt P ruhe bzgl. S’.

welche sich aus dérorentz-Transformatiod; und einer Translatioa = (a;, a,, a,, a.) Zusammensetzt, mitein-
ander verkiipft.* Die Lorentz-Transformation lautet in allgemeiner Foida][

v —iT
L= . IR (7.2.2)
—v U+ TR VU

wobeiv” der zug transponierte Vektor ist. Ein Punkt, oder allgemeiner ein Ereighisielches beirglich dem Sy-
stemS’ ruht, hat inS’ die Koordinatendarstellung), = (¢, z},,4,,, z}). Mittels Poincaé-Transformation7.2.1)
kdnnen wir nun die Koordinaten voR bezogen auf das Systefhdes Beobachters berechnen. ddberdtigen
wir die inverse Lorentz—Transformatidrgl, die sich einfach aus der urgprglichen ergibt, indem wir lediglici
durch—# ersetzen:

L'=L_5

So erhalten wir die Koordinates, = (t,, z, yp, 2,) VON P aus
x, =L;" (x,—a). (7.2.3)

Als kleines Beispiel betrachten wir den Spezialféit & = 0 undv = (v, 0,0). Der Beobachtemesseur Zeitt
eine, befglich dem Systen$’ ruhende, konstante Strecker’ = z/, — 2. Dann folgt mit Gleichung®.2.3 und
t = t; = t5 die erwartete Bngenkontraktion
Az’

pot
Da stetsy > 1, ist die inS gemessene Streckérzer oder gleich der i’ gemessenen.

Ar =29 — 21 =

Phantombild eines Punktes

Bei der Beobachtung eines Punkfémiissen wir nun die endliche Lichtlaufzeit bieksichtigen. Wir sehen ein be-
wegtes Objekt im allgemeinen nicht dort, wo es sich zum Beobachtungszeitplogfindet. Um nun die Position
(p, Yp, zp) — den scheinbaren Ort vaR — und den Zeitpunkt, zu bestimmen, bei dem der Punkt Licht aus-
gesendet hat, welches zum Zeitpunkbeim Beobachter am Oft:,, y,, z,) eintrifft, miissen wir den Rckwarts-
oder Vergangenheitslichtkegel des Beobachters mit der Weltlinie des Punhktdmeiden (Abbd 7.7).

Der Schnitt fihrt auf die quadratische Gleichung

(to — tp)2 — (o — xp)2 — (Yo — yp)z — (20— Zp)2 =0. (7.2.4)

Die Koordinater(t,, x,, yp, 2,) hangerilber die Poinca-Transformation.2.3 mit den Koordinatett,,, z;,, v,,, 2,,)
zusammen. Da der Punktbezogen auf das Systest ruht, bleibt als einzig Unbekannte die Zgjt

“Hier und im weiteren verwenden wir fettgedruckte Buchstaleivierervektoren und Vektorpfeildif Dreiervektoren. AuRerdem setzen
wir die Lichtgeschwindigkeit = 1.
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t A
Weltlinie von P

Ort von P zur
Beobachtungszeit

Beobachter

scheinbarer

Ort von P —_—

/
.

Abbildung 7.7: Der scheinbare Ort eines bewegten Punktes P stimmt in der Regel nicht mit dem wahren Ort zur
Beobachtungszeit iiberein, sondern befindet sich im Schnittpunkt der Weltlinie von P mit dem Riickwartslichtkegel

des Beobachters.

Aus der Schnittgleichung/(2.4 erhalten wir, mit der Vereinfachur(th_tl)2 — (L;tl)2 — (L;tl)2 — (Lz‘tl)2 =1,
die quadratische Gleichungrft;:

% =2 (a; — p)t, + (a2 —2p+0) =0, (7.2.5)
mit
p=—Lg (to — Ly &) + Lot (w0 — L&) + Ly (Yo — Lyt &k) + L (20 — LM 6R),
= (to — Ly €1)* — (T — Lyi&r)® — (o — Ly &1)* — (20 — L &k)?

undéy, =z}, — ax, (k = 0,1, 2, 3). Dabei interessiert uns nur der Minimalwert; der Maximalwert efisipe dem
Schnitt mit dem Zukunftslichtkegel. Nach kurzer Rechnung erhalten wir

t;,min =ar—p p?*—o (7.2.6)
mit
p="(= o),

2

(2" —az) — v )*72%174

r - TO ’7+1 o
9 2

T Uy

[y _ay 'Yvyto)_Perzi xo:|
/ 721)2-» 2

+ [(z —az)—(zo—wvzto)—’y_i_lu. O}

undv - Z, = v, + VyYo + V52, Wie zu erwarten ist die Diskriminangg — o > 0, da der Rickwartslichtkegel
des Beobachters auf jeden Fall die zeitartige Weltlinie #asthneidet. Der scheinbare Ort vémhat folglich die

Koordinaten
tp t;; m|n Ot —p—\p—o
T _ z! —a, _ z —a
Pl=r;t e =Lt poe : (7.2.7)
Yp yp — Qy yp — Gy

! /
Zp Zp — Gy Zp —
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Der PunktP ist strukturlos, wir sehen daher auch wieder nur einen Punkt. Der Parameter die Synchronizit

der beiden Uhren vof und.S” kennzeichnet, spielt keine Rolle, da eine konstante Zeitdifferenz zwischen beiden
Systemen nichts am scheinbaren Ort vdandert. Der wahre Ort stimmt nuiiitf| ] = 0 mit dem scheinbaren Ort
tberein.

Phantombild eines Stabes

Setzen wir einen Stab aus einer Reihe einzelner Punkte zusammemremlwir anhand der Gleichung.p.?)
sein scheinbares Aussehen berechnen. Der Einfachheit halber legen wir den Stabgserduf diez’-Achse,

1 .
a:;r(Qs), mit e €10,1].

Lassen wir den Stab sich entlang seiner Ausrichtuhgs (v.,0,0)”, oder senkrecht daza;, = (0,v,,0)7
bewegen, so gelangen wir zu dem wohlbekannten Ergebnis (siehel2d), dal? sich der Stab entweder dehnt
oder streckt oder sich hyperbolisch verformt. Im einzelnen folgtamit O fur die scheinbare &ngerapp,

1+ v,
r
1—v,

Tapp =

Bewegt sich der Stab auf den Beobachtefzu< 0), so erscheint er tiefer; bewegt er sich von ihm weg> 0),
dann erscheint ertkzer. Der genaue Beobachtungszeitpunkt — sehen wir vom Moment des direkten Vorbeiflugs
ab (v, — —v,) — spielt dabei keine Rolle.

Ist die Bewegung senkrecht zur Stabausrichtungfsm&n wir seine Form parametrisch wie folgt beschreiben,

Tp =T (; — 6) , (7.2.8a)

2
1
Yp = '72vyto - 'Y'Uy\/r2 (2 - 5) + ('VvytO)Q’ (7.2.8b)

wobeiy = 1/,/1 —v2 unde € [0, 1]. Das Phantombild eines Stabés €inen ruhenden Beobachter im Koordi-
natenursprung istif verschiedene Zeitpunkte der Beobachtung in Abbildung8 dargestellit.

, , S\ W O A
/i

TN NN L
/ / S

N
<

Abbildung 7.8: Ein Stab der Linge 1 bewege sich, senkrecht zu seiner Ausdehung, entlang der y-Achse mit der
Geschwindigkeit v = 0.5¢ (oben) bzw. v = 0.9¢ (unten). Der Beobachter sitze im Koordinatenursprung und
beobachte zu den Zeitent = {—0.8,—0.5, —0.2, —0.1,0.1,0.5, 2.5, 5.0} (von links nach rechts).

Die Parametrisierung/(2.8 des Stabes stellt eine Hyperbel der Form

a2 2
w _ ‘%2 =1, Yo =Pugt,  a? =2 B = 42k (7.2.9)
a
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dar, wobei deren Mittelpunki0, yo) mit der Beobachtungszeitwandert. Im Scheitel der Hyperbebknen wir
einen Schmiegkreis anpassen, dessen Mittelpiunkt m,,) sich bei

my =0, my = — (1 — sign (t)vy) 7*[¢|

befindet und dessen Radils= b*/a = |t| ist. Im Spezialfallt = 0, wenn der Stab den Beobachter passiert,
entartet die Hyperbel zu einem Eck riffnungswinkelo = © — 2 arctan (v03).

Phantombild eines Quadrats

Vereinfachen wir wieder die Ausgangssituation auf eine relative Geschwindigkeit,., 0,0)” von S’ beziglich
S. Der Verschiebungsvekter habe die Komponentefa; = 0,a, = 0,a, = a,a, = 0). Der Beobachter befinde
sich am Koordinatenursprung véhund beobachte zum Zeitpunkt Die inverse Poincé&-Transformation lautet
dann fir einen Punkf

tp v v 0 0 t vt + yvz!
x yvw v 0 0 ! yt'v 4 ya!

= = . 7.2.10
Y 0 0 1 0 y —a v —a ( )
z 0O 0 01 0 0

Aus dem Schnitt mit dem &ckwartslichtkegel erhalten willi ¢/, aus Gleichung{.2.6

ty = to — /(2 +70t,)% + (v — ).

Diesen Wert setzen wir in7(2.10 ein und erhalten daraus die Koordinateny) von P bzgl. S, wo dieser zur
S-Zeit t,, ein Lichtsignal ausgesendet hat, welches dann zurtZdieim Beobachter eintrifft. #hren wir diese
Rechnungiir alle vier Kanten eines Quadrats

r
Yy =—=+er, == Yy =-—e¢r 0<e<],

2 2’
r

to = 5.0

wL

Beobachter

v = 0.5¢

Abbildung 7.9: Links: Ein Quadrat/Wiirfel befinde sich in Ruhe bzgl. des Systems S’, welches sich selbst bzgl.
des Systems S mit der Geschwindigkeit ¥ bewege (Lédngenkontraktion nicht beriicksichtigt). Rechts: Scheinbare
Orte und Kanten des Quadrats/Wiirfels zu verschiedenen Beobachtungszeitpunkten t, fiir einen Beobachter, der
mit einem Auge/einer Kamera dem Wiirtel folgt.
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Die Blickrichtung des Beobachters in Richtung Mittelpunkt des Quadtelts= ¢ = 2’ = 0) ergibt sich aus der
Poincaé-Transformation

tm =y ('yto — /72?2 + a2> , Ty =YV ('yto — VY22 + a2) , Ym = —a.

So folgt fur den Winkels
tan = 2 = 22 (_at, 4+ /720 1 ?). (7.2.11)
Ym @

Die Kanten des QuadratsiWfels entsprechen nun dem, was ein Beobadhtsichlich sehenviirde. Die langen-
kontraktion ist also in der Tat nicht zu sehen. Der reale Blick auf démf&/(vgl. Abb. 0 7.10 erweckt jedoch
den Anschein, als ob der tixfel gar nicht so verzerrt wie in Abbildurig 7.9, sondern lediglich verdreht ist.

Abbildung 7.10: Ein Wiirfel bewegt sich mitv = 0.5¢ an einem Beobachter vorbei. Dieser folgt mit seiner Kamera
dem Wiirfel und beobachtet zu den Zeitpunkten t, = {—1.6,—0.8,0.8,1.6,5.0} (von links nach rechts).

Bei der Bildsequenfl 7.10fallt nun auf, dal’ der \fel nicht nur aufgrund des unterschiedlichen Blickwinkels
verdreht erscheint, sondern auch dann, wenn er scheinbar am Beobachter vorbeizieht (mittlere Abbildung). Diesen
Sachverhalt &nnen wir uns nochmals vereinfacht an Abbildung.11klarmachen (siehe auch{]).

(%

v=20
lo lo

lo l
t=0 ! t=At !
L !
- [
o<y :
| O |
: ! :
! ' !
i i

v At

Abbildung 7.11: Ein Wiirfel mit Kantenlinge [y bewege sich mit der Geschwindigkeit v. Dann hat er vom Ruh-
system aus gemessen in Bewegungsrichtung die Kantenléinge | = ly/~. Licht, welches zu unterschiedlichen Zeit-
punkten ausgesandt wird, erreicht den Beobachter gleichzeitig. blau: Phantombild, interpretiertes Bild.

Gegeben sei ein Wfel der Kanterdingel,, der sich mit der Geschwindigkeit bewege. Vom Ruhsystem aus
betrachtet, ist die Kante in Bewegungsrichtung auf ly/v = lgpv/1 — v? verkiirzt. Wenn wir undiberlegen,
wann Licht von dem Wirfel loslaufen muf3, damit es den Beobachter gleichzeitig erreicht, dann stellen wir fest,
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daf3 zuéchst das hintere linke Eck zu einer Zeit= 0 Licht aussenden muf3. Nach einer Z&it = [,/ c erreicht
dieses Licht die ldhe der Vorderkante desifels, der selbstinzwischen die StreekAt zuriick gelegt hat. Startet
nun Licht von der Vorderkante desi#fels, so erreicht dieses, zusammen mit dem Licht der hinteren Kante, den
Beobachter (im Unendlichen) gleichzeitig. Da der Beobachter das Licht nur geradliiickezarfolgen kann, aber
nicht weil3, wann das Licht ausgesandt wurde, schliel3t er auf einen gedreiittsh. Wen Drehwinkek erhalten
wir schnell zu

tana = yv. (7.2.12)

Nun kommt aber ein wesentlicher Punkt ins Spiel. Da unser Gehirn fortlaufend versucht, Daten zu organisieren
und nach Objekten zu suchen, erkennt es gerade aufgrund der Textur dimkeh Wrinzipiell kann das Bild auf
unserer Netzhaut aber durch eine nahezu beliebige Anzahl von Olij@ktgyr-formen und -entfernungen hervor-
gerufen werden. Aus unserer Erfahrung schlief3t unser Gehirn jedoch auf lediglich ein Objekt. Ohne Tiedear w
wir in Abbildung O 7.10nur eine einheitliche Blche an uns vorbeiziehen sehen. Die Dominanz der Interpretation
des Netzhautbildesl3t uns anstelle der Kantéh und [0 eben die Kanten! und [ sehen Allerdings schwin-
det diese Dominanz, wenn man anstelle der Spidlitextur ein Gitternetz als Textur verwendet und eventuell
den Wurfel auch noch leicht transparent macht (siehe AbB.12). Hier spielen vor allem die Gitterlinien eine
entscheidende Rolle.

Abbildung 7.12: Ein opaker bzw. transparenter Wiirfel mit Gitternetztextur bewege sich mit v = 0.5¢ von rechts
nach links an einem Beobachter vorbei. Die horizontalen Gitterlinien auf der Vorderseite vermitteln den Eindruck,
dal3 die Vorderseite genau parallel zur Bewegungsrichtung und nicht wie beim Spielwiirfel leicht nach hinten
zeigt. Zum Vergleich der ruhende Wiirfel (ganz rechts). Die Frontfldche ist beim bewegten Wiirfel um den Faktor

V1 — 2 = /3/2 verkiirzt.

Die horizontalen Gitterliniedndern sich nicht, lediglich die vertikalen Linien verbiegen sich hin zur Bewegungs-
richtung. Die Frontfiche und die hintere, beim opakeni¥fél verdeckte, Flche scheinen trotz Bewegung plan-
parallel zu bleiben. Aus der Abbildung wird deutlich, daR die Fréntfe beim bewegten tfel tatsichlich um

den Faktory/1 — v? gegeitiber dem ruhenden Wvfel verkiirzt erscheint. Ein direkter Vergleich zeigt auch, daR
sich die Tiefe nichéndert. Beim sich schnell bewegenden transparentériemit Gittertextur sehen wir also
eindeutig eine Scherung und keine Drehung!

Phantombild eines Kreises/einer Kugel
Nun sei eine Kugel im Ruhsystefi durch die gewhnlichen sphrischen Koordinate(v’, ¢, ©’) gegeben
tp
' sin ¥’ cos ¢’
r’ sin ¢’ sin ¢’
r’ cos

Fuhren wir die Poincd-Transformation aus und schneiden anschlieRend mit deskviRrtslichtkegel des Beob-
achters, der sich im Koordinatenursprung ¥hefindet, so erhalten wir folgende scheinbare Koordinateter
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geseheneKugel

Yo — Y3/ V202 + 290t 1’ sin Y’ cos ¢’ — 2ar’ sind’ sin ¢’ + 172 + a2 + yvr’ sin ¥’ cos ¢’
Y20ty — Yo/ V2022 + 290t 1’ sind cos ¢’ — 2ar’ sind’ sin @’ + 12 + a2 + yr’ sin’ cos ¢’
r'sind siny’ —a

Sk =
r’ cos
Betrachten wir nur diey-Ebene, eine Kugel mit dem Radit/s= 1 und der Geschwindigkeit= (0.9, 0,0)7 und

verwenden den Verschiebungsvekioe (0,0, —0.8,0), sosiehtder Beobachter ir$ die Einzelbildaufnahmen
aus Abbildundd 7.13(siehe auchq()).

Beobachter

v =0.9c

Abbildung 7.13: Scheinbare Orte und Umrisse eines Kreises mit Radius r = 0.2 zu verschiedenen Beobachtungs-
zeitpunkten t,,.

Jeder einzelne Punkt dieser bohri@nfigen Objekte entspricht genau dem Ort, bezogen auf das System
an dem der zugeirige Punkt der lorentztransformierten Kugel ein Lichtsignal ausgesendet hat, welches dann
zur S-Zeit t, beim Beobachter eintrifft. Das erstaunliche hierbei ist, dal trotz der seltsamen Phantombilder, der
Beobachter stets eine Kugel — oder zumindest den Umri3 einer Kugel — sight(, 48]! In der Tat sieht er
natirlich monokular nur eine Scheibe, diese ist jedoch kreisrund. Die @bkglhingegen erscheint eben aufgrund
des bohnerifrmigen Phantomobjekts verzerrt.

Betrachten wir wieder den direkten Vergleich zwischen opaker und transparenter Kugel[{&Hhk), so
ergibt sich auch in diesem Fall, dafl3 die Dominanz der Textur gebrochen wird und der Beobachter die scheinbare
Bohnenform erkennen kann.

Abbildung 7.14: Eine opake bzw. transparente Kugel mit Gittertextur bewege sich mit v = 0.9¢ von rechts nach
links an einem Beobachter vorbei. Zum Vergleich ganz rechts die ruhende Kugel. Die unterschiedliche Beleuchtung
zwischen bewegter und ruhender Kugel riihrt von einer unterschiedlichen Beobachterposition her.
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Dabei muf3 natrlich beachtet werden, dal? bereits aufgrund der PerspektiveBditengradringe” als Ellipsen
erscheinen. Im Fall der Kugel ist es ungleich schwieriger, dagdhlishe Phantomobjekt wahrzunehmen. Aller-
dings vermittelt die Textur auch nicht, daf3 die Kugel gedreht erscheint. Dominant ist lediglich debrkneisf
Umril3, welcher sich nichiindert.

Die Tendenz, eine Drehung oder eher eine Schewatyzunehmerhangt also wesentlich von der Form wie
auch der Texturierung einesdikpers abWir miissen in der Relativdtstheorie daher nicht nur zwischen Messen
und Sehen unterscheiden, sonderrazzigh auch die Wahrnehmung lieksichtigen.

7.2.2 Binokulare Visualisierung in der SRT

Spricht man von der Wahrnehmung in der speziellen Relatstieorie, so wurde bisher stets nur die monokulare
Sicht betrachtet. Aus unserer Alltagserfahrung wissen wir jedoch, dalR uns die binokulare Sicht weitere Infor-
mationen unserer Umgebung liefert. Snken wir erst durch zwei Augen die Tiefe eines Objekts oder dessen
Entfernung richtig einsctzen. Ohne dies@éumliche Wahrnehmung fiele es uns zum Beispiel schwer, ein Objekt
zu greifen, welches sich vor uns befindet.

Wirden wir uns mit relativistischen Geschwindigkeiten bewegen, idtem wir nairlich die endliche Licht-
laufzeit beiicksichtigen, wenn wir ein Objekt verfolgen. Es stellt sich nun die Frage, ob uns higiuiidiche
Wahrnehmung wieder helfeniinde; leider ist dem nicht so.

Zunachst niissen wir den Begriff deSehengnger fassen. Bisher hie3 Sehkicht, welches gleichzeitig beim
Beobachter ankommsei es in seinem Auge oder in seiner Kamera. Nun wollen wir aber unter Sehen verstehen:
Licht, welches gleichzeitig beim Beobachter in beiden Augen ankdiigtitig hierbei ist, dal3 sich beide Augen
oder auch beide Kameras im gleichen Ruhsystem befinden. Gleichzeitig wollen wir dann die beiden Ereignisse
nennen, bei denen zwei Lichtstrahlen die Linsen beider Augen oder Kameras treffen. Aufgrund des — wenn auch
kleinen — Augenabstandes ist die Lichtlaufzeit von einem Objekt zu den beiden Augen eines Beobachters im
allgemeinen unterschiedlich. Die beiden Netzhautbilder werden sich dementsprechend unterscheiden. Wir wollen
hier der Frage nachgehen, ob aus diesen beiden Netzhauttgideisueller Eindruck entsteht.

Binokulares Phantombild eines Punktes

Betrachten wir einen schnell bewegten Punkt, der sich im Koordinatenursprung des Syst@gls oben) be-
findet, mit beiden Augen oder zwei Kameras mit einem definierten Abstandiissem wir, wie bereits eftnt,
die unterschiedliche Lichtlaufzeit higksichtigen. Da physikalisch nichts Neues auftritinken wir die Rech-
nung aus dem vorherigen Abschniit fedes Auge einzeln durdlifiren. Wir erhalten so zwei Phantombilder eines
Punktes (siehe Abldl 7.15).

scheinbare Orte v

Augenachse

¥ .
linkes Auge rechtes Auge T

Abbildung 7.15: Linkes und rechtes Auge sehen gleichzeitig t;, = tgr = t, den Koordinatenursprung von S’.
Aufgrund der Lichtlaufzeit sind die Lichtstrahlen aber zu verschiedenen Zeiten und daher an verschiedenen Orten
gestartet, woraus sich zwei verschiedene scheinbare Orte des Koordinatenursprungs ergeben.

Nun stellt sich zuachst die Frage, ob wir taishlich zwei Punkte oder lediglich einen Punkt wahrnehmen. Aus
der bisher rein geometrischen Sicht erhalten wir keine weitere Information, die es uiglieh®n wirde, den
Punkt als einen einzigen Punkt zu erkennen. In der Tddten wir eigentlich noch die unterschiedliche Doppler-
Rotverschiebung backsichtigen, da der Winkel zwischen dem Geschwindigkeitsvektor und dem Lichtstrahl zum
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jeweiligen Auge verschieden ist. Wenn aber der Puiakb&ide Augen eine unterschiedliche Farbe besitzt, werden
wir sehr wahrscheinlich zwei getrennte Punkte wahrnehmen.

Sehen wir von der unterschiedlichen Farbe einmal ab und gehen davon aus, dal3 wir lediglich einen Punkt wahr-
nehmen wirden, sodge dieser binokulare Phantompunkt im Schnittpunkt der beiden Lichtstrahlen. Betrachten wir
hierzu die Situation aus Abbildurig7.15 so folgt ur den scheinbaren Ort des Punktes, gesehen von einem Auge
am Ort(z4,ya = 0,24 = 0) zum Zeitpunkt 4, mit A = {L, R}

Top = ’YQU(to —vzp) yv\/V xp — vt,)2 + a2, (7.2.13a)
Yn = —a. (7.2.13b)

Den Schnittpunkt erhalten wir durch Schneiden der beiden Verbindungsgeraden zwischenyAuge(monoku-

laren) scheinbaren O#f; 4:
(LEL>+£<£ESLSCL):<IR>+C<ISRIR>. (7.2.14)
YL YsL — YL YrR YsR — YR

¢ = —zL (Ysr — YR) + YL (TsR — TR) + TRYsR — TsRYR
(wsL — 1) (Ysr — YR) — (xsR — @R) (YsL — YL)
¢ = —2Rr (YsL — Y1) + Yr (s — TL) + TLYsL — TsLUL
(ﬂﬁsL - CEL) (ysR - yR) - (st - l‘R) (ysL - yL)
und speziell hier miy;, = yg = 0undy,s, = ysg = —a

Daraus folgt

E=(= S (7.2.15)
v2 (zr — xL) + v (\/’y?(fovt )2+ a2 — /2 (zL — vt,) +a2)

und damit ist der binokulare scheinbare Ort des Punktes gegeben durch

vy =aL + & (oL —21) (7.2.16a)
yp = —&a. (7.2.16b)

Obwohl sich der Punkt parallel zurAchse des Beobachters bewegt, hat der den Eindruck, als ob sich der Punkt
von links vorne nach rechts hinten bewegsdirde (siehe AbbJ 7.16).

v =0.9¢c

tatsiichliche Bahn L

to =—1.6...2.0

Abbildung 7.16: Scheinbarer Ort eines Punktes, der sich mit der Geschwindigkeit v parallel zur x-Achse
(tatsiachliche Bahn) des Beobachters bewegt. Abhingig von der Geschwindigkeit scheint die Bahn des Punktes
von der tatsdchlichen deutlich abzuweichen. Die Koordinaten der Augen sind: x;, = —0.03 und xg = 0.03.

Bilden wir die Grenzwerte vop, firt, — +o0, S0 gelangen wir zu

Ymin =, lim yp, =—a(l—v) und  Ymax= . lir_ri_l Y =—a(l+v). (7.2.17)
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Diese Grenzwerte sind jedoch rein theoretisch, da wir nur im Panumschen Fusionsgebiét {Abbechts) die
Netzhautbilder zu einem Objekt verschmelzémken.

Einen anderen interessanten Grenzfall erhalten wir, wenn wir den Augenabstand immer weiter veringern. So
gilt fur den Parameteraus Gleichungd.2.15 und den scheinbaren Ort 4 aus Gleichungq.2.133

/2022 1 g2
lim €= V% 7
o 2 ( Y2042 + a? — 'yv2to>

lim 2,4 = Y2ut, — yu/7202t2 4 a2,
zR—

=0

woraus sich dann auch der scheinbare @yt y,) des Punktes ergibt. In Abbildurig 7.16ist dieser Grenzfall
schon sehr gut eiiflt.®

Bisher haben wir vorausgesetzt, dal sich ein Punkt innerhalb der Augenebene bewegt. AuRerhalb dieser Ebene
sind die Lichtstrahlen eines bewegten Punktes im allgemeinen windschief zueinander und haben deshalb keinen
gemeinsamen Schnittpunkt. Im Prinzip sollten wir dann stets zwei getrennte Punkte sehen, jedoch sehen wir in
einem gewissen Bereich dennoch nur einen Punkt.

Binokulares Phantombild eines Quadrats

Betrachten wir nun ein (transparentes) Quadrat, welches sich mit der Geschwindiglkeidllel zurxz-Achse

des Beobachters bewegt. Geben wir dem Quadrat eine gewisse Textanremlwir jeden einzelnen Punkt des
Quadrats alginenPunkt erkennen. Verfolgen wir nun alle Punkte eines Quadrats, wie im vorherigen Abschnitt
beschrieben, ziick, so erhalten wir die binokularen Phantombilder aus den Abbil@ung 7und 7.18 Die rot
beziehungsweise blau gepunktete Linie gibt den jeweiligen Phantomort des Quadratmittelpunktes an. Die schwarz
gestrichelte Linie ist seine tatshliche Bahn.

tatsdchliche Bahn - - - - - - - - - - - -~ <> 777777777777777777777

wahre Grofie

Abbildung 7.17: Binokulare Phantombilder eines Quadrats mit Kantenlinge | = 0.2, welches sich mit der Ge-
schwindigkeitv = 0.5c parallel zur x-Achse (tatsdchliche Bahn) des Beobachters bewegt. Die Koordinaten der Au-
gen sind: x;, = —0.03 und xp = 0.03. Beobachtungszeitpunkte t, = {—2.4,—1.6,—0.8,0.0,0.8,1.6,2.4, 3.2}.
O Film

Im Gegensatz zur monokularen Sicht sehen wir das Quadrat zur Beobachigeezéit8 nun tatéichlich gedreht
und nicht nur geschert. Allerdings sind nun die Kanten nicht mehr einfach nur Geraden sondern leighingekr
dies fllt jedoch nicht wirklich auf.
In Abbildung 0 7.18ist das Zustandekommen eines binokularen Phantombilotemvfei Falle skizziert. Das
grine Phantomquadrat sieht das linke Auge, das magentane Phantomquadrat wird vom rechten Auge gesehen. Hier

5Da wir in geometrischen Einheitgie = 1) rechnen, viirde der Abstand\z = z — 7, = 0.06 aus Abbildungd 7.16einem wahren
Abstand von etwd .8 - 10 km entsprechen. i den tatachlichen Augenabstand von et@warm wirden wir aber die gleiche Kurve sehen.
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wird deutlich, dal’ aufgrund der verschiedenen Augpositionen, das Licht des Quadrats zu unterschiedlichen Zeiten
starten muf3. Bewegt sich das Quadrat auf uns zu, so muf? dasiliicimser rechtes Auge riatich friiher starten.
Umgekehrt muR Lichtifr das linke Auge fiiher starten, wenn sich das Quadrat wieder von uns weg bewegt. Der
Schnittpunkt zweier Strahlen ergibt den binokularen Phantompunk@@®eLichtgeschwindigkeit sehen wir zur

Zeitt, = 0.8 im wesentlichen die linke Seite des Quadrats (siehe Abh18).

tatsiichliche Bahn — - <> > - - = = - - — — - é R

wahre Grofie

v=0.9c -

P 0i2 + + + + + + o

Abbildung 7.18: Binokulare Phantombilder eines Quadrats mit Kantenlidnge | = 0.2, welches sich mit der Ge-
schwindigkeit v = 0.9c parallel zur x-Achse (tatsdchliche Bahn) des Beobachters bewegt. Die Koordinaten der
Augen sind: x;, = —0.03 und xr = 0.03.

Beobachtungszeitpunkte t, = {—0.7,—0.4,—0.1,0.2,0.5,0.8,1.1,1.4,1.7,2.0}. O Film

Die Wahrnehmung des Quadrats, beziehungsweise defel&/im dreidimensionalen, ist aber dennoch nicht so
eindeutig, wie es die eben gezeigten Abbildungen vermuten lassen. Die scheinbare Kurve ist ohne Referenz nur
schwer zu erkennen. Die Drehung ist unter Uimsten wahrnehmbar, jedoch ist die Dominanz der geraden Linien

der Textur so stark, dal3 eine Scherung leichter wahrnehmbar ist. Im Gegensatz zum monokularen Fall sollten
wir aber keine Scherung mehr sondern eineiiiche Drehung wahrnehmen. Einfacher wird es, wenn wir statt
eines opaken einen transparenteiirf¥l betrachten. Da Einzelbilder hier nur wenig Einsicht bringen, sei auf die
Bildsequenzen im Anhang-.1 verwiesen.

Binokulares Phantombild eines Kreises/einer Kugel

Die gleiche Betrachtungdnnen wir nafrlich auch fir einen Kreis/eine Kugel durchifiren. Wirden wir den Kreis

vom ruhenden System aus messen, &eher die Form einer Ellipse mit der kurzen Seite in Bewegungsrichtung.
Mit einer Textur Kbnnen wir die einzelnen Punkte der Kugel identifizieren und erhalten so wieder aimatiachen
Eindruck, der jedoch deutlich von der Kugelform, wie wir sie monokular erwartérden, abweicht. In den
Abbildungen] 7.19und 0 7.20sind, analog zum Quadrat, die binokularen Phantombilder eines Kreises bei den
Geschwindigkeitem = 0.5¢ bzw.v = 0.9¢ dargestellt. Obwohl die Phantombilder stark verzerrt sind, sehen wir im
wesentlichen doch wieder eine Kugel. Wie schon beim Quadrat verweisen wir hier wieder auf die Bildsequenzen
im AnhanggF. L

Bewegung orthogonal zur Augengeraden

Anstelle der Bewegung parallel zur Augenachse (AbB.15 wollen wir hier die orthogonale Bewegung von der
Achse weg und zur Achse hin betrachten. Das Verfahren ist wieder dasselbe; die beiden Phantombilder der beiden
Augen werden Punktif Punkt mit den Augpunkten verbunden, wobei der Schnittpunkt wieder den binokularen
Phantompunkt ergibt. Bewegt sich einivfel senkrecht auf uns zu, so scheint eraelmst rechtsseitig nach hinten
geschert (siehe Abll 7.21, links), bis er schlief3lich total verzerrt erscheint. Bewegt er sich jedoch von uns weg,

so scheint er ebenfalls rechtsseitig geschert, aber niztigh in Bewegungsrichtung gestaucht.
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tatsachliche Bahn - - - - - - - - - - - - - CD» ————————————————————

Q Q wahre Grofie
02T
v=0.5c

0‘.2 f f f f f f >

Abbildung 7.19: Binokulare Phantombilder eines Kreises mit Radius r = 0.15, welcher sich mit der Geschwin-
digkeit v = 0.5c¢ parallel zur x-Achse (tatsdchliche Bahn) des Beobachters bewegt. Die Koordinaten der Augen
sind: x;, = —0.03 und x p = 0.03. Beobachtungszeitpunkte t, = {—2.4,—1.6,—0.8,0.0,0.8,1.6,2.4, 3.2}.

tatsichliche Bahn - — — = — - = — = — — - — (} ,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,

® Q wahre Grofie
g 0.2 T

0‘.2 f f f f f f o

v=09c S

Abbildung 7.20: Binokulare Phantombilder eines Kreises mit Radius r = 0.15, welcher sich mit der Geschwindig-
keit v = 0.9c parallel zur x-Achse (tatsdchliche Bahn) des Beobachters bewegt. Die Koordinaten der Augen sind:
21, = —0.03 und xp = 0.03. Beobachtungszeitpunkte t, = {—0.7,—0.4,—0.1,0.2,0.5,0.8,1.1,1.4,1.7,2.0}.

Probleme bei der Stereoskopie in der SRT

Ein Objekt, welches sich mit nahezu Lichtgeschwindigkeit an uns vorbei bewégtewwir wohliiberhaupt nicht
wahrnehmen, da das zeitliche Aaglingsverragen unserer Augen viel zu schlechtist. Unter Uinden &hen wir
hochstens einen verschmierten Streifen, aber kein einzelnes Objekt.

Angenommen, wir &tten zwei ideale Kameras mit ausreichend kurzen Verschluf3zeiten und hinreichender
Empfindlichkeit, so virden dennoch zwei wesentliche Probleme auftauchen. Zum eimerek die Bilder ifir
die beiden Augen bei sehr hoher Geschwindigkeit aufgrund der unterschiedlichen Lichtlaufzeit sehr verschieden
grof3 ausfallen. Dann kann unser Sehapparat die beiden Bilder nicht mehr zu einem Bild verschmelzen. In der
Augenmedizin spricht man auch von Aniseikdhidas andere Problem ergibt sich durch Helligkeits- und Farbun-
terschiede aufgrund des Searchlight- und Doppler-Effektes, auf die wir hier gar nicht eingegangen sind. Ist ein Bild

6Siehe z.B.
http://www.sov.ch/german/Dokumentation/Grundlagen_Augenoptik/3-0-3_Fehlsichtigkeit_Teil2.htm
Stand: Dezember 2002
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0.2+ 02+

0.2 X 0.2 X

Abbildung 7.21: Binokulare Phantombilder eines Quadrats mit Kantenlinge r = 0.2, welches sich mit der
Geschwindigkeit v = 0.5c orthogonal zur Augenachse des Beobachters bewegt. Die Koordinaten der Augen
sind: 7, = —0.03 und xg = 0.03. Links: Beobachtungszeitpunkte fiir die Bewegung auf den Beobachter zu
t, = {—2.0,—1.3,—0.3} (von oben nach unten). Rechts: Beobachtungszeitpunkte fiir die Bewegung vom Beob-
achter weg t, = {1.0,2.3,4.0,6.0} (von unten nach oben).

sehr viel heller als das andere, wird letzteres eventuell kaum wahrgenommen. Aufgrund dieser retinal@h Rivalit
verschwindet gegebenenfalls daumliche Eindruck. Der unterschiedliche Farbeindruatténwahrscheinlich nur
zur Folge, daR3 eine Mischfarbe gesehdmde.

7.3 Stereoskopie in der Allgemeinen Relativdtstheorie

Analog zur Stereoskopie in der Speziellen Relaiigtheorie wollen wir uns zéchst die monokulare Sichtwei-
se nochmals vor Augerithren. Hierfir betrachten wir jedoch nur den Spezialfall einergdth-symmetrischen
Raumzeit — vertreten durch die Morris-Thorne-Metrik —, da wir die Stereopsis die Schnittmethode der Licht-
strahlen aus Abschnigf7.2.2verwenden wollen. Eine sphisch-symmetrische Raumzeit verschafft uns den Vor-
teil, daR zwei Gedaten zumindest in dekquatorebene zum Schnitiitiren knnen. AuRerdem kennen wir die
analytische Bsung der Geditengleichung unddanen so die Nullgedden zwischen Objekt und Beobachter
verhaltnismaRig einfach bestimmen.

7.3.1 Monokulare Visualisierung in der ART

Als Beispiel fir die monokulare Visualisierung in der ART betrachten wir einen Kreis oder eine Kugel in der
Morris-Thorne-Raumzeit. Dabei wollen wir allgemein unter einer Kugel ein Objekt verstehen, bei dem alle Punkte
seiner Oberfiche beiiglich pseudo-kartesischer Koordinaten (siehe ABs9) den gleichen Abstand besitzén.
Ein Beobachter am Ort; empfangt nun Licht von einer Kugel am Ofty, v ); die beiden begrenzenden Licht-
strahlen treffen bei ihm unter den Winketp undr, ein (siehe Abb 7.22).

Da der Beobachter den géknmten Strahlen nicht folgen kann, sieht er die Kugel in deraverérung der
Richtung, aus der er die Lichtstrahlen edpgt. Eine Entfernung kann er jedoch nicht ausmachen; in Abbildung

"Wir verwenden diese Definition einer Kugel, da die finsere Zwecke zu einer Vereinfachung der Rechniihg.fEine bessere Definition
ware sicherlich, wenn anstelle des Koordinatenabstandes der Eigenradialabstand venirefelet w
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0 7.22 haben wir die raumartigednge der Gediten dazu verwendet, jedem Punkt der Kugel eine fiktive Ent-
fernung zuzuordnen. Das daraus entstehende Gebilde wollen wir ebenso als Phantomobjekt oder Phantombild
einer Kugel bezeichnen. Da der Beobachter nur mit einem Auge sieht, kann er jedoch ohne Textur nur eine flache
Scheibe wahrnehméhn.

priméres Bild

Q..

O_—

sekundares Bild

—

Abbildung 7.22: Gegeben sei ein Wurmloch mit Halsradius by = 2 und ein Kreis/eine Kugel (blauer Kreis) mit
Radius r, = 1 am Ort (xy, = —8,yx = 3) bezogen auf pseudo-kartesische Koordinaten. Der Beobachter am Ort
r; = 13.15 (I; = 13) sieht den Kreis/die Kugel jedoch verzerrt an einer anderen Stelle (griin). Da Licht auf beiden
Seiten des Wurmlochs herumlaufen kann, sieht der Beobachter sogar zwei Bilder ein und derselben Kugel.

Neben dem priraren Bild sieht der Beobachter jedoch noch ein weiteres, s@kaadild der Kugel, welches
dadurch zustande kommt, daf3 Licht das Wurmloch auf der anderen Seite passiert. Beim Beobachter kommen diese
Lichtstrahlen in einem kleineren Winkelbereich an, weshalb die Kugel deutlich gestauchter aussieht. Verwenden
wir wieder die raumartige &nge der Gediten, so ist die fiktive Entfernung des Sekartzldes gbler als die
des Prinarbildes. Aus dem Kapitd)6 wissen wir, dal3 es prinzipiell unendlich viele Bilder der Kugel gibt, bei
denen die Lichtstrahlen entsprecheiédfig um das Wurmloch laufen ehe sie beim Beobachter ankommen. Da die
Offnungswinkel der bheren Bilder rapide kleiner werden, wollen wir sie hier nicht weiter betrachten.

Da wir, wie bereits en&hnt, bei der monokularen Sicht keine Entfernung eines Objekts erhattene wir
nur durch monokulare Informationen (siehe Ap&.1), wie etwa der Verdeckung, auf die Tiefe oder die Entfernung
schlieBen. Aus Abbildungl 6.14kdnnen wir daher nur schliel3en, daf sich das Wurmloch zwischen Beobachter
und dem,Universe 1 North* Schild befindet. Allerdings haben wir nicht den Eindruck, daf3 es sich innerhalb der
Gitterstruktur befindet.

7.3.2 Binokulare Visualisierung in der ART

Die binokulare Sicht eines Objekts in der Allgemeinen Relattsiheorie leiten wir analog der Betrachtung aus
Abschnitt§7.2.2 her. Dabei spielt nun nicht die Bewegung des Objekts, sondern diéirgeken Lichtbahnen

die entscheidende Rolle, weshalb wir einen ungewohnten Blick auf das Objekt haben. Als Beispiel betrachten
wir wieder zurachst einen einzelnen Punkt und anschliel3end eine Kugel bzw. einen Kreis in der Morris-Thorne-
Raumzeit.

8vergleiche dazu die Kugeln der Gitterstruktur in Alib6.14
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Binokulares Phantombild eines Punktes

Zunachst veranschaulichen wir uns die Situation an einem einzelnen Punkt (sielié¢ ABB). Linkes und rechtes
Auge des Beobachters befinden sich an den Qutenyr,) bzw. (rg, ¢r); ihre Blickrichtungen (rote Pfeile in
Abb. 07.23 sind parallel zur:-Achse ausgerichtét.

Tscheinbarer Ort

tatsdachlicher Ort

Abbildung 7.23: Gegeben sei ein Wurmloch mit Halsradius by = 2 und ein Punkt am Ort (ry = 4, ¢y = 120°)
bezogen auf pseudo-kartesische Koordinaten. Der Beobachter — linkes Auge am Ort L(r;, = 13.15, o5, = —2.0°),
rechtes Auge am Ort R(rg = 13.15, o = 2.0°) — sieht den Punkt mit beiden Augen an einer anderen Stelle.

Um die Startwinkelr;, und 7z zu bestimmen, betrachten wiirfjedes Auge ein um den Winkel;, bzw. ¢
verdrehtes Koordinatensystem. Der gatsliche Ort des Punktes befindet sich dann amQrt- ¢, . So dann

konnen wir, wie in Abschnit§6.4.3beschrieben, den Startwinkel r bestimmen, der den Augpunkt mit dem ei-
gentlichen Punkt verbindet. Verfolgen wir die Lichtstrahlen von den Augen aus geradlinig in pseudo-kartesischen
Koordinaten zuick, so gelangen wir durch Schnitt beider Geraden zum scheinbaren Ort des Punktes. Der Schnitt-
punkt in pseudo-kartesischen Koordinaten ist jedoch nur ein Anhaltspunklig¢ Entfernung zum Beobachter;
entscheidend sind die lokalen Richtungen, aus denen die beiden Strahlen einfallen, in Relation zur Blickrichtung
der beiden Augen.

Binokulares Phantombild eines Quadrats

Wie bereits in Kapitek6 angedeutet, verstehen wir die Topologie eines Morris-Thorne-Wurmloches besser, wenn
wir einen aumlichen Eindruck erhalteroknten. Betrachten wir konkret die Situation aus Absclgith.2, in der

ein MT-Wurmloch zwei kubische &ime miteinander verbindet, so erhalten viiir die Sicht eines Beobachters

am Ortl; = 20 die Abbildung 7.24 Die Rickseite des Raums scheint nach vorn gebogen zu sein; der untere
Raum erscheint konvex. Zur Orientierung ist der Hals des Wurmlochs gepunktet dargestellt. Hier wird die eben
besprochene Problematik mit den pseudo-kartesischen Koordinaten nochmals deutlich. Der Raum innerhalb des
Kreises exisitiert gar nicht, dennoch zeichnen wir dort die gesehene Wand des unteren Raumes ein.

Binokulares Phantombild eines Kreises

Greifen wir die Situation aus Abschnfi6.5.4wieder auf, in der ein Ball das Wurmloch umkreist, so erhalten wir
fur einen Beobachter am Qldps = 13, ¢, r = £2° die Abbildung 7.25 Der Ball erscheint nie hinter dem

9Eine unterschiedliche Blickrichtung der beiden Augenlert nichts am scheinbaren Ort des Punktes, erzwingt aber unteindiasteinen
unentspannten Blick.
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Beobachter

Wand des Raumes

Abbildung 7.24: Stereophantombild eines Quadrats mit Kantenldnge Ar = 50, das ein Wurmloch mit Halsradius
bo = 2 (gepunkteter Kreis) umgibt. Der Beobachter befindet sich am Ort [, = 20, @1, rp = £2° und beobachtet
mit einer Stereokamera mit Sichtfeld o = 70°. Das schwarze Quadrat kennzeichnet die Wand im oberen/unteren
Raum. Binokular sieht der Beobachter jedoch in rot den oberen und in griin den unteren Raum. O Film

Wurmloch sondern stets etwa auf der Halbseite, wo sich auch der Beobachter befindet. Anders als der Kreis aus
Abbildung O 7.25(links) verzerrt sich der Ball zu einem Ring, wenn er sich direkt hinter dem Wurmloch befindet.
Ein Stereoeindruck ist dann aber nicht mehr auszumachen.
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Abbildung 7.25: Stereophantombilder eines Kreises mit Radius rk.;s = 0.5, der ein Wurmloch mit Halsradius
by = 2 quasistatisch auf der Bahn | = 4 (links), bzw | = —2 (rechts) umkreist. Der Beobachter befindet sich am
Ort lops = 13,1, r = £2° auf der gleichen (links) bzw. gegeniiberliegenden (rechts) Seite des Wurmlochs wie
der Kreis. Die Winkelangaben beziehen sich auf den Azimuth ¢ der jeweiligen Position des Kreises. Mit beiden
Augen sehen wir den Kreis nie hinter dem Wurmloch.



Anhang A

Verschiedenes

A.1 Notation

Die gangigsten Symbole dieser Arbeit sind in Tabélla.1 zusammengefal3t.

M Mannigfaltigkeit

X? kovarianter Vektor in abstrakter Indexnotation

Oy Basis-Vektor entlang der Koordinatenachge

X beliebiges Vektorfeld

e, natirliche lokale Tetrade

0 natirliche duale lokale Tetrade

&, lokales Bezugssystem (in Ahgigkeit der natrlichen lokalen Tetrade)
g Metrik

Juv Metrik-Komponenten

(m)gm/ Metrik-Komponenten eines.-dimensionalen Unterraums

s Christoffel-Symbole

R+ Riemann-Tensor

R, Ricci-Tensor

Ky aullere Kilmmung einer zweidimensionalen Hypadhe

Vx kovariante Ableitung entlang des Vektorfeld€s

£x Lie-Ableitung entlang des Vektorfeldéé

F,X® Fermi-Walker-Ableitung eines Vekto entlang des Vektorfeldas

Ny Menge der natrlichen Zahlen inklusive der Null
R Menge der reellen Zahlen
(a,b)  offenesIntervall{z € R : a < z < b}
a,b)  halboffenes Intervall{z € R : a < z < b}
b). halboffenesInterval{z e R : a <z <b mit z=a+n-c,n €Ny}

Tabelle A.1: Notation

Ganzer und gebrochener Teil einer Dezimalzahl werden in dieser Arbeit entgegen dem deutschen Standard durch

einen Punkt getrennt.

163
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A.2 Symbole

In dieser Arbeit verwenden wir zur besseren Orientierung einige spezielle Symbole und Kennzeichnungen. So sind
Gleichungsnummern stets in runden Klammern angegeben. Andere Verweise erhalten ein spezielles Symbol wie
in Tabelle[JA.2 beschrieben.

a Verweis auf eine Abbildung
O Verweis auf eine Tabelle
§ Verweis auf einen Abschnitt oder ein Kapitel

O Film Hier gibt es einen z@zlichen Film, der im jeweiligen Anhangiher erhutert wird
OMaple () Verweis auf ein Maple-Sheet

Tabelle A.2: Symbole zur besseren Orientierung

A.3 Naturkonstanten und sonstige Gbl3en

A.3.1 Naturkonstanten

Die Naturkonstanten, welche wir in dieser Arbeit verwenden, sind allesamt der DatenbgiNatiesal Institute

of Standards and Technology* (NISTéntnommen. Die Zahlen in Klammern geben die jeweilige Ungenauigkeit

an. Lediglich die Lichtgeschwindigkeit ist per Definition exakt.
Gravitationskonstante G 6.6742(10) - 10~ k’g’”f;

Lichtgeschwindigkeit im Vakuum ¢ 299792458 ==

Plancksches Wirkungsquantum h  6.6260693(11) - 10734 Js

Boltzmann-Konstante kp  1.3806505(24) - 10723 J/K

Tabelle A.3: Naturkonstanten

Aus der Gravitationskonstanten, der Vakuum-Lichtgeschwindigkeit sowie dem Planckschen Wirkungsquantum
setzte Max Planck die vier nach ihm benanntedf®&n zusammen:dngeLpr = /Gh/c3 ~ 1.62 x 10~33¢m,

ZeitTp = Lp/c = +/gh/c® ~ 0.54 x 10~43s, MasseMp = h/(cLp) = \/he/G ~ 2.218 x 10~5g und Energie

Ep = /he5 /G =~ 1.22 x 1019GeV .

A.3.2 Astronomische GiRen

Die astronomischen @Ren sind depFact Sheets* dedNational Space Science Data Center (NSSDEghler-
angaben werden keine gemacht.

Mit den Werten aus Tabell8A.4 erhalten wir fir den Schwarzschildradius der Sonne (vgl. Absclgbitt )
rs = 2GMa /c* = 2.95423 - 10° m.

Die Hauptkimmungens; und k2 aus AbschnitgD.1.10haben in der Entfernungs der Erdbahn zur Sonne die
Werte

k1~ —4.68 10716 m! und ke A~ 9.36-10" 16 m~ L.

Linternet:http://physics.nist.gov/cuu/index.html (Stand: 2002)
2|nternet: hitp://nssdc.gsfc.nasa.gov/planetary/factsheet (Stand: 28.04.2005) entnommen. Die astronomische Ein-
heit ist der Seiténttp://neo.jpl.nasa.gov/glossary/au.html entnommen.
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Masse der Sonne Mg 1.9891-10% kg
Radius der Sonne Re  6.96-10% m
Masse der Erde Mg 5.9736-10* kg
mittlerer Radius der Erde Ry  6.371-10°m
siderische Umlaufperiode Tsiqa  356.256 d

mittlere Distants Erde-Sonne (1AU) 75 1.49597870691 - 10'! m

Tabelle A.4: Daten des Sonnensystems

A.3.3 Abgeleitete GKRen

Aus den Naturkonstanten (TabA.3) und den astronomischen @3en (TabA.4) kdnnen wir einige weitere
Grolien ableiten:

Lichtsekunde s 2.99792458 - 10% m
Lichtjahr lj  9.46088 - 10 m
Parallaxensekunde (Parsecpc 3.26156 [j

Tabelle A.5: Aus den Naturkonstanten und den astronomischen Gréfen abgeleitete Einheiten.

A.3.4 Grolen des galaktischen Zentrums

Masse von SgrA* §4] My 3.6-10° Mg
Spinparameter (Kerrj3[] a  0.52
Distanz Erde — galaktisches Zentruav] r,  7.94 +£0.42 kpc

Tabelle A.6: GroBien des galaktischen Zentrums

Betrachtet man das galaktische Zentrum (SgrA*) als ein statisches Schwarzes Loch, so kann man ihm einen
Schwarzschildradius von, ~ 1.064 - 10'° m ~ 0.07 AU = 35.48 s zuordnen.

A.3.5 Einheiten

Viele Gleichungen in der Relatiétstheorie vereinfachen sich, wenn nggometrische Einheitererwendet, also
sowohl die Gravitationskonstantéals auch die Lichtgeschwindigkeitauf Eins setzt:

G=c=1.

Die Einheiten der verschiedenendBen reduzieren sich dabei auf eirinige; so gilt

G

1.0 = —~ 7.42605 - 1072 kﬁ (A.3.1)
c g
G

L0 =~ ~ 826250 - 10~ % (A.3.2)

MTW [65] setzen noch z@zlich die Boltzmann-Konstantes auf Eins, was wir hier aber nicht tun wollen, da
wir sie nur dort brauchen, wo wir physikalische Werte angebéghten. Im hiesigen Falldonen wir folglich
Kilogramm und Joule in Metern auddiken. Die Einheit Meter bleibt sich gleich.
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Am Beispiel der Schwarzschild-Metrik wollen wir uns den Sachverhalt nochmals veranschaulichen. In geome-
trischen Einheiten lautet der Schwarzschild-Radius= 21/, wobei die Massé// nun die Einheit einer &nge
besitzt. IstM = 1 m (in Worten: ein Meter), so&nnen wir mit der Beziehung?(3.1) die MasseM in kg oder in
Vielfachen der Sonnenmassaé., umrechnen:

2
M:1m:1.0-1m:%-mm1.347-1027kgzo.677-10*3M®.

In der Regel lassen wir die Einheit bei der Madgeveg. So entspricht also der Maske = 1 eine physikalische
Masse von nicht ganz einem Promille der Sonnenmasse Umgekehrt Bnnen wir physikalische Einheiten auch
in geometrische umwandeln, so erhalten wir zum Beispietife Masse der Sonne:

G
M@:I.O-M@EC—Q-MQz1.477-103m.

In geometrischen Einheiten gesprochen hat die Sonne eine Masse voh£&twan.
Anstelle der EinheitMeter* konnen wir auch die Lichtsekunde (siehe Tak.5) als Basiseinheit verwenden.
Eine Strecke vor\s = 299792458 m entspricht dann nétlich einer Lichtsekunde.i¥ die Masse der Sonne gilt

G
Mg =1.0- Mg = = - M ~ 4.927-10° Is.
C

Das galaktische Zentrum mit seinen rund drei Millionen Sonnenmassen hat dann eine Masse vidh7étiva
und damit einen Schwarzschild-Radius vanx 35.48 [s.

A.4 Planck-Spektrum

Betrachten wir einen idealefSchwarzen Krper, so kbnnen wir sein thermisches Spektrum durch ein Planck-
Spektrum bei entsprechender Temperatur beschreiben (vgl. KarttutgnOie spektrale Intensit 7, bezogen
auf die Frequengz bei der Temperatur lautet

2h1? 1

I, = 2 hw/(ksT) _ 1’

(A4.1)

wobeih das Plancksche Wirkungsquantundje Lichtgeschwindigkeit unélz die Boltzmann-Konstante ist (siehe
Tab.OA.3). Beziehen wir die spektrale Intergitauf die Wellerdnge, so gilt mitl, dv = —I,dA undc = Av

2hc? 1

I= N5 ehe/(NkpT) _ 1

(A.4.2)

Das Maximum der Intengit I\« bei einer vorgegebenen Temperaluliegt bei der Wellerdngemax, die sich
aus demWienschen Verschiebungsgesetz

Amax-T=b  mit b= ~2.8978 - 10 °K A.4.3
und der Lambert-W-FunktiohV ergibt.
Die Gesamtstrahlungsinterisif’ ergibt sich nun aus dem Integiisher das gesamte Spektriim

7 . 19 ki
I:/I,,dl/:aT4 mit o= ~1805.10°8

15 ¢2 bt m2- K2’ (A-4.4)

0
wobeio = ma die Stefan-Boltzmann-Konstante ist.
Im Fall A\ <« A\nax Sprechen wir vom Wienschen Teil, wohingegen der Bergich \nax Rayleigh-Jeans-Teil
heif3t. Die spektralen Intengien fir diese beiden Grenzbereiche lauten

2
Iy = —QQLC e~he/OksT) ynd TR = Li’fT. (A.4.5)

oo n
3Das nach Substitution = hv/(kgT) auftretende Integra) —Z 7dz = n!{(n + 1) kann durch die Riemannsche Zeta-Funktion
0

eT _

ausgedickt werden.
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A.5 Vom Spektrum zum RGB-Wert

In dieser Arbeit besciftigen wir uns im wesentlichen mit der rein geometrischen Visualisierung in der Relati-
vitatstheorie. Den einzelnen Objekten ordnen wir einfach beliebige Farbwerte (rgh-Werte) zu und aesigehl
ein detailliertes Farbspektrum. Jedodinken wir jedem Objekt auch ein realistisches Spektrum zuordnen und
dies durch die berechnete Rotverschiebungstati@lfles Bildpixel in das gesehene Spektrum transformiéren.
Nun besteht aber die Schwierigkeit, dieses Spektrum auf Papier oder am Bildschirm einigermaf3en so darzustellen,
wie es das menschliche Auge wahrnehmémde. Wir wollen hier gar nicht auf die Kolorimetrie (Farbmessung)
naher eingehen, sondern verweisen aufidiersichtlichen Darstellungen ifi4, 109, 114.

Fur die Umrechnung eines Spektrums in rgh-Werte verwenden wir das Progyspecrend.c* von John Wal-
ker®. Dabei wird ein Spektruni(\) zurachst mit den Spektralwertkurveri)), 7(A) undz()\) (siehe AbbJA.1,
links) gefaltet.

025 F

ot L
350 400 450 500 550 600 650 700

Abbildung A.1: Links: Spektralwertkurven (), 5(A) und Z(\) fiir die Primérfarben X,Y und Z von CIE 1931
[116]. Die Farben dienen hier nur zur Kennzeichnung der Kurven und haben keine weitere Bedeutung. Rechts:
CIE-Farbdiagramm.

Aus der Faltung des Spektrums mit den Spektralwertkurven erhalten wir die (virtuellergrfarioen
X = k/[(/\)js(/\)d/\, Y = k/[()\)gj()\)dA und 7= k/[()\)z()\)d)\ (A.5.6)

aus denen wir die Farbwerte

X Y A

_ _ _ __Z A5.7
=xiviz Y Xxiviz " f=x7viz (A.5.7)

bestimmen; die Konstantie kiirzt sich dabei heraus. Dig-Komponente stehtiif die Intensiat des Lichts und
die Farbwerter und y geben die Farbe im CIE-Farbraum (ABBA.1, rechts) an. Im Anschlufd daranissen
wir nun in Abhangigkeit des darstellenden @& (z.B. Bildschirm oder Beamer) die Farbwerte in rgb-Werte
umrechnen. Dabei tritt die Schwierigkeit auf, daf3 nicht alle Farben korrekt dargestellt wémgenk Zudem ist
die darstellbare Intensit stark eingescBnkt. Wir skalieren die resultierenden rgb-Werte daher so, dal? dtegr
Wert stets Eins ist.

4Fir ein einzelnes Objekt wie in Abschni{b.6 beschrieben émnen wir die Transformation nachtylich durchiihren. Bei mehreren Ob-
jekten nuBte noch eingSpektrumtextur”, die jedem &thenelement ein Spektrum zuweist@aoViS implementiert werden.
5Colour Rendering of Spectratp://www.fourmilab.ch (Stand: 09. Marz 2003).
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A.6 Geodaten in konform transformierten Raumzeiten

Wir wollen der Frage nachgehen, ob eine Gatedbei einer konformen Transformation wieder in eine Géad
Ubergeht. Hierzu betrachten wir eine Metgikind die dazu konform transformierte Metgk= Q2 (x)g. Dann gilt
fur die Metrik-Koeffizienten

Gop = VP (X)gap und 37 = Q7% (x)g*". (A.6.1)

Fur die transformierten Christoffel—Symdeéa‘ﬁ folgt

. 1 o0 o0 o0
H_TH - 4 _ R
Faﬁ - Faﬁ + Q {65 928 + i Oz g(xﬁg#p axp} (A62)
und die Geodtengleichung4.4.4) lautet damit
d?z# p dx® dx? 1 o dz® dz* p o9
o - — ggtr — A.6.
e a0 { oz dx dx Y c')xp}’ (163

wobei wir schon die Anfangsbedingupgsi®i° = x beriicksichtigt haben. Wie wir an Gleichung.6.3) sehen,
bleibt eine Geodte bei konformer Skalierung im allgemeinen keine Gaednehr. Lediglich Nullgediten bleiben
Nullgeodaten, wobei dann kein affiner Parameter mehr ist (siehe adch) |

Eine Geodte in der RaumzeitM, g) erfullt in affiner Parametrisierung die Geatgngleichung4.4.4

A2zt dx? dx®
+ w7
d\2 P dXN dA

—0. (A.6.4)

Dann folgt, zusammen mit der Skalieruig= Y(\), 9\ T(\) = Q2(x())) des affinen Parameteksund den sich
daraus ergebenden Ableitungsoperatoren

d 1 d d? 1 2 00 dx® d d?
a_1a g L) cFdrd & A.6.5
Lo 2a N o 94{ 0 oz° dx d/\er)\Q}’ (A.6.5)
die Beziehung
2 . @ B 2
d°x p dr® dx _ R 89. (A.6.6)

R T W Ve R F

mit x wie in Gleichung 2.4.5. Nullgeodaten(x = 0) gehen daher wieder in Nullgeaténiiber und\ ist in diesem
Fall ein affiner Parameter.

A.7 Spharisch-symmetrische Raumzeiten
Die allgemeinste Metrik einer sphsch-symmetrischen Raumzeit lautét]
ds® = —e> ) dt? + 220N dr? 1Y (¢, r)? (d9? + sin®0 d?) . (A.7.1)

Vereinfachen wir die Metrik4.7.1) auf statische Raumzeiten, so étitfdie Zeitablngigkeit der Funktionen, A
undY'. Die zeitunabhngige Metrik lautet dann

ds* = a2 4 2O dr? 4 Y (r)? (d9? + sin®9 dp?) . (A.7.2)

A.7.1 Lokale Tetrade

Die natirliche lokale Tetradelir die splarisch-symmetrische Raumzeit.{.1) lautet

e, =e¢ ", e, =e M, ey =Y(t,r) 10y, e, = (Y(t,7) sindg) " 0. (A.7.3)
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A.7.2 Geoditen

Aufgrund der sphrischen Symmetrie gégt es, Geodten in de(v = n/2)-Ebene zu betrachten. Daher reduziert
sich die Lagrange-Funktion auf
L=—e0i2 4 252 Ly (r)202, (A.7.4)
Aus den Euler-Lagrange-Gleichungen
d oL oL
d\dir  drr
erhalten wir zwei Konstanten der Bewegung:

k= eg”mt',
h=Y(r)?g.

Setzen wir diese Konstanten in die Lagrange-Funktiori @) ein und beiicksichtigen, dalX = « fur Geoditen,
so folgt

h2
-2 —2)X(r —2v(r) 1.2
7 =e U(m—ﬁ—e (") _Y(7‘)2> (A.7.5)
Eine Bahnkurve: = r(p) einer Geodten ldnnen wir danriiber die Differentialgleichung
dr\* ? Yt L, . h?
ary . _ —2X(r) —2v(r) 2 _ A7.6
- e ) 19

bestimmen. Die Konstanten der Bewegungnd h ersetzen wir durch eine Anfangsrichtuﬁ,g)ezogen auf eine
lokale Tetrade am Ort;, wobei

£=C¢cosTe, +EsinTe, = £, + £90,.

Die Null-Komponentet! erhalten wir aus der Bedingung= g,,,£#¢ fir Geodhten,&' = +ev(ri)\ [€2 g,
Dies ergibt fir die Konstanten der Bewegung:

k= e2v(rii — \/m,
h=Y(r)?p=Y(r;) EsinT.
Damit folgt fur die BahngleichungX.7.6):
dr\>  Y(r)ie2™) 2w(r) (2 Y (r;)2€2 sin®7
dar\" _ —2w(r) g2 _ ) o 2T ST AT7.7
(dgo) Yimeezandr PT¢ & R Y (r)2 A7)

Aus Gleichung £.7.7) lesen wir sofort ab, daflif e=2/(") = 1 bzw. v(r) = 0 die Bahnkurve unakingig vom
Typ der Geodten ist.

A.7.3 Koordinatensystem anpassen

Bei einer sphrisch-symmetrischen Raumzeit kann man stets ein Koordinatensystes =’) so wahlen, dal3
zwei PunkteP(rp,, ¥p, pp) UndQ(rq, ¥q, ¢q) auf der(’¥’ = 7/2)-Ebene zu liegen kommen und Zimslich P auf
derz’-Achse liegt.

Die e;--Achse ist durch

. sin ), cos ¢,
ey = ﬁ = | sind,singp,
p cos U

und diees,-Achse durch
sin ), sin ¢, cos ¥, — cos ¥, sin ¥, sin
cos U, sin ¥ cos 4 — sin ), cos ¢, cos Y,
sin 1, cos @, sin ¥, sin ¢, — sin Y, sin ¢, sin Y, cos @,

pxq

egzzﬁ:
| 7%
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Z A
7474

ey
(21

<V

[SITAN
P
T N g/

Abbildung A.2: Zwei Punkte P und () haben bzgl. dem ungestrichenen System die Koordinaten (r,,,, p,) bzw.
(rq,¥q,q). Dann findet man ein gestrichenes System so, da8 P auf der x’-Achse und Q) in der (' = 7 /2)-Ebene
liegt.

gegeben. Darausknen wir direkt dieso, -Achse bestimmen:
€y = ez X eyr.

Im gestrichenen System ergeben sich die Koordinatenrand @ durch die Projektion der Vektorgrund ¢’ auf
die neuen Basis-Vektorefe; }. So gilt

A.8 Lochkamera beim Raytracing

Die Lochkamera (PinHoleCam) beim Raytracing simuliert einedewiche Digitalkamera, wobei der Augpunkt
und die Brennebene vertauscht sind (siehe AbB.3). Fur die Bildberechnung entscheidend sind die Parameter

L'\C“,\S\ja‘—‘\’ -

Augpunkt

Bildebene

Abbildung A.3: Die Lochkamera beim Raytracing wird durch das Sichtfeld und die Anzahl Pixel bestimmt.

Sichtfeld (fov =field of view und Aufldsung (res xesolutior). Zusammen mit der Anzahl Pixel pro Zoll (dmists
per inch kdnnen wir die Brennweit¢ der Lochkamera bestimmen:

[SI1
=
8

= mit = — A.8.1
/ tan § ! iy dy’ ( )

wobeir, die Auflosung des Bildes und, die Anzahl Pixel pro Zoll in horizontaler Richtung ist. Ein Bild mit
r, = 1200 Pixel Aufldsung hat bed, = 300 dpi eine Bildgib3e von etwd0.16 ¢m. Die Lochkamera mit einem
Sichtfeld vord5° hat in diesem Fall eine Brennweite von etia26 cm.



A.9. FILMBESCHREIBUNGEN ZUM RAYTRACING-KAPITEL 171

A.9 Filmbeschreibungen zum Raytracing-Kapitel

Die verschiedenen Modell-Szenarien aus dem AbscButsind hier als kurze Filme zusammengestellt:

Verschiedene Bewegungsrichtungen

orthoMovBall -960x480.mpg

Abbildung 3.10(Seite37); 378 Einzelbilder mit Originalaufisung 1200x600, orthMalsall.scm
Eine ruhende Ballreihe sei entlang dgtAchse ausgerichtet. Ein weiterer Ball bewege sichumit
0.9¢ parallel zur Ballreihe. Der Beobachter bewegt sich mit= 0.9¢ senkrecht auf die Ballreihe zu
und filmt mit seiner Panoramakamera (Sichtbereit2()° x 40°) im Zeitintervallts. € [0,3.77].

64 Prozessoren (Mozart-Cluster) béigen etwa 28h.

Beleuchtung

boxDoubleFlash300x300.mpg

Abbildung [ 3.11(Seite37); 210 Einzelbilder mit Originalaufisung 500x500, boxDoubleFlashozart.scm
Ein einfacher Lichtimpuls mit dem Musterl010“,Aton = 0.2, Atog = 0.1, Atgarmme = —48.0)
wandert kreisbrmig tiber eine Hintergrundéiche(y = —1). Der Beobachter sitzt am Ot = 8 und
beobachtet im Intervall € [9.8,11.06)¢.006 Mit einer Lochkamera (Sichtfeld0°® x 50°).

boxBallSingleFlash500x500.mpg

Abbildung 3.11(Seite37); 1000 Einzelbilder mit Originalaufung 500x500, boxBallFlastacau.scm
Ein einfacher Lichtblitz mit dem MusterX0*, Aton = 0.1, At gamme = —46.55) wird so losgeschickt,
daB der Schattenwurf in der Mitte einer Hintergrugdthe(y = —1) erscheint. Der Beobachter sitzt
am Orty = 8 und beobachtet im Intervall € [5.0,12.0)¢.007 mMit einer Lochkamera (Sichtfeld:
70° x 70°).

boxBallLight 500x500.mpg

Abbildung 3.11(Seite37); Einzelbilder mit Originalauisung 500x500, boxBallFlastacau.scm
Im Gegensatz zum einfachen Lichtblitz wird nun mit einer konstanten Punktlichtquelle beleuchtet. Die
Hintergrundftiche befindet sich wieder bgi= —1 und der Beobachter sitzt bgi= 8. Er beobachtet
mit einer Lochkamera (Sichtfel@0° x 70°) im Intervallt € [5.0, 13.4)¢.007-

Statisches Einstein-Universum

einsteinStaticUniverse720x240.mpg

Abbildung 3.12(Seite38); 180 Einzelbilder mit Originalaufisung 900x300, staticUnimozart.scm
Ein Beobachter im statischen Einstein-Universum betrachte voni/®Oet 2,9 = 7/2, ¢ = 0) aus
mit seiner Panoramakamera (SichtfeB0° x 120°) eine Erdkugel mit Radiug. = 0.2, die sich
quasistatisch auf der radialen Bali = 0.5 ...2.827,¢ = 7/2, ¢ = w bewegt.

64 Prozessoren (Mozart-Cluster) béigen etwa 2h37min.

Schwarzschild-Raumzeit

lookBackToEarth_z_500x500.mpg
Abbildung O 3.15(Seite40); 2000 Einzelbilder mit Originalaufsung 500x500, lookOutside.scm
Ein Beobachter in der Schwarzschild-Raumzeit schaue radial nach aul3en auf eine rotierende Erdkugel
am Ortrg.. Dabei rihert er sich quasistatisch mit seiner Lochkamera (Sichtfed:x 10°) immer
mehr dem Horizont. Im Bild angegeben ist seine Eigenzaitine momentante Positiendie inzwi-
schen verstrichene KoordinatenzeitDer Faktor z gibt das Verfltnis zwischer seiner Eigenzeiten
und der der Erdkugel an.



Anhang B

Details zum Kollaps

Grundlage hier ist die Kollaps-Raumzeit von Oppenheimer und Snyégr [

B.1 Metriken aus den Feldgleichungen

Folgen wir der Herleitung von Oppenheimer und Snydéf,[so nehmen wir als Ansatiif das Linienelement

ds* = —dr? + "B GR? 4 2B (492 + sin®d dp?) . (B.1.1)
Der Energie-Impuls-Tensdf,” verschwindet bis auf die Komponeritg* = —p. Aus den Einsteinschen Feld-
gleichungen
G, =8rT,” (B.1.2)

erhalt man die vier Gleichungen

/2
w 3.9

TR =0=—e + efQT - = e (B.1.3a)
ST — 8xT .6 — 0 — o= w”+w’2 Q' QO 02 o v Qw (B.1.3b)
Mo = oMty =0 =€ 2 T4 T4 2 4 2 4 4 .
PU -2 Q .
8nT," = —8rp=—e“ +e 9 <w" + %wa - 2w ) - % - TW, (B.1.3¢)
/. Q /
81T = _8rT," = _“2“ n ;’ — . (B.1.3d)

Dabei bedeutet) = dw/dT undw’ = dw/OR. Unter der Voraussetzung' # 0 kdnnen wir 8.1.39 bzgl. r
integrieren

1
Q:w—i—anwl—l—an, (814)

mit Integrationskonstantg(R)2. Setzen wir in (B.1.39 ein und vahlen die Integrationskonstanf¢R)? = 1,
so erhalten wir eine Differentialgleichung nuirrfv

3
O+ 70 =0. (B.1.5)
Nehmen wir weiter an, dafd auch# 0, so ist 8.1.5) leicht zu integrieren

e = (F(R)r+ G(R)"?, (B.1.6)

172
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mit den Integrationskonstantdi{ R) und G(R). Einsetzen vong.1.4) in (B.1.3H hatte uns zum selben Ergebnis
gefuhrt. SchlieRlich bleibt noch3(1.39 ubrig. Setzen wir unsere bisherigen Ergebnisse dort ein, ergibt sich

-1 N —1
8mp = % (T + lcj) <T + f?/) . (B.1.7)

Die Freiheit zweier beliebiger Funktiondn und G in (B.1.6) ist leider geringer wie sie scheintallt man etwa
R von einer neuen VariableR* abrangen, s@ndern sich die Feldgleichunge®.{.3aB.1.3d nicht. Wir kdnnen
daherG = R3/? fest wahlen.

Zu einer bestimmten Zeit = 0 kdnnen wir die Dichte als Funktion vonR angeben. AusK.1.7) wird dann

10F?

P=FF = - —. B.1.8

9mpo(R) R SR (B.1.8)

Leider ist die Vorgabe vom(r = 0) nicht mbglich. Ein statischer Anfangszustand, von dem aus der Kollaps
beginnen knnte, ist auf diese Art nicht zu konstruieren.

Setzen wir eine konstante Dichte im ganzen Staubstern voraus, so erhalten wir als spégigit L

P B TS(R%)B/Q , BBy

_% Ts ) RZRb

(B.1.9)

Daraus ergeben sich dann die Metrikénden AufR3en- sowie den Innenraum:

3 _ 4/3 i}
ds? = —dr? + (1 — SVrRy 3/ 27) (dR* + R*d0?) fur R< R,
4/3
ds? = —dr? + f T dR? + <R3/2 - ; m) do? fur R> Ry,
(R3/2 = 3/Fs7)

B.2 Christoffel-Symbole, Riemann-Tensor, Ricci-Tensor, Ricci-Skalar

B.2.1 AuRenraum-Metrik

Die Metrik fur den AuRenrauniR > R;,) lautet mit dem Schwarzschildradius und dem Oberichenelement
do?

R 3 4/3
ds® = —dr® + — AR + (33/2 - m) do”. (B.2.1)
(RS2 = 5/rsT) 2

Daraus ergeben sich die Christoffel-Symbole

e, = EL 9, — ,L e — ,L
TR 2R3/2 _% 7‘57'7 79 R3/2 _ % 7"57’7 TP R3/2 — % 7"57’7
. _ R/ N . _ VR
RR 5 (R3/2 _ %\/7757)5/37 RR 1 (33/2 _% T‘ST) R RO = p3a _% o

1/3 3

Y = \/R T :—\/7’7, R3/2_§ s FR :_R3/2_§ TsT

Ry R3/2 — % 'I"ST’ 99 s 2 s ) 99 \/R s
3 1/3

ngo = cot ¥, 0, =—\Ts (R3/2 5 7“57) sin?9, Ffw = —sind cos ¥,

R —_ (R3/2 — % rST) sin%y
PP

VR
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Die nicht-verschwindenden Riemann-Tensor-Komponenten lauten

Rrg 1 Ty
RTR’TR = - 3 Rﬂ9ﬂ9 = —
) /37 2/37
(R~ 3y7i) (12 = 3ym)
1 Ts sin2 9 1 RT@
Regro =5 3 Rrory = —5 -
/37 4/37
(e ) 2 (R = yyr)
1 Rrysin? ¥ 2/3
RRwa = D) - ;m 4/3° Rﬂs&ﬂs& = <R3/2 5 Ts 7') Ts sin” 9.
(R3? = 5/rs7)

Da der Au3enraum eine Vakuum-Raumzeit beschreibt, folgt sofort aus den Einsteinschen FeldgleichGnyen (
mit verschwindender kosmologischer Konstanten, daf3 sowohl der Ricci-Tensor wie auch der Ricci-Skalar identisch
verschwinden. Neben dem Ricci-Skalar kann man aber auch noch folgenden Skalar bilden,

7,2

uvpo s
Rywpo R =12 (R3/2 - 7_>4 .

Hierbei sieht man, dafif R3/% = %\/ET eine nichttriviale Singularét vorliegt.

B.2.2 Innenraum-Metrik

Die Metrik fur den InnenraunfR < Ry) lautet mit dem Schwarzschildradius, dem Staubrand?, und dem
Oberfachenelements?

4/3
ds® = —dr? + (1 - 2@3;”%) (dR* + R*do?) . (B.2.2)

Daraus ergeben sich die Christoffel-Symbole

. \/FSRSN
FTR - F‘m? - F‘rgp = —3/2’
18 /R
-3/2,_ —3/2 9 1 o 1
RR =" 1**\/>R \FR ) Tro = 5> The = 1>
o = — (1 - f\ﬁR 32 ) \/ER_?’/ZRQ r¥, = —R, I$, = cot®,

T —3/2 3/2p2 . 2 R _ 02 9 H
I, = (1—\FR ) \/ER R7sin®d, T'j, =—Rsin" 9, Iy, = —sind cos .

Die nicht-verschwindenden Riemann-Tensor Komponenten lauten

1 Ty 1 reR?
RTRTR =3 3/2 2/37 RTﬁTﬂ - 5 3 3/2 2/37
By (1-3ymR,* 1) R} (1= 3y/rsR™527)
1 reR?sin® 0 rs R 3 ~3/2 2/
R'mpﬂp = 5 =) Rroro = Rig’ 1- 5\/ERb T y

Ry (1 gymm; )

rsR2sin? 9 3 _ 2/3 reR*sin’ 9 3 _ 2/3
RR«:R@:T (1—2\/7§Rb3/27> ; RWWZT (1—2\/ERb3/27> :
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Der Weyl-Tensor verschwindet identisch. Wir haben es also mit einer konform flachen Raumzeit zu tun.
Im Innenraum er&lt man fir den Ricci-Tensor

3 T 3 -
RTT = — 59 RRR = = 2737
_ /3

2R (1 — 3 JTsR, 3/2 ) 2 R} (1 _3 ﬁR—3/2 )

3 rsR? 3 reR2sin® 9

Rﬁﬁ = = SYER R = — =
/3 PP 2/3

2 (1_7 7R, 3/2) 2 (1_7 R3/2)

und fur den Ricci-Skalar
Ts

Ricci =

l\.’J\C»D

Ry (1= 3R, ) |

AulRerdem gilt

7,2

(1—7\/733 3/2 ) ‘

% ist die Innenraum-Metrik kollabiert.

Ry po RIP7 = 15

Ab dem Zeitpunktre = 2R}/ *r;

B.3 Geoditengleichungen

Mit den Christoffelsymbolen aus Abschnift.@) kénnen wir nun die Geddengleichungeriif den AuRenraum

. R\/Ts 2 ( 3/2 3 )1/3 92 22 .9 22
0=7+ R — | R°% — —\/rsT Vs (97 +sin®d¢” ), (B.3.1a)
(R3/2 r57)5/3 2 ( )
2 \/E e AT n (RO = 3V/IaT) (0 a0 o
0=R++—7+5—(RT—-=R*| - ——F—=—"—"= (¥ ) B.3.1b
+(R3/2—%\/Er) TT3R VR ( + sin <P), ( )
. 2 . . ) 9
0= — m (\/7‘3 97 — \/R'ﬂR) — SlnﬁCOSﬁ(p y (BS].C)
. — (Viset = VRGR) + 2¢059 (B.3.1d)
= —_ s T . .
und fur den Innenraum
1/3
07— JrR2 (1- 2 32, / [R2 + R? (192 +sin?9 2)} (B.3.2a)
= SR, N oo, 3.
. N . :
0=1f— L Ri-R (192 + sin? 19492) , (B.3.2b)
B (1= 3R, )
i} 2 /rs 2. .
0=19— 372 " " 7 97 + EﬂR — sin ¥ cos ¥ 2, (B.3.2¢)
R, ( — 5Ty T)
. 2\/rs 2 cos ¥
0=¢— 372 . YD o1+ E GR+ p— 0. (B.3.2d)
Ry ( — VTR, 7')

angeben.

Geradengleichung

Eine Gerade innerhalb einer Ebe@aét sich durch die beiden Funktionen

x(A)=ar+b und  y(A\) =cA+d (B.3.3)
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mit den Parametern, b, ¢, d beschreiben. Leiten wir beide Beziehungen zweimal nach der Variabbdm so
erhalten wir die zwei Differentialgleichungeirfeine Gerade

i=0 und §j=0, (B.3.4)

wobei ein Punkt die Ableitung nach der Variablebedeutet. Transformieren wir nun auf Polarkoordingter)
mit z(A) = r(A\) cos p(A) undy(A) = r(A) sin p(\) und leiten zweimal nach ab, so erhalten wir

i =Fcosp — 2rpsing — r@sing — rp? cos p, (B.3.5a)
§j = Fsin g + 279 cos p + 1@ cos p — 1 sin p. (B.3.5b)

Zusammen mit GleichungB(3.4) konnen wir aus den Linearkombinationén= 3 cosy + jjsinp und 0 =
ij cos ¢ — & sin ¢ die beiden Gleichungen

0=7—rp?  und  0=2r¢+7rp (B.3.6)

herleiten.

B.4 Fallendes Objekt im Aul3enraum

Ruht ein Objekt im AuBenraum bigglich mitfallenden KoordinatefiR = const« = const ¢ = cons}, so bewegt
es sich auf einer zeitartigen Geddn. Dies ist sofort klar, da die Getdngleichungen®(3.1) trivial erfullt sind.
Das Objekt beschreibt rizlich auch eine Gedte in Schwarzschild-Koordinaten. Betrachten wirnd¢ in den
Transformationsgleichunged.@.103 und @.2.10) als Funktionen eines affinen Paramet&rand leiten nach
diesem ab, so erhalten wir nach kurzer Rechnung

1 dr . T dl

Der Vergleich mit den Geddengleichungen in Schwarzschild zeigt, dalR wéha= 1 gewahlt wird, sich das
Objekt auf einer zeitartigen Geatkn bewegt. Die Koordinatengeschwindigkedrgibt sich sehr schnell aus

”:(Z:::_\/?(l_ﬁ' (B.4.2)

B.5 Kruskal-Koordinaten

Die maximale Erweiterung der Schwarzschild-Raumzdirt auf die Darstellung in Kruskal-Koordinaten (siehe

z.B. [57, , 99)). Die Schwarzschild-MetrikZ.3.4 lautet in Kruskal-Koordinaten
4r3 .
ds® = —=e7r/7s (—dT? 4 dX2) + 12 (d0? + sin®9 dp?) , (B.5.1)

r

wobeir € Ry \ {0} gegeben ist durch die Beziehung

2 M2
(7’ - 1) e/ = X2 T bzw. v =1, [W (”) + 1] (B.5.2)
e

undW = W(x) die sogenannte LambertW-Funktiore] darstellt. Rir die Koordinatenzeit gilt hingegen

T X
trsr, = 2rsarctanh>?, trer, = 2rsarctanhf, ty=p, = 00. (B.5.3)

r t r t
X =/~ —1e7 cosh ., T=,1 —1e% sinh (B.5.4)
T 2rg T 2rg

Im Fall » > r, gilt
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und fur 0 < r < r, gilt

r t r t
X =,/1— L ez sinh , T=,/1- L ez cosh . (B.5.5)
Ts 2rg Ts 2rg

Aus Gleichung B.5.2) folgt mit » > 0 die BedingungX? — T2 > —1. Der Zusammenhang zwischen Kruskal-
und Schwarzschild-Koordinaten ist in AbbildungB.1 dargestellt. Da aufgrund der Gleichunig.%.1) radiale
Lichtstrahlen hier einen Winkel votb° haben, ist deutlich die kausale Struktur ablesbar.

T

Abbildung B.1: Zusammenhang zwischen Kruskal- und Schwarzschild-Koordinaten. Die grau markierten Berei-
che I und III gehoren nicht zur Kruskal-Raumezeit. Die tatsidchliche Raumzeit beschrinkt sich auf den Bereich
II (X > 0\ {LIII}). Dem Bereich IV schreiben wir keine Bedeutung zu, da keinerlei Informationsaustausch
zwischen II und IV méoglich ist.

Die Koordinaten-Transformationen aus dem Abschit® fir den AulRenraumdnnen wir auch wie folgt

formulieren:
2/3
r= <R3/2—2 7“37'> ,

t =1 —2yrrs + 2r arctan E.
\/ r

Setzen wir die Transformation der Zeit-Koordinate die Ausdiicke B.5.4) oder B.5.5 ein und verwenden die
Additionstheoreme der hyberbolischen Funktionen,

sinh(z 4 y) = sinh(x) cosh(y) + cosh(z) sinh(y),
cosh(z + y) = cosh(z) cosh(y) + sinh(z) sinh(y),

so vereinfachen sich obige Transformationen zu

X = ¢"/(re) { T cosha + sinh a] und T =/ (2rs) [ T inha + cosh oz} )
\ 7 V s

wobeia = 7/(2r;) — /7 /rs undr = r(7, R) ist. Die Einschankungr > r, wird hinfallig.



178 ANHANG B. DETAILS ZUM KOLLAPS

B.6 Implementierung in RayViS und GeoViS

Wir wollen hier kurz die Implementierung der beiden Kollaps-AtlanteRayViS undGeoViS aufzeigen. Wir
sprechen vommitfallenden Atlaswenn wir sowohl Innen- als auch AuRenraum in mitfallenden Koordinaten ange-
ben. Derstatische Atladbeschreibt den Aul3enraum in Schwarzschild-Koordinaten und den Innenraum weiterhin
in mitfallenden Koordinaten.

B.6.1 RayViS-Klassen

In RayViS berbtigen wir fur jede Raumzeit eine StrahlerzeugungsklagsesiPolRay5DGen... ) und eine
Physik-KlasseRhys... ).

Mitfallender Atlas

Im Fall des rein mitfallenden Atlanten sind die beiden dt&gten KlasserRvsPolRay5DGenComoving und
PhysComovingMetric . Der Strahlerzeuger fordert in der MethoctdcPolyline() die Physik-Klasse auf,

die Teilsticke der Geodtten in der jeweiligen Karte zu berechnen. Die erste Startrichtung kominticlatvon der
Kamera. Die Umrechnung vom lokalen System der Kamera in die Koordinatendarstellungigrvéldie Methode
camToCoord() , wobei zurichst die Dreier-Richtung im Kamerasystem normiert wird. Im Anschluf3 daran wird
die Karte abgefragt, in der sich die Kamera befindet unédabiy davon wird die Vierer-Richtung auf mitfallende
Koordinaten im Innen- oder Au3enraum transformiert. Erkennt die Physik-Klasse mit der Matbadewo() ,

daf’ der Teilstrahl den Bereich einer Karte &8t so wird in derselben Methode die letzte Richtung in die neue
Karte transformiert. Diese Richtung ist dann auch gleich die neue Startrichitudgr Strahlgenerator.

Statischer Atlas

Der statische Atlas ist durch die Strahlerzeugungskli&ss#olRay5DGenCollapse  und die Physik-Klasse
PhysCollapseMetric implementiert. Die MethodeamToCoord() transformiert nun im Fall eines Beobach-
ters im AuBenraum (Karte 1) die Dreier-Richtung bglirch der Kamera zuichst auf Schwarzschild- und dann in
mitfallende Koordinaten.

B.6.2 GeoViS-Klassen

In GeoViS ist die Strahlerzeugung von der eigentlichen Raumzeit uéradil, es wird lediglich zwischen einer
einzelnen KarteGvsRayGenSimpld und einem AtlasGvsRayGenAtlag unterschieden. Die Raumzeit selbst,
sofern sie aus einem Atlas besteht, wird &cimst in die einzelnen Karten zerlegt, welche als Metrik-Klassen
implementiert werden fissen. Anschlielend sind in einem Atlas die entsprechenden Karten zusammenzustellen
und die notwendigen Transformationen einzubauen.

Mitfallender Atlas

Der AtlasGvsAtlasOppSnyderCollapsébeschreibt die Raumzeit eines kollabierenden Sterns mit Hilfe der beiden
Metriken GvsMetricOppSnyderCollapseOutund GvsMetricOppSnyderCollapselnin mitfallenden Koordina-
ten.

Statischer Atlas

Der statische Atlas wird durch die KlasSe'sAtlasOppSnyderCollapseStaticepsentiert, der sich aus den Me-
triken GvsMetricSchwarzschild GvsMetricOppSnyderCollapseOutundGvsMetricOppSnyderCollapselnzu-
sammensetzt.
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B.7 Hilfsprogramme

Zur Erstellung einzelner Abbildungen aus dem Kagjtelollen wir noch drei kleine Hilfsprogramme eahnen.
Eine ausfihrlichere Erkérung, sofern notwendig, steht in den jeweiligen Quelldateien.

radialeGeodaeten.cpp
berechnet im AuRenraum radial einlaufende und auslaufende Nuditgroth mitfallenden Koordi-
naten (siehe AbldJ 4.6 und Abb.[04.7). Da sich die radiale Geétengleichung im AuRenraum nur
implizit angebendRt, wird sie hier mit dem Brent-Verfahrehl] numerisch geist.

findIntersec.cpp, findPhantomObject.cpp
sucht den Rand des Staubsterns zu verschiedenen Zeitpunkten des statischen bzw. mitfallenden Beob-
achters. Anschliel3end kann die Obé&cefie bestimmt werden, die der jeweilige Beobachter zu seiner
Eigenzeit sieht; dies entspricht dem Phantombild.

geoCollapsGvs.cpp
berechnet Nullgediten in mitfallenden Koordinateiif den transparenten Kollaps (siehe Abht.16).

geschwindigkeit.cpp
berechnet einerseits die Geschwindigkeit eines mitfallenden Beobachtégitezles jeweiligen
lokalen Beobachters am momentanen Ort des mitfallenden Beobachters. Andererseits kann seine Ge-
schwindigkeit, die ein weit entfernter Beobachter bestimmarde, angegeben werden.

kruskalKoordinaten.cpp
transformiert anhand der Gleichungen aus Abschiitb Schwarzschild- in Kruskal-Koordinaten
und umgekehrt. Zudemdknen auch mitfallende Auf3enraum- in Kruskal-Koordinaten transformiert
werden.

sichtbereich.cpp
bestimmt den Sichtbereiclif einen Beobachter, der sich auf dem Rand eines kollabierenden Staub-
sterns befindet. Der Beobachter sieht in seinem Blickfeld 2iorsr einen Himmelsausschnitt von
lediglichQ = 27 (1 — cos @) (Siehe AbbO 4.14). Der Himmelsausschnife bestimmt sictiiber die
Integration einer Gedien innerhalb deBvsMetricOppSnyderCollapseOutMetrik, die zur Eigen-
zeit 7 beim Beobachter am OR = Ry, in p-Richtung startet. Der letzte Punkt einer Gétah gibt
naherungsweise den asymptotischen Wert

B.8 Filmbeschreibungen

Kollabierender Stern

Unterverzeichnis:Kollaps/Opak
opakKollapsCom_500x500.mpg
Abbildung 4.11(Seite57); 415 Einzelbilder mit Originalaufisung 500x500

Der mitfallende Beobachter, der in mitfallenden Koordinaten den Abstand zum Sternrandéteibeh
sieht den kollabierenden, opaken Staubstern = 2, R, = 5) in seiner Eigenzeit = 0...41.

Der Staubstern scheint bis zur Zeita 29 immer kleiner zu werden, wohingegen die einsehbare
Oberflache immer goRer wird. In der Tat hat der Rand des Sterns zur Zeit 3.937 den Horizont
bereitsliberquert. Erst in den letzten Sekunden nimmt der Staubstern scheinba®8e @u. Der
Beobachter erkennt jedoch nicht, wann er selbst den Horizbeischreitet.

geodOpakPhantomCom640x480.mpg
Abbildungd 4.10(Seite56); 163 Bilder im ppm-Format
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Lichtstrahlen, die gleichzeitig beim Beobachter ankommen, sind zu verschiedenen Zeitpunkten des
Kollaps gestartet. Die Endpunkte der Nullgébeih kennzeichnen daher das Phantombild des kolla-

bierenden Sterns. Beim Beobachter laufen die Nullgemdalle, abgesehen von danfRersten, in
einem Winkelabstand von jewe?$ zueinander ein. Da wirlir die Darstellung mitfallende Koordi-
naten in pseudo-kartesische Koordinaten transformiert haben, scheinen die Richtungen digeGeod
zu wandern, bezogen auf den Beobachter sind sie jedoch konstant.

opakKollapsStatic_720x720.mpg
Abbildung 0 4.13(Seite58); 272 Einzelbilder mit Originalaufisung 1000x1000

Der statische Beobachter am Orfr = 20 sieht den kollabierenden, opaken Staubstern =

2, R, = 5) in seiner Eigenzeit = [—10.75,57.0)9.25 immer kleiner werden, bis er scheinbar am
Photonenorbitry, = %7'3 »einzufrieren” scheint. Die einsehbare Obé&dhe nimmt derweil immer
weiter zu.

geodOpakPhantomStatic640x480.mpg

Abbildung 4.12(Seite57); 271 Bilder im ppm-Format
Der immer kleiner werdende Staubstern und die zunehmend einsehbareaChmesflird besonders
durch die Darstellung der Nullge@den deutlich.

Sicht nach hinten

Unterverzeichnis:Kollaps/BlickNachHinten
comovingBacksight500x500.mpg
Abbildungd 4.15(Seite59); 241 Einzelbilder mit Originalaufisung 500x500

Der Blick des mitfallenden Beobachters entgegen der Richtung zum kollabierenden Stern in azimutal-

aquidistanter Projektion. Die gelmmte Raumzeit wirkt als eine Art Veiderungslinse, wobei sich
der Effekt erst dann deutlich bemerkbar macht, wenn der Beobachter den Horizont bbezgsert
hat.

Transparenter kollabierender Stern

Unterverzeichnis:Kollaps/Transparent
comovingTransparentKollaps 720x720.mpg
Abbildung 4.17(Seite61); 421 Einzelbilder mit Originalauflsung 1000x1000
Tatsachliche Sicht eines mitfallenden Beobachters am®gt, = 20 mit Sichtfeldd0° x 90° durch
den kollabierenden Stef(R, = 5, rs = 2) im Beobachtungszeitraum= [0, 42.1) 1

geodMitfallend_640x480.mpg
Abbildung 4.16(Seite60); 421 Bilder im ppm-Format

Verlauf der Nullgeodten fir den Zeitraumr = [0,42.1)¢ 1.

staticTransparentKollaps_720x720.mpg

Abbildung 0 4.19(Seite63); 291 Einzelbilder mit Originalaufisung 720x720
Tatsachliche Sicht eines statischen Beobachters amrQut = 20 mit Sichtfeld90° x 90° durch
den kollabierenden Stern im Beobachtungszeitraum [0, 42.7)9.147. Innerhalb des Staubsterns
befinden sich im Abstan@ = 4.49 vom Zentrum 2 Kugeln mit Radiu®? = 0.5. Der Photonenorbit
oo = 37 liegt beil65.73°.

geodStatisch640x480.mpg
Abbildung [ 4.18(Seite62); 598 Bilder im ppm-Format

Verlauf der Nullgeodten fir den Zeitraumr = [0,59.7)¢ 1.



Anhang C

Elliptische Integrale und Funktionen

Elliptische Integrale tauchen in einer Reihe von mathematischen und physikalischen Fragestellungen auf. In unse-
rem Fall sind dies licht- oder zeitartige Gexen in verschiedenen Raumzeiten. Die Umkehrfunktionen der ellip-
tischen Integrale sind die elliptischen Funktionen. Wir wollen hier die wichtigsten Eigenschaften der elliptischen
Integrale und Funkionen zusammenstellen die wir in dieser Arbeit brauchen. Eiiibrioke Darstellung, woran

sich im wesentlichen die Notation orientiert, findet sich in Lawd&®.[Fur eine audihrliche Formelsammlung

wird auf Abramowitz/Stegunl]] verwiesen.

C.1 Allgemeine Form eines elliptischen Integrals

Unter einemallgemeinen elliptischen Integral

/R@wﬂx (C.1.1)

verstehen wir ein Integrdiber eine rationale FunktioR(z, y), wobeiy? ein kubisches oder quartisches Polynom
in z ist, welches lauter verschiedene Nullstellen besitzt. Wirrlen alsg/? durch

y2 = a3x3 =+ a2x2 + a1 + ag oder y2 = b4£L’4 + ngS =+ bQiL’Q + blfﬂ —+ bo

mit {a;,b;} € R darstellen.

C.2 Elliptische Integrale

Integrale der Form.1.1), die nicht elementar integrierbar sindjrknen durch Umformungen auf Integrale der
folgenden drei Typen — in Standardform — gebracht werdeh [

[ dt
Fla, k) = / N (rer et (C.2.1a)

12,2
D, k) (1— k°¢7)dt (C.2.1b)
\/ 1—2)(1 - k22)’

/ dt
) (L nt2)y/ (1= 2)(1 - k282)’

(x, k;n) = (C.2.1¢)

mit0 < &£ < 1undn € N.

181
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Transformiert man auf die Variable= sinv (0 < ¥ < 7/2), so gelangt man zureGENDREForm der ellipti-
schen Integrale:

%2}
/ , (C.2.2a)
1—k2 s1n219
0
Dr(p, k) = / V1 — k2sin?9 dv, (C.2.2b)

dv
(1 + nsin?9)y/1 — k2 sin2d

Der Definitionsbereichifr ¢ ist [0, 7/2]. Man bezeichnet die Integral€ (2.1a-C.2.19 bzw. (C.2.2a-C.2.29 auch
als elliptische Integrale erster, zweiter oder dritter Art.

Fur ¢ = 7/2 spricht man vom vollgtndigen elliptischen Integral und es gilirfdas vollsandige elliptische
Integral erster AriC und dessen Komplemeht':

HL(SDa k7n) =

(C.2.2¢)

O\ﬁ o

K(k)=F (5 k:) . Kk =F (3, k’) : (C.2.3)

wobeik? + k2 =1

C.2.1 Reihenentwicklung fir das elliptische Integral erster Art

Im folgenden wollen wir uns das elliptische Integral erster Ar(23, insbesondere dessen Reihenentwicklung,
etwas genauer anschauen. Daliurén wir zutachst den Begriff degerallgemeinerten Binomialkoeffizienteim.
Dieser ist durch

<Z‘> = a(o‘*l)"]'c'(o‘*k“), (@ € R,k € N), (C.2.4)
definiert. Rir o > 0 gilt dann mit der Gammafunktioh
—a) (_1)ka(oz—|—1)-~-(oz+k;—1) (- )kF(oz—Fl)
k) k! B KT (o)’
oder mit der Abkirzung(«),, = T'(a + n)/T'(«)
(;‘) = (=1)* (). (C.2.5)
Mit dem verallgemeinerten Binomialkoeffizienten gilt
(l—i—ac)“:Z(z)xk, (r <1,a €R). (C.2.6)

k=0

Nun kdnnen wir den Integrand des elliptischen Integrals erster @r2.29 durch eine Reihenentwicklung der
Form (C.2.9 darstellen:

1 _1 > (3)
— =) (-1)" < 2) sin?d)" = ) ”]4;2" sin®". (C.2.7)
V1 — k2 sin?9 nz:;) n z::

Damit haben wir die Integration der Wurzel i€.@.23 auf eine Integration der Sinus-Funktion @aokgefihrt.
Mittels vollstandiger Induktion kann man zeigen, dal3

@

Son(p) = / (sin®)*" dv = 2% [(2:> @+ i(—l)’" <n2nm> Sm(fnm‘p)] . (C.2.8)

0 m=1
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Die Reihenentwicklung des elliptischen Integrals erster Art lautet demnach

> (1
Flok) =Y (fl)!"k%sgn(so» (C.2.9)

n=0

C.2.2 Transformationen der elliptischen Integrale
Komplexes Argument

Ist das Argument des elliptischen Integrals rein imagumd das Modul rein reell, so gelten folgende Transforma-
tionen, die aus den Legendre-Formen aus Abramowitz/Stegimefgeleitet werdendnnen:

F(ix, k) = iF (y, k'), (C.2.10a)

D (ix, k) = —iD (y, k') +iF (y, k') +iz\/1 — m'2y2, (C.2.10b)

I (iz,v, k) = % [(F(y, k') — vl (y,1 — v, k'], (C.2.10c)
—v

mit y = sin(arctan(z)) undk’? = 1 — k2.
Im Fall eines komplexen Arguments und eines reellen Moduls lautet die Transformation in Legendte-Form

Fr(p+i, k) = Fr (\ k) +iFL (p, k), (C.2.11)

wobei die beiden neuen Variablerund 1 wie folgt bestimmt werden: Die positive Wurzgl der quadratischen
Gleichung
sinh?
v — <00t2 o+ RQM - k:'2> y—k?cot?p=0 (C.2.12)
sm” ¢
ergibt dabeiy, = cot? \. AnschlieBend bestimmen wir aus der Gleichung
k*tan? i = tan® pcot? A — 1 (C.2.13)
die Variableu. Aus der Legendre-Forn€(2.11) wollen wir nun die Transformatioruf die Standardform herleiten,
welche die Form
F(x+iw, k) = F (u, k) +iF (v, k') (C.2.14)
haben soll. Da beide Formen mittels der Substitutiensin ©# zusammendéngen, gilt
x + tw = sin (¢ + ih) = sinp cosh ¥ + i cos g sinh 1.
Mit den allgemein bekannten Beziehungén® o 4+ cos? o = 1 undcosh? o — sinh? o = 1 leiten wir firr die
Grolienr = sin ¢ cosh ¥ undw = cos ¢ sinh ¢ folgende Relationen ab:
2 2 2 2
T’z — w2 =1 und :::2 +_w2
p coscp cosh® 1) sinh®

: =1.
Sin

Beide Relationen&nnen wir jeweils nackin? ¢ bzw.sinh? ¢ aufidsen und erhalten so die Hilfsifien

1
€2 =sin® o :5(x2—|—w2+1—\/x4+2w2x2—2x2+w4+2w2+1> und

1
C2:sinh21/):5(x2+w2—1—|—\/m4+2w2x2—2x2+w4+2w2+1>.

Verfahren wir analog zu den Gleichungeni?.12 und (C.2.13 so nilssen wir zuerst die positive Wurzgl aus

der Gleichung
1— 52 <2 1— 52
y2_< 52 +k2?_k/2 y_k/2§72:0

bestimmen. Die neuen Variablerundv lauten dann

_ /1 _ (y+ +1)& -1
TV T und v_\/k2—1+(y+—k2+1)§2'

1Die Legendre-Form ist Abramowitz/Steguhfntnommen, wobei das Modul mit unserer Notatidrerm = k2 zusammenangt.
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Argumente grofer1

Fur Argumenter > 1 nehmen wir uns die Legendre-Form des elliptischen Integrals erster ArC(&Rg zu
Hilfe. Aus z erhalten wir das Argument = arcsin(x), wobei hier die Schwierigkeit auftritt, dal der Arcussinus
einer Zahl gélRer Eins komplex wird. Verwenden wir die Beziehung

r=sina= ———,
21

so gelangen wir recht schnélber den Hauptzweig des Logarithm(is z = In (pew) = In p 4 i83) zur Umkehr-

funktion des Sinusifr z > 1: -
0425—2'111 (Jci\/xz—l). (C.2.15)

Verwenden wir die Transformatiofif komplexe Argumente aus dem vorherigen Abschnitt, so folgtait p+ivy)
fur die positive Wurzel
Yy = k> cosh? ¢ — 1 = k%2? — 1 = cot? \,

wobei die Zweideutigkeit der Umkehrfunktion wieder verschwindet. Zusammen mit der Variabter /2 und
der Beziehung@.2.3 erhalten wir die Beziehung

1

Flw, k) =F (k k) — ik (K, E? =1-k?% (C.2.16)
T

furz > 1,k < 1lundzk > 1.

Transformationen der Module

Im Fall £ > 1 kdnnen wir folgende Transformationsregeln herleiten

F (2, k) = 1z (k::r 1) , (C.2.17)
k k
1\ k-1 1
E(x,k) = kE (kx k) G F </u k) . (C.2.18)

Die erste Regel folgern wir direkt aus der Darstellung (17.4.15) in Abramowitz/Steubdip zweite Regel
erhalten wir durch folgende Umrechnung: so gilt mit F(z, k), der Substitution = kw undm = 1/k

u u ku

E(z,k) = /dn2 (w, k) dw = /cn2 (kw, 1/k) dw = %/cnz (z,m)dz

0

ku ku
11
=3 {/dn2 (z,m) — m’Zkzu} = /@‘/dn2 (z,m)dz — (k* — 1) u,
0

woraus mit Gleichung.2.17 die Transformation.2.19 folgt.

(=)
o

Imaginare Module

Ist das Modul rein imagiar, so gilt firz < 1undk < 1 mitm = k/v1 + k2

\/11_7]#5(171 (%,m) = ﬁ{ﬁ(m)f}—(\/lfﬁ,m)}. (C.2.19)

F(x,ik) =

C.3 Elliptische Funktionen

Die elliptischen Funktionen wollen wir aus den vier Jacobi-Theta-Funktionen aufbauen. Aus diesen kann man
dann auch alle Eigenschaften der elliptischen Funktionen bestimmen.
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C.3.1 Theta-Funktionen

Die Theta-Funktionen sind definiert durch
0, =2 Z(—l)" q<"+%)2 sin[(2n + 1)z],
GQ—QZq’H' * cos [(2n + 1)z2],

O; =1+ QZ ¢ cos [2nz],

n=1

64*1+2Z " ”r cos [2nz].

n=1

(C.3.1a)

(C.3.1b)

(C.3.1¢)

(C.3.1d)

Diese sieht man als Funktionen der (komplexen) Variablan und behandelt als (komplexen) Parameter mit

der Eigenschafly| < 1.

C.3.2 Jacobi elliptische Funktionen

Aus diesen Theta-Funktionen setzen sich die elliptischen Funktionen wie folgt zusammen:

@3(0, Q) @1(,27 q)
Sn(u, k) @2 (O, q) @4(27 q) )

04(0,9) O2(z,9)
cn(u, k) = 65(0,9) ©a(2,q)’
dn(u, k) = 94(0,9) 95(2,9)

mit 2 = u/©3(0,q) undq = exp [-7K'(k)/K(k)].

C.3.3 Eigenschaften der elliptischen Funktionen

(C.3.2a)

(C.3.2b)

(C.3.2¢)

Setzen wir voraus, dafl das Modulim Intervall [0, 1] liegt und das Argument rein reell ist, so gilt éir den

Wertebereich der elliptischen Funktionen
|sn(u, k)| <1, len(u, k)| <1 und 0 <dn(u,k) <1
Im Grenzfallk = 0 gilt
sn(u,0) = sinu, cn(u, 0) = cosu, dn(u,0) =1

Im Grenzfallk = 1 hingegen ist

1 1

sn(u, 1) = tanh u, cn(u, 1) = dn(u,1) =

coshu’ coshu’

Periodizift:

sn(u + 4K, k) = sn(u, k), cn(u + 4K, k) = cen(u, k), dn(u + 2K, k) = dn(u, k).

Identitaten:

(C.3.3)

sn?(u, k) + cn?(u, k) = 1, dn?(u, k) + k%*sn?(u, k) = 1, dn®(u, k) — k*cn®(u, k) = k%
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Ahnlich wie bei den trigonometrischen Funktionen gibt es aiicklie elliptischen Funktionen Additionstheoreme.
Der besserelybersicht halber lassen wir das Modul weg:

sn(u) cn(v) dn(v) &+ sn(v) cn(u) dn(u)

sa(udo,k) = 1 — k2sn?(u) sn2(v) ’
_ cn(u) cn(v) F sn(u) sn(v) dn(u) dn(v)

en(utv, k) = 1 — k2sn?(u) sn?(v) ’

dn(u £ v, k) = dn(u)dn(v) F k%sn(u) sn(v) cn(u) cn(v) .

1 — k2sn?(u) sn2(v)

Ableitungen nach dem Argument:

isn(u7 k) = cn(u, k) dn(u, k),

du

d

%cn(u7 k) = —sn(u, k) dn(u, k),

d 2

%dn(u7 k) = —k*sn(u, k) cn(u, k).

Ableitungen nach dem Modulus:

0 u k 9 E(u, k)

%sn(u, k) = k cn(u, k) dn(u, k) + 12 sn(u, k) cn®(u, k) — Nz cn(u, k) dn(u, k),

0 o ko, E(u, k)

%cn(u, k)= —%sn(u7 k)dn(u, k) — 7250 (u, k) cn(u, k) + 2 sn(u, k) dn(u, k),

0 k kE(u, k

%dn(u, k) = —ﬁan(u7 k)dn(u, k) — kusn(u, k) cn(u, k) + %sn(u, k) cn(u, k).

mit der Jacobi-Epsilon-Funktiofi(u, k) = D(amu, k) und der Amplituden-Funktioam(u) = [, dnv dv mit der
Eigenschafsn(u) = sin(amu).
C.3.4 Weitere elliptische Funktionen

Neben den eigentlichen drei elliptischen Funktiosencn, dn kdnnen wir auch neun weitere Funktionen definie-
ren. Dies sind zum einen die Reziproken Funktionen

ns(u) = , nc(u) = , nd(u) = (C.3.4)

und andererseits die verschiedenen Kombinationen

pn(u)
pq(u) = ; (C.3.5)
)= @)
wobeip undq jeweils fur einen Buchstabes ¢ oderd stehen, jedoch verschieden seiiiggsen.
C.3.5 Transformationsverhalten der elliptischen Funktionen
Landen’s absteigende Transformation (Gauss-Transformafipf)J
_
sn(u, k) = (1+ k1) sn(v, k1) mit k= P Y =1-k2 (C.3.6)

11 kisn?(v, k1) T T vk

Jacobi’s Imagiére Transformationl]:

sn (iu, k) = isc (u, k'), cn(iu,k) =nc(u,k’), dn(iu,k)=dc(u,k’). (C.3.7)
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C.4 Berechnung mittels Computer-Algebra-Systemen

Die Definition der elliptischen Integrale und Funktionen in Maple, Mathematica oder Mathematik-Bibliotheken
wie Numerical Recipes oder GnuScientificLibrary sind leicht unterschiedlich. Wir wollen hier daher eine kleine
Ubersicht geben, indem wir die bisher verwendete Notatiordfe elliptischen Integrale und Funktionen in das
jeweilige Systemibersetzen.

C.4.1 Maple

Grundlage hier ist Maple 7.

F(p, k) = EllipticF(sin ¢, k),

D(p, k) = EllipticE(sin ¢, k),

E(x, k) = EllipticE(JacobiSNz, k), k),
sn(z, k) = JacobiSNz, k), und analog.

C.4.2 Mathematica

Grundlage hier ist Mathematica 4.1.

F(¢, k) = EllipticF[p, k2],
D(p, k) = EllipticE[y, k%],
sn(z, k) = JacobiSN, k2], und analog.

C.4.3 Numerical Recipes

Grundlage hier sind die Numerical Recip&§][ Notwendig ist das Einlesen dar.h Datei und demumrec -
Library.

Die Jacobi-Funktionean, cn, dn erhalt man durch den Funktionsaufruf

sncndn(x,1.0-k*k,&sn,&cn,&dn);

C.4.4 GNU Scientific Library

Basis ist die Version 1% Notwendig ist das Einlesen dgs| _sf _ellint.h undgsl _sf _elljac.h Dateien
und dergsl -undgslcblas -Libraries.

F(p, k) = gsLsfellint_F(p, k, tMode),
D(p, k) = gsLsfellint_E(y, k, tMode)

Die Jacobi-Funktionean, cn, dn erhalt man durch den Funktionsaufruf

gsl_sf_elljac_e(x,k*k,&sn,&cn,&dn);

2GNU Scientific Library:http://www.gnu.org/software/gsl


http://www.gnu.org/software/gsl
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C.4.5 Abramowitz/Stegun

Aus dem Mathematischen Handbuch von Abramowitz und Stegjueifen wir folgenden Algorithmus (C/C++)
fur die Berechnung der Jacobi-Funktionen her:

void sncndn(const double u, const double m, const double eps,
double &sn, double &cn, double &dn)
{
double a[15];
double b[15];
double c[15];
double phi[15];

double mu,v,hn;

if (m>1) { mu=1.0/m; v=u*sgrt(m); } else {mu=m; v=u;}
a[0] = 1.0;

b[0] = sqgrt(1.0-mu);

c[0] = sqgrt(mu);

int N=0;

do {
N++;
a[N] = 0.5*(a[N-1]+b[N-1]);
b[N] = sqgrt(a[N-1]*b[N-1]);
c[N] = 0.5*(a[N-1]-b[N-1]);
} while (fabs(c[N])>eps);

phi[N] = pow(2.0,N)*a[N]*v;
for(int i=N;i>0;i--) {
phi[i-1] = 0.5*(asin(c[i)/a[i]*sin(phi[i]))+phi[i]);
}
sn = sin(phi[0]);
cn = cos(phi[0]);
dn = cn/cos(phi[1]-phi[0]);
if (m>1) {
sn *= sqgrt(mu);
hn = dn; dn = ¢cn; cn = hn;

}
}



Anhang D

Details zur Schwarzschild-Raumzeit

D.1 Details zur Metrik

Der Vollstandigkeit halber wollen wir hier neben der Metrik auch die Christoffel-Symbole und den Riemann-
Tensor der Schwarzschild-Metrik drifren. Auf3erdem betrachten wir das Einbettungsdiagramm unter differenti-
algeometrischem Aspekt.

D.1.1 Metrik, Christoffel-Symbole, Riemann-Tensor

Die Schwarzschild-Metrik lautet in Schwarzschild-Koordinaten, ¢, )

1

———dr? + 1% (d¥? + sin®¥ d¢?) (D.1.1)
1—rg/r

wobeir, = 2GM/c? der Schwarzschild-Horizont; die Newtonsche Gravitationskonstante unddie Masse
des Schwarzen Lochs ist. Die Christoffel-Symbole ergeben sich dann zu

Ts

ds? = — (1 - 7) Adt? +

2

. CCrs(r—ry) . Ts - Ty
i 2r3 ’ (e — 1)’ T 2r(r — )’
1 1 .
Ffﬁ:;7 Iy, = P Lhy = —(r—rs),
Fggp = cot 197 F;gp = *(7’ - Ts) Sin2 19, Fiw = — Sin’l9COS 19

Die nicht-verschwindenden Riemann-Tensor-Komponenten lauten

Ary L2 (r—rg)rs 12 (r—ry)rysin®d
Rirr = — 3 Rigro = 5T 2 Rigip = B 2 ;
. 2
1 7 1 rysin“ v
.2
Rrﬁrﬂ = -3 Rr re — T o R19 Yo = TTg S 9.
27 —1rg’ ere 2 r—rg’ v

Wie zu erwarten, verschwinden der Ricci-Tensor sowie der Ricci-Skalar identisch, da es sich bei der Schwarzschild-
Metrik um eine Vakuum-bBsung der Einsteinschen Feldgleichungen handelt. Eine weitere interessante skalare

GrolRe ist der Kretschmann-Skalar )

T
uvpo __ s
Ry RMP7 =125

Diese ist bei der Koordinatensingul@tit = r, endlich und zeigt, daf? dort keipgachtige” Singulariat vorliegt.

D.1.2 Transformation: localToCoord

Die im Abschnitt§3.6.5 angefihrte TransformationlocalToCoord" einer lokalen Richtung = y“e, in die
Koordinatendarstellung lautet im einzelném &ie natirliche lokale Tetrade5(1.2 mit der Darstellung4.4.9

1 T 1 1
4 T T R0 ¢ D.1.2
Y c\/l—rs/?ﬂy7 Y P yoeRrs Y= rsino? ( )
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D.1.3 Umfang-Radius-Relation

Aus der Radialkoordinaten der Schwarzschild-Koordinaterbknen wir direkt den Umfan@g/ = 2xr eines
Kreises bestimmen. Andererseits folgt danninath aus einer Umfangmessung die Radialkoordinate. Messen
wir den UmfangUy des Ereignishorizonts und den Umfakig eines weiter aul3en liegenden Kreises, so erhalten
wir fur den radialen Koordinatenabstafd zwischen Kreis und Horizont

_ ‘Ur — UH‘
or

Ar (D.1.3)

Legen wir jedoch ein Mal3band radial zwischen die Kreise, dann messen wir den EigenradialAstamsthen
Horizont und Kreis aufgrund der Beziehudg= dr/+/1 — rs/r mitz = r/rs zu

Al =rg\/z(x — 1)—&—%81n {—1+2x—|—2\/x(x— 1)} . (D.1.4)

Das Verlaltnis zwischen Radialkoordinateund EigenradialingeAl ist in Abbildungd D.1 aufgetragen.

r Photonenorbit

Horizont
o — last stable orbit

(=]
(S}

Abbildung D.1: Eigenradiallinge Al vom Horziont rs aus gemessen in Relation zur Radialkoordinate r. Beide
GroBen sind auf den Schwarzschildradius rg skaliert.

D.1.4 Einbettungsdiagramm als Rotationstiche im euklidischen Raum

Betrachten wir das Einbettungsdiagramm (Flammsches Paraboloid) aus Abgelinitals RotationsficheR im
euklidischen RauniR? aus differentialgeometrischer Siéhso khnnen wir der FicheR folgende Parametrisie-
rung ® geben:

-

D (r,¢) = (rcose,rsing, z(r)) (D.1.5)

mit r > 0,0 < ¢ < 27 und der Einbettungsfunktion(r) = 2,/r5\/r — rs. Die Tangentialvektoreﬁl-(i)’ und der
NormalenvektorV der Fache lauten dann

cos ¢ —rsin g - - —z' cos p
- - = 0r® x 9,0 1
0,® = | sin , 0,0 = T COS , N=—"1_—-~"—+*"_ — —2'sin , (D.1.6
o7 4 7 10,8 x 0,8 V1t 22 Y (D-16)

wobei 2’ fur die Ableitung der Einbettungsfunktion nach der Variabtesteht. Diese Tangentialvektoren stellen

gleichzeitig die Basisvektoren eines Tangentialsraiipi® der FhcheR im Punktp = (r, ¢, z(r)) dar. Die erste
Fundamentalfornd; mit

<~, >17 . TﬁR X TﬁR — R

stellt das aufl7R eingeschinkte Skalarprodukt déB® und damit auch die Metrik;; = <8i<f>, c’)j<f>> aufR dar.

1wir folgen hier der Darstellung von Fischer/KaGl].
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Im einzelnen lauten die Metrik-Koeffizienten
g1 =1+ 2,27 g12 = g21 =0, go2 = 7"27 (D.1.7)

welche nairlich denen der Metrildaaype,fbcheaus Abschnitg5.1.2entsprechen. Neben der ersten Fundamental-
form gibt es auch noch eine zweite Fundamentalféfgndie durch

O : TRXTR—R,  Iy(@,7) = (@,-0:N ) = (@557,

2
definiert ist. Der Operata$; : ¥ — — 03N heift Weingarten-Abbildung oder Gestalt-Operator. Die Koeffizienten

h;; dieser symmetrischen Bilinearform, welctiber h;; = IIz (&(f),ajtﬁ) = <6i<f>,—8jﬁ> definiert sind,

lauten hier
2" rz’

Vi hi2 = ho1 =0, has = Vi
Aus dem symmetrischen Gestalt-Operator lassen sich nun die beiden Hapikngens; und x», die Haupt-
krimmungsrichtungef; und v, sowie die GauBsche KEmmung(K = kik2) und die mittlere Kimmung
(H = 1 (k1 + k2)) berechnen. So gilt mit der Matrik? des Operatos; und den beiden Ableitungerf =

rs/(r—rs)undz” = =1, /r(r —rg)73/2

hii = (D.1.8)

h 2z Ts

K =dethf = det(¢’*) det(hyj) = = = ———5 = — = D.1.9a
etht = det(g™) detlhy) = 7= —m o = 5w (D-1.92)
1, % 1 1 2" 2! 1./Ts

H = itrhi = % (ggghll — 2g12h12 + gllhgg) = 5 ((1 N 2/2)3/2 + T z/2> = ZT?’/Q' (Dlgb)

Die Hauptkiimmungen erschlie3en sich aldsund H tiber

b= H-VHE—K=—2Y" ynd B VK=Y (D.1.10)

2 r3/2 r3/2

D.2 Fermi-Walker-Transport auf Kreisbahnen

Angenommen ein Beobachter bewege sich mit seinem eigenen Antrieb auf einer Kreisbahn in der Schwarzschild-
Raumzeit, wobei sein lokales Bezugssystem — seine lokale Tetrade — nicht-rotierend sein soll. Laut Abschnitt
§2.7mussen wir seine Tetrade Fermi-Walker-transportieren. Die Kreiskahrx(7) beschreiben wir wie folgt:

a = t(7)7 t'=R= const a— g = const 3 = (P(T) - wr,

wobei T die Eigenzeit des Beobachters auf der Kreisbahn®nd r, sein soll. Die Vierergeschwindigkeit ist
einfach die Ableitung nach,

dt do
0 __ 1 _ 2 __ 3 _ _
u = u =0, uv'=0, wu —dT—w
Damitu tatsachlich die Vierergeschwindigkeit ist, muss sie die Normierungsbedingyig= gosu®u® = —c?

erfullen. Dies bestimmt die noch unbekannte Funktieat(7),

.0 w2R?/c?2 +1 ; WwrR%/c? +1
=y =4/ ——T.
1—7rs/R 1—rs/R

Lassen wir einen lokalen, ruhenden Beobachter amrGtt R bediglich seiner lokalen Tetrad& .(L.2) die Ge-
schwindigkeitu messen, so erhalten wir die Dreiergeschwindigkeitit v = —1 (e;, u) zu

C

wR . ..
V= — mit v —c fir w— oo.

Vw?R?/c? +1
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Egal wie groR die Kreisfrequenz auch sein mag, lokal mif3t jeder ruhende Beobachter maximal Lichtgeschwin-
digkeit. Die Viererbeschleunigung ergibt sich aus Gleichuhg.g zu

0 1.3 2 s 2 2 3
a =0, a ==rw”+ — Rw*, a°=0, a°=0.

2 2R?

Wie zu erwarten war, gibt es nur eine radiale Beschleunigung. Die beiden letzten Teraehaiven eine klassi-
sche Bedeutung. So entspricht der letzte TermRw?, der Zentrifugalkraft, wobei das negative Zeichen anzeigt,
daf die Kraft zum Kreismittelpunkt gerichtet sein muf3, damit der Beobachter auf der Kreisbahn bleibt. Der mittlere
Term,c?r,/(2R?), hingegen ist die Kraft, die aufgewendet werden muf3, um der Zentralkraft eind2otentials
die Waage zu halten. Im Spezialfall= w,, (vgl. Gl. (5.2.19) bewegt sich der Beobachter auf einer zeitartigen,
kreisformigen Geodten.

Aus der Vierergeschwindigkeit, der Viererbeschleunigung und den Christoffelsymbolen erhalten wir aus
dem Fermi-Walker-Transpor® (7.5 folgendes Differentialgleichungssysteiir £inen VektorX #

dX°  1w?R(2R - 3r,) \/(w2R2/02 DR,

T2 A(R—ry) R—r,

dxt  w? (W?R?/c24+1)R w w?R?
— +—=(2R- — ~ - X" Z(2R- 1) X3 =
pra 2R( R —3r)(R rs)\/ R 2( R —3ry) ( ER ) 0,

dXx?

dr ’
dX3 w (2R -—3r) (w2R2/02 + 1)

X' =o.
ir 2R R—r, 0

Dieses lineare, gekoppelte Differentialgleichungssystem erster Ordidnng k wir direkt integrieren und erhalten

XO(7) = k1 + ko cos(vT) + k3 sin(v7),

R—rg .
X(r)=¢? — |:k‘2 sin(vr) — k3 cos(m')},
X2(7) = ka,
1—rs/R WwiR?/2+1) (1 —r/R .
X3(r) = k1wm+ c? VI / wRQ) ( /R) kg cos(vT) + kg sin(vr)|,
w w?R%/c? +1
V=g (2R — 3rs) RE )

mit den Integrationskonstantén, ko, k3, k4. Zur Kontrolle, obX tatsachlich Fermi-Walker-transportiert wurde,
kdnnen wir das Skalarprodukt vad mit sich selbst berechnen. Dieses muf3 konstant, also anglghwonr sein,
was auch der Fall ist,

1-rs/R
_ 2 s 2, 4
X, X! =~ gk +e

1-rs/R

—rr (k3 + k3) + Rk

Fordert man, daX,u* = 0, so muf¥; verschwinden, denn es gilt

1—rs/R
Xut = —kyy | 5
utt "WerR?/e2 +1
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Geben wir nun Anfangswert&! = X* (7 = 0) vor, so folgt fir die Integrationskonstanten

w?R? wR? [w?R2/c2 4+ 1 wR? w2R2/c? +1
ky = 1) X9 - \/ X} ko = X} —wx?
' <02 +> ! c? 1—ry/R Y 2T e 1—rs/R Wi

wR?
A(R—ry)

kS - — Xi17 k4 = XZQ

Betrachten wir nun den Spezialfa! = (0,1/1 — rs/R,0,0) und bestimmen den Drehwinkel nach einer
vollen Umdrehung. Transformieren wir anschlieend den VeXtauf die lokale Tetrade, so erhalten wir

j(:a 212 /.2 1
tana = —= Q) =Y R/ + tan (v7),
)(1 (Tl) 1_T5/R

wobeir; die Eigenzeitiir einen kompletten Umlauf bedeutet.

D.3 Annaherung an ein Schwarzes Loch

Gegeben sei ein Schwarzes Loch der Magsend dem Schwarzschild-Horizont = 2G' M /c?.? Als Hintergrund
dient das MilchstraRenpanorama von Axel Mellingavie es von der Erde aus gesehen wird. Blicken wir in
Richtung des Schwarzen Lochs, so erscheint uns das Panorama aufgrund der Lichtablenkung verzerrt. Den Bereich,
aus dem uns kein Licht mehr erreicht, nehmen wir als schwarze Scheibe war. Der Radius dieser Scheibe entspricht
dabei dem Radius,, des Photonenorbits.

Nahern wir uns nun dem Schwarzen Loch und machen bei verschiedenémddist; = r,/r; mit einer
Panoramakamer@60° x 90°) ein Bild, so nimmt das Schwarze Loch, dlolgig davon ob wir uns quasistatisch
oder freifallend auf es zubewegen, einen unterschiedlich groRen Sichtbereich ein.

Ein Problem bei dieser Visualisierung ist, daf3 die Sterne von der Erde aus betrachtet stetsmpig&ifid. Auf
einer Abbildung sehen wir die Sterne jedoch stets als —iimstigsten Fall beugungsbegrenzte — Scheibchen.
Verwenden wir nun diese Abbildung beim Raytracing, so werden die Scheibchen aufgrund der Lichtablenkung
verzerrt. Richtig vare es jedoch, die Lichtablenkung Zahst fir die punktbrmigen Sterne zu berechnen und an-
schlieRend mit der Punktverbreiterung eines Objektivs abzubilden. Biesmit der in dieser Arbeit hergeleiteten
analytischen bBsung der Geditengleichung prinzipiell fglich.

D.3.1 Quasi-statische Anaherung

Nahern wir uns quasi-statisch einem Schwarzen Loch, so haben wir aufgrund der Geometrie der Raumzeit einen
begrenzten Sichtbereich. Der hal®énungswinkel¢, den das Schwarze Loch einnimmt, ergibt sich direkt aus
Gleichung 6.3.12:

2
& = arcsin gxf (1— ).

Ziehen wir als Beispiel die Positionen aus Abbildun§.6heran, so ergeben sich die Bilder aus Abbildihg.2.

Die (vollen) Offnungswinkel sind nochmals in Tabell#D.1 zusammengefalt.

Im Grenzfallr; — rs(x; — 1), wenn sich der Beobachter dem Horizont immer weitgrert, nimmt das Schwar-

ze Loch den gesamten Sichtbereich des Beobachters ein. Es sei nochmals darauf hingewiesen, dal’ der Beobachter
jeweils ruht, wenn er ein Bild macht. Jé&imer er dem Schwarzen Loch ist, destolggr muld seine Antriebsbe-
schleunigung sein, um nicht ins Schwarze Loch #uzsn?

2Wichtig ist hier nicht die eigentliche Masse des Schwarzen Lochs sondern dégdthsrBchwarzschild-Horizont zu Entfernung.
SInternet:http://home.arcor-online.de/axel.mellinger/allsky.html . Email: axm@rz.uni-potsdam.de
4Eine sctone lllustration der quasistatischen Atirerung anhand eines stellaren Schwarzen Lochs findet sigf]in [


http://home.arcor-online.de/axel.mellinger/allsky.html
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Abbildung D.2: Statische Anniherung an ein stellares Schwarzes Loch; Abstand (von oben nach unten) r; /rs =
4.0,3.0,2.0,1.5,1.4,1.3,1.2, 1.1; Panoramakamera mit Sichtfeld 306° x 90°. Im Hintergrund ist das Milchstra3en-
panorama zu sehen.OJ Film
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Abstandx;l 4.0 3.0 2.0 1.5 14 1.3 1.2 1.1

Voller Offnungswinkel¢ || 68.4° | 90.0° | 133.4° | 180.0° | 194.5° | 212.5° | 235.8° | 269.2°

Tabelle D.1: Offnungswinkel bei der quasi-statischen Anniherung an ein Schwarzes Loch mit dem Schwarzschild-
Horizont ry.

D.3.2 Anndherung durch freien Fall

Nahern wir uns einem Schwarzen Loch auf einer radialen zeitartigen&Bsod— also im freien Fall —, so
mussen wir die Aberration aufgrund seiner hohen Geschwindigkeitksichtigen. Welcher Effekiberwiegt —
Aberration oder Lichtablenkung — wollen wir im folgenden genauer betrachten.

Die lokale Tetrade eines radial bewegten Beobachters mit der Vierergeschwindiglett sich wie folgt aus
der Dreiergeschwindigkeit und der nairlichen lokalen Tetradg¢e,, e, ey, e, } am jeweiligen Ruheort zusam-
men:

1 v
co=-u=7leitfe), e =7(feite), ex=es e=e, [=-. (D3.1)
Beziglich dieser Tetradedanen wir nun eine Lichtstrahlrichtungvorgeben,

y = +ep + cosée; +sines

ol YV cos & rs sin &
=|=x + Oy + (£08 + \/1=—0,+—=0
( c\/l—rs/r 02\/1—7’5/7') K ( ﬁ COS&)V r r v

=10y + 10, + 0y,

wobei ein Punkt die Ableitung nach einem affinen Paramkist. Das positive Vorzeichen giltif Nullgeodaten,
welche in die Zukunft laufen, das negative Vorzeichéndie, welche aus der Vergangenheit kommen. Mit den
Konstanten der Bewegurig= (1 — r,/r;) ¢*t undh = r; sin ¢ aus dem Kapitel%) folgt mit Gleichung 6.3.19

am Beobachterort;

s o (1= )42 (£1 4 Beose)?
k T T | 4
a2- = ’[“2 = _3 = —. (D.32)
kit = Ts 2p2 72 sin’ & 27

Setzen wir die Geschwindigkeit eines frei fallenden Beobachters (vgl. Abschfit2.3 in Gleichung D.3.2)
ein, dann gelangen wir zu der Bedingungsgleichung f

2

—1
i (12 2) (-2 e

2 7 0
Oy = % (1 - :()) e = ;7. (D.3.3)
Im Grenzfallr; — rs(x; — 1) erreicht der frei fallende Beobachter, egal wo er startet, Lichtgeschwindigkeit.
Aufgrund der Aberration krmmt sich sein Sichtfeld aber in Alhgigkeit seiner Geschwindigkeit nach vorn,
Licht scheint mehr und mehr aus der Bewegungsrichtung zu kommen. Nach der speziellen &sethedtie
wirde sich sein Sichtfeld dann im Grenzfall der Lichtgeschwindigkeit auf einen Punkt zusammenziehen. Beim
freien Falllberlagern sich nun beide Effekte — Aberration und Lichtablenkung — wobeirafiip vom Startort
r, der Grenzwinkef aus Gleichung[d.3.3) folgt.

Ziehen wir wieder als Beispiel die Positionen aus Abbildih§.6 heran, so ergeben sich im freien Fall aus
dem Unendlichen die Bilder aus AbbildufigD.3. Die (vollen)Offnungswinkel sowie die Momentangeschwindig-
keiten, bezogen auf einen ruhenden lokalen Beobachter am jeweiligen Ort, sind in TEb&lleBusammengefalit.

<

Beim freien Fall aus dem Unendlichen nimmt das Schwarze Liactén Beobachter beifdberqueren des Hori-
zonts einen halbe®ffnungswinkel von etw&4.2° ein.
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Abbildung D.3: Freier Fall auf ein stellares Schwarzes Loch; Abstand (von oben nach unten) r;/rs = 4.0, 3.0,
2.0,1.5,1.4,1.3,1.2, 1.1; Panoramakamera mit Sichtfeld 306° x 90°. Im Hintergrund ist wieder das Milchstral3en-
panorama zu sehen.
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Abstandx;l 4.0 3.0 2.0 1.5 1.4 1.3 1.2 1.1

Momentangeschwindigkeit | 0.50 | 0.577 | 0.707 | 0.816 | 0.845 | 0.877 | 0.912 | 0.953

\oller Offnungswinkel¢ 40.3° | 48.4° | 61.0° | 70.5° | 72.8° | 75.4° | 78.1° | 81.0°

Tabelle D.2: Offnungswinkel beim freien Fall aus dem Unendlichen (zo = 0) auf ein Schwarzes Loch mit dem
Schwarzschild-Horizont r.

D.3.3 Anndherung durch erzwungene zeitartige Bahn

Bisher haben wir nur den freien Fall auf ein Schwarzes Loch betrachtet. Nun wollen wir uns auf einer erzwungenen
Bahn dem Schwarzen Loclahern. Wie wir dies technisch umsetzeginken, soll uns hier nichttknmern. Wir
mussen lediglich darauf achten, dalR wir stets eine zeitartige Kurve beibehalten.

Als Beispiel diene uns die, durch unsere Eigenzgitirametrisierte, radiale Bahn

r(t) =7 —ar (D.3.4)

mit dem Startort-; und dem linearen Faktar. Die entlang dieser Kurve verstrichene Koordinatenzeithalten
wir aus der Metrik D.1.1) mit ds?> = —c?dr? unddy = dy = 0. Dann gilt furr > r,:

dr T 1 /dr\?
dt = 1—rs/r(7-)\/1r(7')+62<d7'> . (D.3.5)

Substituieren wirc = r;/(r; — a7) und integrieren anschlieRend, so erhalten wir den etwas komplexen Ausdruck

z(T)
t ry arctanhﬁ ( L ) N \/m+a/c \/m
= _— - TS
e VI ot @@ —aje v
/' =x0
(D.3.6)

mit den Grenzeny = rs/r; undz(r) = rs/(r; — at). Die Vierergeschwindigkeitifr diese Bahn erhalten wir
ganz einfach aus

*—8 —Tﬁ _ V1=1s/r(7) + a?/c?
dr et dr " 1—rs/r(7)
Der Vergleich mit der Darstellung = ¢y (e; + Se,.) fir die Vierergeschwindigkeit béglich der jeweiligen
Ruhetetrade am momentanen Aufenthaltsintf auf die lokale Dreiergeschwindigkeitmit

8, — ad,. (D.3.7)

alc
= . D.3.8
b 1—rs/r(r)+a?/c? ( )
Im Grenzfalla — 0, wenn also der Beobachter am ®@rt= r; verharrt, vereinfacht sich der Ausdrudk.B.6) fur
die Koordinatenzeit wie zu erwarten zu

P S (D.3.9)

D.4 Beschreibung zum, Schnellen Bildbetrachter*: BHFastView

Die Beschreibungen deschnellen Bildberechnung* aus dem Abschgiitts sind in dem ProgrammBHFastView
umgesetzt. Dabei liegt, wie bereits @eoViS , eine objektorientierte Programmierung in C+4#){] vor. Die
Oberflaiche (Abb.0 D.4) lauft unter Q. Sofern die notwendigen Treiber vorhanden sind, ist auch eine Video-
Version, bei der als Objektbild ein Video-Stream verwendet wird, einstellbar.

SVerwendete Version: QT 3.Qif OpenSource-Anwendungenritp://www.trolltech.com
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D.4.1 Steuerung mittels GUI

Die grafische Benuterobeifthe (kurz: GUI =Graphical User Interfacesiehe Abb.O D.4) ermbglicht die volle
Interaktion mit der in Abbildund] 5.12gezeigten Szene.

. BHFastView 2%l

mass ri dist

default walues

auflasung:

x: |T2D T |576

Bichtfeld:

N S
Fositicn:
<_<| LI dowmn
center Picture
Bild laden Bild: [crabicbula. ppn [reat ppn Rzl Bl
| wideo-Mode width: I— height: l— Eral dnegs = i
[T AspectRatio sizexd |12— size'’ M LSStI

Abbildung D.4: GUI zum ,,Schnellen Bildbetrachter BHFastView. Als Beispiel ist ein Bild des Krebsnebels auf
der Objektebene eingeblendet. (Erklidrung im Text)

Beginnen wir mit der Objektebene, so ist entweder ein beliebiges Bild (im ppm-Format) oder gegebenenfalls
ein Video-Stream einlesbar. Dieses Bild ist an sich nochmals auf der Objektebene in beide Richtungen skalierbar
(sizeX, size) Soll das Seitenveditnis des urspgmglichen Bildes Width, heigh} erhalten bleiben, so mul3 der
Knopf (AspectRatipaktiviert sein.

Die Parameter der Szene — Masse des Schwarzen Lods$( Abstand des Beobachters zum Schwarzen
Loch (i) und Abstand der Objektebene zum Schwarzen Lali$t)(— lassen sich sowohl mit Schiebereglern,
als auch durch direkte Zahleneingabearetern. Das Beobachterbild wird nach jederaveterung sofort neu
berechnet.

Die Sicht des Beobachters — und damit seine Kamera — kann sowohl in dérsAnfl als auch im Sicht-
feld angepalflit werden. Die maximale Aigling, die hier noch angezeigt werden kann, ist7@0fx 576 Pixel
beschankt. Ebenso kanndthstens ein Sichtfeld vain© x 90° eingestellt werden.

Die Position des Objekthildes kann nun auf der Objektebene verschoben werden. Die seitliche Verschiebung
geschieht mit den Kipfen (<’, ' <<’) bzw. (>, ' >>"); die Auf- und Abbewegung ist mit den Kpfen (up’)
und (down’) mdglich. Die Startposition wird durchdenter Picture) erreicht.

D.4.2 Implementierung ohne Video

Solange kein Video-Stream verwendet werden soll, bés#iisich die Implementierung vadHFastViewauf die
Dateien in Tabell€1D.3.
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Datei Beschreibung
main.cpp Das Hauptprogramm startet die eigentliche QT-Applikation.
bhfvDlg.ui Die Oberfache (GUI) der Applikation ist mit QT-Designer erstellt. Dort wuyr-
den auch alle notwendigeslots” definiert, die als Methoden verwendet wer-
den.
bhfvDlg.h / .cpp Beim Kompilieren wird die eigentliche Mutterklasse der Oldmfile in C++-

Code generiert.
bhfastview.h / .cpp | Von ,bhfvDIg“ abgeleitete Klasse, hier stehen die datdichen Methodende
finitionen, die das Verhalten der einzelnen Schedtilen bestimmen.
bhviewer.h / .cpp Die Bilddarstellung ist als kleines OpenGL-Fenster im GUI eingebaut. |Die
Auflésung und das Sichtfeld des Beobachterbildes, sowie di@&des ObH
jektbildes sind hier gespeichert.

Tabelle D.3: Programm-Dateien des ,,Schnellen Bildbetrachters” BHFastView

Die Bilddarstellung erfolgtiber eine Pixelzuordnungstabelle, die jeweils neu berechnet werden muf3, wenn
sich ein Parameter der Szene (Masse odergkiott) veaindert. Die Zuordnungstabelle bestimmt dalieijédes
Bildpixel das jeweils zugairige Pixel der Objektebene mittels dem Verfahren aus Absdfiniit Die Anwendung
der Zuordnungstabelle erfolgt auf der CPU; erst dann wird das eigentliche Bild auf die Grafikkarte verschoben und
angezeigt. Bei der hier vorgegebenen Maximatgmifhg vor720 x 576 Bildpunkten sind nur etwa3 Bilder pro
Sekunde darstellbar. Eine weitatshiere Bildrate ist durch die Verwendung der GP8giich

D.4.3 Implementierung mit Video

Anstelle eines statischen ObjektbildeSnkien wir auch ein Video-Stream verwenden. In der momentanen Im-
plementierung ist die Erfassung des Video-Streéditmsr die FireWire- (IEEE1394- bzw. i.LINK-) Schnittstelle
eingebaut, wobei das Video-Signal digngige Aufbsung von720 x 576 besitzt. Bei gleicher Aufisung des ei-
gentlichen Bildes ist eine Darstellung vérBildern pro Sekunde iglich. Zustzlich zu den in der TabellgD.3
aufgefihrten Programmteile bétigt man die Ansteuerung der schon éwaten FireWire-Schnittstelle, die unter
Linux mit ,dvgrab“ abgefragt werden kann.

D.5 Beschreibung zum, Scheibenbetrachter*: BHDiskView

Wir wollen hier einige Details zum Abschni§5.6.2 Uber die,Scheibe als Strahlungsquelle® &hfen. Dazu
gehbren einerseits die eigentliche Schnittberechnung, die Bestimmung der Rotverschiebung und die Implemen-
tierung der interaktiven Scheibenvisualisierung.

D.5.1 Schnittberechnung und Rotverschiebung

Die Szenerie beim ScheibenbetrachB¢tDiskViewist ahnlich der beim schnellen Bildbetrach@HFastView
Die Objektebene — hier die Staubscheibe — ist jedoch um den Winketdreht (siehe Abk D.5), was die
Schnittberechnung zwischen Nullgédd und Scheibenebene etwas komplizierter macht.

Zu jedem Bildpixel(s;, s,,) bestimmen wir die Startrichtund = (—1,dz, dy)” wie in Gleichung §.5.2 und
erhalten die Startrichtungaus Gleichungq.5.3. Die Geoditenebene ergibt sich demnach zu

T=p+tr+sd, VtsecR (D.5.1)

6In der Dissertation von Marc Borcherd ist die Verwendung der GPUIf diese Visualisierung adigfirlich dokumentiert.
"Quelle:http://www.kinodv.org/ Stand: Januar 2006.
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Abbildung D.5: Ein Beobachter befinde sich am Ort 5 = (p,0,0)” und schaue unter dem Inklinationswinkel v auf
eine Staubscheibe mit dem Normalenvektor 7i. Die Geoditenebene wird durch die Radialrichtung zum Schwar-
zen Loch und der Nullgeoditen aufgespannt. Der Schnitt zwischen Scheibenebene und Geoditenebene ergibt die
Schnittlinie. Auf dieser Linie befindet sich der Schnittpunkt Q im Abstand x vom Schwarzen Loch, welches selbst
im Ursprung des Koordinatensystems liegt, hier aber nicht eingezeichnet ist.

mit dem Richtungsvektaf = (—1,0,0)” und dem Ortsvektof = (r;,0,0)T des Beobachters. Schneiden wir die
Geoditenebenel{.5.1) mit der Scheibeneben@, #) = 0, dargestellt in Hessescher Normalform, so erhalten wir
die Schnittgerade

T=s dx =: s5Mm, s € R. (D.5.2)
dy
Hier setzen wir voraus, daf¥# /2 ist, der Beobachter also nicht auf die Kante der Scheibe schaut. Der Winkel
zwischen der Beobachterrichturg”und der Schnittgerade# erhalten wirliber

(—r,m) dy tan. (D.5.3)

[171] - [[772] B \/d{L'2 + dy? (1 + tan? L)

und so lnnen wir direkt aus der Bahngleichung..6 den radialen Abstang = r;/x(¢) berechnen. Der
Schnittpunkt Q der Nullgedden mit der Scheibenebene hat dann den Ortsveékter xym° mit dem normier-

ten Richtungsvektom® = ni/|m|. Ein Staubteilchen an diesem Ort rotiert mit der Keplergeschwindigkeit
Ukepr = VGM/x um das Schwarze Loch und hat die momentane Richéurg (7 x m) /|| x ni||. Seine
Vierergeschwindigkeiti lautet demnach

cosp =

y Ts 1
u=—---0 +,-y,U epler€1 1-—0 +’YU e ere2819 +'YU e ere3a ) V= >

wobeiée = (eq, ez, e3)T die Darstellung vor in sprarischen Koordinaten ist.

Den Auftreffwinkel des Lichtstrahls auf die Scheibenebene zu ermitteln ist etwas schwierigachgukinnen
wir die Richtung innerhalb der Geatenebene mit Hilfe der Geatengleichung (vgl. Abschnigs.3.7) angeben.
Aus der Ableitung der Radiuskoordinate

2 o
ar_ e [X _ (1 _ )] mit  p— —S0T (D.5.5)

do m

(D.5.4)

(D.5.6)
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sowiey = r; sin 7/x? erhalten wir fir den Wellenvektok der Nullgeodte
~ L dt . dr .

Diesen Wellenvektor fissen wir anschlieBend mit dem Winkelum die Beobachterrichtung in die eigentliche
Geoditenebene drehen und erhalten so defadalichen Wellenvektdk. Kontraktion mit der Vierergeschwindig-
keit, —k,u*, ergibt so die vom Staubteilchen emittierte Frequesi#. Die gleicheUberlegung liefert uns die beim
Beobachter empfangene Frequega,r und das Verhltnis beider Frequenzen ergibt die gesuchte Gesamtrotver-
schiebungges = Vemit/Vemp.

Da wir von einem idealen Planck-Spektrum ausgehen, welches jedes Staubteilchen aussemeletyk nun
aus der Rotverschiebung die scheinbare Temperatur und mit Hilfe spektraler Empfindlichkeitskurven daraus die
darzustellenden rgb-Werte berechiien.

D.5.2 Implementierung

Die Implementierung des ScheibenbetrachBDiskViewgliedert sich in vier Unterprogramme, die in Tabelle
0D.4 naher erhutert sind’

Datei Beschreibung

bhDiskView.cpp Das Hauptprogramm beinhaltet die Schnittberechnung und die Erstellung der
Pixelzuordnungstabelle. Weiterhin bestimmt es die Rotverschieqjdng
imageHandle.h / .cpp Die Darstellung des Beobachterbildes erfalper OpenGL. Die scheinbargn
Temperaturen werden in rgb-Werte transformiert. Die Einstellung der Parame-
ter: Inklinationswinkel., Masse des Schwarzen Lochs sowie Distanz zu
Scheibe werden erglicht.

transCoordinates.h / .cppUmrechnung sprische— kartesische Koordinaten.

specrend.h / .cxx Umrechnung der scheinbaren Temperatur in ein Planck-Spektrum und dige dar-
aus resultierenden rgb-Werte.

Tabelle D.4: Programm-Dateien des Scheibenbetrachters BHDiskView

Neben der interaktiven Visualisierung der Scheibe mig#l®iskView die lediglich ein sehr einfaches Modell
zulaf3t, kbnnen wir mit dem HilfsprogramriaVriteDiskimagedie umfangreichen Daten des SPH-Modells direkt
transformieren und als Einzelbilder abspeichern (siehe Blih31).

D.6 Notwendige Bildaufbsung beim Raytracing

Fur die Bilddarstellung beim Raytracing sind zwei Parameter wichtig: das Sichtfeld der Kamera und dsuAgfl
des Bildes. Damit ein Objekt einer Szenerie zumindest durch einen einzigen Pixel dargestellt wird, muf dessen
Winkeldurchmessef\,, ,, in x— bzw. y— Richtung die Beziehung

Aay, =1 (D.6.1)

erfillen, wobei res , die Auflosung und foy ,, das Sichtfeld inc— bzw. y— Richtung sind.

Nehmen wir als Beispiel die Situation aus Abschfiit6.1 und beobachten einen statischen Stern am Ort
(r = 3rs, o = 0°) von der Position(r = 157, = 0°) aus. Die Mittelpunktstrahlen, welche ein oder mehrere
Male um das Schwarze Loch laufen, erreichen den Beobachter unter einem YMisietie Abb[1D.6).

8Eine ausfihrliche Darstellung, wie man vom Spektrum zu den rgb-Werten gelangt findet man zIBJn [
9Das hier verwendete (public domain) Hilfsprogranspecrend* stammt von John Walkeitp://www.fourmilab.ch
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1Beobachter

Eor & 170.277182°

&ur = 170.367101°

Eor ~= 170.367267405°
Egr ~ 170.3672677167°

Abbildung D.6: Mittelpunktstrahlen fiir die Bilder erster ({2, ) und zweiter (€4, ) Ordnung. Das Bild nullter Ord-
nung entsteht durch den direkten Strahl vom Stern zum Beobachter.

Die Anzahl UmbAufe um das Schwarze Loch geben hier die Ordnung des Bildes an. Damit alle Ordnungen auf dem
Bild eingefangen werden, mul3 in diesem Fall das Sichtfeld der Ka20éra 20° betragen. Die Winkeldurchmes-
serAq; der Bilder i-ter Ordnung und die damit aus Gleichuigg. 1) folgenden Mindestaufsungen des Bildes

sind in Tabelld1D.5 zusammengefalit.

Ordnungi| A« [Grad] | Mindestauftsung [Pixel]

1 1.517 - 1072 1319
2 2.78-107° 719425

Tabelle D.5: Mindestaufiésungen fiir die Darstellung der Bilder i-ter Ordnung.

Ein Bild mit einer quadratischen Adgung vor19425 Pixeln wirde unkomprimiert und monochromatisch jedoch
482GB Speicher béttigen. Als gedrucktes Bild mit einer Druckailung von 300dpi d&tte es eine Kanteahge
von etwa61 Metern.

D.7 Weitere Hilfsprogramme

Zur Erstellung einzelner Abbildungen und der Umsetzung der analytischen Rechnung aus dentKatken
wir noch drei kleine Hilfsprogramme edhnen. Eine aughrlichere Erkhrung, sofern notwendig, steht im jewei-
ligen Quellfile.

bhPotential.cpp
stellt das effektive Potentialif eine zeit-, licht- oder raumartige Ged anhand Gleichun 2.4

dar.

bhKubisch.cpp
liefert zusammen mit der GnuPl6tDateikub.gnudie Abbildung 5.8, die (iber das qualitative Ver-

halten zeitartiger Ge@den in Abfangigkeit der Startrichtungund der StartgeschwindigkeitAus-
kunft gibt.

10Quelle:http://www.gnuplot.info/ Stand: Januar 2006.
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bhGeodesic.cpp
schlielRlich setzt die analytische Rechnung aus dem Kdjitein, wobei vor allem die im Abschnitt

§5.4berechneten Werte ermittelt werdedrken.

D.8 Szene-Dateilir kugelformige Strahlungsquelle

Nachfolgend ist die voll$indige Szene-Dateilf die Simulation aus dem Abschniti.6.1angefihrt.

;7 GeoViS: galacticCenter_incl45.scm

5 (c) Thomas Mueller, Universitaet Tuebingen, TAT
5 16.11.2004

o= Metrik ----

(init-metric ’(type "Schwarzschild")
‘(masse 1.0)
'(id "metric")

)

;v ---— Geodaetenintegrator fuer Raytracing ----
(init-solver '(type "GSL_Fehlberg")
‘(eps_abs 1.0e-9)
‘(id "raytracing”)

;; --—-- Beobachter-Kamera ----

(init-camera ’'(type "PinHoleCam")
'(dir #( 1.0 0.0 0.0) )
(vup #( 0.0 0.0 1.0) )
'(fov #( 8.0 8.0 ))
‘(res #(1000 1000))
(filter "FilterRGBz")
'(id "cam1")

)

;; --—-- Strahlgenerator ----

(init-raygen ’(type "RayGenSimple")
‘(boundBoxLL ,(vector (- gpDBLMAX) -150.0 -150.0 -150.0) )
‘(boundBoxUR ,(vector  gpDBLMAX 150.0 150.0 150.0) )
'(stepsize 0.01)
‘(solver "raytracing")
'(maxNumPoints 6000)

)

;7 --—-- Beobachter-Tetrade ----

(local-tetrad ’(pos #(120.76 120.0 0.7854 0.0 0.0))
‘e #(1.0 0 0 0) )
‘el #0.0 -1 0 0))
‘@2 #0O0 0 0 -1))
'3 #0.0 0 -10))
‘(incoords #f)
(id "locTedObs")
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5y ---- Projektor ----

(init-projector-std ’(localTetrad "locTedObs")
'(color #(0.0 0.0 0.0))
'(id "proj")

)

;; - Lichtquellen-Manager ----
(init-light-mgr '(ambient #(1.0 1.0 1.0)))

N Szenenbeschreibung: einfache Kugel

(init-texture ’(type "UniTex")
'(color #(0.8 0.16 0.16))
‘(id "utex1")

)

(init-texture ’(type "UniTex")
‘(color #(0.9 0.63 0.63))
'(id "utex2")

)

(init-shader ’'(type "ExtFiltPhongShader")
‘(objcolor ,(init-texture '(type "CheckerT2D")
'(texture "utex1")
‘(texture "utex2")
‘(transform ,(scale-obj #(20.0 10.0)))
)

)
‘(@ambient 1.0)

'(diffuse 0.0)
‘(specular 0.0)
'(id "ballShader")

)

(solid-ellipsoid ‘(objtype ,gpObjTypeLocal)
'(center #(0.0 0.0 0.0))
‘(axlen  #(0.5 0.5 0.5))
‘(shader "ballShader")
‘(id "ball")

;; - Geodaetenintegrator fuer Bewegung ----
(init-solver ’(type "GSL_RK4")
'(geodType "timelike")
'(eps_abs 0.01)
'(id "gsolver")

)

;; ---—- Bewegung entlang zeitartiger Geodaete ----
(init-motion '(type "Geodesic")
‘(solver "gsolver")
'(pos #(0.0 6.0 1.5707963 0.0 0.0))
'(localvel #(0.0 0.0 0.5))



D.9. FILMBESCHREIBUNGEN 205

'(e0 #(1.0 0.0 0.0 0.0))
(el #(0.0 0.0 -1.0 0.0))
‘(e2 #(0.0 0.0 0.0 -1.0))
'(e3 #(0.0 1.0 0.0 0.0))
'(maxnumpoints 3000)
"(forward 220.0)
'(backward 250.0)

'(id "motion")

)

;7 - lokaler Verbund ----
(local-comp-object ’(obj "ball”)
‘(motion "motion™)
'(id "lco1")
)

;i ---- Devices zur Erzeugung der Filmsequenz ----
(do ((count 0 (+ count 1))) ((= count 187))
(init-device ’'(type "standard")
'(solver "raytracing")
'(obj "lcol™)
‘(setparam ("locTedObs" "time" ,(+ 120.76 (* 0.5 count))))
)

D.9 Filmbeschreibungen

Stern um galaktisches Zentrum

Im folgenden sind die Filme beschrieben, welche die Situation aus Absghrfittt — einzelne kugetirmige
Quelle der Strahlung um das galaktische Zentrum — darstellen.

Unterverzeichnis: Schwarzschild/GalCenterBlob
galCenter.incl90_long_700x700.mpg
Abbildung [ 5.24(Seite101); 370 Einzelbilder mit Originalaufisung 1000x1000,
galacticCenteincl90_high.scm

Ein Stern mit Radius* = irs umkreist auf dem letzten stabilen Orbit das galaktische Zentrum. Die
Textur gibt die Orientierung des Sterns an, der sich aufgrund der@emhen Pazession innerhalb
eines Umlaufs verdreht. Deutlich zu sehen sind auch die Bildleeter Ordnung. Beobachterinklina-
tion: 90°.

galCenter.incl90_long_rs_700x700.mpg
Abbildung 5.24(Seite101); 370 hdf5-Dateien, galacticCentigrcl90_high.scm

Ein Stern mit Radius* = irs und homogen, isotroper Obéifihentemperatufis,,, = 6000° K
umkreist auf dem letzten stabilen Orbit das galaktische Zentrum mit halber Lichtgeschwindigkeit. Die
gravitative- und Doppler-Rotverschiebung zeigt sich in einer sich schei@hdernden Temperatur

des Sterns, welche im Bereich zwiscBe80° K und6580° K liegt. Beobachterinklination90°.

galCenter.incl45_r120_700x700.mpg
Abbildung 5.26(Seite101); 370 Einzelbilder mit Originalaufisung 1000x1000, galacticCeniacl45.scm

Beobachterinklination15° (geometrische Darstellung).

galCenter.incl45_r120_rs_700x700.mpg
Abbildungd 5.26(Seite101); 370 hdf5-Dateien, galacticCentarcl45.scm
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Beobachterinklination5° (Rotverschiebung).

galCenter.incl70_.500x500.mpg
Abbildung[5.27(Seite102); 370 Einzelbilder mit Originalaufisung 1000x1000, galacticCeniacl70.scm

Beobachterinklination70° (geometrische Darstellung).

galCenter.incl70_rs_500x500.mpg
Abbildungd 5.27(Seite102); 370 hdf5-Dateien, galacticCentarcl70.scm

Je gier die Inklination des Beobachters ist, destirlstr andert sich scheinbar die Temperatur.

Da die gravitative Rotverschiebung bei konstanter Entfernung des Beobachters zum Schwarzen Loch
gleich bleibt, ist die eben genannte Vérgiung allein dem Doppler-Effekt zuzuschreiben. Beobachter-
inklination: 70° (Rotverschiebung).

Akkretionsscheibe um galaktisches Zentrum

Abschnitt§5.6.2geht von der Annahme aus, daf sich eine Akkretionsscheibe um das galaktische Zentrum gebildet
hat.

Unterverzeichnis: Schwarzschild/SPHscheibe
scheibe1024x576mpgl.mpg
Abbildung [ 5.31(Seite105); 2000 Einzelbilder mit Originalaufsung 1024x576

Eine SPH-Scheibe mit der Ausdehung = 6m bis rout = 25m, rotiere differentiell um das ga-
laktische Schwarze Loch. Die dichten Blobs am Scheibeninnenrand zerflieRen bereits innerhalb einer
viertel Umdrehung, wohingegen Blobs im Aul3enbereich etiragel kompakt bleiben. Beobachter-
inklination: 80° (Rotverschiebung).

Quasistatische Anrdherung an ein Schwarzes Loch

Unterverzeichnis: Schwarzschild
quasiStaticApprox_972x324.mpg
Abbildungd D.2 (Seite194); 291 Einzelbilder mit Originalaufisung 2160x720

Ein Beobachter mit seiner Panoramakamera (Sichtfgtfl® x 120°) nahert sich quasistatisch, auf
der radialen Bahmr € [8,2.2) _¢ o2, einem Schwarzen Loch der Masse= 1.

Stern um ein Kerr Schwarzes Loch

Unterverzeichnis: Kerr
galCenter.incl80_.700x700.mpg
Abbildung 5.34(Seite107); 186 Einzelbilder mit Originalaufisung 1000x1000

Ein Stern mit Radius* = 0.5m umkreist auf dem innersten stabilen Orhit, ein Kerr Schwarzes
Loch. Die Textur gibt die Orientierung des Sterns an, der sich aufgrund dei&gecken Péazession

innerhalb eines Umlaufs verdreht. Deutlich zu sehen sind auch die Bitderar Ordnung. Beobach-
terinklination: 80°.

galCenter.incl80_kerr _rs_700x700.mpg
Abbildung [ 5.34(Seite107); 186 Einzelbilder mit Originalaufisung 1000x1000

Ein Stern mit Radius* = 0.5m und homogen, isotroper Obeifhentemperaturs,, = 6000° K um-
kreist auf dem innersten stabilen Orbii., ein Kerr Schwarzes Loch mit Masse= 1 und Parameter
a = 0.52. Die gravitative- und Doppler-Rotverschiebung zeigt sich in einer sich scheémtaiarnden
Temperatur des Sterns. Beobachterinklinatigor.



Anhang E

Details zum Thema Wurmloch

E.1 Formeln zur Morris-Thorne-Metrik

Wir wollen hier eine Zusammenstellung der verschiedenen Darstellungen der Morris-Thorne-Metrik geben. Die
einfachste Form — diese war bereits 1973 von H. Ellis gefunde] jedoch nicht als Wurmloch-Raumzeit er-
kannt — geben wir in Eigenradialkoordinaten- und Tetraden-Darstellung an. Im Anschlu stellen wir die Formeln
fur die allgemeine Morris-Thorne-Metrik in Eigenradial- und géwlichen Radial-Koordinaten zusammen.

E.1.1 Einfachste (Ellis-)Metrik

Koordinaten-Darstellung

Metrik
ds® = —c*dt® + di* + (b§ + 1%) (d¥? + sin®3 dp?) (E.1.1)
Christoffel-Symbole
l l
J l
rY, = Tyl rf, = i Iy = —, (E.1.2a)
ry, = cotd, I, = —lsin®9, I, = —sind cos?. (E.1.2b)
Riemann-Tensor
b b2 sin1 ,
Rigirp = _bgﬁ’ Ripip = _Z%W’ Rypop = b sin®d. (E.1.3)
Ricci-Tensor und Ricci-Skalar
b2 b2
Ry = — o, R=— 0. (E.1.4)
(b2 +12) (b2 +1?)
Einstein-Tensor
b2 b2 b2 b2 sin?v
G — — 0 __ % =0 =9 . E.15
tt (b% N 12)2; 2] (b% N l2)27 VY b(g) + l27 wp bg + 12 ( )
Tetraden-Darstellung
Lokale Tetrade
wh=cdt, W'=dl, W =\/B+I12d0, w¥=/b2+12sinddy, (E.1.6a)
1 1 1
e, = —0, e = 0y, ey = ————0y, e,= ———0 E.1.6b
t ¢ t l l 9 \/W (v (%] \/W <in ¥ @ ( )

207
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Christoffel-Symbole

5 l 5 l 7 l
d I _
BRI N~ wre Lo = v
% _ cot ¥ i l . cot ¢
9@ \/W7 ep b2 2”0 PP \/W.
Riemann-Tensor )
bO
Ripig = Rigip = ~Rjpo = Ty

Ricci-Tensor und Ricci-Skalar

b2 b2
Rj=-2———3,  R=-2—T o
(bg +12) (bg +12)
Einstein-Tensor
b2
0

Gjp=Gj=—Gy5=—Gpp=——"2—.

tt 124 99 pp (b% +l2)2
E.1.2 Allgemeine MT-Metrik in Eigenradial-Koordinaten
Koordinaten-Darstellung

Metrik
ds* = —e2®*D2dt? + di? + r(1)? (dv? + sin®9 dp?)

Christoffel-Symbole

7' (1) (1)
Fit = (b/(l) 0262(}(”7 Fil = (b/(l)a F?ﬂ - W’ nga - T(l) )
Ty = =) 1’ (D), Fgap = cot v, Ffw = —r(1)r' (1) sin*Y, Fgw = —sind cos V.
Riemann-Tensor
Ry = 0 (@12 +@"(1) . Rugeo = ' (' (r(1) 2220,

Rigrp = @' (D)r'(Dr(l) sin®9 2>V, Rygy = —r(D)r" (1),

R = —r" (1)r(1) sin®9, Rypoe = (L —1'(1)%) (1)? sin®9.
Ricci-Tensor
_ 6262q>(l) / 27, " r / 7”’
Ry = 7r(l) (<I> O r@) + " ()r() +29'(]) (l)),
]‘ / 1 "
Ry = 0 (<I> (D2r(1) 4+ ®"()r(1) + 2r (l)),

Rog = =r () (@) +17)) + 1 0%

Ry, = —r(l) sin219(<1>’(l)r’(l) + 7’”([)) + sin219<1 - r/(l)2>.

Ricci-Skalar

(E.1.73)

(E.1.7b)

(E.1.8)

(E.1.9)

(E.1.10)

(E.1.11)

(E.1.12a)

(E.1.12b)

(E.1.13a)
(E.1.13b)
(E.1.13c)

(E.1.14a)

(E.1.14b)

(E.1.14c)

(E.1.14d)

(E.1.15)
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Einstein-Tensor

626211)(1) " /(1\2

Gtt = — (Z)Q |:2T'(l)7" (l) +r (l) ].:|,
1 ! ! !

Gy BB [2@ 7' (r() + ' (1)* — 1},

Tetraden-Darstellung
Lokale Tetrade

wt =e®Wedt, Wl =dl, w? = (1) dv, w? = r(l)sind dyp,

1 1
= _@(l) = = —_—
e =e O, e =0, ey T(l)aﬂ, e, ROETY M
Christoffel-Symbole

i _ P 5 _ (@) 0]
T = (1), ng = @'(0), Ty = r(l)’ F}iz r(l)’

i (1) ® cot i (1) 5 cot ¥

A Y = L. —— R ,
TR e T T T T T

Riemann-Tensor

Ry = @'(1)* + @" (1), Rigig = _r:(<ll)),
"(r'(1 (1
Riseg = (r)(l 0 Rigip = — T((l)),
(1) r'(1 1 — 7/ (1)2
Rt‘@f@ = (r)(l ( )’ Ré@é@ = r(l)(2)
bzw.
R =W, B, - _@'(2;'(1{ R - _@'<i>(lr'<1>
~ B (I)l(l) T/(l) B ’f’/l(l) . B 1 _ T/(Z)Q
Rﬁfﬁﬂ T Rﬁlm ETOK Rﬁw@ YO
s B (I)/(l) 7ﬂ/(l) o _ T/I(l) B - 7ﬂ/(l)2 -1
R iip — r(l ’ R e — r(l)’ R 9de r(1)2
Ricci-Tensor
Rig = 15 (@ (0% (0) + 97 ()r(@) + 20/ ()r(),
Ry = = (902D + 9@ (1) +20"1).
Rop = Ry = —r (1= /(O (1) - " (Or(1) - ()?)

(E.1.16a)

(E.1.16b)

(E.1.16¢)

(E.1.16d)

(E.1.17a)
(E.1.17b)

(E.1.18a)

(E.1.18b)

(E.1.19a)

(E.1.19b)

(E.1.19¢)

(E.1.20a)

(E.1.20b)

(E.1.20c)

(E.1.20d)

(E.1.21a)
(E.1.21b)

(E.1.21c)
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Ricci-Skalar (siehe GIE.1.15)

Einstein-Tensor

Gii = gy (1= Or@) =1y, (E.1.22a)
Gy = - (;)2 (1 — 28 () (D) — ' (1)?), (E.1.22b)
Gy =Gop = %(@’(l)r’m + (1) + @' (1)*r (1) + " (1)r(D)). (E.1.22¢)

E.1.3 Allgemeine MT-Metrik in Radial-Koordinaten

Koordinaten-Darstellung

Metrik
dr?
2 20(r) 2 7,2 2 (492 4 sin2 2 E.1.2
ds e codt +17b(r)/r+r (d19 + sin 19d<p) ( 3)
Christoffel-Symbole
b(r)\ 2 20 Lrb'(r) —b(r)
I =(1-2~2 QFY% rt =@ rm=-—7 7 E.1.24
tt < r > ce (’I"), tr (T)a rr 2 7"(7" — b(?‘)) ) ( a)
o, = ! re -1 ho =D E.1.24b
vy T 0 re T 9o = b(r) =, (E.1. )
I'j, = cot, Iy, = (b(r)—r) sin?9, F:ZW = —sin¥ cos . (E.1.24c)
Riemann-Tensor
Riper = 2220 | & ()2 + " (1) — ¥ (rt'(r) —b(r)) (E.1.25a)
triv 2r2 (1 —b(r)/r) ’ -
222/ (r b(r .
Rigry = % (1 — (7“)> , Riptp = Riveo sin? 19, (E.1.25b)
1 rb'(r) = b(r) _ . 9
Rrﬂrl? - ﬂT(T)/Ta thpr(p - Rrﬁrﬁ S111 197 (E125C)
Rypp, = rb(r) sin® 9. (E.1.25d)
Ricci-Tensor
/
Ry = ?e*®() [(@'(r)2 +@"(r)) (1 - W) + (I;—(Z) (4r — b/ (1) — 3b(r)) | , (E.1.26a)
r r
' (r)rd/ (r) =b(r) 1 rb/(r)—0b(r)
e =— (®'(r)* + @ = E.1.26b
R ( () + (T)) + 22 1-=b(r)/r r3 1—b(r)/r’ ( )
/
Ryy = —'(r)r (1 B b(T)> - . (r)2+ b(r)’ Ryy = Ryysin® 0. (E.1.26¢)
r r

Tetraden-Darstellung

Lokale Tetrade

1 b
e =e M0, e =4/1— M) g ey = S0y, e, = d (E.1.27)
C T T
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Christoffel-Symbole

- b(r) ; b(r) . 1) —b
T =1 @‘P (r),  Th=y/1- @<I> (), Th= 272\/(%7 (E.1.28a)
o _ 1 [;_br) g _ 1 [0 _br) o 1[0 b(r)
Fo=7\1-—7 T =\l -—— Fhg=—"\/1- =~ (E.1.28b)
_ cot i b(r) s _  cotd
Fg@ T Iop = r 1- P Fop =— o (E.1.28c)
Riemann-Tensor
Ry = ((ID/(T‘)2 + @/’(T)) 1— b(:) n b(T) - gq;Q(T)b (T)’ (E.1.29a)
Rijig = Rigip = (1 - @ (I)y), (E.1.29b)
rb' (r) — b(r)
Riprp = Rigip = YR (E.1.29¢)
b
R0 = % (E.1.29d)
Ricci-Skalar
" 12 b(r)\  @'(r) / 20'(r)
R=-2(®"(r)+®'(r)?) (1— el I (4r —rd'(r) — 3b(r)) + 2 (E.1.30)
Einstein-Tensor
Gy = @’ G 2P0 (1 B b(7“)> _ @, (E.1.31a)
T T T T
_ / & / 2
Gs5 = Gop, Gy = % (1 — b(:)> [(I)/(T') +rd(r) —|—’1“(I>/2] I b(r) —rb (T')2r3<1> (r)b' (r)r . (E.1.31b)
E.2 Details zu Geodten
E.2.1 Entfernung und Halsradius
Wir wollen hier zeigen, dal3 die Funktion (&l.4.603
fla,7) =K (a) — F(sint,a) — 7 (E.2.1)

genau eine Bsungf(a,7) = 0 fur ein bestimmtes = ay besitzt. Der Parameter liege im offenen Intervall
(0,7/2). Leiten wir f(a, 7) partiell nache ab, so folgt

of (a,1) _ ~ K(a) n E(a) n asinTcosT N F(sint,a) D(sinT,a) (E2.2)
da a a(l —a?) (1—a2)v1—a2sin’r a a(l —a?)
und mit Gleichung.2.7), unter der Bedingung(a, 7) = 0, kdnnen wir die Ableitung zu
of(a,1) :_E+5(a)—D(sing,a) n asinTcosT (E2.3)
da a a(l —a?) (1—a2)V/1—a?sin®r
vereinfachen. Nun ist aber
8f(a’T)>0 flr 0<a<1l und 0<T<§,
da 2
also istf streng monoton steigend. Da Ztdich f(0,7) = —7/2 — 7 undlim,—; f(a,7) — oo gilt, existiert

genau eine Nullstelley von f. Da die Funktionf nicht explizit nachs aufldosbar ist, bestimmen wir die Nullstelle
ag numerisch mittels deBrent-Dekker-Method@Originalarbeit siehel[1]).



212 ANHANG E. DETAILS ZUM THEMA WURMLOCH

E.2.2 Verhalten von Geoditen bei konformer Transformation

Skalieren wir die einfachste Morris-Thorne-Metrik 8.1) mit dem konformen Fakta® = Q(t), so folgt fur die
Lagrange-Funktiong 4.4
L— L =Q(t)? {—c2i2 Y2y r(1)2¢2} (E.2.4)

mit r(1)? = (b3 + I?) und aus den Euler-Lagrange-Gleichungér ( folgen die Gleichungen

Cd (ot o0
_ i 2 n2de
0=2- (Q r(l) dA) . (E.2.5b)

Fiihren wir nun die Umparametrisierung= Y (\) mit 9, T = Q2 aus, so gilt zéchstd/d\ = Q~2d/d) und
wir erhalten die beiden Beziehungen

dt\? Ko, dp  h
<(15\) =2K — 59 und 5 )2 (E.2.6)

mit den Konstanteh und K. Analoge Anfangsbedingungen wie in Abschgiit4.2ergeber = r(1) sin /2 und
2K = 1/Q% + £Q* und wir erhalten die Bahngleichung

r(D)* = r(1)? (E.2.7)

di\? 2K+ 50!
de) h?

Der Vergleich mit 6.4.1§ zeigt, daf3 die Bahnen von Nullgeitén durch die konforme Transformation nicht
beeintéchtigt werden.

E.2.3 Atlas in GeoViS

Der Atlas der einfachsten Morris-Thorne-Metrig.8.1) ist in GeoViS durch die MetrikGvsMetricMorris-
Thorne implementiert. Die Berechnung der Géxen erfolgt in Eigenradialkoordinaten, wohingegen die Schnitt-
berechnung mit Koordinatenobjekten in pseudo-kartesischen Koordinaten, welche die Radialkoonrgdinatan-
den, durchgefhrt wird. Die MethodecoordTransf  transformiert hierfir zurachst die Eigenradial- in die Radi-
alkoordinate, um anschlie3end daraus die pseudo-kartesischen Koordinaten zu berechnen. Da wir prinzipiell die
gesamte Raumzeit mit einer Kaiiberdecken &nnen, speichern wir im Strahl die Kartennummer Null. Bei der
Transformation in Radialkoordinaten bezeichnen wir gasere Universum{l > 0) als Kartel und das,unte-
re Universum“(l < 0) als Karte2. Diese Zuordnung ist speziellif die Beschreibung von Koordinatenobjekten
wichtig.

Die allgemeinere Fornm6(2.1) der Morris-Thorne-Metrik muf3 jedoch als richtiger Atlas, bestehend aus zwei
Metriken, implementiert werden. Die Formfunktidfr) und die Rotverschiebungsfunkti@n(r) kbnnen direkt
als Funktion (siehe Ab$3.6.12 Ubergeben werden. Dabei ist tidich darauf zu achten, dafl3 die Anschlu3bedin-
gungen aus dem Abschnitb.2. Lerfullt sind.

E.2.4 Hilfsprogramm whEIIFunc.cpp

Mit dem Hilfsprogramm( Progr (whEIlIFunc.cpp)kénnen wir die meisten Elemente aus dem AbscHjtitt
Uber Geodten in der Morris-Thorne-Raumzeit berechnen. Die Methoden tragen in der Regel den Namen der zu
berechnenden @Re. Eine Mhere Beschreibung befindet sich im Programmtext selbst.
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E.3 Filmbeschreibungen

Flug durch ein statisches Gitter

Unterverzeichnis: Wurmloch/Gitter
mtWormholeFlight _.720x576.mpg
Abbildung [ 6.14(Seite133); 162 Einzelbilder

Flug mit einer Geschwindigkeit < ¢ durch eine Gitterstruktur vom Oit= 13 bis hin zul = —2.9.
Der Wurmlochhals hat einen Raditig = 2.0.

Panoramaflug durch ein Wurmloch

Unterverzeichnis: Wurmloch/Raum
mtRaumPanoramaFlug 1200x300.mpg
Abbildung [ 6.18(Seite136); 250 Einzelbilder mit Originalaufisung: 2400x600, raumPanorama.scm

Flug mit einer Geschwindigkeit < ¢ durch ein Wurmloch mit Halsradius = 2, welches zwei
Raume miteinander verbindet. Aufgenommen wird mit einer Panorama-Kamera mit Sightfeld
90° auf dem Weg zwischén= 8.0 und! = —2.0.

Flug im Wurmlochhals

Unterverzeichnis: Wurmloch/Raum
mtRaumHalsFlug_500x500.mpg
Abbildung [ 6.19(Seite137); 360 Einzelbilder mit Originalaufisung: 1000x1000, raumFlug.scm

Flug mit einer Geschwindigkeit < ¢ im Wurmlochhals. Aufgenommen wird mit einer Panorama-
Kamera mit Sichtfeld30° x 130° entlang des Halses béi= 0 und tangential zugp-Richtung.
mtRaumHalsFastFlug v0.90c500x500.mpg
Abbildung [ 6.19(Seite137); 304 Einzelbilder mit Originalaufisung: 1000x1000,

Flug mit 90% Lichtgeschwindigkeit im Wurmlochhals. Aufgenommen wird mit einer Panorama-
Kamera mit Sichtfeld30° x 130° entlang des Halses béi= 0 und tangential zugp-Richtung.

Relativistischer Flug durch eine statische Szen& Raume

Unterverzeichnis: Wurmloch/Raum
mtRaumFastMov_v0.90c500x500
Abbildung 6.20(Seite137); 128 Einzelbilder mit Originalaufisung 1000x1000, raumFlugFast.scm

Flug mit 90% Lichtgeschwindigkeit durch ein Wurmloch mit Halsradigs= 2. Aufgenommen wird
mit einer Loch-Kamera mit Sichtfeld)° x 70° vom Ortl = 16 bis{ = —10.43.

mtRaumFastMov_v0.99c500x500
Abbildung [ 6.20(Seite137); 159 Einzelbilder mit Originalaufisung 1000x1000, raumFlugFast.scm

Flug mit 99% Lichtgeschwindigkeit durch ein Wurmloch mit Halsradigs= 2. Aufgenommen wird
mit einer Loch-Kamera mit Sichtfeld)° x 70° vom Ortl = 16 bis{ = —10.43.
mtRaumPanFastFlugv0.99.1200x300
Abbildung [ 6.20(Seite137); 200 Einzelbilder mit Originalaufisung 2400x600

Flug mit 99% Lichtgeschwindigkeit durch ein Wurmloch mit Halsradigs= 2. Aufgenommen wird
mit einer Panorama-Kamera mit Sichtfedd0° x 90° vom Ortl = 16 bisi = —24.5.
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Bewegtes Objekt in statischer Szene: Obingen — Mars

Unterverzeichnis: Wurmloch{ibingen
mtTueMarsBall _seitlich_.512x512.mpg
Abbildung 6.21(Seite138); 301 Einzelbilder mit Originalaufisung 2048x2048

Gegeben sei ein Wurmloch mit Halsradiys= 6 zwischen demiibinger Marktplatz und einer fikti-
ven Marsstation. Ein Beobachter am Qft= 25,9 = 7/2, ¢ = 0) beobachtet mit einer Lochkamera
(Sichtbereich{70° x 70°). Ein Ball bewegt sich entlang einer radialen Gébeh (v = 7 /2, o = 7/2)
vonl = [15,—15)¢.; durch das Wurmloch.

mtTueMarsBall _orbit 512x512.mpg

Abbildung 6.22(Seite139); 360 Einzelbilder mit Originalaufisung 2048x2048, tueWhMarsBdlals.scm
Gegeben sei ein Wurmloch mit Halsraditigs = 6 zwischen dem @ibinger Marktplatz und einer
fiktiven Marsstation. Ein Ball bewegt sich auf einer Kreisbahn mit Radig2.0 um das Wurmloch
herum.



Anhang F

Details zur Stereo-Visualisierung

F.1 Filmbeschreibungen

Relativistische Bewegung parallel zur Augenachse

Unterverzeichnis:Stereo/SRT
stDieMov_v0p5.720x720.bg.redcyan.mpg
Abbildungd 7.17 (Seite156); 360 Einzelbilder mit Originalauflsung 1000x1000
Bewegt sich ein Wfel mit der Geschwindigkeiti,,y = 0.5 parallel zur Augenachse im Abstand
a = 3.0 von links nach rechts, so scheint er sich von vorne nach hinten zu bewegen.

stDieMov_v0p9_720x720.bg.redcyan.mpg

Abbildung 7.18(Seite157); 390 Einzelbilder mit Originalaufisung 1000x1000
Die scheinbare Bewegung einesikiéls von links vorne nach rechts hinten vérkt sich bei lbherer
GeschwindigkeitSpar = 0.9).

Abbildung F.1: Stereosicht eines Wiirfels, der sich mit Bp, = 0.5 (links) bzw. Bpar = 0.9 (rechts) im Abstand
a = 3.0 am Beobachter — Augenabstand by = 0.06, Sichtfeld 70° — vorbei bewegt. Dargestellt sind die Ste-
reophantomwiirfel zu den Beobachtungszeitent, = —3.4...7.0 mit At = 0.8 (links) bzw. t, = —0.9...5.4 mit
At = 0.3 (rechts).

stParBallMov_vOp5.720x720.redcyan.mpg
Abbildungd 7.19(Seite158); 780 Einzelbilder mit Originalauflsung 1000x1000, BallParMov.scm

215
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Binokulare Sicht einer Kugel mit Radius= 0.15, welche sich mit der Geschwindigkeit= 0.5¢

im AbstandAy = 3.0 parallel zur Augenachse des Beobachters (Sichtfedd: x 70°) bewegt. Die
Koordinaten der Augen sindz; = —0.03 undzr = 0.03. Der Beobachtungszeitraum i} =

[—0.3, 7.8)0'02.

stTransBox vOp5.720x720.redcyan.mpg

Abbildungd 7.12(Seite152); 260 Stereobilder mit Originala@ung 1000x1000, transBoxBall.rvs
Ein transparenter Wirfel mit Kantendnger = 0.2 und einer Gittertextur bewegt sich im Abstand
Ay = 0.8 mitv = 0.5¢ parallel zur Augenachse des Beobachters (Augenabstard).06).

stTransBox vOp9.720x720.redcyan.mpg
Abbildung 7.12(Seite152); 260 Stereobilder mit Originalaw@ung 1000x1000, transBoxBall.rvs

Analoge Situation; jedoch bewegt sich jetzt deirf®l mit der Geschwindigkeit = 0.5¢.

Relativistische Bewegung orthogonal zur Augenachse

Unterverzeichnis:Stereo/SRT
stOrthoBoxZubeweg v0p5.720x720.redcyan.mpg
Abbildung 7.21(Seite159); 300 Einzelbilder mit Originalaufisung 1000x1000
Binokulare Sicht eines Wfels mit Kanteriinger = 0.2, welcher sich mit der Geschwindigkeit=
0.5¢ orthogonal zur Augenachse (x-Achse) des Beobachters bewegt. Die Koordinaten der Augen sind:
xr, = —0.03 undzr = 0.03. Beobachtungszeiiif die Bewegung des Wfels entlang der Geraden
x = 0.4 auf den Beobachter zd, = [—2, —0.125)0.g0625-

stOrthoBoxWegbewegvOp5_720x720.redcyan.mpg

Abbildung 7.21(Seite159); 320 Einzelbilder mit Originalaufisung 1000x1000
Analoge Situation wie im vorherigen Fall. Beobachtungszgiidie Bewegung des @¥fels entlang
der Geraden: = 0.4 vom Beobachter wed;, = [1, 4)0.009375-

Stereoskopie in der Allgemeinen Relativiéitstheorie

Unterverzeichnis:Stereo/ART
whStereoRaumUnten720x720.mpg
Abbildung 7.24(Seite162); 720 Einzelbilder mit Originalaufisung 1000x1000, raumStereo.scm
Stereosicht eines kubischen Raums mit Kaategg Ar = 50, der ein MT -Wurmloch mit Halsra-
diusby = 2 umgibt. Der Beobachter bewegt sich ausgehend vomgyt= —20, or p = £1.72°
kreisirmig um das Wurmloch und beobachtet mit einer Stereokamera mit Sicltfelf)°.

whStereoTueMarsBallOrbit_IBall_m2_720x720.mpg

Abbildung 7.25(Seite162); 720 Einzelbilder mit Originalaufisung 1000x1000
Stereosicht eines Balls mit Raditsy = 1.0, der ein Wurmloch mit Halsradius, = 6 quasistatisch
auf der Bahni = —2 umkreist. Der Beobachter befindet sich am Qgt = 25, ¢, g = £0.57° und
hat ein Sichtfeld voh0° x 50°.

whStereoTueMarsBallOrbit_IBall _p4_720x720.mpg

Abbildungd 7.25(Seite162); 720 Einzelbilder mit Originalaufisung 1000x1000
Stereosicht eines Balls mit Raditsy = 1.0, der ein Wurmloch mit Halsradius, = 6 quasistatisch
auf der Bahnl = 4 umkreist. Der Beobachter befindet sich am gt = 13, ¢ g = £0.57° und hat
ein Sichtfeld vors0° x 50°.
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