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EINLEITUNG

Die Konstruktion von Quotienten fiir Aquivalenzrelationen ist ein grundlegendes
Problem der Algebraischen Geometrie. In der vorliegenden Arbeit beschéftigen wir
uns mit folgendem Quotientenbegriff, der lediglich die Minimalanforderung einer
universellen Eigenschaft fordert:

Definition. Ein Morphismus 7: X’ — Y’ von (Pri)Varietiten heifit kategorischer
Quotient fiir eine Aquivalenzrelation R C X' x X', falls gilt:

(i) Der Morphismus 7 ist R-invariant, das heifit 7 ist konstant auf jeder Aqui-
valenzklasse von R.

(ii) Zu jedem R-invarianten Morphismus ¢: X’ — Z’ von (Pri)Varietiten gibt
es einen eindeutig bestimmten Morphismus @: Y’ — Z' mit ¢ = g o 7.

Ein klassisches Beispiel fiir Aquivalenzrelationen liefern algebraische Gruppenwir-
kungen p: G x X’ — X'. Die zu einer solchen Wirkung gehérige Aquivalenzrelation
RC hat genau die G-Bahnen als Aquivalenzklassen. Die Frage nach kategorischen
Quotienten fiir Gruppenwirkungen ist unter anderem Gegenstand der Geometri-
schen Invariantentheorie, in deren Rahmen man auch nach spezielleren Quotien-
tenkonstruktionen sucht, siehe etwa [16]. Gruppenwirkungen liefern bereits einfache
Beispiele, die keine kategorischen Quotienten besitzten:

Beispiel 1. [5, Example 4.3] Wir betrachten den Raum V der (2 x 3) Matrizen
iber K. Weiter wirke G := SL(2) mit der Matrizenmultiplikation von links. Weiter
betrachten wir den G-invarianten offenen Unterraum X’ mit erster Spalte nicht null.
Dieser besitzt keinen Kategorischen Quotienten.

In Beipsiel 1 ldsst sich jedoch eine Existenzaussage fiir kategorische Quotienten
erzielen [5, Theorem 1.1}, wenn man zu der grofieren Kagetorie der konstruierbaren
k-Rdume {ibergeht:

Definition (Kategorie der k-Réume). Es sei K ein algebraisch abgeschlossener
Korper.

(i) Ein quasiaffiner konstruierbarer Raum (quasiaffiner k-Raum) ist ein Raum
mit Funktionen, der isomorph zu einem konstruierbaren Unterraum einer
affinen Varietét ist.

(ii) Ein konstruierbarer Raum (k-Raum) ist ein Raum mit Funktionen, der eine
endliche offene Uberdeckung durch quasiaffine k-Réume erlaubt.

(iii) Ein Morphismus von k-Rdumen ist ein Morphismus der zu Grunde liegenden
Réaume mit Funktionen.

Dies verallgemeinert ein von A. Bialynicki-Birula in der Arbeit [7] untersuchtes
Konzept, die Kategorie der dc-subsets: Die Objekte dieser Kategorie sind dichte
konstruierbare Unterrdume von Varietédten. Die Morphismen sind Einschrankungen
von Morphismen, die auf offenen Teilmengen der umgebenden Varietdten definiert
sind. Die Kategorie der konstruierbaren Réume ist formal analog zur Kategorie der
Préavarietéiten definiert und viele Begriffsbildungen, wie etwa Glattheit, Normalitét,
Separiertheit lassen sich formal iibertragen. Bereits in elementaren Fragestellungen
ergibt sich jedoch ein unterschiedliches Verhalten: In Beispiel 1.1.14 geben wir einen
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bijektiven glatten Morphismus von konstruierbaren Rdumen an, der kein Isomor-
phismus ist.

Die Kategorie der dc-subsets ist eine volle Unterkategorie der separierten k-Rédume
ist siche Bemerkung 1.5.8. Beispiel 3.6.31 zeigt jedoch, dass die Kategorie der dc-
subsets eine echte Unterkategorie der separierten k-Riume ist.

Ein erster Schritt zu allgemeinen Existenzaussagen und Quotientenkonstruktionen
in der Kategorie der konstruierbaren Riaume ist die Untersuchung von Aquivalenz-
relationen, die durch Morphismen definiert werden: Jeder Morphismus 7: X — Y
von (Pri)Varietiten definert eine Aquivalenzrelation R, auf X:

(r,2') € Ry = m(x) = n(2)).

Fiir Varietdten beobachtet man [8, Lemma I1.6.2], dass jeder separable offene surjek-
tive Morphismus 7 ein kategorischer Quotient fiir R, ist. Fiir lokal 1-volle k-Rdume,
das heifit, k-Réume, die sich lokal mit einem mindestens 2-kodimensionalen Kom-
plement in normale affine Varietéten einbetten lassen sieche Lemma 1.7.15, erhalten
wir in Satz 1.9.20 die folgende Aussage:

Satz. Es seien X, Y lokal 1-volle k-Rdume und w: X — Y ein surjektiver separabler
Morphismus und Y trage die Quotiententopologie beziiglich w. Dann ist m: X — Y
ein kategorischer Quotient fir R, in der Kategorie k-Rdume.

Ein weiterer fiir Quotientenkonstruktionen wichtiger Schritt ist die Frage nach der
Separierung von Prévarietéten: Jede Prévarietdt X " definiert auf natiirliche Weise
eine Aquivalenzrelation Ry auf X':

(v,2") € Rxr & (z) =1y(2’) fiir alle ¢» € Mor(X’,Y’) mit Y’ Varietiit.

Einen kategorischen Quotienten 7: X — Y mit separiertem Y fiir die Aquivalenz-
relation Ry/ nennen wir eine universelle Separierung von X'. Wir untersuchen die
Existenz universeller Separierungen fiir torische Prévarietédten, das heifit, dquivari-
ante offene Einbettungen 7' C X eines Torus 7' = (C*)" in eine normale Préavarietét
X. Fiir torische Pravarietiten der Dimension eins und zwei kann man die Existenz
universeller Separierungen 7: X — Y zeigen, siehe [3, Corollary 4.2]. In Dimension
drei gibt es bereits Beispiele die keine universelle Separierung besitzen, siehe [4]:

Beispiel 2. Es sei X’ die torische Privarietét die durch das Verkleben zweier Kopien
von C2? x C* entlang von (C*)® via (t1, 2, t3) — (ta, 12 /ts, 1) ensteht. Die Priivarietit
X' besitzt nach [4, Proposition 4.3] keine universelle Separierung in der Kategorie
der Varietéten.

In der Kategorie der k-Raume lassen sich jedoch auch in héherer Dimension Exi-
stenzresultate erzielen. Wir betrachten dreidimensionale torische Prévarietéten die
,,Spitze allgemeine Lage” haben, die genaue Formulierung dieser Bedingung bezieht
sich das beschreibende Fécherssystem der torischen Prévarietéit und stellt sicher,
dass dessen erzeugende Strahlen einen spitzen Kegel aufspannen und darin allge-
meine Lage haben, siche Definition 4.4.14. In Theorem 4.4.15 erhalten wir

Theorem. Es sei X' eine komplexe torische Prdvarietit mit spitzer allgemeiner
Lage der Dimension drei. Dann existiert zu X' eine universelle Separierung in der
Kategorie der k-Rdume.
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Der Beweis dieses Theorems besteht in einem expliziten Verfahren zur Konstrukti-
on der universellen Separierung. Als eine Anwendung erhalten wir eine Konstrukti-
on kategorischer Quotienten fiir Wirkungen von Untertori auf torischen Varietéten.
Quotientenkonstruktionen in diesem Rahmen sind vielfach untersucht worden, siehe
etwa [12], [15] und [19]. Die Frage nach kategorischen Quotienten ist bis zur Kom-
plexitit zwei geklirt, siehe [4]; die Komplexitéit bezeichnet dabei die Kodimension
des Untertorus im groflen Torus. In der Komplexitit drei tauchen erste Beispiele
auf, die keinen kategorischen Quotienten in der Kategorie der Varietiten besitzen
siehe Beispiel 4.5.19:

Beispiel 3. Wir betrachten die torische Varietiit X’ := C? x (C*)2 U (C*)? x C?
mit dem Torus (C*)* und die C*-Wirkung h  x := (h™ ‘@1, k™ tag, has, hay) auf X'
Dann ist X’ eine quasiaffine torische C*-Varietit und besitzt keinen kategorischen
Quotienten in der Kategorie der Varietéten.

In diesem Beispiel erhalten wir einen Quotienten in der Kategorie der separierten
k-Réume, es ordnet sich in folgende allgemeine Situation ein: Ein Untertorus H einer
torischen Varietit X’ wird durch ein Untergitter L des 1-Parametergruppengitters N
des groflen Torus T beschrieben. Wir sagen, dass H spitze allgemeine Lage besitzt,
falls die Bilder in der Strahlen des beschreibenden Féchers in N/L einen spitzen
Kegel erzeugen und darin allgemeine Lage besitzen siche Thoerem 4.5.18

Theorem. Es sei X' eine komplexe torische H - Varietit mit Komplexitit drei. Wei-
ter operiere der Untertorus H abgeschlossen auf X' und habe spitze allgemeine Lage.
Dann ezistiert der kategorische Quotient w: X' — Y in der Kategorie der separier-
ten k-Rdume.

Das Beispiel 3 besitzt keinen kategorischen Quotienten in der Kategorie der Va-
rietdten siehe Beispiel 4.5.19. Folgendes Beispiel besitzt einen kategorischen Quoti-
enten in der Kategorie der separierten k-Rédume welcher sich nicht in eine Préva-
rietéit einbetten lasst, das heifit, der kategorische Quotient ist kein dc-subset siehe
Beispiel 4.5.8:

Beispiel 4. Wir betrachten die quasiaffine torische Varietét

X = Cx(CH* U (C)PxCtx(CH U (C)xC?
mit dem Torus (C*)°. Weiter betrachten wir folgende (C*)*-Wirkung auf X:
(hi,ho,hg) xx = (hy'hy '@y, by hazo, hy 'as, hiza, hohy a5, haxs) .

Die torische (C*)*-Varietiit X’ besitzt einen kategorischen Quotienten in der Kate-
gorie der separierten k-Riume; der Quotientraum ist kein dc-subset.

In Kapitel 1 fithren wir die Kategorie der konstruierbaren Réume ein, definieren
grundlegende Begriffe und untersuchen sie. Viele Begriffe lassen sich direkt aus
der Algebraischen Geometrie in die Welt der konstruierbaren Raume iibertragen,
wie zum Beispiel Normalitét, Glattheit, Dimension, Funktionenkorper, Separiertheit
etc.. Am Ende des Kaptiels werden die Begriffe Kurveniiberdeckungseigenschaft und
schwach eigentliche Abbildungen diskutiert, die fiir unsere Quotientenkonstruktio-
nen von entscheidender Bedeutung sind.

In Kapitel 2 werden die konvex-geometrischen Grundlagen zur Beschreibung torische
k-Réaume gelegt, insbesondere werden die Begriffe polyedrischer Kegel, Facher und
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Féchersystem verallgemeinert. Das Hauptergebnis des Kapitels ist ein Algorithmus,
der ein gegebenes k-Gitterfiachersystem auf universelle Weise auf einen k-Gitterfiacher
reduziert. Gegenstand von Kapitel 3 sind torische konstruierbare Rdume, welche den
Begriff einer torische (Prd)Varietéit verallgemeinern. Die Hauptergebnisse sind die
konvexgeometrische Beschreibung der Kategorie der torischen k-R&ume, sowie die
algorithmische Konstruktion torischer Quotienten, das heifft, kategorischer Quoti-
enten in der Kategorie der torischen k-Réume.

Kapitel 4 ist der Konstruktion kategorischer Quotienten fiir torische (Pré)Varietéiten
in der Kategorie der k-Rdume gewidmet. Mogliche Kandidaten sind dabei die tori-
schen Quotienten. Genauer stellen wir fest: Wenn der Algorithmus in jedem Schritt
eine universelle Separierung liefert, dann ist der torische Quotient die universelle
Separierung siehe Satz 4.1.17. Wir erhalten ein Kriterium fiir die universelle Se-
parierung fiir einen torischen k-Raum mit zwei quasiaffinen attraktiven Karten in
Dimension drei siche Satz 4.3.17. Dieses Kriterium kann dann auf torische Priva-
rietét mit spitzer allgemeiner Lage der Dimension drei angewandt werden und liefert
schliefflich die Theoreme 4.4.15 und 4.5.18. Mit Satz 4.1.17 lassen sich jedoch auch
Fille behandeln, die keine allgemeine Lage haben, wie etwa Beispiel 4.
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1. KONSTRUIERBARE RAUME
1.1. Grundbegriffe.

Wir fithren die Kategorie der konstruierbaren R&ume ein und betrachten lokale
Eigenschaften wie Glattheit und Normalitit. Erste Beispiele zeigen Unterschiede zur
Theorie der Varietdten: In Beispiel 1.1.14 geben wir einen bijektiven Morphismus von
glatten konstruierbaren Rdumen an, der kein Isomorphismus ist. Fiir die Grundlagen
der Algebraischen Geometrie verweisen wir auf [13, Chapter IJ.

Eine konstruierbare Menge in einem topologischen Raum X ist eine endliche Ver-
einigung lokal abgeschlossener Teilmengen von X. Fiir eine dichte konstruierbare
Teilmenge Y C X schreiben wir auch Y C X. Jede Teilmenge Y C X eines topolo-
gischen Raumes X hat einen offenen Kern Yy := X\ A C Y, wobei A den Abschluss
von X \'Y in X bezeichnet. Ist X noethersch und gilt Y C X, so ist der offene Kern
Yy C Y dicht in X.

Es sei K ein algebraisch abgeschlossener Kérper. Ein Raum mit (K-)Funktionen ist
ein topologischer Raum X mit einer Garbe Ox von K-wertigen Funktionen; man
nennt Ox auch die Strukturgarbe von X. Fiir einen Punkt « € X bezeichnen wir
mit Ox , den Halm von Ox in z.

Ein Morphismus von Rdumen X und Y mit Funktionen ist eine stetige Abbildung
0: X =Y, sodass fop € Ox (¢~ 1(V)) gilt, fiir jede offene Menge V' C Y und jedes
f € Oy (V); in diesem Fall hat man einen Komorphismus

Py Oy(V) — Ox(e ' (V), [ = fop
Ein Unterraum eines Raumes X mit Funktionen ist eine Teilmenge Y von X zusam-

men mit der Teilraumtopologie beziiglich X und der durch Ox induzierten Struk-
turgarbe Oy; letztere ist definiert durch

Oy (V) := {f:V =K, fir alle z € V gibt es eine offene Umgebung U C X
von z und F' € Ox (U) mit fiyny = Flunv }-

Wir versehen im folgenden eine Teilmenge Y eines Raumes X mit Funktionen stets
mit dieser Unterraumstruktur. Wir nennen Y einen offenen (abgeschlossenen etc.)
Unterraum, falls Y eine offene (abgeschlossene etc.) Teilmenge von X ist.

Unter einer affinen (K-)Varietit verstehen wir einen Raum mit Funktionen, der
isomorph zu einem abgeschlossenen Unterraum eines K™ ist, wobei wir K" mit der
Zariski-Topologie und mit der Garbe der regulédren Funktionen versehen. Eine (K-)
Privarietiit ist ein Raum mit Funktionen, der eine endliche offene Uberdeckung
durch affine Varietdten besitzt. Ein Morphismus von Privarietdten ist ein Morphis-
mus der zu Grunde liegenden Rdume mit Funktionen.

Definition 1.1.1 (Kategorie der k-Riéume). Es sei K ein algebraisch abgeschlossener
Korper.

(i) Ein quasiaffiner konstruierbarer Raum (quasiaffiner k-Raum) ist ein Raum
mit Funktionen, der isomorph zu einem konstruierbaren Unterraum einer
affinen K-Varietét ist.

(ii) Ein konstruierbarer Raum (k-Raum) ist ein Raum mit Funktionen, der eine
endliche offene Uberdeckung durch quasiaffine k-Réume erlaubt.



(iii) Ein Morphismus von k-Rdumen ist ein Morphismus der zu Grunde liegenden
Réume mit Funktionen.

Bemerkung 1.1.2. Die Kategorie der Pravarietéiten ist eine volle Unterkategorie
der Kategorie der k-Réume.

Bemerkung 1.1.3. Es seien X ein k-Raum und Y C X eine konstruierbare Teil-
menge. Dann ist der Unterraum Y von X ein k-Raum. Ist X ein quasiaffiner k-Raum,
so ist Y ebenfalls ein quasiaffiner k-Raum.

Bemerkung 1.1.4. Es sei X ein k-Raum.

(i) X ist ein noetherscher topologischer Raum und jede einpunktige Teilmenge
von X ist abgeschlossen in X.

(ii) X besitzt eine Zerlegung X = X; U... U X, in irreduzible Komponenten;
das heifit, jedes X; C X ist irreduzibel und abgeschlossenen und es gilt
Xi ¢_ X]’, falls 7 75]

(iii) Fiir jede offene Menge U C X und jedes f € Ox(U) ist f: U — K eine
stetige Abbildung.

(iv) Fiir jedes f € Ox(X) ist Xy := {x € X; f(x) # 0} eine offene Menge in X.

(v) Ist X1,...,X,, ecine offene quasiaffine Uberdeckung von X, dann ist die
Familie (X;,; f € Ox(X;)) eine Basis der Topologie auf X.

(vi) Fiir jedes z € X ist die Menge m, := {f € Ox(X); f(z) = 0} ein maximales
Ideal in Ox(X).

Vereinbarung 1.1.5. Es seien A eine K-Algebra, m ein Primideal in A und f € A.

(i) Die Lokalisierung von A nach m bezeichnen wir mit Ay,. Das maximale Ideal
in Ay bezeichnen wir mit myy,.
(i) Die Lokalisierung von A nach f bezeichnen wir mit Ay.
(iii) Das Maximalspektrum von A bezeichnen wir mit Spec(A).

Lemma 1.1.6. Es seien X ein k-Raum und Y T X. Dann definiert die Inklusions-
abbildung 1v:' Y — X fir jedes y € Y einen Isomorphismus

LZ: Ox,y — Oyy, Jy — (f|Y)y'

Beweis. Die Abbildung ¢, ist offensichtlich surjektiv. Da Y dicht in X liegt und jeder

Représentant f eines Keimes f, € Oy stetig ist, muss ¢, auch injektiv sein. O

Lemma 1.1.7. Es seien X ein quasiaffiner k-Raum und x € X. Dann hat man
einen kanonischen Isomorphismus von K-Algebren

Ox(X)m, — Oxa, g — (fg Ve

Beweis. Da X quasiaffin ist, diirfen wir annehmen, dass X T X’ mit einer affinen
Varietit X’ gilt. Die universelle Eigenschaft der Lokalisierung liefert, dass die Ab-
bildung wohldefiniert ist.

Zur Surjektivitdt: Es sei h, € Ox , durch h € Ox (U) repréisentiert. Nach Verkleine-
rung von U kénnen wir annehmen, dass U = X NU’ mit einer offenen Menge U’ C X’
und h = h"U mit ' = fg~! fiir f,g € Ox/(X') gilt. Also ist f/g € Ox(X)m, das
gesuchte Urbild.
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Zur Injektivitit: Essei (fg~!), = 0. Dann gibt es eine offene Umgebung U C Xy von
rmit fg~' =0€ Ox(U). Esfolgt f =0 € Ox(U). Zu U existiert eine offene Menge
U'C X' mit U =U"NX. Wir wihlen ein Element h € Ox/(X') mit hjxng = 0
und h(z) # 0. Wegen X \ U C X'\ U’ gilt hf = 0 auf ganz X. Somit ist f/g =0 in
OX (X)mz U

Folgerung 1.1.8. Es seien X ein quasiaffiner k-Raum und Y T X. Dann gilt fir
alley € Y:

Oy(Y)m, = Ox(X)m,-
Beweis. Folgt sofort aus Lemma 1.1.6 und Lemma 1.1.7. U

Beispiele 1.1.9. Wir berechnen fiir folgende quasiaffine k-Riéume den zugehorigen
Funktionenring.

(i) Fiir den quasiaffinen k-Raum X := (K*)2 U {(0,1)} C K2 gilt:

Ox(X) = K[, Tan.
(ii) Fiir den quasiaffinen k-Raum X := (K*)? U {(0,0)} C K2 gilt:
Ox(X) = K[,T3].

Begrindung. Zu (i): Wir wissen, dass X C K% gilt. Somit ist K[, Tz]7, € Ox(X).
Es sei jetzt f € Ox(X). Mit Folgerung 1.1.8 gilt:

2
f S OX (X)m(()’l) = OK%Q (KTQ )m((),l) :
Somit existiert eine offene Umgebung (0,1) € X C U’ C K3, mit f € Okz, (U"). Da
2
X C U’ gilt, ist der Schnitt von U’ mit jedem Primdivisor von K7, nicht leer. Also
gilt f € K[Tl,TQ]TQ.
Zu (ii): Analog zu (i). O
Folgerung 1.1.10. Die beiden quasiaffinen k-Raume (K*)?2 U {(0,1)} C K? und
(K*)?2 U {(0,0)} C K2 sind nicht isomorph zueinander.
Definition 1.1.11. Es sei X ein k-Raum.

(i) Ein Punkt x € X heiit glatt, falls der lokale Ring Ox, reguldr ist. Die
Menge aller glatten Punkte von X bezeichnen wir mit X™&. Man nennt X
glatt , falls X = X' gilt.

(ii) Ein Punkt = € X heiit singuldr, falls = kein glatter Punkt ist. Die Menge
aller singuliren Punkte von X bezeichnen wir mit X8,

(iii) Ein Punkt z € X heifit normal, falls der lokale Ring Ox , normal ist. Die
Menge aller normalen Punkte von X bezeichnen wir mit X"°". Der k-Raum
X heif3t normal, falls X irreduzibel ist und X = X" gilt.

Beispiel 1.1.12. Folgerung 1.1.8 liefert, dass X := (K*)2U{(0,0)} C K2 ein glatter
k-Raum ist.

Lemma 1.1.13. FEs seien X ein k-Raum und Y & X. Dann gilt fir jedes y € Y:

(i) y ist normal in'Y < y ist normal in X.
(ii) y ist glatt in'Y < y ist glatt in X.

Beweis. Die Aussagen folgen sofort aus Lemma 1.1.6. U
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Beispiel 1.1.14. Wir betrachten die Aufblasung X’ := BI(K?2,(0,0)) mit der bi-
rationalen Abbildung 7': X’ — K2 und zo € 7 !((0,0)). Dann ist der k-Raum
X == (X"\771((0,0))) U{zo} glatt und die Abbildung 7 := 7T‘/X: X — K2 ein bijek-
tiver birationaler Morphismus von glatten k-Réumen jedoch kein Isomomorphismus.
Begriindung. Angenommen 7 ist ein Isomorphismus. Wir wihlen eine Gerade C' in
X wie in Abbildung 1. Dann ist C' abgeschlossen in X, das Bild 7(C') jedoch nicht
abgeschlossen in K?2. O

X K2

m(C)

ABBILDUNG 1

Satz 1.1.15. Es sei X ein k-Raum.

(i) Die Menge X der glatten Punkte ist offen und dicht in X.
(ii) Die Menge X" der normalen Punkte ist offen und dicht in X.

Beweis. Zu (i): Die Aussage ist lokaler Natur und somit diirfen wir annehmen, dass
X C X' mit einer affinen Varietit X’ gilt. Nach Lemma 1.1.13 gilt X™®8 = (X')™*¢NX
und somit ist X" offen und dicht in X.

Zu (ii): Die Aussage ist lokaler Natur und somit diirfen wir annehmen, dass X C X’
mit einer affinen Varietdt X’ gilt. Nach Lemma 1.1.13 gilt X" = (X’")"°" N X und
somit ist X" offen und dicht in X. O



1.2. Morphismen.

Wir untersuchen Morphismen und definieren einen Einbettungsbegriff. Des Weite-
ren fithren wir die Kategorie der Raumkeime ein und sehen, dass man im konstru-
ierbaren Fall im Allgemeinen keine Aquivalenz von Raumkeimen und Halmen der
Strukturgarbe hat siehe Bemerkung 1.3.7. Weiter beweisen wir Fortsetzungssétze
fiir Morphismen bzw. Isomorphismen siehe Satz 1.2.8 und Satz 1.2.11. Diese liefern,
dass das Bild eines k-Raumes wieder ein k-Raum ist und dass die Kategorie der
dc-subsets eine volle Unterkategorie der k-Riume ist.

Satz 1.2.1. Es seien X ein k-Raum und Y' eine affine Varietit. Dann hat man
eine Bijektion

t: Mor(X,Y") — Hom(Oy/(Y"),0x (X)), 0 — Q-

Beweis. Zu zeigen ist lediglich die Surjektivitdt von ¢. Es sei dazu ein Homomor-
phismus a: Oy (Y') — Ox(X) gegeben. Jedes € X definiert eine Zerlegung von
f€0x(X)als f= f(z)+(f—f(z)). Dies liefert eine Zerlegung Ox(X) = K-1®&m,
in K-Vektorrdume.

Wir zeigen, dass die Menge a~!(m,) ein maximales Ideal in Oy (Y’) ist. Dazu sei
ein Ideal n C Oy/(Y') mit a~t(m) C n gegeben. Wir wiihlen ein g € n\ o !(m)
und betrachten die Zerlegung a(g) = a + f mit @ € K und f € m,. Es folgt
g—a € a!(m,) und somit a = g — (g — a) € n. Also ist n = Oy (Y").

Wir zeigen nun, dass die folgende Abbildung 1 ein Morphismus mit ¢¥* = « ist:
P X — Y/, x — y, wobeim, =a !(m,).

Da « ein Homomorphismus ist, gilt a(K-1) = K- 1 und a(a=!(m,;)) C m,. Somit
ist g(¢(z)) = a(g)(x) fir alle g € Oy+(Y’) und alle z € X. Aus ¢ 1(Y]) = X,y
folgt, dass 1) eine stetige Abbildung ist. Fiir jedes f € Oy/(Yy) gilt

vi(f) = w*@) = % € Ox(Xa))s

wobei h € Oy+(Y') mit f = h/g" auf Y. Somit ist ¢ ein Morphismus mit ¢* = a. [

Definition 1.2.2. Es seien X ein k-Raum und x € X. Zwei offene Umgebungen
Y, Z C X von z heiflen dquivalent in x, falls es eine offene Umgebungung x € U C X
gibt, sodass U NY = U N Z gilt. Der Raumkeim X, ist die Aquivalenzklasse von
z in X. Es seien Y7,Ys zwei offene Umgebungen von x in X. Zwei Morphismen
p1: Y1 — Zy, pa: Yo — Zs heiflen dquivalent in z, falls Y7 ~ Y5 und ¢ = o
auf einer offenen Umgebung von z in X gilt. Ein Morphismus ¢,: X, — Y, von
Raumkeimen ist die Aquivalenzklasse eines Morphismus ¢ in .

Satz 1.2.3. Es sei X ein k-Raum, Y' eine Prdivarietit, v € X und y € Y'. Dann
hat man eine Bijektion

VE Mor(Xx,Yy’) — Hom(Oy 4, Ox z), o — P

Beweis. Da die Aussage lokaler Natur ist, kénnen wir annehmen, dass Y/ affin ist.
Zu zeigen ist lediglich die Surjektivitdt von j. Es sei dazu ein Homomorphismus
a: Oy, — Ox, gegeben. Wir wissen mit Lemma 1.1.7, dass Oy/(Y') C Oy,
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gilt. AuBlerdem ist a(Oy/(Y”)) eine endlich erzeugte K-Algebra in Ox(X). Somit
existieren f1,..., fn € Ox , mit

aOy(Y)) = Kfi,.... fa]-

Zu jedem f; existieren g;, h; € Ox(X) mit h;(x) # 0 und f = gh™! in Ox ;. Fiir die
offene Menge = € U := Xj,...,,, gilt:

a(Oy:(Y)) € Ox(X)nn, S Ox(U).
Satz 1.2.1 liefert einen Morphismus ¢: U — Y’ mit ¢* = «a auf Oy/(Y”). Es bleibt
noch zu zeigen, dass (¢*) ! (m,) = m, gilt. Wir wissen, dass ™! (m,,, ) = my,. - gilt,
und erhalten somit

() my) = at(my)NOw(Y) =  at(mg,, NOy(U))NOy(Y)

’ N Oy/(Y/)

= mym
= my,.
]

Folgerung 1.2.4. Es seien X' und Y’ Prdvarietiten, x € X' undy € Y'. Dann hat
man eine Bijektion

VE Iso(Xg’C,Yy') — Iso(Oyr,y, Oxr ), o — P

Vereinbarung 1.2.5. Es sei X’ eine irreduzible Privarietit. Mit K(X') bezeichnen
wir den zu X’ zugehorigen Funktionenkoérper.

Lemma 1.2.6. Es seien X' eine irreduzible Privarietit, Y' eine irreduzible Varietdt
und @,1: X' — Y' dominante Morphismen mit o*(f) = *(f) fiir alle f € K(Y").
Dann gilt ¢ = .

Beweis. Wir wihlen eine affine offene Teilmenge V/ C Y’ und setzen U] := o~ 1(V’)
bzw. Uy := 1~ (V'). Da Y’ eine Varietiit ist, reicht es zu zeigen, dass Qi =
Yoy gilt. Die Behauptung folgt mit

My o) = {f€0w(V'); ¢"(f)(z) =0}
= {f e Ow(V'); ¥*(f)(x) =0}
= MV ()
fir alle z € Uy NUJ. O

Folgerung 1.2.7. Es seien p: X' — Y und ¢: Y' — X' dominante Morphismen
von irreduziblen Varietdten mit ¢* o ¢* = idg(xr) und ¥* o p* = idg(y+). Dann sind
o und 1 zuetnander inverse Isomorphismen.

Satz 1.2.8. FEs seien X' eine Prdvarietit, Y' eine Varietit, X C X' ein k-Raum
und @: X — Y’ ein Morphismus. Dann ezistiert eine offene Menge U C X' mit
X C U’ und ein Morphismus ¢': U — Y" mit go"X = .

Beweis. Mit Lemma 1.1.6 erhalten wir Homomorphismen ¢} : Oy, — Ox, fiir
jedes x € X und y := ¢(z). Somit gibt es nach Satz 1.2.3 zu jedem = € X eine
offene Umgebung U in X’ und einen Morphismus ,v¢: U, — Y’ mit ¢% = ;% auf
Oy y. Mit Lemma 1.1.6 und Satz 1.2.3 gilt ¢ xnur = 2¥|xnv,- Da Y’ eine Varietéit
ist, existiert auf der offenen Menge U’ := |JU, ein Morphismus ¢': U' — Y’ mit
cp"X = . O
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Bemerkung 1.2.9. Es sei ¢p: X — Y ein Morphismus von k-Réumen. Dann ist die
Menge ¢(X) nach Satz 1.2.8 konstruierbar in Y.

Bemerkung 1.2.10. Jeder Morphismus ¢: X — Y von k-R&dumen, lasst sich in
einen surjektiven und injektiven Morphismus X — ¢(X) — Y zerlegen.

Satz 1.2.11. Es seien X', Y’ Varietiten, X E X', Y C Y’ k-Réiume und p: X —Y
ein Isomorphismus. Dann existieren offene Mengen X C U’ C X', Y C V' C Y’
und ein Isomorphismus ¢': U' — V mit gpiX = .

Beweis. Mit Lemma 1.1.6 erhalten wir Isomorphismen ¢} : Oy, — Ox , fiir jedes
x € X und y := ¢(z). Somit gibt es nach Folgerung 1.2.4 zu jedem x € X jeweils
offene Umgebungen U in X', y € V! in Y’ und einen Isomorphismus ,¢: U, — V
mit p; = z¢; auf Oy . Mit Lemma 1.1.6 und Satz 1.2.3 gilt wir ¢|xny = 2¥|xnu,
bzw. go‘}lmvx// = rqb\;/lm/;' Wir setzen

vo= JUu wd Vo= [JV.
zeX reX

Nach Voraussetzung sind X’ und Y’ Varietéiiten. Somit kénnen wir die Isomorphis-
men .t zu einem Isomorphismus ¢’: U — V' mit gpf = ¢ zusammensetzen. O

Die Kategorie der ,,dc-subsets” wurde in [7] eingefiihrt und ist wie folgt definiert:

Definition 1.2.12 (Kategorie der dc-subsets).

(i) Eine dichte konstruierbare Teilmenge X einer Varietét X’ heit de-subset.

(ii) Es seien X C X’ und Y C Y’ dec-subsets. Ein Morphismus ¢: X — Y ist
eine Einschrinkung eines Morphismus ¢’: U’ — V', wobei U’ C X' und
V' C Y’ jeweils offene Teilmengen sind mit X C U’ und Y C V.

Folgerung 1.2.13. Die Kategorie der dc-subsets ist eine volle Unterkategorie der
Kategorie der k-Rdume.

Definition 1.2.14. Es sei ¢: X — Y ein Morphismus von k-Réumen.

(i) Wir nennen ¢ eine Einbettung, falls ¢ ein Isomorphismus von X auf den
Unterraum ¢(X) ist.
(ii) Wir nennen ¢ dominant, falls ¢(X) dicht in Y ist.

Lemma 1.2.15. Es seien X' eine affine Varietit und X C X' ein konstruierbarer
Unterraum. Dann hat man eine Einbettung

t: X — Spec(Ox/(X")) r — myNOx (X).
Beweis. Es gilt © = ko 7, wobei 7: X — X' die Inklusionsabbildung bezeichnet und
k: X' — Spec(Ox/(X')) den kanonischen Isomorphismus. O

Lemma 1.2.16. Es sei X ein quasiaffiner k-Raum, sodass Ox(X) endlich erzeugt
ist. Dann hat man eine Finbettung

t: X — Spec(Ox (X)), T o my.
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Beweis. Wir diirfen annehmen, dass X © X’ mit einer affinen Varietit X’ gilt. Wir
betrachten den Isomorphismus id: Ox (X) — Ox(X). Dann liefert Satz 1.2.1 einen
Morphismus ¢: X — Spec(Ox (X)) mit ¢«(x) = my und «(X) = {m,; x € X}. Weiter
sei 7: X — X’ die Inklusionsabbildung und x: X’ — Spec(Ox/(X")) der kanonische
Isomorphismus. Der Morphismus x o 7 ist eine konstruierbare Einbettung. Es gilt
K(3(X)) = {m; N Ox/(X'); z € X}. Wir haben wir folgendes Diagramm

X/ > Spec(Ox+(X"))
J Tw
X — Spec(Ox (X))

Wobei ¢ der Morphismus v : Spec(Ox (X)) — Spec(Ox/(X")), m — m N Ox (X')
ist, der durch Ox/(X’) € Ox(X) induziert wird. Es gilt :™! = (k7! o ¥)(x) und
somit ist ¢ eine Einbettung. O

Satz 1.2.17. Es seien X ein quasiaffiner k-Raum, Y' eine affine Varietit und
a: Ox(X) — Oy:(Y') ein Isomorphismus. Dann ezistiert eine Einbettung p: X —'Y
mit * = a.

Beweis. Folgt sofort aus Lemma 1.2.16. O

Bemerkung 1.2.18. Fiir einen k-Raum X und f € Ox(X) gilt stets Ox(X); C
Ox(Xy). Dabei ist Gleichheit im Allgemeinen nicht zu erwarten. Dazu betrach-
ten wir das Beispiel 1.1.9 (ii) mit dem k-Raum X := (K*)?2 U {(0,0)} C K2 und
T € Ox(X). Dann gilt:

Ox(X)r, = K[IL,Tn, # Ox(K)?) = Ox(Xnp).

Lemma 1.2.19. Es sei X ein normaler quasiaffiner k-Raum. Dann existiert eine
Einbettung : X — Y’ mit einer normalen affinen Varietit Y.

Beweis. Da X quasiaffin ist kénnen wir annehmen, dass X C X’ gilt mit einer affinen
Varietét X’. Da X normal ist, folgt mit Lemma 1.1.6, dass X € X" gilt. Es sei
v: X' — X' die Normalisierung von X'. Wir wissen, dass v~ (X/morm) —, x/morm

ein Isomorphismus von Varietéiten ist. Somit ist X — v~1(X) — X eine Einbettung.
O

Lemma 1.2.20. Es seien X ein k-Raum und X' eine normale Prédvarietit mit
XC X wund X ND # 0 fir alle Primdivisoren D" C X'. Dann gilt Ox(X) =
Ox/(X').

Beweis. Es ist nur zu zeigen, dass Ox(X) C Ox/(X’) gilt. Dazu sei f € Ox(X)
gegeben. Nach Satz 1.2.8 existiert eine offene Menge X C U’ C X’ und ein f’ €
Ox/(U") mit f"X = f.Da X C U’ gilt, erhalten wir U'N D’ # () fiir alle Primdivisoren
D' C X'. Also ist f' € Ox/(X"). O
Lemma 1.2.21. Es seien X' eine normale Privarietit und X T X' ein konstru-

ierbarer Unterraum. Dann existiert eine offene Menge X C U’ C X' mit Ox(X) =
OU/(U/).
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Beweis. Es seien Ey,...,E, C X'\ X die irreduziblen Komponenten von X'\ X
mit dim(E}) = dim(X’) — 1, wobei E! den Abschluss von E; in X’ bezeichnet. Wir

setzen
vo= X'\ |J E
EINX=0
Es ist klar, dass X C U’ gilt. Weiter gilt fiir jeden Primdivisor Y’ C X:
Y'NU #0 & Y NnX#0.
Somit folgt die Behauptung mit Lemma 1.2.20. O

Satz 1.2.22. FEs sei X ein normaler quasiaffiner k-Raum. Dann existieren Funk-
tionen fi,...,fm € Ox(X) mit X = JXy, und Ox(Xy,) = Ox(X)y, ist endlich
erzeugt.

Beweis. Nach Lemma 1.2.19 diirfen wir annehmen, dass X T X’ gilt, wobei X’ eine
eine normale affine Varietédt ist. Nach Lemma 1.2.21 existiert eine offene Menge
X CU' C X' mit Ox(X) = Opy/(U’). Es seien Ef,...,E. C X' die irreduziblen
Komponenten von U’ \ X mit dim(E}) = dim(X’) — 1, wobei U’ \ X den Abschluss
von U’ \ X in X’ bezeichnet. Da X ein noetherscher topologischer Raum ist, reicht
es, fiir jedes x € X eine Funktion f € Ox(X) mit z € Xy und Ox(X); = Ox(Xy)
zu konstruieren. Dazu sei x € X fest gewéhlt. Die Menge

A = xX\U u |JE
ist abgeschlossen in X'. Somit existiert ein f € Ox/(X') mit fl4 =0 und f(z) # 0.
Es gilt Xy C U } = X}. Wir wollen zeigen, dass fiir jeden Primdivisor D’ C U} die
Menge D’ N X nicht leer ist.

Angenommen es gelte D' N Xy = 0 fiir einen Primdivisor D’ C U}. Dann folgt, dass
D' C U\ Xy CU"\ X gilt. Somit ist der Abschluss D’ von D’ in X' gleich einem
E!. Es gilt x € D', da sonst f5 = 0 und somit D' N U 4 = 0 folgen wiirde. Also ist
e (D nXp)NnU = D n Xy,
Widerspruch. Somit folgt mit Lemma 1.2.20:
Ox(Xy) = OuwUy) = OwU); = Ox(X);
AuBerdem folgt aus Opr(Uj) = Ox/(X}), dass Ox (Xy) endlich erzeugt ist. O

Folgerung 1.2.23. Es sei X ein normaler k-Raum. Dann besitzt X eine quasiaffine
offene Uberdeckung X1, ..., X, mit Ox,(X;) endlich erzeugt.

Beweis. Folgt aus Satz 1.2.22. U
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1.3. Varietose Punkte.

Jeder k-Raum enthélt eine offene Teilmenge, die eine Préavarietét ist. Die Punkte
dieser Menge nennen wir varietose Punkte. Mit Hilfe der varietésen Punkte wer-
den wir die Begriffe Dimension und Funktionenkdrper fiir k-Rdume einfithren. Wir
werden dariiber hinaus einige Eigenschaften dieser Begriffe zeigen.

Definition 1.3.1. Es sei X ein k-Raum. Ein Punkt = € X heifit varietds, falls er
eine offene Umgebung U C X besitzt, sodass U eine Préavarietéit ist. Die Menge aller
varietosen Punkte von X bezeichnen wir mit X',

Lemma 1.3.2. Es sei X ein k-Raum. Die Menge XY der varietésen Punkte ist
ein offener dichter Unterraum von X.

Beweis. Die Aussage ist lokaler Natur. Somit diirfen wir annehmen, dass X C X’
mit einer affinen Varietit X’ gilt. Dann ist der offene Kern Xy von X in X' eine
Teilmenge von X&', O

Satz 1.3.3. Es seien X ein k-Raum und Y C X ein konstruierbarer Unterraum.
Dann sind dquivalent:

(i) Y ist dicht in X.
(ii) YV ist offen und dicht in XV,

Beweis. Die Implikation ,,(ii)=-(i)” ergibt sich direkt aus Lemma 1.3.2. Fiir die
Implikation ,,(i)= (ii)” betrachten wir folgende Félle:

Fall 1: X ist eine affine Varietdt. Wir zeigen, dass YV*" offen und dicht in X ist.
Nach Lemma 1.1.6 definiert die Inklusionsabbildung ¢: Y'Y — X fiir jedes y € YV
einen Isomorphismus

LZZ OX,y - OYvar,y fy — (f|Yvar)y.
Somit gibt es nach Satz 1.2.4 zu jedem y € Y jeweils offene Umgebungen V,, in

Y und Uy in X, sodass ¢y, : Vi — U, Isomorphismen sind. Folglich ist Y**" offen in
X. Weiter gilt YV C XV und wir erhalten (ii).

Fall 2: X ist ein quasiaffiner k-Raum. Dann diirfen wir X C X’ mit einer affinen
Varietdit X’ annehmen. Dabei gilt Y C X’. Nach Fall 1 liegt Y¥* dicht in X’ und
somit auch in X&',

Fall 3: X ist beliebiger k-Raum. Eine lokale Betrachtung fithrt das Problem auf
Fall 2 zuriick. O

Folgerung 1.3.4. Es seien X eine Prdvarietit und Y ein dichter konstruierbarer
Unterraum von X. Dann gilt YV = X \ A, wobei A den Abschluss von X \'Y in X
bezeichnet.

Folgerung 1.3.5. Es seien X eine Prdvarietit und Y ein echter dichter konstru-
terbarer Unterraum von X. Dann ist Y keine Prdvarietit.

Beispiel 1.3.6. Der konstruierbare Unterraum X := (K*)2U{(0,0)} von K2 ist ein
irreduzibler quasiaffiner k-Raum. Es gilt

xvar — (K*)2 7& X.
Man beachte, dass Ox o = Ok g gilt, jedoch keine Umgebung V' C X von 0 isomorph
zu einer Umgebung U C K2 ist.
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Bemerkung 1.3.7. In Satz 1.2.3 haben wir vorausgesetzt, dass Y’ eine Privarietét
ist. Diese Voraussetzung ist nach Beispiel 1.3.6 essentiell.

Definition 1.3.8. Es sei X ein k-Raum. Dann definieren wir die Dimension von X
als dim(X) := dim(X").

Bemerkung 1.3.9. Es seien X ein irreduzibler k-Raum und U eine nichtleere offene
Teilmenge von X. Wege () # UY™ C XV gilt dim(U) = dim(X).
Satz 1.3.10. FEs seien X ein k-Raum und Y T X ein dichter konstruierbarer Un-
terraum. Dann gilt dim(X) = dim(Y).
Beweis. Mit Satz 1.3.3 erhalten wir
dim(Y) = dim@}™) = dim(X"™) = dim(X).
O

Folgerung 1.3.11. Es seien X ein irreduzibler k-Raum und Y C X ein konstru-
terbarer Unterraum. Dann sind dquivalent:

(i) Es gilt dim(Y) = dim(X).
(ii) Y st dicht in X.

Beweis. Es ist nur zu ,,(i)=-(ii)” etwas zu zeigen. Nach Satz 1.3.3 geniigt es zu
zeigen, dass YV und XY# einen nichtleeren Durchschnitt haben. Dazu diirfen wir
annehmen, dass X quasiaffin ist und eine affine Varietit X’ mit X C X' existiert.
Fiir den Abschluss Y/ von Y in X’ erhalten wir nach Satz 1.3.10

dim(Y") = dim(Y) = dim(X) = dim(X).
Folglich gilt Y = X'. Da X irreduzibel ist, muss auch X’ irreduzibel sein. Somit
haben Y¥# und XV nichtleeren Durchschnitt. 0

Folgerung 1.3.12. Es seien X ein irreduzibler k-Raum und Y C X ein abgeschlos-
sener Unterraum mit dim(Y') = dim(X). Dann gilt Y = X.

Satz 1.3.13. Es seien X ein k-Raum und X = X7 U...U X,, seine Zerlegung in
1rreduzible Komponenten. Dann gilt

dim(X) = maxj—1 _,(dim(X;)).
Beweis. Zu jedem i = 1,...,n definieren wir einen Unterraum U; C X;, sodass U;
offen in X ist:
U = U™, wobei U; = X\ [JX;

i#]
Dann ist Uy U ... U U, eine Préavarietdt und liegt offen und dicht in X. Mit Folge-
rung 1.3.10 erhalten wir

dim(X) = dim(UjU...UU,) = max;—;_ . ,(dim(U;))
= max;=1, ,(dim(X;)).

O

Folgerung 1.3.14. Es seien X ein k-Raum und Y C X ein konstruierbarer Unter-
raum. Dann gilt dim(Y") < dim(X).
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Beweis. Nach Satz 1.3.13 geniigt es den Fall, dass X und Y irreduzibel sind, zu
behandeln. Wir betrachten zunéchst den Fall, dass X ein quasiaffiner k-Raum ist.
Dann diirfen wir X T X’ mit einer affinen Varietit X’ annehmen. Mit dem Abschluss
Y’ von Y in X’ erhalten wir nach Satz 1.3.10

dim(Y) = dim®Y’) < dim(X') = dim(X).

Im allgemeinen Fall wihlen wir uns einen offenen quasiaffinen k-Raum X; C X mit
X1 NY # 0. Dann ist Y] := X; NY ein offener dichter Unterraum von Y. Mit
Satz 1.3.10 erhalten wir

dim(Y) = dim(Y;) < dim(X;) = dim(X).

Satz 1.3.15. Es sei X ein k-Raum.

(i) Gilt dim(X) =0, so ist X endlich.
(i) Gilt dim(X) =1, so ist X eine Prdvarietdt.

Beweis. Zu (i): Aus dim(X) = 0 folgt dim(X"?") = 0. Also ist X** endlich. Nach
Lemma 1.3.2 ist X endlich.

Zu (ii): Wir behandeln zunéchst den Fall, dass X ein quasiaffiner k-Raum ist. Wir
diirfen dann annehmen, dass X C X’ mit einer affinen Varietit X’ gilt. Es gilt
dim(X) = dim(X**) = dim(X’) = 1 und somit ist

dim(X'\ X) < dim(X'\X"™) = o0.

Also muss X ein offener Unterraum von X " sein. Im allgemeinen Fall wihlen wir
eine offene Uberdeckung von X durch quasiaffine X, ..., X;,,. Nach Lemma 1.3.14
gilt dim(X;) < 1. Obige Uberlegung sowie (i) zeigen, dass jedes X; eine Privarietét
ist. U

Definition 1.3.16. Es sei X ein irreduzibler k-Raum. Dann definieren wir den
Funktionenkoérper von X als K(X) := K(XVar).

Bemerkung 1.3.17. Es sei X ein irreduzibler k-Raum. Dann gilt
dim(X) = tr.deg (K(X)),
wobei tr.deg den Transzendenzgrad bezeichnet.
Folgerung 1.3.18. FEs seien X ein k-Raum und Y T X ein dichter konstruierbarer
Unterraum. Dann gilt K(X) = K(Y').
Beweis. Die Behauptung folgt aus Satz 1.3.3. O
Bemerkung 1.3.19. Ist X ein irreduzibler quasiaffiner k-Raum, dann ist Ox (X)
ein Integritétsbereich und K(X) ist der Quotientenkérper von Ox (X).
Begriindung. Wir diirfen X £ X’ mit einer affinen Varietit X’ annehmen. Die Be-
hauptung folgt mit
Ox(X') <€ Ox(X) C Ox(X"™).
O

Lemma 1.3.20. FEs sei ¢: X — Y ein dominanter Morphismus von irreduziblen
k-Riumen. Dann ist o*: K(Y) — K(X) eine Einbettung.
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Beweis. Essei Y} eine quasiaffine offene Teilmenge von Y. Wir setzen X := ¢~ 1(Yp).
Mit Folgerung 1.3.18 gilt K(Y) = K(Yp) und K(X) = K(Xp). Da ¢ ein dominan-
ter Morphismus ist, ist ¢*: Oy (Yy) — Ox(Xp) injektiv. Nach Bemerkung 1.3.19
ist K(Yp) der Quotientenkorper von Oy (Yp). Somit ist ¢*: K(Yy) — K(Xp) eine
Einbettung. O

Definition 1.3.21. Es sei ¢: X — Y ein dominanter Morphismus von irreduziblen
k-Raumen. Wir nennen ¢ einen separablen Morphismus, falls die Koérpererweiterung
K(X)/¢*(K(Y)) eine separable Kérpererweiterung ist.

Bemerkung 1.3.22. Ist char(K) = 0, so ist jeder dominante Morphismus von
irreduziblen k-Riéumen separabel.

Lemma 1.3.23. Ist ¢: X — Y eine dominante Einbettung von irreduziblen k-

Réumen, dann ist ¢*: K(Y) — K(X) ein Isomorphismus.

Beweis. Die Einschrinkung von ¢ auf die offene Menge XY C X liefert einen
Isomorphismus ) xvar : XY — (p(X))"™". O
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1.4. Einfache k-Riume.

In Abschnitt 1.4 werden wir den Begriff der Vereinfachung eines k-Raumes einfiihren.
Die Folgerung 1.4.10 liefert, dass sich jeder irreduzible einfache k-Raum in eine
Privarietit einbetten ldsst. Konstruktion 1.4.6 wurde in [18] eingefiihrt. Die Aus-
sage aus Satz 1.4.7 wurde in [18] vermerkt, jedoch nicht bewiesen. Wir geben hier
vollstandigkeitshalber einen Beweis dafiir an.

Definition 1.4.1. Eine Vereinfachung eines k-Raumes X ist ein k-Raum X* mit
einem Morphismus p: X — X?® sodass gilt:

(i) Der Morphismus p: X — X5 ist surjektiv und lokal invertierbar, d.h. fiir
jedes x € X existiert eine offene Umgebung U C X, sodass U® := u(U)
offen in X® und py7: U — U® ein Isomorphismus ist.

(ii) Fiir jeden surjektiven lokal invertierbaren Morphismus ¢: X — Y von k-
Réaumen existiert genau ein Morphismus zi: Y — X%, sodass folgendes Dia-

gramm kommutiert:
x %

XS

Wir nennen X einfach, falls die Identitéit idx: X — X eine Vereinfachung von X
ist.

Bemerkung 1.4.2. Essei u: X — X® eine Vereinfachung eines k-Raumes X. Dann
ist der k-Raum X*® einfach und bis auf Isomorphie eindeutig bestimmt.

Beispiel 1.4.3. Wir betrachten die Pravarietdat X := K* U {0;} U {0O2}. Dann ist
X kein einfacher k-Raum, da der kanonische Morphismus p: X — K ein surjektiver
lokal invertierbarer Morphismus aber kein Isomorphismus ist. Der Morphismus p ist
die Vereinfachung von X.

Vereinbarung 1.4.4. Fiir eine K-Algebra A bezeichnen wir die Menge der Lokali-
sierungen von A nach einem maximalen Ideal von A mit Loc(A).

Bemerkung 1.4.5. Es sei K C A C LL, wobei A eine affine K-Algebra mit Quoti-
entenkorper IL ist. Dann gilt:

(i) Die Zuordnung ¢: Spec(A) — Loc(A), m — Ay, ist bijektiv.

(ii) Ist g € A mit g ¢ m fiir ein m € Spec(4), so gilt my € Spec(A4,) und
m=m, N A.

(iii) Fiirm € Spec(A) erlaubt Ay, eine Zerlegung A, = Kbmy, als K-Vektorraum,
wobei K mit K- 14 C A identifiziert wird. Somit erhalten wir fiir jedes
| € Ay eine eindeutige Zerlegung f = f' + f(An) mit f/ € my und
f(Am) € K.

Konstruktion 1.4.6. Es sei K C L eine Korpererweiterung. Wir betrachten die
Menge

Xp := {An CL; A affine K-Algebra mit Quotientenkorper I, m € Spec(A)}
mit der Topologie erzeugt durch die (offenen) Mengen Loc(A), wobei A eine affine
K-Algebra mit Quotientenkérper L ist. Mit Bemerkung 1.4.5 (iii) ist fiir R € Xg,
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und jedes f € R die Zuordnung f(R) := f(An) wohldefiniert, wobei R = Ay,
m € Spec(A) und A eine affine K-Algebra mit Quotientenkorper L ist. Fiir eine
offene Menge U C X[, setzen wir

Ox, (U) = {f:U—=K;feRfiralle Re U}

und erhalten dadurch eine Garbe Ox, auf Xp. Somit ist Xy, ein Raum mit Funktio-
nen.

Satz 1.4.7. Die Abbildung v: Spec(A) — Loc(A), m — Ay ist ein Isomorphismus
von Réaumen mit Funktionen, wobei Loc(A) als offener Unterraum von Xy, aufgefasst
wird.

Beweis. Nach Konstruktion der Garben Ox; bzw. Oroc(a) reicht es zu zeigen, dass
¢ bijektiv, offen und stetig ist. Wir wissen nach Bemerkung 1.4.5 (i), dass ¢ eine
bijektive Abbildung ist. Die Mengen Spec(Af) mit f € A bilden eine Basis der
Topologie und sind auflerdem affin. Dies liefert, dass ¢ eine offene Abbildung ist.

Es ist noch zu zeigen, dass ¢ stetig ist. Dazu sei eine offene Menge U C Loc(A)
gegeben. Zu U existiert eine affine K-Algebra B mit Quotientenkorper I und U =
Loc(A) N Loc(B). Zu jedem R € Loc(A) N Loc(B) gibt es Ideale m € Spec(A)
und n € Spec(B) mit R = Ay, = B,. Da A und B affine K-Algebren sind, exi-
stieren f1,..., fny 915+, 9m € L mit A =K[f1,..., fn], B =K[g1,...,gm]. Weiter

existieren Elemente aq,...,am,71,...Ym € A mit v1,...7, ¢ m und Elemente
Biyeey B0y O € Bmit d1,...,0, ¢ n, sodass gilt
. -
fi = @EBR:Am und gi = —L€An=Bn.
0i gl

Wir setzen v := [[v; € A\ m, 0 := [[d; € B\ n und betrachten weiter die affine
K-Algebra C := K[f1,... fn, 91, - gm]. Die K-Algebra C' hat als Quotientenkérper
LL und es gilt in L:

(i) ACCCCyund BCC CCs
(ii) Ay =C, und Bs = Cs.

Die Aussage in (i) ist offensichtlich. Zu (iii): Wir zeigen zuerst A, = C,. Nach (i)
wissen wir, dass A, C C,. Es sei f € C, gegeben. Dann gilt

f = L, _ Zl,ayffl"'f;:”glljrpd...gzg-km
oY v
. Zuauffl"' 5n(%)un+1,,,(i¥/_s)un+m
,}/l
ZV a,l,ffl e gn,}/lh
- 71/ S Afy,

wobei h € A. Die Aussage B C C' C (s bweist man analog.

Weiter betrachten wir die maximalen Ideale m¢ := m, N C und ng :=n;NC in C.
Da A, B und C affine K-Algebren sind, erhalten wir

Coo = (Cm, = (A)m, = Am = By

Il
—~

Sy
(=%
SN—
&
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Insbesondere gilt § ¢ m, = n.. Es gilt weiter:
B C B; C (05)“/ - C((Sv) = (07)5 = (Av)&
Dies liefert insbesondere, dass
Spec((Ay)s) < Spec(A) N Spec(B)
gilt. Fir alle maximalen Ideale m € Spec((A)s) gilt:

Agna = (As)a = (Cs)a = (Bs)ans; = Bans:
Also ist Loc((A,)s) € Loc(A) N Loc(B), was dquivalent zu Spec((A,)5)) € = 1(U)
ist. Somit ist ¢ ein Isomorphismus von Rédumen mit Funktionen. O

Satz 1.4.8. Es sei X ein wrreduzibler k-Raum. Dann ist p: X — Xg(x), © — Ox 4z
ein Morphismus von Rdumen mit Funktionen. Insbesondere ist p: X — pu(X) eine
Vereinfachung von X.

Beweis. Zunéchst zeigen wir, dass p: X — Xg(x) ein wohldefinierter Morphis-
mus ist. Dazu betrachten wir zuerst den Fall, dass X ein quasiaffiner k-Raum ist.
Wir wollen zeigen, dass p wohldefiniert ist. Zu X existiert eine dominante Ein-
bettung ¢: X — Z', wobei Z’ eine affine Varietéit ist. Nach Lemma 1.3.23 ist
A = p*(Oz(Z") C K(X) eine affine K-Algebra mit A C Ox(X). Somit gilt
Am,na € Ox(X)m,. Es ist zu zeigen, dass gilt:

AmxﬂA — OX (X)mx .
Folgerung 1.1.8 liefert, dass ¢*: Oz/(Z")m,,, — Ox(X)m, ein Isomorphismus ist.

Also gibt es zu jedem f € Ox (X )y, Funktionen g,h € Oz (Z') mit h ¢ m, ) und
©*(g/h) = f. Somit ist Am,na = Ox(X)m,. Dies liefert, dass p wohldefiniert ist.

Bleibt zu zeigen, dass p ein Morphismus ist. Nach Lemma 1.2.15 ist die Abbildung
t: X — Spec(A) mit z — m, N A eine Einbettung. Somit ist p: X — Xg(x) nach
Satz 1.4.7 ein Morphismus. Damit ist p: X — p(X) ein Isomorphismus und u(X)
insbesondere ein quasiaffiner k-Raum.

Ist X ein k-Raum und = € X ein beliebiger Punkt, dann gilt fiir jede quasiaffine
offene Menge z € U C X:

OX,J: = OU,J:-
Somit ist pu: X — Xg(x) eine wohldefinierte Abbildung. Da fiir jede quasiaffine
offene Teilmenge U C X die Abbildung p: U — p(U) ein Morphismus ist, ist
p: X — Xg(x) ein Morphismus.

Es sei Xq,...,X,, C X eine offene quasiaffine Uberdeckung von X. Dann gilt

wx) = | Julx).

Somit ist p(X) ein k-Raum und p: X — p(X) ein surjektiver lokal invertierbarer
Morphismus. Zum Nachweis der universellen Eigenschaft sei ¢: X — Y ein surjek-
tiver lokal invertierbarer Morphismus von k-Rdumen. Wir definieren

WY = u(X), oy ouleT ().
Da p und ¢’ lokal invertierbar sind, reicht es zu zeigen, dass u/ wohldefiniert ist.
Es seien z,2' € ¢ !(y). Es ist zu zeigen, dass Ox, = Oy, gilt. Zu z und 2’
existieren offene Mengen x € U, C X bzw. 2’ € Uy C X und V,,V,» C Y, sodass
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o, Ug — Vy bzw. gy, : Uy — Vi Isomorphismen sind. Die Isomorphismen ¢y,
und @7, liefern wiederum Isomorphismen

. ! foou,
s - Oy(VeNVy — Ov, (Uz)m, - =
(%) ( Jmg (Uz)m 9 9oy,
* f, f/ o ()O|U ’
2/ : OY Vm M Vxl — OU ’ Ux’ s - = =
(Pi,) ( Jm, o (U )m, 4 9 o9,

In K(X) gilt somit
OX,m = OUI,:B = OUI/ ! = OX,J:’-
]

Folgerung 1.4.9. FEin irreduzibler k-Raum X ist genau dann einfach, wenn fir je
zwei Punkte x, 2" € X mit Ox 5, = Ox v in K(X) stets x = 2 gilt.

Folgerung 1.4.10. Es sei X ein irreduzibler einfacher k-Raum. Dann existiert eine
Prévarietit Y' und eine dominante Einbettung pn: X — Y.

Beweis. Es reicht zu zeigen, dass eine Einbettung existiert. Wir betrachten die Ab-
bildung

pr X — Xgx), z — Oxg,.
Nach Satz 1.4.8 ist die Abbildung p: X — p(X) die Vereinfachung von X. Da
X einfach ist, konnen wir folgern, dass p: X — u(X) schon ein Isomorphismus
ist. Es seien X7,...,X,, eine quasiaffine offene Uberdeckung von X. Zu jedem i
existiert eine dominante Einbettung ¢;: X; — Z!, wobei Z/ eine affine Varietét
ist. Nach Lemma 1.3.23 ist 4; 1= ¢;(0z(Z])) € K(X) eine affine K-Algebra mit
A; C Ox(X;). Weiter ist die Abbildung ¢;: X; — Spec(4;) mit x — m, N A; nach
Lemma 1.2.15 eine konstruierbare Einbettung. Wir setzen

Y, = U LOC(AZ) - XK(X)
1=1

Dann ist Y’ eine Privarietét. Weiter ist pu(X;) C Loc(4;). Somit ist p: X — Y eine
Einbettung. O
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1.5. Produkte und Separiertheit.

Wir zeigen in diesem Abschnitt, dass in der Kategorie der k-Rdume Produkte exi-
stieren. Wie im Fall der Préivarietdten werden wir den Begriff des separierten k-
Raumes einfithren. Wir werden zeigen, dass sich der Begriff wie in der Theorie der
Varietédten verhilt. Zum Beispiel gilt Folgendes: Es seien ¢, ¢: X — Y zwei Mor-
phismen von k-Riéumen, wobei Y ein separierter k-Raum ist. Falls ¢ und ¢ auf einer
dichten Teilmenge iibereinstimmen, stimmen sie schon auf ganz X iiberein siehe
Folgerung 1.5.12.

Satz 1.5.1. Es seien X undY k-Rdume. Dann besitzt das kartesische Produkt X XY
die Struktur eines k-Raumes, sodass es zusammen mit

x: X xY — X, (z,y) — =z, my: X xY — Y, (z,y) — vy
zu einem Produkt in der Kategorie der k-Rdume wird.

Lemma 1.5.2. Es seien X und Y quasiaffine k-Rdume. Dann besitzt das kartesische
Produkt X x'Y die Struktur eines quasiaffinen k-Raumes, sodass es zusammen mit

mx: X xY — X, (z,y) — =, my: X XY = Y, (z,y) — vy

zu einem Produkt in der Kategorie der k-Rdume wird.

Beweis. Fall 1: Es gibt affine Varietiten X’ und Y/ mit X € X’ und Y C Y. Da
Produkte von lokal abgeschlossenen Mengen wieder lokal abgeschlossen sind, ist das
mengentheoretische Produkt X x Y ein konstruierbarer Unterraum von X’ x Y/ und
somit ein quasiaffiner k-Raum. Die Projektionen mx und my sind Einschrankungen
von Morphismen und damit Morphismen.

Zum Nachweis der universellen Eigenschaft eines Produktes seien ein k-Raum Z
und Morphismen ¢: Z — X sowie ©: Z — Y gegeben. Wir setzen

ki Z — XxY C X' xY', z — (p(2),9(2)).

Offensichtlich erfiillt k¥ die universelle Eigenschaft des Produktes. Da ¢ und 1 Mor-
phismen sind, gilt p*(f)-1*(g) € O,(Z) fiir jedes f € Ox/(X’) und jedes g € Oy/(Y").
Also ist die Abbildung

K Oxi(X) @k Oy (Y') — 02(2), > fiwg — Y. figs.
ein Homomorphismus und x nach Satz 1.2.1 somit ein Morphismus.

Fall 2: Die quasiaffinen k-Rdume X und Y sind, als Rdume mit Funktionen, iso-
morph zu konstruierbaren Unterrdumen X; C X{ und Y7 C Y/ mit affinen Varietéiten
X1 und Y7, etwa vermége ¢: X — X3, 7: Y — Y. Wir wissen aus Fall 1, dass X; xY;
ein quasiaffiner k-Raum ist. Die Struktur von X7 x Y7 kénnen wir mit der Bijektion
tX7: X XY — X7 x Y auf X XY transportieren. Somit ist X x Y ein Raum mit
Funktionen, der isomorph zu X7 x Y7 ist und damit insbesondere ein quasiaffiner k-
Raum ist. Der Nachweis der universellen Eigenschaft des Produktes X x Y ldsst sich
auf natiirliche Weise auf die universelle Figenschaft von Xy x Y; zuriickfithren. [

Lemma 1.5.3. Es seien X und Y k-Rdume mit einem Produkt Z und es seien
A C X sowie B C'Y offene (abgeschlossene, lokal abgeschlossene) Unterrdume.
Dann ist

C = (A nmtB) C Z
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ein offener (abgeschlossener, lokal abgeschlossener) Unterraum von Z. Als k-Raum
ist C' ein Produkt der k-Rdume von A und B.

Beweis. Zunéchst ist klar, dass die Menge C' offen (bzw. abgeschlossen, lokal abge-
schlossen) in Z ist, wenn Entsprechendes fiir A C X und B C Y gilt. Die Projektio-
nen 74: C' — Aund ng: C — B sind Einschrankungen von Morphismen und damit
Morphismen.

Zum Nachweis der universellen Eigenschaft eines Produktes seien ein k-Raum W
und Morphismen ¢: W — A sowie ¢¥: W — B gegeben. Die universelle Eigenschaft
des Produktes Z liefert einen Morphismus x: W — Z mit

TXOK = Lo, Ty Ok = JOo,

wobei t: A — X und j: B — Y die Inklusionsabbildungen bezeichnen. Nach kon-
struktion gilt k(W) C C und somit ist k: W — C' ein Morphismus. O

Erinnerung 1.5.4. Es sei [ eine endliche Indexmenge, und es seien X;, ¢ € I, k-
Réume gegeben. Weiter seien fiir jedes Paar i, 57 € I folgende Verklebedaten gegeben:

e offene Mengen X;; C X;, wobei X;; = Xj.

e Isomorphismen ¢;;: X;; — X,; von k-Rédumen, sodass
- Yij = @;il’
— i (Xi5 N Xig) = Xji 0 X,

e O s —
Pjik SDZ.]\XUOX“C SDZk\Xiijik

Die Isomorphismen bezeichnen wir als Verklebungsabbildungen. Wir betrachten nun
die disjunkte Vereinigung

iel
Da jedes X; ein k-Raum ist, wird auch €} zu einem k-Raum. Wir definieren eine
Aquivalenzrelation auf €2 durch

Xz‘j >r o~ wij(x) S in.

Es sei X := Q/ ~ der zugehorige Restklassenraum und es sei 7: Q@ — X die zu-
gehorige Restklassenabbildung.

Wir versehen X mit der Quotiententopologie beziiglich w. Weiter definieren wir die
Strukturgarbe auf X. Fiir eine offene Teilmenge U von X setzen wir

Ox(U) = {f:U—K; foreOqrn t(U))})

Somit ist X ein k-Raum und 7:  — X ein Morphismus. Weiter sind die Ein-
schrinkungen ¢; := mx,: X; — X Isomorphismen auf offene Unterrdume von X.

Schreibweise 1.5.5. Es seien X, Y zwei k-Réume, U offner Unterraum von X und
V C Y ein offener Unterraum von Y. Weiter sei ¢: U — V ein Isomorphismus.
Dann koénnen wir X und Y entlang von 7 verkleben. Wir schreiben dafiir X Uy Y.

Beweis von Satz 1.5.1. Wir iiberdecken X und Y durch offene quasiaffine k-Riume
Ui,...,U, € X bzw. Vi,...,V,, € Y. Nach Lemma 1.5.2 haben wir Produkte
U; x Vj. Die Idee ist, wie bei Prévarietédten, die k-Raumstruktur auf X x Y durch
Verkleben dieser Produkte zu erhalten. Das Lemma 1.5.3 liefert, dass sdmtliche
Produkte und Inklusionen Morphismen sind. Damit sind alle Voraussetzungen fiir
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ein Verkleben gegeben. Wie bei Prévarietdten zeigt man, dass X x Y ein k-Raum
ist und die universelle Eigenschaft des Produktes erfiillt. O

Definition 1.5.6. Es sei X ein k-Raum. Die Diagonale von X ist die Teilmenge
Ax = {(z,x);ze X} C XxX.
Wir nennen X separiert, falls Ax abgeschlossen in X x X ist.

Bemerkung 1.5.7.

(i) Die Diagonale Ax eines k-Raumes X ist lokal abgeschlossen in X x X.
(ii) Konstruierbare Unterrdume von separierten k-Réumen sind separiert.
(iii) Produkte von separierten k-Rdumen sind separiert.

(iv) Jeder quasiaffine k-Raum ist separiert.

Bemerkung 1.5.8. Die Kategorie der dc-subsets ist nach Folgerung 1.2.13 und Be-
merkung 1.5.7 (ii) eine volle Unterkategorie der Kategorie der separierten k-Raume.

Definition 1.5.9. Eine Kurve ist eine irreduzible eindimensionale Varietéit. Eine
Kurve in einem k-Raum X ist ein Morphismus v: C' — X mit einer Kurve C' und
dim(y(C)) = 1.

Lemma 1.5.10 (Kurvenlemma). Es seien X ein k-Raum, U C X ein dichter offener
Unterraum und xo € X \U. Dann gibt es eine Kurvey: C — X in X und ein ¢y € C
mit

1C\{e}) < U, V() = o

Beweis. Wir behandeln zunéchst den Fall, dass X ein quasiaffiner k-Raum ist. Zu
X gibt es eine affine Varietit X’ mit X C X’. Der offene dichte Unterraum U von
X ist ein dichter konstruierbarer Unterraum von X'. Da x nicht in U liegt, gilt
xg € X'\ U"™. Nach dem Kurvenlemma fiir Privarietiiten existiert eine Kurve
v: C— X" in X’ mit y(C'\ {co}) € U™ und v(cp) = xg. Wegen v(C) C U U{x¢}
ist v: €' — X eine Kurve in X mit den gewiinschten Eigenschaften.

Im allgemeinen Fall betrachten wir einen offenen quasiaffinen k-Raum Xy C X mit
xo € Xo. Da U dicht in X liegt, ist Uy := U N X dicht in X(. Nach dem quasiaffinen
Fall gibt es eine Kurve v: C' — Xy in Xo mit v(C \ {co}) € Up und (o) = xp.
Analog wie im ersten Fall, zeigen wir, dass v: C' — X ein Kurve in X ist. U

Satz 1.5.11. FEs sei X ein k-Raum. Dann sind dquivalent:

(i) X ist separiert.
(ii) Fir jeden k-Raum Y wund je zwei Morphismen ¢,v:Y — X ist die Menge
{y €Y; o(x) =¢(y)} abgeschlossen in'Y.
(iii) Jeder Morphismus C'\ {co} — X mit einer Kurve C besitzt hochstens eine
Fortsetzung C — X.

Beweis. Es ist nur zu ,,(iii) = (i)” etwas zu zeigen. Nehmen wir an, X sei nicht
separiert. Dann gibt es einen Punkt (z,2’) im Abschluss Ax von Ay in X x X,
welcher nicht in Ay liegt. Insbesondere gilt x # 2’. Nach dem Kurvenlemma 1.5.10
gibt es eine Kurve v: C' — Ay und einen Punkt ¢y € C' mit

Yeo) = (x,2), 1(C\{e}) < Ax.
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Die Projektionen 7y, m9: X x X — X liefern dann Kurven ~; := m; 0y: C — Ay,
welche auf C'\ {¢p} iibereinstimmen. Es gilt jedoch v1(cp) = = # 2’ = ~2(co),
Widerspruch. O

Folgerung 1.5.12. FEs seien X ein k-Raum, Y ein separierter k-Raum und Mor-
phismen @, ¢: X — Y. Gilt oy = ¢y fir eine dichte Teilmenge U C X, so folgt
Y=

Lemma 1.5.13. Es seien X ein irreduzibler k-Raum, Y ein irreduzibler separierter
k-Raum und p,v: X —Y Morphismen mit ¢*(f) = ¥*(f) fiir alle f € K(Y). Dann
qgilt ¥ = .

Beweis. Wir setzen X := XV N 1(YV) und Xy 1= X' N~ 1(YV), Wegen
Folgerung 1.5.12 reicht es zu zeigen, dass ¢|x,nx, = ¥|x,nx, gilt. Die Morphismen
Plxinxy: X1NXe — Y und Vixinx,: X1NXy — Y™
sind Morphismen von Privarietdten mit ¢*(f) = ¢*(f) fir alle f € K(Y"*). Da Y
separiert ist, liefert Bemerkung 1.5.7, dass YV eine Varietét ist. Mit Lemma 1.2.6
fOIgt (P‘XIQXQ = ¢|X1QX2' D
Folgerung 1.5.14. Es seien ¢: X — Y und ¢:' Y — X Morphismus von irredu-
ziblen separierten k-Rdumen mit ¢* o 9" = idgx) und " o ¢* = idg (. Dann gilt

-1
=1

Satz 1.5.15. Jeder irreduzible separierte k-Raum X ist einfach.

Beweis. Es sei dazu ¢: X — Y ein surjektiver lokal invertierbarer Morphismus von
k-Réumen gegeben. Fiir jedes y € Y existieren offene Mengen y € V,, in Y, U, in
X, sodass ¢y = ¢y, Uy — V, Isomorphismen sind. Somit haben wir fiir jedes
y € Y Isomorphismen (¢*);1 K(X) — K(Y). Fir alle y,y € Y gilt (1/)*);1(]‘) =

s —1 . . . 1 | .
("), (f), wobei f € K(X). Mit Lemma 1.5.13 gilt wy\vymvy, = wy\/vymvy, fiir alle
v,y € Y. Also ist ¢ ein Isomorphisms und somit X einfach. O

Folgerung 1.5.16. FEs sei X ein irreduzibler separierter k-Raum, dann existiert
eine einfache Privarietit Y' und eine konstruierbare Einbettung 1: X — Y.

Beweis. Folgt aus Folgerung 1.4.10 und Satz 1.5.15. O

Bemerkung 1.5.17. Im Allgemeinen ist Y’ aus Folgerung 1.5.16 nicht separiert. Es
gibt sogar irreduzible separierte k-Réume, fiir die es keine konstruierbare Einbettung
in eine Varietét gibt siche Kapitel 3, Beispiel 3.6.31.
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1.6. Normale k-Riume.

Wir zeigen in diesem Abschnitt, dass es zu jedem k-Raum eine Normalisierung gibt.

Satz 1.6.1. Es sei X ein einfacher normaler k-Raum. Dann existiert eine Einbet-
tung v: X — Y’ mit einer einfachen normaler Prdivarietit Y.

Beweis. Folgt sofort aus Lemma 1.2.19 und dem Beweis von Satz 1.4.8 . U

Satz 1.6.2. Es sei X ein irreduzibler k-Raum. Dann gibt es einen normalen k-Raum
X und einen surjektiven Morphismus v: X — X mit folgender Eigenschaft:

(Nor) Ist ¢: Y — X ein dominanter Morphismus von einem normalen k-Raum Y
nach X, so gibt es einen eindeutig bestimmten Morphismus p: Y — X mit dem das

folgende Diagramm kommutativ wird:
X
s
X

Y —
Definition 1.6.3. Man nennt den Morphismus v: X — X aus Satz 1.6.2 eine
Normalisierung von X.

Bemerkung 1.6.4. Es sei v: X — X eine Normalisierung eines k-Raumes X. Dann
ist der k-Raum X bis auf Isomorphie eindeutig bestimmt.

Lemma 1.6.5. Es sei v: X' — X' eine Normalisierung der Privarietit X' in der

Kategorie der Privarietiten. Dann ist die Abbildung v: X' — X' eine Normalisie-
rung in der Kategorie der k-Rdume.

Beweis. Essei p: Y — X’ ein dominanter Morphismus von einem normalen k-Raum
Y nach X’. Zunichst betrachten wir den Fall, dass Y quasiaffin ist. Mit Lemma 1.2.19
koénnen wir annehmen, dass Y C Y gilt, mit einer affinen normalen Varietéit Y’. Die
Aussage folgt dann sofort mit Satz 1.2.8.

Ist Y ein beliebiger k-Raum, so wiihlen wir eine Uberdeckung Y7, ..., Y, durch offe-
ne quasiaffine k-Rédume. Zu jedem dominanten Morphismus ¢y;: Y; — X existiert

nach obigem Fall ein Morphismus ¢;: Y; — X , der die universelle Eigenschaft (INor)
erfiillt. Da die Morphismen ¢; eindeutig sind, kénnen wir sie zu einem eindeutig be-

stimmten Morphismus ¢: Y — X zusammensetzen, der die universelle Eigenschaft
(Nor) erfiillt. O

Lemma 1.6.6. Es scien X ein k-Raum und v: X — X eine Normalisierung
von X. Dann ist fir jeden konstruierbaren Unterraum Y T X, die Einschrdinkung
Vp-1(y): v~ YY) =Y eine Normalisierung.

Beweis. Es sei p: Z — Y ein dominanter Morphismus mit einem normaler k-Raum
Z. Dann ist ¢ ein dominanter Morphismus von Z nach X. Somit gibt es einen
Morphismus @: Z — X mit ¢ ov = . Es ist noch zu zeigen, dass p(Z) C v=1(Y)
gilt. Dies folgt sofort aus (Z) = v=1(p(Z)) und (Z) C Y. O
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Beweis von Satz 1.6.2 . Falls X quasiaffin ist, folgt die Behauptung sofort aus Lem-
ma 1.6.5 und Lemma 1.6.6. Ist X ein beliebiger k-Raum, wihlen wir eine Uber-
deckung von X durch offene quasiaffine k-Réume X;,..., X,,. Diese besitzen Nor-
malisierungen v;: X; — X;. Mit X;j = X; N X; und )Nfij := v~ 1(X;;) erhalten wir
kommutative Diagramme

~ ~  Pij ~ =~
X; Xij 57 Xji Xj
l/iL Vil ll/j ll/j
Xi=—Xij —Xji —= &}

Dabei sind die Einschrankungen nach Lemma 1.6.6 Normalisierungen. Dies liefert
die Existenz der Morphismen ;; und ¢;;. Weiter ergibt sich mit der Eindeutigkeit
der Liftung, dass ¢;; und ¢j; zueinander invers sind. Es folgt weiter, wie im Fall der
Préavarietéten, dass die Mengen )Z', mit den Morphismen ¢: )Z}j — X ji Verklebeda-
ten sind.

Verkleben liefert dann einen normalen k-Raum X und die Morphismen v; lassen
sich zu einem Morphismus zusammensetzen. Die universelle Eigenschaft (Nor) fithrt
man, wie im Fall der Privarietéiten, auf den quasiaffinen Fall zuriick. ]
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1.7. Lokal 1-volle k-Riume.

Fiir einen k-Raum X und ein f € Ox(X) gilt im Allgemeinen Ox (Xy) # Ox(X)¢
siehe Bemerkung 1.2.18. Wir werden in diesem Abschnitt die lokal 1-vollen k-Rdume
einfithren und zeigen, dass fiir jeden lokal 1-vollen k-Raum X und jedes f € Ox(X)
stets Ox (X¢) = Ox(X); gilt. Wir zeigen in Lemma 1.7.16, dass jeder lokal 1-volle
k-Raum X eine quasiaffine offene Uberdeckung X1, ..., X,, besitzt, wobei Ox (X;)
endlich erzeugt ist.

Definition 1.7.1. Es seien X ein k-Raum und Y ein konstruierbarer Unterraum
von X. Wir sagen, dass Y klein (in X ) ist, falls dim(Y) < dim(X) — 2 ist.

Bemerkung 1.7.2. Es sei X ein irreduzibler k-Raum.

(i) Sind Z C Y konstruierbare Unterrdume von X mit Y klein in X und Z
klein in Y, dann ist Z klein in X.

(ii) Ist Y ein konstruierbarer Unterraum von X mit X \ Y klein, dann ist Y
schon dicht in X.

Lemma 1.7.3. Es seien X ein irreduzibler k-Raum, Z C 'Y konstruierbare Un-
terrdume von X mit X \'Y klein in X und Y \ Z klein in' Y. Dann ist X \ Z klein
m X.

Beweis. Es gilt, dass Z dicht in Y und Y dicht in X ist. Somit ist auch Z dicht in
X. Nach Satz 1.3.10 ist dim(X) = dim(Y") = dim(Z). Es gilt

X\Z = Y\Z U (X\Y)\Z
Weiter gilt dim((X \Y) \ Z) < dim(X \ Y). Es seien C4,...,C, die irreduziblen
Komponenten der Teilmenge Y \ Z und Dy, ..., Dy die irreduziblen Komponenten

der Teilmenge (X \ V) \ Z. Weiter seien C; bzw. D; die jeweiligen Abschliisse von
C; bzw. D; in X'\ Z. Dann sind C1,...C,, Dy, ... D die irreduziblen Komponenten
von X \ Z. Mit Satz 1.3.10 gilt dim(C;) = dim(C}), und dim(D;) = dim(D;). Somit
erhalten wir mit Satz 1.3.13:

dim(X \ Z2) max (dim(Y \ Z),dim((X \Y) \ 2))
max (dim(Y \ Z),dim(X \ Y))

dim(X) — 2.

ININA

O

Lemma 1.7.4. Es seien X ein irreduzibler k-Raum und X' eine normale Privarietit
mit X C X" und X'\ X klein. Dann gilt Ox(X) = Ox/(X").

Beweis. Da X'\ X klein ist, gilt D’ N X # () fiir jeden Primdivisor D’ C X'. Somit
folgt die Behauptung aus Lemma 1.2.20. U

Lemma 1.7.5. Es seien X ein irreduzibler k-Raum, X1, ..., Xy eine offene Uber-
deckung von X und Y ein konstruierbarer Unterraum von X. Weiter seien X \'Y
klein und Y; :== X; NY. Dann ist Y1,...,Y,, eine offene Uberdeckung von Y mit
X;\Y; klein.
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Beweis. Aus X \ 'Y klein folgt, dass Y dicht in X ist. Also gilt Y; # (). Somit ist
Yi,...,Y,, eine offene Uberdeckung von Y. Nach Bemerkung 1.3.9 ist dim(X) =
dim(X;). Somit erhalten wir mit Folgerung 1.3.14:
dim(X;\Y;) < dim(X\Y) < dim(X;) -2
0

Lemma 1.7.6. Es seien X ein irreduzibler k-Raum, Y ein konstruierbarer Unter-
raum von X mit X \'Y klein und f € Ox(X). Dann ist X;\ Yy klein.

Beweis. Nach Bemerkung 1.3.9 ist dim(Xy) = dim(X). Folgerung 1.3.14 liefert
dim(Xy \ Yy) <dim(X \Y) < dim(Xy) — 2. Also ist X\ Yy klein. O

Definition 1.7.7. Es sei X ein k-Raum.

(i) Der k-Raum X heiit 1-voll, falls eine Einbettung ¢: X — X’ existiert mit
einer normalen Privarietit X’ und X'\ +(X) klein.

(ii) Der k-Raum X heift lokal 1-voll, falls er eine endliche offene Uberdeckung
durch quasiaffine 1-volle k-Riume erlaubt.

Bemerkung 1.7.8. Jeder lokal 1-volle k-Raum ist normal.

Beispiel 1.7.9. Der k-Raum X := K3\ ({0} x K* x {0} UK* x {0} x {0}) C K3 ist
ein 1-voller k-Raum.

Lemma 1.7.10. Es sei X ein 1-voller k-Raum. Dann ist X ein lokal 1-voller k-
Raum.

Beweis. Wir konnen annehmen, dass X C X' gilt, wobei X’ \ X klein und eine

normale Privarietit X' ist. Es sei X{,..., X/, eine affine offene Uberdeckung von

X'. Mit Lemma 1.7.5 ist X; := X/ N X ein quasiaffiner k-Raum mit X/ \ X; klein.
Somit ist X; ein 1-voller quasiaffiner k-Raum. U

Bemerkung 1.7.11. Es sei X ein lokal 1-voller k-Raum mit dim(X) = 2. Dann ist
X schon eine Préaverietit.

Begrindung. Wir kénnen annehmen, dass X ein quasiaffiner 1-voller k-Raum ist.
Weiter kénnen wir annehmen, dass X C X’ und X'\ X klein gilt mit einer normalen
Prévarietdt X’. Somit gilt dim(X’\ X) = 2 —2 = 0. Nach Satz 1.3.15 ist X'\ X
endlich. Insbesondere ist X'\ X abgeschlossen in X’. Also ist X offen in X'. O

Lemma 1.7.12. Es sei X ein lokal 1-voller k-Raum und U C X eine offene Teil-
menge. Dann ist U ebenfalls ein lokal 1-voller k-Raum.

Beweis. Wir kénnen annehmen, dass X ein quasiaffiner 1-voller k-Raum ist. Weiter
kénnen wir annehmen, dass X C X’ und X'\ X klein gilt mit einer normalen Préiva-
rietdt X’. Nach Lemma 1.7.4 ist Ox(X) = Ox/(X’). Zu U existieren Funktionen

fl,,fmGOX(X)mlt
v o= J X
=1

Fiir jedes i ist X, ein quasiaffiner k-Raum. Nach Lemma 1.7.6 ist X}i \ Xy, klein
und somit ist Xy, 1-voll. O
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Folgerung 1.7.13. Es seien X ein 1-voller k-Raum und Y ein konstruierbarer
Unterraum von X mit X \'Y klein. Dann ist Y ein 1-voller k-Raum.

Beweis. Wir kénnen annehmen, dass X C X’ und X'\ X klein gilt mit einer nor-
malen Privarietéit X’. Dann folgt die Behauptung aus Lemma 1.7.3. O

Folgerung 1.7.14. Es seien X ein lokal 1-voller k-Raum und Y ein konstruierbarer
Unterraum von X mit X \'Y klein. Dann ist Y ein lokal 1-voller k-Raum.

Beweis. Es sei X1,..., X, eine offene quasiaffine 1-volle Uberdeckung von X. Wir
setzen Y; := X; NY. Nach Lemma 1.7.5 ist Y7,...,Y,, eine quasiaffine offene Uber-
deckung von Y mit X; \ Y; klein. Somit ist nach Folgerung 1.7.13 jedes Y; ein qua-
siaffiner 1-voller k-Raum U

Lemma 1.7.15. Es sei X ein lokal 1-voller k-Raum. Dann existiert eine quasiaffine
offene Uberdeckung X1, ..., X,, von X, sodass es Einbettungen 7;: X; — X! gibt mit
normalen affinen Varietiten X| und X!\ 7:(X;) klein.

Beweis. Wir kénnen annehmen, dass X ein quasiaffiner 1-voller k-Raum ist. Weiter
konnen wir annehmen, dass X C X’ und X’ \ X klein gilt mit einer normalen

Privarietit X'. Es sei weiter X/,..., X/ eine affine offene Uberdeckung von X'.
Wir setzen X; := X/ N X. Nach Lemma 1.7.5 ist X1,..., X,, eine quasiaffine offene
Uberdeckung von X mit X!\ X; klein. O

Folgerung 1.7.16. Es sei X ein lokal 1-voller k-Raum. Dann existiert eine quasiaf-
fine offene Uberdeckung X, ..., X, von X mit endlich erzeugte K-Algebra Ox (X;).

Beweis. Folgt aus Lemma 1.7.15 und Lemma 1.7.4. U

Lemma 1.7.17. Es seien X ein irreduzibler k-Raum und Xy, ..., Xy eine offene
quasiaffine Uberdeckung von X mit Ox,(Xi, ) = Ox,(Xi)y, in K(X) fir alle f; €
Ox,(X;). Dann gilt fir jedes f € Ox(X) in K(X):

Ox(Xf) = Ox(X)f.

Beweis. Fiir jedes f € Ox(X) gilt f € Ox,(X;). Somit gilt in K(X):
Ox(X;) = Ox (UXZ,) = Nox(X,) = (Ox(X);
= (Noxx),
= Ox(X)y.
O

Folgerung 1.7.18. Es sei X ein lokal 1-voller k-Raum. Dann gilt fiir jede Funktion
feO0x(X) in K(X):
Ox(Xf) = Ox(X)f.

Beweis. Nach Lemma 1.7.17 kénnen wir annehmen, dass X ein quasiaffiner 1-voller
k-Raum ist. Weiter kénnen wir annehmen, dass X C X’ und X'\ X klein gilt mit
einer normalen Privarietit X’. Nach Lemma 1.7.4 gilt Ox(X) = Ox/(X'). Es sei
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f € Ox(X) gegeben. Nach Lemma 1.7.6 ist X} \ Xt klein. Lemma 1.7.4 liefert, dass
Ox(Xf) = Ox/(X}) gilt. Somit erhalten wir in K(X):
Ox(Xy) = Ox(Xj) = Ox(X)y = Ox(X)y.
]

Beispiel 1.7.19. Der k-Raum X := (K*)2U{(0,0)} C K? ist mit Bemerkung 1.2.18
und Folgerung 1.7.18 kein lokal 1-voller k-Raum.



33
1.8. Divisoren.

Es seien X ein normaler k-Raum und Y ein konstruierbarer Unterraum von X mit
X \ 'Y klein. Dann gilt im Allgemeinen Ox (X) # Oy (Y). Dazu betrachten wir den
k-Raum X := (K*)2U {(0,0)} und die offene Teilmenge Y := (K*)2. Dann gilt
dim(X \Y) = 0 = dim(X) — 2. Es gilt jedoch siehe Beispiele 1.1.9:

Ox(X) = K[NT] # KN, Tlnn = Oy(Y).

Fiir einen lokal 1-vollen k-Raum X und eine konstruierbare Teilmenge Y von X
mit X \ Y klein gilt jedoch stets Ox(X) = Oy (Y). Um dies zu zeigen, werden wir
Divisoren fiir lokal 1-volle k-Raume einfiihren.

Bemerkung 1.8.1. Es sei X ein irreduzibler k-Raum. Fiir jedes f € K(X)* gibt
es eine maximale offene Menge U C X, sodass f € Ox(U) gilt. Wir nennen diese
Menge Definitonsbereich von f (Bezeichnung Def x (f) bzw. Def(f)).

Begriindung. Wir diirfen annehmen, dass X ein quasiaffiner k-Raum ist. Auflerdem
diirfen wir annehmen, dass X C X' gilt, wobei X' eine irreduzible affine Varietét ist.
Nach Folgerung 1.3.18 gilt K(X) = K(X’). Somit gibt es zu jedem f € K(X) eine
maximale offene Menge Def x/(f) € X’. Wir setzen Def x(f) := Defx/(f) N X. Es
ist noch zu zeigen, dass Def x (f) maximal ist. Dazu sei eine offene Teilmenge U C X
mit f € Ox(U) gegeben. Nach Satz 1.2.8 gibt es eine offene Menge U C U’ C X'
mit f € Ox/(U"). Also ist U" C Def x/(f) und somit U C Def x(f). O

Lemma 1.8.2. Es seien X ein irreduzibler k-Raum und Y eine dichte konstruierbare
Teilmenge von X . Dann gilt Defy (f) = Defx (f) NY fiir jedes f € K(X) = K(Y).

Beweis. Mit Folgerung 1.3.18 erhalten wir, dass K(X) = K(Y) gilt. Wir kénnen
annehmen, dass X quasiaffin ist. Zunéchst behandeln wir den Fall, dass X eine
irreduzible affine Varietdt ist. Es sei f € K(X) gegeben. Es ist nur zur Inklusion
,,C7 etwas zu zeigen. Mit Satz 1.2.8 existiert eine offene Menge Defy (f) CU C X
mit f € Ox(U). Somit gilt Defy (f) C U C Defx(f).

Es sei nun X ein quasiaffiner k-Raum. Dann kénnen wir annehmen, dass X C X’
gilt, mit einer irreduzible affine Varietéit X’. Der Unterraum Y ist eine dichte kon-
struierbare Teilmenge von X. Also ist Y dicht und konstruierbar in X’. Nach Fol-
gerung 1.3.18 gilt K(X) = K(X’) = K(Y). Es sei f € K(X) gegeben. Die obige
Uberlegung liefert

Defy(f) = Defx/(f) N Y = Defx/(f) N X NY = Defx(f) NnY.
O

Definition 1.8.3. Es seien X ein irreduzibler k-Raum und Y C X eine irreduzible
abgeschlossene Teilmenge. Der zugehorige lokale Ring ist der Unterring

Oxy = {f€K(X); Defx(f)nY #0} C K(X)
mit zughdrigem maximalem Ideal mx p = {f € Oxy; fjy = 0}.

Bemerkung 1.8.4. Es seien X ein irreduzibler k-Raum und Y C X eine irreduzible
abgeschlossene Teilmenge. Ist U C X eine offene Teilmenge mit U N'Y # (), so hat
man einen kanonischen Ringisomorphismus Oy ynr — Ox )y, f — f.
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Bemerkung 1.8.5. Es seien X ein irreduzibler k-Raum und = € X. Dann hat man
einen kanonischen Isomorphismus Ox (3 — Oxz, f — [z

Folgerung 1.8.6. Es seien X ein irreduzibler k-Raum, Y eine dichte konstruierbare
Teilmenge von'Y und D C X ein irreduzible abgeschlossene Teilmenge, sodass DNY
dicht in D ist. Dann gilt Ox p = Oy, pny -

Beweis. Da DNY dicht in D liegt, ist DNY eine abgeschlossene irreduzible Teilmenge
von Y. Nach Folgerung 1.3.18 gilt K(X) = K(Y). Die Inklusion ,,0” folgt aus
Lemma 1.8.2.

Zur Inklusion ,,C”: Es sei f € Ox,p gegeben. Zu zeigen ist, dass D N Defy (f) # 0
gilt. Aus f € Ox, p folgt, dass Defx(f) N D # 0 gilt. Somit ist Defx (f) N D eine
nichtleere offene Menge in D. Also ist D NY N Defx(f) # (. Mit Lemma 1.8.2 gilt:

0 # DN (YN Defx(f)) = D N Defy(f).
O

Definition 1.8.7. Es sei X ein irreduzibler normaler k-Raum. Ein Primdivisor ist
eine irreduzible abgeschlossene Teilmenge D von X mit dim(D) = dim(X) — 1.

Bemerkung 1.8.8. Es seien X ein irreduzibler k-Raum und Y C X ein konstru-
ierbarer Unterraum mit X \ Y klein. Dann ist fiir jeden Primdivisor D C X die
Menge D NY eine dichte Teilmenge von D. Somit haben wir auf natiirliche Weise
eine Bijektion

{Primdivisoren von Y} — {Primdivisoren von X}
Ew B
DNY«—D

Begriindung. Es sei D ein Primdivisor von X. Da X \ 'Y klein ist, gilt YN D # (. Es
sei Z der Abschluss von Y N D in D. Nehmen wir an, es gelte D \ Z # (). Dann gilt

dim(D\Z) < dim(D\(YND)) = dim(X\Y)NnD) < dim(X\Y).
Bemerkung 1.3.9 liefert folgenden Widerspruch:
dim(X)—-1 = dim(D\Z) < dim(X\Y) < dim(X)-1.
O

Folgerung 1.8.9. Es sei X ein irreduzibler k-Raum undY C X ein konstruierbarer
Unterraum mit X \'Y klein. Dann gilt fir jeden Primdivisor D C X

Oxp = Oyynp und mxp = MWMyynpD.

Beweis. Es sei D ein Primdivisior von X. Nach Bemerkung 1.8.8 ist Y N D ein
Primdivisor in Y. Weiter ist Y N D dicht in D. Somit folgt die Behauptung aus
Folgerung 1.8.6. O

Satz 1.8.10. Es scien X ein lokal 1-voller k-Raum und D C X ein Primdivisor.
Dann ist Ox p ein lokaler Ring und das zugehdrige maximale Ideal mx p ist ein
Hauptideal.
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Beweis. Wegen Bemerkung 1.8.4 kénnen wir annehmen, dass X ein 1-voller Raum
ist. Weiter konnen wir annehmen, X C X’ und X’ \ X klein gilt, wobei X’ eine
Préavarietét ist. Somit folgt die Behauptung aus Folgerung 1.8.9. U

Bemerkung 1.8.11. Es seien X ein lokal 1-voller k-Raum und D ein Primdivisor
von X.
(i) Nach Satz 1.8.10 definiert D eine diskrete Bewertung
vp: K(X) — Z U {oo}.
(i) Fiir jedes f € K(X)* gilt:
vp(f) >0 & feOxp
& Defx(f)ND #0
und
vp(f)=0 & f,f'€Oxp
& Defx(f)NDefx(f~HND # 0.
Definition 1.8.12. Es sei X ein lokal 1-voller k-Raum.

(i) Ein Weildivisor auf X ist eine formale ganzzahlige Linearkombination von
Primdivisioren:

Z apD, ap € Z, ap = 0 fiir fast alle Primdivisoren D.
DCX,D Primdivisor

(ii) Die Weildivisorengruppe von X ist die Menge WDiv (X)) aller Weildivisioren
auf X zusammen mit der Addition

(;a[)p> ! (;bDD> = Y (ap+bp)D.

D
(iii) Fiir zwei Weildivisoren ) apD und ) bpD auf X schreiben wir Y apD <
> bpD, falls ap < bp fiir alle Primdivisoren D C X gilt.
Definition 1.8.13. Es seien X ein lokal 1-voller k-Raum und f € K(X)*. Mit den
Bezeichnungen 1.8.11 definieren wir den Divisor von f als

div(f) = > wp(f)-D € WDiv(X).
DCX, D prim
Einen Divisor der Form div(f) mit f € K(X)* nennen wir Hauptdivisor auf X. Wir
setzen weiter HDiv(X) := {div(f); f € K(X)*}.

Bemerkung 1.8.14. Es seien X ein irreduzibler k-Raum und Y C X ein konstru-
ierbarer Unterraum mit X \ Y klein. Dann liefert die Bijektion aus Bemerkung 1.8.8
einen Isomorphismus der Gruppen WDiv(Y') und WDiv(X).

Satz 1.8.15. Es seien X ein lokal 1-voller k-Raum und f € K(X)*. Dann gilt
div(f) >0 <« feOx(X).

Beweis. Wir kénnen annehmen, dass X ein 1-voller k-Raum ist. Weiter kénnen wir
annehmen, dass X T X’ und X’ \ X klein gilt mit einer normalen Privarietit X'.
Mit Lemma 1.7.4 gilt Ox (X) = Ox/(X’). Nach Folgerung 1.3.18 gilt K(X’) = K(X).
Mit Folgerung 1.8.9 erhalten wir Ox pinx = Ox pr. fiir jeden Primdivisor D' C X.
Somit folgt die Behauptung aus Bemerkung 1.8.8 und Bemerkung 1.8.11 (ii). U
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Folgerung 1.8.16. Es scien X ein lokal 1-voller k-Raum und f € K(X)*. Dann
qgilt
div(f) =0 < feOx(X)".

Satz 1.8.17. Es seien X ein lokal 1-voller k-Raum und Y eine konstruierbare Teil-
menge von X mit X \'Y klein. Dann gilt Ox(X) = Oy (Y).

Beweis. Nach Folgerung 1.7.14 ist Y ein lokal 1-voller k-Raum. Somit erhalten wir

feOx(X) LS vp(f) > 0 fir alle Primdivisoren D C X
1'8'£:1>(ii) f € Ox p fiir alle Primdivisoren D C X
1'8'8(:;'8'9 f € Oy, fiir alle Primdivisoren £ C Y
! 8'£:1>(ii ve(f) > 0 fiir alle Primdivisoren F CY’
BT feoy(y).

Definition 1.8.18. Es sei X ein lokal 1-voller k-Raum.

(i) Ein Cartierdivisor ist ein Weildivisor, der lokal durch einen Hauptdivisor
gegeben ist.

(ii) Der k-Raum X heifit Q-faktoriell , falls jeder Weildivisor durch Multiplika-
tion mit einer natiirlichen Zahl ein Cartierdivisor wird.

Lemma 1.8.19. Es seien X', Y’ normale Préivarietiten X T X' und Y T Y’ kon-
struierbare Unterrdume mit dim(X'\ X) < 2 sowie dim(Y'\'Y) < 2 und Y' Q-
faktoriell. Weiter sei m: X — Y ein surjektiver Morphismus und ¢: X — Z ein
Morphismus welcher konstant auf den Fasern von w ist, wobei Z separiert. Es seien
UCX undV CY offene Teilmengen, sodass Folgendes gilt:

(i) Die Abbildung mi: U — V ist ein Isomorphismus.
(ii) Die Mengen Yy := Y \'V und 7=(Yy) sind klein.
(iii) Fiir jeden Primdivisor E auf X mit E C X \ U gilt 7=1(Yy) C E.

Dann existiert ein Morphismus ¢: Y — Z, sodass das folgende Diagramm kommu-

tiert:

Y

Beweis. Da Z separiert ist, folgt mit Folgerung 1.5.16, dass es eine Privarietit Z’
gibt mit Z C Z’. Da ¢ konstant ist auf den Fasern von 7, existiert eine mengentheo-
retische Abbildung ¢: Y — Z mit ¢ om = . Da 7y ein Isomorphismus ist, ist ¢y
ein Morphismus. Es bleibt zu zeigen, dass ¢ in jedem Punkt yg € Y, ein Morphismus
ist. Wir wihlen eine affine Umgebung W C Z’' mit ¢ (yo) = 2o € W{. Weiter setzen
wir Wy := WiNZ, Uy := ¢ 1(Wy) und Vy := 1~ 1(Wj). Somit haben wir eine offene
Menge
VonV = wx#UonU) C Y
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auf der ¢ ein Isomorphismus ist. Insbesondere ist Vg dicht in Y. Es gibt ¢1,..., g, €
O(VoNV), sodass gilt:
Yvorv®) = (01(y),-- 9: ()

Nehmen wir an, dass ¢; in yg definiert ist. Dann existiert eine offene Umgebung
V! C Y’ von yo mit VN Vy € V' und ein Morphismus ¢': V' — W, der ¢jyny
fortsetzt. Wir erhalten folgendes Diagramm

©

UgnU C 7LV

| AT

VonV C V!

W

Die Morphismen ¢ und 1’ o 7 stimmen auf der offenen dichten Teilmenge U N Uy
iiberein. Desweiter ist 7 surjektiv. Somit erhalten wir mit Folgerung 1.5.12, dass
Y = Yy gilt. Folglich ist ¢ ein reguldrer Morphismus auf der offenen Mengen
V' CY' mit yg e V.

Also reicht es zu zeigen, dass g; in yo definiert ist. Wir kénnen annehmen, dass g;
eine rationale Funktion auf Y’ ist. Wir zeigen, dass der Divisor div(g;) positiv auf
Yo ist. Dazu zeigen wir, dass fiir jeden Primdivisor D von Y welcher gy enthélt gilt:

Dn(VnVy) # 0.
Es sei D ein Primdivisor auf Y mit yp € D. Da Yy =Y \ V klein ist, gilt DNV # ().

Es sind zwei Fille zu betrachten.

1. Fall: Die Menge 7~ !(D) enthilt einen Primdivisor £ C X mit £ C X \ U.
Nach Voraussetzung gilt 7—1(Yy) C E. Somit erhalten wir Uy N E # (. Also ist
w(E) N Vy # (. Insbesondere ist DNVy # 0. Da ) # DNV offen in D ist und Vj
dicht in Y ist, erhalten wir, dass D N (V NYp) # 0 gilt.

2. Fall: Die Menge 7 (D) enthilt keinen Primdivisor E C X mit £ C X \ U. Da
Y’ ein Q-faktorieller k-Raum ist existiert ein n € N, sodass nD ein Cartier-Divisor
ist. Deshalb gilt:

= YD) = a*(nD).
Somit ist 7~ (D) rein 1-codimensional. Also ist 7~ 1(D) = 7=1(D) N U~ Da 7 1(D)
die Faser 7~ 1(yo) trifft, erhalten wir

D)y NUNU # 0 = DNVvnV # 0
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1.9. Kategorische Quotienten.

Wir wollen die Aussage [8, Lemma I1.6.2] verallgemeinern, siche Lemma 1.9.17: Es
seien X, Y lokal 1-volle k-Rdume und 7: X — Y ein surjektiver separabler Mor-
phismus der die Kurveniiberdeckungseigenschaft erfiillt. Dann ist 7: X — Y ein
kategorischer Quotient fiir die Aquivalenzrelation R,. Der Begriff der Kurveniiber-
deckungseigenschaft ist in [1] fiir Varietiten eingefiihrt worden; wir verallgemeinern
ihn hier auf k-Riume. In Lemma 1.9.11 wird folgende Aussage bewiesen: Es sei
m: X' — Y’ ein surjektiver Morphismus von k-Réumen. Dann trigt Y’ die Quoti-
ententopologie beziiglich m genau dann, wenn 7 die Kurveniiberdeckungseigenschaft
erfiillt. Diese Aussage ist eine Verallgemeinerung von [1, Lemma 1.3].

Lemma 1.9.12 und Lemma 1.9.13 sind fiir Varietéiten bekannt siehe [13, Chapter
4]. Die Aussagen gelten auch fiir Prévarietiten und werden vollstindigkeitshalber
nochmals bewiesen.

Definition 1.9.1. Es seien X ein k-Raum und R € X x X eine Aquivalenzrelation.

(i) Eine Morphismus ¢: X — Y von k-Réumen heifit (R)-invariant, falls ¢
konstant auf jeder Aquivalenzklasse ist.
(ii) Fiir jede R-invarianten offenen Unterraum U C X von X bezeichnen wir

die Menge der R-invarianten reguliren Funktionen auf U mit Ox (U)*.

Definition 1.9.2. Ein Morphismus 7: X — Y von k-Réumen heifit kategorischer
Quotient fiir die Aquivalenzrelation R, falls gilt:

(i) Der Morphismus 7 ist R-invariant.
(ii) Zu jedem R-invarianten Morphismus ¢: X — Z von k-Réumen gibt es einen
eindeutig bestimmten Morphismus ¢: Y — Z mit p = g o .

Bemerkung 1.9.3. Es seien X ein k-Raum, R € X x X eine Aquivalenzrelation
und 7: X — Y der kategorischer Quotient. Dann ist 7 surjektiv und Y bis auf
Isomorphie eindeutig.

Bemerkung 1.9.4. Es sei m: X — Y ein Morphismus von k-Rdumen. Dann defi-
niert 7 eine Aquivalenzrelation R, auf X:

(v,2") € Ry & w(x) = n()).

Erinnerung 1.9.5. Es sei m: X — Y stetige Abbildung von topologischen Ridumen
und Ox sei eine Garbe auf X. Die Bildgarbe von Ox unter w ist definiert durch:
Fiir jedes offene V C Y setzen wir (m.Ox)(V) := Ox (7~ 1(V)).

Lemma 1.9.6. Es sei m: X' — Y/ ein surjektiver separabler offener Morphismus
von irreduziblen Varietiten, wobei Y' normal ist. Dann gilt Oy = (W*Ox/)R".

Beweis. Siehe [8, Lemma 11.6.2]. O

Definition 1.9.7. Es sei X ein k-Raum. Unter einer algebraischen Kurve durch
x € X verstehen wir, eine abgeschlossene Teilmenge X’ in X mit dim(X’) = 1 und
xe X

Bemerkung 1.9.8. Es sei X ein irreduzibler k-Raum. Dann gilt:
(i) Jede Kurve v: C — X in X induziert eine algebraische Kurve in X.
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(ii) Nach Satz 1.3.15 ist jede algebraische Kurve in X eine Pravarietét.

Definition 1.9.9. Der Morphismus n: X — Y von k-Rdumen erfiillt die Kur-
veniiberdeckungseigenschaft, falls fiir jede irreduzible algebraische Kurve Y/ C Y

und jedes y € Y’ es ein irreduzible algebraische Kurve X’ C X existiert, sodass
y € m(X') und 7(X’) dicht in Y ist.

Satz 1.9.10. Fs seien X', Y’ Varietiten, wobei Y' normal ist, und 7: X' — Y’ ein
surjektiver separabler Morphismus der die Kurveniiberdeckungseigenschaft erfillt.
Weiter sei p: X' — Z' ein Morphismus von Varietiten, der konstant auf den Fasern
von 7 ist. Dann existiert ein Morphismus ¢:Y' — Z' mit p = go .

Beweis. Folgt aus Lemma 1.9.6 und [1, Lemma 1.3]. O

Lemma 1.9.11. Es sei m: X — Y ein surjektiver Morphismus von k-Rdumen.
Dann sind folgende Aussagen dquivalent:

(i) Die Abbildung 7 erfillt die Kurveniiberdeckungseigenschaft.
(ii) Der k-Raum'Y trigt die Quotiententopologie beziiglich .

Beweis. Zur Implikation ,,(i) = (ii)”: Es sei U C Y mit 77 1(U) offen in X. Annge-
nommen A :=Y \ U ist nicht abgeschlossen in Y. Wir wihlen ein y € ANU. Da 7
surjektiv ist, gilt A = 7(X \ 771(U)) und somit ist A konstruierbar in A. Es sei Uy
der offene Kern von A beziiglich A. Da ANUj eine offene nichtleere Teilmenge von A
ist, gilt y ¢ Uy. Nach Lemma 1.5.10 existiert eine irreduzible Kurve Cy durch y mit
Cy NUy # (). Durch Verkleinern von Cy kénnen wir annehmen, dass ANCy offen in
Cy ist und y € Cy gilt. Nach Voraussetzung existiert eine Kurve Cx, sodass C'x die
Faser von 7~ !(y) trifft und 7(Cx) dicht in Cy liegt. Somit gilt x € 7=1(A)\ 7 1(A).
Dies ist ein Widerspruch dazu, dass 7~ 1(A) abgeschlossen ist.

Zur Implikation ,,(ii) = (i)”: Es sei Cy eine irreduzible Kurve durch den Punkt
y € Y. Da  surjektiv ist, gilt 7=!(y) # 0. Die Menge Cy \ {y} ist nicht abgeschlossen
und somit ist nach Voraussetzung 7~ !(Cy) \ 7~ 1(y) ebenfalls nicht abgeschlossen.
Also existiert ein Punkt € 7= !(y) mit 2 € 7= 1(Cy \ {y}). Wie oben existiert
somit eine Kurve Cx durch den Punkt z in 7~1(Cy). Das Bild 7(Cy) ist dicht in
Cy. Somit schneidet C'x die Faser von y in nur endlich vielen Punkten. O

Lemma 1.9.12. Es sei p: X' — Y’ ein dominanter Morphismus von irreduziblen
Privarietiten mit r := dim(X’) — dim(Y”) und Y’ normal. Dann existiert eine
nichtleere offene Menge V' CY' die folgende Eigentschaften erfiillt:

(i) Es gilt V! C w(X").
(ii) Es sei A’ eine irreduzible abgeschlossene Teilmenge von'Y' mit A'0V' # ().
Dann gilt fiir jede irreduzible Komponente B' von o~ *(A") mit ¢~ (V') N
B' #£):
dim(B') = dim(4") + r

Beweis. Wir kénnen annehmen, dass X’ und Y’ affin sind. Somit folgt der Beweis
aus [13, Theorem 4.3]. O



41

Lemma 1.9.13. Es sei p: X' — Y’ ein dominanter Morphismus von irreduziblen
Privarietiten mit r := dim(X")—dim(Y"). Weiter gilt fiir jede irreduzible abgeschlos-
sene Teilmenge A’ von Y’ gelten, dass die irreduziblen Komponenten von o~ '(A’)
die Dimension r + dim(A’) haben. Dann ist ¢ eine offene Abbildung.

Beweis. Es seien x € X’ und U’ eine offene Umgebung von z. Wir zeigen, dass
y := ¢(x) im Inneren von V' := p(U) liegt. Angenommen y liegt im Abschluss von
Y\ V' in Y’. Da V'’ konstruierbar in Y ist, gilt Y\ V’ konstruierbar in Y”. Somit
existiert eine offene Menge V{ in Y’ und eine irreduzible abgeschlossene Menge C)
in Y mit VN Cf # 0 und y € Cj. Nach Voraussetzung haben alle irreduziblen
Komponenten von D’ := gp_l(C()) die gleiche Dimension. Somit ist das Bild jeder
irreduziblen Komponente von D’ dicht in Cj). Also schneidet U} := ¢~ *(Vy) jede
irreduzible Komponente von D’. Folglich ist Uj N D" dicht in D’. Weiter gilt

UuynD = oYVjncy) < X\U.
Daraus folgt, dass z € C{; C X'\ U’ gilt, Widerspruch. O

Lemma 1.9.14. Es sei p: X' — Y’ ein dominanter Morphismus von irreduziblen
Prévarietiten, wobei Y' normal ist. Dann existieren nichtleere offene Mengen U’ C
X" und V' CY', sodass @y U — V' offen und surjektiv ist.

Beweis. Folgt aus Lemma 1.9.12 und Lemma 1.9.13. O

Folgerung 1.9.15. Es sei p: X — Y ein dominanter Morphismus von irreduziblen
k-Rdumen, wobei Y normal ist. Dann existieren nichtleere offene Mengen U C X
und V. CY, sodass U C X¥, V C Y gilt und pjy: U — V offen und surjektiv
15t.

Beweis. Wir kénnen annehmen, dass Y quasiaffin ist. Weiter sei X eine quasiaffine
offene Teilmenge von X mit o~ }(Y) N Xy # . Dann ist U = ¢ 1(Y) N Xp ein
quasiaffiner k-Raum. Mit Lemma 1.3.2 ist U"?" offen und dicht in U. Analog ist YV
offen und dicht in Y. Nach Bemerkung 1.5.7 sind UY* und Y**" Varietdten. Somit
ist Up := @ (YY) N U'™ eine offene dichte Teilmenge von U und ¢: Uy — Y&
ein dominanter Morphismus von irreduziblen Varietéiten. Auflerdem ist YV* normal.
Somit folgt die Behauptung aus Lemma 1.9.14. U

Folgerung 1.9.16. FEs sei p: X — Y ein dominanter Morphismus von irreduziblen
k-Rdumen. Dann existieren nichtleere offene Mengen U C X und V C Y, sodass
o U —V offen und surjektiv ist.

Beweis. Folgt aus Lemma 1.9.15. U

Lemma 1.9.17. Es seien X ein lokal 1-voller k-Raum und f € K(X) mit = ¢
Defx(f). Dann existiert einy € X mit y € DefX(%) und %(y) =0.

Beweis. Mit Lemma 1.7.15 kénnen wir annehmen, dass X C X’ und X'\ X klein gilt,
wobei X’ eine affine Varietét ist. Nach Lemma 1.7.4 gilt Ox(X) = Ox/(X’) bzw.
K(X) = K(X’). Mit Lemma 1.8.2 gilt « ¢ Def x/(f). Wir wissen, dass ein y € X’
existiert mit y € Def X/(%) und %(y) = 0. Insbesondere ist die Nullstellenmenge

VX/(%) nicht leer. Somit ist dim(VX/(%)) = dim(X’) — 1. Da X'\ X Kklein ist, gilt

Vxr(3) N X #0. O
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Lemma 1.9.18. Es seinw: X — Y ein separabeler surjektiver Morphismus von lokal
1-vollen k-Riumen. Dann gilt Oy = (m,Ox)%r.

Beweis. Es ist zu zeigen, dass fiir jede offene Teilmenge V' C Y die folgenden Abbil-
dung ein Isomorphismus ist:
™ Oy (V) — Ox(n Y(V))E=

Wir wihlen eine offene quasiaffine 1-volle Uberdeckung Y7, . ..,Y; von Y. Nach Lem-
ma 1.7.12 ist X; := 7~ 1(Y;) ein lokal 1-voller k-Raum. Es reicht zu zeigen, dass fiir
alle f € Oy (Y;) mit f # 0 die folgenden Abbildung ein Isomorphismus ist:

¥ Oy (Yi,) — OX(ﬂ'*l(Yif))R".

Fiir jedes f € Oy(Y;) gilt 7= 1(V;,) = Xinipy-
Ox (X;)f ist ein Isomorphismus. Dann gilt mit Folgerung 1.7.18

™ (Oy(Yi,) = 7 (Oy(Yi)y) = 7(Oy(Yi))r(p)

= (Ox(X)™)re ()

= Ox(Xip(p)

Nehmen wir an 7*: Oy (Y;) —

R

Also reicht es zu zeigen, dass 7*: Oy (Y;) — Ox(X;)" ein Isomorphismus ist.
Aus der Surjektivitéit von 7 folgt, dass 7 injektiv ist. Bleibt noch zu zeigen, dass
7* surjektiv ist. Es sei dazu ein g € Ox(X;)f* gegeben. Dann ist h: Y; — K,
h(y) — g(m=*({y})) eine wohldefinierte Abbildung. Mit Folgerung 1.9.15 und Lem-
ma 1.9.6 gilt h € K(Y"). Insbesondere gilt 7*(h) = g. Es ist zu zeigen, dass Defy; (h) =
Y; gilt.

Angenommen es existiert ein x € X; mit w(x) ¢ Defy,(h). Nach Lemma 1.9.17
existiert ein 2/ € X; mit %(CE’) = }(m(2’)) = 0. Dies ist aber ein Widerspruch dazu,

dass g € Ox (X;)Fr gilt. O
Satz 1.9.19. Es seien X, Y lokal 1-volle k-Rdume und w: X — Y ein surjektiver
separabler Morphismus der die Kurveniiberdeckungseigenschaft erfillt. Weiter sei

p: X — Z ein Morphismus von k-Rdumen, der konstant auf den Fasern von m ist.
Dann existiert genau ein Morphismus ¢: Y — Z mit ¢ = poT.

Beweis. Nach Lemma 1.9.11 ist ¢: Y — Z stetig und nach Lemma 1.9.18 ist die
Abbildung ¢: Y — Z ein Morphismus. O

Satz 1.9.20. Es seien X, Y lokal 1-volle k-Rdume und m: X — Y ein surjekti-
ver separabler Morphismus der die Kurveniiberdeckungseigenschaft erfillt. Dann ist
m: X — Y ein kategorischer Quotient fir die Aquivalenzrelation R;.

Beweis. Folgt aus Satz 1.9.19. O



43
2. KONVEXGEOMETRIE

2.1. Konstruierbare Kegel.

Wir méchten in diesem Kapitel einige Begriffe der Konvexgeometrie verallgemei-
nern. Fiir die Grundlagen der Konvexgeometrie, die hier vorausgesetzt werden, sei
auf die Biicher [11], [10] und [20] verwiesen.

In diesem Abschnitt werden wir k-Kegel betrachten, welche eine Verallgemeinerung
von Kegeln sind. Viele Begriffe und Eigenschaften, die wir von Kegeln kennen, las-
sen sich auch fiir k-Kegel definieren und formulieren. Es gibt auch Eigenschaften,
in denen sich k-Kegel und Kegel wesentlich von einander unterscheiden. In Bemer-
kung 2.1.27 sieht man zum Beispiel, dass der Schnitt zweier k-Kegel im Allgemeinen
kein k-Kegel ist.

Zuerst werden wir an einige Begriffe der Konvexgeometrie erinnern. Es seien U und
V' endlichdimensionale Q-Vektorrdume mit einer nicht ausgearteten Bilinearform

UxV — Q, (u,v) — <wu,v>.
Wir fassen U als Dualraum zu V auf und setzen fiir v € V und v € U:
u(v) = ov(u) = <u,v>.

Da V ein Q-Vektorraum ist, konnen wir V' mit der euklidischen Topologie versehen.
Unter dem relativen Inneren einer Menge A C V verstehen wir das topologische
Innere von A beziiglich der Teilraumtopolgie. Das relative Innere einer Teilmenge

A C V bezeichnen wir mit A.

Unter einem Kegel in V verstehen wir einen konvexen polyedrischen Kegel ¢’ in V,
das heifit, es existieren vq,...,v, € V mit

n
o = cone(vy,...v,) = {Zaivi; Oéie(@zo}-

i=1
Den Dualkegel eines Kegels ¢’ in V' bezeichnen wir mit
o = {ueU;uyy >0}
Eine Teilmenge 7" C ¢’ eines Kegels ¢’ heifit Seite (Bezeichnung 7'<0’), falls es ein
u € ¢’ gibt, sodass gilt:
7 = wtno = {veV;ul)=0}no.
Jede Seite eines Kegels ist wieder ein Kegel. Fiir jeden Kegel ¢/ in V gilt:

o = o\ < U T') und o= U 7.
7' <0’ T'<L0!
Die minimale Seite eines Kegels ¢’ bezeichnen wir mit of. Der Kegel of ist ein
(linearer) Unterraum und es gilt of, = &{. Fiir jede Seite 7/ von ¢’ gilt of, = 7. Der
Unterraum o, ist der groBte Unterraum von V, der in o’ enthalten ist. Es sei 7/
eine Seite von ¢’ und p’ eine Seite von 7/. Dann ist p’ auch eine Seite von ¢’. Sind
7/, p'<0’ Seiten des Kegels o’ mit 7/ N p’ # (). Dann gilt p’ = 7.

Wir nennen einen Kegel o’ spitz, falls of, = {0} gilt. Ein Kegel ist genau dann spitz,
wenn {0} eine Seite von o’ ist.
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Die Dimension dim(c’) eines Kegels o/ in V ist die Dimension der linearen Hiille
lin(o”) C V.

Es sei A C V eine Teilmenge in V. Dann ist die konvexe Hiille von A in V' definiert
als

n n
hull(4) = {Z%‘Uz‘; neNwv €A, a; €Qso, Zai =1 }
i=1 =1
Falls A endlich ist, nennen wir hull(A) ein Polytop in V. Die Dimension dim(P)
eines Polytopes P in V ist die Dimension der affinen Hiille von P. Eine Teilmenge
Q C P heiBt Seite! von P, falls v € U und v € V existieren mit v + up < 0 und

Q= @w+ut)NP.

Es sei o’ ein spitzer Kegel in V. Wir wihlen ein v € ¢’ mit {0} = u' N o’ und ein
v € &'. Dann ist P, := (v +ub)N o’ ein Polytop in dem affinen Raum v 4 ut. Wir
haben folgende inklusionserhaltende Bijektion:
7' 7 Kegel in V, 7/ C o/, Q: Q Polytop in v+ utQ C Py,
H: . ] — .
dim(7’) =n dim(Q) =n—1
= (w+ut)nr
Fiir zwei Kegel 7/, p' C o’ gilt: Der Kegel p ist genau dann eine Seite von 7/, wenn
H(p') eine Seite von H(7') ist.

Vereinbarung 2.1.1. Anstatt 3 dimensionale spitze Kegel in Q? zu zeichnen, wer-
den wir 2 dimensionale Polytope zeichnen sieche Abbildung 2.

ABBILDUNG 2

Definition 2.1.2. Ein konstruierbarer Kegel (k-Kegel) in V ist eine Teilmenge
o C V, sodass der (topologische) Abschluss ¢/ von o in V ein Kegel in V ist und

c = ¢ Ud,Uds U...UG
mit gewissen Seite o<0’ gilt.

Bemerkung 2.1.3. Es seien o ein k-Kegel in V' und ¢’ der zugehorige Abschluss.
Dann ist ¢ = &'.

Bemerkung 2.1.4. Es seien o, 7 k-Kegel in V. Weiter seien ¢’ und 7’ die Abschliisse
von o bzw. 7. Gilt 7 C o, dann ist 7/ C o¢’.

1Dem Autor ist der Begriff eines Polyeders bekannt.
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Beispiel 2.1.5. Wir betrachten den Kegel o’ := cone(ey, ez, e3) in Q3, wobei ey, eo
und e3 die kanonischen Basisvektoren in Q3 bezeichnen. Dann ist die Menge

or = {0} U cone(oel,eg) U Cone(oel,eg)
kein k-Kegel, da ¢’ ¢ o1 gilt.

Bemerkung 2.1.6. Wir betrachten den Kegel o’ := cone(eq, e, e3) in Q® und
definieren den k-Kegel

o = {0} U cone(elo, eg,e3) U coneo(eg) U coneo(eg) U cone(oel,eg) c Q3

Dieser lésst sich wie in Abbildung 3 skizzieren. Man sieht, dass cone(eq, e3), cone(es, e3)

und cone(ep) nicht zu o gehoren.

ABBILDUNG 3

Beispiele 2.1.7. Mit Bemerkung 2.1.6 kénnen wir weitere Beispiele betrachten. Die
Abbildung 4 zeigt drei verschiedene k-Kegel.

ABBILDUNG 4

Bemerkung 2.1.8. Es seien o ein k-Kegel in V' und ¢’ der zugehorige Abschluss.
Fiir jede Seite 7/ von o/ mit 7/ No # O gilt 7/ C 0.

Definition 2.1.9. Es seien o ein k-Kegel in V' und ¢’ der zugehorige Abschluss.
Eine Teilmenge 7 C o heifit Seite von o (Bezeichnung 7<0), falls eine Seite 7/ von
o’ existiert, sodass gilt:

/
T Cor und r = 7 N o

Bemerkung 2.1.10. Es sei o ein k-Kegel in V und ¢’ der Abschluss von ¢. Dann
gilt:

(i) Gilt ¢ = o', dann entsprechen die Seiten des k-Kegels o den Seiten des
Kegels o’.
(ii) Ist o = o’ ein Kegel, so ist jede Seite 7<0 ein Kegel.
(iii) Die Seite o := o{, ist die minimale Seite von o.
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Schreibweise 2.1.11. Es sei o ein k-Kegel in V' und 7 eine Seite von o. Falls 7 # o
gilt, schreiben wir 7 < o.

Folgerung 2.1.12. FEs sei o ein k-Kegel in V. Dann ist og der grifite Unterraum
von V, der in o enthalten ist.

Beweis. Folgt aus Bemerkung 2.1.10. O

Definition 2.1.13. Es sei ¢ ein k-Kegel in V. Der k-Kegel o heifit spitz, falls
gy = {0} gilt.

Bemerkung 2.1.14. Es sei o ein k-Kegel in V. Dann ist ¢ genau dann spitz, wenn
der zugehorige Abschluss o’ spitz ist.

Beispiel 2.1.15. Es seien o ein k-Kegel in V und 7’ eine Seite des Abschlusses
o' von ¢ mit 7' N o # (. Dann ist 7/ N o im Allgemeinen keine Seite von o. Dazu
betrachten wir o aus Bemerkung 2.1.6. In diesem Fall ist 7/ := cone{es, e3} eine
Seite von o', aber 7/ N o = cone(ez) U cone(es) keine Seite von o. Die Seiten von o
sind: .

o, {0}, cone(eq), cone(es), cone(ey,es) U cone(es).

Bemerkung 2.1.16. Es sei o ein k-Kegel in V', ¢/ der zugehorige Abschluss von
o und 7<0 eine Seite. Nach Definition existiert eine Seite 7/<c¢’ von o/, sodass
7=7"Nound 7 C 7 gilt. Der Kegel 7’ ist der Abschluss von 7.

Lemma 2.1.17. Es seien o ein k-Kegel in' V', o’ der zugehirige Abschluss und T C o
eine Teilmenge. Dann sind dquivalent:

(i) 7 ist Seite von o.
(ii) 7 ist ein k-Kegel und es existiert ein u € &' mit 7 = u'No.

Insbesondere ist jede Seite T von o ein k-Kegel.

Beweis. Zur Implikation ,,(i)=(ii) 7: Da <o gilt, existiert eine Seite 7/ von ¢’ mit
7 Crund 7 =7"No. Zu 7 gibt es ein u € ¢’ mit 7/ = ut No’. Somit gilt

T = 17nNne = ulﬂaﬂa/ = ulﬂa.

Es bleibt noch zu zeigen, dass 7 ein k-Kegel ist. Nach Bemerkung 2.1.16 ist der
Abschluss von 7 gleich 7/. Somit reicht es zu zeigen, dass gilt:

T = U 0.

p'<sT!, pCT

Es ist nur zur Inklusion ,,C” etwas zu zeigen. Offensichtlich gilt 7{, C 7. Es sei
v € 7 C 7’ gegeben. Da 7/ ein Kegel ist, existiert eine Seite p’ von 7/ mit v € p. Da
o', 7 und p’ Kegel in V sind und 7/<0’ sowie p/<7’ ist, gilt p'<o’. Mit p' No # 0
und Bemerkung 2.1.8 erhalten wir p’ C 0. Somit ist

P Cr7ne = T

Zur Implikation ,,(ii)=>(i) ”: Es gelte 7 = u* N o fiir ein v € ¢’. Wir wissen, dass
¢ = ut N o eine Seite von o’ ist mit 7 C p'. Wir kénnen u so wihlen, dass p’
minimal ist. Es gilt 7 = p’ N o. Bleibt zu zeigen, dass p’ C 7 gilt. Der Abschluss 7/

von 7 ist nach Voraussetzung ein Kegel. Insbesondere gilt 7/ C 7. Aus 7/ C 7 C o’
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folgt, dass 7" C o’ gilt. Da wir p’ minimal gew#hlt haben, erhalten wir 7/ N p’ # (.
Insbesondere gilt o N p’ # (. Mit Bemerkung 2.1.8 erhalten wir p’ C ¢ und damit
PCcpne = T

]

Lemma 2.1.18. Es seien o ein k-Kegel in V', 7 eine Seite von o und p eine Seite
von 1. Dann ist p eine Seite von o.

Beweis. Es sei o’ der Abschluss von o. Weiter seien 7/<0’ und p'<7’ mit 7/ C 7 und
7 =17"No sowie p’ C p und p = p' N 7 gegeben. Somit gilt
p = p'ﬂT = T'ﬁp'ﬂa = p'ﬂa.

Da o, 7/ und p’ Kegel sind, ist p’ eine Seite von ¢’. Nach Voraussetzung gilt p’ C p
und p = p/ N o, wobei p’<o’. Somit ist p eine Seite von o. O

Folgerung 2.1.19. Es sei o ein k-Kegel in V und 7<0 eine Seite. Dann gilt 9 = og.
Folgerung 2.1.20. Es scien o ein k-Kegel und o' der Abschluss von o. Weiter sei
7’ eine Seite von o’ mit 7' No # 0. Dann ist 7 := 7' No eine Seite von o mit 7 = 7.
Beweis. Folgt aus Bemerkung 2.1.8 und Lemma 2.1.17. O
Folgerung 2.1.21. Es sei o ein k-Kegel in V. Dann gilt:

o = O'\UT.

Bemerkung 2.1.22. Es scien o, p k-Kegel in V und ¢’ bzw. p’ die Abschliisse von
o bzw. p. Falls ¢ = p gilt, dann gilt o/ = p'.

Erinnerung 2.1.23. Es scien ¢/, 7" Kegel in V mit 7/ C o’. Weiter sei p’ eine Seite
von ¢’ mit 7' N p’ # (. Dann gilt 7/ C p'.

Bemerkung 2.1.24. Es seien 01, 09 k-Kegel in V. Im Allgemeinen folgt aus o1 = 09
nicht o; = o9 siehe Abbildung 5.

01 02

ABBILDUNG 5

Lemma 2.1.25. Es seien o ein k-Kegel in V und 11, o< Seiten von o mit 71NTo #
(. Dann gilt 71 = 7.

Beweis. Folgt aus Bemerkung 2.1.16 und Erinnerung 2.1.23. U
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Folgerung 2.1.26. Es sei o ein k-Kegel in V. Dann gilt

o
o= U+
TXO

Beweis. Folgt aus der Definition eines k-Kegels und Folgerung 2.1.20. O

Bemerkung 2.1.27. Es seien o1, 09 k-Kegel in V. Dann ist im Allgemeinen o1 N o9
kein k-Kegel siehe Abbildung 6. Der Schnitt von o1 mit oo besteht in diesem Fall
aus zwei Strahlen.

o1 | g2

ABBILDUNG 6

Erinnerung 2.1.28. Es seien ¢’ ein Kegel in V und 7/, 75 Seiten von ¢’. Dann ist
71 N 75 eine Seite von 71 und 75.

Satz 2.1.29. Es scien o ein k-Kegel und 11, o<0o Seiten. Dann gilt

T1NTe = U p-

PST1,T2

Beweis. Es seien o', 7{ und 74 die Abschliisse von o, 71 und 5. Wir wissen mit
Bemerkung 2.1.16, dass 7] bzw. 75 Seiten von ¢’ sind. Es ist nur zur Inklusion ,,C”
etwas zu zeigen. Es sei dazu v € 7 N 1 gegeben. Mit Erinnerung 2.1.28 existiert
eine Seite p’ von 7{ N 75 mit v € p'. Insbesondere ist p’ eine Seite von 71 und 7.
Nach Lemma 2.1.17 sind 71 und 75 k-Kegel in V. Aus v € p und Bemerkung 2.1.8
folgt, dass p’ C 71 N 7o gilt. Somit ist p; := p' N 717y eine Seite von 71 und py =
p N To<To eine Seite von 7o. Lemma 2.1.18 liefert, dass p;j<o und ps<o gilt. Nach
Bemerkung 2.1.3 ist p; = ps. Mit Lemma 2.1.25 erhalten wir p; = ps, woraus die
Behauptung folgt. O

Lemma 2.1.30. Es seien 0,7 k-Kegel in V mit T C . Weiter sei p<o mit TNp # 0.
Dann gilt 7 C p.

Beweis. Es seien ¢/, 7/ und p’ die Abschliisse von 0,7 bzw. p. Nach Bemerkung 2.1.4
gilt 7/ C ¢’. Da p eine Seite von o ist, folgt mit Bemerkung 2.1.16, dass p = p' N o
gilt. Mit Erinnerung 2.1.23 erhalten wir, dass 7’ C p’ gilt. Somit gilt

T = 7tnt C pJnoe = p
O

Folgerung 2.1.31. Es seien 0,7 k-Kegel in' V mit 7 C 0. Dann existiert genau eine
Seite p von o mit 7 C p und T C p.
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Beweis. Nach Lemma 2.1.30 existiert eine Seite p<o mit 7 C p. Wir wihlen p<o
minimal, das heifit die minimale Seite p von o mit 7 C p. Dann gilt 7 C p.

Angenommen, es gelter ¢ p. Dann existiert eine echte Seite § von p mit 7N 4§ # 0.
Mit Lemma 2.1.30 erhalten wir 7 C 6 C p. Nach Lemma 2.1.18 ist § eine Seite
von o, ein Widerspruch zur Minimalitdt von p. Die Eindeutigkeit von p folgt aus
Lemma 2.1.25. O

Folgerung 2.1.32. FEs seien 0,7 k-Kegel in V mit 7 C . Weiter sei p eine Seite
von o mit 7N p # 0. Dann gilt 7 C p und 7 C p.

Beweis. Nach Folgerung 2.1.31 existiert eine Seite <o mit 7 C & und p C 4. Da
TN p# 0 gilt, ist pN 6 # 0. Mit Lemma 2.1.25 erhalten wir p = 4. O
Schreibweise 2.1.33. Fiir jeden k-Kegel ¢ in V' bezeichnen wir die lineare Hiille
von ¢ in V mit lin(o) C V. Es gilt lin(5) = lin(o).

Definition 2.1.34. Die Dimension dim(o) eines k-Kegels o in V ist die Dimension
des Q-Vektorraums lin(o).

Bemerkung 2.1.35. Es sei o ein k-Kegel in V und ¢’ der Abschluss von ¢. Dann
gilt dim(c) = dim(eo”).

Definition 2.1.36. Es sei o ein k-Kegel in V' mit n := dim(c). Wir setzen

o) = {7,710, dim(r) = i}.

Beispiel 2.1.37. Es sei o ein k-Kegel in V' mit dim(o) = n. Dann gibt es im Allge-
meinen nicht zu jedem 1 < i < n eine Seite 7o mit dim(7) = 7 sieche Abbildung 5.

Bemerkung 2.1.38. Es sei o ein k-Kegel in V' mit dim(c) = 1. Dann ist ¢ schon
ein Kegel in V.

Definition 2.1.39. Es sei ¢ ein k-Kegel in V und ¢’ der Abschluss von o. Der
k-Kegel o heifit 1-voll, falls oM = /() gilt.

Lemma 2.1.40. Es sei o ein 1-voller k-Kegel in V' und 7 eine Seite von o. Dann
ist T 1-voll.

Beweis. Es sei ¢ der Abschluss von o und 7/ eine Seite von ¢’ mit 7 = 7/ N o und
7' C 7. Zu zeigen ist, dass (1) = 7/ gilt. Offensichtlich gilt 7(V) C 7/(V). Es sei also
o e 71 gegeben. Da 7'M C o'W = () gilt, erhalten wir o/ € 7/ No = 7. Somit
ist p/ = p' N 7 eine Seite von 7. O

Lemma 2.1.41. Es seien o ein 1-voller k-Kegel in V und o' der Abschluss von o.

Weiter sei 7 € o’® mit ¥ N o # 0. Dann gilt 7'<0.

Beweis. Die Menge 7 := 7/ N o ist eine Seite von o mit 7 = 7/. Da ¢ 1-voll ist, ist 7
nach Lemma 2.1.40 1-voll und somit ein Kegel. Also gilt 7 = 7. O
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2.2. Konstruierbare Ficher.

Wir fithren den Begriff des k-Fdchers ein, welcher den Begriff des Fichers verall-
gemeinert. Des Weiteren werden wir einige Eigenschaften der k-Ficher beweisen,
welche in dhnlicher Form fiir Fécher gelten. Auflerdem werden wir Seitenfdcher und
offene k-Teilficher betrachten, wobei Letzteres eine Verallgemeinerung des offenen
Teilfachers ist.

Erinnerung 2.2.1. Ein Fécher in V ist eine nichtleere Kollektion ¥/ von Kegeln
in V', sodass Folgendes gilt:

(i) Fiir jeden Kegel o’ € ¥ und jede Seite 7'<0’ gilt 7/ € 3.
(ii) Fiir je zwei Kegel o/, 0 € ¥’ gilt o} Noh=<0ol, dh.

Definition 2.2.2. Ein konstruierbarer Fdicher (k-Fdcher) in V ist eine nichtleere
Kollektion ¥ von k-Kegeln in V', sodass Folgendes gilt:

(i) Fiir jeden k-Kegel o € 3 und jede Seite 7<0 gilt 7 € X.
(ii) Fiir je zwei k-Kegel 01,09 € ¥ gilt 01 N oy = Uty mit 7x<x01, 02.

Bemerkung 2.2.3. Beim Skizzieren von k-Féchern kann es passieren, dass die
Zeichnungen nicht eindeutig sind. Wie man im Abbildung 7 sieht, gibt es mehrer
k-Kegel die zu dem gegebenen Schaubild passen. Um das Schaubild eindeutig zu
machen werden wir eine ,,Liste” der maximalen k-Kegel am Bildrand angeben siehe
Abbildung 8.

a) e---- * - ---- .
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| | |
| | | b) e ---- 1 Paamamaae 1
I [} [}
- -—----- - ------ (] I : I :
[} [}
o ——_3b Lo —_ e

ABBILDUNG 7

Beispiele 2.2.4. Mit Bemerkung 2.1.6 konnen wir weitere Beispiele von k-Fachern
betrachten.

ABBILDUNG 8

Definition 2.2.5. Es sei o ein k-Kegel in V. Dann ist die Menge F, := {7; <0}
nach Lemma 2.1.29 ein k-Fécher in V. Wir nennen F, den Seitenficher von o.
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Bemerkung 2.2.6. Ist o ein Kegel in V', dann folgt mit Bemerkung 2.1.10, dass
F, ein Féacher ist.

Definition 2.2.7. Ein k-Féacher X in V heifit spitz, falls alle 0 € X spitz sind.

Folgerung 2.2.8. Es sei Y ein k-Facher in V. Dann existiert ein k-Kegel o in 3,
sodass og = o = 1g fir alle 7 € 3% gilt. Das heifit, dass o der minimale k-Kegel in
> ist.

Beweis. Folgt aus Bemerkung 2.1.10 und der Definition eines k-Féchers. U

Bemerkung 2.2.9. Es sei X ein k-Fécher in V' und §p der minimaler k-Kegel in 3.
Mit Folgerung 2.2.8 ist ¥ genau dann spitz, wenn dy = {0} gilt.

Lemma 2.2.10. Es scien X ein k-Féicher in' V und o,p € ¥ k-Kegel mit 6N p # 0.
Dann gilt o = p.

Beweis. Nach Voraussetzung gilt o N p = Ury, mit 7,<p, 0. Aus ¢ N p # ) folgt,
dass es ein i mit pN o N7; # () gibt. Mit Lemma 2.1.25 folgt, dass p = 7; C o und
o= C p gilt. O

Lemma 2.2.11. Es seien X ein k-Ficher in V und p,o € ¥ k-Kegel mit pNo # 0.
Dann gilt p=<o.

Beweis. Nach Definition gilt ¢ N p = UTg, wobei <0, p. Mit Folgerung 2.1.26 und

Lemma 2.2.10 gilt p = 7;<0. ]
Definition 2.2.12. Es sei X ein k-Fécher in V. Der Trdger von 3 ist definiert als
L = |Jo c W
ceX

Bemerkung 2.2.13. Es sei 0 ein k-Kegel in V. Dann gilt |F,| = 0.

Definition 2.2.14. Es seien X, A k-Fécher in V. Falls A C ¥ gilt, nennen wir A
einen offenen k-Teilfdcher von 3 und wir schreiben dafiir AX.

Bemerkung 2.2.15. Es seien X ein k-Féacher und o € ¥. Dann gilt F,=<3.

Bemerkung 2.2.16. Es seien Y, A zwei k-Féacher in V' mit Ax>. Ist 3 spitz, so
ist A ebenfalls spitz.

Folgerung 2.2.17. Es seien A, ¥ k-Facher in V- mit AX. Weiter sei o € ¥ mit
g N|A| # 0. Dann gilt o € A.

Beweis. Aus ¢ N |A] # () folgt, dass es ein p € A mit pN & # () gibt. Wegen ALY
gilt p € 3. Mit Lemma 2.2.10 folgt 0 = p € A. O

Definition 2.2.18. Es sei X ein k-Féacher in V. Das relative Innere von X ist definiert
als ¥ := {0; 0 € X}. Fiir jede Teilmenge A C ¥ setzen wir

A = U & ¢ W

0ES, GEA

Bemerkung 2.2.19. Es sei ¥ ein k-Fécher in V. Mit Folgerung 2.1.26 gilt |X| = \i[
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Folgerung 2.2.20. Es seien ¥ ein k-Ficher, A C S und 7 € £ mit N |A| # 0.
Dann gilt T € A.

Beweis. Folgt aus Lemma 2.2.10. U

Lemma 2.2.21. FEs seien % ein k-Fdcher in V und A C 3 eine Teilmenge des rela-
tiven Inneren von ¥ mit 6g € A, wobei &y den minimalen k-Kegel von 3 bezeichnet.
Weiter sei 0 € ¥ ein k-Kegel mit & € A. Dann setzen wir

o4 = o N |A]

Die Menge o4 ist ein k-Kegel in V mit ¢ = g 4. Weiter sind fiir jede Teilmenge
74 C o4 folgende Aussagen dquivalent:

(i) 7a ist eine Seite von o 4.
(ii) Es existiert eine Seite T<o von o mit T € A, sodass T4 = T N |A| gilt.

Beweis. Wir zeigen zuerst, dass o4 ein k-Kegel in V ist. Es sei ¢/ der Abschluss von
o. Wir wollen zeigen, dass Folgendes gilt:

U po= U PN oxa = onlA = oa.
p'so’, p'Con|Al=o4 p'so’, p'Co
Es ist nur zur ersten Gleichung etwas zu zeigen. Die Inklusion ,,C” ist offensichtlich.
Zur Inklusion ,,2”: Dazu sei p’ eine Seite von ¢’ mit p'N (o N|A|) # 0 gegeben. Nach
Bemerkung 2.1.8 gilt p’ C 0. Mit Folgerung 2.1.20 ist p := p’ N o eine Seiten von o
mit p = p/. Insbesondere gilt p € . Nach Folgerung 2.2.20 ist p € A.

Mit Bemerkung 2.1.10 bzw. Folgerung 2.2.8 und dy € A folgt, dass o, = 09 = dp C 04
gilt. AuBerdem gilt nach Voraussetzung ¢’ C 4. Somit ist der Abschluss von o4 in
V gleich dem Abschluss von o. Somit ist o4 ein k-Kegel in V mit & = 5 4.

Zur Implikation ,,(i)=(ii)”: Da 74 nach Voraussetzung eine Seite von o 4 ist, existiert
eine Seite 7/ von ¢/ mit 7/ C 74, sodass T4 = 7' N o4 gilt. Nach Konstruktion von
o4 gilt T4 € A. Wir setzen 7 := 7' No. Es gilt

A = T Noa = 7 NnonlA = 71nlA|.
Mit der obigen Gleichung erhalten wir 7/ C 7. Somit ist 7 eine Seite von o. Weiter
ist 7 =7 =74 € A. Es gilt also 74 = 7N |A| mit 70 und 7 € A.
Zur Implikation ,,(ii)=>(i)”: Es sei eine Seite 7 von o mit 7 € A und 74 = 7N |A|
gegeben. Zu 7 existiert eine Seite 7/ von o/, sodass 7/ C 7 und 7 = 7' No gilt. Weiter
folgt mit Bemerkung 2.1.3, dass 7/ = 7 C 74 gilt. Folgender Gleichung liefert, dass
T4 eine Seite von o4 ist:

T4 = T7NIJA = 7 non|A = 7 noa

]

Satz 2.2.22. FEs seien X5 ein k-Ficher in V und A C S eine Teilmenge des relativen
Inneren von ¥ mit §g € A, wobei dy den minimalen k-Kegel von ¥ bezeichnet. Dann
haben wir einen k-Fdcher in V:

Y4 = {oa; 0a=0n]A|, c€X, 7€ A}
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Beweis. Nach Lemma 2.2.21 ist jedes 0 4 ein k-Kegel. Lemma 2.2.21 liefert aulerdem

T € X4 fiir jede Seite 7<04. Es ist noch zu zeigen, dass o4 N pa = Uy, mit

Tra=spA, 04 fir 04,pa € Y 4.

Es seien dazu o4, pa € X4 gegeben. Dann gibt es o, p € ¥ mit ¢, p € A, sodass gilt:
oa = o N |4 und pa = p N A

Da ¥ ein k-Fécher ist, existieren 74<0, p, sodass ¢ N p = Uty gilt. Fiir jedes 73 mit
Tk € A setzen wir 1, := 7, N |A|. Nach Lemma 2.2.21 ist jedes 75, eine Seite von
o4 und p4. Somit gilt mit Folgerung 2.2.20:

oA Nps = oNpn|d = (Ufk)m|A| = | m n A

FREA
-~ Un
U
Bemerkung 2.2.23. Mit Folgerung 2.1.26 erhalten wir [X4| = |A| bzw. Su=A

Definition 2.2.24. Es seien 3, A k-Fécher in V und 6y der minimale k-Kegel von X..
Der k-Fécher A heifit konstruierbarer Teilficher (k-Teilficher) von ¥ (Bezeichnung

A C ), falls eine Menge A C 5 mit do € A existiert, sodass A = X4 gilt.

Bemerkung 2.2.25. Es seien 3, A k-Féacher in V mit A C Y. Dann gilt A C 3.

Bemerkung 2.2.26. Es seien ¥ ein k-Fécher in V' und ¥’ ein Ficher in V mit
¥ C ¥'. Dann gilt mit Lemma 2.2.21:

(i) Es seien 7 € 3 und 7" der Abschluss von 7. Dann ist 7/ € ¥/,
(ii) Ist X ein Ficher, so gilt XX

Beispiel 2.2.27. Mit Bemerkung 2.1.6 kénnen wir folgendes Beispiel betrachten:

- s ) A *
W | |
- I | =
N | | |
e I *------- °

ABBILDUNG 9

Bemerkung 2.2.28. Es seien ¥, A zwei k-Féacher in V mit A C 3. Ist X spitz, so
ist A ebenfalls spitz.

Lemma 2.2.29. FEs seien X und A k-Fdcher in V., wobei ALY ein offener k-
Teilficher ist. Dann gilt

A = ¥, LC X

A

Beweis. Zur Inklusion ,,C”: Es sei 7 € A gegeben. Dann ist 7 € A und 7 € 2. Mit
Bemerkung 2.2.19 erhalten wir

T o= rnlAl = rnd ez
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Zur Inklusion ,,0”: Es sei 7 € Eﬁ gegeben. Dann existiert ein p € ¥ mit p € A und

T=pN ]5\ Nach Bemerkung 2.2.19 existiert zu p ein p; € A mit p N p; # (. Da
nach Voraussetzung A< ist, folgt mit Folgerung 2.2.17, dass p = p; gilt. Somit
erhalten wir
T = pNIJAl = ppNJA = p1 € A
O

Lemma 2.2.30. Es seien X1, Yo und X3 k-Fdcher in' V. mit X1 C Yo und Yo C X3.
Dann gilt 1 C X3.

Beweis. Mit Bemerkung 2.2.25 erhalten wir f]l C ig C 2033 sowie X1 = (¥3)e und

Yo = (23)%2. Zu zeigen ist:

o
P

¥ o= (23)§1-
Zur Inklusion ,,C”: Es sei 71 € %1 gegeben. Aus X1 C X5 folgt, dass es ein 7o € Yo
mit 71 = ™ N |§31| und 7; = 79 € 2031 gibt. Ebenso folgt aus Yo C X3, dass es ein
T3 € X3 mit 79 = 13N |2032| und 79 = 73 € S gibt. Somit gilt

o= TN N = om0 NN X = om0 ¥ € (23)i1'

Zur Inklusion ,,0”: Es sei 7 € (23)% gegeben. Dann gibt es ein 73 € X3 mit
1
T = Tgﬁ‘il‘ und 70'3€§)1.

Da f)l C ig gilt, erhalten wir mit Satz 2.2.22, dass 7o := 73 N ’ig’ € Yy gilt. Weiter
liefert Satz 2.2.22:

T = T3 N |21| = 713 N |21| N |22| = T9 N |21| S 2.
]

Lemma 2.2.31. Es seien X ein k-Féicher in V und X' ein Fécher in V mit ¥ T Y.
Weiter seien 7,p € ¥ gegeben und 7', p' seien die Abschliisse von T bzw. p. Dann
qilt:
=P & <0
Beweis. Nach Bemerkung 2.2.26 gilt 7/, p' € ¥'. Die Implikation ,,=" folgt sofort
aus Bemerkung 2.1.16. Zur Implikation ,,<=”: Es sei 7/ eine Seite von p’. Wegen
STy pilt
r = 7NE < JnE = p

Insbesondere ist 7 C p. Mit Lemma 2.2.11 erhalten wir 7<p. 0

Definition 2.2.32. Wir nennen einen k-Ficher ¥ in V' 1-voll, falls alle k-Kegel
o € Y 1-voll sind.
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2.3. Quasiaffine k-F#cher.

Dieser Abschnitt widmet sich unter anderem dem Begriff des quasiaffinen k-Fdchers,
welcher eine Verallgemeinerung des quasiaffinen Féachers ist. Dafiir benttigen wir den
Begriff des k-Teilfichers, welcher mit Hilfe von Satz 2.2.22 eingefiihrt wurde. Wir
werden in diesem Abschnitt auch k-Fdichersysteme betrachten, eine Verallgemeine-
rung des Begriffs Fichersystem, welcher von A’Campo-Neuen und Hausen in [4]
eingefiihrt wurde.

Erinnerung 2.3.1. Ein Fécher ¥’ in V heifit quasiaffiner Ficher, falls ein Kegel o’
in V existiert, sodass ¥/<F, gilt.

Definition 2.3.2. Es sei ¥ ein k-Fécher in V. Der k-Facher ¥ heifit quasiaffiner
k-Fiicher, falls ein Kegel ¢’ in V existiert mit ¥ C F,..

Bemerkung 2.3.3. Es sei X ein quasiaffiner k-Fécher in V. Ist X ein Fécher, so ist
nach Bemerkung 2.2.26 die Kollektion > ein quasiaffiner Fécher.

Folgerung 2.3.4. Es seien A, X3 k-Facher in V- -mit A T X, Ist 2 quasiaffin, so ist
A ebenfalls quasiaffin.

Beweis. Folgt aus Lemma 2.2.30. U

Bemerkung 2.3.5. Es seien o ein k-Kegel in V und ¢’ der Abschluss von o. Fiir
jedes 7 € F, gibt es ein 7/ € F,y mit 7 = 7/ N |F,| und ¥ € F,. Somit gilt
Fy = (fg/)}g E Fo.

Insbesondere ist fiir jeden k-Kegel o in V' der k-Féacher F, ein quasiaffiner k-Féacher
inV.

Beispiele 2.3.6. Mit Bemerkung 2.1.6 konnen wir folgende quasiaffine k-Féacher
betrachten sieche Abbildung 10.

AN
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I

ABBILDUNG 10

Folgerung 2.3.7. Es seien ¥, A k-Ficher in V mit A T Y. Weiter seien p € A
und o € ¥ k-Kegel mit pN o # (. Dann gilt p= 0.

Beweis. Zu p existiert ein p; € ¥ mit p = 12 N |A| und p = p;. Mit Lemma 2.2.10
folgt, dass p; = o gilt. Somit ist p = p; = 7. U
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Definition 2.3.8. Es sei X ein k-Fécher in V und ¥’ ein Fécher in V mit ¥ C X',
Der Fécher ¥/ heifit Minimalficher zu X, falls fiir jeden Facher A’ in V mit ¥ C A’
die Bedingung Y'< A’ erfiillt ist.

Bemerkung 2.3.9. Falls der Minimalficher existiert, so ist dieser eindeutig. Ist X
quasiaffin so ist der Minimalfiicher ¥’ ebenfalls quasiaffin.

Lemma 2.3.10. Es seien X ein quasiaffiner k-Ficher in V. Fiir jedes T € ¥ sei 7/
der Abschluss von 7. Dann ist die folgende Kollektion von Kegeln der Minimalficher

von X
EI = U f,r/
TEX

Beweis. Es sei o/ ein Kegel in V mit ¥ E F,,. Weiter seien 7 € ¥ und der zugehorige
Abschluss 7/ von 7 gegeben. Dann existiert ein 71 € F,r mit 77 € ¥ und 7 = 7/ N|X|.
Nach Lemma 2.2.21 gilt 7 = 7}. Somit ist 7/ = 7{<0’. Also ist ¥’ ein Fécher in V.
Aus 7 = 7/ N || folgt, dass ¥ C X/ gilt.

Bleibt zu zeigen, dass ¥/ der Minimalficher zu ¥ ist. Es sei dazu ein Fécher A’ in V
mit ¥ C A’ gegeben. Zu zeigen ist, dass X'<A’ gilt. Dafiir reicht es zu zeigen, dass
fiir jedes 7 € ¥ auch 7/ € A’ gilt. Es sei 7 = 7' N \i[ € ¥ gegeben. Da ¥ C A/ gilt,
existiert ein p/ € A/ mit ' € X und 7 = p' N |X]. Mit Lemma 2.2.21 gilt 7/ = 7 = p'.
Da p' und 7" Kegel in V sind, folgt 7" = p’ € A’. O
Bemerkung 2.3.11. Es seien X ein spitzer quasiaffiner k-Ficher in V' und ¥’ der
Minimalfiicher zu . Mit Bemerkung 2.1.14 und Lemma 2.3.10 ist ¥’ ebenfalls spitz.
Lemma 2.3.12. Es seien A, Y zwei quasiaffine k-Féicher in V. mit ALY und A’
der Minimalficher zu A. Dann gilt A = A’ NY.

Beweis. Nach Lemma 2.3.10 existiert zu ¥ der Minimalfiacher ¥'. Mit Lemma 2.2.30
gilt AC X C Y und damit A’<Y’. Es ist nur zur Inklusion ,,0” etwas zu zeigen.

Dazu seien 7/ € A’ und p € ¥ mit 7/ = p gegeben. Zu zeigen ist, dass p € A gilt.
Fiir den Abschluss p’ von p gilt:
fo= e A <xY.
Nach Lemma 2.3.10 existiert zu 7/ ein § € A mit 7/<¢’, wobei ¢’ der Abschluss von
d ist. Nach Voraussetzung gilt § € 3. Bemerkung 2.2.26 liefert ¢’ € ¥/, Aus ¥ C ¥/
folgt
p = pNnlE = 7N < Inl¥ =

Lemma 2.2.10 liefert p<(d. Also gilt p € A und p € A. O

Lemma 2.3.13. Es secien X, A k-Fécher in V mit A T Y. Weiter seien X' und A’
die Minimalficher zu ¥ bzw. A. Dann gilt A’

Beweis. Es gilt ¥ C ¥ und A C A’. Mit Lemma 2.2.30 erhalten wir A C ¥/. Da A/
der Minimalfiicher zu A ist, gilt A'xY'. O

Folgerung 2.3.14. FEs seien X, A k-Ficher in V. mit AX. Weiter seien ¥/ und
A" die Minimalficher zu ¥ bzw. A. Dann gilt A'<Y).

Beweis. Folgt aus Lemma 2.2.29 und Lemma 2.3.13. U
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Erinnerung 2.3.15. Es sei ¥’ ein quasiaffiner Fécher in V', sodass |Y'| ein Kegel
in V ist. Dann gilt ¥’ = Fsy|.

Lemma 2.3.16. Es seien X ein quasiaffiner k-Féicher in 'V und X' der zugehérige
Minimalficher. Dann sind folgende Aussagen dquivalent:

(i) Der Traiger |X| von X ist ein k-Kegel in V.
(ii) Der Traiger |X'| von X/ ist ein Kegel in V.

Des Weiteren gilt: Ist der Triger |X| von X ein k-Kegel in V', so ist |Y'| der Abschluss
von |3].

Beweis. Zur Implikation ,,(i)=-(ii)”: Ist o := |X| ein k-Kegel in V, so ist der Ab-
schluss ¢’ von o ein Kegel. Da |X'| abgeschlossen ist, gilt ¢’ C |X'|. Noch zu zeigen
ist, dass |X'| C ¢’ gilt. Nach Lemma 2.3.10 reicht es zu zeigen, dass fiir alle 7 € 2
der Abschluss 7 eine Teilmenge von ¢’ ist. Dies folgt sofort aus Bemerkung 2.1.16.
Insbesondere ist |X'| der Abschluss von o = |X|.

Zur Implikation ,,(ii)=-(i)”: Es sei ¢/ := |¥/| ein Kegel in V. Fiir jedes 7 € ¥ sei 7/
der Abschluss von 7. Nach Bemerkung 2.1.22 und Folgerung 2.2.19 gilt:

2 = Ur = U#
TEX TEX

Mit Lemma 2.3.10 und Erinnerung 2.3.15 erhalten wir, dass 7’ eine Seite von o’ ist.
Da ¥’ der Minimalkegel zu ¥ ist, folgt mit Lemma 2.3.10, dass ¢’ C || und of, C |3
gilt. Somit ist || ein k-Kegel. O

Lemma 2.3.17. Es sei ¥ ein quasiaffiner k-Fdcher in V. Ist |X| ein k-kegel in V,
dann gilt ¥ = Fis.

Beweis. Es sei ¥/ der Minimalféicher zu 3. Wir setzen o := |X| und o’ := |¥'|. Mit
Lemma 2.3.16 ist ¢ = ¢,

Zur Inklusion ,,C”: Es sei 7 € ¥ gegeben. Dann existiert ein 7/ € ¥/ mit 7/ € S und
7 =17'N|X|. Nach Erinnerung 2.3.15 gilt 7'<0’. Also ist 7 eine Seite von o.

Zur Inklusion ,,0”: Es sei 7<0 gegeben. Dann existiert ein 7/<¢’ mit 7 = 7' No
und 7 C 7. Nach Erinnerung 2.3.15 ist 7/ € ¥'. Da 7/ € ¥’ und 7 C |X| gilt, ist
?ei.AuSEEE'folgtTeE. O

Folgerung 2.3.18. Es sei X ein spitzer quasiaffiner k-Ficher in V. Ist |X| ein
k-Kegel, so ist |X| schon spitz.

Beweis. Nach Lemma 2.3.17 ist iy = ¥. Somit ist [X| € Fjy| spitz. O

Beispiel 2.3.19. Es seien 0,7 C V k-Kegel. Dann ist im Allgemeinen o N 7 kein
k-Kegel siehe Abbildung 7.

Erinnerung 2.3.20. Es seien ¢/, 7" Kegel in V und p'<0’ sowie 0’7" Seiten von
o’ bzw. /. Dann ist p' N ¢’ eine Seite von ¢’ N 7" und o(, N 7 die minimale Seite von
o Nt Gilt &' N7 #0,soiste’ N 7 = (o/ NT).

Lemma 2.3.21. Es seien 0,7 C V k-Kegel und o' sowie 7' die Abschliisse von o

bzw. T. Dann existiert ein quasiaffiner k-Facher Y,nr in V. mit Yonr E Frings und
oNT=|3nr|
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Beweis. Es seien ¢’ und 7/ die Abschliisse von o bzw 7. Nach Definition gilt
o = oy,Ud UG U...Us, uwd T = ThUuFuUuru...UT
mit gewissen Seiten o;<0’ bzw. 7/<7'. Somit gilt
oconNnrT = U 8; ﬂ?’;-.
8;0?;7&@
Nach Erinnerung 2.3.20 ist o} N 7} eine Seite von o’ N 7" und o N 7 die minimale
Seite von o’ N 7/. Weiter erhalten wir mit Erinnerung 2.3.20

Agnr = {8’20?’3,8’2(770'; % (Z)} C (Fo—/r‘”—/).
Wir setzen Yon; := (Fornr) A, n. & Forner. Nach Satz 2.2.22 ist 3, ein quasiaffiner
k-Fécher. Mit Bemerkung 2.2.23 erhalten wir |X,q;| = |Aonr| =0 N 7. O

Beispiel 2.3.22. Es seien X ein k-Fécher und ¥’ ein Fécher in V' mit 5 = 3. Dann
gilt ¥ C ¥/ im Allgemeinen nicht siche Abbildung 11.

AA A

ABBILDUNG 11

Beispiel 2.3.23. Es sei ¥ ein k-Fécher. Im Allgemeinen existiert kein Ficher ¥’
mit 3 C Y’ siehe Abbildung 8.

Wir verallgemeinern den Begriff des ,,Fachersystems” welcher in [4] wie folgt ein-
gefiihrt worden ist:

Definition 2.3.24. Ein Fichersystem in V' ist eine endliche Familie S" := (¥},); jer
von Fichern in V, sodass ¥}, = X%, und X}, N E;k < X, gilt fiir jedes 4,7,k € I.

Definition 2.3.25. Ein konstruierbares Fichersystem (k-Fédchersystem) in V' ist
eine endliche Familie S := (X;;); jer von k-Féchern in V', sodass fiir jedes i, j, k € I
gilt:
Eij = Eji und Ez’j N Ejk < 2k

Bemerkung 2.3.26. Es sei S := (3;;); jer ein k-Féchersystem. Dann gilt fiir jedes
1,7,k €I

(1) Eij = Eij N EﬂﬁE” und Eji = Eji N Eijﬁzjj

(11) Eij = Eji und Eij N Ejk C Xk
Beispiel 2.3.27. Wir betrachten den Kegel o’ := cone(ey, e3) in Q? und den k-Kegel

o := {0} U cone(ey,es),
wobei e; und ey die kanonischen Basisvektoren in Q? bezeichnen. Wir setzen weiter
Y11 = Yoo := F, und g := Yoy := {0}. Dann ist X5 ein offener Teilfdcher von
¥11. Somit ist S := (25); jef1,2y ein k-Féchersytem in Q2.
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Definition 2.3.28. Es sei S = (X;;);,; ein k-Féchersystem. S heifit attraktiv, falls
fiir alle 2 € I ein k-Kegel o; in V existiert mit ¥;; = F,.

Bemerkung 2.3.29. Es seien X ein k-Fécher in V und oy,..., 0, die maxima-
len k-Kegel von ¥ beziiglich der mengentheoretischen Inklusion. Wir setzen [ :=
{1,...,m}. Dann ist S := (X;;); jer ein attraktives k-Féchersystem mit ¥;; := Fy,
und Eij = Egimgj.

Definition 2.3.30. Wir nennen ein k-Gitterfachersystem S = (3;;);; spitz, falls
alle ¥;; spitz sind.

Konstruktion 2.3.31. Es seien o0q,...,0,, k-Kegel in V. Wir setzen Y;; := F,
fir ¢ € I := {1,...,m}. Dann gibt es mindestens eine Moglichkeiten, aus den k-
Kegeln o1,...,0,, ein k-Fichersystem S := (3;;); jer in V zu konstruieren. Wir

setzen Yy = {7;7 € ¥4,%;;}, fir i, j € I. Das heifit, wir haben die k-Kegel in V'
maximal verklebt.
Falls alle o; spitz sind, gibt es eine weitere Moglichkeit aus den k-Kegeln o1, ..., 0.,

ein k-Féchersystem in V' zu konstruieren. Wir setzen ¥;; := {0}, fiir ¢,j € I mit
i # j. Das heif3t wir haben die k-Kegel in V' minimal verklebt.

Definition 2.3.32. Es seien S := (3;;);jer und R := (Ag)s1er k-Féchersysteme
in V. Dann heifit R konstruierbares Teilfachersystem (k-Teilfichersystem) von S
(Bezeichnung R C S), falls eine injektive Abbildung ¢: L — I existiert, sodass fiir
alle s,1 € L gilt:

(1) Es ist Ass E EL(S)L(S).
(ii) Fiir jedes T € EL(S)L(Z) mit 7 € ASS gilt 7N ‘&ss’ e Ag.

Bemerkung 2.3.33. Es seien S := (¥;5); jer und R := (Ag)s,er, k-Féchersysteme
in V mit R ES. Dann gilt Ay C X, (), fiir alle 5,1 € L.

Konstruktion 2.3.34. Es sei S := (¥;;); jer ein attraktives k-Féchersystem in V.

Dann existiert fiir jedes ¢ € I ein k-Kegel o; in V mit ¥;; = F,,. Es seien o die
Abschliisse von ;. Wir setzen ¥, := F_ und

E;] = U f,r/,
T/<J;,J;, ?”Eiij
Die Kollektionen >}, sind Ficher mit ¥}, = ¥, und 3},x3}, 30, Falls &' :=
(¥4;)ijer ein Fachersystem in V' ist, so gilt S C© &'. Wir nennen dann & den Ab-
schluss von S.

Begriindung. Es ist nur zu zeigen, dass fiir jedes 7/ € E;j mit 7/ € f]” gilt:

7 N ’E“’ € Eij-
Es sei 7/ € E;j mit 7/ € 203“ gegeben. Da X;; C XL, gilt, ist 7 = 7/ N |¥;| € Xy
Aus 7' € ¥j; folgt, dass es ein p' € X, gibt mit p e iij und 7'<p’. Da ¥},x3,
und X;; € 3j; gilt erhalten wir p := p’ N |X;;| € Xy;. Insbesondere ist p = p' € 3.
Mit Lemma 2.2.17 folgt somit p € ¥;;. Aus 7 C p folgt mit Lemma 2.2.11, dass
TP € Eij gilt. ]
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Bemerkung 2.3.35. Ist S := (¥;;); jer ein attraktives k-Féchersystem in V' mit
I ={1,2}, so besitzt S einen Abschluss.

Definition 2.3.36. Es seien S := (2;;); jer und R := (Ag)s,cr k-Féchersysteme in
V. Dann heit R offenes konstruierbares Teilfichersystem (offenes k-Teilfdchersy-
stem) von S (Bezeichnung R=<S), falls eine injektive Abbildung ¢: L — I existiert,
sodass fiir alle s,1 € L gilt:

(i) Esist AssﬁzL(s)L(s).
(ii) Es gilt EL(S)L(l) NAg = Ag.

Definition 2.3.37. Ein k-Féchersystem S = (X;;)ijer in V heiit separiert, falls
‘E”‘ = ‘E”’ N ‘Ejj‘ gilt fir alle 7,5 € I.

Konstruktion 2.3.38. Es sei ¥ := {01,...,0,,} ein k-Fécher in V. Dann setzen
wir I = {1,...,m} und ¥;; := ¥5,n,,. Dann ist Sy, := (X;5)ijer ein separiertes
k-Fachersystem in V.
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2.4. Vergitterung.

Wir werden in Abschnitt 2.4 die Vergitterung von k-Kegeln, k-Féachern bzw. k-
Féchersysteme betrachten. Das heif$t, wir werden die Kategorie der k-Gittekegel, die
Kategorie der k-Gitterficher sowie die Kategorie der k- Gitterfdchersysteme einfiithren.
Wir beweisen, dass die Kategorie der k-Gitterkegel eine volle Unterkategorie der k-
Gitterfacher ist und die Kategorie der k-Gitterficher eine volle Unterkategorie der
k-Gitterfichersysteme siehe Folgerung 2.4.19 und Folgerung 2.4.31. Des Weiteren
werden wir feststellen, dass Bilder von k-Kegel im Allgemeinen keine k-Kegel sind
sieche Bemerkung 2.4.6. Deshalb werden wir das konstruierbare Bild eines k-Kegels
definieren.

Erinnerung 2.4.1. Ein Gitter ist eine freie endlich erzeugte abelsche Gruppe. Ein
Morphismus zwischen Gittern N und M ist ein Homomorphismus F: N — M
abelscher Gruppen. Fiir ein Gitter N bezeichnen wir mit Ng := N ®z Q den zu
N gehorigen Q-Vektorraum. Es sei F': N — M ein Morphismus von Gittern. Dann
liefert F' einen Morphismus Fg: Ng — Mg von Q-Vektorrdumen.

Vereinbarung 2.4.2. Fiir einen Gittermorphismus F': N — M werden wir die
induzierte Abbildung der rationalen Vektorrdume ebenfalls mit F' bezeichnen, wenn
aus dem Kontext klar hervor geht, um welche Abbildung es sich handelt.

Definition 2.4.3 (Kategorie der k-Gitterkegel).

(i) Ein k-Gitterkegel ist ein Paar (N, o), wobei N ein Gitter und o ein k-Kegel
in Ng ist.

(ii) Ein Morhpismus von k-Gitterkegeln (N, o) und (M, ) ist eine lineare Ab-
bildung F': N — M mit F(o) C 7.

Lemma 2.4.4. Es sei F': (N,0) — (M,7) ein Morphismus von k-Gitterkegeln.
Weiter seien o’ und 7' die Abschliisse von o bzw. T. Dann gilt F (o) C 7.

Beweis. Es sel F(o) C Mg der Abschluss von F(o) in Mg. Dann gilt F'(o) C 7. Da
F stetig ist, gilt ¢/ € F~1(F (o)) und somit ist F(¢’) C 7. O
Erinnerung 2.4.5. Es seien (N, ¢’) ein Gitterkegel und F': N — M ein Morphismus
von Gittern. Dann ist F'(¢”) ein Kegel in Mg und es gilt

o

F(o') = F().

Bemerkung 2.4.6. Es seien (N, o) ein k-Gitterkegel und F': N — M ein Gitter-
morphismus. Dann ist F'(o) im Allgemeinen kein k-Kegel in Mg. Dazu betrachten
wir den k-Kegel

o = cone(el,er, es,eq) U cone(oe;»,, eq) U {0}
in Q* = Z?Q), wobei e; die Standardbasisvektoren von Q* bezeichnen. Weiter seien
e}, €h, e} die Standardbasisvektoren in Q3 = Z% und F: Z* — 73 ein Gittermorphis-
mus mit F(e;) := € fiir i = 1,2,3 und F(eq) = eh+€f. Esist 0’ := cone(ey, e2, €3, €4)
der Abschluss von o und 7’ := cone(e}, €5, e5) = F(o'). Weiter ist F(¢’) der Ab-
schluss von F'(o). Fiir das Bild von ¢ und F' erhalten wir

F(o) = # U F(cone(es,es)) U {0}.
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Es gilt p' := cone(e}, e, + €5) = F(cone(es, eq)). Aber p ist keine Seite von 7. Also
ist F(0) kein k-Kegel in Q3.

Konstruktion 2.4.7. Es seien (N,o) ein k-Gitterkegel, o’ der Abschluss von o
und F: N — M ein Morphismus von Gittern. Wir definieren das konstruierbare
Bild (k-Bild) von o unter F als

F(o) := U 7.
T'<KF(a"), 7' NF(0)#0

Die Menge F°(0) ist ein k-Kegel mit zugehorigem Abschluss F(o) und es gilt:
Fo) = F().

Begriindung. Da ¢ = ¢’ gilt, erhalten wir F(6) C F°(o). Nach Bemerkung 2.1.12
ist die minimale Seite F'(¢”)o von F(o’) der grofite Unterraum von Mg, der in F(o’)
enthalten ist. Also ist F'(og) C F(0")p. Insbesondere gilt F'(¢')g C F°(o). Somit ist
F¢(0) ein k-Kegel in Mg mit zugehorigem Abschluss F(¢'). Mit Erinnerung 2.4.5

o

erhalten wir, dass F°(o) = F (o) gilt. O
Bemerkung 2.4.8. Es seien (N,0’) ein Gitterkegel und F: N — M ein Morphis-
mus von Gittern. Dann gilt F°(¢’) = F(o’).
Beispiel 2.4.9. Es seien o und F: Z* — 72 wie in Bemerkung 2.4.6 gegeben. Dann
gilt

F¢(o) = cone(e),eh,eh) U cone(ey, es) U {0}
Lemma 2.4.10. Es seien (N,o) ein k-Gitterkegel und F: N — M ein Gittermor-
phismus. Dann gilt F(o) C F°(o).

Beweis. Es sei o’ der Abschluss von o. Nach Erinnerung 2.4.5 ist F(7) ein Kegel,
fiir alle 7/<0’. Mit Folgerung 2.1.31 existiert zu jedem 7'<0’ ein p'xF(c’), sodass
gilt:

F(#) = F(E) < Jp.
Es sei jetzt 7/<0’ mit 7/ C o. Dann existiert ein p'<F(0’) mit F(7') C p/. Da
F(7") C F(o) gilt, ist p’ € F°(o). Also gilt F (o) C F(o). O

Lemma 2.4.11. Es seien (N, o), (M, 1) k-Gitterkegel und F': N — M eine lineare
Abbildung. Dann gilt

F(o)CrT & F(o) C .

Beweis. Wegen Lemma 2.4.10 ist nur zur Implikation ,,=” etwas zu zeigen. Also
gelte F'(o) C 7. Es seien ¢/ und 7" die Abschliisse von o bzw. 7. Weiter sei p'<F(o”)
mit p' N F(o) # () gegeben. Es ist zu zeigen, dass p’ C 7 gilt. Mit Folgerung 2.1.26
existiert eine Seite ¢’ von 7/ mit

& N (Y N F) # 0.
Nach Lemma 2.4.4 ist F(¢’) C 7/. Somit erhalten wir mit Folgerung 2.1.32, dass
pC 5 gilt. Daraus folgt

0 # Y NFo) € §dnFle) < &nr
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Mit Bemerkung 2.1.8 erhalten wir p' C &' C 7 und somit die Behauptung. O

Folgerung 2.4.12. Es seien (N, o), (N,7) k-Gitterkegel und F: N — M ein Mor-
phismus von Gittern mit F(1) C F(o). Dann ist F°(1) C F°(o).

Beweis. Mit Lemma 2.4.10 erhalten wir F/(7) C F'°(0). Nach Konstruktion 2.4.7 ist
F¢(0) ein k-Kegel. Somit folgt mit Lemma 2.4.11, dass F°(7) C F(o) gilt. O

Definition 2.4.13 (Kategorie der K-Gitterfécher).

(i) Ein konstruierbarer Gitterficher (k-Gitterfacher) ist ein paar (N, X), wobei
N Gitter und X ein k-Fécher in Ng ist.
(ii) Ein Morhpismus von k-Gitterfachern (N,X) und (M,A) ist eine lineare
Abbildung F': N — M, sodass fiir jedes ¢ € ¥ ein 7 € A existiert mit
F(o) C .
Definition 2.4.14.

(i) Wir nennen einen k-Gitterkegel (N, o) spitz, falls o spitz ist.
(ii) Wir nennen einen k-Gitterfacher (N, X) spitz, falls alle o € ¥ spitz sind.

Bemerkung 2.4.15. Es sei (N, o) ein k-Gitterkegel, dann ist (N, F,) nach Bemer-
kung 2.2.6 ein k-Gitterfacher.

Lemma 2.4.16. Es seien F': (N,X) — (M, A) ein Morphismus und oy € ¥ bzw.
do € A die minimalen k-Kegel von ¥ bzw. A. Dann gilt F(og) C do.

Beweis. Zu o existiert ein p € A mit F(og) C p. Nach Lemma 2.2.8 gilt do=<p.
Nach Bemerkung 2.1.12 ist der Unterraum dy der groBte Unterraum von Mg der in
p enthalten ist. Somit gilt F'(og) C do. O

Lemma 2.4.17. Es seien (N, o), (M, 1) k-Gitterkegel und F': N — M eine lineare
Abbildung. Dann sind dquivalent

(i) F ist ein Morphismus von k-Gitterkegeln (N, o) und (M,T).
(ii) F ist ein Morhismus von k-Gitterfichern (N, Fy) und (M,F;).

Beweis. Es ist nur zur Implikation ,,(ii)=-(i)” etwas zu zeigen. Diese folgt aus der
Tatsache, dass o € F, und 7 € F, gilt. O

Folgerung 2.4.18. Es sei F': (N,0) — (M, p) ein Isomorphismus von k-Gitterkegeln.
Falls 70 gilt, ist F(1)<F(0).

Beweis. Lemma, 2.4.17 liefert, dass F': (N,F,) — (M,F,) ein Isomorphismus von
k-Gitterfichern ist. Somit folgt die Behauptung mit Lemma 2.3.17. O

Folgerung 2.4.19. Wir haben einen injektiven volltreuen kovarianten Funktor
G- { Kategorie der } . { Kategorie der quasiaffinen }
' k-Gitterkegel k-Gitterfdacher
(N,o) — (N, F,)
F—F

Beweis. Folgt aus Bemerkung 2.2.6 und Lemma 2.4.17. U
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Bemerkung 2.4.20. Es seien (N,o0), (M,7) zwei k-Gitterkegel und F: N — M
ein Gittermorphismus mit F(¢) C 7. Dann gilt im Allgemeinen F (o) ¢ 7. Siehe
Abbildung 5 mit F' = id.

Lemma 2.4.21. Es sei F': (N,X) — (M, A) ein Morphismus von k-Gitterfichern.
Weiter seien 7 € ¥ und p € A mit F(7)Np # (). Dann gilt F(7) C p und F(7) C p.

Beweis. Zu 1 existiert ein p; € A mit F(7) C p;. Mit Lemma 2.4.11 gilt F°(7) C p;.
Konstruktion 2.4.7 liefert

o

0 # F(r)np = F[1) N p
Mit Lemma 2.2.11 folgt p<p;. Nach Lemma 2.1.30 erhalten wir weiter, dass FCO(T) Cp
und F°(7) C p gilt. Lemma 2.4.11 liefert dann die Behauptung. O

Folgerung 2.4.22. Essei F': (N,X) — (M, A) ein Morphismus von k-Gitterfichern.
Dann gibt es zu jedem T € ¥ genau ein p € A mit F(7) C p und F(7) C p.

Beweis. Es sei 7 € ¥ gegeben. Wir wissen, dass \ﬁ] = |A| gilt. Somit liefert Lem-
ma 2.4.21, dass es ein p € A gibt mit F(7) C p und F(7) C p. Die Eindeutigkeit
folgt aus Lemma 2.2.10. O

Folgerung 2.4.23. Es seien F: (N,X) — (M,A) ein Morphismus von quasiaf-
finen k-Gitterfichern und X' sowie A’ die Minimalficher zu 3 bzw. A. Dann ist
F: (N,Y) — (M,A") ein Morphismus von Gitterfichern.

Beweis. Folgt aus Lemma 2.3.10 und Lemma 2.4.4 O

Definition 2.4.24. Es sei S := (3;;) jer ein k-Fachersystem in V. Dann definiert
S auf §(S) := {(0,i), i € I, 0 € ¥4} folgende Aquivalenzrelation:

(0,i) ~ (0,§) & o€

Die Aquivalenzklasse von (o,) bezeichnen wir mit [, ] und die Menge der Aquiva-
lenzklassen bezeichenen wir mit Q(S).

Bemerkung 2.4.25. Fiir die Aquivalenzrelation gilt:

(i) Ist S spitz, so gilt ({0},4) ~ ({0}, ), fiir alle 4,5 € I.
(ii) Ist (0,7) ~ (7,7) so gilt o = 7.
(iii) Aus (7,1) ~ (7,7) folgt (p,i) ~ (p, ) fiir jede Seite p<r.

Definition 2.4.26. Es sei S ein k-Féchersystem in V. Die Aquivalentzklasse [r, j]
heifit Seite von [0, 1] (Bezeichnung [7, j|x([o,]), falls 7<o und [7, j| = [, 1] gilt.

Definition 2.4.27 (Kategorie der k-Gitterfichersysteme).

(i) Ein konstruierbares Gitterfichersystem (k-Gitterfichersystem ist ein paar
(N,S), wobei N ein Gitter und S ein k-Fichersystem in N ist.

(ii) Ein Morphismus von k-Gitterfachersystemen (N, S) und (M, R) ist ein Paar
(F,f), wobei F': N — M eine lineare Abbildung ist und f: Q(S) — Q(R)
eine Abbildung mit folgenden Eigenschaften:

(a) Falls f([7,4]) = [p, s] gilt, dann gilt F(7) C p und F(7) C p.
(b) Falls [r,i]<[o, j] gilt, dann gilt f([r,])<f([o, 7])-
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Definition 2.4.28. Wir nennen ein k-Gitterfachersystem (IV, (X;;)i jer) spitz, falls
alle ¥;; spitz sind.

Konstruktion 2.4.29. Es seien ¥ ein k-Fécher in V und o1,...,0, die k-Kegel
von X. Wir setzen ¥;; := Fp, und X5 := ¥5,np,. Dann ist Sy := (X4j)ijer mit I :=
{1,...,n} ein attraktives k-Féchersystem in V. Da k-Kegel in einem Fécher durch ihr
Inneres eindeutig bestimmt sind siehe Lemma 2.2.10, haben wir eine wohldefinierte
bijektive Zuordnung:

1Y = QSy), T+ [r,1] falls 7<0;.

Wir setzen Q(X) := Q(Sy). Esseien (N, X)) und (M, A) zwei k-Gitterfacher. Dann lie-
fert : und Lemma 2.4.22 eine natiirliche wohldefinierte Zuordnung: fr: Q(X) — Q(A).
Somit haben wir eine Bijektion:

Mor((N, %), (M,A)) — Mor((N,Sx), (M,SA)), F — (F,fp)

Bemerkung 2.4.30. Man kann in Konstruktion 2.4.29 die k-Kegel auch maximal
beziiglich Inklusion wihlen (Bezeichnung S{**). Dann haben wir einen natiirlichen
Isomorphismus (id, fiq): (IV, Sx) — (IV, SE).

Folgerung 2.4.31. Wir haben einen injektiven volltreuen kovarianten Funktor
G { Kategorie der } { Kategorie der attraktiven }
’ k-Gitterfdacher k-Gitterfdachersysteme
(N,%) — (N,Sx)
F— (F.ir)

Satz 2.4.32. Es sei (N,S) ein k-Gitterfichersystem. Dann existiert ein attrakives
k-Gitterfichersystem (N, R) und ein Isomorphismus (id,f): (N,S) — (N, R).

Beweis. Es sei & = (X;5)ijer. Fiir jedes i € I seien oy,...0;, die k-Kegel von
Yii. Wir setzen A;;, = .7-"% und A, j, = {p; p € Xij, p<oj,0j,}. Offensichtlich
ist R := (A5, )i jsen, €in k-Féchersystem in Ng, wobei I; = {is, ¢ € I}. Weiter
definieren wir
f: QS) — QR), [7,i] — [1,4], wobei 7<0;,.
Die Abbildung f ist wohldefiniert und erfiillt die Eigenschaften 2.4.27 (a) sowie
2.4.27 (b). Die Umkehrabbildung zu f ist gegeben durch
g: Q(R) - Q(S)’ [Ta il] = [T’ Z]

Die Abbildung g ist ebenfalls wohldefiniert und erfiillt die Eigenschaften 2.4.27 (a)
sowie 2.4.27 (b). Somit ist (id,f): (N,S) — (IV,R) ein Isomorphismus . O

Bemerkung 2.4.33. Im Beweis von Satz 2.4.32 kann man anstatt aller k-Kegel
von Y;; auch nur die maximalen k-Kegel beziiglich Inklusion betrachten.

Bemerkung 2.4.34. Es seien S := (5;5); jer und R := (Ag)s,er, k-Féchersysteme
in V mit R<S durch ¢ gegeben. Dann gilt Ag=<3,(,),) und folgende Zuordnung ist
wohldefiniert und injektiv:

UR) — QS), 18] = [1,us)]
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2.5. Der Stern eines k-Kegels in einem k-Ficher.

Wir fiihren in diesem Abschnitt den Begriff des Stern eines k-Kegels in einem k-
Fdcher ein, welcher fiir Facher ein Standardbegriff ist.

Erinnerung 2.5.1. Ein Untergitter L C N heif3t primitiv, falls eine der dquivalenten
Aussagen gilt:

(i) Es gibt ein Untergitter Ly, sodass N = L @ Ly gilt.
(ii) Der Quotient N/L ist frei.
(iii) Der Quotient N/L ist torsionsfrei.
(iv) Es gibt einen Unterraum V' C Ng mit L =V N N.

Ist F: N — M ein Gittermorphismus und L C M ein primitives Untergitter, dann
ist F~1(L) ein primitives Untergitter von N. Es seien L ein Untergitter von N und
V C Ng ein Unterraum mit L =V N N. Dann ist Lg = V.

Definition 2.5.2. Es seien Y ein k-Fécher in V und p € ¥. Wir nennen folgende
Kollektion den Stern von p in 3:

Sterny(p) := Stern(p) = {r; T€X, p=x7}

Schreibweise 2.5.3. Es seien o ein k-Kegel in V' und 7 eine Seite von o. Wir setzen
Stern,(7) := Sterng, (7).

Erinnerung 2.5.4. Es seien (N, ¢’) ein Gitterkegel und p'<o’. Wir betrachten das
primitive Untergitter L := lin(p’) " N und den Morphismus P: N — N/L. Dann
ist P(o’) ein spitzer Kegel in Ng/Lg. Weiter ist die folgende Zuordnungen bijektiv
und in beide Richtungen inklusionserhaltend:

Sterng: (p')  —  Fp(or)s T — P(r).
Weiter gilt codimy (1) = codimy, 1, (P(7")) fiir alle 7" € Stern,/(p').
Bemerkung 2.5.5. Es scien (N, o) ein k-Gitterkegel und p<o. Wir betrachten das

primitive Untergitter L := lin(p) N N und den Morphismus P: N — N/L. Dann
haben wir im Allgemeinen keine bijektive Zuordnung:

Stern(p) —  Fp(o); T — P(7).

Dazu betrachten wir den Kegel o/ := cone(eq, ez, e3) in Q® = Nq, wobei eq, ez
und e3 die kanonischen Basisvektoren in Q3 bezeichnen und N = Z?2 gilt. Wir setzen
p} := cone(e1)=<o’ und L := lin(p})NQ? = Z. Dann ist N/L =2 Z2. Weiter betrachten
wir den k-Kegel

o = {0} U cone(elo, ea,e3) U cone(e;) U cone(ez) U cone(es).

Folgerung 2.1.20 liefert, dass die Mengen {0}, p; := cone(e;) und o die Seiten des
k-Kegels o sind. Es gilt pj] = p1 und Stern,(p1) = {p1,0}. Das Bild von o unter P
ist

P(o) = cone((1,0),(0,1)) = P ) C Z%Q).
Die Anzahl der k-Kegel in Stern,(p;1) ist zwei, die Anzahl der Seiten vom k-Kegel
P(0) jedoch vier.

Bemerkung 2.5.6. Es seien ¥ und A k-Ficher in V' mit A3, Dann gilt Sterna (1) C
Sterny(7) fiir jedes 7 € A.
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Schreibweise 2.5.7. Es seien N ein Gitter und 7 ein k-Kegel in Ng. Wir schreiben
N; := N/(lin() N N).

Konstruktion 2.5.8. Es seien (N, o) ein k-Gitterkegel, p<o und ¢’ der Abschluss
von o. Wir betrachen den Morphismus P: N — N, und setzen fiir jedes 7 € Stern,(p):

PS(r) = U Po.
deSterns (p)

Die Menge P*(o) ist ein spitzer k-Kegel in (N,)g mit Abschluss P(c”). Weiter haben
wir eine bijektive und in beide Richtungen inklusionserhaltend Zuordnung:

v Sterng (p)  — Fps(o) T — P3(7).
Weiter gilt codimy (7) = codimy, (P°(7)) fiir alle 7 € Sterng(p).

Begriindung. Es sei p’ der Abschluss von p. Dann gilt p'<¢’ und lin(p") = lin(p).
Es gilt weiter F, T F,s, Wir zeigen zuerst, dass P*(0) ein k-Kegel in (IN,)g mit
Abschluss P(o”) ist. Nach Erinnerung 2.4.5 ist P(c’) ein Kegel und es gilt:

Py = P@') = Po).
Es gilt 0 € Stern(p). Somit ist P(¢’) C P%(0). Nach Bemerkung 2.1.16 gilt fiir
jedes 7 € Sterny(p) und den Abschluss 7" von 7, dass 7/ € Sterny/(p’) ist. Erin-
nerung 2.5.4 liefert, dass P(7)xP(c’) gilt. Somit ist P*(c) eine Vereinigung von
gewissen Seiteninneren von P(¢’). Nach Erinnerung 2.5.4 ist P(o’) ein spitzer Ke-
gel. Nach Bemerkung 2.1.14 ist P5(o) spitz. Also ist P®(o) ein spitzer k-Kegel in
(N,)g mit Abschluss P(o”).

Zur Wohldefiniertheit von ¢: Es sei dazu ein 7 € Stern,(p) gegeben. Dann existiert
ein 70’ mit 7 C 7 und 7 = 7/ N 0. Nach Bemerkung 2.1.16 gilt p'<7'<0’. Somit

ist P(7")xP(c’). Es ist zu zeigen, dass P(OT/) C P5(7) und P3(1) = P(7') N P%(0)
gilt. Aus 7/ = 7 folgt

Py = P{#) < P(7).
Mit Bemerkung 2.5.6 folgt, dass Stern,(p) C Stern,(p) gilt. Somit ist P5(1) C
P(7") N P5(0). Wir zeigen jetzt, dass P(7) N P*(c) C P5(7') gilt. Dazu sei ein

§ € Stern,(p) mit P(0) N P(7') # 0 gegeben. Dann gilt p'<d'<0’, wobei § der

Abschluss von § ist. Also gilt P(§')<P(¢’). Somit folgt aus P(S') N P(7") # 0, dass
P(§")<P(7") und damit p'<é’<7’ gilt. Lemma 2.2.31 liefert, dass p<d<7 gilt. Somit

o

gilt insbesondere ¢ € Stern-(p) bzw. P(§) C P3(7). Also ist

P3(r) = P(7)N P*(0) < P(o).
Zur Injektivitidt von ¢ Es seien 7, € Stern,(p) mit P5(5) = P%(7) gegeben. Dann
ist P(&') = P(7), wobei &' der Abschluss von § und 7/ der Abschluss von 7. Es
gilt weiter, dass p'<7'<0’ und p'<d’<0’ ist. Mit Erinnerung 2.5.4 folgt &' = 7’ und
damit 7 = 7/ = ¢’ = . Nach Lemma 2.1.25 ist § = 7.

Zur Surjektivitit von v Es sei 7<P%(0) gegeben. Dann existiert ein 7/<P(o’) mit
7 C 7 und 7 = 7/ N P5(0). Nach Erinnerung 2.5.4 existiert weiter ein p'<d’'<o’
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mit P(§’) = 7/. Somit gibt es ein §; € Stern,(p) mit P(?S’) N P(Sl) # (. Fiir den
Abschluss 0] von ¢; folgt damit p'<xd] <0’ und P(d]) = P(d') = /. Somit ist

P36 = P(§) N P(o) = 7 n P) = T
Fiir jedes 7 € Sterny(p) ist P(7’) der Abschluss von P5(7), wobei 7/ der Ab-
schluss von 7 ist. Nach Bemerkung 2.1.35 gilt dim(7’) = dim(7) und dim(P(7)) =

dim(P*5(7)) fiir alle 7 € Stern,(p). Mit Erinnerung 2.5.4 erhalten wir codimy (1) =
codimy, (P°(7)) fiir alle 7 € Sterny(p). O

Folgerung 2.5.9. Es seien (N, o) ein k-Gitterkegel und oy die minimale Seite von
o. Wir betrachten den Morphismus P: N — Ny,. Dann gilt P(c) = P%(0). Insbe-
sondere ist P: (N,0) — (Ng,, P*(0)) ein Morphismus von k-Gitterkegeln und P*(o)
spitz.

Beweis. Da og die minimale Seite von o ist, gilt Stern, (0g) = F,. Somit ist P5(1) =
P(7) fiir alle 7 € F,. Also folgt die Behauptung mit Konstruktion 2.5.8. O

Bemerkung 2.5.10. Es seien (V, o) ein k-Gitterkegel und p<o. Wir betrachten den
Morphismus P: N — N,. Dann gilt im Allgemeinen P*(c) # P(c). Dazu betrachten
wir den k-Kegel ¢ und die Seite p; aus Bemerkung 2.5.5. Dann ist

P50) = {0} U cone((1,0),(0,1)) # cone((1,0),(0,1)) = P(o).
Bemerkung 2.5.11. Es seien (N,0’) ein Gitterkegel und p'<o’. Wir betrachten
den Morphismus P: N — N,. Dann ist P*(¢’) = P(¢’).
Bemerkung 2.5.12. Es seien o ein k-Kegel und vy, v9 € o. Dann gilt im Allgemei-

nen vy + vg ¢ o.

Erinnerung 2.5.13. Es seien o’ ein Kegel in V und w € ¢’. Dann ist w + v € ¢’
fiir alle v € ¢'.

Lemma 2.5.14. Es scien o ein k-Kegel in V und w € o. Dann ist w +v € & fiir
allev € 7.
Beweis. Es sei o’ der Abschluss von o. Dann gilt ¢/ = . Somit folgt die Behauptung

aus Erinnerung 2.5.13. U

Erinnerung 2.5.15. Es seien ¢’ ein Kegel in V und v € lin(¢’). Dann existiert ein
wed mitv+wed.

Lemma 2.5.16. Es seien o ein k-Kegel in V' und v € lin(o). Dann existiert ein
weEGT mitv+wE .
Beweis. Es sei o’ der Abschluss von o. Dann gilt lin(c) = lin(¢’) und & = ¢’. Somit

folgt die Behauptung aus Erinnerung 2.5.15. U

Satz 2.5.17. Es seien (N,X) eine k-Gitterficher und p € 3 ein k-Kegel. Wir be-
trachten den Morphismus P: N — N,. Dann st die Kollektion

Y, = {P%0); o€ Sternx(p)}
ein spitzer k-Fdacher in (N,)q. Weiter haben wir eine bijektive Zuordnung:
Sternx(p) — 3, o — P5o).
Weiter gilt codimy(7) = codimy, (P*(7)) fiir alle T € Sterng(p).
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Beweis. Nach Bemerkung 2.5.6 gilt Stern,(p) C Sternx(p) fiir jedes o € Sternx(p)
Somit gilt nach Konstruktion 2.5.8, dass die Menge P%(0) ein spitzer k-Kegel in
(N,)g ist. Mit 2.5.8 reicht es zu zeigen, dass 3, ein k-Fécher in (N,)q ist. Nach
Konstruktion 2.5.8 gibt es zu jedem d<P%(0) ein 7 € Stern,(p) mit P%(7) = 4.
Also bleibt noch zu zeigen, dass fiir P*(oy), P*(02) € X, die Gleichheit P*(oq) N
P*(09) = Ud, mit dp<xP%(01), P°(02) gilt. Es seien P%(o1), P*(02) € ¥, gegeben. Da
> ein k-Fécher ist, gilt 01 N oy = Ut mit 7.<01, 09. Nach Konstruktion 2.5.8 gilt
P8(1,)< P%(01), P5(02), fiir jedes 7, mit 7, € Sterny(p). Wir zeigen, dass Folgendes
gilt:
P(o1) N Pi(oq) = U P
T ESterns; (p)
Es ist nur zur Inklusion ,,C” etwas zu zeigen. Es sei v € P%(01) N P%(02) gegeben.
Dann existieren d; € Stern,, (p) und d2 € Stern,, (p) mit v € P(Sl)ﬂP(Sg). Es reicht
zu zeigen, dass gilt:
P((Sl) N P(52) = P((Sl N 52)
denn: Aus v € P(Sl) N P(Sg) = P(Sl N 32) folgt, dass 51 N ds # () gilt. Nach
Lemma 2.2.10 gilt 6; = d2 € Stern,, (p), Stern,, (p). Insbesondere ist §; = 7, fiir ein
ko. Somit gilt v € P%(7y,) mit 73, € Sternx(p).

Es ist klar, dass P(Sl N 32) C P(Sl) N P(SQ) gilt. Es seien vy € 31 und vy € 32 mit
P(v1) = P(va) = v. Das heift, es gilt v; — vy € lin(p). Nach Lemma 2.5.16 existiert
ein wy € p mit v1 — vg + wy = wy € p. Mit Lemma 2.5.14 erhalten wir

31 S v +wy = vy t+wy € 32.
Somit gilt v € P(3; N d2) und damit P(31) N P(d) = P(61 N ds). 0

Folgerung 2.5.18. Es sei (N,X) ein k-Gitterficher und 69 € ¥ der minimale k-
Kegel von X. Wir betrachten den Morphismus P: N — Ngy,. Dann ist die Kollek-
tion X5, := {P(0);0 € Sterny(do)} ein spitzer k-Ficher in (N,)g. Insbesondere ist
P: (N,%) — (Ns,,2s,) ein Morphismus von k-Gitterfichern. Weiter haben wir eine
bijektive Zuordnung:

Sterng(p) — s, o — P(o).

Beweis. Da dy die minimale Seite von o ist, gilt Sterny(p) = . Nach Folgerung 2.5.9
gilt P(0) = P*(0) fiir alle o € Sterny (dg). Somit folgt die Behauptung aus Satz 2.5.17.
O

Definition 2.5.19. Es seien S ein k-Féchersystem in V' und [r,i] € Q(S). Wir
setzen

Sterns([r,1]) = {loj]; [0.4] € S), [, ][0, 4]}
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2.6. Konstruierbare Hiillen.

Offentsichtlich ist die konvexe Hiille zweier k-Kegel kein k-Kegel. Deshalb werden
wir in diesem Abschnitt die k-Hiille zweier k-Kegel einfithren, welche ein quasiaffiner
k-Fécher ist.

Bemerkung 2.6.1. Es sei A C V eine Teilmenge in V. Dann ist die Menge hull(A)
die ,kleinste” konvexe Menge die A enthélt, das heifit: Ist B C V eine konvexe
Menge mit A C B, dann ist hull(4) C B.

Erinnerung 2.6.2. Es seien ¢’ und 7’ zwei Kegel in V. Dann gilt

(i) Die konvexe Menge hull(o’ U 7') ist ein Kegel in V.
(ii) Es gilt hull(¢’) = ¢’. Also ist ¢’ konvex.

Konstruktion 2.6.3. Es seien 0,7 C V k-Kegel in V sowie ¢/ und 7’ die Abschliisse
von ¢ bzw. 7. Wir setzen E;J = Fhull(o’ur) und betrachten die Menge

Apr = PP eSh, noun #0} C ..
Die konstruierbare Hiille (k-Hiille) von o und 7 in V ist definiert als
k-hull(o,7) = (E;,T)AU,T C E;T.

Die Kollektion k-hull(o, 7) ist nach Satz 2.2.22 ein quasiaffiner k-Fécher in V.

Beispiele 2.6.4. Mit Bemerkung 2.1.6 kénnen wir folgende Beispiele betrachten:

o /K
/ \
, \ |k-hull(o, 7)|
. e @ o “«
T
|k-hull(o, 7)|
— A S— —
| | | | \
L e ,
/
iy SH— —

ABBILDUNG 12

Bemerkung 2.6.5. Es seien 0,7 C V k-Kegel in V und ¢’ sowie 7/ die Abschliisse
von o bzw. 7. Mit Lemma 2.2.23 erhalten wir

k-hull(o, 7)| = U 0.
o' <hull(o’Ur’), p'N(oUT)#D

Bemerkung 2.6.6. Es secien 0,7 C V k-Kegel in V und ¢’ sowie 7/ die Abschliisse
von o bzw. 7. Fiir p/ := hull(c’ U 7’) gilt p'M C ¢'D UM, Also gilt: Sind o und 7
1-voll so ist k-hull(o, 7) 1-voll.

Lemma 2.6.7. Es seien 0,7 CV k-Kegel in V. Dann gilt o U7 C |k-hull(o, 7)].
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Beweis. Es sei o/ und 7/ die Abschliisse von o bzw. 7. Weiter sei p'<o’ mit p/ C o
gegeben. Dann gilt 7/ U ¢’ C hull(o’ U7’). Nach Folgerung 2.1.31 existiert eine Seite

§'<hull(e’ U 7/) mit p/ C 5. Tnshesondere gilt & Na # (). Mit Bemerkung 2.6.5
erhalten wir &' C [k-hull(c, 7)|. Somit gilt p’ C |k-hull(o, 7)|. Analog zeigt man, dass
7 C |k-hull(e, )| gilt. O
Lemma 2.6.8. Es seien o,7,p CV k-Kegel in V mit 0 C p und 7 C p. Dann gilt
|k-hull(o, 7)| C p.

Beweis. Es seien ¢, 7" und p’ die Abschliisse von o, 7 bzw. p. Aus 0,7 C p folgt
mit Bemerkung 2.1.4, dass o/, 7" C p/ gilt. Somit ist hull(¢’ U7’) C p’. Nach Bemer-
kung 2.6.5 reicht es zu zeigen, dass fiir jedes ¢’<hull(¢’ U7’) mit 3N (cUT) # 0 die
Inklusion &' C p gilt. Es sei dazu ein ¢’<hull(c” U 7/) mit &' N (e UT) # 0 gegeben.
Da o,7 C p gilt, ist 3 N p # 0. Nach Lemma 2.1.31 existiert eine Seite p)=<p’ mit
5 C P’ Somit gilt () S'ﬂp C  piNp. Mit Bemerkung 2.1.8 gilt 5 C piCp. O

Beispiel 2.6.9. Es seien 0,7 C V k-Kegel in V. Dann ist |k-hull(o, 7)| im Allge-
meinen kein k-Kegel siche Abbildung 13.

k-hull(e, 7)

) O O )

hull(o U 7)

ABBILDUNG 13

Lemma 2.6.10. Es scien 0,7 C V k-Kegel in V mit 7T N o # (. Dann ist § =
|k-hull(e, 7)| ein k-Kegel in V. Des Weiteren gilt & C 4.

Beweis. Es seien ¢/ und 7’ die Abschliisse von o bzw. 7. Wir setzen ¢’ := hull(c’U7’).
Es ist zu zeigen, dass 5 C |k-hull(c, 7)| gilt. Mit Bemerkung 2.6.7 gilt ¢/ C ¢’. Somit
reicht es nach Lemma 2.1.3 zu zeigen, dass ¢’ N & # () gilt.

Nach Folgerung 2.1.31 existiert eine Seite p'<d’ mit o/ C p/ und &' C p'. Nach
Voraussetzung ist 7 N o # (). Lemma 2.1.30 liefert 7/ C p/. Somit ist o/ U7’ C p'.
Mit Bemerkung 2.6.1 gilt ¢’ = hull(7’' U p’) C p'. Also ist p’ = ¢ und insbesondere
& Mo # 0. Folglich ist [k-hull(e, 7)| ein k-Kegel in V. 0
Lemma 2.6.11. Es seien 0,7 k-Kegel in V und o' sowie 7' die Abschliisse von o’

bzw. T'. Ist p := |k-hull(o, 7)| ein k-Kegel in V', so gilt fiir den Abschluss p' von p:
p' = hull(c’ UT).
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Beweis. Nach Definition von k-hull gilt p C hull(¢’ U 7/). Mit Bemerkung 2.1.4
erhalten wir p/ C hull(¢’U7’). Nach Lemma 2.6.7 gilt o, 7 C p und somit o’ U7’ C p'.
Mit Bemerkung 2.6.2 folgt hull(e’ U7") C p'. O

Lemma 2.6.12. Es seien (N,o’), (N,7") Gitterkegel und F: N — M ein Morphis-
mus von Gittern. Dann gilt hull(F(o’) U F(7')) = F(hull(c’ U 77)).

Beweis. Siehe [2, Theorem 2.1]. O

Lemma 2.6.13. Es seien (N,o),(N,7) k-Gitterkegel, wobei |k-hull(o, )| ein k-
Kegel in Ng ist. Weiter sei F': N — M ein Morphismus von Gittern. Dann gilt

|k-hull(F¢(0), F¢(7))] = F¢(|k-hull(o,7)]).

Beweis. Es seien ¢’ und 7’ die Abschliisse von o bzw. 7. Lemma 2.6.11 liefert, dass
hull(¢’ UT’) der Abschluss von |k-hull(o, 7)] ist. Nach Konstruktion 2.4.7 sind F°(o),
Fe(7) und F°(|k-hull(o, 7)|) k-Kegel in Mg und die zugehorige Abschliisse von F¢(o),
Fe(7) bzw. F¢(|k-hull(o, 7)|) sind F (o), F(7') bzw. F(hull(c’ U 7)).

Zur Inklusion ,,C”: Nach Lemma 2.6.7 gilt:

or C oUr C |k-hull(o,7)|

Mit Lemma 2.4.12 erhalten wir F'°(o), F'°(7) C F°(|k-hull(o, 7)|) Nach Lemma 2.6.8
gilt |k-hull(F¢(o), F°(1))] <  F°(|k-hull(o,7)|).
Zur Inklusion ,,2": Es sei p/<F (hull(¢’ U 7’)) mit p/ C F°(|k-hull(o,7)|) gegeben.
Das heifit, es gilt:

P N F(khull(o,7)]) # 0.
Es ist zu zeigen, dass p’ C |k-hull(F°(o), F°(7))| gilt. Lemma 2.6.12 liefert

/

¢ < F(ul(c'ur)) = hull(F(o)uUF()).

Somit reicht es, mit Bemerkung 2.6.5 zu zeigen, dass p' N (F°(o) U F°(1)) # (0 gilt.
Mit Bemerkung 2.6.5 gilt:

k-hull(o,7)| = U 5.

¢’ <hull(o’UT’), S’O(UUTH&@

Somit existiert ein ¢’<hull(c’U7") mit 3N (cUT) # 0 und F(S’) N p’ # (). Weiter ist
F(¢') C F(hull(o’ U7’)). Nach Erinnerung 2.4.5 gilt F(¢§') = F(S’) Folgerung 2.1.31
liefert F(3') € . Aus 8'N(oUT) # 0 folgt § # F(&'N(cUT)) € F(3)N(F(a)UF(r)).
Somit gilt:
0 # F(S/) N(Fle)UF(r)) < p n (F(o)UF°(r)).
O
Lemma 2.6.14. Es seien (N, 1), (N, 72) zwei k-Gitterkegel und pa<1o mit poN7y #

0. Weiter seien (M,A) ein k-Gitterficher und F: N — M ein Gittermorphismus
mit F(11) C 61 und F(72) C 2, wobei §1,02 € A. Dann gilt F°(|k-hull(ry, p2)|) C 01.
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Beweis. Nach Lemma 2.6.10 ist |k-hull(7y, p2)| ein k-Kegel ist. Es gilt
0 =+ Tlﬁf)Q - 7'1027207'2.
Lemma 2.4.10 liefert F'(p2) C F°(p2). Somit liefert Konstruktion 2.4.7, dass

o

0 ?é FC(;Q) N o N o = Fc(pg) N 01 N oo
gilt. Nach Lemma 2.4.11 erhalten wir F'°(p2) C da. Weiter ist 35, ns, <Fs, , Fs,- Somit

existiert eine Seite d3<01,d2 mit F(py) N 33 # 0. Da F¢(ps) ein k-Kegel ist, folgt
aus Lemma 2.1.30, dass F'°(p2) C 63 und damit insbesondere F°(p2) C 7 gilt. Mit
Lemma 2.6.7 und Lemma 2.6.13 gilt:

Fe(|k-hull(7y, p2)|) = |k-hull(F(my), F(p2))] < 6.
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2.7. Kategorische Quotienten in der Kategorie der k-Gitterficher.

Wir zeigen, dass zu jedem System von k-Kegeln und jedem primitiven Untergitter der
konstruierbare Quotientenficher (k-Quotientenficher) existiert. Der Algorithmus k-
Quot liefert im Beweis von Satz 2.7.23 den k-Quotientenfiicher in der Kategorie der
k-Gitterficher. Der Algorithmus Quot welcher in [2] vorgestellt wurde, liefert den
Quotientenficher in der Kategorie der Gitterfiicher siehe [2, Theorem 2.3].

Definition 2.7.1 (Kategorie der Systeme von k-Kegeln).

(i) Ein System von k-Kegeln ist ein Paar (N, &), wobei N ein Gitter und & eine
nichtleere endlichen Kollektion von k-Kegeln in Ng ist, sodass alle k-Kegel
aus & maximal beziiglich Inklusion sind.

(ii) Ein Morphismus von Systemen von k-Kegeln (N, &) nach (M,fR) ist ein
Morphismus von Gittern F': N — M, sodass fiir jedes 0 € & ein p € R
existiert mit Fg(o) C p.

Definition 2.7.2. Es sei (N, S = (¥;j)i jer) ein spites attraktives k-Féchersystem,
das heiit zu jedem ¢ € I existiert ein o; mit ¥;; = F,,. Wir nennen & mazimal
Verklebt, falls Eij = {T; T E Xii, Ejj} gilt.

Bemerkung 2.7.3.

(i) Fiir jeden k-Gitterfécher (N, X) ist die Menge der maximalen k-Kegel X™8

beziiglich Inklusion, ein System von k-Kegeln.

(ii) Es seien (N, &) ein System von k-Kegel und R C & eine nichtleere Teilkol-
lektion. Dann ist (IV,fR) ein System von k-Kegeln.

(iii) Jedes System von k-Kegeln (N, &) definiert durch maximales Verkleben ein
k-Gitterfachersystem (V, Sg).

(iv) Jedes attraktive k-Gitterfachersystem (N, S = (2;5); jer) definiert auf natiirli-
che Weise ein System von k-Kegeln (N, &s). Sind alle |¥;;| maximal beziiglich
Inklusion und & maximal verklebt, so gibt es einen natiirlichen Isomorphis-

mus (id, fiq): (N,S) — (N, Ssg)-

Definition 2.7.4. Es seien (N,S) ein System von k-Kegeln und (M, A) ein k-
Gitterfacher. Ein Morphismus von (N, &) nach (M,A) ist eine Gittermorphismus
F: N — M, sodass fiir jedes 0 € & ein 7 € A existiert mit F'(o) C 7.

Bemerkung 2.7.5. Es seien F': N — M ein Gittermorphismus, (N, &) ein System
von k-Kegeln und (M, A) ein k-Gitterfacher. Dann ist F': (N,8) — (M, A) genau
dann ein Morphismus, wenn F': (N, &) — (M, A™**) ein Morphismus ist.

Bemerkung 2.7.6. Es sei (N,S) ein k-Gitterfachersystem und (N,&) das zu
(N, ©) gehorige System von k-Kegeln. Es sei (M, A) ein k-Gitterfacher und F': N —
M ein Gittermorphismus. Dann ist F': (N,S) — (M,Sa) genau dann ein Morphis-
mus, wenn F': (N, &) — (M, A) ein Morphismus ist.

Begriindung. Die Implikation ,,=” ist offensichtlich.

Zur Implikation ,,<=”: Nach Definition existiert zu jedem 7 € & ein ¢ € A mit
F(7) C 0. Nach Lemma 2.4.11 gilt F(7) C 0. Nach Folgerung 2.1.31 existiert genau

ein p<o mit F°(1) C p und FCO(T) C p. Insbesondere gilt F(7) C p und F(1) C p.
Dies induziert eine natiirliche Zuordnung f: Q(S) — ©(Sa). Insbesondere ist Bedin-
gung 2.4.27 (ii) (a) erfillt. Es seien [0,1], [7, j] € Q(S) mit [0, 4|7, j] gegeben. Nach
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Definition von f, gibt es 01,02 € A mit F(S) C o1 und F(8) C oy sowie F(7) C o9
und F(7) C o9. Aus [6, 1], j] folgt 5 C . Also gilt 71Ny # 0. Lemma 2.2.11 liefert
o1=02. Da A ein k-Fécher ist, gilt [01, s]x[o2,[]. Somit ist Bedingung 2.4.27 (ii) (b)
ebenfalls erfiillt und wir erhalten einen Morphismus (id, f): (NV,S) — (N,Sa). O

Definition 2.7.7. Es sei (IV, &) ein System von k-Kegeln. Falls L C LCN prl—
mitive Teilgitter sind, dann nennen wir einen spitzen k-Fécher Yin N := N /L

einen konstruierbaren Quotientenficher (k-Quotientenficher) von & beziglich L in
der Kategorie der k-Facher, falls Folgendes gilt:

(i) Die Projektionsabbildung P: (N, &) — (N, ) ist ein Morphismus.

(i) Fiir jeden Morphismus F': (N,&) — (M, A) von (N, &) zu einem spitzen
k-Gitterficher (M, A) mit F(L) = 0 existiert ein Morphismus F': (N, %) —
(M, A) von k-Gitterfachern, sodass das folgende Diagramm kommutiert:

(N,8) r (M, A)

(V%)
Bemerkung 2.7.8. Der k-Quotientenfécher ist durch den Morphismus P eindeutig
bestimmt.

Bemerkung 2.7.9. Es sei (N,S) ein k-Gitterfachersystem und (NV,&) das zu
(N, S) gehorige System von k-Kegeln. Nach Bemerkung 2.7.6 besitzt (N, S) genau
dann einen k-Quotientenfécher, wenn (N, &) eines besitzt.

Folgender Algorithmus wurde in [2] vorgestellt:
Algorithmus Quot
FEingabe: Ein System von Kegeln (N, &').
Initialisierung: Wir setzen &} := &’. Es sel &) das System von Kegeln im i-ten
Schleifendurchlauf.
Schleife: Solange es Kegel 71,74 € &) gibt mit 7 N7} A 71 oder 7y N7 A 74.
Es sei p) die minimale Seite von 7 mit 7{ N 74 C pl. Falls pf ¢ 7{ gilt, setze
71 := hull(7{ U py)) und
i = (G\{d'CT; 0 €6}) U {T}
Ansonsten wihle minimale Seite p| von 7{ mit 7{ N7 C p). Setze 7 := hull(7, U p})
und

in = (Gi\{o'Cm; o' e&i}) U {TR}).
Ausgabe: Ein System von Kegeln (N1, &7,), sodass Xg; ein Fécher in Ng ist.
Satz 2.7.10. Der Algorithmus Quot ist wohldefiniert und terminiert. Es seien
(N, &) ein System von Kegeln und L C N ein primitives Teilgitter. Dann liefert

der Algorithmus Quot den Quotientenficher zu (N, &") beziiglich L in der Kategorie
der Fdcher.

Beweis. Siehe [2, Theorem 2.3]. O



79

Algorithmus subroutine k-Quot
FEingabe: Es sei S eine Familie von k-Kegel in V.

Initialisierung: Wir setzen S7 := S. Es sei S; die Familie von k-Kegeln im i-ten
Schleifendurchlauf.

Schleife: Solange es k-Kegel 71,7 € S; und ein p € ¥, 7, gibt mit:

pAn und p=p=p; mit p171, P2xXT2

oder
pA1 und p=p=po mit p1<71, P27
Falls p £ 71 und p = p; = po mit p1=<71, pa<72 gilt. Dann setze Ty := |k-hull(7y, p1)]
und
Sit1 = (Sz \7’2) U To.
Ansonsten gilt p ﬁ 7ound p = p1 = po mit p1<X7y, p2<7e. Dann setze 7 :=
|k-hull(71, p2)| und

Siv1 = (Sz \Tl) U 7.
Ausgabe: Sy, eine Familie von k-Kegeln mit
{3; 0<0o, 0 € S} = {;5, 0<0o, 0 € Sm}.

Beispiel 2.7.11. Wir betrachten eine Familie Sy := (71,72) in Ng mit 7{ = 75,
wobei 71 der Abschluss von 71 und 75 der Abschluss von 7 ist. Dann besteht
Sy, = subroutinek — Quot(S;) aus genau zwei k-Kegeln 71, und 7o, welche
71 als Abschluss haben. Vergleiche dazu Abbildung 14.

S1
e e
AN AN
VN VN
4 \T1=P1 4 \ T2 = P2
4 \ 4 \
4 \ 4 \
—— Crm—C)
e
AN
// A T =T
y \ Zrinm =pETL 172
\
4 \
Crm—C)
Sim = S
/Q /Q
\ \
7N 7N
/ \ T1 / \ T2
// A // A
\ \
C—— C—
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Satz 2.7.12. Der Algorithmus subroutine k-Quot ist wohldefiniert und termi-
niert.

Beweis. Fiir alle k-Kegel o, 7, p und ¢ bezeichnen wir die jeweiligen Abschliisse mit
o', 7, p/ bzw. §'. Zuerst miissen wir zeigen, dass alle konstruierbaren Hiillen k-Kegel

in V sind.
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Es seien k-Kegel 7,7 € S; mit X, ﬁ Fry Fry und p € ¥ 7, mit p ﬁ 71 und
p=p1 = p2 oder p £ 1 und p = p1 = p2 gegeben, wobel pyxT1 sowie pa=<To.

Falls p £ 7 gilt, so ist p1 N 72 # 0. Lemma 2.6.10 liefert, dass 75 := |k-hull(72, p1)|
ein k-Kegel in V ist. Aus p = p; = ps folgt mit Bemerkung 2.1.22, dass p' = p} = p)
gilt. Also ist pj=<75. Mit Lemma 2.6.11 erhalten wir

7 = hul(raup) = 7.
Falls p A 7 gilt, konnen wir analog zeigen, dass 71 ein k-Kegel in V' ist und 7{ = 74

gilt.

Wir zeigen als néchstes, dass der Algorithmus terminiert. Fiir jeden k-Kegel o be-
zeichnen wir die Anzahl der Seiteninneren mit #o. Wir zeigen, dass Folgendes gilt:

d#r < D #r

TESi TESi+1
Es seien dazu 71,75 € S; und p € I, ny, gegeben, wobel p = py = po und p £ 7
oder p £ 75. Wir betrachten zuerst den Fall p A 7 und zeigen, dass #7o < #72

gilt. Dafiir zeigen wir zuerst, dass es fiir jedes § € 7 ein Jo<7To mit 5 = ?52 gibt.
Es sei dazu ein 072 gegeben. Mit Bemerkung 2.1.16 gilt §'<x75 = 75. Wir setzen

do := & NTy. Da ¢ eine Seite von 7y ist, gilt bl C §. Lemma 2.6.7 liefert
¥y € 4§ C m C m

Folglich ist o eine Seite von T». Insbesondere ist 5 =0 = 32. Somit gilt #7mo < #7o.
Es ist noch zu zeigen, dass #7o # #7 gilt. Aus p = p; = py folgt p' = p}| = ph.
Da p1<7; und po<7o Seiten sind, erhalten wir p; = p' N7 und ps = p’ N 7. Nach
Lemma 2.3.21 ist p = p’ N7 N7y. Da p keine Seite von 71 ist und p = p; gilt, erhalten
wir

p o= P NnnNnmn ¢ pJnn = p

Mit p' = pi<7) = 75 und Bemerkung 2.1.8 folgt, dass es eine Seite ¢'<p} <75 gibt
mit o' N 79 = @ und & C p1. Also ist dy := &' N ToxTo mit 32 N 7 = (. Somit ist
#72 < #7o.
Im Fall p £ py erhalten wir analog #7 < #71. Somit ist

Z #r < Z #T.

TESi TESH_1
Da 7{ = 7] bzw. 75 = 7} gilt, erhalten wir fiir jedes i

S#oc T

TESi TES
Somit bricht der Algorithmus nach endlich vielen Schritten ab. Es bleibt noch zu
zeigen, dass gilt:

{3; 0<o, o ES} = {3, 0<o, 0 € Sm}.

Wir zeigen, dass gilt:

{3; 0<o, UESZ'} = {S, 0<o, o € Si+1}.
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Es seien 71,5 € S; mit X A, ﬁ Fry Fryund p € X1 Ar, mit p ﬁ 7 und p = p; = po
gegeben. Es reicht zu zeigen, dass Folgendes gilt:

{3; 54?2} = {37 547’2} U {3, 54/)1}.

Zur Inklusion ,, C ”: Es sei <72 gegeben. Mit 75 = hull(75Up}) und Bemerkung 2.6.5
erhalten wir

307’275@ oder S’ﬂpl#(ﬁ.

Falls 6 N To # () gilt, existiert ein dy<79 mit ?52 ne # (. Es gilt 65, 8’75 = 75. Somit
folgt aus Lemma 2.1.25, dass 5 = ;52 gilt.

Falls &' N p1 # 0 gilt, existiert ein 6;<p; mit FeR) # 0. Es gilt ¢', 81, p} <75 Somit
folgt aus Lemma 2.1.25, dass 5 = ;51 gilt.

Zur Inklusion ,,07: Es sei do<72 gegeben. Dann gilt 75 C 75 und d,<75 = 75. Somit
ist ;52 = S, wobei 0 := 0, N To=xTa.

Es sei jetzt d1<p1 gegeben. Dann gilt p; C 7o und &) xp) <75 = 75. Somit ist 31 = 3,
wobei 0 := §] N TaxTa. O

Bemerkung 2.7.13. Essei N ein k-Gitter und S eine endliche Familie von k-Kegeln
in Ng. Dann ist folgende Menge ein System von k-Kegeln

Ss = {o; 0 €S, o maximal beziiglich Inklusion}

Algorithmus k-Quot:
Eingabe: Ein System von k-Kegeln (N, S).

Initialisierung: Setze &1 := &. Es sei 6; das System von k-Kegeln im i-ten Schlei-
fendurchlauf.

Schleife: Solange es k-Kegel 7,79 € &; gibt mit X, A Fry, Fry. Setze
S; := subroutine k-Quot(S;)

und

S, := {r; 7€S;, T maximal beziiglich Inklusion} .
Falls es 71,7 € &; gibt mit 27,y A Fry, Fry: Wiihle ein p € X7 qy, mit p A 71 oder
P ﬁ T2

Falls p A 71 gilt, wihle ein py<7 mit p C py. Setze o; := |k-hull(ro, p1)]
und

Gip1 = él\{T € éi; T C Ui} U {O‘Z}
Ansonsten wihle ein po<7o mit p C py. Setze o; := |[k-hull(7, p2)| und
Sir1 = &; \ {T S éi; T C O’Z‘} U {o:}.
Ansonsten setze G411 := él

Ausgabe: Ein System von k-Kegeln &,,, sodass ¥g,, ein k-Fécher in Ng ist.
Satz 2.7.14. Der Algorithmus k-Quot ist wohldefiniert und terminiert.
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Beweis. Fiir alle k-Kegel o, 7, p und ¢ bezeichnen wir die jeweiligen Abschliisse mit
o', 7, p/ bzw. §'. Zuerst miissen wir zeigen, dass alle konstruierbaren Hiillen k-Kegel
in Ng sind.

Es seien 11,72 € G; gegeben mit X, A, ﬁ Fr, Fr,. Weiter sei p € X1 A7, mit p ﬁ sl
oder p £ 15 gegeben.

Falls p ﬁ 71 gilt, existiert nach Folgerung 2.1.31 ein p;<7; mit p C p;. Insbesondere
ist 72 N p1 # 0. Nach Lemma 2.6.10 ist o; = |k-hull(72, p1)| ein k-Kegel in Ng .

Falls p ﬁ 7o gilt, erhalten wir analog ein po<7o mit p C py. Lemma 2.6.10 liefert
wieder, dass o; ein k-Kegel in Ng ist.

Mit Bemerkung 2.7.13 ist jedes S; bzw. &; ein System von k-Kegeln. Bleibt noch
zu zeigen, dass der Algorithmus terminiert. Fiir ein System von k-Kegeln (N, &)
bezeichnen wir mit #& die Méchtigkeit der Menge

Rs = {;5, 00, 0 € 6}.

Die Folge (#6;); ist nach unten beschrinkt. Falls &; = ;4 ist, endet der Algorith-
mus. Wir zeigen: Falls &; # &, gilt, so ist #6,11 < #6;. Es gelte also &; # &;1.
Weiter sei S; die i-te Familie von k-Kegeln die der Algorithmus subroutine k-Quot

liefert. Es gilt
{56es} = {5sesi}

und damit #éi < #6,;. Also reicht es zu zeigen, dass #6;41 < #éi gilt. Es seien
71,72 € 6&; und p;=<71, sodass 7o durch o := |k-hull(m, U p;)| ersetzt wird. Dann gilt
75 N p1 # 0. Wir zeigen, dass folgende Zuordnung wohldefiniert und sujektiv ist:

G:Rg — Re

141

. p : falls p<7 € ;41
p — o ° o
6 : fallspC4, <o

Wohldefiniertheit: Es ist nur etwas zu zeigen, falls p<7 mit 7 ¢ S, gilt. Also
sel p<7 mit 7 ¢ S;41 gegeben. Nach Definition von &, ist 7 C ¢. Lemma 2.6.7

liefert p C 0. Nach Folgerung 2.1.31 existiert genau eine Seite d<o mit p C 3.

Surjektivitit: Es ist lediglich zu zeigen, dass fiir alle <o ein Urbild existiert. Es
sei dazu eine Seite § von o gegeben. Mit Bemerkung 2.6.5 erhalten wir p; N # ()
oder 9N # ()

Aus p; ns # () folgt, dass es eine Seite d;<p; gibt mit 51 N3 # (). Mit Lemma 2.6.7
gilt 61 C p1 C 0. Folgerung 2.1.32 liefert §; C §. Nach Lemma 2.1.18 gilt d;<7y.

Aus N3 # () folgt, dass es eine Seite do<T9 mit ) # () gibt. Mit Lemma 2.6.7
gilt 9o C 0. Somit liefert Folgerung 2.1.32, dass 52 C 5 gilt.

Fiir die Aussage #6411 < #6;, reicht es zu zeigen, dass ein 5 Rs,,, mit zwei
Urbildern beziiglich G existiert. Wir wissen, dass () # 72N p1 C o gilt. Somit existiert
ein <o mit 6 N 72 N p1 # 0. Da p; C o gilt, folgt mit Folgerung 2.1.32 p; C 0. Aus
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307’2051 + () folgt weiter, dass ein do <79 existiert mit ?5032 # (). Mit Folgerung 2.1.32
erhalten wir do C J. Es muss gezeigt werden, dass do # pp gilt.

Angenommen es gelte ?52 = p1. Dann gilt 85 = p}. Nach Erinnerung 2.3.20 gilt
P} € Frnr- Lemma 2.3.21 liefert 37, qr © Fruny. Es sei p € Xpynp, mit p C pr1. Da
p € p1 gilt, folgt mit Lemma 2.3.7 p = py = 35. Nach subroutine k-Quot gilt fiir
alle y1,72 € &;: Es gibt kein v € X7y, mit v A 41 und 5 = 5, = 4, oder v £ 72 und
5 =1 = 9, wobei v <71 sowie Yo<75. Somit hitten wir einen Widerspruch. [

Bemerkung 2.7.15. Mit Bemerkung 2.6.6 ist fiir jedes 1-volle System von k-Kegeln
(N, ®) der k-Fécher A := k-Algo(S) 1-voll.

Beispiele 2.7.16. Wir betrachten folgende Beispiele:

a) 61 62 63
—e
\ \ oM R
| T A [ \T2 \ \ \
/N A —
T2 Cm—
C—
b) Sy (G} (GF]
o—
|
p__
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Bemerkung 2.7.17. Die Algorithmen subroutine k-Quot und k-Quot sind im
Schleifendurchlauf fast identisch. Der Algorithmus subroutine k-Quot bearbeitet
Familien von k-Kegeln und der Algorithmus k-Quot bearbeitet Systeme von k-
Kegeln. Diese Aufteilung garantiert, dass der Algorithmus k-Quot terminiert.

Beispiel 2.7.18. Im Allgemeinen liefern k-Quot und Quot unterschiedliche k-
Fécher. In Abbildung 16 (a) sind die Schritte des Algorithmus k-Quot und in Ab-
bildung 16 (b) die Schritte vom Algorithmus Quot dargestellt.

Bemerkung 2.7.19. Es seien (N, &) und (M,R) Systeme von k-Kegeln.

(i) Dann ist ¥g := {7; 7<0, 0 € 6} genau dann ein k-Ficher, wenn fiir alle
71,79 € G gilt:
271072 4-?}1 ) f’rz .
(ii) Sind ¥ und Agp k-Fécher zu & bzw. R in Ng bzw. Mg und F': (N, &) —
(M,R) ein Morphismus, dann ist F': (N,Xs) — (M, Ax) ein Morphismus.
(iii) Ist Ag ein k-Facher in Mg und F': (N, &) — (M, R) ein Morphismus, dann
ist F': (N, &) — (M, Ag) ein Morphismus.

Definition 2.7.20. Es seien N ein Gitter, S eine endliche Familie von k-Kegeln
in Ng und (M, A) ein k-Gitterfacher. Ein Morphismus von (N, S) nach (M, A) ist
eine Gittermorphismus F': N — M, sodass fiir jedes 0 € S ein 7 € A existiert mit
F(o)Cr.
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Lemma 2.7.21. FEs seien N ein Gitter, S eine endliche Familie von k-Kegeln in
No, (M,A) ein k-Gitterfacher und F: (N,S) — (M,A) ein Morphismus. Weiter
sei S := subroutine k-Quot(S). Dann ist F: (N,S) — (M, A) ein Morphismus.

Beweis. Es seien S; die endlichen Familien von k-Kegeln die im ¢-ten Schleifendurch-
lauf des Algorithmus subroutine k-Quot enstehen, wobei Sy = S. Es reicht zu zei-
gen, falls F': (N, S;) — (M, A) ein Morphismus ist, dann ist F': (N, S;11) — (M, A)
ebenfalls ein Morphismus. Also sei F': (N, S;) — (M, A) ein Morphismus. Weiter sei-
en 71,75 € S; und pax1o gegeben, wobei 71 durch den k-Kegel 71 := |k-hull(7y, p2)]
ersetzt wird, das heifit S;11 = (S;\7)U7. Da F: (N,S;) — (M,A) ein Mor-
phismus ist, existieren 01,02 € A mit F(71) C 6; und F(72) C d2. Des Weitern gilt
0 # 71 N py. Mit Lemma 2.4.11 erhalten wir F(71) C 6;. Somit ist F': (N, S;11) —
(M, A) ein Morphismus. O
Bemerkung 2.7.22. Es sei NV ein Gitter, .S eine endliche Familie von k-Kegeln in
Ng und (M, A) ein k-Gitterfacher. Ist F': (N,S) — (M, A) ein Morphismus, so ist
F:(N,8) — (M, A) ein Morphismus von Systemen von k-Kegeln, wobei & das zu
S gehorige System von k-Kegeln bezeichnet.

Satz 2.7.23. Es sei (N,S) ein System von k-Kegeln und L C N ein primitives
Teilgitter. Dann liefert der Algorithmus k-Quot den k-Quotientenficher zu (N, S)
beziiglich L in der Kategorie der k-Fdcher.

Beweis. Fiir alle k-Kegel o, 7, p und ¢ bezeichnen wir die jeweiligen Abschliisse mit
o, 1, p bzw. .
Wir setzen Ny := N/L, P;: N — Nj und
S = {Pf(0); 0 €6, F(0) maximal beziiglich Inklusion} .
Das Paar (N1,&;) ist ein System von k-Kegeln und P;: (N,8) — (N1,8;) ein

Morphismus von System von k-Kegeln. Der Algorithmus k-Quot liefert ein System
von k-Kegeln (N1, &), sodass X1 := Xg,, ein k-Ficher in Ny, ist. Es seien &; bzw.

éi die Systeme von k-Kegeln im i-ten Schleifendurchlauf des Algorithmus k-Quot.
Nach der Konstruktion der &; bzw. &; und Bemerkung 2.7.19 (ii) ist

Pll (N,@) — (Nl,El)
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ein Morphismus. Es sei 09 € ¥; der minimale k-Kegel. Wir setzen Ly := g9 N Ny,
Ny := Ny/Lj und Py: Ny — Ns. Nach Folgerung 2.5.18 ist ¥ := ¥, ein spitzer

k-Ficher in Niy/og und die Abbildung P»: (N1,X%1) — (N2,%) ein Morphismus

von k-Gitterfdchern. Wir betrachten den Morphismus P: (N, &) — (N3, X) mit

~

P := P50 P, und das primitive Untergitter L= Pfl(Ll) von N. Esgilt L C L C N.

Wir zeigen nur, dass P: (N,8) — (Ng,X) die Eigenschaft (ii) aus Definition 2.7.7
erfiillt. Es sei dazu ein Morphismus F': (N,¥) — (M, A) von k-Gitterfichern mit
A spitz und F (L) = 0 gegeben. Wir wollen zuerst zeigen, dass
Pi: (N,6) — (N1,%1)

die Eigenschaft (ii) aus Definition 2.7.7 erfiillt. Wir wissen, dass ein Morphismus
E: Ny — M mit F' = ﬁl o P, existiert. Nach Konstruktion von &; bzw. GNS, liefert
die Abbildung P;: N — Nj fiir jedes i einen Morphismus von Systemen von k-
Kegeln & nach &;. Zu zeigen ist, dass P;: (N,6) — (N, S;) die Eigenschaft (ii) aus
Definition 2.7.7 erfiillt. Es ist klar, dass Fy: (N1,&6;) — (M,A) ein Morphismus
ist. Wir miissen zeigen: Falls i (N1,6;) — (M,A) ein Morphismus ist, dann ist
Fi: (N1,6:41) — (M, A) ebenfalls ein Morphismus. Also sei Fy: (N, &;) — (M, A)
ein Morphismus und S; := subroutine k-Quot(&;). Dann ist él = Gg,. Nach
Lemma 2.7.21 ist Fy: (N1, S;) — (M,A) ein Morphismus. Somit liefert Bemer-
kung 2.7.22, dass i (Nl,éi) — (M, A) ein Morphismus ist. Es seien 11,79 € S;
und po<1e gegeben, wobei 71 durch den k-Kegel o := |k-hull(7y, p2)| ersetzt wird,
das heifit

Sis1 = 6\ {T €6 7C O’} U {o}.
Da F: (Ny, él) — (M, A) ein Morphismus ist, existieren 01,02 € A mit F(r) C §;
und F(13) C 3. Des Weiteren gilt () # 71 N py. Nach Lemma 2.6.14 gilt F°(o) C 4.
Mit Lemma 2.4.11 erhalten wir F(c) C ;. Also ist Fy: (N1, S;41) — (M, A) ein
Morphismus.
Mit Bemerkung 2.7.19 (ii) erhalten wir weiter, dass Fy: (N,%;) — (M,A) ein
Morphismus von k-Gitterfichern mit F = ﬁl o P ist.

Da A spitz ist, erhalten wir mit Lemma 2.4.16, dass F (00p) = 0 gilt. Also existiert
ein Morpismus F5: No — M mit F} = Fyo P, und wir erhalten folgendes Diagramm:

Insbesondere ist Fy: (Ny, %) — (M, A) ein Morphismus von k-Gitterkegeln. Aufer-
dem gilt N N N
F = F1 9} P1 = F2 o P2 o P1 = F2 o P.
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3. TORISCHE KONSTRUIERBARE RAUME
3.1. T-Raume.

Wir werden den Begriff der T-Varietét verallgemeinern und einige wichtige Grund-
lagen beweisen. Fiir die Grundlagen der torischen Geometrie, die hier vorausgesetzt
werden, sei auf die Biicher [10], [11] und [20] verwiesen.

Erinnerung 3.1.1. Ein (algebraischer) Torus ist eine algebraische Gruppe, die iso-
morph zu einem (K*)" ist. Ein Morphismus von Tori 7" und 7" ist ein Morphis-
mus ¢: T — T’ algebraischer Gruppen. Ein Charakter x auf 7' ist ein Morphismus
x: T — K* von Tori. Mit X(T') bezeichnen wir die Charaktergruppe von T'. Je-
der Morphismus F': N — M von Gittern liefert einen Morphismus der zugehorigen
Gruppenalgebren ¢5: K[N] — K[M], ¥r(x*) — x5,

Erinnerung 3.1.2. Die folgenden Funktoren sind kontravariant und wesentlich in-
vers zueinander:

{Kategorie der Tori} — {Kategorie der Gitter}
T s X(T)
p— Q"
{Kategorie der Tori} « {Kategorie der Gitter}
Spec(K[N]) <« N
Spec(¢p) < F.
Definition 3.1.3 (Kategorie der T-Réume).

(i) Ein T-Raum ist ein irreduzibler k-Raum X mit einer Wirkung eines Torus
T, die durch einen Morphismus 7' x X — X, (¢t,z) +— t -z von k-Rdumen
gegeben ist.
(ii) Ein Morphismus von T;-Rdumen X; ist ein Paar (¢, ), wobei ¢: X; — X»
ein Morphismus von k-R&umen ist und @: T} — T ein Morphismus von
Tori, sodass ¢(tx) = o(t)p(z) gilt.
Bemerkung 3.1.4. Essei X ein T-Raum und Y C X ein T-invarianter irreduzibler
konstruierbarer Unterraum. Dann ist Y ein T-Raum.

Beispiele 3.1.5. Wir betrachten folgende Beispiele:

(i) Der k-Raum X := (K*)2 U {(0,0)} ist ein quasiaffiner (K*)2-Raum.
(ii) Wir betrachten die (K*)3-Riume V; := (K? x K*) \ (K* x {0} x K*) und
Va := K? x K*. Weiter betrachten wir den Isomorphismus
¥ (K — (K*)?, (21,22,03) — (22, 32/3,71)
und setzen Y := V; Uy Vo. Dann ist Y ein (K*)3-Raum.

Bemerkung 3.1.6. Fiir jedes t € T haben wir einen Isomorphismus 7;: X — X,
T =12

Bemerkung 3.1.7. Es sei X ein T-Raum. Fiir jedes x € XY?" und jedes t € T gilt
t-x e XY, Somit ist X&' eine T-Prévarietiit.



88

Vereinbarung 3.1.8. Es seien X ein T-Raum und Y C X eine Teilmenge von X.
Mit Y bzw. v bezeichnen wir den Abschluss von Y in X.

Lemma 3.1.9. Es sei X ein T-Raum und Y C X eine T-invariante Teilmenge.
Dann ist der Abschluss Y von Y in X ebenfalls T-invariant.

Beweis. Nach Bemerkung 3.1.6 gilt fiir jedes t € T
t-Y = T(Y) = T(Y) = tY =Y.
O

Definition 3.1.10. Essei X ein T-Raum. Die Menge der Bahnen von X bezeichnen
wir mit Orb(X) :={Tx; z € X}.

Lemma 3.1.11. Es seien X ein T-Raum und Tx € Orb(X) eine Bahn. Dann ist
Tz irreduzibel und lokal abgeschlossen.

Beweis. Fiir den Morphismus m,: T' — X, t — tx gilt 7,(T) = Tz. Somit ist Tz
irreduzibel, da T irreduzibel ist. Auflerdem folgt, dass T'x konstruierbar in X ist.
Insbesondere ist Tz konstruierbar und dicht in Tz. Folglich gibt es eine Teilmenge
U C Tz, die offen und dicht in Tz ist. Nach Bemerkung 3.1.6 ist ¢ - U offen in T'x.
Somit ist Tz offen in Tz, da folgende Gleichung gilt:

Tr = Ut-U.
teT

O

Folgerung 3.1.12. Es seien X ein T-Raum und A, B € Orb(X) Bahnen von X
mit A = B. Dann gilt A= B.

Satz 3.1.13. Es sei X' eine T-Prdvarietit. Dann besitzt X' einen offenen affinen
T-invarianten Unterraum Y.
Beweis. Mit Bemerkung 3.1.6 ist die Menge X'"°" T-invariant. Somit folgt die Be-
hauptung aus [4, Proposition 1.3]. O
Folgerung 3.1.14. Es sei X ein T-Raum. Dann ezistiert eine offene affine T'-
invariante Teilmenge U C X.

Beweis. Folgt aus Bemerkung 3.1.7 und Satz 3.1.13. O

Definition 3.1.15. Es sei X ein T-Raum. Ein f € Ox(X) heifit semi-invariant zu
x € X(T), falls stets f(tx) = x(t)f(x) gilt. Der zu x € X(T') gehorige Eigenraum ist
der K-Untervektorraum

Ox(X)y = {fe€Ox(X); fsemi-invariant zu x} € Ox(X).

Erinnerung 3.1.16. Es seien A eine Algebra und N ein Monoid. Eine N -Graduierung
von A ist eine Zerlegung
A = @ A,

ueN
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mit K-Untervektorrdumen A, C A, sodass A,Ay C A,4y fiir je zwei Elemente
u,u’ € A gilt. Ein Morphismus von einer N-graduierten Algebra A in eine M-
graduierte Algebra B ist ein Paar («a, F'), bestehend aus Homomorphismen a: A —
Bund F: N — M, sodass a(A,) C Bp(,) fiir jedes u € N gilt.

Erinnerung 3.1.17. Wir haben zueinander wesentlich inverse kontravariante Funk-
toren
{ Kategorie der affinen } { Kategorie der gitter- }

Varietdten mit Toruswirkung graduierten affinen Algebren

X g OX @ OX/
XEX(T)
(0, @) = (", ¢7)
Kategorie der affinen . Kategorie der gitter-
Varietdten mit Toruswirkung graduierten affinen Algebren

Spec(A4) «— A
(Spec(a), Spec(vr)) — (a, F).

Satz 3.1.18. FEs sei X ein T-Raum. Dann hat man eine Graduierung

Ox(X) = @ Ox (X

xeX(T)

Beweis. Nach Folgerung 3.1.14 existiert eine affine T-Varietit U C X. Die Algebra
Oy (U) besitzt nach Erinnerung 3.1.17 solch eine Graduierung. Somit hat jedes f €
Ox(X) C Oy (U) eine Darstellung

25

mit fy, € Oy(U)y. Zu zeigen ist, dass f, € Ox(X), gilt. Wir betrachten den T-
invarianten K-Vektorraum
V = <T-f>C Ox(X) € Oy(U).
Der Unterraum V ist endlich erzeugt, da U eine affine T-Varietét ist. Also gibt es
eine Darstellung
> fn

wobei f, € Ox(X) semi-invariant ist. Da beide Darstellungen eindeutig sind, gilt

Lemma 3.1.19. Es seien X ein Tx-Raum, Y ein Ty -Raum und (¢, p): X — Y ein
Morphismus. Dann ist die Abbildung (¢*,¢*): Ox(X) — Oy (Y) ein Morphismus
von graduierten K-Algebren.

Beweis. Wir wissen schon, dass ¢*: Oy (Y) — Ox(X) ein Morphismus von K-
Algebren ist und ¢*: X(Ty) — X(Tx) ein Morphismus von Monoiden ist. Es bleibt
noch zu zeigen, dass p*(Oy (Y),) € Ox(X)z«(y) gilt fiir alle xy € X(Ty ). Es sei dazu
f € Oy(Y)y. Dann gilt fiir alle t € Tx und = € X:

e (N)tr) = [flelte)) = [fl@)er)) =
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Satz 3.1.20. Es scien X ein Tx-Raum und Y’ eine affine Ty:-Varietit. Dann hat
man eine Bijektion

t: Mor(X,Y’) — Hom(Oy/(Y"),0x (X)), (0, 0) = (¥ ¢).

Beweis. Es ist nur zur Surjektivitdt von ¢ etwas zu zeigen. Es sei dazu ein Morphis-
mus («,@): Oy (Y') — Ox(X) von graduierten K-Algebren gegeben. Lemma 1.2.1
liefert einen Morhpismus ¢: X — Y mit p* = a. Aulerdem erhalten wir mit Er-
innerung 3.1.2 einen Morphismus ¢: Tx — Ty mit ©* = «a. Es bleibt noch zu
zeigen, dass p(tz) = ¢(t)¢(x) gilt. Nach Folgerung 3.1.14 existiert eine offene affi-
ne T-invariante Teilmenge U C X. Nach Erinnerung 3.1.17 gilt p(tx) = ¢*(t)p(z)
fir alle z € U und t € T. Da Y’ separiert ist, folgt mit Folgerung 1.5.12, dass
o(tr) = e*(t)p(z) gilt fiir alle z € X und t € T O

Definition 3.1.21. Es seien X und Y zwei T-Réume. Ein Morphismus ¢: X — Y
heifit dquivariant, falls p(tz) =t - o(x) gilt.

Bemerkung 3.1.22. Essei p: X — Y ein dquivarianter Morphismus von T-Raum-
en. Ist ¢ eine Einbettung, so ist ¢~ 1: ¢(X) — Y ebenfalls dquivariant.

Satz 3.1.23. Es sei X ein normaler quasiaffiner T-Raum. Dann existiert eine dqui-
variante konstruierbare Einbettung v: X — X', wobei X' eine affine T-Varietiit ist.

Beweis. Nach Lemma 1.2.22 gibt es fi,..., f, € Ox(X), sodass X = UXy, und
Ox(Xyi) = Ox(X)y, endlich erzeugt sind. Es seien gi,,...,g, € O(X), sodass
g1,/ f 5 g,/ [ die K-Algebra Ox (X)y, erzeugen. Fiir jedes f; und g;; haben
wir nach Lemma 3.1.18 eine Zerlegung
i = > i 9 = D i
x€X(T) x€X(T)

Es sei A C Ox(X) die von f;, und g;; erzeugte Unteralgebra. Dann ist A affin und
besitzt eine Graduierung durch X(7'). Somit ist Spec(A) eine affine T-Varietét. Aus
A C Ox(X) folgt mit Satz 3.1.20, dass es einen dquivarianten Morphismus ¢: X —
Spec(A) gibt. Noch zu zeigen ist, dass ¢ eine Einbettung ist. Es gilt Ay, = Ox(X)y,.
Somit folgt mit Lemma 1.2.16, dass bxy, Xy, — Spec(Ay,) eine Einbettung ist. [

Satz 3.1.24. Es scien X' eine T'x:-Privarietit, Y' eine Ty - Varietit, X T X' eine
dichte Tx/-invariante konstruierbare Teilmenge und (¢, @): X — Y’ ein Morphis-
mus. Dann gibt es eine offene Tx:-invariante Menge U' C X' und einen Morphismus
(¢, @0): U = Y" mit X CU" sowie (¢, 9)x = (¢, 9)-

Beweis. Nach Satz 1.2.8 existiert eine offene Menge X C U’ C X’ und ein Mor-
phismus ¢’: U’ — Y’ mit go" v = ¢. Wir withlen U’ maximal mit dieser Eigenschaft.
Dann ist U’ T'x/-invariant.

Denn angenommen, U’ ist nicht T'x/-invariant. Dann setzen wir U” := T'x.U’ und

/ ” /
", " / @ (x) : firzeU
o U = Y :CH{ o) (2') : fiir x = ta'.

Dies liefert sofort einen Widerspruch zur Maximalitéit von U’. Mit Folgerung 1.5.12
gilt ¢ (tx) = 4(t)¢' (z). =
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3.2. Torische k-Riaume.

In diesem Abschnitt werden wir die torischen k-Rdume einfithren, die eine Verallge-
meinerung der torischen Pravarietéiten sind. Satz 3.2.21 liefert ein Kriterium fiir die
Separiertheit torischer k-Réume in Abhéngigkeit der 1I-Parametergruppen, welches
fiir Pravarietdten bereits bekannt ist. Wir werden ab Vereinbarung 3.2.24 nur noch
normale torische k-Raume betrachten bzw. voraussetzen, dass torische k-Raume nor-
mal sind. Des Weiteren stellen wir fest, dass jeder quasiaffine k-Raum einen affinen
torischen Abschluss besitzt. Das heif3t, es gibt zu jedem quasaffinen torischen k-Raum
(X, T,xq) eine affine Varietit (X', T, z) mit X C X' und Ox(X) = Ox/(X').

Definition 3.2.1 (Kategorie der torischen k-Réume).

(i) Ein torischer konstruierbarer Raum (torischer k-Raum) ist ein irreduzibler
k-Raum X mit einem Basispunkt zg € X, einer Toruswirkung px: T X
X — X und einer endlichen offenen quasiaffinen T-invarianten Uberdeckung
Xi,...,X,, sodass jiz,: T — X, t — tzg eine offene Einbettung ist. Wir
schreiben auch kurz (X, T, zg).

(ii) Ein Morphismus torischer k-Réume (X, Tx, zo) und (Y, Ty, yo) ist ein Paar
(¢, 9), wobei p: X — Y ein Morphismus von k-Réumen und @: Tx — Ty
ein Morphismus von Tori ist, sodass ¢(xg) = yo und p(tz) = @(t)e(x) gilt.

Bemerkung 3.2.2. Die Kategorie der torischen k-Rédume ist eine volle Unterkate-
gorie der T-Réume.

Beispiele 3.2.3. Wir betrachen folgende Beispiele:

(i) Der (K*)2.-Raum X := (K*)?2 U {(0,0)} ist mit 7 := (K*)? und z¢ := (1,1)
ein quasiaffiner torischer k-Raum.

(ii) Der (K*)3-Raum Y = V;j Uy V5 aus Beispiel 3.1.5 (ii) ist mit 7" := (K*)3 und
xo = (1,1,1) ein torischer k-Raum.

Lemma 3.2.4. Es seien (X, T, xo) ein torischer k-Raum undY C X ein T-invarianter
dichter konstruierbarer Unterraum. Dann ist (Y, T, xo) ein torischer Unterraum von
(X,T,x0), das heifst Y ist ein konstruierbarer Unterraum von X und (Y,T,xzq) ein
torischer k-Raum (Bezeichnung Y T 17X ).

Beweis. Es sei X1,..., X, eine offene quasiaffine T-invariante Uberdeckung von X.
Dann ist X; NY,..., X, NY eine offene quasiaffine T-invariante Uberdeckung von
Y. Da Y ein T-invarianter und dichter Unterraum von X ist, liegt Tz offen in Y.
Somit ist (Y, T, x¢) ein torischer k-Raum. O

Folgerung 3.2.5. Es sei (X,T,xg) ein torischer k-Raum. Dann ist (XY, T, x¢)
eine torische Prdvarietit.
Beweis. Folgt sofort aus Bemerkung 3.1.7 und Lemma 3.2.4. U

Bemerkung 3.2.6. Es seien (X, T, () ein torischer k-Raum und ¥ C X ein kon-
struierbarer T-invarianter Unterraum von X mit Tzo C Y. Dann ist (Y, 7, x) ein
konstruierbarer torischer Unterraum von (X, T, zo).
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Definition 3.2.7. Ein torischer Morphismus (¢, ¢): (X, Tx,zo) — (Y, Ty, yo) von
torischen k-Réaumen heiflt torische Einbettung, falls p(X) C 1Y ein torischer Un-
terraum von Y und (g, @) ein torischer Isomorphismus auf ¢(X) ist.

Satz 3.2.8. Es sei (X, T,xg) ein quasiaffiner torischer k-Raum. Dann ezistiert eine
torische dominante Einbettung (p,9): (X, T,x9) — (X', T,x0), wobei (X', T, xq)
eine affine torische Varietdt ist.

Beweis. Nach Satz 3.1.23 existiert eine affine T-Varietéit X’ und eine dquivariante

Einbettung ¢: X — X’. Nach Lemma 3.1.9 ist der Abschluss ¢(X) in X’ eine affine
T-Varietét. Mit Satz 1.3.3 und T'p(zg) C ¢(X )" erhalten wir, dass T'¢(xg) offen in
(X)) ist. Somit ist (¢(X), T, ¢(x0)) eine torische Varietdt und (p,id): (X, T, z¢) —
(o(X), T, @(x0)) eine torische Einbettung. O

Erinnerung 3.2.9. Es sei (X',T,z) eine affine torische Varietit. Dann ist die
Menge der Bahnen Orb(X’) endlich.

Folgerung 3.2.10. Es sei (X, T, x) ein torischer k-Raum. Dann ist die Menge der
Bahnen Orb(X) endlich.

Beweis. Wir kénnen annehmen, dass X quasiaffin ist. Nach Satz 3.2.8 gilt X C X/,
wobel (X', T,xzg) eine affine torische Varietéit ist. Da Orb(X) C Orb(X’) gilt, ist
Orb(X) nach Erinnerung 3.2.9 endlich. O

Definition 3.2.11. Ein torischer k-Raum (X, T, z¢) heifit attraktiv, falls X genau
eine abgeschlossene Bahn hat.

Lemma 3.2.12. Es sei (X, T, zg) ein torischer k-Raum. Fir jede Bahn B € Orb(X)
von X haben wir einen offenen quasiaffinen attraktiven torischen Unterraum

Xp = U A C X.
A€Orb(X), BCA

Beweis. Offensichtlich ist der Unterraum Xpg ein T-invarianter Unterraum von X.
Nach Lemma 3.1.11 ist jedes A € Orb(X) lokal abgeschlossen in X. Mit Folge-
rung 3.2.10 ist Xp eine konstruierbare Teilmenge von X. Da Txq dicht in X liegt,
gilt Txg € Xp. Somit ist (Xp, T, z¢) nach Bemerkung 3.2.6 ein konstruierbarer to-
rischer Unterraum von (X, 7, z¢). Insbesondere ist X \ Xp ein T-invarianter Unter-
raum von X. Mit Folgerung 3.2.10 existieren Bahnen By, ..., B, € Orb(X), sodass
gilt:

T
xX\xz = |J B
i=1

Fiir jede Bahn B; gilt B; C X \ Xp. Somit ist X \ X abgeschlossen in X und damit
Xp offen in X. Fiir die Abgeschlossenheit von B in Xp reicht es zu zeigen, dass
Cc = ﬂ A~ p
A€Orb(Xp)
gilt. Jede Bahn A € Orb(Xp) erfiillt B C A2 Somit gilt B C C. Die Menge C
ist T-invariant. Fiir jede Bahn A € Orb(Xp) mit A C C gilt A C B, Somit ist
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A% — BYP Mit Lemma 3.1.12 gilt A = B. Auflerdem gilt fiir jedes A € Orb(Xp)

mit A = AP
B ¢ A = A
Somit ist B die einzige Bahn in Xp, die abgeschlossen in Xp ist.
Es sei U C X ein nichtleerer offener quasiaffiner torischer k-Raum mit XpNU # ().

Da X \ U abgeschlossen ist, gilt Xp C U. Somit ist Xp ein offener quasiaffiner
attraktiver torischer Unterraum. O

Folgerung 3.2.13. Es sei (X,T,xq) ein torischer k-Raum. Dann existiert eine
endliche offene quasiaffine attraktive Uberdeckung X1, ..., X, von X.

Beweis. Folgt aus Lemma 3.2.12 und Folgerung 3.2.10. U

Lemma 3.2.14. Es seien (X, Tx,xq), (Y, Ty, yo) torische k-Riume, (p,p): X — Y
ein torischer Morphismus und A € Orb(X), B € Orb(Y) Bahnen. Dann gilt

p(Xa) C Yp & ©(A) C Yg

Beweis. Es ist nur zur Implikation ,,<=” etwas zu zeigen. Dafiir gelte p(A) C V3.

Nach Lemma 3.2.12 ist B C Ty - p(A). Es sei eine Bahn A’ € Orb(X) mit A C A’

gegeben. Dann gilt p(A) C ¢(A’). Somit ist B im Abschluss von Ty -¢(A’) enthalten.
Folglich gilt ¢(A) C Yp und damit f(X4) C V5. O

Erinnerung 3.2.15. Es sei T ein Torus. Eine Finparametergruppe (1-PG) in T ist
ein Morphismus A: K* — T von Tori. Die Menge der 1-PG von T bezeichnen wir mit
A(T). Es sei N ein Gitter. Das duale Gitter N* := Hom(N,Z) von N ist wieder ein
Gitter. Zu jedem Gittermorphismus F': N — M ist die Abbildung F*: M* — N*,
f + foF ein Gittermorphismus. Es sei ¢: T'— T” ein Morphismus von Tori. Dann
ist @u: A(T) — A(T"), A — @o . ein Morphimus von Gittern. Das duale Gitter von
A(T) ist X(T).

Erinnerung 3.2.16. Wir haben zueinander wesentlich inverse kovariante Funkto-
ren:

{Kategorie der Tori} — {Kategorie der Gitter}
T — ANT)
P Py
{Kategorie der Tori} < {Kategorie der Gitter}
Spec(K[N*]) <~ N
Spec(yp+) < F.

Definition 3.2.17. Es sei (X, T, z) ein torischer k-Raum und A € A(T') eine 1-PG.
Wir nennen A\ konvergent in X, falls Ay, : K* — X, t — A(t)zo eine Fortsetzung zu
einem Morphismus X}, : K — X besitzt. Wir schreiben limy_o(A(t)zo) := N, (0).

Lemma 3.2.18. Es sei (p,9): (X, Tx,x0) — (Y, Ty,y0) ein Morphismus von tori-
schen k-Riumen und X € A(Tx) eine konvergente 1-PG in X. Dann ist (\) eine
konvergente 1-PG in'Y .
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Beweis. Die Behauptung folgt aus der Gleichung;:

@My = M)y = 2AD)p(zo) = @(A(t)z0)
(¢ 0 Az ) (1)
O

Erinnerung 3.2.19. Essei (X', T, z() eine affine torische Varietét. Zu jedem z € X’
gibt es ein ¢t € T und ein XA € A(T), sodass x = ¢ - limy_o(A(¢')z) gilt.

Lemma 3.2.20. FEs sei (X,T,xq) ein torischer k-Raum. Zu jedem x € X existiert
eint €T und ein X € A(T), sodass x =t - limy_o(A(t')xo) gilt.

Beweis. Da die Aussage lokaler Natur ist, konnen wir annehmen, dass X quasiaf-
fin ist. Nach Erinnerung 3.2.8 gibt es eine affine torische Varietit (X', T, xz() mit
X C 7 X'. Die Behauptung folgt mit Erinnerung 3.2.19. O

Satz 3.2.21. FEs sei (X,T,xq) ein torischer k-Raum. Dann sind folgende Aussagen
dquivalent:

(i) Fir jede 1-PG X € A(T) hat der Morphismus Ay, : K* — X, t — A(t)zo
hochstens eine Fortsetzung.
(ii) Der k-Raum X ist separiert.

Beweis. Zur Implikation ,,(i)=-(ii)”: Die Gruppenwirkung pux: 7T x X — X liefert
eine Gruppenwirkung auf X x X:

pxxx: T XX xX — XxX (t,x1,22) > (tzy,tzs).

Die Diagonale Ax := {(z,x); = € X} ist ein T-invarianter Unterraum von X x X.
Mit Lemma 3.1.9 ist Ax eine T-invarianter Unterraum von X x X. Wir wollen
zeigen, dass (Ax, T, (zo,x0)) ein torischer k-Raum ist. Die Diagonalabbildung

A: X — Ay, x— (z,x)

ist ein Morphismus. Folglich ist A x irreduzibel. Weiter liegt T(xg,x0) = AxNTxgx
Tz offen in Ax. Nach Bemerkung 1.5.7 (i) ist A x lokal abgeschlossen in X x X und

somit ist T'(zp,xo) offen in Ax. Es sei Xi,...,X,, eine endliche offene quasiaffine
T-invariante Uberdeckung von X. Dann ist A; = (X; x X;)NAx ein offener quasi-
affiner T-invarianter Unterraum von Ay. Also ist Aq,..., A, eine offene quasiaffine

T-invariante Uberdeckung VOHA—X. Somit ist (Ax, T, (20, r0)) ein torischer k-Raum.
Angenommen, es gelte Ax # Ax. Dann existiert ein x = (z1,z2) € Ax \ Ax. Nach
Lemma 3.2.20 gibt es ein A € A(T') und ein ¢t € T, sodass gilt:

() = IO @) = (¢ mAE)), ¢ T (A(#)0))
Da x ¢ Ax gilt, gibt es keine eindeutige Fortsetzung von A, : K* — X. Somit haben
wir einen Widerspruch.

Die Implikation ,,(ii)=-(i)” folgt sofort aus Satz 1.5.11. O
Erinnerung 3.2.22. Es seien (X', T, () eine affine torische Varietit und v: X —

X' die Normalisierung von X’. Dann ist (X', T, z) eine affine torische Varietéit und
(v,id): (X', T,Z0) — (X', T,20) ein torischer Morphismus.
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Satz 3.2.23. Es sei (X,T,x¢) ein normaler quasiaffiner torischer k-Raum. Dann
existiert eine torische Finbettung (p,9): (X, T,xq) — (X', T, z0), wobei (X', T, x¢)
eine normale affine torische Varietdt ist.

Beweis. Nach Lemma 3.2.8 kénnen wir annehmen, dass X C X’ gilt, wobei (X', T, z)
eine affine torische Varietit ist. Es sei v: X’ — X' die Normalisierung von X’. Nach
Erinnerung 3.2.22 ist (X', T, Z() eine affine torische Varietéit. Wir wissen, dass

Vlyfl(Xlnorm) . V—l(X/norm) N X/norm

eine offene Einbettung ist. Somit ist nach Erinnerung 3.2.22 der Morphismus X —
v~ 1(X) — X’ eine #quivariante Einbettung von k-Riumen. O

Vereinbarung 3.2.24. Ab jetzt seien alle torischen k-Réume normal.

Lemma 3.2.25. Es seien (X', T,xzq) eine torische Prdvarietit und X T X’ ein
torischer Unterraum. Dann existiert eine offene torische Varietit U' C X' mit

Ox(X) = Oy (U").

Beweis. Das Komplement X'\ X C X’ von X ist T-invariant, da X ein T-invarianter
Unterraum von X ist. Es seien Bj,...,B, C X'\ X die Bahnen von X'\ X mit
dim(B;) = dim(X’) — 1 und B/ N X = (), wobei B; den Abschluss von B; in X’
bezeichnet. Wir setzen

uvo= X'\ LTJBZ'
i=1

Dann ist X C U’ C X’ eine torische Privarietit. Weiter gilt fiir jeden Primdivisor
Y'C X"

YNU'#£0 & Y NX=#0D.
Somit folgt die Behauptung mit Lemma 1.2.20. O

Erinnerung 3.2.26. Es sei (X', T, z) eine torische Varietdt. Dann ist Ox/(X’)
endlich erzeugt.

Folgerung 3.2.27. Es sei (X,T,xg) ein quasiaffiner torischer k-Raum. Dann ist
Ox(X) endlich erzeugt.

Beweis. Nach Lemma 3.2.23 kénnen wir annehmen, dass X C 7X’ gilt. Mit Lem-
ma 3.2.25 existiert eine offene torische Pr”varietét U’ C X' mit Ox (X) = Oy (U').
Nach Bemerkung 1.5.7 (ii) ist U’ eine Varietéiit. Erinnerung 3.2.26 liefert dann, dass
Op/(U'") = Ox(X) endlich erzeugt ist. O

Satz 3.2.28. Es sei (X,T,xg) ein quasiaffiner torischer k-Raum. Dann hat man
eine torische konstruierbare Einbettung

(D) (X, T.x0) — (Spec(Ox (X)), Spec(Or(T)), i(xn).
Beweis. Nach Lemma 3.2.27 ist Ox (X) endlich erzeugt. Mit Satz 3.1.18 gilt
Ox(X) = @ Oox(X),.
XEX(T)

Nach Erinnerung 3.1.17 ist Spec(Ox (X)) eine affine Spec(Or(T))-Varietét. Der
Satz 3.1.20 liefert einen Morphismus (¢,7): X — (Spec(Ox (X)) mit «(z) = my
und ¢: T' — Spec(O7(T)). Es ist ©: T — Spec(Or(T)) ein Isomorphismus. Nach
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Lemma 1.2.16 ist ¢ eine Einbettung. Insbesondere ist 2(T")¢(z¢) C Spec(Ox (X)) of-
fen. Somit ist (¢,2): (X,T,29) — (Spec(Ox(X)),Spec(Or(T)),t(xp)) eine torische
Einbettung. O

Definition 3.2.29. Es sei (X, T, x0) ein quasiaffiner torischer k-Raum. Wir nennen
(Spec(Ox (X)), Spec(Or(T)), z¢) den affinen torischen Abschluss von (X, T, x).

Lemma 3.2.30. Es seien (p,9): (X, Tx,x9) — (Y,Ty,yo) ein Morphismus von
quasiaffinen torischen k-Riumen X T p,. X' und Y T 1, Y', wobei (X', Tx, xo) und
(Y, Ty, yo) die affinen torischen Abschliisse von (X, Tx,xq) bzw. (Y, Ty, yo) bezeich-
nen. Dann existiert ein torischer Morphismus (¢',¢): (X', Tx,x0) — (Y, Ty, yo)
mit ‘Pfx = . Des Weiteren gilt: Ist (p, ) ein Isomorphismus, so ist (¢', @) eben-
falls ein Isomorphismus.

Beweis. Wir haben einen Morphismus ¢*: Oy (Y) — Ox(X). Nach Satz 3.2.28
gilt Ox(X) = Ox/(X’) und Oy (Y) = Oy/(Y’). Somit existiert ein Morphismus
O X' — Y mit o = o*. Satz 1.2.1 liefert gpiX = . Mit Folgerung 1.5.12 er-
halten wir, dass p(tx) = @(t)p(x) gilt fir alle z € X' und t € Tx. Somit ist
(¢ 9): (X', Tx,x0) — (Y, Ty,yo) ein Morphismus mit gpiX = .

Falls (¢, @) ein Isomorphismus ist, erhalten wir analog, dass (¢’, @) ein Isomorphis-
mus ist. U
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3.3. Quasiaffine k-Gitterfiacher und quasiaffine torische k-Riume.

Wir geben in diesem Abschnitt Funktoren zwischen der Kategorie der quasiaffinen
spitzen k-Ficher und der Kategorie der quasiaffinen torischen k-Riume an, welche
wesentlich invers zueinander sind siehe Satz 3.3.27. Des Weiten zeigen wir, dass die
Bahnen den k-Kegeln entsprechen siehe Folgerung 3.3.19.

Den zu A(T') gehorigen Q-Vektorraum bezeichnen wir mit Ag(7T") := A(T) ®z Q.
Fiir jede affine torische Varietét (X', T, xq) ist

oxr = {Z a;ii; o € Q, \; € A(T') konvergent in X'}

ein spitzer Kegel in Ag(T") . Somit ist (A(T),0x/) ein spitzer Gitterkegel. Fiir jeden
spitzen Gitterkegel (N, o’) ist X, := Spec(K[o' N N*]) mit T := Spec(K[N*]) und
zo =< X" —1, u € ¢’ N N* > eine affine torische Varietiit.

Erinnerung 3.3.1. Die folgenden Funktoren sind kovariant und wesentlich invers
zueinander:
Kategorie der affinen . Kategorie der
torischen Varietéiten spitzen Gitterkegel
(X/,T, ) (A(T),le)

)
(¢, %)
)
)

11

%o

7
{ Kategorie der }

Kategorie der affinen .

torischen Varietaten spitzen Gitterkegel
(XO' )TNa xo (N? OJ)

(Spec(¢p+), Spec(pp+)) « F.

Es seien (N, ¢’) ein spitzer Gitterkegel und 7'<¢’. Dann ist X, eine offene torische
Varietdt von X,. Ist (IV,Y) ein spitzer Gitterficher, dann kénnen wir die affi-
nen torischen Varietiiten X, mit o’ € ¥ zu einer torischen Varietit (X, T, xo)
verkleben. Fiir eine torische Varietit (X', T, ) und eine offene affine torische Uber-
deckung X71,...,X], von X’ ist folgende Kollektion von Kegeln ein Ficher in Ag(T):

n
EX’ = U UX’

Erinnerung 3.3.2. Wir haben zueinander inverse kovariante Funktoren

Kategorie der Kategorie der
{ torischen Varietdten } - { spitzen Gitterfiacher }
(X7 Tmo)H( (T),Xx)
,P) > Pu
{ Kategorie der } { Kategorie der }

torischen Varietiten [ spitzen Gitterfiacher

(Xsr, Tv, xo
(Spec(pr+), Spec(vp«))

) ( )
)
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Erinnerung 3.3.3. Die folgenden Funktoren sind kovariant und wesentlich invers
zueinander:

Kategorie der quasiaffinen Kategorie der spitzen
. ) — . ]
torischen Varietaten quasiaffinen Gitterficher

(X, Tﬁﬂo) (A(T),Xx).
s @) > D

Kategorie der quamafﬁnen Kategorie der spitzen
torischen Varietdten quasiaffinen Gitterficher

(X5, Tiv, ) — (N, %)
(Spec(¥p+), Spec(ipp+)) < F.
Erinnerung 3.3.4. Es sei (X', T, z) eine torische Varietit. Dann gilt fiir \,\' €
A(T):

%in(l]()\(t)xo) = 2ylr%()\/(t)a:o) & A\, N € 7/ mit einem Kegel 7/ € Yy,

Fiir jeden Kegel 7/ von Y x/ nennen wir xo, := x,s := limy_o(\(t)zo) den Fufpunkt
zu 7', wobei A € 7' N A(T).

Definition 3.3.5. Es sei (X,T,xzo) ein torischer k-Raum. Fiir jede Bahn Tz €
Orb(X) setzen wir

S(xz,T) = {xe€X(T); es existiert ein f € Ox(X), mit f(z) # 0}.
Die Menge S(z,T) ist ein Monoid. Wir nennen S(z,T") das Bahnmonoid zur Bahn
Tx. Weiter bezeichne w(z,T") die konvexe Hiille von S(z,T) in X(T)q.
Erinnerung 3.3.6. Es sei (X', T, x) eine torische Varietit. Dann ist w(z,T) ein
Kegel in X(T")g und w(z,T)* ein Kegel von X x.

Erinnerung 3.3.7. Es sei (X', T, z¢) eine torische Varietét. Dann haben wir zuein-
ander inverse Bijektionen:

Sy — Orb(X), Orb(X') — Sy,
= Txu; Tr — w(z,T)".
Diese liefern wiederum zueinander inverse Bijektionen:
Sy — Orb(X), Orb(X') — Sy,
7= Ty, Tz +— w(m?T)*.
Insbesondere gilt {0} +— Txq. Fiir jeden Kegel 7/ € Yx/ gilt weiter dim(Tx,/) =
dim(X") — dim(r)

Konstruktion 3.3.8. Es sei (N, X)) ein spitzer quasiaffiner k-Gitterfacher. Wir wol-
len einen quasiaffinen torischen k-Raum (Xx, T, xo) zu (N, X) konstruieren. Nach
Lemma 2.3.10 existiert zu ¥ der Minimalfiicher >'. Nach Bemerkung 2.3.11 ist ¥’
ebenfalls spitz. Erinnerung 3.3.3 liefert, dass (X, Tn, o) eine quasiaffine torische
Varietdt ist. Wir setzen

XE = U T.%'T/ = U T.%'g_ Q XE’-
e ¥en
Dann ist Xy mit Ty und zg € Xsv ein quasiaffiner torischer k-Raum.
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Begrindung. Nach Lemma 3.1.11 ist jedes Tz, lokal abgeschlossen in Xy/. Somit
ist X eine T-invariante konstruierbare Teilmenge von Xyv. Da Xy eine quasiaffine
Varietét ist, ist Xy ein quasiaffiner k-Raum. Nach Erinnerung 3.3.7 gilt Txg C Xx.
Mit Bemerkung 3.2.6 ist (X, Tn, zo) ein quasiaffiner torischer k-Raum. ]

Lemma 3.3.9. Es seien (N,X) ein quasiaffiner spitzer k-Gitterficher und A €
A(T). Dann konvergiert \(t)zo in Xx genau dann, wenn X € T mit 7 € ¥ gilt.
Insbesondere erhalten wir fir \, N € A(T) N |X|:

2ltin(l)()\(t)azo) = %irr(l]()\/(t)xo) & M\ N € 7 mit einem k-Kegel 7 € 3.
Beweis. Folgt aus der Konstruktion 3.3.8 und Erinnerung 3.3.4. O

Folgerung 3.3.10. Es seien (N,X) ein spitzer quasiaffiner k-Gitterficher und %’
der Minimalficher zu Y. Dann gilt fir 7' € ¥’

Tz, C Xy & e & 7 NnxE e x

Beweis. Die erste Aquivalenz folgt aus Erinnerung 3.3.7 und Lemma 3.3.9. Die zweite
Aquivalenz folgt aus Satz 2.2.22. U

Definition 3.3.11. Es sei (NN, X)) ein spitzer quasiaffiner k-Gitterficher und 7 € 3
ein k-Kegel. Nach Lemma 3.3.9 definiert jedes 7 € X einen Punkt zo := z; :=

limy—o(A(t)zo) mit A € 7. Wir nennen z, den Fufpunkt zu 7.

Lemma 3.3.12. Es seien (N,X) ein spitzer quasiaffiner k-Féicher. Dann haben wir
eine bijektive Zuordnung ¥ — Orb(Xy), 7 +— Tx,.

Beweis. Die Zuordnung ist nach Lemma 3.3.9 wohldefiniert. Nach Erinnerung 3.3.7
und Folgerung 3.3.10 ist sie surjektiv. Konstruktion 3.3.8 und Erinnerung 3.3.7 lie-
fern, dass die Zuordnung injektiv ist. O

Konstruktion 3.3.13. Es sei (X, T, x() ein quasiaffiner torischer k-Raum. Wir wol-
len zu (X, T, xo) einen quasiaffinen spitzen k-Gitterfacher (A(7"), X x) konstruieren.
Dazu setzen wir

Ax = {w(x?T)*;xEX} und Yx = Aw(x,T)"N|Ax|; z € X}.

Es ist zu zeigen, dass X x ein quasiaffiner k-Fécher in Ag(7") ist. Wir setzen X =
Spec(Ox (X)) und T := Spec(Op(T)). Nach Satz 3.2.28 haben wir eine torische
Einbettung (7,7): (X, T,z9) — (X’,T,%o). Somit haben wir auch einen kanonischen
Isomorphismus «: A(T) — A(T). Nach Erinnerung 3.3.3 ist die Kollektion X 5=
{w(@, T)*; ¥ € X'} ein spitzer quasiaffiner Ficher in AQ(f). Also ist
¥ o= {s();7 € E)?/}

ein spitzer quasiaffiner Fécher in Ag(7T). Fiir jedes x € X gilt x*(S(z,T)) =
S(u(x),T). Damit erhalten wir w(z,T)* = k(w(u(z),T))* € %' fiir alle z € X.
Somit gilt Ax C 3 und Ny = ¥+ Also ist (A(T),Xx) ein spitzer quasiaffiner
k-Gitterficher. Es gilt

Yy = A{wl@D)'NnEZx|; z€ X}.
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Lemma 3.3.14. Es sei (X, T,xzq) ein quasiaffiner torischer k-Raum. Dann haben
wir bijektive Zuordnungen.:

Orb(X) — Xy, Orb(X) — Yy,

Tz — wl@,T) N|Sxl; Tz v w(z,T)".

Beweis. Nach Konstruktion 3.3.13 sind die Zuordnungen wohldefiniert. Weiter lie-
fern Erinnerung 3.3.7 und Konstruktion 3.3.13, dass die Zuordnungen injektiv und
surjektiv sind. O

Erinnerung 3.3.15. Es seien (N,Y’) und (N, A’) spitze Gitterficher mit ¥'<A/.
Dann hat man eine offene Einbettung («/,id): (Xsr, Tn,x0) — (Xas, TN, 20). Das
Bild von X5 ist von der Gestalt

R(Xs) = U Tvxy € Xar.

Konstruktion 3.3.16. Es seien (X, 7, x0) ein quasiaffiner torischer k-Raum und
()Z", T, Zo) der affine torische Abschluss von (X, T, xg). Weiter sei (¢,2): (X, T, x9) —
()Z' ! f, Zo) die zugehérige torische Einbettung. Wir konstruieren folgenden torischen
Isomorphismus:

(1,3): X5y, Taery, @0) — (((X),T,%) T (X', T, ).

Weiter sei 3/ der quasiaffine Fiicher zu X’ in Ag(T) aus Konstruktion 3.3.13. Es
gilt ©x % in Ag(T). Weiter sei ¥’ der Minimalficher von Xy in Ag(T). Somit
gilt ¥/<3. Nach Erinnerung 3.3.15 und Erinnerung 3.3.2 existiert eine kanonische
offene Einbettung (k,r): (Xsr, Ta(r), To) — ()?’,T, xo) mit

K(ng) = U TN.%'U/ g 5(;/.

Lemma 2.2.10 liefert, dass die Seiteninneren von ¥ x den Seiten von Y x entsprechen.
Mit Lemma 3.3.12 und Lemma 3.3.14 folgt, dass x(Xx) = ¢(X) gilt. Dann liefern
J = K|xy, und 7:= K den gewiinschten Isomorphismus.

Folgerung 3.3.17. Es sei (X, T,xg) ein torischer k-Raum. Dann gilt:
(X, T, 2o) = (XEX ) TA(T), ).

Beweis. Folgt aus Konstruktion 3.3.16. U

Konstruktion 3.3.18. Es scien (N, ) ein quasiaffiner spitzer k-Gitterféacher und
¥ der Minimalfiicher von Y. Wir konstruieren folgenden Isomorphismus von k-
Gitterfachern:

J: (Nv E) - (A(TN)7 EXz)'
Mit Erinnerung 3.3.2 erhalten wir einen Isomorphismus von Gitterfichern 3: (N, Y') —
(A(Tn), Ex,,). BEs gilt y(7') = w(zy, Tn)* fir 7' € ¥/, also insbesondere j(7') =
w(xT/iTN)* fir 7 € Y. Lemma 3.3.12 und Lemma 3.3.14 liefern, dass j(7) =
w(xT,OTN)* gilt fiir 7 € . Somit folgt (|X|) = |Ex,,|. Es sei ¥ der Minimalfiicher
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zu Yx,,. Nach Lemma 2.3.10 gilt j(7') € ¥/ fiir alle 7/ € ¥/ mit ¥ € 5. Fiir jedes

reXgltr=7N[2 mit 7 € und ¥ € 5. Da 7 ein Isomorphismus ist, gilt:
)ar) = )N € Bx,.

Analog erhalten wir, dass fiir jeden k-Kegel p € Yy, stets 771(p) € ¥ gilt. Also ist

70 (V,E) = (A(Tn), Xx,) ein Isomorphismus von k-Gitterféchern.

Folgerung 3.3.19. Es sei (X, T, zq) ein quasiaffiner torischer k-Raum. Dann haben
wir folgende Bijektion

Yx — Orb(X), Orb(X) — Xx,
T = Tag; Tr — w(z,T) NEx|
Diese lieferen wiederum zueinander inverse Bijektionen:
Sx — Orb(X), Orb(X) — Sy
7 = Tag; Tr — w(ij)*.

Insbesondere gilt {0} +— Txg. Fir jeden Kegel 7 € Xx gilt weiter dim(Tz,) =
dim(X) — dim(7).

Beweis. Lemma 3.3.12 und Lemma 3.3.14 liefern, dass die Zuordnungen zueinander
invers sind. Es sei ()Z' 'T, Zg) der affine torische Abschluss von (X, T, xo). Dann gilt
dim(X) = dim(X"). Fiir jeden k-Kegel 7 € Xx sei 7/ der Abschluss von 7. Dann
gilt 7/ € ¥/, wobei ¥/ der Fiicher von X’ in Ag(T) ist. Weiter gilt dim(Tz.) =
dim(7T'z,). Bemerkung 2.1.35 liefert dim(7) = dim(7’). Somit folgt die Behauptung
aus Erinnerung 3.3.7. U

Erinnerung 3.3.20. Es seien (X,7,x) ein torischer k-Raum. Fiir jedes x € X
nennen wir die Untergruppe T, := {t € T; tx = x} von T die Isotropiegruppe von
T.

Vereinbarung 3.3.21. Fiir einen quasaffinen k-Gitterficher (N, A) schreiben wir
anstatt (Xa,Tn,zo) auch (Ya,Tn,y0) um die Lesbarkeit zu erhdhen. Fiir die je-
weiligen Fufipunkte o € A schreiben wir anstatt z, auch y,. Falls (Y,T,yp) ein
quasiaffiner torischer k-Raum ist, schreiben wir anstatt 3y auch Ay.

Lemma 3.3.22. Es sei (¢, 9): (X,Tx,x0) — (Y, Ty, yo) ein Morphismus von qua-
siaffinen torischen k-Rdumen. Dann existiert zu jedem T € Xx ein p € Ay mit

o(T7) = Yp.
Beweis. Folgt aus Lemma 3.2.18 und Lemma 3.3.9. U

Erinnerung 3.3.23. Es sei (¢, 9): (X', Tx,z0) — (Y, Ty, yo) ein torischer Mor-
phismus von Varietéiten. Dann gilt fiir p’ € Ay:

o ) = U &' (1)
T €Sy, @ (F)CP!

Lemma 3.3.24. Es sei (0, 9): (X, Tx,z9) — (Y, Ty, yo) ein Morphismus von quasi-
affinen torischen k-Rdumen. Dann haben wir einen Morphismus von k-Gitterfachern:

Dx: (A(TX),EX) — (A(Ty),Ay), A — poA
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Beweis. Es seien (X', Tx, o) und (Y, Ty, yo) die affinen torischen Abschliisse von
(X, Tx,x0) bzw. (Y, Ty, yo). Mit Satz 3.2.28 kénnen wir annehmen, dass X C o, X'
und Y C 1, Y’ gilt. Nach Lemma 3.2.30 existiert ein Morphismus

((pla QE) : (Xla TX7 .%'0) - (Yla TY; yO)

mit gpi v = . Nach Erinnerung 3.3.2 ist ¢, ein Gitterfdchermorphismus von ¥ x
nach Ay. Fiir jeden FuBlpunkt x, € X ist ¢(x;) nach Lemma 3.3.22 ein Fuipunkt
von Y. Somit existiert nach Konstruktion 3.3.13 und Erinnerung 3.3.23 zu jedem
T € Yx ein p € Ay mit $,(7) C p. Insbesondere ist @,(|Xx]|) C |Ay| Wir zeigen
nun, dass @,(7) C p gilt. Zu 7 bzw. p existiert ein 7 € Xxs bzw. p' € Ay, sodass
gilt: 7 =7 N|Sx| und 7 = 7 bzw. p = p' N |Ay| und p = p’. Aus @.(7) C p folgt,
dass @.(7") C p’ gilt. Somit erhalten wir

Gu(r) = &('NExl) S &) na(Bx)) S ANnlAv] = o
O

Lemma 3.3.25 (Faserformel). Es sei (¢, 9): (X, Tx,x0) — (Y,Ty,yo) ein Mor-
phismus von quasiaffinen torischen k-Rdumen. Dann gilt fir jedes p € Ay :

oY) = U &' (m,)e

TET X, Px(T)ChH

Beweis. Es ist nur zur Inklusion ,,C” etwas zu zeigen. Dazu sei z € go_l(yp) gegeben.
Dann existiert ein 7 € Xx und ein t € TX mit tx, = x. Nach Lemma 3.3.22
ist ¢(zr) = y,, ein FuBpunkt mit QZ*(%) C py. Somit gilt p(z) € Tyy, N Tyyp,.
Mit Folgerung 3.3.19 erhalten wir p = pi. Es folgt o(t)¢(z-) = y, und damit
@(t) € Tyyp. ]

Lemma 3.3.26. Es sei F': (N,X) — (M, A) ein Morphismus von spitzen quasiaffi-
nen k-Gitterfachern. Dann haben wir einen Morphismus von quasiaffinen torischen
k-Rdumen:

(Spec(p+), Spec(vpp=)): (Xs, Ty, x0) — (Ya,Tn7,¥0)

Beweis. Es seien ¥’ und A’ die Minimalficher zu ¥ bzw. A. Nach Lemma 2.4.23
ist F': (N,¥) — (M, A’) ein Morphismus von quasiaffinen Gitterfichern. Nach Er-
innerung 3.3.3 ist (Spec(¢p+), Spec(Vp+)): (Xsr, Tn,z0) — (Yar, Tar, yo) ein Mor-
phismus von quasiaffinen torischen Varietdten. Mit Konstruktion 3.3.8 und Erinne-
rung 3.3.23 folgt die Behauptung. O

Satz 3.3.27. Wir haben zueinander wesentlich inverse kovariante Funktoren

Kategorie der quasiaffinen Kategorie der spitzen
g: ) . — . ) ..
torischen k-Rdume quasiaffinen k-Gitterficher

(X T, $0) = ( (T),%x)

l

" Kategorie der spztzen Kategorie der quasiaffinen
’ quasiaffinen k-Gitterficher torischen k-Rdume

N 2) TN,wo)

(Xs
— (Spec(¢p+), Spec(Yp)).
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Beweis. Mit Konstruktion 3.3.8 und Lemma 3.3.26 ist H wohldefiniert. Mit Kon-
struktion 3.3.13 und Lemma 3.3.24 ist G wohldefiniert. Es ist offensichtlich, dass
G und ‘H Funktoren sind. Bleibt zu zeigen, dass die Funktoren wesentlich invers
zueinander sind.

Es sei (p,9): (X, Tx,x0) — (Y,Ty,yo) ein Morphismus von quasiaffinen torischen
k-Rdumen. Weiter seien (X', T'x,zo) und (Y', Ty, yo) die torischen Abschliisse von
(X, Tx,z0) und (Y, Ty, yo). Nach Satz 3.2.28 diirfen wir annehmen, dass X C p, X’
und Y C 7, Y’ gilt. Lemma 3.2.30 liefert einen Morphismus (¢, ¢): (X', Tx, o) —
(Y, Ty, yo) mit ap" + = . Mit Konstruktion 3.3.16 existieren folgende Isomorphismen

fiir (X, Tx,zo) und (Y, Ty, yo):

(tx,tx): (X, Tx,20) — H(G((X,Tx,0))),
(ty,ty): (Y, Ty, y0) — HG((Y, Ty, y0)))-

Erinnerung 3.3.2 liefert fiir (X', T'x,xo) bzw. (Y, Ty, yo) die Isomorphismen:

(exrtxr): (X', Tx, w0) — H(G((X', Tx, 20))),
(byr, oyr): (Y, Ty, y0) — H(G((Y', Ty, y0))).

Wir haben folgende Diagramme:

(txrstxr)

(X/,Tx,xo) H(g((X,,Tx,xo)))

(ex,tx)

(Xa TX, ‘TO)

H(G((X, Tx, %0)))
(¢".®) (%fﬁ)l lH(g((%fﬁ))) G(H((¢",2)))
(Y> TYayO) H(g((K TY,ZJO)))

(tysoy)

(Y, Ty, yo) H(G((Y', Ty, v0)))

(tyr,byr)

Mit Erinnerung 3.3.2 kommutiert das &uflere Diagramm. Nach Konstruktion 3.3.16
sind (vx,7x) und (ty, ty) Einschrankungen der Isomorphismen (1 x/7x/) bzw. (ty, Ty ).
Somit kommutiert das innere Diagramm.

Es sei jetzt F': (N,X) — (M,A) ein Morphismus von quasiaffinen k-Féchern ge-
geben. Weiter seien (N,X') und (M,A’) die Minimalficher zu ¥ bzw. A. Nach
Folgerung 2.4.23 ist F': (N,X') — (M, A’) ein Morphismus von Féchern. Mit Kon-
struktion 3.3.18 existieren Isomorphismen:

I (N7E) - g(H((sz)))7 Jrt (N7E,) - g(H((szl)))7
Jar (M,A) — GH((M,A))),  gars (M,A') — G(H((M,A"))).
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Somit haben wir folgende Diagramme:

(N, %) G(H((N,X)))
(N,3) = GH((N,%)))

F Fl lQ(H(F)) G(H(F))
(M, A) G(H((M,A)))

(M, A G(H((M,A")))

NG

Mit Erinnerung 3.3.3 kommutiert das duflere Diagramm. Nach Konstruktion 3.3.18
sind die Morphismen 7y, bzw. jaA Einschrinkungen der Morphismen 7y bzw. jas.

Somit kommutiert das innere Diagramm. O
Beispiel 3.3.28. Wir betrachten den k-Raum
X = K3\ ({(0,0,00} UK*x{0} xK* U {0} x K* x {0}).

Dann ist (X, T,z0) ein quasiaffiner torischer k-Raum mit T := (K*)3 und z :
(1,1,1). Es gilt X C X’ := K3. Wir wissen, dass ox/ = cone(ey, €2, e3) und A(T)
73 ist, wobei e; die Standardbasisvektoren von Q3 2 Ag(T) bezeichnen. Wir setzen
pi := cone(e;), 71 := cone(ey,ez) und 74 := cone(es, e3). Weiter setzen wir 7 :=

e 1l

71\ p/y und 75 := 74\ p/5. Der quasiaffine k-Féicher Xy ist gegeben durch

EX = {{0}7 p,17p,27 7—177-2}
In Abbildung 17 sieht man ein mogliches Schaubild vom Trager Y x.

/
P2
T2
T1

ABBILDUNG 17



105
3.4. Quasiaffine attraktive torische k-Ridume und k-Gitterkegel.

In diesem Abschnitt zeigen wir unter anderem, dass konstruierbare Teilfacher von
quasiaffinen k-Fiacher konstruierbare Unterridume liefern siche Lemma 3.4.5. Weiter
geben wir Funktoren zwischen der Kategorie der quasiaffinen spitzen k-Kegel und
der Kategorie der quasiaffinen attraktiven torischen k-Riéume an, welche wesentlich
invers zueinander sind siehe Satz 3.4.9.

Erinnerung 3.4.1. Es seien (NN, Y') ein spitzer Gitterfiicher und 7/, 0’ € ¥'. Dann
gilt:
—XE’ / /
Tnxg € Tnxg = T 0.
Lemma 3.4.2. Es sei (N,X) ein spitzer quasiaffiner k-Ficher. Dann gilt fir 7,0 €
3 .
Tyze C Tnz, > & T<0.

Beweis. Mit Lemma 2.3.10 existiert zu ¥ der Minimalficher ¥’ in Ng. Nach Be-
merkung 2.3.11 ist ¥/ spitz. Wir setzen T := Ty. Nach Konstruktion 3.3.8 gilt
Xy, C 7 Xsv. Weiter seien 7/ und ¢’ die Abschliisse von 7 bzw. o. Mit Lemma, 2.3.10
gilt 77,0’ € ¥'. Nach Erinnerung 3.3.7 und Folgerung 3.3.19 gilt weiter Tz, = Tx,
und Tz, = Tx,. Mit Lemma 2.2.31 und Erinnerung 3.4.1 erhalten wir

X =X
Txy C Tx, & Try C Tz > & 7'<0’ & T=0.
]

Folgerung 3.4.3. Es sei (X, T, xg) ein quasiaffiner torischer k-Raum. Dann gilt fiir
TEXX:

vV, = Tz, = U Tx,.
pEStern(T)

Beweis. Folgt aus Lemma 3.4.2. U

Lemma 3.4.4. Es seien (X,T,xy) ein quasiaffiner torischer k-Raum und Y C X
ein T-invarianter dichter konstruierbarer Unterraum von X. Dann ist (Y, T, zg) ein
torischer k-Raum und es gilt Xy T Y.

Beweis. Lemma 3.2.4 liefert, dass Y C 7 X gilt. Es seien ¥4, und ¥’y die quasiaffinen
Fécher zu ¥y und Xx aus Konstruktion 3.3.13. Es gilt ¥y C X}, und Xx C ¥'s.
Nach Konstruktion 3.3.13 gilt:

Sy = {w@T):zeY}) ud Sy = {w@T):zeX)
Wegen Y C X gilt iy - f]X. Das heif3t, zu jedem 7 € Xy existiert ein p € Xx
mit 7 = p. Es seien 7 € ¥y und p € Y x mit p = 7 gegeben. Zu zeigen ist, dass
7= pN|Zy| gilt. Es seien 7/ der Abschluss von 7 und p’ der Abschluss von p. Aus
7 = p folgt 7/ = p/. Mit Bemerkung 2.2.26 gilt 7/ € X, und p/ € ¥y. Aus Zy C X,
und Xx C ¥y folgt somit

T o= 7Ny C JnEx] = p

Es ist noch zu zeigen ist, dass pN|Xy | C 7 gilt. Dazu zeigen wir, dass fiir alle 75 € Xy
mit 79N p # 0 stets 7o C 7 gilt. Es sei also ein 5 € Yy mit 79N p # 0 gegeben. Zu 7
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existiert ein ps € ¥ x mit 79 = py. Nach Lemma 2.2.10 gilt po<p. Folgerung 3.3.19
liefert, dass Tz, = Tz, und Tz, = Tz, gilt. Mit Lemma 3.4.2 erhalten wir

Te, = Tz, C Tz, NY = Tz, nY = T, .
Lemma 3.4.2 liefert somit, dass 7o<7 gilt. Insbesondere gilt 79 C 7. ]

Lemma 3.4.5. Es seien (N,X) und (N,A) spitze quasiaffine k-Gitterficher mit
A C X. Dann existiert eine torische Einbettung (k,id): (Ya,Tn,v0) — (Xwu,TnN,z0)
mit

Beweis. Mit Lemma 2.3.4 ist A ein quasiaffiner k-Fécher. Mit Lemma, 2.3.10 existiert
zu ¥ bzw. A ein Minimalficher ¥’ bzw. A’. Nach Bemerkung 2.3.11 sind ¥’ und
A/ spitz. Mit Lemma 2.3.13 ist A’<Y’. Nach Erinnerung 3.3.15 existiert eine offene
Einbettung (x/,id): (Yar, Tn, yo) — (Xsv, TN, xo) mit

H/(YA/) = U TNJ'T/.
TleA/

Da A C ¥ gilt, existiert zu jedem p € A ein o € ¥ mit p = cN|A| und p = &. Somit
liefert Konstruktion 3.3.8:

EI(YA) = U TN.%'T.
TED, FEA
Also ist k(X)) eine konstruierbare Menge in Xy Mit & := n"YA folgt die Behaup-
tung. ]

Lemma 3.4.6. Es seien (X,T,xq) ein quasiaffiner torischer k-Raum und U C
X eine T-invariante nichtleere offene Teilmenge von X. Dann ist (U,T,xg) ein
torischer k-Raum und es gilt Yy<Xx.

Beweis. Lemma 3.2.4 liefert U C X . Nach Lemma 3.4.4 gilt ¥y C X x. Somit exi-
stiert zu jedem 7 € Yy ein ¢ € Yx mit 7 = ¢ und 7 C 0. Noch zu zeigen ist,
dass 7 = o gilt. Aus 7 = ¢ folgt mit Folgerung 3.3.19, dass Tx, = Tz, C U gilt.
Angenommen es gibt ein p<o mit p ¢ 7. Folgerung 3.3.19 liefert Tz, C X \ U und
damit gilt Tz, C X \ U. Mit Lemma 3.4.2 erhalten wir folgenden Widerspruch:
Ty, = Tz, < Tz, < X\U
]

Lemma 3.4.7. Es seien (N,X) und (N,A) spitze quasiaffine k-Gitterfacher mit
A=<Y. Dann existiert eine offene torische Einbettung:

(k,id): (Ya, Tn, o) — (X, T, o) mit  Kk(Ya) = |J Twar.

Beweis. Da X ein quasiaffiner k-Ficher ist und A<Y gilt, ist A ein quasiaffiner k-
Fécher. Mit Bemerkung 2.2.28 ist A ebenfalls spitz. Nach Lemma 2.3.10 existiert zu
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¥ und A der Minimalficher ¥’ bzw. A’. Mit Folgerung 2.3.14 gilt A’<Y’. Bemer-
kung 2.3.11 liefert, dass ¥’ und A’ spitze quasiaffine k-Ficher sind. Nach Konstruk-
tion von Xy bzw. YA gilt X5 C 7, X5y bzw. YA T 7, Yar. Mit Erinnerung 3.3.15
existiert eine offene Einbettung (x’,id): (Yar, Tn,v0) — (X, T, zp) mit

K (Ya) = U TNz, = U Tnzs,.
e bk

Nach Lemma 2.3.12 gilt A = A’N3. Konstruktion 3.3.8 und Folgerung 3.3.19 liefern
somit

I-{,(XA/) nXs = U Tng}, N U TNx?? = U TNz,
$1eAr Hes TEN!, $1EA
Konstruktion 3.3.8 liefert weiter
KI(XA) = U Tnx, = K/(XA/) n Xs.

ear, sick
Also ist k(X a) eine offene Menge in Xy. Mit k := KTXA folgt die Behauptung. [

Satz 3.4.8. Es sei (X, T,xg) ein quasiaffiner torischer k-Raum. Dann sind folgende
Aussagen dquivalent:

(i) Der torische k-Raum (X, T, xzq) ist attraktiv.
(ii) Der Trager |Ex| von Xx ist ein spitzer Kegel in Ag(T).

Beweis. Zur Implikation ,,=”: Mit Lemma 3.4.2 erhalten wir, dass X x nur einen
maximalen k-Kegel besitzt. Somit existiert ein ¢ € Yx mit 7<o fir alle 7 € Xx.
Also ist |X| = o ein k-Kegel in Ag(7T). Mit Folgerung 2.3.18 ist |X| spitz.

Zur Implikation ,,<=”: Mit Lemma 2.3.17 erhalten wir, dass F|yx| = ¥ gilt. Also hat
3 nur einen maximalen k-Kegel. Somit hat X nach Lemma 3.4.2 nur eine abge-
schlossene Bahn. O

Satz 3.4.9. Wir haben zueinander wesentlich inverse kovariante Funktoren

Kategorie der quasiaffinen Kategorie der
g: , . — , .
attraktiven k-Rdaume spitzen k-Gitterkegel

(X, T,20) — (AMT),0x :=|Xx]|)
(0, 0) = @u.
" { Kategorie der } . { Kategorie der quasiaffinen }
’ spitzen k-Gitterkegel attraktiven k-Rdume
(N,0) — (X5 :=Xr£,, TN, x0)
F — (Spec(¢p+), Spec(ip+)).
Fiir jeden Kegel T<0ox gilt dim(Tz;) = dim(X) — dim(7).

Beweis. Die Kategorie der quasiaffinen attraktiven k-R&ume ist eine volle Unterkate-
gorie der Kategorie der quasiaffinen torischen k-Réume. Nach Folgerung 2.4.19 ist die
Kategorie der k-Gitterkegel ein volle Unterkategorie der quasiaffinen k-Gitterfacher.
Somit folgt die Behauptung aus Satz 3.3.27 und Satz 3.4.8. U
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Folgerung 3.4.10. Es sei (N,o) ein spitzer k-Gitterficher. Dann gilt fir jedes
TO:
dim(Tyz,) = dim(X,)—1 & reol.

Bemerkung 3.4.11. Es sei (X, T, z¢) ein quasiaffiner attraktiver k-Raum. Dann
liefert Lemma 2.3.17, dass Xx = F,, gilt.

Beispiel 3.4.12. Wir betrachten den k-Raum
X = K\ (K x {0} x {0}) U ({0} xK"x {0}) U ({0} x {0} x K*))

Dann ist (X, T, x0) ein quasiaffiner torischer k-Raum, wobei T := (K*)3 und z¢ :=
(1,1,1). Da (0,0,0) € X die einzige abgeschlossene Bahn ist, ist X attraktiv. Weiter
gilt X C 7X’ := K3. Wir wissen, dass A(T) = Z? und ox: = cone(ey, €2, e3) gilt,
wobei e; die Standardbasisvektoren von Q3 = Ag(T) bezeichnen. Wir setzen p) :=
cone(e;). Dann ist der k-Kegel ox gegeben durch

ox = {0} Uox Up,UpyU P,
In Abbildung 18 sieht man ein mogliches Schaubild von ox.

e — — — g
ABBILDUNG 18

Folgerung 3.4.13. Es sei (X,T,x) ein attraktiver k-Raum. Dann haben wir eine
Bigektion
Orb(X) — {Seiten von ox}, {Seiten von ocx} — Orb(X)
Te— w(z,T) Nox; T Tx,.

Insbesondere gilt {0} — Txg und Tz, ist die einzige abgeschlossene Bahn von X.

Beweis. Folgt aus Folgerung 3.3.19 und Bemerkung 3.4.11. U

Folgerung 3.4.14. FEs seien (N,o) ein k-Gitterkegel und o’ der Abschluss von o.
Dann gilt fiir die Seiten p’ von o’ :

TN:Cp/ C X, & ;)/ C o.

Beweis. Folgt aus Bemerkung 2.1.16 und Folgerung 3.4.13. O

Folgerung 3.4.15. Es seien (N,o) ein spitzer k-Gitterkegel und T<o. Dann exi-
stiert eine offene Einbettung (k,id): (X-,Tn,xz0) — (Xs, T, xo) mit

R(X;) = U Tnzp.
pP=<T

Beweis. Es gilt F.<F,. Somit folgt die Behauptung aus Lemma 3.4.7 und Bemer-
kung 3.4.11. O
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Folgerung 3.4.16. Es sei (N, o) ein spitzer k-Gitterkegel. Dann gilt

X, = U X .

TXO

Beweis. Folgt aus Folgerung 3.4.15. U

Erinnerung 3.4.17. Es sei (X', T,x) eine affine torische Varietit und 7'<0’ :=
ox:. Weiter betrachten wir den Morphismus P: N — N,/, wobei N := A(T). Wir
setzen p := Spec(yp+): T — T/T,_,. Dann ist folgende Abbildung ein Isomorphis-
mus: ¢: Xp(gry — Vo, p(t)xp(y) = try = tx?)/.

Lemma 3.4.18. Es sei (X, T,xq) ein quasiaffiner attraktiver torischer k-Raum und
70 = ox. Weiter betrachten wir den Morphismus P: N — N., wobei N :=
A(T). Wir setzen p := Spec(yp<): T — T/T, . Dann ist folgende Abbildung ein
Isomorphismus:

t: Xpsig)y — Vo, p(t)Tpsp) tﬂ:p:tx?).

Beweis. Es sei (X', T,x) der torische Abschluss von (X, T, xg). Nach Lemma 3.2.28
konnen wir annehmen, dass X C X' gilt. Es sei 7/ der Abschluss von 7. Mit Fol-
gerung 3.3.19 und Folgerung 3.4.3 ist V.. eine konstruierbare dichte Teilmenge von
V. Nach Lemma 3.4.4 gilt 7, C F,,. Daraus folgt 7'<¢’ := oxs und lin(7') =
lin(7). Nach Konstruktion 2.5.8 ist P%(0) ein k-Kegel und P(o’) der Abschluss
von P*(). Mit Lemma 3.4.5 gilt: (Xps(), TN, Tps(r)) E (Xpr); TN, p(r1y)- Kon-
struktion 2.5.8 liefert Bijektionen

7: Sterng (1) = Fps(e), p = Pp)

und

g Sterng/ (7)) = Fps(ory, P = P(p).
Somit sind alle Fupunkte von Xps(s) von der Gestalt zps,) mit p € Stern, (7).
Die FuBpunkte von Xp() haben die Gestalt zp(,) mit p' € Stern,/(7'). Erinne-
rung 3.4.17 liefert einen Isomorphismus ¢/: X Py — Vo, p()xp(yy = tzy. Es sei
p € Sterny(7) und p’ der Abschluss von p. Dann gilt p’ € Stern,(7') und p’ = p.

o

Nach Konstruktion 2.5.8 gilt P5(p) = P(p') = P(p’). Somit erhalten wir mit Folge-
rung 3.3.19

Cp)zpsy) = twy = tas, = L(p()zpy).
Also ist L‘,XPS( = b Offensichtlich gilt /(Xps(y)) € V. Es sei ein tx, € V. mit
p € Stern,(7) und t € T gegeben. Weiter sei p’ der Abschluss von p. Es gilt 2, =
z, € Vo und p’ € Sterny/ (7). Daraus folgt
LpWzppy) = L)) =tz
]

Lemma 3.4.19. Es sei (N,o) ein spitzer k-Gitterficher. Ist o 1-voll so ist, X,
ebenfalls 1-voll.

Beweis. Es sei o/ der Abschluss von o. Nach Lemma 3.4.5 kénnen wir annehmen,
dass X, C 7, X, gilt. Nach Voraussetzung gilt o) =o' Da X, \ X, ebenfalls
Tn-invariant ist, folgt die Behauptung aus Folgerung 3.3.19 und Folgerung 3.4.10.

O
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3.5. Separierte torische k-Riume und k-Gitterficher.

Wir geben Funktoren zwischen der Kategorie der spitzen k-Fécher und der Katego-
rie der separierten torischen k-Réume an, welche wesentlich invers zueinander sind
siehe Satz 3.5.15. Unter anderem zeigen wir, dass jeder nichtleere offene torische
Unterraum eines separierten torischen k-Raumes einen offenen k-Teilficher liefert
sieche Lemma 3.5.22.

Konstruktion 3.5.1. Es sei (IV,X) ein spitzer k-Gitterfacher. Wir wollen einen
separierten torischer k-Raum (Xx, T, zo) zu (N, X) konstruieren. Es sei ein Paar
0;,0; € X gegeben. Dann gilt nach Definition o; N o; = Un mit 7,50y, 0;. Nach
Lemma 3.4.7 existieren fiir jedes 7; offene Einbettungen

(Kil ) id) : (Xn IN, x(O,i)) - (Xm TN, x(O,i))
(H:jlaid): (XTl7TN7x(0,j)) - (XUJWTNax(O,j))'
Wir setzen
Xy o= Um(X) <€ X, wd Xy o= (Jrp(Xn) € X

Die offenen Teilmengen X;; und Xj; von X,, bzw. X, sind quasiaffine torische k-
Réume. Da alle Iii_ll auf Tyx(g;) die Identitét sind, existiert mit Folgerung 1.5.12
ein Isomorphismus (¢;;,id): (X, T, 20,4)) — (Xji, T, 2(0,5))- Da jedes ¢y auf
TNz, von torischen k-Réumen. die Identitét ist, liefert Folgerung 1.5.12, Folge-
rung 3.3.19 und Lemma 3.4.7, dass die Bedingungen fiir Erinnerung 1.5.4 erfiillt

sind. Somit ist
Xy = (U XO'i) / ~pij

ein k-Raum. Weiter haben wir eine Wirkung pix,,: T'x X5, — Xy, (¢, [x]) — [tz]. Die
Wirkung ist wohldefiniert, da alle y;; auf Tz (g ;) die Identitét sind. Fiir jedes o € X
erhalten wir eine kanonische offene Tny-dquivariante Einbettung X, — Xx. Somit ist
ixy, ein Morphismus. Jedes X,/ ~ ist ein quasiaffiner torischer k-Raum und es gilt
©ij(%(0,i)) = T(0,5)- Somit ist (Xx, TN, o) ein torischer k-Raum mit zo := [x(g ;)]

Es bleibt noch zu zeigen, dass Xy separiert ist. Dazu reicht es nach Satz 3.2.21
zu zeigen, dass fiir jedes A € A(T") der Morphismus \;,: K* — X, hochstens eine
Fortsetzung besitzt. Es seien vq,12: K — X zwei Fortsetzungen von A, mit A €
A(T). Weiter seien 01,09 € ¥ mit v1(0) € X,, und 12(0) € X,,. Nach Folgerung 3.3.9
gilt A € 01 Noy. Somit ist A € 7 mit 7<x071, 02 und es gilt v1(0) = 141(0) € X,. Damit
erhalten wir v1(0) = v1(0) € X,, N X, C X5.

Bemerkung 3.5.2. Es sei (IV,X) ein spitzer quasiaffiner k-Facher. Weiter sei das
Trippel (X5, T, o) der quasiaffine k-Raum aus Konstruktion 3.3.8 und (Y, T, yo)
der torische separierte k-Raum aus Konstruktion 3.5.1. Dann liefert Folgerung 1.5.12,
Konstruktion 3.5.1 und Lemma 3.4.7, dass (X5, TN, z0) = (Y5, TN, yo) gilt.

Folgerung 3.5.3. Es seien (N,X) ein spitzer k-Gitterfacher und A € A(T). Dann
konvergiert A(t)xg in Xx,. genau dann, wenn \ € T mit 7 € ¥ gilt. Insbesondere gilt

fir A, N € A(T) N |X):
2ltin(l)()\(t)a:o) = %irr(l]()\/(t)xo) & M\ N € 7 mit einem k-Kegel 7 € 3.

Beweis. Folgt direkt aus Satz 3.2.21, Lemma 3.3.9 und Konstruktion 3.5.1. U
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Definition 3.5.4. Es sei (N,X) ein spitzer k-Gitterfacher. Nach Folgerung 3.5.3
definiert jedes 7 € X einen Punkt xo := z; = lim;_0(A(t)xo). Wir nennen z, den
Fuflpunkt zu .

Lemma 3.5.5. Es sei (N,X) ein spitzer k-Féicher. Dann haben wir eine bijektive
Zuordnung: ¥ — Orb(Xy), 7+ Tx,.

Beweis. Die Zuordnung ist nach Folgerung 3.5.3 und Satz 3.2.21 wohldefiniert. Nach
Folgerung 3.3.19 und Konstruktion 3.5.1 haben wir lokale Bijektionen. Somit ist aber
die Zuordnung bijektiv. O

Konstruktion 3.5.6. Es sei (X, T, x) ein separierter torischer k-Raum. Dann ist
folgende Kollektion von spitzen k-Kegeln ein spitzer k-Féacher in Ag(7):

YXx = Aw(e,1)"'N|Xx,]; z € Xo, Xo C X offen, quasiaffin T-invariant} .

Wir miissen zeigen, dass w(z,T)* N |[Xx,| = w(z,T)* N |Xx,]| fir z € X3 N X, gilt,
wobei X1, Xo C X offene quasiaffine T'—invariante Teilmengen sind. Lemma 3.4.6
liefert X x,nx,<2x,, Xx,- Somit gilt mit Konstruktion 3.3.13 und Lemma 2.2.10:

w(va)* N ‘EXI‘ - w(x7T)* N ’2X10X2’ - w(va)* N ‘EXI"

Also ist X x wohldefiniert. Insbesondere ist nur noch zu zeigen, dass fiir je zwei
01,09 € Xx
oy N oy = U’Tk

mit 7p<01,09 gilt. Es seien also 01,00 € Y x gegeben. Wir konnen ohne Ein-
schrankung der Allgemeinheit annehmen, dass o1 € X x, bzw. 09 € X x, gilt, wobei
X1, X5 C X offene quasiaffine T'—invariante Teilmengen. Nach Lemma 3.4.7 kénnen
wir weiter annehmen, dass X,, € X; und X,, C X offene Teilmengen sind. Somit
ist X5, N X4, eine offene Teilmenge von X,, und X,, sind. Nach Lemma 3.4.6 ist
Y X, nX,, ein offener k-Teilficher von F5, und Fy,. Somit gilt [Xx, nx,,| € o1No2.
Wir zeigen, dass Gleichheit gilt. Dazu reicht es zu zeigen, dass folgende Inklusion
gilt:

(0'1 N 0'2) N A(T) C ‘EXUIOX02’ N A(T)
Es sei dazu A € (o1 No2) N A(T) gegeben. Mit Lemma 3.3.9 erhalten wir, dass
N, (0) € X5 und N, (0) € X,, gilt. Da X separiert ist, folgt mit Satz 3.2.21, dass
Ny (0) € X5y N Xy, gilt. Mit Lemma 3.3.9 erhalten wir A € [Yx, nx,, |-

Fiir jede offene quasiaffine T-invariante Uberdeckung X7,...,X,, von X gilt:
Yx = Yx, U ... U Xx,.

Bemerkung 3.5.7. Es sei (X, T, z¢) ein quasiaffiner torischer k-Raum. Weiter sei
Ax der Facher aus Konstruktion 3.5.6 und X x der quasiaffine k-Féacher aus Kon-
struktion 3.3.13. Da Konstruktion 3.5.6 unabhénging von der Wahl der quasiaffinen
Uberdeckung ist, gilt ¥y = Ax.

Lemma 3.5.8. Fs sei (X, T, xo)ﬂ ein separierter torischer k-Raum und Xq,..., X,
eine offene quasiaffine torische Uberdeckung. Dann haben wir folgende bijektive Zu-
ordnung: Orb(X) — Xx, Tx — w(z,T)* N |Xx,|, wobei z € X;.

Beweis. Nach Konstruktion 3.5.6 ist die Zuordnung wohldefiniert. Folgerung 3.3.19
liefert eine lokale Bijektionen. Somit ist die Zuordnung ebenfalls bijektiv. U
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Folgerung 3.5.9. Es sei (X, T,xg) ein separierter torischer k-Raum. Dann existiert
ein kanonischer torischer Isomorphismus (1,1): (Xsy, Ta(r), o) — (X, T, o).

Beweis. Konstruktion 3.5.6 ist unabhénging von der Wahl der offenen quasiaffinen
T-invarianten Uberdeckung von X. Die Aussage lasst sich auf den quasiaffinen Fall
zuriickfithren und folgt dann aus Konstruktion 3.3.16. O

Folgerung 3.5.10. Es sei (N,X) ein spitzer k-Gitterficher. Dann ezistiert ein ka-
nonische Isomorphismus von k-Gitterfichern j: (N,¥) — (A(Tn), Xxy,)-

Beweis. Die Konstruktion 3.5.6 ist unabhénging von der Wahl der offenen quasi-
affinen Ty-invarianten Uberdeckung von Xy. Die Aussage lésst sich somit auf den

quasiaffinen Fall zuriickfiithren und folgt dann aus Konstruktion 3.3.18. U
Folgerung 3.5.11. Es sei (X,T,xy) ein separierter torischer k-Raum. Weiter sei
X1,..., X, eine offene quasiaffine torische Uberdeckung von X. Dann haben wir
eine Bijektion
Yx — Orb(X), Orb(X) — ¥x,
T — Ta.; Tx — w(z,T) N|Ex,| wobei z e X;.

Diese lieferen wiederum zueinander inverse Bijektionen:
Sx — Orb(X), Orb(X) — Yy
7 Txo; Tz — w(ij)*.
T

Fiir jeden k-Kegel T € ¥ x gilt dim(Tz;) = dim(X) — dim(7).

Beweis. Lemma 3.5.5 und Lemma 3.5.8 liefern, dass die Zuordnungen zueinander
invers sind. Es gilt dim(X) = dim(Xj;). Fiir jedes z, € X; gilt weiter Tz, € Orb(Xj;).
Nach Folgerung 3.3.19 ist dim(Tz,;) = dim(X) — dim(7). O

Konstruktion 3.5.12. Es sei F': (N,X) — (M,A) ein Morphismus von spitzen
k-Gitterfichern. Wir konstruieren zu F' einen Morphismus

(Spec(yr+), Spec(Yr+)): (X, T, 20) — (Ya, Tars yo)-

Es sei 0 € ¥ gegeben. Nach Voraussetzung existiert ein p € A mit F'(o) C p. Weiter
existiert nach Satz 3.4.9 ein Morphismus

(800'760) = (SpeC(¢F*)aSPeC(¢F*))I XO' - Xp c Xa.

Zuerst zeigen wir, dass ¢, unabhinging von der Wahl von p ist. Es sei p; € ¥ mit
F(o) C py gegeben. Mit Lemma 2.4.11 gilt F(0) C p; N p = Uty mit 74<p, p1. Da
F¢(o) ein k-Kegel ist, folgt mit Lemma 2.1.30, dass F°(o) C 7; gilt. Wir erhalten
wieder mit Lemma 2.4.11, dass F'(¢) C 7 gilt. Mit Satz 3.4.9 folgt ¢(X,) C X, N
X, C Xs.

Es seien 01,09 € X. Es ist zu zeigen, dass ¢y, = ¢, auf X, N X, gilt. Nach
Konstruktion 3.5.1 gilt:

Xo N Xy = |J Xn,

mit 7p<01,09. Dies liefert ¢, = ¢y, auf allen X; und somit ¢, = ¢, auf
X5y N Xgy.
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Lemma 3.5.13. Es sei (¢, 9): (X, Tx,x0) — (Y, Ty,yo) ein Morphismus von qua-
siaffinen torischen k-Rdumen. Dann existiert zu jedem T € Xx ein p € Ay mit

o(T7) = Yp.
Beweis. Folgt aus Lemma 3.2.18 und Folgerung 3.5.3. O

Konstruktion 3.5.14. Essei (¢, 9): (X, Tx,x0) — (Y, Ty, yo) ein Morphismus von
separierten torischen k-Réumen. Wir konstruieren zu (g, ¢) einen Morphismus von
k-Gitterfiachern

o (AMTx),Ex) — (AM(Ty),Ay), A= Qo

konstruieren. Es seien X1,..., X, C X und Y7,...,Y; CY quasiaffine T'x-invariante
bzw. Ty-invariante offene Uberdeckungen von X bzw. Y. Da Y; offene Ty -invariante
Teilmengen von Y sind, ist ¢~ !(Y;) offen und Tx-invariant in X. Somit sind die
Xij = X;N gp_l(Yj) eine quasiaffine offene T'x-invariante Uberdeckung von X. Nach
Lemma 3.4.6 gilt ¥x, <¥x und Ay,<Ay. Mit Konstruktion 3.5.6 erhalten wir:

Yy = UEXZ.]. und Ay = Uij.
i,j J

Weiter sind (¢)x,;,%): (Xij, Tx,20) — (Y5, Ty, yo) torische Morphismen von qua-
siaffinen torischen k-Rdumen. Nach Lemma 3.3.27 gibt es zu jedem 7 € Y, ein
p € Ay, mit p.(7) C p. Somit ist p.: (A(Tx),Xx) — (A(Ty),Ay) ein Morphismus
von k-Gitterfachern.

Satz 3.5.15. Wir haben zueinander wesentlich inverse kovariante Funktoren

G- Kategorie der separierten . Kategorie der
' torischen k-Rdume k-Gitterfdacher

(X’ Ta 'IO) = (A(T)a 2X)
(0, @) — Ox.
" { Kategorie der } . { Kategorie der separierten }

k-Gitterfdacher torischen k-Rdume
(N,2) = (X, T, z0)
F — (Spec(¢p+), Spec(ip+)).

Beweis. Mit Konstruktion 3.5.1 und Konstruktion 3.5.12 erhalten wir, dass die Zu-
ordnung G wohldefiniert ist. Nach Konstruktion 3.5.6 und Konstruktion 3.5.14 ist
die Zuordnung H wohldefiniert. Dass G und H Funktoren sind, ist offensichtlich.
Mit Satz 3.3.27 erhalten wir, dass die Funktoren lokal wesentlich invers zueinander
sind. Wie im Fall der torischen Varietiten erhalten wir, dass die Funktoren G und
‘H wesentlich inverse zueinander sind. O

Beispiel 3.5.16. Wir betrachten die quasiaffinen attraktiven torischen k-R&ume
Vii= (K2 x K*) \ (K* x {0} x K*) und V; := K2 x K* mit der Standardwirkung
von T := (K*)3 und dem Basispunkt yo := (1,1,1). Weiter betrachten wir den
Isomorphismus 1: (K*)3 — (K*)3, (21, 22,23) — (22,72/x3,21) und setzen Y :=
ViUy Va. Dann ist (Y, T, yo) ein torischer k-Raum. Der k-Raum Y ist sogar separiert.

Begriindung: Wir berechnen fiir V; C Y und V5 C Y die zugehorigen k-Kegel oy,
und oy, in Q* 2 Ag(T). Dazu berechnen wir zuerst die k-Kegel zu den torischen
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k-Réaumen (V1,T,yo) und (Va,T,y0). Wir bezeichnen die zugehorigen k-Kegel mit
Gy, bzw. Gy,. Bs gilt V1 C V{ := K2 x K. Somit erhalten wir
oyy = oy, = cone(er,es) und oy, = {0} U 8V1’ U Coneo(el).

Der Isomorphismus ¢ liefert einen Q-Vektorraumisomorphismus Fy: Q® — Q3
(v1,v2,v3) = (v2,v2 — v3,v1). Es gilt Fy(oyy) = cone(es, e1 + e2) =: ¢’ Dies lie-
fert )
Fy(ov,) = {0} U & U cone(es) = ov,.

Weiter gilt oy, = oy, und oy, Noy, = {0}. Somit ist ¥ := F,, UF,, ein k-Facher
in V. Mit Konstruktion 3.5.1 erhalten wir, dass (Xx,T,xq) isomorph zu (Y, T, yo)
ist. Nach Satz 3.5.15 ist Xy separiert. Somit ist auch Y separiert. In Abbildung 19
sieht man ein mogliches Schaubild des Trigers 2.

ovy

ov,

ABBILDUNG 19

Folgerung 3.5.17 (Faserformel). Es sei (¢, 9): (X, Tx,x0) — (Y, Ty, yo) ein Mor-
phismus von separierten torischen k-Rdumen. Dann gilt fiir jedes p € Ay :

vy = U &' ()

TESX,Fx(F)CP
Beweis. Zur Inklusion ,,C”: Es sei ein x € go_l(yp) gegeben. Nach Folgerung 3.5.11
gilt x = tx, mit t € Tx und o € X x. Weiter gilt
ple) = Yy = @t)e(zo).
Nach Lemma 3.5.13 wissen wir, dass ¢(z,) = p1 ein FuBBpunkt ist mit ¢.(c) C py

und p; € Ay. Somit gilt p(z) € Tyy, N Tyy,,. Mit Folgerung 3.5.11 erhalten wir
p = p1. Insbesondere gilt t € Ty,,

Die Inklusion ,,0” folgt aus Lemma 3.5.13. O
Lemma 3.5.18. Es sei (N, %) ein k-Fdcher. Dann gilt fir 7,0 € 3:

ITvxy, C Tnx, & T<0.
Beweis. Zur Implikation ,,=”: Wir betrachten die offenen Teilmengen X, in Xy. Es

gilt Tyz, € X,. Da X5\ X, abgeschlossen ist, gilt Tyz, € X,. Mit Lemma 3.4.2
erhalten wir 7<o.

Zur Implikation ,,<=": Wir betrachten die offenen Teilmengen X, in Xx. Aus 7<0
folgt, dass Tyxz, C X, gilt. Mit Lemma 3.4.2 erhalten wir

Xo X
TN'%.O' - TN'%.T - TN'%.T E-
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Folgerung 3.5.19. FEs sei (X, T,xq) ein separierter torischer k-Raum und T € ¥x:
Dann gilt fir B := Tz, € Orb(X):

Xp = |JT=,
=T
Beweis. Folgt aus Lemma 3.2.12 und Lemma 3.5.18. U

Folgerung 3.5.20. Es sei (X, T,xg) ein separierter torischer k-Raum. Fir T € Xx
qilt:

VT = Tx’r = U T.%'p.
pEStern(r)

Beweis. Folgt aus Lemma 3.5.18. U

Lemma 3.5.21. Es sei (X,T,x0) ein separierter torischer k-Raum und Y T X
eine dichte T-invariante konstruierbare Teilmenge. Dann ist (Y, T, zq) ein torischer
k-Raum und es gilt Xy C Xx.

Beweis. Lemma 3.2.4 liefert, dass Y C 7.X gilt. Es sei Xj,..., X, eine quasiaffine
offene T-invariante Uberdeckung von X. Wir setzen Y; := X; NY # (). Dann ist

Yi,...,Y, eine offene quasiaffine T-invariante Uberdeckung von Y mit Y; C 1.X;.
Nach Lemma 3.4.4 gilt ¥y, C Xx,. Weiter liefert Konstruktion 3.5.6
> = [J=x, wd %y = |J3y

und damit insbesondere X x, <X x. Nach Lemma 2.2.29 gilt ¥x, C X x. Somit liefert
Lemma 2.2.30, dass Xy, C Xx gilt. Es sei jetzt ein 7 € ¥y gegeben. Dann gilt
7 € XNy,. Somit gibt es ein p € ¥x mit 7 = p N |Sy;| und 7 = p. Daraus folgt
7 C pN|Xy|. Es ist noch zu zeigen ist, dass p N [Xy| C 7 gilt. Dazu sei ein 75 € Xy
mit 79 N p # 0 gegeben. Es gilt m € Yy, £ Xx. Somit existiert zu m ein ps € Xy
mit 79 = py. Nach Lemma 2.2.10 gilt po<p. Folgerung 3.5.11 liefert Tz, = Tz, und
Tz,, = Tz;,. Mit Lemma 3.5.18 erhalten wir

Tz, = Tz, C Tz, NY = Tz, NY = Taz,

Lemma 3.4.2 liefert 79<7. Insbesondere gilt 7o C 7. O

Lemma 3.5.22. Es sei (X, T,x) ein separierter torischer k-Raum und U C X eine
nichtleere offene T-invariante Teilmenge von X. Dann ist (U,T,xy) ein torischer
k-Raum und es gilt Yy<Xx.

Beweis. Lemma 3.2.4 liefert, dass U C 7 X gilt. Nach Lemma 3.5.21 gilt Xy C Y.
Somit existiert zu jedem 7 € ¥y ein 0 € Y x mit 7 = ¢ und 7 C 0. Noch zu zeigen,
dass 7 = o gilt. Aus 7 = ¢ folgt mit Folgerung 3.5.11, dass Tz, = Tz, C U gilt.
Angenommen es gibt ein p<o mit p ¢ 7. Folgerung 3.5.11 liefert Tz, C X \ U. Also
insbesondere T—acp C X\ U. Mit Lemma 3.5.18 erhalten wir folgenden Widerspruch:

Tz, = Tz, C Tz, C X\U
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Lemma 3.5.23. Es seien (N,X) und (N, A) spitze k-Gitterfacher mit A C ¥. Dann
existiert eine torische Einbettung (k,id): (Ya,Tn,zo) — (Xx, TN, o) mit

E(YA) = LJ JDVxT.

o o
TEY, TEA

Beweis. Zu jedem p € A existiert ein ¢ € ¥ mit p = o N|A| und p = 5. Ins-
besondere ist dann F, C F,. Somit existiert nach Lemma 3.4.5 eine Einbettung
(kp,id): (Y,, TN, z0) — (X0, TN, o) mit

kp(Y,) = U Tnx,.
T%U,%Gﬁ%
Da k, auf Tz die Identitét ist und Xy, separiert ist, folgt mit Folgerung 1.5.12,
dass ein Morphismus (k,id): (Ya,Tn,zo) — (X5, TN, xo) existiert. Da YA ebenfalls
separiert ist erhalten wir mit Folgerung 1.5.12, dass x: YA — k(Ya) ein Isomorphis-
mus ist. Mit Folgerung 3.5.11 folgt

K(YA) = U Twa
TEE,%E&

O

Lemma 3.5.24. Fs seien (N,X) und (N, A) spitze k-Gitterfacher mit ASX. Dann
existiert eine offene torische Einbettung (k,id): (YA, Tn,yo0) — (X5, T, xo) mit

Beweis. Fiir jedes 7 € A gilt 7 € X. Somit haben wir nach Konstruktion 3.5.1
fiir jedes 7 € A lokale Isomorphismen (k,,id): (Y7, Tn,v0) — (X+, TN, o), wobei
Y, offen in YA und X, offen in Xy ist. Da YA und Xy separiert sind und k., auf
Tnxo die Identitéat ist, erhalten wir mit Folgerung 1.5.12 eine offene Einbettung
(k,id): (Ya,Tn,v0) — (X5, TN, z0). Mit Folgerung 3.5.11 und nach Konstruktion
von k erhalten wir

O

Erinnerung 3.5.25. Es sei N ein Gitter und 7" := Ty = Spec(K[N*]). Ist L ein
primitives Untergitter von N und (vy,...,v,,) eine Basis von L, dann ist Hj :=
{ITAv;(k); k€ K*} ein Untertorus von 7. Ist H ein Untertorus von 7', dann ist
Ly :={v € N; \(K*) C H} ein Untergitter von N. Wir haben zueinander inverse
inklusionserhaltende Zuordnungen:

{ L; L primitives Untergitter von N } — { H; H Untertorus von T’ }
L— Hy.
{ L; L primitives Untergitter von N } — { H; H Untertorus von T’ }
Ly — H.
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Fiir das Dualgitter N* von N haben wir ebenfalls zueinander inverse inklusionser-
haltende Zuordnungen:

{ L*; L* primitives Untergitter von N* } — { H: H Untertorus von T’ }
L*— Hp- = ﬂ kern(x").
uel*
{ L*; L* primitives Untergitter von N* } — { H: H Untertorus von T’ }
7 i={u € N*; Xf‘Hzl}HH.

AuBerdem gilt L; = L%, und (L%)* = Ly.

Erinnerung 3.5.26. Es sei (X', T,x) eine torische Varietit. Fiir jedes 7/ € Y x
gilt Ty, = Hin(ryna(r)- Weiter gilt dim(7%,_,) = dim(7’) fiir jedes 7/ € X x.

Lemma 3.5.27. Es sei (X, T,xg) ein torischer separierter k-Raum. Fir jedes T €
Yx gilt Top = Hyn(ryna(r)- Weiter gilt dim(T,) = dim(7) fir jedes 7 € Xx.

Beweis. Es geniigt den Fall zu betrachten, dass (X, T, z) ein attraktiver quasiaffiner
k-Raum ist. Dazu sei (X', T, () der affine Abschluss von (X, T, z). Nach Satz 3.2.28
koénnen wir annehmen, dass X C pX’ gilt. Mit Lemma 3.5.21 gilt Y x C X x. Die
Kollektion X x/ ist ein Ficher. Fiir jedes 7 € Y x sei 7/ der Abschluss von 7. Mit
Bemerkung 2.2.26 erhalten wir 7/ € Yx/. Weiter gilt lin(7) = lin(7') und 7 = 7.
Folgerung 3.5.11 liefert x,» = z,. Somit folgt mit Erinnerung 3.5.26, dass T, =
Hyin(ryna(r) gilt. Insbesondere folgt mit Bemerkung 2.1.35:

dim(T,,) = dim(T,,) = dim(r) = dim(r).
U

Folgerung 3.5.28. Es sei (X, T,xq) ein torischer separierter k-Raum. Weiter sei
7,0 € ¥x mit T C o gegeben. Dann gilt T, C T, .

Beweis. Folgt aus Erinnerung 3.5.25 und Lemma 3.5.27. O

Lemma 3.5.29. Es seien (N,X) ein k-Fichersystem, p,7 € ¥ mit p<T und X € 7.
Dann gilt lims_o(t'A(s)z,) = t'z, in Xy, fir allet’ € Ty.

Beweis. Wir kbnnen annehmen, dass X ein quasiaffiner attraktiver torischer k-Raum
ist und setzen o := ox. Weiter betrachten wir den Morphismus P: N — N, und
setzen p := Spec(Yp+): T — T/T,, baw. \y(s) 1= p(A(s))xps(y. Aus p=<T folgt

o

Tz, € V,. Weiter gilt P(\) € P*(7). Lemma 3.4.18 liefert ein kommutatives Dia-

gramim:
K*
)\p (S)xly \\)\(S)l‘

P
XPS (O’) VP

p(t)zps(s)—tas
Nach Folgerung 3.5.3 gilt lims_,o()\p(s)xps(p)) = T ps(r). Somit liefert das Diagramm
die Behauptung. O

Folgerung 3.5.30. Es sei (N,X) ein spitzer k-Gitterfacher. Ist 3 1-voll, so ist Xy
lokal 1-voll.
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Beweis. Nach Definition ist jeder k-Kegel o € 3 1-voll. Somit folgt die Behauptung
aus Konstruktion 3.5.1 und Lemma 3.4.19. U
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3.6. Torische k-Ridume und k-Gitterfiachersysteme.

In diesem Abschnitt wird gezeigt, dass die Kategorie der torischen k-Riume und
die Kategorie der k-Gitterfichersysteme dquivalent zueinander sind siehe Satz 3.6.19.
Fiir torische Pravarietéten und Gitterfichersysteme wurde dies in [4] gezeigt. Satz 3.6.30
charakterisiert bestimmte torische k-Réume, die in eine Varietét einbettbar sind.

Konstruktion 3.6.1. Es sei (N,S) = (N, (X;;)ijer) ein attraktives spitzes k-
Gitterfachersystem. Wir wollen zu (N, S) einen torischen k-Raum (Xs, T, o) kon-
struieren. Dazu setzen wir fiir 7,5 € I:

Xi = XZ und Xz = XE

it ij "

Nach Satz 3.5.15 sind (X;, Ty, 7 ;) und (X;j, Ty, (g ;) ) separierte torische k-Riume.
Mit Lemma 3.5.24 existieren offene Einbettungen

(kig,1d): (Xij, Ty z0y) — (Xiy T, (0,4))-
Da Y;; = ¥j; gilt, existieren Isomorphismen
(g, id): (X, Iy z0,0) — (Xji, Tvs 20,9))-
Da (¥;j)ijer ein k-Fachersystem ist, erhalten wir ¥;; N X, = ¥g; N Xg;. Mit der

obigen Gleichung, Folgerung 3.5.17 und ¢;; = id auf Tvz (g erhalten wir mit Fol-
gerung 1.5.12, dass die Bedingungen fiir Erinnerung 1.5.4 erfiillt sind. Somit ist

Xs = (UXi)/N

ein k-Raum. Weiter haben wir eine Wirkung px.: 7T x Xs — Xs, (¢,[z]) — [tz].
Die Wirkung ist wohldefiniert, da alle ¢;; auf Tz ;) die Identitdt sind. Fiir jedes
Y4 erhalten wir eine kanonische offene Ty-dquivariante Einbettung Xy, = X; —
Xs. Somit ist pyg ein wohldefinierter Morphismus. Jedes X;/ ~ ist ein torischer
attraktiver quasiaffiner k-Raum und es gilt ¢;; (x(o,i)) = Z(p,5)- Somit ist (Xs, T, o)
ein torischer k-Raum mit xo := [z )]

Lemma 3.6.2. Es sei (N,S) = (N, (i))i,jer) ein attraktives spitzes k-Gitterficher-
system. Fir zwei Fuflpunkte z(,;) € X; = Xy, und x5 € X; = Xy, gilt: Die
Punkte x5y und x(; ;) werden genau dann in Xs identifiziert, wenn [o,i] = [r, j]
gilt. Insbesondere ist xoy = [{0},1].

Beweis. Die Fuipunkte z(, ;) und z(; ;) werden genau dann in X identifiziert, wenn
T(,i) € Xij, T(rj) € Xji und o = 7 gilt. Es gilt genau dann z(, ;) € Xjj, z(7 j) € Xj;
und o = 7, wenn [0, 1] = [T, j] gilt.

Definition 3.6.3. Es sei (IV,S) ein attraktives spitzes k-Gitterfachersystem. Nach

Lemma 3.6.2 definiert jedes [0, 1] € Q(S) einen Punkt x, ;) in Xs. Wir nennen x, ;
den Fufpunkt zu [o,1].

Folgerung 3.6.4. Es seien (N,S) ein spitzes attraktives k-Gitterfichersystem und
A € A(T). Dann konvergiert \(t)zog in Xs genau dann, wenn X\ € 7 gilt mit [1,i] €
Q(S).

Beweis. Folgt aus Konstruktion 3.6.1 und Folgerung 3.5.3. U
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Lemma 3.6.5. Es sei (N,S) = (N, (i))i,jer) ein spitzes attraktives k-Gitterficher-

system. Dann gilt fir A\ N € AT)N U |E“| Es gibl genau dann Fortsetzungen
Az, und X, oy V0T Ay bzw. )\;[O’j] mit )\ 0 (0) = )\;[0 ](0), wenn A\, N € T mit

[7,i] = [, 4] € Q(S) gilt.

Beweis. Zur Implikation ,,=”: Mit Konstruktion 3.6.1 gilt )‘l“[o (0) = X;[O P (0) €
Xy, N Xy, = Xy, Somit existiert mit Folgerung 3.5.3 ein 7 € X;; mit A, N e T.
Wegen 7 € ¥;; gilt [r,4] = [r, j].

Zur Implikation ,,<=”": Aus A, X' € 7, wobei [1,i] = [r, j] € Q(S), folgt T € X;;. Somit
erhalten wir die Behauptung aus Folgerung 3.5.3 und Konstruktion 3.6.1. U
Folgerung 3.6.6. Es sei (N,S) ein attraktives spitzes k-Gitterfichersystem. Dann

haben wir eine Bijektion

Q(S) — {Bahnen von Xs}, [0,i] = Tz,
Insbesondere gilt [{0},1] — T ;. Es gilt dim(Tx(,;) = dim(Xs) —dim(7) fir jedes
[1,1] € Q(S).

Beweis. Folgt aus Folgerung 3.5.11 und Lemma 3.6.2. U
Lemma 3.6.7. Es sei (N,S) ein attraktives spitzes k-Gitterfachersystem. Dann gilt
fir [o,4],[7, 5] € Q(S):

Tx[o,i} - Tac[m'} == [7’, ]]#[U, Z]

Beweis. Zur Implikation ,,=”: Wir betrachten die quasiaffine offene Teilmenge X; :=
X5, € Xs von Xs. Dann ist Tz,; C X;. Da Xs \ X; abgeschlossen und Ty-

invariant ist, gilt x(; ; € X;. Nach Konstruktion 3.6.1 gilt z(; ; € X;; und somit ist
[1,1] = [7, j]. Mit Lemma 3.5.18 erhalten wir [r, j]x[o, .

Zur Implikation ,,<=”: Aus [7,j]<[o,i] erhalten wir [7,i] = [r,j] und 7<0. Nach
Lemma 3.5.18 gilt T'z(, ;) C Tx(T,i)Xi C X; = Xy,,. Somit gilt Tz, ;) C Tw[ ;. U

Folgerung 3.6.8. Es sei (N,S) ein altraktives spitzes k-Gitterfichersystem. Dann
gilt fir [1,i] € Q(S):

Vi = T2y = U Tapy & Xs
[pv.ﬂ €Sterng ([7—72})

Beweis. Folgt aus Lemma 3.6.7. O

Definition 3.6.9. Es seien (N, S) ein attraktives spitzes k-Gitterfachersystem und
[0,i] € Q(S). Mit X[, ; bezeichnen wir die torische quasiaffine offene Teilmenge von
Xs, in der Tz, ; die einzige abgeschlossene Bahn ist siehe Lemma 3.2.12.

Folgerung 3.6.10. Es sei (N,S) ein attraktives spitzes k-Gitterfichersystem. Dann
gilt fir [o,1] € Q(S):

Xog = U Tapy = U X

[.4]=[oi] [7,71=}[o1]

Beweis. Folgt aus Lemma 3.2.12 und Lemma 3.6.7. U
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Folgerung 3.6.11. FEs seien (N,S) ein attraktives spitzes k-Gitterfichersystem
und [o,i] € Q(S). Dann ist (X(s;), TN, T0) torisch isomorph zu (Xq, TN, zo), wo-
bei (Xo,Tn,x0) der zu (N, o) gehirige quasiaffine attraktive k-Raum ist.

Beweis. Folgt im Wesentlichen aus Folgerung 3.4.16 bzw. Folgerung 3.4.15. O

Konstruktion 3.6.12. Es sei (X, T, z¢) ein torischer k-Raum. Wir konstruieren zu
(X, T, xp) ein attraktives spitzes k-Gitterfichersystem (A(7T'),Sx). Es sei Xq,..., X,
die attraktive offene quasiaffine torische Uberdeckung von X aus Lemma 3.2.12. Die
offenen Teilmengen X; N X sind separierte torische k-Raume. Wir setzen

Yij = Xxnx;-
Es gilt ¥;; = Xj;. Nach Satz 3.5.15 sind alle ¥;; spitze k-Facher in Ag(T). Mit
Satz 3.4.9 sind |¥;| spitze k-Kegel in Ag(T). Folgerung 3.4.13 liefert ¥;; = Fix,).
Mit Lemma 3.4.6 erhalten wir X;;<3;;, 2J;;. Weiter gilt:
X; N Xj NnX,. C X,NXpg.
Somit liefert Folgerung 3.5.11, dass X;; N XX, gilt.

Lemma 3.6.13. Es sei (X,T,xzq) ein torischer k-Raum. Dann existiert ein Isomor-
phismus (1,0): (X, T,x0) = (Xsy, TNy, Z0)-

Beweis. Essei X1,..., X, die attraktive offene quasiaffine torische Uberdeckung von
X aus Lemma 3.2.12. Nach Konstruktion 3.6.12 ist Sx = (3;;); jer ein attraktives
spitzes k-Gitterfdchersystem und es gilt 3;; = ¥ x,nx;. Nach Konstruktion 3.6.1 ist
Xy, eine attraktive Uberdeckung von Xs, - Mit Satz 3.3.27 und Satz 3.4.9 sind alle
Verklebedaten auf natiirliche Weise isomorph. Somit existiert ein Isomorphismus
(L,D: (X,T,xo) — (XSX7TNT71'O)- O

Konstruktion 3.6.14. Es sei (F,f): (N,S) — (M,R) ein Morphismus von k-
Gitterfachersystemen. Wir konstruieren zu (F,f) einen Morphismus von torischen
k-Riaumen
(o), Perg): (Xs,Tn,x0) — (Yr,Tar, o).

Es sei § von der Gestalt S = (3;;); jer. Weiter seien i € I und o € %;; fest gewihlt.
Wir setzen [p, s] := f([o,i]). Also gilt F(o) C p und somit definiert F' mit Folge-
rung 3.6.11 einen Morphismus (¢(s,), P[si]): X[o,i] — Y]p,s] von quasiaffinen tori-
schen k-Riaumen. Nach Definition der Aquivalenzklasse ,,[ , ]” ist der Morphismus
(®[0i]» P[o,q)) unabhéngig von der Wahl von [p, s|]. Mit Bemerkung 2.4.27 (ii)(b) und
Folgerung 3.6.10 erhalten wir, dass fiir jedes [1, j] € Q(S) gilt:

(SD[O',Z'])‘X[O.J]IF\IX[T’]'] = (@[T,j])‘X[g’i]ﬂX[T’j]'
Somit kénnen wir die Morphismen (@51, P[o,;)) zu einem Morphismus (@), P(r,5))
zusammenkleben.

Lemma 3.6.15. Es sei (F,f): (N,S) — (M,R) ein Morphismus von attraktiven
spitzen k-Gitterfachersystemen. Dann gilt p(p5)(T5q) = Yyoa) fir jedes [o,i] €
Q(S).

Beweis. Wir betrachten den Morhpismus (¢(4,1), ¥[s,i]) : X[o,i] — Y]p,sjaus Konstruk-
tion 3.6.14, wobei [p, s] := ([0, 4]). Wegen F(c) C p erhalten wir, mit Lemma 3.3.25,
dass Ployi] (:C(o,i)) = Y(p,s) gilt. Somit ist P(F,) (:C[Uﬂ-]) = Ys([o,i])- ]
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Lemma 3.6.16 (Faserformel). Es sei (F,f): (N,S) — (M, R) ein Morphismus von
attraktiven spitzen k-Gitterfichersystemen. Dann gilt fir jeden FufSpunkt y, ,j € Yr:

—1 ~—1
PE) (y[p,s}) = U PF (Ty[p,s] )x[o,z‘} .
[ovi]ef=1([p,s])

Beweis. Zur Inklusion ,,C”: Es sei dazu x € <p(_F1 9 (Y[p,5]) gegeben. Mit Folgerung 3.6.6

ist z = twy, ;) fiir ein t € Ty und [0, ] € Q(S). Somit erhalten wir

eEn@) = Yps = PuEpt) o)
Nach Lemma 3.6.15 wissen wir, dass ¢ g (7[s,) ein Fupunkt ist. Wir erhalten

CFH (T(oi]) = Yp,s) WA O(p ) (E)Y[p,s)Yp,s)- Die Inklusion ,, 27 folgt sofort aus Lem-
ma 3.6.15. .

Folgerung 3.6.17. Es seien (N,S) und (M, R) attraktive spitze k-Gitterfichersy-
steme. Weiter sei (¢, 9): Xs — Yr ein Morphismus von torischen k-Rdumen. Dann
ist fiir jedes [0,1] € QS) das Bild ¢(v(,;) ein Fuffpunkt in Yr.

Beweis. Nach Lemma 3.2.14 und Folgerung 3.6.6 gilt ¢(X|, ;) C Y|, fiir ein [7,]] €
Q(R). Somit folgt die Behauptung aus Folgerung 3.6.11 und Lemma 3.3.22. O

Konstruktion 3.6.18. Esseien (IV,S) und (M, R) attraktive spitze k-Gitterfécher-
systeme. Weiter sei (¢, ): Xs — Y ein Morphismus von torischen k-Rdumen. Wir
wollen zu (¢, ) einen Morphismus (F,f): (N,S) — (M, R) von k-Gitterfachern
konstruieren, sodass (¢ (x5, P(r,j) = (¢, ) gilt . Nach Folgerung 3.6.17 existiert zu
jedem [o,4] € Q(S) ein [p, 5] € Q(R) mit p(z[54) = Y, Wir setzen ([0, 4]) := [p, s].

Mit Lemma 3.2.14 erhalten wir, dass p(X[q;) C Y], 4 gilt. Also ist

(X (o2 ?) KXo T, x0) — (Yips Tas Y0)
ein Morphismus von quasiaffinen torischen k-Réumen. Somit gilt F(o) C p. Mit
Folgerung 3.5.17 und ¢((,.4) = ¥, erhalten wir F(¢) C p. Folgerung 3.6.10 liefert,
dass f([7, j])<f([o,1]) gilt fiir jedes [, j|x[o,i]. Somit ist (F,f) ein Morphismus von
k-Gitterfiachern. Mit Lemma 3.6.15 erhalten wir (¢ g5, 9(r5) = (0, P)-

Satz 3.6.19. Der folgende Funktor ist volltreu und wesentlich surjektiv.
G- Kategorie der spitzen . Kategorie der
’ attraktiven k-Gitterfichersysteme torischen k-Rdume
(N? S) = (XS, TNa 'IO)

(Fa f) = (SD(F,f)’ &(F,f))
Beweis. Mit Konstruktion 3.6.1 und Konstruktion 3.6.14 ist die Zuordnung G wohl-

definiert. Offensichtlich ist G ein Funktor ist. Konstruktion 3.6.18 liefert, dass G
volltreu ist. Nach Lemma 3.6.13 ist der Funktor G wesentlich surjektiv. O

Folgerung 3.6.20. Es sei (N,S) ein spitzes attraktives k-Gitterfichersystem. Ist S
1-voll, so ist Xgs lokal 1-voll.

Beweis. Es sei & = (25)i,jer- Nach Definition ist 3;; 1-voll. Somit folgt die Behaup-
tung aus Konstruktion 3.6.1 und Folgerung 3.5.30. U
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Lemma 3.6.21. Es seien (N, R := (Ag)sier) und (N,S := (34j)ijer) attrakti-
ve spitze k-Gitterfachersysteme mit R T S. Dann existiert eine torische Einbettung
(k,id): (YR, TN, x0) — (Xs, TN, x0) mat

K(YR) = U TNx[T,i]-
[1,1] € Q(S)
mit T = p fiir [p, s] € QR)

Beweis. Nach Definition existiert eine injektive Abbildung ¢: L — I, sodass fiir alle
s,l € L folgende Aussagen gelten:

(1) Es gilt Ags E EL(S)L(S)' )
(ii) Fiir jedes 7 € ¥,(4),(;) mit 7€ Ags gilt TN Al € Ay

Wir kénnen annehmen, dass L C I gilt. Nach Bemerkung 2.3.33 gilt Ay T X fiir al-
le 5,1 € L. Lemma 3.5.23 liefert eine torische Einbettungen (rg,id): (Ya_,,T,y0) —
(Xs,,, T, o). Fiir s,l € L C I setzen wir Yy := Ya_, und fiir 7, j € I setzen wir
Xij = Xy, Nach Lemma 3.5.24 konnen wir annehmen, dass X;; eine offene Teil-
menge von X;; und Yy eine offene Teilmenge von Yy, ist. Fiir alle s,1 € L existieren
Isomorphismen (¢g,id): (Y, T,y0) — (Yis, T, yo). bzw. fiir alle 4,j € I existieren
Isomorphismen ((p;j,id): (X5, T,z0) — (Xji, T, o). Nach Konstruktion 3.6.1 gilt

XS = (U X“) / NSO;J' und Y'R, = (U ES) / ~pg
Wir haben somit folgendes Diagramm:

Py
Xss 2 Xog — X5 c Xy

KRss T HslT T"’WS T"Qll

Yos 2 Ya T Y, c Yy

Da alle X bzw. Yy separiert sind und kg, @5 bzw. ¢, auf Tz die Identitét sind,
erhalten wir mit Folgerung 1.5.12, dass das innere Diagramm kommutiert. Es ist
noch zu zeigen, dass gilt :

ﬁss(ytss) N Xsl - "fsl(Y; )

Da X5 separiert ist und kg und kgs auf T die Identitét sind, gilt rss(Yy) =
rsi(Ysr). Es reicht zu zeigen, dass fiir jedes p € Ay mit k(y,) € Xg stets w(y,) €
rkss(Ysr) gilt. Dazu sei ein p € Ay mit k(y,) € Xy gegeben. Aus k(y,) € Xg
folgt mit Lemma 3.5.23 und Folgerung 3.5.11, dass p € isl gilt. Also existiert ein

k-Kegel 7 € ¥y mit 7 = p € A,s. Nach Voraussetzung ist 7 N |Ags| € Ag. So-
mit folgt mit Lemma 3.5.23 und Folgerung 3.5.11, dass k(y,) € kss(Ye) gilt. Also
sind die Verklebedaten vertréglich und wir erhalten somit eine torische Einbettung
(k,id): (Yr,Tn,x0) — (Xs,TN,x0). Mit Lemma 3.5.23, Lemma 3.6.5 und Folge-
rung 3.6.6 erhalten wir

E(YR) = U TN$[771'} .

[1,1] € Q(S)
mit 7 = p fiir [p, s] € Q(R)
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Folgerung 3.6.22. Es sei (N,S) ein spitzes attraktives k-Fdichersystem, sodass der
Abschluss (N,S") aus Konstruktion 2.3.34 existiert. Dann existiert eine torische
Einbettung (k,id): (Xs,Tn,z0) — (Xs,Tn,x0).

Beweis. Aus Konstruktion 2.3.34 folgt, dass S’ ein attraktives spitzes k-Fichersy-
stem ist. Nach Konstruktion 2.3.34 gilt S £ &’. Somit folgt die Behauptung aus
Lemma 3.6.21. ]

Lemma 3.6.23. Es seien (N, R := (Ag)sier) und (N, S = (5;j)ijer) attraktive
spitze k-Gitterfdachersysteme mit R<LS. Dann existiert eine offene torische Einbet-
tung (k,id): (Yr,Tn,x0) — (Xs, TN, zo) mit

H(YR) = U TNx[T,s}-
[1,5]€Q(R)

Beweis. Nach Definition existiert eine injektive Abbildung ¢: L — I, sodass fiir alle
s,l € L folgende Aussagen gilten:

(1) Es gllt AS(S#EL(S)L(S).
(11) Es ist EL(S)L(l) NAg = Ay

Wir kénnen annehmen, dass L C [ gilt. Nach Bemerkung 2.4.34 gilt Ag<Xg fir
alle 5,1 € L. Lemma 3.5.24 liefert eine torische Einbettung (rg,1d): (Ya,,,T,%0) —
(Xx,,,T,xg). Fur s,l € L C I setzen wir Yy := Ya_, und fiir ¢,j € I setzen wir
Xij = Xy,;. Nach Lemma 3.5.24 kénnen wir annehmen, dass X;; eine offene Teil-
menge von X;; und Y eine offene Teilmenge von Yy, ist. Fiir alle s,1 € L existieren
Isomorphismen (¢g,id): (Y, T,y0) — (Yis, T, yo). und fiir alle i,j € I existieren
Isomorphismen ((p;j,id): (X5, T,z0) — (Xji, T, o). Nach Konstruktion 3.6.1 gilt

Xg = (U X) [~y wd Yp o = (U Y> [~
Wir haben somit folgendes Diagramm:

Py
Xss 2 Xg— X5 c Xy

KRss T HslT T“ls T"Qll

Yo 2 Yy T Yis - Yy
Da alle X bzw. Yy separiert sind und rg, @5 bzw. ¢, auf Tz die Identitét sind,
erhalten wir mit Folgerung 1.5.12, dass das innere Diagramm kommutiert. Es ist
noch zu zeigen, dass gilt:

Kss(yss) N Xg = ’{sl(yts )

Da X, separiert ist und kg und kgs auf T' die Identitét sind, gilt rgs(Yy) = £s1(Ysr)-
Es reicht zu zeigen, dass fiir jedes p € Ay mit k(y,) € Xg stets k(y,) € kos(Yer)
gilt. Dazu sei ein p € Ay mit k(y,) € Xg gegeben. Aus k(y,) € X folgt mit
Lemma 3.5.24 und Folgerung 3.5.11, dass p € isl gilt. Also existiert ein k-Kegel
T € g mit 7 = p. Da Agy<X gilt, erhalten wir 7 = p. Nach Voraussetzung gilt 7 €
Ys1 N Ags = Ag. Somit folgt mit Lemma 3.5.24 und Folgerung 3.5.11, dass x(y,) €
kss(Ys) gilt. Also sind die Verklebedaten vertréglich und wir erhalten somit eine
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offene torische Einbettung (k,id): (Yr,Tn,z0) — (Xs,Tn,xo). Mit Lemma 3.5.24,
Folgerung 3.6.6, Folgerung 3.6.5 und Bemerkung 2.4.34 erhalten wir

k(Yr) = U TNT (7 -
[1,5]€Q(R)
]

Lemma 3.6.24. Es sei (N,S) ein attraktives separiertes k-Gitterfichersystem. Dann
ist Xg ein separierter k-Raum.

Beweis. Es sei & = (¥;j)ijer. Nach Konstruktion 3.6.1 ist Xs ein k-Raum. Es
ist noch zu zeigen, dass Xg ein separierter k-Raum ist. Nach Satz 3.2.21 reicht es
zu zeigen, dass fiir jedes A € A(Ty) der Morphismus A, : K* — Xgs héochstens
eine Fortsetzung besitzt. Es seien v1,v9: K — Xs zwei Fortsetzungen von A;, mit
A € A(Tn). Nach Konstruktion 3.6.1 existieren 7,5 € I mit v1(0) € Xy, und 1»(0) €
Xy, Lemma 3.3.9 liefert A € [%;[ N [¥;5]. Da S separiert ist, gilt A € [2;;]. Also
erhalten wir mit Lemma 3.3.9 und Konstruktion 3.6.1, dass v1(0) = 12(0) € Xy, =
Xzii N ijj gilt. ]

Folgerung 3.6.25. Es sei (N,X) ein k-Gitterficher. Dann gilt Xy, = Xs,,.

Beweis. Folgt aus Konstruktion 3.5.1 und Konstruktion 3.6.1. O

Folgerung 3.6.26. Der folgende Funktor ist volltreu und wesentlich surjektiv.

Kategorie der spitzen attraktiven Kategorie der separierten
: . ; — .
separierten k-Gitterfichersysteme torischen k-Rdume

(N?S) — (XS,TN,,IO)
(F,§) = (oEp, )
Beweis. Satz 3.6.19 und Lemma 3.6.24 liefern, dass G ein wohldefinierter Funktor

ist. Nach Konstruktion 3.6.1 bzw. Folgerung 3.6.25 und Satz 3.5.15 ist G wesentlich
surjektiv. Satz 3.6.19 und Satz 3.5.15 liefern, dass G volltreu ist. O

Folgerung 3.6.27. Es sei (X,T,xg) ein torischer k-Raum. Fiir jedes [1,i] € Q(S)
gilt Ty, = Hyin(ryna(ry Weiter gilt dim(Ty, ) = dim(7) fir jedes [r,i] € Q(S).

Beweis. Folgt aus Konstruktion 3.6.1 und Lemma 3.5.27. O

Fiir den Satz 3.6.30 brauchen wir die nun folgende Erinnerung und Lemma 3.6.29.
Erinnerung 3.6.28. Es seien o}, o} zwei Kegel in V mit o] N oy £ o} Dann exi-
stieren 7{ <0 und T<0} mit 7; N7, # 0 und lin(7]) # lin(73).

Lemma 3.6.29. Es seien X' eine irreduzible Prévarietit und Y' eine irreduzible
Varietit. Weiter seien X C X' sowie Y T Y’ und ¢: X — Y ein Isomorphismus.
Dann existiert eine offene Menge U' C X' und ein Morphismus ¢ : U — Y’ mit
X CU, go"X = ¢ und fiir alle x € U’ gilt

dim (¢ (¢'(2)) = o
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Beweis. Es seien X/,..., X, eine affine offene Uberdeckung von X’ und Y{,...,Y;
eine affine offene Uberdeckung von Y’. Dann ist X1,..., X, eine quasiaffine offene
Uberdeckung von X bzw. Yi,...,Y, eine quasiaffine offene Uberdeckung von Y,
wobei X; := X/NX und Yj := Yj’ NY. Wir setzen

Xy = Xin e NY) und Yii = (X;) NnY;
Da ¢ ein Isomorphismus ist, ist X;; offen in X und Yj; offen in Y. Insbesondere
haben wir Isomorphismen ¢;; = ¢|x,;: Xij — Y. AuBlerdem ist X;; dicht und
konstruierbar in X, und Yj; dicht und konstruierbar in Yj’ . Es gilt:
x = | xy
i7j

Nach Satz 1.2.11 existieren offene Mengen X;; C Ui’j C X/ sowie Y;; C VZ’j - Yj’ und
ein Isomorphismus ¢}, : Uj; — V), mit (¢};)x,; = wij. Wir setzen

U/ — U UZ/j und SDI: U/ — Y/, X — SD;](IE), falls z S UZ/j
2¥]

Die Menge U’ ist eine offene Menge in X' mit X C U’. Da (¢};)x,, = ¢|x,; &ilt,
erhalten wir mit Folgerung 1.5.12, dass ¢’ ein wohldefinierter Morphismus ist. Ins-
besondere ist ¢’ eine Fortsetzung von ¢. Da cp‘/ vy, = ¢;; gilt und ¢}, Isomorphismen
sind, erhalten wir fiir jedes x € U":

dim (¢~ (@) = dim (| (5" (@) = o
]

Satz 3.6.30. Es sei (N,S) ein spitzes attraktives separiertes k-Fichersystem, so-
dass der Abschluss (N,S') aus Konstruktion 2.3.34 existiert. Dann sind folgende
Aussagen dquivalent:

(i) Der torische k-Raum Xg ist einbettbar in eine Varietdt.
(ii) Das Fichersystem S’ ist separiert.

Beweis. Die Implikation ,,(ii)=(i)” folgt aus Lemma 3.6.21 und Lemma 3.6.24.

Zur Implikation ,,(i)=(ii)": Es sei S = (X;)i jer. Weiter seien o1,..., 0, k-Kegel
in Ng mit ¥;; = F,,. Es seien o) die Abschliisse von ;. Nach Konstruktion 2.3.34
gilt 8" = (X};)i,jer mit X, = For. Mit Konstruktion 2.3.34 gilt ¥, =X NY und
2 E E;j fiir alle 7,7 € I. Weiter setzen wir T := Ty und X = Xg.

Annahme: Es gibt eine Varietit Y’ und ein Einbettung ¢: X — Y’ und &’ ist
nicht separiert.

Wir kénnen annehmen, dass ¢(X) dicht in Y liegt. Somit ist Y’ irreduzibel. Mit
Lemma 3.6.21 erhalten wir, dass X C Xg gilt. Ist S’ nicht separiert so existieren
dass i,7 € I mit |X};| € |[2,[ N [E];]. Aus 2 = F, folgt, dass

/ / / / / /
o; N oy £ o oder o; Noy £ o

gilt. Wir kénnen annehmen, dass o} N0’ £ o} gilt. Nach Erinnerung 3.6.28 existieren
Seiten 71 <0} und 750’ mit 74 N 75 # 0 und lin(7]) # lin(73). Aus Lemma 3.6.2 und
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lin(7{) # lin(ry) folgt, dass @ ;) # @[ 5 gilt. Folgerung 3.6.27 liefert weiter
T, = Tx[T{’” %+ Tx[ré,j] = T
Wir kénnen annehmen, dass T’ ¢ T’ gilt. Nach Lemma 3.6.29 existiert eine offene
Menge X C U’ C Xg und ein Morphismus ¢': U" — Y’ mit ap"X = o und fiir alle
x € U’ gilt dim(¢'~1(¢'(z)) = 0. Wir betrachten weiter die Mengen
A = {teT; tayy €U} und Ay = {teT; tay €U}

Esist Xg/\U’ abgeschlossen in Xg/. Mit Tl 4] = Tigyi] € X C U’ und Folgerung 3.6.8
erhalten wir Tz( MU’ # (. Analog erhalten wir Tz, ;NU’ # 0. Somit gilt Ay # 0
und Ay # (). Da U’ offen in X’ ist, sind A; und As offen in 7. Da T irreduzibel ist,
folgt
A = A1 N Ay # 0.
Wir wihlen ein A € 7) N7, N N und betrachten fiir £ = 1,2 und jedes ¢ € A die
Morphismen
W K — Y/, S (pl(t)\(s).%'[07k}).

Nach Konstruktion von A und Folgerung 3.6.4 existieren zu 17 bzw. ;19 Fortset-

zungen 3y bzw. 115 auf K. Da 4401 und 99 auf Tz, {ibereinstimmen und Y eine
Varietét ist, erhalten wir fiir alle ¢ € A:

¢ (te,g) = wWi(0) = wWy(0) = ¢tz
Wir wihlen ein festes tg € A. Fir t' € Ty N T, # 0 gilt tot' € A und damit
insbesondere B := {977, N A # (). Da T irreduzibel und A offen in T ist, ist A dicht
in T". Somit ist B offen und dicht in ¢o7;. Da B dicht in 7T}, und 0 # toTy \toTTé
offen in ¢yT7, ist, folgt

C = Bn <t0TT{\t0TTé) # 0.

Insbesondere ist C' offen in tOTT{. Da (Xs/,T,xg) eine torische Privarietit ist, ist
T3, irreduzibel. Somit erhalten wir dim(C) = dim(7,) > 0, da 71 # {0}. Fiir jedes
te C gilt t = tot’ fiir ein t' € Tx[ e Wegen C C A erhalten wir fiir jedes t € C'

Ty

¢ ltapy ) = oty = ¢@(torp)
Somit gilt C' C Lp’*l(ap(tox[TM)) und dim(ap’*l(ap(tox[TM))) > (. Das ist ein Wider-
spruch zu dim(¢'~!(¢'(z)) = 0 fiir alle z € U’. O

Beispiel 3.6.31. Wir betrachten den separierten k-Raum (Y, T, 30) aus Beispiel 3.5.16.
Der zugehorige k-Facher Ay von Y ist

Ay = Fop UF,,.

Wir setzen o) := cone(ey, e2) und o), := cone(es, e1+e3). Dann besteht der Abschluss
S’ von Sa, nach Konstruktion 2.3.34 aus

ho o= Fols b = For und o = o= {{0}}

Da Al # |Al]N|AL,| gilt, ist 8" nicht separiert. Somit ist Y nach Satz 3.6.30 ein
separierter k-Raum, der sich nicht in eine Varietét einbetten ldsst. In Abbildung 20
sieht man ein mogliches Schaubild des Triiger Ay der Kegel o} und o
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ov,
Ay o

TV,

ABBILDUNG 20

Bemerkung 3.6.32. Beispiel 3.6.31 zeigt, dass die Kategorie der dc-subset eine
echte Unterkategorie der separierten k-Raume ist.
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3.7. Torische H-RAume und deren torische Quotienten.

Wir zeigen mit Hilfe des Algorithmus k-Quot, dass zu jedem separierten torischen
H-Raum ein kategorischer Quotient in der Kategorie der separierten torischen k-
Rédume existiert.

Definition 3.7.1 (Kategorie der torischen H-Ré&ume).

(i) Ein torischer H-Raum ist ein torischer k-Raum (X, T', z¢) mit einer Wirkung
eines Torus H, die durch einen Morphismus H x X — X, (h,x) — hxzx
von k-Réumen gegeben ist, sodass die Wirkung von 7' mit der Wirkung von
H kommutiert.

(ii) Ein Morphismus von torischen H-Réumen (X, Tx,zo) bzw. (Y, Ty, o) ist
ein torischer Morphismus (¢, @): (X, Tx,x0) — (Y,Ty,yo) der H—&quiva-
riant ist.

(iii) Ein torischer Morphismus (¢, 9): (X, Tx,z¢) — (Y, Ty, yo) heilt H-invariant,
falls ¢ ein H-invarianter Morphismus ist.

Lemma 3.7.2. Es sei (X,T,x) ein torischer H-Raum. Dann ezistiert ein Mor-
phismus v¥: H — T von Tori, sodass h*x = (h) -z gilt.

Beweis. Da H und T kommutieren, permutiert die Wirkung H die T-Bahnen. Somit
ist die T'r¢g Bahn H-invariant, da sie die maximale Bahn in X ist. Da pg,: 7' — T,
t — txo eine offene Einbettung ist, existiert zu jedem h € H ein ¢(h) € T mit
h % xy = ¥(h)xg. Da u,, eine offene Einbettung ist, ist die Abbildung ¢: H — T,
h +— 1 (h) ein Morphismus. O

Vereinbarung 3.7.3. Mit Lemma 3.7.2 kénnen wir H als Untertorus von T auf-
fassen.

Bemerkung 3.7.4. Essei (X, T, z¢) ein torischer H-Raum. Dann ist jede Teilmenge
Y C X die T-invariant ist, auch H-invariant.

Folgerung 3.7.5. Es sei (X,T,xq) ein torischer H-Raum. Dann ist Ly ein primi-
tives Untergitter von A(T).

Beweis. Folgt aus Erinnerung 3.5.25. U

Lemma 3.7.6. Es sei (X,T,x0) ein torischer k-Raum und (X', T,x¢) der affine
torische Abschluss von (X,T,xo). Der torische k-Raum (X,T,xo) ist genau dann
ein H-Raum, wenn (X', T, xq) eine H-Varietdit ist.

Beweis. Nach Satz 3.2.28 kénnen wir annehmen, dass X C 7X’ gilt. Somit ist nur
zur Implikation ,,=” etwas zu zeigen. Nach Vereinbarung 3.7.3 kénnen wir anneh-
men, dass H ein Untertorus von 7' ist. Somit ist (X', T, x) eine H-Varietiit. O

Erinnerung 3.7.7. Es seien (X', T, z() ein Gitterficher und L ein primitives Un-
tergitter von A(T). Dann ist (X', T, x¢) eine torische H-Varietiit.

Lemma 3.7.8. Es seien (X, T,xq) ein torischer k-Raum und L ein primitives Un-
tergitter von A(T'). Dann ist (X,T,xg) ein torischer Hp-Raum.
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Beweis. Es geniigt den Fall zu betrachten, dass (X,T,zg) ein quasiaffiner tori-
scher k-Raum ist. Dazu sei (X', T, zo) der affine torische Abschluss von (X, T, x¢).
Mit Satz 3.2.28 kénnen wir annehmen, dass X T X’ gilt. Nach Erinnerung 3.7.7
ist (X', T,xz0) eine torische Hp-Varietit. Somit ist nach Bemerkung 3.7.4 die T-
invariante Menge X auch Hp-invariant. Also ist (X, T, x¢) ein Hy-Raum. O

Erinnerung 3.7.9. Esseien (X', T'x, z9) eine H-Varietéit und (p, 9): (X', Tx,zo) —
(Y, Ty, yo) ein torischer Morphismus. Der Morphismus ¢ ist genau dann H-invariant,
wenn Ly C kern(g,) gilt.

Lemma 3.7.10. Es sei (X,Tx,xo) ein H-Raum. Weiter sei (¢, 9): (X, Tx,x) —
(Y, Ty, yo) ein torischer Morphismus. Der Morphismus ¢ ist genau dann H -invariant,
wenn Ly C kern(p,) gilt.

Beweis. Mit Lemma 3.2.12 und Lemma 3.2.14 geniigt es den Fall zu betrachten, dass
(X,Tx,x0) und (Y, Ty, yo) quasiaffine torische k-Riume sind. Es seien (X', Tx,zq)
und (Y', Ty, yp) die affinen torischen Abschliisse von (X, Tx,zo) bzw. (Y, Ty, yp).
Mit Satz 3.2.28 kénnen wir annehmen, dass X C o, X’ und Y C 1, Y’ gilt. Nach
Lemma 3.7.6 ist (X', Tx,xg) eine H-Varietit. Mit Lemma 3.2.30 existiert ein tori-
scher Morphismus (¢'@): (X', Tx,x0) — (Y, Ty, y0) mit go"X = . Somit folgt die
Behauptung aus Erinnerung 3.7.9. O

Die Definition 3.7.11 wurde in [2, Definition 1.2] fiir torische H-Varietidten ein-
gefiihrt.

Definition 3.7.11. Es sei (X,Tx,zo) ein separierter torischer H-Raum. Ein H-
invarianter Morphismus (7, 7): (X, Tx,z9) — (Y,Ty,yo) von separierten torischen
H-Raumen heift torischer konstruierbaren Quotient (torischen k-Quotient), falls es
fiir jeden torischen H-invarianten Morphismus (¢, 9): (X, Tx,xo) — (Z,Tz,2y) von
separierten torischen k-R&umen einen Morphismus (), 1;) (Y, Ty ,y0) — (Z,T7,20)
gibt, sodass das Diagramm

(X, Tx, o) (%) (Z,Tz, 20)
(Y7 TY7 yO)

kommutiert. Durch T" und z( ist der Morphismus (w,zz) und damit insbesonde-
re auch (Y,Ty,yo) eindeutig bestimmt. Wir nennen auch (Y, Ty, yo) den torischen
k-Quotient von (X, Tx,xo) beziiglich H. Wir schreiben fiir Y auch X/, H.

Bemerkung 3.7.12. In [2] wurde bewiesen, dass jede torische H-Varietét gezeigt
einen torische Quotient besitzt sieche [2, Theorem 1.4].

Vereinbarung 3.7.13. Da wir im Verlauf der Arbeit nur noch torischen k-Quotient
betrachten, nennen wir sie torische Quotient, wenn es der Kontext zulésst.

Lemma 3.7.14. Es sei (X,T,xg) ein separierter torischer H-Raum. Dann sind
dquivalent:

(i) Der torische Quotient X/iorH von (X, T, xq) existiert.
(ii) Der k-Quotientenficher von (A(T'),Xx) beziiglich Ly in der Kategorie der
k-Ficher existiert.
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Beweis. Nach Lemma 3.7.10 ist ein Morpismus (, 9): (X,T,x0) — (Z,Tz, z0) ge-
nau dann H-invariant, wenn Ly C kern(v,) gilt. Somit folgt die Behauptung aus
Satz 3.5.15 und Definition 2.7.7 sowie Definition 3.7.11 0

Satz 3.7.15. Jeder separierte torische H-Raum (X,T,xo) besitzt einen torischen
Quotienten (m,7): (X, T,z0) — (X/tor H, TX/WH,Z/O)-

Beweis. Nach Satz 2.7.23 besitzt (A(T'), X x) einen k-Quotientenfiicher in der Kate-
gorie der k-Fécher. Somit folgt die Behauptung aus Lemma 3.7.14. O

Bemerkung 3.7.16. Es sei (X, T, z) ein torischer H-Raum, wobei Xx 1-voll ist.
Dann ist der torische Quotiet von (X, T, xo) mit Bemerkung 2.7.15 ebenfalls 1-voll.

Beispiel 3.7.17. Um den kategorischen Quotienten eines torischen H-Raumes zu
bestimmen, muss geht man wie im Beweis von Satz 2.7.23 vor. Wir werden dies
anhand eines Beispiels tun, welches in [3] vorgestellt worden ist. Dazu betrachten
wir die quasiaffine Varietit X := C?x (C*)2U(C*)? x C2. Dann ist X mit 7 := (C*)*
und z := (1,1,1, 1) eine quasiaffine torische Varietit. Auf X betrachten wir die C*-
Wirkung, welche durch tz := (txq,txs,x3,t 'z4) gegeben ist. Der Ficher Y x hat
genau zwei maximale Kegel o1 := cone(ey, e2) und oy := cone(es, e4). Wir betrachten
zu C* das zugehorige Untergitter Lo« und den Morphismus P: Z* — 7Z4/Le« = 73,
welcher durch P(e;) = e1, P(e2) = ez, P(e3) = e3 und P(eq) = e + ey gegeben
ist. Es gilt P(o1) = cone(er,ez) =: 71 und P(o3) = cone(e; + ez, e3) =: 12. In
Abbildung 21 sieht man ein mogliches Schaubild von 7 und 75:

T1

T2

ABBILDUNG 21
Im Beweis von Satz 2.7.23 wird der Algorithmus k-Quot auf das System von k-
Kegeln &1 = {11, 72} angewandt. Es ist 71N72 = cone(e;+e3) =: p. Es gilt p<x79, aber

p 2 71. Der Algorithmus k-Quot bildet somit o := |k-hull(oq, 02)|, setzt Sq := {0}
und stoppt. In Abbildung 22 sieht man ein mogliches Schaubild von o:

ABBILDUNG 22

Somit gilt o = cone(e3) U cone(ey, ex) U ', wobei o’ := cone(ey, €2, e3) und damit
Yo = CO\({0} xC"x {0} U C*x {0} x{0}) E C° = Y.
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Da der Algorithmus k-Quot stoppt und o spitz ist, folgt mit Satz 2.7.23 bzw.
Lemma 3.7.14, dass Y, der kategorische Quotient der torischen C*-Varietit (X, T, xq)
in der Kategorie der separierten k-Rédume ist. Der Morphismus 7: X — Y, wird wie
folgt bestimmt: Der Gittermorphismus P liefert einen Morphismus P: (A(T),Xx) —
(Z3,F,). Somit ist der Morphismus 7 gegeben durch

X = Y, (71,22, 23,74) +— (2174, T2T4,T3).



135
4. QUOTIENTEN IN DER KATEGORIE DER SEPARIERTEN K-RAUME
4.1. Universelle Separierung.

Fiir eine torische H-Varietit (X', T,xo) wollen wir Kriterien fiir die Existenz ei-
nes kategorischen Quotienten in der Kategorie der separierten k-Raume angeben.
Satz 3.7.15 liefert den torischen Quotienten. Ein moglicher Kandidat fiir einen kate-
gorischen Quotienten ist der torische Quotient zu X’. Die Frage, ob dieser Kandidat
der kategorische Quotient in der Kategorie der separierten k-Raumen ist, ist dqui-
valent zu der Frage ob der Algorithmus k-Quot eine universelle Separierug liefert.
Deshalb werden wir uns in diesem Abschnitt mit der universellen Separierung fiir
eines k-Raums befassen.

Definition 4.1.1. Ein Morphismus 7: X — Y von k-Raumen heift universelle
Separierung fir den k-Raum X, falls Y separiert ist und fiir jeden Morphismus
¢: X — Z von k-Réumen, wobei Z separiert ist, genau ein Morphismus ¢: Y — Z
existiert mit o = g o .

Bemerkung 4.1.2. Es sei X ein k-Raum. Dann gilt:

(i) Existiert zu X eine universelle Separierung 7: X — Y, so ist Y bis auf
Isomorphie eindeutig.
(ii) Ist X separiert, dann ist id: X — X die universelle Separierung zu X.

Vereinbarung 4.1.3. Es seien (X3, 7, z() und (X9, T, %) torische k-Rdume. Um
die Notation einfach zu halten, schreiben wir xo := x( bzw. zo := Zo, wenn es der
Kontext zulésst. Es seien Z ein k-Raum und ¢;: X; — Z Morphismen. Fiir ¢, (tz() =
o (txg) schreiben wir ¢ (tzg) = 2 (txg). Es sei (m,id): (X1, T, z() — (X2, T, Tp) ein
Morphismus. Dann gilt 7(tzy) = too. Wir schreiben dafiir auch 77, = id.

Folgerung 4.1.4. Es sei (N,S) ein attraktives spitzes k-Gitterfiachersystem mit S =
(Xij)ijer und Z ein separierter k-Raum. Weiter seien fir jedes i € I Morphismen
i: Xy, — Z gegeben. Gilt p;(txog) = @j(txo) fir allet € Ty, so existiert genau ein
Morphismus p: Xs — Z mit P|Xs, = Pi-

Beweis. Wir setzen X; := Xy, C Xs. Es ist zu zeigen, dass (¢:)|x,nx; = (¥))x,nx;
gilt. Da ¢;(txg) = @j(txo) gilt, stimmen ¢; und ¢; auf einer offenen Menge von
X; N Xj iiberein. Mit Folgerung 1.5.12 erhalten wir (¢:)x;nx; = (¥5)|x,nx;- O

Definition 4.1.5. Es seien N ein Gitter und o1, 02 zwei k-Kegel in Ng. Die k-Kegel
o1 und oy bilden ein striktes Paar, falls hull(c} U o}) ein spitzer Kegel ist, wobei o
sowie o} die jeweiligen Abschliisse von o1 bzw. o9 sind.

Bemerkung 4.1.6. Es sei 01, 03 ein striktes Paar.

(i) Die k-Kegel o1 und oy sind spitz.
(ii) Ist |k-hull(oy, 09)| ein k-Kegel, dann ist |k-hull(oy, 02)| spitz.

Konstruktion 4.1.7. Essei (N, S = (3;;); jer) ein attraktives spitzes k-Gitterfacher-
system, das heifit, zu jedem i € I existiert ein o; mit 3;; = F,,. Wir setzen A;; := Xy
und Agj = {7; 7€ Ay, Aj;}. Dann ist R := (A4j)ijer ein maximal verklebtes k-
Féchersystem. Wir nennen R das mazimale k-Fichersystem zu S. Es sei Z ein se-
parierter k-Raum. Fiir jeden Morphismus ¢: Xg — Z existiert nach Folgerung 4.1.4
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genau ein Morphismus ¢': Y — Z mit ¢'(txg) = ¢(txg) fiir alle ¢ € T. Analog
existiert fiir jeden Morphismus 1: Yg — Z genau ein Morphismus 1': Xg — Z mit
P(tzg) = ' (txg) fiir alle t € T.

Bemerkung 4.1.8. Es sei (IV,S) ein spitzes attraktives k-Gitterfichersystem und
R das maximale k-Féachersystem zu §. Nach Konstruktion 4.1.7 besitzt Xg genau
dann eine universelle Separierung, wenn Y eine universelle Separierung besitzt.

Konstruktion 4.1.9. Es seien N ein Gitter und S = (0;);es eine Familie von spitzen
k-Kegeln in Ng. Wir setzen ¥;; := Fy, und ;5 := 3j; := {7; 7 € ¥;;,%;;}. Dann ist
Ss = (Xij)ijer ein attraktives spitzes k-Féchersystem. Wir schreiben Xg := Xg,.
Mit Konstruktion 3.6.1 gilt:

Xs = |J X0/~

Ist R C S eine Teilmenge von S, dann gilt Sp<Sg. Somit liefert Lemma 3.6.23, dass
der torische k-Raum Xg ein offener T-invariante Unterraum von Xg ist.

Begriindung. Es lediglich Folgendes zu zeigen: Falls R C S eine Teilmenge von S ist,
dann gilt Sp=<Ss. Dazu sei R = (0;)icr, mit L C I gegeben. Dann gilt F, <F,, fiir
alle 7 € L. Damit gilt auch ¥;; N ¥X; = X;; fiir alle 7,5 € L. O

Bemerkung 4.1.10. Essei (N, S) ein spitzes attraktives k-Fichersystem und (N, &)
das zu S gehorige System von k-Kegeln. Weiter sei Z ein separierter k-Raum. Fiir je-
den Morphismus ¢: Xg — Z existiert nach Folgerung 4.1.4 und Konstruktion 4.1.9
genau ein Morphismus ¢': Ys — Z mit ¢'(txg) = ¢(txg) fiir alle t € T. Da es
fiir jedes ¢ € I ein 0 € & gibt mit |X;| C o, existiert mit Folgerung 4.1.4 und
Konstruktion 3.6.1 fiir jeden Morphismus ¢: Yg — Z ein Morphismus ¢': Xg — Z
mit P(tzg) = ¢’ (txo) fiir alle t € T. Somit besitzt Xs genau dann eine universelle
Separierung, wenn Yg eine universelle Separierung besitzt.

Konstruktion 4.1.11. Es seien N ein Gitter und o1, 09 ein striktes Paar in Ng,
wobei o := |k-hull(oy, 02)| ein k-Kegel ist. Wir wollen auf kanonische Weise einen
surjektiven Morphismus

(ﬂ(al,ag)aid): (X(Jl,ag)a Ty, .%'0) - (X<77 TN, 1’0)

konstruieren. Dazu setzen wir § := S(4, o,) und R := Sg,. Mit Lemma 2.6.7 erhalten
wir, dass 01 U oy C o gilt. Nach Lemma 2.1.31 existiert zu jedem 7 <01 genau ein
p1=<o mit 71 C p; und 71 C p;. Analog existiert zu jedem To<09 genau ein po<o mit
T2 C py und 7o C p,. Dies induziert eine natiirliche Zuordnung f: Q(S) — Q(R).
Insbesondere ist Bedingung 2.4.27 (ii) (a) erfullt. Es seien [d,1], [r,j] € Q(S) mit
[0,7]=<[T, j] gegeben. Nach Definition von f, gibt es p1, po<o mit 5 C pp und § C py
sowie 7 C py und 7 C po. Aus [4,i|x][r,j] folgt 5 C 7. Also gilt p1 Np2 # 0.
Lemma 2.2.11 liefert p;=<p2. Da F, ein k-Ficher ist, gilt [p1, s|x[p2,!]. Somit ist
Bedingung 2.4.27 (ii) (b) ebenfalls erfiillt und wir erhalten einen Morphismus

(id,1): (N, 8) = (N, R).
Satz 3.6.19 liefert einen Morphismus (75, ,),1d): (X () 05): TN> T0) = (Xo, T, Zo)-

Nach Definition der k-Hiille gibt es zu jedem p € F, ein 707 mit 71 N p # () oder
ein To<o mit 79 N p # 0. Lemma 2.1.30 liefert somit, dass es zu jedem p € F, ein
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7101 gibt mit 71 C pund 7y C p oder ein To<09 gibt mit 79 C p und 7 C p. Somit
ist (74, ,04),1d) surjektiv. Mit Bemerkung 3.4.11 und Folgerung 3.6.25 erhalten wir

(XoaTN,‘TO) = (X]:gaTN,‘TO) = (X'RaTN,'TO)'

Somit haben wir einen surjektiven Morphismus (7 (4, 5,),id): (X(g, 6y), TN; To) —
(X, T, w0). Fr (T(gy 00),1d) : (X () ,00), TN; To) — (Xo, TN, o) schreiben wir

77(01,02): X(01702) — Xo.

Konstruktion 4.1.12. Es seien N ein Gitter und S = (0;)ies eine Familie von
spitzen k-Kegeln in Ng. Weiter seien 01,09 € S und 7101 sowie o<y gegeben.
Wir setzen R := (11,72). Nun wollen wir einen kanonischen Morphismus

(k,id): (YR, Tn,y0) — (Xs,TN,x0)

konstruieren. Es sei d<7s gegeben fiir s = 1,2. Lemma 2.1.18 liefert, dass d<o gilt.
Somit haben wir eine kanonische Zuordnung f: Q(R) — Q(S), [, s] — [, s] Nach
Konstruktion von f ist Bedingung 2.4.27 (ii) (a) erfillt. Es seien [d1, 1], [02,2] € Q(R)
mit [d1,1]<[d2,2] gegeben. Es ist zu zeigen, dass 0101, 09 gilt. Aus [0, 1]x[d2, 2]
folgt 0171, 2. Lemma 2.1.18 liefert 6;<01,09. Somit ist Bedingung 2.4.27 (ii) (b)
erfiillt. Satz 3.6.19 liefert einen Morphismus (k,id): (Yr, Tn,v0) — (Xs, TN, o).

Lemma 4.1.13. Es seien N ein Gitter und S = (0;)icr eine Familie von spitzen
k-Kegeln in Ng. Weiter seien 01,09 € S und 1101, wobei 11,09 ein striktes Paar
und o := |k-hull(7y, 02)| ein k-Kegel ist. Wir setzen R := (S\{o2})U{c}. Weiter sei
T(r,00): X(r,00) — X5 die universelle Separierung von X, ,,y. Dann existiert zu
jedem Morphismus ¢: Xg — Z von k-Rdumen mit separiertem Z ein Morphismus
©: Yr — Z mit p(txg) = @(txg) fiir alle t € T := Ty. Insbesondere ist ¢ eindeutig
bestimmt.

Beweis. Es sei p: Xs — Z ein Morphismus von k-Rdumen mit separiertem Z gege-
ben. Fiir jedes 0 € R mit ¢ # o gilt o € S. Somit existiert nach Konstruktion 4.1.9
zu jedem o € R mit o0 # ¢ ein Morphismus ¢,: X, — Z mit ¢, (tzg) = @(txg).
Weiter existiert nach Konstruktion 4.1.12 ein Morphismus ¢1: X(;, 5,) — Z mit
o(tzg) = p1(two). Da mr 5y) 0 X(r,00) — Xz die universelle Separierung ist, exi-
stiert ein Morphismus ¢5: Xz — Z mit 1 = 95 07(7, 4,). Nach Konstruktion 4.1.11
gilt @1(two) = ©5(two). Es gilt (9p, )12y = (Ppa)iTa, flir alle p1, p2 € R. Mit Folge-
rung 4.1.4 erhalten wir einen Morphismus ¢: Yr — Z mit ¢(txg) = @(tzo) fiir alle
tefT. O

Lemma 4.1.14. Es seien N ein Gitter und S = (0;);e;r eine Familie von k-Kegeln
in Ng. Weiter seien 01,09 € S und 1101, wobei 71,09 ein striktes Paar und o :=
|k-hull(7y, 02)| ein k-Kegel ist. Wir setzen R:= (S\{o €S; 0 Ca})U{c}. Weiter
S€L (1) 00)" X(r,00) — Xg die universelle Separierung von X(;, 5,). Dann existiert
zu jedem Morphismus p: Xg — Z von k-Rdumen mit separiertem Z ein Morphismus
©: Yr — Z mit p(txg) = @(tzg) fir allet € T := Ty. Insbesondere ist ¢ eindeutig
bestimmt.

Beweis. Es sei ein Morphismus ¢: Xg — Z von k-Réumen gegeben, wobei Z sepa-
riert ist. Wir betrachten die Familie R’ := (S \ {o2}) U {7} von spitzen k-Kegeln.
Nach Lemma 4.1.13 existiert ein Morphismus ¢': Y — Z mit p(txg) = ¢(txo) fiir
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alle t € T. Weiter gilt R C R’. Nach Konstruktion 4.1.9 ist Y eine offene Teil-
menge in Y mit Tzg C Y. Der Morphismus ¢ := @’YR: Yr — Z liefert somit die
Behauptung. O

Lemma 4.1.15. Es seien N ein Gitter, S eine Familie von spitzen k-Kegeln in Ng
und ¢: Xg — Z ein Morphismus, wobei Z separiert ist. Weiter sei ein Schleifen-
durchlauf durch subroutine k-Quot gegeben, sodass fiir alle k-Kegel o1, 04, fir die
o1 durch den k-Kegel o := |k-hull(o1,09)| ersetzt wird, Folgendes gilt:

(i) Die k-Kegel 01,09 bilden ein striktes Paar.
(ii) Die Abbildung 7 (s, o) X(o1,00) — Xz ist die universelle Separierung von
X(Ul,oz)‘

Dann ist R := subroutine k-Quot(S) eine Familie von spitzen k-Kegeln und es
existiert ein Morphismus ©: Xg — Z mit ¢(tzg) = p(tzg) fir allet € T := Ty.
Insbesondere ist ¢ eindeutig bestimmi.

Beweis. Es seien S; die Familien von k-Kegeln die im i-ten Schleifendurchlauf en-
stehen, wobei Sy = 5. Zu S;11 existieren k-Kegel 01,09 € 5; und 7507, sodass gilt
Sit1 = (S \{o2}) U{c}, wobei g = |k-hull(7, 02)| ein k-Kegel ist. Da nach Voraus-
setzung 71, oy ein striktes Paar bilden, ist jedes S; ein Familie von spitzen k-Kegeln.
Insbesondere ist also R eine Familie von spitzen k-Kegeln.

Wir zeigen: Falls ¢;: Yg, — Z existiert, so gibt es einen Morphismus ¢;;1: Yg,,, —
Z mit @;11(tyo) = @i(tyo) fiir alle t € Thy. Es sei ein Morphismus ¢;: Yg, — Z gege-
ben. Nach Lemma 4.1.14 existiert ein Morphismus ¢;41: Ys,,, — Z mit Dit1(txy) =

(ﬁi(tm'o) fir alle t € Ty. O

Konstruktion 4.1.16. Es seien (N, &) ein spitzes System von k-Kegeln und A=
k-Quot (&) ein spitzer k-Fécher. Dann wollen wir auf kanonische Weise folgenden
Morphismus konstruieren:

(1e,1d): (X, Tn,x0) — (X3, TN, o).

Es seien & = {oy,...,0,} und A= {61,...,0m}. Nach Konstruktion von k-Quot
und subroutine k-Quot gibt es zu jedem ¢ € I ein 1 < r; < m mit o; C J,,. Nach
Lemma 2.1.31 existiert zu jedem 7;<0; genau ein p;<d,, mit 7; C p,, und 7; C f)ri.
Da A ein k-Ficher ist, erhalten wir mit Lemma 2.1.25, zu jedem 7;<0; genau ein
pi € A mit 7, C p; und %; C p;. Dies liefert eine Zuordnung j: Q(Sg) — Q(Sx).
Insbesondere ist Bedingung 2.4.27 (ii) (a) erfiillt. Es seien [r,1], [12,j] € Q(Ss)
mit [1,i]<[72, j] gegeben. Nach Definition von f, gibt es py, p2 € A mit %1 C p; und
71 C p1 sowie 79 C pyund 1o C po. Aus |71, i]<[72, j] folgt 71 C 7. Also gilt pyNps #
(). Lemma 2.2.11 liefert p;<po. Da A ein k-Ficher ist, gilt [p1, s]=x[p2,!]. Somit ist
Bedingung 2.4.27 (ii) (b) ebenfalls erfiillt und wir erhalten einen Morphismus

(lda f) (N7 S(‘B) - (N7 Sﬁ)
Satz 3.6.19 liefert einen Morphismus (7g,id): (Xg, TN, xo) — (XSA,TN,xo). Mit
Folgerung 3.6.25 erhalten wir
(XZ,TN,,IO) = (XSA?TN’J"O)’

Somit gibt es einen kanonischen Morphismus (7g,id): (Xe,Tn,70) — (X5, TN, Zo)-
Wir schreiben auch 7g: Xg — X anstatt (7g,1d): (Xe, T, 70) — (X5, TN, T0)-



139

Satz 4.1.17. Es sei (N, S) ein spitzes System von k-Kegeln. Weiter sei ein Schlei-
fendurchlauf durch k-Quot und subroutine k-Quot gegeben, sodass fiir alle k-
Kegel o1, 09, fiir die o1 durch den k-Kegel o := |k-hull(oy, 09)| ersetzt wird, Folgendes
qilt:

(i) Die k-Kegel 01,09 bilden ein striktes Paar.
(ii) Die Abbildung ( X(o1,00) — X5 st die uniwerselle Separierung von
X(Ul,oz)‘

01,02)

Dann ist A = k-Quot (&) ein spitzer k-Ficher in Ng und ns: X — X3 aus
Konstruktion 4.1.16 ist die universelle Separierung von Xg

Beweis. Es sel ¢: X — Z ein Morphismus von k-Réumen, wobei Z separiert ist.
Weiter seien &; bzw. &; die Systeme von k-Kegeln im i-ten Schleifendurchlauf des
Algorithmus k-Quot, wobei &y = & gilt. Wir zeigen nun: Gibt es ein ¢;: Xg, —
Z, so existiert ein Morphismus @;y1: Xg,,, — Z mit @;41(txo) = @i(tro). Es sei
¢i: Xg, — Z so ein Morphismus gegeben. Weiter betrachten wir die Familie R;;1 :=
subroutine k-Quot(&;). Dann gilt

Siy1 = {7m; 7 € Riy1, 7 maximal beziiglich Inklusion}.

Nach Lemma 4.1.15 existiert ein Morphismus t;1: Xg,,, — Z mit ¢;y1(txo) =
@i(txo). Mit Lemma 4.1.14 erhalten wir weiter einen Morphismus ¢ ; : X —
Z mit ¢ (trg) = iy1(txe) = @i(txo). Nach Lemma 4.1.13 erhalten wir einen
Morphismus @;41: Ys,,, — Z mit @iy1(txg) = Yip1(tee) = @i(txo). Somit gibt es
genau einen Morphismus ¢: Xz — Z mit ¢(txo) = @(tzo). Mit Konstruktion 4.1.16
gilt P|7yze = (POT) Ty a,- Mit Folgerung 1.5.12 erhalten wir p = pom. Da w7, ., = id
gilt, erhalten wir mit Folgerung 1.5.12, dass ¢ eindeutig bestimmt ist. U
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4.2. Schwach eigentliche Morphismen.

Wir betrachten nur noch den Fall, dass K = C gilt. Um ein Kriterium zu bekommen,
wann in einem Schritt des Algorithmus k-Quot eine universelle Separierung exi-
stiert, werden wir [3, Proposition 1.2] verallgemeinern: Es sei (7, 7): (X', Tx, o) —
(Y, Ty ,yo) ein torischer surjektiver Morphismus von Prévarietiiten, wobei Y eine
Varietit ist. Der Morphismus 7 ist genau dann schwach eigentlich, wenn 7, (|Sx/|) =
|Ay~| gilt. Dafiir werden wir kompleze Raumkeime und lokale Kurven betrachten.
Beispiel 4.2.7 zeigt, dass wir keine analoge Aussage zu [3, Proposition 1.2] beweisen
konnen.

Es sei X’ eine Privarietit mit einer offenen affinen Uberdeckung X/,..., X! . So
trigt jedes X! eine metrische Topologie. Es sei angemerkt, dass die Metrik zwar
von der Einbettung abhéngig ist, die Topolgie jedoch nicht. Weil die auf den Durch-
schnitten X/ N X} von X; bzw. X} induzierten Topologien iibereinstimmen, erhéls
man, dass X' eine ,,komplexe Topologie” trigt. Wir nennen eine Menge U’ C X’
komplex offen, falls sie beziiglich der komplexen Topologie offen ist. Die Zarkiski
Topologie ist gréber als die komplexe Topologie.

Es seien G C C™ ein Gebiet und U eine komplexe offene Teilmenge von G. Dann
bezeichnen wir die Menge aller holomorphen Abbildungen von U nach C mit OF'(U).
Die Zuordnung O ist eine Garbe auf G. Ein Raum mit Funktionen (X, Ox) heifit
komplexer Raum, falls zu jedem x € X eine offene Umgebung U, ein Gebiet G C C™
und eine Idealgarbe Z C O endlichen Typs existieren, sodass die Réume (U, Oy )
und (4, (OF'/Z)|4) isomorph sind, wobei

A = {zeG; (O2/T)a. #0}.

Eine holomorphe Abbildung p: X' — Y’ von komplexen Rdumen ist ein Morphismus
der zu Grunde liegenden Rdume mit Funktionen.

Jedes (X, 0%)) ist ein komplexer Raum. Dies induziert eine Garbe O%} und macht
somit (X', OF)) zu einem nicht notwendigerweise hausdorffschen komplexen Raum
(vgl. [14]). Ist ¢: X’ — Y’ ein Morphismus von Privarietiten, so ist ¢: X' — Y’

insbesondere eine holomorphe Abbildung.

Definition 4.2.1. Es sei X’ eine Prévarietit und z € X’. Zwei komplexe offene
Umgebungen Y’, Z' C X’ von x heiflen dquivalent in z, falls es eine komplexe offene
Umgebung U’ C X’ von z gibt, so dass (U' NY’, '.?]I}OY/) =U'NZ, 0%y, gilt.
Der holomorphen Raumkeim von x in X' ist die Aquivalenzklasse X/". Es seien
Y], Y] zwei komplexe offene Umgebungen von z in X'. Zwei holomorphe Morphismen
01: Y] = Z5, v2: Yy — Z} heilen dquivalent in z, falls Y{ ~ Yy und ¢; = @9 auf
einer komplexen Umgebung von x in X' gilt. Ein Morphismus ¢, : X;** — Y*" von
holomorphen Raumkeimen ist die Aquivalenzklasse einer holomorphen Abbildung ¢
in x.

Erinnerung 4.2.2. Es seien X ein k-Raum und X' eine algebraische Kurve durch
x € X. Dann ist der k-Raum X’ nach Satz 1.3.15 eine Pravarietét.
Definition 4.2.3. Es seien X,Y k-Raume und 7: X — Y ein Morphismus.

(i) Eine lokale Kurve in x € X ist eine Morphismus von holomorphen Raum-

keimen ~p: C§* — X/2", wobei X' eine algebraische Kurve in X durch z
ist.
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(ii) Eine lokale Kurve 7: C§® — X/*" in € X ist eine schwache-m-Liftung
der lokalen Kurve v: Ci" — Yy’an in y € Y, falls ein Morphismus o: Ci" —
C§" von holomorphen Raumkeimen existiert, sodass das folgende Diagramm
kommutiert:

v
an lan
0 X T

at lw
an /an
0 ~ > Yy

(iii) Der Morphismus 7 heifit schwach eigentlich, falls sich jede lokale Kurve in
Y schwach-r-liften ldsst.

Bemerkung 4.2.4. Jede Kurve 7: C' — X induziert eine lokale Kurve durch ~(c)
mit c € C.

Begriindung. Nach Definition ist C' eine Varietit mit dim(C') = dim(y(C)) = 1. Da
C eine Varietét ist, gibt es zu jedem ¢ € C eine lokale Kurve a,: C§" — CZ". Es sei
D’ der Abschluss von v(C). Satz 1.3.10 liefert, dass D’ eine algebraische Kurve in
X durch y(z) ist. Nach Satz 1.3.15 ist D’ eine Prévarietit. Somit haben wir einen

Morphismus v: C' — D’ von Privarietiten. Insbesondere ist 7.: C?* — nyaé) ein

Morphismus von Raumkeimen. Also ist (y.oa.): C§" — D’ya(ré) eine lokale Kurve. [

Definition 4.2.5. Es sei (N,S) = (N, (Xij)ijer) ein k-Gitterfachersystem. Dann
nennen wir folgende Menge den Trdger von S:

SIo= | B4l

igel

Satz 4.2.6. Es sei (m,7): (X', Tx,x0) — (Y, Ty,yo) ein torischer surjektiver Mor-
phismus von Prdvarietiten, wobei Y eine Varietdt ist. Dann sind dquivalent:

(i) Der Morphismus m ist schwach eigentlich.

(ii) Es gilt 7.(|Sx|) = |Ay.

Beweis. Siehe [3, Proposition 1.2]. O

Beispiel 4.2.7. Wir betrachten die quasiaffinen attraktiven torischen k-R&ume
X := C*xC und X» := C?\ ({0} x C*) mit der Standardwirkung des T" := (C*)* und
Basispunkt g = (1, 1). Weiter betrachten wir den Isomorphismus ¢p: T'— T, z +— =
und setzen X := X; Uy Xo. Es gilt ox, = cone(e;) und ox, = cone(er,e2) \ ox,,
wobei e1, es die Standardbasisvektoren des Q2 = Ag(T) bezeichnen. Es gilt Sy =
(Eij)i,jé{l,Q}’ wobei 211 == ‘7:UX1’ 222 == -7:0X2 und 212 == 221 == {(0,0)} Die Ab-
bildung 23 zeigt ein Schaubild von Sx. Der Gittermorphismus id: A7) — \(T),
v +— v liefert auf natiirliche weise einen torischen Morphismus (7,id): (X, T, z¢) —
(C2,T,x0), (v1,22) — (z1,72). Weiter gilt |Sx| = |o¢2|. Der Morphismus (7, id) ist
nicht schwach eigentlich. Dazu betrachten wir die Kurve v: C — C2, s +— (s,0).
Angenommen es gibt eine lokale Kurve 7: C§" — X/*" in € X und ein Mor-
phismus a: C§"* — Cj" von holomorphen Raumkeimen, sodass m(7(s)) = v(a(s))
gilt fiir s nahe bei 0. Folglich gilt 7(7(s)) = (a(s),0) fiir s nahe bei 0. Also gilt
7(3(s)) N 7(Tz(5, 1)) # O fiir s nahe bei 0. Wir kénnen somit eine metrisch of-
fene Umgebung U von 0 in C wihlen, sodass der Zariskiabschluss von 7(U) in
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SX €2 |8X |

ox, ——————— el
ABBILDUNG 23

X eine Kurve ist und §(U) C VT:::[(,X 1 gilt. Es gilt VT:::[(,X )
1’ 1’

( = T'I[levl} und
Txpy 1N 771((0,0)) = (). Somit haben wir einen Widerspruch.

]

Definition 4.2.8. Es seien (X,Tx,zo) und (Y,7y,yo) torische k-Rdume und ein
Morphismus 7: X — Y von k-Réumen.

(i) Wir nennen die Kurve 7v: C — X eine torische Kurve in X, falls [0,i] €
Q(Sx) und A € A(Ty) existieren, sodass v(s) = A(s)z(s gilt fiir s € C*.
(ii) Die torische Kurve 7: C — X heifit torische schwache-m-Liftung der tori-
schen Kurve v: C — Y, falls w0y = v gilt.
(iii) Der Morphismus 7 heif8t torisch schwach eigentlich, falls sich jede torische
Kurve in Y schwach torisch-m-liften lésst.

Bemerkung 4.2.9. Mit Bemerkung 4.2.4 induziert jede torische Kurve eine lokale
Kurve.

Lemma 4.2.10. Es sei (X,T,xq) ein torischer k-Raum und (N,S = (2i;)ijer)
das zugehorige attraktive spitze k-Gitterfichersystem. Weiter seien [1,1] € Q(S) und
A € N gegeben. Dann sind dquivalent:

(i) Die Kurvey: C* — X, s = A(s)x(;) induziert eine torische Kurvey': C —
X in X mit 7"@ = .
(ii) Es gilt X € p + lin(r) mit [p, j] € Sterng([7,1]).

Beweis. Wir betrachten zunéchst den Fall, dass X ein quasiaffiner attraktiver to-
rischer k-Raum ist und setzen o := ox/. Weiter betrachten wir den Morphismus
P: N — N; und setzen p := Spec(yps): T — T[Ty, bzw. y,(s) := p(A(8))Tps(r)-
Lemma 3.4.18 liefert ein kommutatives Diagramm:

C*
>N\
Xpsgo) —— oy
(@) p(t)xps(py—tap i
Somit erhalten wir, dass v genau dann eine torische Kurve in X induziert, wenn -,

eine torische Kurve in Xps(,) induziert. Damit folgt die Behauptung aus Konstruk-
tion 2.5.8 und Folgerung 3.5.3.

Es sei jetzt X ein beliebiger k-Raum. Da S attraktiv ist, gibt es k-Kegel o; mit
Y = Fg,. Insbesondere ist jedes Xy, ein quasiaffiner attraktiver torischer k-Raum.
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Zur Implikation ,,(i) = (ii)”: Nach Voraussetzung existiert zu ~y eine Fortsetzung
v C — X mit 7|,<C* = 7. Es gilt z := 4/(0) € V[.; und folglich € Xx . mit
[7,4]=x[6, j] fiir ein [6, j] € Q(S). Insbesondere gilt 7 € 3;;<3;;. Nach dem obigen
Fall gilt A € p+ lin(7) mit 7<p € ¥;;. Insbesondere ist [p, j| € Sterns([r,1]).

Zur Implikation ,,(ii) = (i)”: Es gelte A € p+lin(7) mit [r, i]<[p, j]. Mit [7,i]<]p, j]
erhalten wir, dass 7 € ¥;;<X;; gilt. Nach dem obigen Fall existiert eine Fortsetzung

v C— Xs,;; von 7. Insbesondere existiert dann eine Fortsetzung ~v': C — X von
5. ]

Definition 4.2.11. Es sei S ein k-Féchersystem und [7,4] € (S). Wir nennen die
folgende Menge den Trdger vom Sterng([r,1]):

|Sterns ([r,4])] = U D.

[p,7]€Sterns ([7,3])

Folgerung 4.2.12. Es seien (m,id): (X, T, x0) — (Y, T,yo) ein surjektiver Morphis-
mus von torischen k-Rdaumen, wobei Y separiert ist. Dann gilt fiir jedes o € Ay :

U Sterns, ([p,i])| +lin(p) C  [Sterna, (0)] + lin(o).
[p7i}€Q(SX)7 ?’Qg

Beweis. Es sei A € |Sterngs, ([p,])| +lin(p) mit p C 6. Nach Lemma 4.2.10 induziert
§: C* — X mit 0(s) = A(s)w[,, eine torische Kurve ¢': C — X. Fiir s € C* gilt:

w(0(s)) = )\(s)w(m[pﬂ) = A$)z,.
Insbesondere induziert die Kurve v: C* — Y mit v(s) := A\(s)z, eine torische Kurve
§': C— Y. Mit Lemma 4.2.10 gilt A € [Sterna, (¢)| + lin(o). O

Bemerkung 4.2.13. Es sei v: C — X eine Kurve in X. Wegen dim(y(C)) = 1
erhalten wir mit Satz 1.3.15, dass v(C) eine Prévarietdt ist. Somit kénnen wir
auch als eine holomorphe Abbildung auffassen.

Lemma 4.2.14. Es seien C eine normale Kurve, ¢ € C ein Punkt und X ein
k-Raum. Weiter sei v: C'\ {c¢} — X eine Kurve in X. Gibt es eine holomorphe
Fortsetzung ~' von v auf C, so ist v schon ein Morphismus von k-Rdumen. Insbe-
sondere ist v': C — X eine Kurve in X.

Beweis. Es gilt dim(C'\ {¢}) = dim(y(C \ {c})) = 1. Somit ist nach Satz 1.3.15 der
Abschluss D' von v(C \ {c}) in X eine Privarietiit. Also ist v: C'\ {¢} — D’ ein
Morphismus von Prévarietdten. In diesem Fall ist die Behauptung bekannt. O

Lemma 4.2.15. Es seien (X, T, xq) ein torischer separierter k-Raum und v: C§* —
X eine lokale Kurve in x € X. Dann existiert eine lokale Kurve 3: C§» — T
int €T und eine torische Kurve §: C — X, sodass v = (-0 gilt fiir die lokalen
Kurven v, 3, 6.

Beweis. Ohne Einschrankung der Allgemeinheit sei 7' = (C*)” und N = Z" fiir ein
n € N. Es sei U C C eine offene Scheibe um den Punkt 0, sodass der Zariskiabschluss
v(U) eine Kurve in X ist. Wir wihlen eine Bahn Tz, mit minimaler Dimension,
sodass y(U) C V, = Tz, gilt, wobei 7 € Xx. Da v(U) zusammenhingend ist und

Tz, minimal beziiglich Dimension gewéhlt ist, erhalten wir v(U) N Tz, # (. Da
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Tz, offen in Tx, ist, liegt V := v~1(Tz,) offen in C. Weiter ist U \ V eine echte
analytische Teilmenge in U und deshalb diskret. Somit kénnen wir annehmen, dass

U=V oder U=V U{0} gilt. Wir haben auf V folgende Darstellung

)= (91(8)s- s gn(s))zr
mit holomorphen Funktionen g; € (O2")*(V). Mit der Laurent-Reihenentwicklung
erhalten wir
gi(s) = s"Bi(s)

mit v; € Z und §; € (OF)*(U). Wir setzen v = (vi,...,v,), 8 = (B1,-..,0n)
und §: C* — X mit §(s) := A\y(s)zr, wobei A\y: C* = T, s — (s¥,...,s""). Dann
gilt §(s) = B(s)"1y(s) fiir alle s € U \ {0}. Insbesondere besitzt § eine holomorphe
Fortsetzung ¢': C — X auf C. Nach Lemma 4.2.14 ist ¢’ ein Morphismus von k-
Réumen. Fiir alle s € U gilt somit y(s) = B(s) - §'(s). O

Satz 4.2.16. Es seien (m,id): (X,T,z9) — (Y, T,yo) ein surjektiver Morphismus
von torischen k-Rdumen, wobet Y separiert ist. Dann sind dquivalent:

(i) Die Abbildung 7 ist schwach eigentlich.
(ii) Die Abbildung 7 ist torisch schwach eigentlich.
(iii) Fir jedes o € Ay gilt:

|Sterna,, (0)| + lin(o) = U |Sterns, ([p,7])] + lin(p).
[p7i}€Q(SX)7 ?’Qg

Beweis. Zur Implikation ,,(i) = (ii)”: Es sei 7v: C — Y eine torische Kurve in Y.
Dann existieren A € A(T) und o € Ay, sodass 7(s) = A(s)y, gilt fir s € C*. Nach
Voraussetzung existieren eine lokale Kurve 6: C§* — X/* und ein Morphismus
a: C§* — C§" von holomorphen Raumkeimen mit

m(8(s)) = Aals))yo,
wobei s € U und 0 € U C C eine offene Scheibe ist. Wir kénnen ohne Einschrénkung
0 € U C C so wihlen, dass a(s) = s* gilt fiir s € U mit k € Zwq. Weiter wihlen
wir ein [p,i] € Q(Sx), sodass die Bahn B := T'z|,; von minimaler Dimension ist

mit §(U) C B. Da §(U) zusammenhingend ist und B minimal beziiglich Dimension
gewihlt ist, gilt BNS(U) # 0. Wir setzen V := 4'~1(B). Dann ist V offen in C und
U \ V eine analytische Menge, also insbesondere diskret. Somit kénnen wir durch
Verkleinern von U erreichen, dass U = V oder U = V U {0} gilt. Fiir jedes s € V
existiert ein ts € T' mit 0(s) = tsw[, ;. Somit gilt fiir s € V:

)‘(Sk)ya = 7['(5(8)) = tsﬂ'(x[p,i])'
Also ist y, = 7(x],;) und A(s¥) = t,. Weiter gilt A(s*) = A(s)* = (k- A)(s). Ins-
besondere besitzt A(s)Fz,
und Lemma 4.2.10 erhalten wir k- A € 7 +lin(p) mit [r,4] € Sterns, ([p,i]). Da k >0

ist, gilt insbesondere A € 7 +1lin(p). Nach Lemma 4.2.10 existiert zu 3: C* — X mit
B(s) = A(s)z[,, eine torische Kurve 3': C — X mit ﬂ"c* = (3. Somit gilt mo 3 = ~.

eine holomorphe Fortsetzung auf C. Mit Lemma 4.2.15

Zur Implikation ,,(ii) = (iii)”: Es sei 0 € Ay gegeben. Nach Folgerung 4.2.12 ist
nur zur Inklusion ,,C” etwas zu zeigen. Es sei weiter ein A € [Sterna, (o)| + lin(o)
gegeben. Nach Lemma 4.2.10 induziert die Kurve 7: C* — Y mit v(s) := A(s)ys
eine torische Kurve §': C — Y. Nach Voraussetzung existiert eine torische Kurve
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7: C — X mit 705 = 4. Da 7 eine torische Kurve ist, existieren A" € A(T) und
[p,1] € Q(Sx) mit Y(s) = N (s)x,, fiir s € C*. Somit gilt fiir s € C*:

T((s) = N()mlrp) = As)ye
Also ist 7(z[,4) = Yo, A = X und p € 0. Mit Lemma 4.2.10 erhalten wir, dass
A € |Sterng, ([p,4])| + lin(p) und p C & gilt.

Zur Implikation ,,(iii) = (i)”: Es sei v: C§" — Y;*" eine lokale Kurve in y € Y.
Nach Lemma 4.2.15 existieren eine lokale Kurve 3: C§" — T in t € T" und eine
torische Kurve §: C — Y, sodass v = 3 -9 gilt fiir s nahe bei 0. Zu § existieren
o€ Ay und A € A(T) mit §(s) = A(s)y, fiir s € C*. Mit Lemma 4.2.10 und (iii) gilt
A € [Sterns, ([p, ])| + lin(p) fiir ein [p, 4] € Q(Sx) mit p C 7. Insbesondere induziert
die Kurve a: C* — X mit a(s) := A(s)z[,, eine torische Kurve o/: C — X mit

O‘T(C* = . Aus p C o folgt 7(x,4) = Yo Also gilt fiir s € C*:

m(B(s)d/(s)) = Bls)n(d(s)) = BAS)T(2py) = B()AS)Yo-
Da Y separiert ist, gilt die obige Gleichheit fiir alle s € C. Somit erhalten wir
w(B(s)d/(s)) = ~(s) fiir s nahe bei 0. O

Lemma 4.2.17. Essein: X — Y ein surjektiver schwach eigentlicher Morphismus.
Dann hat © die Kurveniiberdeckungseigenschaft.

Beweis. Es sei Y/ eine algebraische Kurve durch den Punkt y € Y. Dann existiert ei-
ne lokale Kurve y: Ci* — Yy’an. Da 7 schwach eigentlich ist, existiert ein Morphismus
a: C§™ — C™ von holomorphen Raumkeimen und eine lokale Kurve o/: C§" — X/2»
mit moy’ = yoa als lokale Kurven. Es sei U eine offene Scheibe um den Punkt x in X’
mit 7(U) C Y. Insbesondere ist 7y nicht konstant. Mit dim(Y”) = 1 erhalten wir,
dass w(U) dlcht beziiglich der Zariski Topologie in Y ist. Da Y’ abgeschlossen inY

ist, gilt 7T(U ) CY’'. Da X’ eine Kurve und U eine offene Scheibe ist, gilt 7Y =X
Somit ist m(X') dicht in Y’ 7 erfiillt die Kurvenuberdeckungselgenschaft. O

Folgerung 4.2.18. Es sein: X — Y ein surjektiver schwach eigentlicher Morphis-
mus von k-Rdaumen. Dann besitzt Y die Quotiententopologie beziiglich .

Beweis. Folgt aus Lemma 1.9.11 und Lemma 4.2.17 U

Lemma 4.2.19. Es scien (m,id): (X,T,2z9) — (Y, T,yo) ein surjektiver schwach
etgentlicher Morphismus von torischen lokal 1-vollen k-Rdumen, wobei Y separiert
ist und p: X — Z ein Morphismus von k-Rdumen. Ist ¢ konstant auf den Fasern
von , so ist die Abbildung @:Y — Z mit $(y) := o(m 1 (y)) ein Morphismus.
Insbesondere gilt ¢ = po.

Beweis. Nach Folgerung 4.2.18 ist ¢ stetig. Wegen K = C ist 7: X — Y separabel.
Somit ist ©: Y — Z nach Lemma 1.9.18 ein Morphismus. O
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4.3. Existenz von universellen Separierungen fiir gewisse torische k-Riume
in Dimension drei.

Es sei (X,T,xz) ein torischer k-Raum. Wir werden uns in Kapitel 4.3 mit dem
Fall beschiftigen, dass dim(X) = 3 ist und Sx lokal 1-voll ist. In diesem Kapitel
werden wir ausschliellich torische k-Réume betrachten, die aus zwei quasiaffinen
attraktiven Karten bestehen. Wir werden zeigen, dass es immer eine universelle
Separierung gibt, falls die zugehorigen k-Kegel Dimension zwei haben. Dies ist eine
teilweise Verallgemeinerung von [3, Theorem 4.1]. Satz 4.3.17 gibt ein Kriterium an
fiir die Existenz einer universellen Separierung fiir zwei k-Kegel an. Der Beweis von
Lemma 4.3.12 ist eine Verallgemeinerung des Beweises von [9, Theorem 1].

Erinnerung 4.3.1. Es sei (X', T, () eine torische Varietit. Weiter seien o, 7" €
Y xr mit lin(¢’) +lin(7") = Ng,. Dann gilt T =T, , - T, ,.

Lemma 4.3.2. Es sei (X,T,xg) ein torischer k-Raum und [o,1],[7, j] € Q(Sx) mit
lin(o) +1in(7) = Ng,. Dann gilt T =Ty - Ty -

Beweis. Es geniigt, den Fall zu betrachten, dass X quasiaffin ist. Sei dazu (X', T, z)
der torische Abschluss von (X,T,xo). Nach Satz 3.2.28 koénnen wir annehmen,
dass X C 7 X’ gilt. Somit folgt die Behauptung aus Folgerung 3.5.11 und Erinne-
rung 4.3.1. O

Lemma 4.3.3. Es sei (N,S) ein k-Gitterfichersystem und [o,1i], [T, j] € Q(S) mit
oNT # 0. Weiter sei p: Xg — Z ein Morphismus von k-Réiumen, wobei Z separiert
ist. Dann gilt p(try, ;) = @(te) ;) fir jedes t € Ty

Beweis. Wir wihlen uns ein A € 6 N7 N N. Mit Folgerung 3.5.3 erhalten wir, dass
limg0(tA(s)70) in X(, ;) und lims—o(tA(s)xo) in X ;) liegt. Da Z separiert ist, folgt
mit Satz 1.5.11 die Behauptung,. O

Definition 4.3.4. Ein striktes Paar o1, 09 heif3t 1-voll, falls o1 und o9 1-voll sind.

Erinnerung 4.3.5. Es seien ¢} und o), Kegel in V und ¢’ := hull(¢}] U ¢%). Dann
gilt ') C O’;(l) U O';(l).

Bemerkung 4.3.6. Es sei 01,09 ein 1-volles spitzes Paar. Dann ist k-hull(oy, 09)
1-voll. Ist die Menge o := |k-hull(oq, 02)| ein k-Kegel in V, so ist o 1-voll.

Bemerkung 4.3.7. Es sei 0 ein k-Kegel in V' mit dim(c) = 2. Ist o 1-voll, so ist
ein Kegel in V.

Ab jetzt sei N ein Gitter mit dim(N) = dim(Ng) = 3.

Lemma 4.3.8. Es sei 01,09 ein 1-volles striktes Paar in Ng mit dim(o) = dim(og) =
1 und dim(o1Nog) = 1. Dann ist o := |k-hull(oy, 02)| ein k-Kegel und 7: X5, 5,) —

Y, die universelle Separierung 2u X (5, 5,)-
Beweis. Aus dim(oq Nog) = 1 folgt 01 = o9. Somit gilt o = |k-hull(oy, 09)| = o7.
Insbesondere ist X (5, 5,) = Y. Also ist 74, 5,) = id die universelle Separierung. [

Folgerung 4.3.9. Es sei 01,02 ein 1-volles striktes Paar in Ng mit dim(oq) =
dim(o9) = 1. Dann existiert zu X(o1,00) die universelle Separierung m: X (g, 5,) — Y.
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Beweis. Falls dim(oq Noy) = 0 gilt, folgt o1 N 02<01,02. Somit ist X, ,,) eine
Varietét. Also ist id: X, 5,) = X(g,,0,) die universelle Separierung. Falls dim(oq N
o1) = 1 gilt folgt die Behauptung aus Lemma 4.3.8. O

Lemma 4.3.10. Es sei oy, 0y ein 1-volles striktes Paar mit dim(o) > 2, dim(og) =
1 und o1 Noy A o1. Dann ist o := |k-hull(o1,02)| ein spitzer k-Kegel in Ng und

T(o1,00) ¢ X(o1,00) — Yo die universelle Separierung von X (g, q,)-

Beweis. Da o1 und o9 spitz sind, erhalten wir aus o1 N oy 4 o1, dass g9 C o7 gilt.
Somit folgt o1 = 0. Wir setzen 7 := (g, 5,), T :=Tn, X := X(5, 5,) und Y := Y.
Es sei p: X — Z ein Morphismus, wobei Z separiert ist. Da 7 nach Konstruktion
surjektiv ist, kénnen wir @: Y — Z mit @(y) := o(7~(y)) setzen. Wir zeigen jetzt,
dass @ ein wohldefinierter Morphismus ist. Nach Folgerung 3.6.20 sind X und Y
lokal 1-volle k-Rdume. Also reicht es nach Lemma 4.2.19 zu zeigen, dass 7 schwach
eigentlich und ¢ wohldefiniert ist.

Zur Wohldefiniertheit von @: Mit Folgerung 2.1.31 existiert genau eine Seite 7<01
mit o9 C 7 und o9 C 7. Wegen |72, = id erhalten wir mit Lemma 3.6.16 und
Folgerung 3.6.27 fiir alle t € T

7 Htys) = {tzi50} falls 6 # 7
(ty,) = {trpry} U Ty tw), 0, sonst.

Es ist nur fiir die Faser 7! (ty,) etwas zu zeigen. Mit Lemma 4.3.3 erhalten wir fiir
jedest € T und t' € Ty, :

o(t'try,q) = @t'tzyy) = e(trgy).
Somit ist p(7~1(ty,)) ein Punkt.

Es ist noch zu zeigen, dass 7 schwach eigentlich ist. Wegen o; = ¢ erhalten wir fiir
jedes 0<o:

[Stern, (6)| + lin(6) = [Sterns, . ([6,1])] + lin(d)
. Somit ist m: X — Y nach Satz 4.2.16 schwach eigentlich. O

Erinnerung 4.3.11. Essei (X', T, x() eine affine torische Varietiit, sodass die Strah-
len JE? von oy eine Q-Basis von Ag(7) bilden. Dann ist X’ eine Q-faktorielle

Varietét.

Lemma 4.3.12. Es sei 01,09 ein 1-volles striktes Paar in Ng mit dim(o;) = 2.
Weiter gelte oy N oy 4 o1 und 61 N Ge = 0. Dann ist o = |k-hull(o1,09)| ein
spitzer k-Kegel in Ng und (s, 5,y X(01,00) — Yo 18t die universelle Separierung
von X

01,02)"

Beweis. Nach Bemerkung 4.3.7 sind o1 und o2 Kegel in Ng und somit ist X(4, 5,)
eine Privarietéit. Aus o1Noy £ 01 und dim(o) = dim(oy) = 2 folgt, dass 51Ny # 0
gilt. Nach Lemma 2.6.10 ist o = |k-hull(oy, 02)| ein k-Kegel in Ng. Da 01,09 ein
1-volles striktes Paar ist, ist o ein 1-voller spitzer k-Kegel in Ng. Wir setzen 7 :=
T(o1,00)s L = TN, X 1= X(5,,5,) und Y := Y. Mit Folgerung 3.5.30 ist ¥ ein 1-voller

k-Raum. Die Situation lésst sich folgendermaflen darstellen:
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Nach Konstruktion 4.1.11 gilt m(tz) = tn(z) fiir alle ¢t € T und alle x € X. Weiter
sei p: X — Z ein Morphismus, wobei Z separiert ist. Wir setzen ¢: Y — Z mit
?(y) == p(7~1(y)) und zeigen jetzt, dass @ ein wohldefinierter Morphismus ist.

Zur Wohldefiniertheit von ¢: Wir zeigen, dass fiir alle <o und alle ¢t € T' die Menge
o(m~(ty,)) ein Punkt ist. Es seien agl) = {p1, p2} und aél) = {61, 02} Fiir p € oM
gilt p < 01 oder p < o9. Also kénnen wir annehmen, dass o) = {01, p1, p2} gilt.
Aus 61 Nog # 0 folgt 01<0 und dim(o) = 3 siehe Abbildung 24. Somit bestehen die
Seiten von o aus den k-Kegeln {0}, d1, p1, p2,01 und 0. Da mp,, = id gilt, erhalten
wir, mit Lemma 3.6.16 und Folgerung 3.6.27 fiir alle t € T

7 Ytyo) = {txo},

7 Htys) = {tzs, )

™ (ty,,) = {tr,y}p  firi=1,2,
W_l(tygl) = Ty, o, U Ty, (52,
Wﬁl(tyg) = tTy, gy 2

Es ist nur fiir die Fasern 7~ !(ty,,) und 7~ !(ty,) etwas zu zeigen.

Wir betrachten zunéchst die Faser ﬂfl(tyal). Da ?52 C 07 gilt, erhalten wir mit
Lemma 4.3.3 p(tz(s, ) = otz 1)) fiir alle t € T'. Mit Folgerung 3.6.27 erhalten

wir Ty, =Ty, . Also gilt fiir alle ¢’ € T}, und alle t € T*

e(t'teg, o) = o'ty ) = eltzg) = e(teg,g)
Somit ist ¢(7 1 (ty,,)) ein Punkt.

Jetzt betrachten wir die Faser 77 1(ty,). Aus dim(c) = 3 folgt T' = T}, . Somit gilt
T yo) = 7 Htys) = Ty, 2. Wir wihlen ein A € g N N. Mit Lemma 3.5.29
gilt limso(tA(8)z(5,,2)) = tT(gy,2) In Xoy. Da (s, 9, T(gy 2] & Xop gilt, erhalten
wir limg o(tA(8)Z(55,2]) = tT[py,2) € X. Weiter ist dim(o; N o) = 1 und damit
lin(oq) # lin(og). Wegen dim(oq) = dim(o2) = 2 erhalten wir lin(o;)+lin(o2) = Ng.
Nach Lemma 4.3.2 gilt T = Loy vy - Ty o Fiir jedes t € T existieren folglich
ty, € T‘T[o'l : und t,, € Tm[cr2 | mit t = t4,ts,. Wir erhalten somit fiir jedes t € T

)1 2



150

folgende Gleichungen:
P(lz,) = @(tlmA(s)zs,z) = lim

= Lim(p(to, A(s)2[5, 1))
(toy A(8)7[55,2)))

= @(tagx[ogﬂ])

= 90(56[02,2])'
Also ist (77! (y,)) ein Punkt. Es ist noch zu zeigen, dass @ ein Morphismus ist.
Wir setzen

U = X UXpy wd W =[]V
T<0

Dann ist U offen in X, W offen in ¥ und my: U — W ist ein Isomorphismus. Mit
Folgerung 3.5.11 erhalten wir dim(Y \ W) = dim({y,}) = 0 und dim(z~}{(Y\W)) =
dim(Tx[JQ,Q]) = 1. Nach Folgerung 3.6.6 und Lemma 3.6.7 gilt

X \ U = T$[5272} = T$[5272] @] T$[0272}.
Insbesondere ist X \ U ein Primdivisor von X mit
T yo) = Tap,y < X\U

Weiter betrachten wir den Abschluss o’ von o. Nach Lemma 3.5.23 koénnen wir
annehmen, dass Y C Y, gilt. Nach Folgerung 3.5.11 ist Y+ \ Y klein. Nach Erinne-
rung 4.3.11 ist Y, eine Q-faktorielle Varietét. Somit sind die Voraussetzungen von
Lemma 1.8.19 erfiillt. Nach Lemma 1.8.19 ist ¢ ein Morphismus. Da m7,,, = id
gilt, erhalten wir mit Folgerung 1.5.12, dass ¢ eindeutig bestimmt ist. O

Lemma 4.3.13. Es sei 01,09 ein 1-volles striktes Paar in Ng mit dim(c1Nog) =1,
1N g # 0 und dim(oy) = dim(oy) = 2. Dann ist o := |k-hull(oy,09)| ein spitzer
k-Kegel in Ng und 7o, 0,): X(01,05) — Yo die universelle Separierung von X (5, 5,)-

Beweis. Nach Bemerkung 4.3.7 sind o1 und o2 Kegel in Ng und somit ist X5, ,)
eine Prévarietdt. Weiter ist o := |k-hull(o1, 02)| nach Lemma 2.6.10 ein spitzer 1-
voller k-Kegel. Wir setzen 7 := 75, 5,), T := TN, X := X(5, 55), S := S(5,,0,) und
Y :=Y,. Nach Folgerung 3.5.30 ist Y ein 1-voller k-Raum. Dies lisst sich wie folgt
darstellen:

p1 1 pL @ ---------- @

02

g1

52 P2 52 ‘ __________ '. P2

ABBILDUNG 25



151

Nach Konstruktion 4.1.11 gilt 7 (tx) = tw(z) fiir alle ¢ € T und alle z € X. Weiter
sei p: X — Z ein Morphismus, wobei Z separiert ist. Wir zeigen, dass es einen
Morphismus @: Y — Z gibt, sodass ¢ = ¢ o7 gilt. Es sei agl) = {p1,p2} und
O’él) = {51,52}. Da dim(m ﬂO'Q) =1 und 8’1 08'2 7& @ gilt, folgt 0'(1) = {pl,pg,(sl,(sg}.
Wir wihlen ein v € 51 N &9 und setzen o3 := cone(v, §1) sowie o4 := cone(v, ds). Die
Situatuion lésst sich wie folgt darstellen:

ABBILDUNG 26

Wir setzen weiter 73 := |k-hull(oy,03)] und 74 := |[k-hull(oq,04)|. Da 61 Nog # 0
und o1 N oy # 0 gilt, sind 73, 74 k-Kegel in Ng. Weiter setzen wir
811 = Foys &22 =F,, und &nn = F;, fiir n = 3, 4.

Dann ist Ri = (Apm)nmenm ein k-Féchersystem, wobei M := {1,2,3,4} und
Ay := {0} fiir n,m € M mit n # m. Damit haben wir folgendes Bild:

02
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Das k-Fichersystem R; ist minimal verklebt und es gilt 7,7 C o bzw. 71,72 C 7.
Nach Bemerkung 2.6.6 ist R 1-voll. Somit ist nach Folgerung 3.6.20 der k-Raum
Xg, lokal 1-voll. Da 73,74 C o bzw. 73,74 C & gilt, gibt es zu jedem [r,n] € Q(R1)
ein d<o mit 7 C & und 7 C 4. Somit erhalten wir eine Zuordnung gi: Q(R;) —
Q(F,). Insbesondere erfiillt die Zuordnung g; die Bedingung 2.4.27 (ii) (a) Da F,
ein k-Ficher ist, gilt Bedingung 2.4.27 (ii) (b). Somit haben wir einen Morphismus
(id,gl): (N, Rl) — (N, .7:0). Wir setzen T = SO(id,gl): X’R1 — Y. Da All - fo’l und
Agy = Fo, gilt, ist der Morphismus 71 : X, — Y surjektiv. Wir haben folgendes
Diagramm:
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Wir wollen einen Morphismus ¢': Xz, — Z konstruieren. Es gilt 03,04 C 09 bzw.
03,04 C 09. Somit gibt es Morphismen (¢3,id): (Xg,, T, 20) — (X,T,z0) und
(¥4,1d): (X4, , Ty x0) — (X, T, x0). Weiter gibt es ein Morphismus 91 : (X, , T, z9) —
(X, T, x0). Folgerung 4.1.4 liefert Morphismen ¢53: X4, 5,y — Z und ¢jy: X5, 5,y —
Z mit ¢h(txg) = @(tzg) = ¢ (txg) fiir alle t € T. Nach Konstruktion gilt 61 N &g =
0 und o1 N o3 ﬁ o1 bzw. 61N oy = 0 und o1 N oy ﬁ o1. Lemma 4.3.12 lie-
fert, dass 7, 5y): X(0),05) — X7 die universelle Separierung von X, ., und
T(o1,04) ¢ X(o1,04) — X7y die universelle Separierung von X4, 5,) ist. Also existie-
ren Morphismen ¢3: X, = Xﬁsg — Z und ¢4 X, = Xx,, — 4 mit Wy =
P30 Ty ,05) UNd 0§ = $4 © T, o,)- Mit Konstruktion 4.1.11 gilt (75, o)) 172, = id
und (7(g, 04)) |72 = id. Somit gilt P3(txe) = @(tzo) = Pa(txo) fiir alle t € T'. Nach
Konstruktion von R; erhalten wir Morphismen 1 : Xﬁu — Z und @y Xﬁgg — 7
mit ¢ (tzg) = @(txg) = Pa(tzp). Fir alle t € T gilt:

Pi(tre) = @a(tzg) = @3(tze) = Paltxo).

Somit existiert nach Folgerung 4.1.4 ein Morphismus ¢': Xz, — Z. Da 1 surjektiv
ist, konnen wir ¢: Y — Z mit $(x) := @ (n; '(x)) setzen. Also haben wir folgendes
Diagramm:

Es ist zu zeigen, dass ¢ ein Morphismus ist und ¢ = @ o 7 gilt. Wir wissen, nach
Konstruktion von 7, dass 77, ein Isomorphismus ist. Ebenso ist (AT ein Isomo-
prhismus. Wenn wir annehmen, dass ¢ ein Morphismus ist, dann gilt pom = ¢
auf einer offenen Menge U von X. Mit Folgerung 1.5.12 erhalten wir somit, dass
¢ = p o gilt. Insbesondere liefert m7,, = id, dass ¢ eindeutig bestimmt ist. Also
reicht es zu zeigen, dass ¢ ein Morphismus ist.

Wir wissen, dass Xz, und Y lokal 1-volle k-R&ume sind und 7; surjektiv ist. Um
zu zeigen, dass @ ein Morphismus ist, reicht es nach Lemma 4.2.19 zu zeigen, dass
@ wohldefiniert ist und 71 schwach eigentlich ist.

Wir zeigen zuerst, dass ¢ wohldefiniert ist. Die Situation lédsst sich folgendermafien
darstellen:

(d, 91 |

x
[} T4
g2
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Wir wissen, dass 09) = {p1,p2}, Uél) = {d1,02} und o) = {p1,p2,01,02} gilt.
Somit bestehen die Seiten von o aus den k-Kegel {0}, p1, p2, 01,2 und o siehe Ab-
bildung 28. Da Ty = id gilt, erhalten wir fiir alle ¢ € T mit Lemma 3.6.16 und
Folgerung 3.6.27:

w1 Htyo) = {tao),

() = {tw)p, )t 3t 4} filr s = 1,2,

w1 (tys) = {twgs, )t 5}

T (tysy) = {tags, )t g )

wfl(tyo) = Txp ) U Txp 3 U Topg g U Txg,0 U T3 U T2y, g

Mit Lemma 4.3.3 erhalten wir, dass @ (7" (ty,,)) und &' (7 *(tys,)) fiir s = 1,2
bzw. r = 1,2 Punkte sind.

Wir betrachten jetzt die Faser 71 ' (ty,). Da dim(73) = dim(r4) = 3 gilt, erhalten
wir mit Folgerung 3.6.27, dass T = Ty, gy = Tap,y g gilt. Nach Konstruktion von 73
und 74 bzw. o3 und o4 gilt:

8‘1 N 8‘2 # @, 82 N 70'3 # 0 und 52 N 70'4 75 0.
Mit Lemma 4.3.3 erhalten wir somit fiir alle ¢t € T":

&(tx[@@]) &(tx[ra,fﬂ) = (ﬁ(x[rg,?)])a
P(t2(oy2) = O(tTp) = G(2p,.q)
und  9(t2,9) = P2, 1))

Die obigen Gleichungen liefern, dass @' (m ' (ty,)) ein Punkt ist. Also ist noch zu
zeigen, dass 71 schwach eigentlich ist. Nach Folgerung 4.2.12 und Satz 4.2.16 reicht
es zu zeigen, dass fiir jede Seite d<o gilt:

|Sterny (8)| + lin(0) C U |Sterng, ([p,4])| + lin(p).

p.il€Q(RY), PCo

1. Fall 6 = o: Folgt aus dim(c) = dim(73) = 3.

2. Fall § = {0}: Es ist zu zeigen, dass |R;| = o gilt. Dies ist nach Konstruktion von
R4 klar.

3. Fall § = §;: Wegen dim(0) = 1 gilt 6 = ¢’, wobei ¢’ der Abschluss von 4 ist. Es
gilt Stern,(8) = {0,0}, <73 und 73 C 7. Aus <73 erhalten wir [4, 3|x[r3,3] und
id(g) C 6. Bs reicht zu zeigen, dass & + lin(6) = #5 + lin(6) gilt. Wir betrachten

den Morphismus P: N — N;. Mit Erinnerung 2.5.4 gilt P$(c) = P(5) U P(S) und

o

P3(13) = P(73) U P(0). Es seien o’ sowie 74} die jeweiligen Abschliisse von o bzw. 73.
Dann gilt mit Erinnerung 2.5.4:
dim(P(¢’)) = dim(e’)—1 = 2 = dim(r}) -1 = dim(P(75)).
Weiter ist Sterng) (0) = Stern(TQ/)(é). Fiir v € Stern((f,) (0) gilt dim(P(v")) = 1. Somit
folgt P(o’) = P(r4). Mit Konstruktion 2.5.4 erhalten wir
o + lin(6) = P6) = P(r3) = 73 + lin(d).

4. Fall § = d2: Analog zum 3. Fall.
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5. Fall § = p;: Es gilt Stern,(8) = {0,0}, 0<01,73,74 und ¢ = 71 U 73 U 74.
Aus §<01, 73,74 erhalten wir [0, 1]x[o1,1], [0, 3]x[7s,3] und [§,4]<[74,4]. Aus 7 =
o1 U T3 UTy folgt, dass gilt:

o + 1111(5) = (8‘1 U 70'3 @] %4) + 1in(5)
= (61 +1in(d)) U (73 +1in(6)) U (74 +1in(d)) .

6. Fall § = py: Analog zum 5. Fall. O

Lemma 4.3.14. Es sei 01,09 1-volles striktes Paar in Ng mit dim(o;) = dim(og) =
2 und dim(o1 Nog) = 2. Dann ist o := |k-hull(oy, 09)| ein spitzer k-Kegel in Ng und
T(o1,00) ¢ X(o1,00) — Yo die universelle Separierung von X (g, o,)-

Beweis. Da dim(oy N o) = 2 gilt, erhalten wir 61 N g2 # 0. Mit Lemma 2.6.10
folgt somit, dass o ein 1-voller spitzer k-Kegel in Ng ist. Aus dim(oy N og) = 2
folgt weiter, dass dim(c) = 2 gilt. Nach Bemerkung 4.3.7 sind o, o1 und o9 Kegel
in Ng. Wir setzen 7 := (g, 5y, 1" := TN, X 1= X(5, 4p) und Y := Y. Weiter sei
p: X — Z ein Morphismus von k-Rdumen, wobei Z separiert ist. Da 7 surjektiv ist,
kénnen wir @: Y — Z mit p(y) := p(n 1 (y)) setzen. Wir zeigen jetzt, dass @ ein
wohldefinierter Morphismus ist. Es sind zwei Félle zu betrachten.

1. Fall: Es gilt 01 C o9 oder oo C 07. Wir kénnen annehmen, dass o7 C o9 gilt.
Aus o1 C o9 folgt 09 = o. Fiir jede Seite 7101 existiert eine Seite To<oy mit
71 C 79. Somit folgt mit Folgerung 3.6.27 und Lemma 4.3.3, dass ¢ wohldefiniert
ist. Da o1, 09 Kegel sind und o9 = o gilt, erhalten wir mit Satz 4.2.6, dass 7 schwach
eigentlich ist. Somit erhalten wir mit Lemma 4.2.19, dass ¢ ein Morphismus ist. Da
|72, = id gilt, erhalten wir mit Folgerung 1.5.12, dass ¢ eindeutig bestimmt ist.
2. Fall Es gilt o1 € o2 und oy € oy. Weiter seien agl) = {p1,p2} und aél) =
{01,02}. Da o1 € o2 und o9 € oy konnen wir annehmen, dass pi,d1<0 gilt siehe
Abbildung 29.

Ol e 02 [ ® ® o [ o
ABBILDUNG 29

Somit gilt ?52 C &1 und py C G2. Wegen M| Tzo = id erhalten wir fiir alle ¢ € T" mit
Lemma 3.6.16 und Folgerung 3.6.27:

 Htyy) = {taxo),

T tye) = {tap, )

™ tys,) = {tzp, gt

T Hty,) = tTyyTpya] U Ty, Ts,0) U Ty, 26 1) U tTy, (g, o

Somit sind ¢(7(ty,,)) und p(7 1 (ty,,)) jeweils Punkte fiir alle t € T. Da &1 N
oy # 0 gilt, folgt mit Lemma 4.3.3 @(tz|,, 1)) = @(tx[y, 9)) fiir t € T. Aus lin(o) =
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lin(oy) = lin(o) folgt Ty, = Tu,, 5 = Ty, Mit Lemma 4.3.3 und dy C &1 sowie
pa C 9 folgt fiir alle t € T und alle t' € T, gilt:

e(t'try, 1)) = otxp,) = elzg) = e(teg,g).

Somit ist fiir alle ¢t € T die Menge (7 !(ty,)) ein Punkt. Also ist p: Y — Z
wohldefiniert. Da o1, 09,0 Kegel sind und o1 U 09 = o gilt, folgt mit Satz 4.2.6,
dass m schwach eigentlich ist. Mit Lemma 4.2.19 folgt, dass ¢ ein Morphismus ist.
Da 71y, = id gilt, erhalten wir mit Folgerung 1.5.12, dass ¢ eindeutig bestimmt
ist. O

Satz 4.3.15. Es sei oy, 09 ein 1-volles striktes Paar in Ng mit dim(op) = dim(og) =
2. Dann existiert zu X (5, 5,) die universelle Separierung m: X, 5,y — Y.
Beweis. Falls 01 Noo=<oq, 0o gilt, dann ist X(
nach Bemerkung 4.1.2 (ii) 7 := id: X(5, )

Falls o1 N o9 ﬁ o1 oder o1 N oy ﬁ oo gilt, dann liegt einer der 3 Félle vor die in
Lemma 4.3.12, Lemma 4.3.13 und Lemma 4.3.14 beschrieben sind. Also existiert zu
X ) eine universelle Separierung 7: X/ )y = Y. U

o01,09) €in separierter k-Raum. Somit ist
— X(5,,0,) die universelle Separierung.

01,02 01,02

Folgerung 4.3.16. Es sei 01,09 ein 1-volles striktes Paar in Ng mit dim(op) < 2

und dim(oz) < 2. Dann ezistiert zu X (5, ,) die universelle Separierung 7: X (g, 5,y —
Y.
Beweis. Folgt aus Lemma 4.3.8, Lemma 4.3.10 und Satz 4.3.15. U

Satz 4.3.17. FEs seien 01,09 ein 1-volles striktes Paar in Ng mit o1Nay # 0 und
o := |k-hull(o1, 02)|. Nach Lemma 2.6.10 ist o ein spitzer 1-voller k-Kegel in Ng.
Weiter gelte fiir jedes v € o) eine der drei folgenden Bedingungen gelten:

i) Es gibt eine Seite v € 0(2), sodass v = 1 gilt.
1
ii) Es gibt eine Seite v9 € 0(2) sodass v = o gilt.
g g 2 Y=729
(iii) Es gibt Seiten vy, € 0%2) und o € 0&2), sodass vy = vy1 U~y und ¥ Ny # 0
gilt.

Dann ist T(4, 5yt X(5y,00) — Yo die unwerselle Separierung von X (4, 4,)-

Beweis. Mit Lemma 4.3.8, Lemma 4.3.10, Lemma 4.3.13 und Lemma 4.3.14. kénnen
wir annehmen, dass dim(c;) = 3 und dim(oy) > 2 gilt. Daraus folgt dim(o) =
3. Der k-Kegel o ist 1-voll. Wir setzen 7 := 7, 5,), 1T = TN, X = X(5, 0y)
und Y := Y,. Nach Folgerung 3.6.20 sind X und Y lokal 1-volle k-Rdume. Nach
Konstruktion 4.1.11 gilt 7(tx) = tmw(x) fir alle t € T und alle € X. Weiter sei
p: X — Z ein Morphismus, wobei Z separiert ist. Wir wollen wie im Beweis von
Lemma 4.3.13, k-Kegel konstruieren die ¢ ,,ausfiillen”, damit wir Lemma 4.2.19
anwenden konnen.

Mit Lemma 2.6.10 erhalten wir, dass 61 U gy C & gilt. Es seien ¢/, of und o} die
jeweiligen Abschliisse von o, o1 bzw. o9. Wir wissen, dass /(1) = (1), 03(1) = 051)
und 0;(1) = O'él) gilt. Somit gilt o) C O'il) U O'él). Es sei 0/®) = {4],...,~.}, sodass
gilt:

pi = v N {0} baw.  p1 = AN # {0}
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Es gilt o = {p1,..., ps} und Pi» Pi+1=7Y, bzw. p1, ps<y, siche Abbildung 30.

Pi+2

Pi+1

pi

pPi—1

ABBILDUNG 30

Wir withlen ein vy € 01 N &9 fest. Fiir jedes p; gilt p;<oq oder p;<o9. Falls p;<o9
gilt, withlen wir ein w; € &9 mit vy € 74, wobei 7; := hull(p;, w;). Ansonsten wihlen
wir ein w; € g1 mit vy € 7;, wobei 7; := hull(p;, w;).

Pi+2

pi

ABBILDUNG 31

Die 7,...,7s sind Kegel in Ng und es gilt:

a) Es gilt dim(7;) = 2.

b) Falls p; eine Seite von o7 ist, gilt 7, C o7 und 7; C 7.

c) Falls p; eine Seite von o ist, gilt 7; C o9 und 7; C 9.

d) Es gilt dim(7; N 7;41) = 1 bzw. dim(7s N71) = 1 und v € (75 # 0.

e) Die Kegel 7;, 7i+1 bzw. 74,7 erfiillen die Bedingung aus Lemma 4.3.13.

Wir setzen 0; := |k-hull(;, 7i41)| bzw. ds :

= |k-hull(7, )| fir 1 < ¢ < s. Die
Situation ldsst sich wie folgt dastellen:

i+2
Pi+ o
_ - \
- \
e \
\\ \
Oig1 o //’b
\‘/
- — _ _ _
& -t
- —-—--- -

ABBILDUNG 32
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Mit b) und c) sind 7, 7541 bzw. 74, 75 1-volle spitze Paare. Somit sind 4y, ..., ds

spitze k-Kegel in Ng. Mit b) und c) erhalten wir, dass ¢; C ¢ und SZ C o gilt. Nach
Konstruktion der Kegel 7; gilt sogar

s

° o

g = U 5@
i=1

Mit d) erhalten wir, dass vy € ) SZ gilt. Wir setzen fiir jedes 1 <1 < s+ 2

Fs,s firl=1,...,s
Ay = f0'1’ firl=s4+1
Fogs fir il =s42

Dann ist R1 = (Ay)1rer ein attraktives 1-volles k-Féchersystem in Ng, wobei
L:={1,...,s+2}, Ay :={0} fir 1 <Il,r < smit ! #rund

Asrnys+2) = Do+ = A7 7 € Boinoy, TS01,02).

Mit Lemma 2.2.10 existiert zu jedem [7,7] € 2(Rq) genau ein d<o mit 7 C 5 und
7 C 0. Somit haben wir eine kanonische Zuordnung g : Q(R1) — Q(F,). Insbesonde-
re erfiillt die Zuordnung g; Bedingung 2.4.27 (ii) (a). Da F, ein k-Ficher ist, gilt Be-
dingung 2.4.27 (ii) (b). Wir setzen 71 := ¢(iq,q,): Xr, — Y. Da X(ag1)(2541) = Fou
und X944 9)254+2) = Fo, gilt, ist der Morphismus 7 surjektiv. Wir haben folgendes
Diagramm:

)

LW

XRl =Y

1

Wir wollen einen Morphismus ¢': Xz, — Z konstruieren. Mit b) bzw. ¢) erhalten
wir fiir jedes i einen torischen Morphismus (¢;,1d): (X5,,T,z9) — (X, T, x0). Die
Morphismen ¢; liefern mit Folgerung 4.1.4 Morphismen v¢;: X, ..y — Z bzw.
Vst X(rym) — Z mit P;(tzg) = (txg) fiir alle t € T. Mit e) und Lemma 4.3.13
sind die Morphismen 7, . )t X7, 7.y — Xg baw. 7 -y X7, ) — Xo, die
universellen Separierungen von X, -y bzw. X ). Somit existiert zu jedem 1 <
i < s ein Morphismus ¢}: X5, — Z mit 1; = @ 0 T, 1, ) baw. s = @l om(r, -
Mit Konstruktion 4.1.11 gilt (7(, 7., )72, = 1d bzw. (77, .. 1)) |7, = id. Somit gilt
pi(tro) = p(two) fiir alle 1 < i < s. Fiir die offenen Mengen Xs )., = Xoy

TsyT1

und Xs 0 = Xo, von Xg, existieren ebenfalls Morphismen o1 Xoy = Z
bzw. ¢ o1 Xoy — Z mit ¢ (tzg) = @(tzo) = ¢, o(tzo). Mit Folgerung 4.1.4
existiert ein Morphismus ¢': Xz, — Z. Da m surjektiv ist, konnen wir : Y — Z
mit @(x) := @ (7] }(x)) setzen. Also haben wir folgendes Diagramm
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Es ist zu zeigen, dass ¢ ein Morphismus ist und ¢ = @ o 7 gilt. Wir wissen, nach
Konstruktion von 7, dass mr,, ein Isomorphismus ist. Ebenso ist ST ein Iso-
morphismus. Wenn wir annehmen, dass ¢ ein Morphismus ist, dann gilt pom = ¢
auf einer offenen Menge U von X. Mit Folgerung 1.5.12 erhalten wir somit, dass
¢ = p o gilt. Insbesondere liefert m7,, = id, dass ¢ eindeutig bestimmt ist. Also
reicht es zu zeigen, dass ¢ ein Morphismus ist.

Wir wissen, dass Xz, und Y lokal 1-volle k-Rdume sind und 7; surjektiv ist. Um
zu zeigen, dass @ ein Morphismus ist, reicht es nach Lemma 4.2.19 zu zeigen, dass
© wohldefiniert ist und 7 schwach eigentlich ist.

Wir zeigen zuerst, dass ¢ wohldefiniert ist. Dazu wollen wir Lemma 3.6.16 verwen-
den. Also miissen wir alle Seiten von o betrachten. Es gilt

Fe = c® Uy @ ye®,

Wir betrachten zuerst alle Seiten aus ¢(?) und o) = {p1,...,ps}: Da Tlireg = id gilt,
erhalten wir fiir pi1,...,ps und alle t € T' mit Lemma 3.6.16 und Folgerung 3.6.27:

m () = {tao},
T () = {t, )t T} falls pion,
T (typ) = At 2 1T, (), ) falls pios,

Mit Lemma 4.3.3 erhalten wir fiir alle t € T, dass die Mengen @' (7] ! (tyo)) und
@' (m *(ty,)) Punkte sind fiir p € (1),

Zu den Seiten aus 0®: Es sei v € 0. Fiir jedes §; ist 6; N5 = . Somit haben wir
nach Voraussetzung drei Fille zu betrachten.

Fall (i): Es gibt ein 71 € oy” mit 7 = . Mit Folgerung 3.6.27 gilt T, ., =T, .

Fiir jedes p < o9 mit pN 5 # O gilt auBerdem p C 3, und p C ;. Somit liefert
Lemma 3.6.16 und Folgerung 3.6.27 fiir alle t € T":

m(tyy) = U Ty tw)psi2) U {2 s41]}-
[p,5+2]€QR1), PNTAD

Mit Lemma 4.3.3 gilt fiir alle [p,s + 2] € Q(R1) mit pN 5 # 0 und alle t’ € T,

~/

¥ (tltx[p,s+2}) = g/(t/tx['yl,erl}) = g/(tx['yl,erl})'
Somit ist $(m; *(ty,)) ein Punkt.

Fall (ii): Es gibt ein 9 € 052) mit y2 = 7. Analog zu Fall (i).

Fall (iii): Es existieren v € 0%2) und v € 052) mit v = ;3 Uy und 3 N5y # 0.

. . (1 1 .
Dann gilt Ty, ) =Ty, =Ty, - Essei *y§ ) = {p1, p2} und 'yé ) = {ps,psa}. Wir
konnen annehmen, dass p1, p3=<7y gilt. Somit haben wir folgendes Bild:

7 P pa p2 p3 p1 ¥ p3
Ap— *—e ® ° ® ®

Y2

ABBILDUNG 33
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Wie im Beweis von Lemma 4.3.14 in Fall 2 erhalten wir, dass &' (7 *(ty,)) ein Punkt
ist.

Zu den Seiten aus ¢(®): Da T ray = id gilt, erhalten wir fiir alle ¢ € T mit Lem-
ma 3.6.16 und dim(o) = 3:
S

Ty S m'(tye) = ' (Yo).
=1

Da vy € ﬂ%l und U(OSZ = ¢ gilt, erhalten wir mit Lemma 4.3.3, dass @’(wfl(tyg)) =
@'(Wfl(yg)) ein Punkt ist.

Es bleibt noch zu zeigen, dass 7 ein schwach eigentlicher Morphismus ist. Nach
Lemma 4.2.12 und Satz 4.2.16 reicht es zu zeigen, dass fiir jede Seite d<o gilt:

Stern, (8)| + lin(6) C U |Sterng, ([, 1])] + lin(p).

[P EQURY), PSS

1. Fall: § = 0. Folgt aus dim(c) = dim(o;) = 3.
2. Fall: § = {0}. Es ist zu zeigen, dass o C |Rq] gilt. Es gilt

o = {bu |l UJaslul lU?4|uve

p@o’(l) 760’(2)

Fiir jedes p € oM gilt p € agl) oder p € agl). Fiir jedes v € 0 ist eine der drei

folgenden Bedingungen erfiillt:
(i) Es gibt eine Seite 1 € 09), sodass v = 71 gilt.
(ii) Es gibt eine Seite 75 € 752), sodass v = 7o gilt.
(iii) Es gibt Seiten v, € 09) und o € 052), sodass v = 1 U~ und 3y N5y # 0

gilt. Insbesondere ist ¥, U~y = ¥

Nach Konstruktion der 7; gilt ¢ = J 3,. Somit ist o C |R1|.

3. Fall: § € 0(®. Wegen dim(c) = 3 gilt Stern, (§) = {6,0}. Nach Voraussetzung

existiert ein v, € 09 mit ¥, C 5 und v1 C § oder ein vy € 052) mit 3, C & und

Y2 C 4.

Wir betrachten zunéchst den Fall, dass es ein v; € 09 gibt mit ¥, C 5 und v C 0.
Es gilt lin(d) = lin(y1). Aus dim(oy) = 3 folgt Sterny, (v1) = {71,01}. Also gilt
[v1,s + 1]x[o1, s + 1]. Damit reicht zu zeigen, dass : ¢ + lin(8) = &1 + lin(y) gilt.
Weiter betrachten wir den Morphismus P: N — Ns. Wegen lin(y;) = lin(d) reicht
es zu zeigen, dass P%(0) = P%(0q) gilt. Es gilt P(d) = P(v1). Mit Konstruktion 2.5.8
erhalten wir P%(0) = P(6)UP(c) und P*(0y) = P(6)UP(c1). Es sei o’ der Abschluss
von o und o) der Abschluss von oy. Es gilt ¢'<0’ und ~{ <0/, wobei ¢’ der Abschluss
von 0 und 7] der Abschluss von ~; ist. Mit Erinnerung 2.5.4 gilt dim(P(o")) =
dim(P(c])) = 1. Weiter gilt o1 N & # (. Mit Konstruktion 2.5.8 folgt:

6+lin(6) = P6) = P@6') = P@1) = P61) = o1+lin(n).
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Falls es ein v9 € aéQ) mit 5, C 6 und v2 € § gibt, gilt dim(o2) = 3, da g9 C &.
Analog zu obigen Argumentation erhalten wir weiter & +1in(d) = 9 +lin(72). Somit
gilt fiir § € 0®:
|Stern, (8)| +lin(d) C U |Sterng, ([p,1])| + lin(p).
[plEQ(R1), HSH

4. Fall: § € o). Wir kénnen annchmen, dass § = py gilt. Somit folgt pa<v}, 5.
Wir wissen, dass 7},74 € o/ gilt. Dies liisst sich folgendermafien darstellen:

_ e
_ - \
_ - \
e \
A \
AN
N e
2N -
\'/
- — _ _ _
01 / B 4
- —-—--- -

ABBILDUNG 34

Wegen dim(pz) = 1 gilt p), = p2, wobei p, der Abschluss von po ist. Somit ist
Sterng (p2) = {p2,0’,7],74}. Mit Lemma 2.1.41 folgt

Sterns (p2) = {o,p2} U U O3
800, j=1,2
Somit gilt
|Stern, (p2)| + lin(p2) = & + lin(ps) U U 5+ lin(ps)
'Oy;ﬂo;é@

Es seien ¢} und ¢, die Abschliisse von §; bzw. d2. Nach Konstruktion von §; und
b2 gilt 71=<0] und 75=<J5 siche Abbildung 34. Somit gilt {p2, 07,71} C Sterng (p2)
und {p2, 03,75} C Sterng, (p2). Wir betrachten den Morphismus P: N — Ns. Mit
Einnerung 2.5.4 erhalten wir

dim(P(8})) = dim(P(d5)) = dim(P(o") = 2.
Weiter gilt &), 5, C & und ,Nd, # 0. Mit P(¢")V) = {P(1}), P(+4)} und dim(P(0")) =
2 erhalten wir P(¢’) = P(d}) U P(d5) und damit
P(3;) U P(8))
= P(5,Ud)
— <?51 U 32) + lin(pa).

5 + lin(ps) = P@E) = P(&)

Falls ~] € Stern,(p2) gilt, liegt einer der folgenden drei Fille vor:

(i) Es gibt eine Seite 0 € 052), sodass v} = 6; gilt.
(ii) Es gibt eine Seite 05 € 052), sodass 7] = 60 gilt.
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(iii) Es gibt Seiten 0y € O'%Z) und 6, € O'éQ), sodass 7] = 01 U 05 gilt.

Fall (i): Es sei 61 € 052) mit v] = 0; gegeben. Dann gilt ¥} + lin(pg) = 01 + lin(ps).
Fall (ii) ist analog zu Fall (i).

Fall (iii): Es seien 6; € 052) und 6y € 0'§2) Seiten gegeben, sodass v = 61 U 0
gilt. Dann gilt po<6; oder pa<6s. Wir kénnen annehmen, dass po<6; gilt. Weiter
ist 6, C ¥, und dim(P(vy])) = 1 = dim(P(#;). Somit folgt mit b, C 3y, dass
¥y + lin(pe) = 61 + lin(pz). Den Fall ~4 € Stern,(p2) kénnen wir analog behandeln.
Somit gilt fiir p € o(M:

Sterno(po)| +1in(p) 2 (J [Sterng, (1o 1)] + linGp).
[P leR(R), pCS
Damit haben wir gezeigt, dass m; schwach eigentlich ist. Somit ist 7: X — Y die

universelle Separierung. O

Beispiele 4.3.18. Die Beispiele aus Abbildung 35 erfiillen die Bedingungen aus
Satz 4.3.17 und besitzen somit eine universelle Separierung 7: X — Y.

a) o i
S L
— l "'ﬂT T(o1,02) T_ _‘\
b)
\ a
e _
g2 // \ TF(UI’UZ) \_ \
/Q\ \\0'1 \ \
/o — S—
C) 9 02 4 N lea
Y N g
| i ‘
e | T(o1,02) \
t-—- — ™
- L '
| | o1 !
- — — o | Y

ABBILDUNG 35
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4.4. Schwache allgemeine Lage.

Es sei (N, S) ein attraktives spitzes 1-volles k-Féchersystem und A := k-Quot(S)
ein spitzer k-Fécher. Wir zeigen in diesem Abschnitt, dass 7g: Xs — YAa eine univer-
selle Separierung von Xg ist, falls alle k-Kegel aus § mit Dimension eins allgemeine
Lage haben. Zunéchst untersuchen wir den Fall der schwachen allgemeinen Lage.

Definition 4.4.1. Es seien o1 und o3 1-volle k-Kegel in Ng, sodass der Tréger
o := |k-hull(oq,02)| ein k-Kegel in V ist. Wir sagen, dass o1 und o9 schwache
allgemeine Lage haben, falls es fiir alle p € ng) U 0'51) kein v € o) gibt mit p C 5.

Bemerkung 4.4.2. Es seien o1 und o9 zwei 1-volle k-Kegel in Ng mit schwacher
allgemeiner Lage. Dann gilt

(i) Der k-Kegel o := |k-hull(oq, 09)| ist 1 voll.
(ii) Gilt dim(c) = 3, so gilt p € o™V oder p C & fiir alle p € 09) U O'él).
Beispiele 4.4.3. Folgende k-Kegel haben schwache allgemeine Lage

o1 |k-hull(c1, o2)|

— r —
02
_— —

‘k—hull(o’l ,02) ‘

ABBILDUNG 36

Definition 4.4.4. Es seien pf, ..., p; Kegel in Ng mit dim(p}) = 1. Wir sagen, dass
ph,- .., p, allgemeine Lage haben, falls fiir alle 1 < 4,7,k < [ mit ¢ # j, j # k und
1 # k gilt:

dim(hull(p;, pj, pr)) = 3.

Bemerkung 4.4.5. Es seien pf, ..., p; Kegel in Ng mit allgemeiner Lage. Weiter
seien v; € p';, vj € p; und vy, € py mit 1 < 4,5,k <1, sodass i # j, j # k und i # k
gilt. Dann haben v;, v; und v, allgemeine Lage in Ng.

Bemerkung 4.4.6. Es seien 0 und oy 1-volle k-Kegel in Ng, sodass {p1,...,pm} =

agl) U aél) allgemeine Lage in Ng haben und o := |k-hull(oy, 02)| ein k-Kegel in V'
ist. Dann haben o1 und oy schwache allgemeine Lage in Ng.

Beispiel 4.4.7. Es seien o1 und o9 zwei 1-volle k-Kegel in Ng mit schwacher allge-

meiner Lage und 051) U 0'51) ={p1,..., pm}- Dann haben p1, ..., p,, im Allgemeinen

keine allgemeine Lage siche Abbildung 37.
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o1 |k-hull(o1, 02)

SLE I

ABBILDUNG 37

Lemma 4.4.8. Es seien o1 und o9 zwet 1-volle k-Kegel in Ng mit schwacher all-
gemeiner Lage. Nach Voraussetzung ist o := |k-hull(oq,09)| ein k-Kegel in V. Fiir
jede Seite T € oM U@ mit Ny # 0 gilt 7<07.

Beweis. Es sei 7 € o) U@ gegeben. Falls dim(7) = 1 gilt, ist nichts zu zeigen.

Es sei also dim(7) = 2. Aus 7 Noy # 0 folgt 7N 71 # O fiir ein 71<071. Zu zeigen

ist, dass 7 = 7 gilt. Da o1, 09 schwache allgemeine Lage haben, gilt dim(m) > 2.

Mit Folgerung 2.1.32 und 7, C o gilt 74 € 7. Somit folgt dim(7;) = 2. Da 01,09
(1)

schwache allgemeine Lage haben, gilt 7"/ = ) und somit 7 = 7. O

Folgerung 4.4.9. FEs seien o1 und oy zwei I-volle k-Kegel in Ng mit schwacher
allgemeiner Lage. Nach Voraussetzung ist o := |k-hull(oq,02)| ein k-Kegel in V.
Fiir jede Seite T € oWy gilt: T<o1 oder T<09.

Beweis. Folgt aus Lemma 4.4.8 und der Konstruktion der k-Hiille. O

Lemma 4.4.10. Es seien oy, 0l Kegel in' V mit dim(V) = 3, dim(c}) = 2, dim(c}) =
3 und &y Naly # 0. Weiter sei o' ;= hull(cf Ud}). Gilt &y Nch, =0, soist 71N’ = 0.

Beweis. Aus &) N &) = () und dim(c}) = 2 folgt, dass ein u € of- existiert mit

U, > 0 oder v, < 0. Wir kénnen annehmen, dass u,» > 0 gilt. Damit gilt
oy oy ’ oy

|, > 0. Also gilt u € ¢’ und ¢} C ut No’. Insbesondere ist &) N &’ = 0. O

Lemma 4.4.11. Es sei 01,09 ein striktes Paar in Ng mit 61 Noy # 0 und o1 A o9.
Haben o1 und o9 schwache allgemeine Lage, dann gilt 61 0 oo # 0.

Beweis. Wir setzen o := |k-hull(oq, 09)|. Nach Voraussetzung ist der Triger o :=
|k-hull(oq, 09)| ein k-Kegel in V. Es seien o}, o4 und ¢’ die Abschliisse von o1, o9
bzw. . Dann haben wir folgende Félle zu betrachten:

1. Fall dim(o7) = 1 und dim(o3) = 1: Dieser Fall tritt nicht auf.

2. Fall dim(oq) = 2 und dim(o2) = 2: Dann gilt 61 N 9 # () oder p C &1 fiir ein

peay’

3. Fall dim(oy) = 3 und dim(oy) = 3: Dann gilt ¢} N’ # 0 und somit ¢4 N, # 0,
also insbesondere o1 N &y # 0.

. Da 01, 0 schwache allgemeine Lage haben, gilt 51 N &y # 0.

4. Fall dim(c1) = 1 und dim(oy) = 2: Dann gilt 05 = 0 und wegen o1 £ o9 tritt
dieser Fall nicht auf.

5. Fall dim(o;) = 1 und dim(oy) = 3: Da 01 £ o2 gilt, und oy, 09 schwache
allgemeine Lage haben, gilt die Behauptung.
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6. Fall dim(o1) = 2 und dim(oy) = 1: Da 01,09 schwache allgemeine Lage haben,
tritt dieser Fall nicht auf.

7. Fall dim(oy) = 2 und dim(o2) = 3: Aus dim(o;) = 2 folgt, dass o1 ein Kegel
ist. Angenommen es gilt 61 N oo = (. Nach Lemma 4.4.10 gilt dann 61 N o’ = 0.
Aus dim(o;) = 2 und o7 C o' folgt, dass es ein 7/ € ¢ gibt mit &; € 7/ und
o1 C 7. Falls o1 # 7’ gilt, erhalten wir sofort einen Widerspruch dazu, dass oy und
oo schwache allgemeine Lage haben. Falls 7/ = o7 gilt, so gilt 7/ N oy # 0. Nach
Lemma 2.1.41 gilt 7'<0. Mit Lemma 4.4.8 erhalten wir 01 = 7/<09, Widerspruch.

8. Fall dim(c;) = 3 und dim(o2) = 1: Klar.
9. Fall dim(o) = 3 und dim(o2) = 2: Klar. O

Satz 4.4.12. Es sei (N,S) ein attraktives spitzes 1-volles k-Fichersystem. Weiter
sei ein Schleifendurchlauf durch k-Quot und subroutine k-Quot gegeben, sodass
fir alle k-Kegel 01,09, fir die o1 durch den k-Kegel 7 := |k-hull(oy, 09)| ersetzt wird,
Folgendes gilt: o1 und o2 haben schwache allgemeine Lage und A = k-Quot(S)
ist ein spitzer k-Fdacher. Dann ist der Morphismus w: Xs — Ya die universelle
Separierung.

Beweis. Es seien o1, 09 k-Kegel, sodass o1 ersetzt wird durch ¢ := |k-hull(oq, 02)|.
Nach Satz 4.1.17 reicht es zu zeigen, dass gilt:

(i) Die k-Kegel 01,09 bilden ein striktes Paar.
(ii) Die Abbildung T(o1,02) F X( — Xz ist die universelle Separierung von

X

01,02)

01,02)"

Da A ein spitzer k-Fécher ist, erhalten wir, dass o ein spitzer k-Kegel ist. Al-
so bilden 01,09 ein striktes Paar. Also ist noch zu zeigen, dass der Morphismus
T(o1,00) ¢ X(o1,00) — Xg die universelle Separierung von X(,, ,,) ist. Nach k-Quot
und subroutine k-Quot gilt 65 N oy # () und o2 £ 0. Lemma 4.4.11 liefert somit
o1 Ny # 0. Mit Folgerung 4.4.9 und 61 N o2 # 0 sind die Voraussetzungen von
Satz 4.3.17 erfiillt. Somit ist : X(g1,00) — X& die universelle Separierung von

X O

01,02)

01,02)"

Satz 4.4.13. Es sei (N,S) ein attraktives spitzes 1-volles k-Fdichersystem. Weiter
sei A := k-Quot(S) ein spitzer k-Ficher und p1,...,ps seien alle k-Kegel von S
mit dim(p;) = 1. Falls p1,...,ps allgemeine Lage haben, so ist w: Xs — YA die
universelle Separierung.

Beweis. Nach Bemerkung 4.4.6 haben alle k-Kegel im Schleifendurchlauf durch k-
Quot und subroutine k-Quot schwache allgemeine Lage. Somit folgt die Behaup-
tung aus Satz 4.4.12. O

Definition 4.4.14. Es sei (N,S) ein 1-volles ein attraktives spitzes 1-volles k-
Fichersystem. Weiter seien pi,...,ps alle k-Kegel von & mit dim(p;) = 1. Wir
sagen, dass S spitzer allgemeine Lage hat, falls pq,..., ps allgemeine Lage haben
und der Kegel hull(py, ..., ps) spitz ist.

Theorem 4.4.15. Es sei (N,S) ein attraktives spitzes 1-volles k-Fdichersystem mit

spitzer allgemeiner Lage. Dann ist w: Xs — YA die universelle Separierung, wobei
A = k-Quot(S) ist.
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Beweis. Aus hull(py, ..., ps) spitz, folgt, dass A spitz ist. Somit folgt die Behauptung
aus Satz 4.4.13. U
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4.5. Existenz von kategorischen Quotienten fiir torische H-Varietéiten.

Im letzten Abschnitt wollen wir Kriterien fiir die Existenz eines kategorischen Quo-
tienten zu einer gegebenen torischen H-Varietét (X', T, x¢) angeben. Ob ein katego-
rischer Quotient existiert, hingt sehr stark von der Kategorie ab. In [3, Proposition
5.1] wurde bewiesen, dass es fiir die torische H-Varietit aus Beispiel 3.7.17 einen
kategorischen Quotienten in der Kategorie der Prévarietéiten gibt, jedoch keinen
in der Kategorie der Varietdten. Weiter wurde in [9, Theorem 1] gezeigt, dass die
torische H-Varietét aus Beispiel 3.7.17 einen kategorischen Quotienten in der Kate-
gorie der dec-subsets besitzt. Lemma 4.3.12 liefert, dass fiir diese torische H-Varietét
ein kategorischer Quotient in der Kategorie der separierten k-Réume existiert siehe
Beispiel 4.5.11.

Des Weiteren wird in Beispiel 4.5.8 eine H-Varietéit betrachtet, welche einen ka-
tegorischen Quotienten in der Kategorie der separierten k-Réume besitzt. Dieser
ist nicht in eine Varietét einbettbar, das heifit, der kategorische Quotient ist kein
kategorischer Quotient in der Kategorie der dc-subsets. Eine Frage, die wir nicht
beantworten koénnen ist, ob dieses Beispiel einen kategorischen Quotienten in der
Kategorie der dc-subsets besitzt.

A’Campo-Neuen und Hausen haben in [3] gezeigt, dass fiir jede torische H-Varietét
der Komplezitit zwei ein kategorischer Quotient in der Kategorie der Varietéiten
existiert. Wir werden zeigen, dass der kategorische Quotient in der Kategorie der
Varietdten mit Komplexitét zwei bereits ein kategorischer Quotient in der Kategorie
der separierten k-Réaume ist siche Satz 4.5.17. Satz 4.5.10 gibt ein Kriterium fiir die
Existenz eines kategorischen Quotienten in der Kategorie der separierten k-Raume
an, welches unabhéngig von der Komplexitét ist.

H. Sumihiro hat in [17] Kriterien fiir gute Priquotienten angegeben. In Lemma 4.5.4
wird folgende Aussage bewiesen: Falls der kategorische Quotieten fiir eine torische
H-Varietdt in der Kategorie der Préavarietédten eine universelle Separierung besitzt,
dann existiert der kategorische Quotient in der Kategorie der separierten k-Réume.

Wir werden einige speziellere Kriterien fiir Komplexitéit drei angeben. Beispiel 4.5.19
liefert eine torische H-Varietét, welche die Voraussetzung von Theorem 4.5.18 erfiillt,
jedoch keinen kategorischen Quotienten in der Kategorie der Varietéiten besitzt.

Definition 4.5.1. Essei (X, T, x¢) ein torischer H-Raum. Wir nennen die natiirliche
Zahl dim(X) — dim(H) die Komplezitit von X beziiglich H.

Erinnerung 4.5.2. Essei X ein torischer H-Raum. Ein Morphismusvon7: X — Y
heifit kategorischer Quotient (beziiglich H ), falls Folgendes gilt:

(i) Der Morphismus 7 ist H-invariant.
(ii) Fiir jeden H-invarianten Morphismus ¢: X — Z existiert genau ein Mor-
phismus ¢: Y — Z, sodass ¢ = ¢ o 7 gilt.

Bemerkung 4.5.3. Es sei m: X — Y ein kategorischer Quotient. Dann ist Y bis
auf Isomorphie eindeutig bestimmt und 7 ist surjektiv.

Lemma 4.5.4. Es seien (X', T,xq) eine torische H-Varietit, 7 : X' — Y der ka-
tegorische Quotient fiir die H-Varietit X' in der Kategorie der Privarietiten und
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Y =Y die universelle Separierung. Dann ist 7 :== 7' oy : X' — Y der kate-
gorische Quotient fiir die torische H-Varietit X' in der Kategorie der separierten
k-Rdume.

Beweis. Der Morphismus 7 ist H-invariant. Es bleibt noch zu zeigen, dass m: X' —
Y die universelle Eigenschaft erfiillt. Dazu sei ein H-invarianter Morphismus ¢: X’ —
Z mit einem separierten k-Raum Z gegeben. Wir kénnen annehmen, dass ¢ surjek-
tiv ist. Da X irreduzibel ist, folgt Z irreduzibel. Nach Folgerung 1.5.16 existiert eine
Privarietit Z’' mit Z C Z'. Also ist ¢: X’ — Z’ ein H-invarianter Morphismus von
Prévarietéiten.

Somit existiert genau ein Morphismus ¢': Y’ — Z’ mit ¢ = ¢/ o7 Insbesondere gilt
4 (57/ ) € Z. Da 7’ die universelle Separierung ist, gibt es genau einen Morphismus
¢:Y — Z mit ¢/ = @ on’. Somit liefert das folgende kommutative Diagramm die
Behauptung:

®

1%,

Y//L>Y

A

O

Folgende Definition wurde in [4] eingefiihrt. Vergleiche dazu auch [6, Definition
1.4.1).

Definition 4.5.5. Es seien G eine affine algebraische Gruppe und X eine G-Priva-
rietdt. Ein G-invarianter Morphismus 7: X — Y von Prévarietéiten heifit guter
Prdquotient, falls Folgendes gilt:

(i) Der Morphismus 7 ist affin, das heifit, fiir jede affine offene Teilmenge V C Y
ist 771(V) affin.
(ii) Es gilt (1.0x)¢ = Oy.

Der Praquotient 7: X — Y heiit Quotient, falls Y eine Varietét ist. Wir nennen
einen Morphismus 7: X — Y einen geometrischen Prdquotienten, falls 7 ein guter
Praquotient ist und die Fasern genau die G-Bahnen von X sind.

Lemma 4.5.6. Es seien G eine affine algebraische Gruppe, X eine G-Prdivarietdt
undm: X — 'Y ein guter Prdiquotient. Dann trigt Y die Quotiententopologie beziiglich
.

Beweis. Die Aussage ist lokaler Natur und somit bekannt. O

Folgerung 4.5.7. Es seien G eine affine algebraische Gruppe, X eine G-Prdiva-
rietdt und w: X — Y ein guter Priquotient. Dann ist m: X — Y ein kategorischer
Quotient beziiglich G in der Kategorie der k-Rdume.

Beispiel 4.5.8. Wir betrachten die quasiaaffine torische Varietét
X = <<c2 X (@*)4) U ((@*)2 x C? x (@*)2) U ((@*)4 X <c2)
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mit dem Torus T := (C*)% und Basispunkt zo := (1,...,1). Weiter betrachten wir
folgende (C*)*-Wirkung auf X':

(hl,hg,hg) * T = (h;lhglxl,h;lhgm'g,h;lxg,h1$4,h2h§1x5,h31‘6) .

(X', T,z0) ist eine torische H-Varietit. Es gilt Ag(T) = Z°. Der Ficher Yx be-
sitzt folgende drei maximale zweidimensionale Kegel: o1 := cone(e),e)), oo =
cone(es, €y) und o3 := cone(es, e;), wobel €], ..., e; die Standardbasisvektoren des
QS bezeichnen. Weiter ist die Abbildung Q: Z5 — AQ(T)/L(C*)S = 73 durch folgen-
de Matrix gegeben:

11 1
1 0 -1
01

1 0
A = 01
0 0 1

_ o o

Somit gilt Q(o1) = 71 := cone(e, e2), Q(o2) = T2 := cone(es, e1 + e3) und Q(o3) =
T3 := cone(e; + e3,e; — ea + e3), wobei ej, e5 und e3 die Standardbasisvektoren des
Q? bezeichnen. Damit lisst sich die Situation folgendermafien darstellen:

~—

T3

T1

ABBILDUNG 38

Wir betrachten die Priivarietiit Y, welche durch die Familie S := (71, T2, 73) definiert
wird. Die Priivarietiit Y ist minimal verklebt. Nach [2, Proposition 3.2] liefert der
Morphismus ) den guten Quotienten 7;: X, — EN/TZ. fir ¢ = 1,2,3. Somit existiert
ein guter Priaquotient 7: X' — Y. Wir zeigen, dass Y’ eine universelle Separierung
besitzt. Dazu wenden wir den Algorithmus k-Quot auf S an. Es gilt 71 N7y A 7.
Der Algorithmus setzt 7 := |k-hull(7y, 72)| und stoppt. Wir erhalten den k-Fécher
A =k — Quot(S) = Fz U F, und haben fogendes Bild:

/ A\
/ \
G— T3 4 \ ~
[ —— 71
\
2 / \
/\\ / \
/ \
4 \
 — — ‘. GP——l

ABBILDUNG 39

Lemma 4.3.12 liefert, dass m(;, 1) X(7, 7,) — Y7 die universelle Separierung von
X(7,,75) 1st. Somit ist 7g: Y — Ya die universelle Separierung von Y. Nach Lem-
ma 4.5.4 ist m :== mgo7w: X' — Ya der kategorische Quotient von X’ beziiglich
(C*)3 in der Kategorie der separierten k-Rdume. Nach Bemerkung 2.3.35 existiert
der Abschluss &’ zu A. Dieser ist nicht separiert siche Abildung 40.
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ABBILDUNG 40

Also existiert nach Satz 3.6.30 keine Varietéit Y’ mit YA C Y’. Eine Frage, die wir
nicht beantworten kénnen ist, ob die torische H-Varietét aus (X', T, z¢) einen kate-
gorischen Quotienten in der Kategorie der dc-subsets besitzt.

Lemma 4.5.9. Es seien (X', T,xq) eine torische H-Varietit und m: X' —'Y ein
guter Praiquotient fir die H-Wirkung. Dann existiert ein Untertorus H C T mit
H C T, sodass (Y,T/H,(x0)) eine torische Privarietit ist. Weiter existiert ein to-
rischer Morphismus (7, 7): (X', T, x0) — (Y, T/H,7(x0)). Falls 7 ein geomatrischer

~

Priquotient ist, gilt H = H.

Beweis. Folgt im wesentlich aus [4, Corollary 6.5]. O

Satz 4.5.10. Es sei (X', T, x) eine torische H-Varietit und 7: X' — Y’ ein guter
Préquotient fiir die H-Wirkung. Dann ist Y’ eine torische Prdvarietit (Y', Ty, o).
Weiter erfille Sy in Ag(Ty+) die Voraussetzung aus Satz 4.1.17. Dann existiert der
kategorische Quotient fiir X' beziiglich H in der Kategorie der separierten k-Rdume.

Beweis. Nach Satz 4.1.17 existiert zu Y’ die universelle Separierung TSy Y — Ya,
wobei A :=k — Quot(Sy-). Somit folgt die Behauptung aus Lemma 4.5.4. O

Beispiel 4.5.11. Wir betrachten die Varietdt X mit C*-Wirkung aus Beispiel 3.7.17.
Der Féacher ¥ x hat genau zwei maximale Kegel o1 := cone(ej,ez) und oy :=
cone(es,eq). Wir betrachten das zu C* gehorige Untergitter Lc», den Morphis-
mus P: Z* — 7Z*/Lex = 72 und P(oy) = cone(er,es) =: 71 sowie P(o) =
cone(e; + eg,e3) =: To. Weiter setzen wir S := (71,72). Nach [3, Proposition 5.1]
ist m1: X — Yg der kategorische Quotient in der Kategorie der Prévarietéiten. Wei-
ter erfiillt S die Voraussetung von Lemma 4.3.12. Somit ist 7 := |k-hull(7y, 72)| mit
dem Morphismus 7, -,y: Ys — Y7 die universelle Separierung. Nach Lemma 4.5.4
ist der Morphismus 7 := w9 o m1: X — Y; damit der kategorische Quotient in der
Kategorie der separierten k-Réume.

Satz 4.5.12. FEs seien (X', T,x¢) eine torische H-Varietit und 7: X' — Y’ ein
guter Priquotient fiir die H-Wirkung mit dim(Y’) = 3. Dann ist Y' eine tori-
sche Privarietit (Y', Ty, yo). Weiter erfiille Sy in Ag(Ty+) die Voraussetzung aus
Satz 4.4.12. Dann existiert der kategorische Quotient fiir X' beziiglich H in der
Kategorie der separierten k-Rdume.

Beweis. Nach Satz 4.4.12 existiert zu Y’ die universelle Separierung 7s,, : Y/ — Ya,
wobei A := k — Quot(Sy~). Somit folgt die Behauptung aus Lemma 4.5.4. O

Satz 4.5.13. Es seien (X', T,x¢) eine torische H-Varietit und w: X' — Y’ ein
guter Priquotient fiir die H-Wirkung mit dim(Y’) = 3. Dann ist Y’ eine torische
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Pravarietit (Y', Ty, yo). Weiter erfiille Sy: in Ag(Ty+) die Voraussetzung aus Theo-
rem 4.4.15. Dann existiert der kategorische Quotient fiir X' beziiglich H in der Ka-
tegorie der separierten k-Rdume.

Beweis. Nach Theorem 4.4.15 existiert zu Y’ die universelle Separierung s, : Y —
YA, wobei A :=k — Quot(Sy). Somit folgt die Behauptung aus Lemma 4.5.4. [

Lemma 4.5.14. Es seien (X', T, xq) eine torische H-Varietit und m: X' —Y ein
kategorischer Quotienten beztiglich H in der Kategorie der separierten k-Rdume, wo-
bei Y ein echter k-Raum ist. Weiter sei Y’ eine Varietit mitY T Y'. Dann exisitiert
kein kategorischer Quotient beztiglich H in der Kategorie der Varietdten.

Beweis. Angenommen, es existiert ein kategorischer Quotient 7: X — 17 wobei
Y eine Varietiit ist. Die Morphismen 7 und 7 sind H-invariant. Somit existieren
Morphismen ¢: Y — Y’ und p: Y - Y mit 7 = pomund @ =pom Damund 7
surjektiv sind, erhalten wir 3(Y) =Y und ¢(Y) = Y. Aus der Eindeutigkeit von ¢
und @ folgt YV = EN/, Widerspruch. 0

Definition 4.5.15. Es seien (X', T, x) eine torische H-Varietit mit Komplexitét
drei und P: A(T) — A(T)/Lpy die Restklassenabbildung. Weiter seien oy,...,0
alle maximalen Kegel (beziiglich Inklusion) aus ¥ y/. Wir sagen, dass der Untertorus
H allgemeine Lage hat, falls P(o1)®M) U ... U P(os)() allgemeine Lage haben. Wir
sagen, dass der Untertorus H spitze allgemeine Lage hat, falls er allgemeine Lage
hat und der Kegel hull({J P(c;)(")) spitz ist.

Erinnerung 4.5.16. Es sei (X', T, () eine torische H-Varietit. Wir sagen H ope-
riert abgeschlossen, falls alle H-Bahnen abgeschlossen in X’ sind.

Satz 4.5.17. Es sei (X', T, xq) eine torische H-Prdivarietit mit Komplexitit kleiner
gleich zwei. Dann existiert ein kategorischer Quotient in der Kategorie der separier-
ten k-Rdume.

Beweis. Wir kénnen annehmen, dass die Komplexitét gleich zwei ist. Nach [3, Theo-
rem 4.1] existiert zu (X', T, zp) ein Morphismus von Varietiten 7: X' — Y', wel-
cher ein kategorischer Quotient ist. Aus dem Beweis von [3, Theorem 4.1] folgt, dass
m: X' — Y’ schwach eigentlich und surjektiv ist. Somit erhalten wir die Behauptung
aus Lemma 4.2.19. U

Theorem 4.5.18. Es sei (X', T, xg) eine torische H-Varietit mit Komplexitdt drei.
Weiter operiere der Untertorus H abgeschlossen auf X' und habe spitze allgemeine
Lage. Dann existiert der kategorische Quotient w: X' — Y in der Kategorie der
separierten k-Rdume.

Beweis. Nach [17, Corollary 3.3] existiert zu (X, Tx,xo) ein geometrischer Priquo-
tient 7: X’ — Y. Da X Komplexitit drei hat und 7 ein geometrischer Quotient ist,
gilt dim(Y”) = 3. Nach Lemma 4.5.9 ist (Y',T/H,7(x0)) eine torische Priivarietiit
und wir haben eine torischen Morphismus (7,7): (X, Tx,x0) — (Y',T/H,7(x0)).
Da 7 surjektiv ist, existiert zu jedem ¢ € 81(71,) mit dim(d’) = 1 ein 7/ € ¥x/ und

ein p' € P(r')V) mit p’ = ¢'. Somit haben alle Kegel aus Sy, mit Dimension eins
allgemeine Lage. Damit existiert nach Thorem 4.4.15 eine unlverselle Separierung
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7':Y' — Y. Lemma 4.5.4 liefert, dass 7 := 7'o7: X’ — Y der kategorische Quotient
in der Kategorie der separierten k-Ridume ist. O

Beispiel 4.5.19. Wir betrachten die torische Varietit X’ := C? x (C*)2U(C*)? x C2
mit dem Torus 7" := (C*)* und Basispunkt 2 := (1,...,1). Weiter betrachten wir
folgende C*-Wirkung auf X':

hxx = (h~txy, h tay, has, hay).

(X', T, x0) ist eine torische H-Varietiit. Der offene Unterraum (X', T, z) ist sogar
eine torische quasiaffine C*-Varietit. Alle C*-Bahnen von X’ sind abgeschlossen. Es
gilt Ag(T) = Z*. Der Ficher Yy besitzt folgende zwei maximale zweidimensionale
Kegel oy := cone(e], €,) und oy := cone(es, €)), wobei €, ..., ¢y die Standardbasis-
vektoren des Q* bezeichnen. Weiter ist die Abbildung Q: Z* — Ag(T)/Lex = 72
durch folgende Matrix gegeben:

1 0 0 1
A = 010 1
00 1 -1
Somit gilt Q(o1) = 71 := cone(ey, e2) und Q(o2) = 72 := cone(es, e; + ea — eg). Wir
haben folgendes Bild:

T2

T1

ABBILDUNG 41

Die Kegel aus 7'1(1) U 7'2(1) haben allgemeine Lage und somit hat C* allgemeine Lage.

Weiter ist hllﬂ(Tl(l) U 7'2(2)) spitz. Also hat C* spitze allgemeine Lage. Somit erfiillt
X’ mit der C*-Wirkung die Voraussetungen von Theorem 4.5.18. Damit besitzt die
torische C*-Varietét einen kategorischen Quotienten in der Kategorie der separierten
k-Réaume. Wir setzen 7 := hull(7y,72) und Y := Y, und sind damit in der Situation
von Abbildung 42.

ABBILDUNG 42

Der Morphismus 7: Y(;, ,) — Y7 ist die universelle Separierung. Der natiirliche
Morphismus 7: X’ — Y, ist der kategorische Quotient in der Kategorie der sepa-
rierten k-Raume. Des Weiteren ist der k-Raum Y, ein echter quasiaffiner k-Raum
(siche Abbildung 42). Somit besitzt nach Lemma 4.5.14 die quasiaffine torische C*-
Varietét (X', T, zo) keinen kategorischen Quotienten in der Kategorie der Varietéiten.
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