
❊st✐♠❛t✐♥❣ ❍②❞r❛✉❧✐❝ ❆♥✐s♦tr♦♣② ✐♥

❙tr❛t✐✜❡❞ ❆q✉✐❢❡rs

❉✐ss❡rt❛t✐♦♥

❞❡r ▼❛t❤❡♠❛t✐s❝❤✲◆❛t✉r✇✐ss❡♥s❝❤❛❢t❧✐❝❤❡♥ ❋❛❦✉❧tät

❞❡r ❊❜❡r❤❛r❞ ❑❛r❧s ❯♥✐✈❡rs✐tät ❚ü❜✐♥❣❡♥

③✉r ❊r❧❛♥❣✉♥❣ ❞❡s ●r❛❞❡s ❡✐♥❡s

❉♦❦t♦rs ❞❡r ◆❛t✉r✇✐ss❡♥s❝❤❛❢t❡♥

✭❉r✳ r❡r✳ ♥❛t✳✮

✈♦r❣❡❧❡❣t ✈♦♥

❘✉t❤ ❱❡r❡♥❛ ▼❛✐❡r

❛✉s ❑❧❛❣❡♥❢✉rt

Öst❡rr❡✐❝❤

❚ü❜✐♥❣❡♥

✷✵✷✶





●❡❞r✉❝❦t ♠✐t ●❡♥❡❤♠✐❣✉♥❣ ❞❡r ▼❛t❤❡♠❛t✐s❝❤✲◆❛t✉r✇✐ss❡♥s❝❤❛❢t❧✐❝❤❡♥ ❋❛❦✉❧tät ❞❡r

❊❜❡r❤❛r❞ ❑❛r❧s ❯♥✐✈❡rs✐tät ❚ü❜✐♥❣❡♥✳

❚❛❣ ❞❡r ♠ü♥❞❧✐❝❤❡♥ ◗✉❛❧✐✜❦❛t✐♦♥ ✶✾✳✶✶✳✷✵✷✶

❙t❡❧❧✈❡rtr❡t❡♥❞❡r ❉❡❦❛♥✿ Pr♦❢✳ ❉r✳ ❚❤✐❧♦ ❙t❡❤❧❡

✶✳ ❇❡r✐❝❤t❡rst❛tt❡r Pr♦❢✳ ❉r✳✲■♥❣✳ ❖❧❛❢ ❆✳ ❈✐r♣❦❛

✷✳ ❇❡r✐❝❤t❡rst❛tt❡r Pr♦❢✳ ❉r✳ ❲❛rr❡♥ ❇❛rr❛s❤





❆❝❦♥♦✇❧❡❞❣❡♠❡♥ts

❋✐rst ❛♥❞ ❢♦r❡♠♦st ■ ✇❛♥t t♦ t❤❛♥❦ ♠② s✉♣❡r✈✐s♦rs ❖❧❛❢ ❆✳ ❈✐r♣❦❛ ❛♥❞ ❈❛rst❡♥ ▲❡✈❡♥✲

P✜st❡r ❢♦r ❣✐✈✐♥❣ ♠❡ t❤❡ ♦♣♣♦rt✉♥✐t② t♦ ❜❡ ♣❛rt ♦❢ t❤✐s ❡①❝✐t✐♥❣ ♣r♦❥❡❝t ❛♥❞ ❢♦r t❤❡✐r

❣✉✐❞❛♥❝❡ ❞✉r✐♥❣ t❤❡ ❥♦✉r♥❡② t♦✇❛r❞s ♠② P❤❉✳ ❚❤❛♥❦ ②♦✉ ❖❧❛❢ ❢♦r ❣✐✈✐♥❣ ♠❡ ❞✐r❡❝t✐♦♥✱

❢♦r t❤❡ ♠❛♥② ✐♥s✐❣❤t❢✉❧ ❞✐s❝✉ss✐♦♥s ✇❡ ❤❛❞ ❞✉r✐♥❣ t❤❡ ♣r♦❝❡ss ❛♥❞✱ ♠♦st ♦❢ ❛❧❧✱ ❢♦r ②♦✉r

❝♦♥str✉❝t✐✈❡ ❛♥❞ ✐♥✈❛❧✉❛❜❧❡ ❢❡❡❞❜❛❝❦ t❤r♦✉❣❤♦✉t✳ ■ ❤❛✈❡ ❧❡❛r♥t s♦ ♠✉❝❤ ❢r♦♠ ②♦✉ ❛♥❞

✇♦r❦✐♥❣ ✇✐t❤ ②♦✉ ❤❛s ✉♥❞♦✉❜t❡❞❧② ♠❛❞❡ ♠❡ ❛ ❜❡tt❡r r❡s❡❛r❝❤❡r✳ ❚❤❛♥❦ ②♦✉ ❈❛rst❡♥

❢♦r ②♦✉r ❣✉✐❞❛♥❝❡ t❤r♦✉❣❤♦✉t t❤❡ r❡s❡❛r❝❤ ❛♥❞ ✇r✐t✐♥❣ st❛❣❡s ❛♥❞ ❢♦r ②♦✉r s✉♣♣♦rt ✐♥

r❡❧❛t✐♦♥ t♦ ❥✉st ❛❜♦✉t ❛♥②t❤✐♥❣✳ ❲♦r❦✐♥❣ ✐♥ t❤❡ ✜❡❧❞ ✇✐t❤ ②♦✉ ✇❛s ❛ ♣r✐✈✐❧❡❣❡ ❞✉r✐♥❣

✇❤✐❝❤ ■ ❞✐❞ ♥♦t ♦♥❧② ❧❡❛r♥ ❛ ❧♦t ❜✉t ✇❤✐❝❤✱ t♦❣❡t❤❡r ✇✐t❤ ②♦✉r ✈❛❧✉❜❧❡ ❢❡❡❞❜❛❝❦ ❛♥❞ ♦✉r

❞✐s❝✉ss✐♦♥s✱ ❤❛s ✐♥s♣✐r❡❞ ♠❡ t♦ r❡❛❧❧② ❡♥❣❛❣❡ ✇✐t❤ ♠② r❡s❡❛r❝❤✳

❆ s♣❡❝✐❛❧ t❤❛♥❦ ②♦✉ ❛❧s♦ ❣♦❡s t♦ Pr♦❢✳ ❉r✳ ❲❛rr❡♥ ❇❛rr❛s❤ ❢♦r s❤♦✇✐♥❣ s✉❝❤ ❛♥ ✐♥t❡r❡st

✐♥ ♠② ✇♦r❦ ❛♥❞ ❢♦r ❛❣r❡❡✐♥❣ t♦ ❡①❛♠✐♥❡ ♠② t❤❡s✐s ❛♥❞ t♦ ❜❡❝♦♠❡ ♣❛rt ♦❢ ♠② P❤❉

❝♦♠♠✐tt❡❡✳

■ ❛❧s♦ ✇❛♥t t♦ t❤❛♥❦ ❉r✳✲■♥❣✳ ❇❡r♥❤❛r❞ ❖❞❡♥✇❛❧❞✱ ❤❡❛❞ ♦❢ t❤❡ ●r♦✉♥❞✇❛t❡r ❉❡♣❛rt✲

♠❡♥t ❛t t❤❡ ❋❡❞❡r❛❧ ❲❛t❡r✇❛②s ❊♥❣✐♥❡❡r✐♥❣ ❛♥❞ ❘❡s❡❛r❝❤ ■♥st✐t✉t❡✱ ❢♦r ♠❛❦✐♥❣ t❤✐s

♣r♦❥❡❝t ♣♦ss✐❜❧❡✳

❆ s♣❡❝✐❛❧ t❤❛♥❦ ②♦✉ t♦ ❉❛♥✐❡❧ ❙tr❛ss❡r ❢♦r ②♦✉r s✉♣♣♦rt ❛♥❞ ❢❡❡❞❜❛❝❦ ❞✉r✐♥❣ ♠② t❤❡s✐s✳

P❡r❢♦r♠✐♥❣ t❤❡ ✜❡❧❞ t❡sts ✇✐t❤♦✉t ②♦✉ ✇♦✉❧❞♥✬t ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ ♣♦ss✐❜❧❡✳ ■ ❛❧s♦ ✇❛♥t t♦ t❤❛♥❦

②♦✉ ❢♦r ♦✉r ♣r♦❧♦♥❣❡❞ ❛♥❞ ✐♥s✐❣❤t❢✉❧ ❞✐s❝✉ss✐♦♥s ❢r♦♠ ✇❤✐❝❤ ■ ❤❛✈❡ ❛❧✇❛②s ❧❡❛r♥❡❞ ❛ ❧♦t✳

❚❤❛♥❦ ②♦✉ ❛❧s♦ t♦ P❤✐❧✐♣♣ ❙❝❤ä❢❡r✱ ❢♦r ②♦✉r ♣r❛❝t✐❝❛❧ ❛♥❞ ❧♦❣✐st✐❝❛❧ s✉♣♣♦rt r❡❣❛r❞✐♥❣

t❤❡ ✐♥st❛❧❧❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ✇❡❧❧ ♥❡t✇♦r❦ ❛t t❤❡ ✜❡❧❞ s✐t❡ ❑❛♣♣❡❧✲●r❛❢❡♥❤❛✉s❡♥✳

❆ s♣❡❝✐❛❧ t❤❛♥❦s t♦ P❛✉❧ ❉❡✐ÿ✐♥❣❡r✱ ▼❛❧t❡ ❑❧❡❡♠❛♥♥ ❛♥❞ ▼❛①✐♠✐❧✐❛♥ ❙t♦❧❧ ❢♦r t❤❡

❝♦❧❧❛❜♦r❛t✐♦♥✳ ❚❤❡ ♦♣♣♦rt✉♥✐t② t♦ s✉♣❡r✈✐s❡ ②♦✉r ✇♦r❦ ✇❛s ❛♥ ❡♥r✐❝❤✐♥❣ ❡①♣❡r✐❡♥❝❡

❛♥❞ ■ ❛♠ t❤❛♥❦❢✉❧ ❢♦r ②♦✉r ♠❛♥② ✈❛❧✉❛❜❧❡ ❝♦♥tr✐❜✉t✐♦♥s t♦ t❤✐s ♣r♦❥❡❝t✳

❚❤❛♥❦ ②♦✉ ❊♠✐❧✐♦ ❢♦r ②♦✉r s✉♣♣♦rt t❤r♦✉❣❤♦✉t ♠② P❤❉✱ ❢♦r ②♦✉r ❝♦♥str✉❝t✐✈❡ ❛♥❞

✈❛❧✉❛❜❧❡ ❢❡❡❞❜❛❝❦ ❛♥❞ ❢♦r ♦✉r ♠❛♥② ❧✐✈❡❧② ❛♥❞ ❡①t❡♥s✐✈❡ ❞✐s❝✉ss✐♦♥s ♦♥ ❞❛t❛ ♣r♦❝❡ss✐♥❣

❛♥❞ ❞❛t❛ ✐♥✈❡rs✐♦♥✳

▲❛st ❜✉t ❝❡rt❛✐♥❧② ♥♦t ❧❡❛st ■ ✇❛♥t t♦ t❤❛♥❦ ♠② ✇❤♦❧❡ ❢❛♠✐❧② ❢♦r ❛❧❧ t❤❡ s✉♣♣♦rt t❤r♦✉❣❤✲

♦✉t ♠② t❤❡s✐s✳ ❆ s♣❡❝✐❛❧ t❤❛♥❦s t♦ ♠② ❉❛❞ ❢♦r ❣✐✈✐♥❣ ♠❡ t❤❡ ✜♥❛❧ ♣✉s❤ ❛♥❞ ❤❛✈✐♥❣

❢❛✐t❤ ✐♥ ♠❡ t❤❛t ■ ❛♠ ❛❜❧❡ t♦ ✜♥✐s❤ t❤✐s ✇♦r❦✳





❆❜str❛❝t

❯♥❞❡rst❛♥❞✐♥❣ ❣r♦✉♥❞✇❛t❡r ✢♦✇ ♣r♦❝❡ss❡s r❡q✉✐r❡s ❞❡t❛✐❧❡❞ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ♦♥ t❤❡ ❤❡t✲

❡r♦❣❡♥❡✐t② ❛♥❞ ❛♥✐s♦tr♦♣② ♦❢ ❤②❞r❛✉❧✐❝ ❝♦♥❞✉❝t✐✈✐t②✳ ■♥ s❡❞✐♠❡♥t❛r② ❛q✉✐❢❡rs✱ t❤❡ s♣❛✲

t✐❛❧ ✈❛r✐❛❜✐❧✐t② ♦❢ ❤②❞r❛✉❧✐❝ ❝♦♥❞✉❝t✐✈✐t② r❡s✉❧ts ❢r♦♠ t❤❡ str❛t✐✜❝❛t✐♦♥ ♦❢ ♠❛t❡r✐❛❧ ❛♥❞

♣r✐♠❛r✐❧② ♦❝❝✉rs ❜❡t✇❡❡♥ ✐♥❞✐✈✐❞✉❛❧ ❤♦r✐③♦♥t❛❧ ❧❛②❡rs✳ ❖♥ ❧❛r❣❡ s❝❛❧❡s✱ t❤❡ ✈❡rt✐❝❛❧

❤❡t❡r♦❣❡♥❡✐t② ✐♥❞✉❝❡s ❤②❞r❛✉❧✐❝ ❛♥✐s♦tr♦♣② ✇✐t❤ t❤❡ ❤♦r✐③♦♥t❛❧ ❝♦♥❞✉❝t✐✈✐t② t②♣✐❝❛❧❧②

❡①❝❡❡❞✐♥❣ t❤❡ ✈❡rt✐❝❛❧ ♦♥❡✳ ❉❡s♣✐t❡ t❤❡ ✐♠♣♦rt❛♥❝❡ ♦❢ ❤②❞r❛✉❧✐❝ ❛♥✐s♦tr♦♣②✱ ❢♦r ❡①❛♠✲

♣❧❡ ✐♥ t❤❡ ❞❡s✐❣♥ ♦❢ r❡♠❡❞✐❛t✐♦♥ s②st❡♠s ♦r ✐♥ t❤❡ ♣❧❛♥♥✐♥❣ ♦❢ ❞❡✇❛t❡r✐♥❣ ♠❡❛s✉r❡s ✐♥

❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ♣✐ts ♦r ♠✐♥❡s✱ r❡s❡❛r❝❤ ❢♦❝✉s✐♥❣ ♦♥ ❡st✐♠❛t✐♥❣ t❤❡ ❞✐✛❡r❡♥❝❡ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡

❤♦r✐③♦♥t❛❧ ❛♥❞ ✈❡rt✐❝❛❧ ❤②❞r❛✉❧✐❝ ❝♦♥❞✉❝t✐✈✐t② ❤❛s s♦ ❢❛r ❜❡❡♥ ❧✐♠✐t❡❞✳

❚❤✐s ✇♦r❦ ✐♥✈❡st✐❣❛t❡s t❤❡ ♣♦t❡♥t✐❛❧ ♦❢ ❛ ✜❡❧❞ ♠❡t❤♦❞ ❢♦r ❡st✐♠❛t✐♥❣ t❤❡ ❧❛r❣❡✲s❝❛❧❡

❤②❞r❛✉❧✐❝ ❛♥✐s♦tr♦♣② ✐♥❞✉❝❡❞ ❜② ✈❡rt✐❝❛❧ ❤❡t❡r♦❣❡♥❡✐t② ✐♥ str❛t✐✜❡❞ ❛q✉✐❢❡rs✳ ❚❤❡ ❛♣✲

♣r♦❛❝❤ ✐s ❜❛s❡❞ ♦♥ t❤❡ ✐♥✈❡rs✐♦♥ ♦❢ ❞r❛✇❞♦✇♥ ❞❛t❛ st❡♠✐♥❣ ❢r♦♠ ♣✉♠♣✐♥❣ t❡sts ✐♥ ❛

♣❛rt✐❛❧❧② ♣❡♥❡tr❛t✐♥❣ ✇❡❧❧ ✐♥ ✇❤✐❝❤ ✇❛t❡r ✐s s✉❝❝❡ss✐✈❡❧② ❡①tr❛❝t❡❞ ❢r♦♠ ❞✐✛❡r❡♥t ❛q✉✐❢❡r

♣♦rt✐♦♥s✱ ❛♥❞ t❤❡ ❤②❞r❛✉❧✐❝ r❡s♣♦♥s❡ ✐s ♠❡❛s✉r❡❞ ✐♥ ♠✉❧t✐✲❧❡✈❡❧ ♣✐❡③♦♠❡t❡rs ♣❧❛❝❡❞ ❛t

❞✐✛❡r❡♥t r❛❞✐❛❧ ❞✐st❛♥❝❡s ❛♥❞ ✐♥ ❞✐✛❡r❡♥t ❞✐r❡❝t✐♦♥s t♦ t❤❡ ♣✉♠♣✐♥❣ ✇❡❧❧✳ ❊①tr❛❝t✐♥❣

✇❛t❡r ❢r♦♠ ❛ ♣❛rt✐❛❧❧② ♣❡♥❡tr❛t✐♥❣ ✇❡❧❧ ✐♥❞✉❝❡s t❤❡ ✈❡rt✐❝❛❧ ✢♦✇ ❝♦♠♣♦♥❡♥t r❡q✉✐r❡❞ t♦

r❡s♦❧✈❡ ❤②❞r❛✉❧✐❝ ❛♥✐s♦tr♦♣②✳

❆ s②♥t❤❡t✐❝ st✉❞② t❤❛t r❡s❡♠❜❧❡s t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ✜❡❧❞ t❡sts ✇❛s ❞❡✈❡❧♦♣❡❞ t♦ ✜♥❞ t❤❡ ❜❡st

❝♦♠❜✐♥❛t✐♦♥ ♦❢ ♠♦❞❡❧ ❛♥❞ ❞❛t❛✲❛❝q✉✐s✐t✐♦♥ str❛t❡❣②✱ ✇❤✐❧❡ ♠✐♥✐♠✐③✐♥❣ t❤❡ ✉♥❝❡rt❛✐♥t②

✐♥ t❤❡ ❡st✐♠❛t✐♦♥ ♦❢ ❤②❞r❛✉❧✐❝ ❛♥✐s♦tr♦♣② ❞✉r✐♥❣ ♠♦❞❡❧ ❝❛❧✐❜r❛t✐♦♥✳ ❚❤✐s st✉❞② s❤♦✇s

t❤❛t t❤❡r❡ ✐s ❛ ❞❡♣❡♥❞❡♥❝② ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ♠♦❞❡❧ ❝♦♠♣❧❡①✐t② ❛♥❞ t❤❡ r❡q✉✐r❡❞ ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥

str❛t❡❣② ✇❤✐❝❤ s❤♦✉❧❞ ❜❡ ❛❧✐❣♥❡❞ ✇✐t❤ t❤❡ ♠♦❞❡❧✐♥❣ ❣♦❛❧s✳

❋✐❡❧❞ t❡sts ✇❡r❡ ♣❡r❢♦r♠❡❞ ✐♥ ❛ ✢✉✈✐❛❧ ❣r❛✈❡❧ ❛q✉✐❢❡r ✐♥ t❤❡ ❯♣♣❡r ❘❤✐♥❡ ❱❛❧❧❡②✱ ●❡r✲

♠❛♥②✳ ■♥ ❛ s❡r✐❡s ♦❢ ♣✉♠♣✐♥❣ t❡sts✱ ✇❛t❡r ✇❛s s❡q✉❡♥t✐❛❧❧② ❡①tr❛❝t❡❞ ❢r♦♠ t❤r❡❡ ❞✐✛❡r❡♥t

✐♥t❡r✈❛❧s ♦❢ ❛ ♣✉♠♣✐♥❣ ✇❡❧❧ ❛♥❞ t❤❡ ❤②❞r❛✉❧✐❝ r❡s♣♦♥s❡ ✇❛s ♦❜s❡r✈❡❞ ❛t s✉rr♦✉♥❞✐♥❣ ♦❜✲

s❡r✈❛t✐♦♥ ✇❡❧❧s✱ ♣❧❛❝❡❞ ❛t ❞✐✛❡r❡♥t ❞✐st❛♥❝❡s ❛♥❞ ❞❡♣t❤s✳ ❆ ❤♦♠♦❣❡♥❡♦✉s ❛♥✐s♦tr♦♣✐❝

❣r♦✉♥❞✇❛t❡r ✢♦✇ ♠♦❞❡❧ ❛♥❞ ❛ ❤❡t❡r♦❣❡♥❡♦✉s ♦♥❡ ✇✐t❤ ♠✉❧t✐♣❧❡✱ ❧♦❝❛❧❧② ❛♥✐s♦tr♦♣✐❝✱

❤♦r✐③♦♥t❛❧ ❧❛②❡rs✱ ✇❡r❡ ✜tt❡❞ t♦ t❤❡ ❞❛t❛ ❝♦❧❧❡❝t❡❞ ❞✉r✐♥❣ t❤❡ ✜❡❧❞ t❡sts✳ ❉✐✛❡r❡♥t

♠❡❛s✉r❡♠❡♥t ❡rr♦rs ❛♥❞ ♠♦❞❡❧ ❡rr♦rs ✇❡r❡ ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ ❜② ❛❞❛♣t✐♥❣ t❤❡ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥t

✉♥❝❡rt❛✐♥t✐❡s ❞✉r✐♥❣ ♠♦❞❡❧ ❝❛❧✐❜r❛t✐♦♥✳ ❚❤❡ r❡s✉❧ts s❤♦✇ t❤❛t ❡st✐♠❛t✐♥❣ ❞✐✛❡r❡♥❝❡s

✐♥ ❤♦r✐③♦♥t❛❧ ❛♥❞ ✈❡rt✐❝❛❧ ❤②❞r❛✉❧✐❝ ❝♦♥❞✉❝t✐✈✐t✐❡s ✐s ♣♦ss✐❜❧❡ ✇❤❡♥ ❞❛t❛ ❢r♦♠ ♣✉♠♣✲

✐♥❣ t❡sts ✐♥ ❛ ♣❛rt✐❛❧❧② ♣❡♥❡tr❛t✐♥❣ ✇❡❧❧ ❛♥❞ ✇✐t❤ ❛ t♦♠♦❣r❛♣❤✐❝ ❧❛②♦✉t ❛r❡ ✐♥✈❡rt❡❞✳

✐



❚♦ ❜❡tt❡r r❡♣r♦❞✉❝❡ t❤❡ tr✉❡ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥ts ❛♥❞ ✐♠♣r♦✈❡ t❤❡ ❡st✐♠❛t✐♦♥ ♦❢ ❤②❞r❛✉❧✐❝

❛♥✐s♦tr♦♣②✱ ❛ ♠✉❧t✐✲❧❛②❡r ♠♦❞❡❧ t❤❛t r❡s♦❧✈❡s t❤❡ ♠❛✐♥ ✈❡rt✐❝❛❧ str✉❝t✉r❡ ♦❢ ❤②❞r❛✉❧✐❝

❝♦♥❞✉❝t✐✈✐t② ✐s ♣r❡❢❡r❛❜❧❡✳

✐✐



❩✉s❛♠♠❡♥❢❛ss✉♥❣

❯♠ ●r✉♥❞✇❛ss❡rströ♠✉♥❣s♣r♦③❡ss❡ ✈❡rst❡❤❡♥ ③✉ ❦ö♥♥❡♥✱ ✇❡r❞❡♥ ❞❡t❛✐❧❧✐❡rt❡ ■♥❢♦r✲

♠❛t✐♦♥❡♥ ü❜❡r ❞✐❡ ❍❡t❡r♦❣❡♥✐tät ✉♥❞ ❆♥✐s♦tr♦♣✐❡ ❞❡r ❤②❞r❛✉❧✐s❝❤❡♥ ❉✉r❝❤❧äss✐❣❦❡✐t

❜❡♥öt✐❣t✳ ■♥ P♦r❡♥❣r✉♥❞✇❛ss❡r❧❡✐t❡r♥ r❡s✉❧t✐❡rt ❞✐❡ rä✉♠❧✐❝❤❡ ❱❛r✐❛❜✐❧✐tät ❞❡r ❤②❞r❛✉❧✐s✲

❝❤❡♥ ❉✉r❝❤❧äss✐❣❦❡✐t ✈♦♥ ❞❡r ❙❝❤✐❝❤t✉♥❣ ✉♥t❡rs❝❤✐❡❞❧✐❝❤❡♥ ▼❛t❡r✐❛❧s ✉♥❞ ❜❡st❡❤t ✈♦r✲

✇✐❡❣❡♥❞ ③✇✐s❝❤❡♥ ❡✐♥③❡❧♥❡♥ ❤♦r✐③♦♥t❛❧❡♥ ▲❛❣❡♥✳ ●r♦ÿrä✉♠✐❣ ❜❡tr❛❝❤t❡t ✐♥❞✉③✐❡rt ❞✐❡

✈❡rt✐❦❛❧❡ ❍❡t❡r♦❣❡♥✐tät ❤②❞r❛✉❧✐s❝❤❡ ❆♥✐s♦tr♦♣✐❡✱ ❢ür ✇❡❧❝❤❡ ❞✐❡ ❤♦r✐③♦♥t❛❧❡ ❉✉r❝❤❧äs✲

s✐❣❦❡✐t t②♣✐s❝❤❡r✇❡✐s❡ ❣röÿ❡r ✐st ❛❧s ❞✐❡ ✈❡rt✐❦❛❧❡ ❉✉r❝❤❧äss✐❣❦❡✐t✳ ❚r♦t③ ❞❡r ❇❡❞❡✉✲

t✉♥❣ ❞❡r ❤②❞r❛✉❧✐s❝❤❡♥ ❆♥✐s♦tr♦♣✐❡✱ ✇✐❡ ❜❡✐s♣✐❡❧s✇❡✐s❡ ✐♥ ❞❡r ❆✉s❧❡❣✉♥❣ ❤②❞r❛✉❧✐s❝❤❡r

❙❛♥✐❡r✉♥❣s♠❛ÿ♥❛❤♠❡♥ ♦❞❡r ❜❡✐ ❞❡r ❉✐♠❡♥s✐♦♥✐❡r✉♥❣ ✈♦♥ ❲❛ss❡r❤❛❧t✉♥❣s♠❛ÿ♥❛❤♠❡♥

✐♥ ❇❛✉❣r✉❜❡♥ ♦❞❡r ❇❡r❣✇❡r❦❡♥✱ ❡①✐st✐❡r❡♥ ❜✐s❤❡r ♥✉r ❜❡❞✐♥❣t ❋♦rs❝❤✉♥❣❡♥ ③✉r ❇❡st✐♠✲

♠✉♥❣ ❞❡s ❯♥t❡rs❝❤✐❡❞s ③✇✐s❝❤❡♥ ❤♦r✐③♦♥t❛❧❡r ✉♥❞ ✈❡rt✐❦❛❧❡r ❉✉r❝❤❧äss✐❣❦❡✐t✳

❉✐❡s❡ ❆r❜❡✐t ✉♥t❡rs✉❝❤t ❞❛s P♦t❡♥t✐❛❧ ❡✐♥❡r ❋❡❧❞♠❡t❤♦❞❡ ✉♠ ❞✐❡ ❣r♦ÿrä✉♠✐❣❡ ❤②❞r❛✉❧✐s✲

❝❤❡ ❆♥✐s♦tr♦♣✐❡ ✐♥❞✉③✐❡rt ❞✉r❝❤ ❞✐❡ ✈❡rt✐❦❛❧❡ ❍❡t❡r♦❣❡♥✐tät ✐♥ ❣❡s❝❤✐❝❤t❡t❡♥ ●r✉♥❞✲

✇❛ss❡r❧❡✐t❡r♥ ③✉ ❡r♠✐tt❡❧♥✳ ❉❡r ❆♥s❛t③ ❜❛s✐❡rt ❛✉❢ ❞❡r ■♥✈❡rs✐♦♥ ✈♦♥ ❆❜s❡♥❦✉♥❣s❞❛t❡♥

❞✐❡ ✈♦♥ P✉♠♣✈❡rs✉❝❤❡♥ ✐♥ ❡✐♥❡♠ t❡✐❧✈❡r✜❧t❡rt❡♥ ❇r✉♥♥❡♥ st❛♠♠❡♥✱ ✐♥ ✇❡❧❝❤❡♠ ●r✉♥❞✲

✇❛ss❡r s❡q✉❡♥t✐❡❧❧ ❛✉s ✈❡rs❝❤✐❡❞❡♥❡♥ ❇❡r❡✐❝❤❡♥ ❞❡s ●r✉♥❞✇❛ss❡r❧❡✐t❡rs ❡♥t♥♦♠♠❡♥ ✇✐r❞✱

✉♥❞ ❞❛s ❤②❞r❛✉❧✐s❝❤❡ ❆♥t✇♦rts✐❣♥❛❧ ✐♥ ▼❡❤r❦❛♥❛❧♠❡ssst❡❧❧❡♥ ✉♥❞ ▼❡ssst❡❧❧❡♥❜ü♥❞❡❧♥

❛✉❢❣❡③❡✐❝❤♥❡t ✇✐r❞✱ ❞✐❡ ✐♥ ✈❡rs❝❤✐❡❞❡♥❡♥ ❊♥t❢❡r♥✉♥❣❡♥ ✉♥❞ ❘✐❝❤t✉♥❣❡♥ ③✉♠ P✉♠♣❜r✉♥✲

♥❡♥ ♣♦s✐t✐♦♥✐❡rt s✐♥❞✳ ❉✐❡ ●r✉♥❞✇❛ss❡r❡♥t♥❛❤♠❡ ❛✉s ❡✐♥❡♠ t❡✐❧✈❡r✜❧t❡rt❡♥ ❇r✉♥♥❡♥

✐♥❞✉③✐❡rt ❞✐❡ ✈❡rt✐❦❛❧❡ ❙trö♠✉♥❣s❦♦♠♣♦♥❡♥t❡ ❞✐❡ ❜❡♥öt✐❣t ✇✐r❞✱ ✉♠ ❞✐❡ ❤②❞r❛✉❧✐s❝❤❡

❆♥✐s♦tr♦♣✐❡ ❛✉❢③✉❧ös❡♥✳

❊s ✇✉r❞❡ ❡✐♥❡ s②♥t❤❡t✐s❝❤❡ ❙t✉❞✐❡ ❡♥t✇✐❝❦❡❧t✱ ❞✐❡ ❞❡♥ ♥❛❝❤❢♦❧❣❡♥❞❡♥ ❋❡❧❞✈❡rs✉❝❤❡♥ ❣❧❡✲

✐❝❤t✱ ✉♠ ❞✐❡ ❜❡st❡ ❑♦♠❜✐♥❛t✐♦♥ ✈♦♥ ▼♦❞❡❧❧ ✉♥❞ ❉❛t❡♥❡r❤❡❜✉♥❣ ③✉ ❜❡st✐♠♠❡♥✱ ❜❡✐

❣❧❡✐❝❤③❡✐t✐❣❡r ▼✐♥✐♠✐❡r✉♥❣ ❞❡r ❯♥s✐❝❤❡r❤❡✐t ❞❡r ❡r♠✐tt❡❧t❡♥ ❤②❞r❛✉❧✐s❝❤❡♥ ❆♥✐s♦tr♦♣✐❡✳

❉✐❡s❡ ❙t✉❞✐❡ ③❡✐❣t✱ ❞❛ss ❡✐♥❡ ❆❜❤ä♥❣✐❣❦❡✐t ③✇✐s❝❤❡♥ ❞❡r ▼♦❞❡❧❧❦♦♠♣❧❡①✐tät ✉♥❞ ❞❡r

❜❡♥öt✐❣t❡♥ ❇❡♦❜❛❝❤t✉♥❣sstr❛t❡❣✐❡ ❜❡st❡❤t✱ ✇❡❧❝❤❡ ❛♥ ❞✐❡ ▼♦❞❡❧❧③✐❡❧❡ ❛✉s❣❡r✐❝❤t❡t ✇❡r✲
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✺✳✼✳✶ ●♦♦❞♥❡ss ♦❢ ▼♦❞❡❧ ❈❛❧✐❜r❛t✐♦♥ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✻✶

✺✳✼✳✷ ❋✐tt❡❞ P❛r❛♠❡t❡r ❱❛❧✉❡s ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✻✸

✺✳✼✳✸ ❆ss❡ss✐♥❣ t❤❡ ❊✛❡❝t✐✈❡ ❈♦♥❞✉❝t✐✈✐t② ❊st✐♠❛t❡s ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✻✹

✺✳✼✳✹ ❈♦♠♣❛r✐s♦♥ t♦ ▲♦❝❛❧❧② ■s♦tr♦♣✐❝ ▼♦❞❡❧s ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✻✻

✺✳✼✳✺ ❯♣❞❛t✐♥❣ t❤❡ ▼♦❞❡❧ ❙❡t✉♣ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✻✽

✺✳✼✳✻ ❈♦♥s✐❞❡r✐♥❣ ❲❛t❡r ❊①tr❛❝t✐♦♥ ❢r♦♠ ❛ ❙✐♥❣❧❡ ❲❡❧❧ ❙❝r❡❡♥ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✼✶

✺✳✼✳✼ ❘❡❞✉❝✐♥❣ t❤❡ ◆✉♠❜❡r ♦❢ ❖❜s❡r✈❛t✐♦♥ P♦✐♥ts ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✼✻

✻ ❈♦♥❝❧✉s✐♦♥s ❛♥❞ ❖✉t❧♦♦❦ ✼✾

✻✳✶ ❘❡❝♦♠♠❡♥❞❛t✐♦♥s ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✽✸

✈✐



▲✐st ♦❢ ❋✐❣✉r❡s

✸✳✶ ●❡♥❡r❛❧ ❛♣♣r♦❛❝❤ ❢♦r ❥♦✐♥t❧② ♦♣t✐♠✐③✐♥❣ t❤❡ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥t ❛♥❞ ♠♦❞❡❧✐♥❣ str❛t✲

❡❣② ♦❢ ❛ ❝♦♠♣❧❡① s②st❡♠ ✭❢r♦♠ ▼❛✐❡r ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✷✵✮✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✺

✹✳✶ ✭❛✮ ❙❡t✉♣ ♦❢ t❤❡ ❤②❞r❛✉❧✐❝ t❡st t♦ ❡st✐♠❛t❡ ❤②❞r❛✉❧✐❝ ❝♦♥❞✉❝t✐✈✐t②✿ ❘❛❞✐❛❧ s②♠✲

♠❡tr✐❝ st❡❛❞② st❛t❡ ❣r♦✉♥❞✇❛t❡r ✢♦✇ t♦ ❛ ♣❛rt✐❛❧❧② ♣❡♥❡tr❛t✐♥❣ ✇❡❧❧✳ ❲❛t❡r ✐s

s✉❝❝❡ss✐✈❡❧② ❡①tr❛❝t❡❞ ❛❧♦♥❣ s✐① ✇❡❧❧✲s❝r❡❡♥ s❡❝t✐♦♥s iscr ❛t r = rw ❂ ✵✳✶ ♠ ❛♥❞

❞r❛✇❞♦✇♥ ✐s ♦❜s❡r✈❡❞ ❛t ❛❧❧ ❞❡♣t❤s ♦❢ ✇❛t❡r ❡①tr❛❝t✐♦♥ ✐♥ ✸ ♦✉t ♦❢ ✶✽ r❛❞✐❛❧

❞✐st❛♥❝❡s t♦ t❤❡ ♣✉♠♣✐♥❣ ✇❡❧❧✳ ❆♥❛❧②s✐s ♦❢ ✽✶✻ ❞❡s✐❣♥s✱ ❡❛❝❤ ❞❡s✐❣♥ ❝♦♠❜✐♥✐♥❣

t❤r❡❡ ♠✉❧t✐✲❧❡✈❡❧ ♣✐❡③♦♠❡t❡rs✳ ✭❜✮ ❆♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ t♦ t❤❡ ❞❡✇❛t❡r✐♥❣ ♦❢ ❛ ❝♦♥str✉❝✲

t✐♦♥ ♣✐t✿ ❘❛❞✐❛❧ s②♠♠❡tr✐❝ st❡❛❞②✲st❛t❡ ❣r♦✉♥❞✇❛t❡r ✢♦✇ ✭❝♦❧♦r❡❞ ❧✐♥❡s✿ ❤❡❛❞

❝♦♥t♦✉rs❀ ❜❧❛❝❦ ❧✐♥❡s✿ str❡❛♠❧✐♥❡s✮ t♦✇❛r❞s ❛ ❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ♣✐t ✇✐t❤✐♥ ❛ ❧❛r❣❡

r✐✈❡r✳ ❚❤❡ ❜❛s❡ ♦❢ t❤❡ ❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ♣✐t ✐s ❛t zpit✱ s❤❡❡t ♣✐❧❡s ♣✉s❤❡❞ t♦ ❞❡♣t❤

z = zsheet ❛r❡ ♣❧❛❝❡❞ ❛t r = rsheet t♦ s❡♣❛r❛t❡ t❤❡ ❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ♣✐t ❢r♦♠ t❤❡

s✉rr♦✉♥❞✐♥❣ r✐✈❡r✳ ✭❢r♦♠ ▼❛✐❡r ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✷✵✮ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✷✺

✹✳✷ ▼✐s♣❧❛❝✐♥❣ ♣✐❡③♦♠❡t❡rs ❜② ♣❡rt✉r❜✐♥❣ t❤❡ r✲ ❛♥❞ z✲❝♦♦r❞✐♥❛t❡ ♦❢ ❛♥ ✐♥t❡♥❞❡❞

♠❡❛s✉r❡♠❡♥t ♣♦✐♥t ✐♥ t❤❡ ✈✐rt✉❛❧ r❡❛❧✐t✐❡s✳ ❚❤❡ ✈❛r✐❛❜✐❧✐t② ♦❢ t❤❡ ❤♦r✐③♦♥t❛❧

♣❧❛❝❡♠❡♥t ✐♥❝r❡❛s❡s ✇✐t❤ ❞❡♣t❤✳ ✭❢r♦♠ ▼❛✐❡r ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✷✵✮ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✷✼

✹✳✸ ❙❡t✉♣ ❛♥❞ s♦rt✐♥❣ ♦❢ ❞❡s✐❣♥s ❜② ♠❡❛♥s ♦❢ s❡t ✵ ❛♥❞ s❡t ✶✳ ■♥ ❡❛❝❤ s❡t✱ t❤❡

♣✐❡③♦♠❡t❡r ❝❧♦s❡st t♦ t❤❡ ♣✉♠♣✐♥❣ ✇❡❧❧ ✭❣r❡❡♥ ❝r♦ss✮ ✐s ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ ❛s ✜①❡❞✳

❚❤❡ t✇♦ r❡♠❛✐♥✐♥❣ ♣✐❡③♦♠❡t❡rs ❛r❡ s❤✐❢t❡❞ ❢✉rt❤❡r ♦✉t✇❛r❞s✱ st❛rt✐♥❣ ✇✐t❤ t❤❡

♦✉t❡r♠♦st ♦♥❡ ✭❜❧✉❡ ❝r♦ss✮✳ ❆❢t❡r t❤❡ ♦✉t❡r♠♦st ♣✐❡③♦♠❡t❡r ❤❛s r❡❛❝❤❡❞ t❤❡

❧❛st r❛❞✐❛❧ ❞✐st❛♥❝❡ ❛✈❛✐❧❛❜❧❡✱ t❤❡ s❡❝♦♥❞ ♣✐❡③♦♠❡t❡r ✭❣r❡② ❝r♦ss✮ ✐s ♠♦✈❡❞ t♦ t❤❡

♥❡①t ♣♦s✐t✐♦♥✳ ❚❤✐s ♣r♦❝❡❞✉r❡ ✐s r❡♣❡❛t❡❞ ✉♥t✐❧ t❤❡ s❡❝♦♥❞ ❛♥❞ t❤✐r❞ ♣✐❡③♦♠❡t❡r

❤❛✈❡ r❡❛❝❤❡❞ t❤❡ t✇♦ ❧❛st ❛✈❛✐❧❛❜❧❡ ♣♦s✐t✐♦♥s✳ ❚❤✐s ✐s ✇❤❡♥ t❤❡ r❡s♣❡❝t✐✈❡ s❡t

✐s ❝♦♠♣❧❡t❡❞ ❛♥❞ t❤❡ ♥❡①t s❡t st❛rts ❜② ♠♦✈✐♥❣ t❤❡ ♣✐❡③♦♠❡t❡r ❝❧♦s❡st t♦ t❤❡

♣✉♠♣✐♥❣ ✇❡❧❧ t♦ t❤❡ ♥❡①t ♣♦s✐t✐♦♥ ❛♥❞ s♦ ❢♦rt❤✳ ✭❢r♦♠ ▼❛✐❡r ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✷✵✮ ✳ ✳ ✳ ✷✽



▲■❙❚ ❖❋ ❋■●❯❘❊❙

✹✳✹ ❊①❛♠♣❧❡ ♦❢ ✈❡rt✐❝❛❧ ♣r♦✜❧❡s ♦❢ ❤♦r✐③♦♥t❛❧ ❛♥❞ ✈❡rt✐❝❛❧ ❤②❞r❛✉❧✐❝ ❝♦♥❞✉❝t✐✈✐t②✱

Kr ❛♥❞ Kz✱ r❡s♣❡❝t✐✈❡❧②✳ ✭❛✮ ❍✐❣❤❧② r❡s♦❧✈❡❞ ♣r♦✜❧❡ ✉s❡❞ ❛s ✈✐rt✉❛❧ r❡❛❧✐t②❀ ✭❜✮

♣❛rt✐❛❧❧② ✉♣s❝❛❧❡❞ ♣r♦✜❧❡s ♦❢ Kr ❛♥❞ Kz ❛❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ t❤❡ ♠♦❞❡❧s ♦❢ ✶✱ ✷✱ ✸✱ ❛♥❞

✻ ❤♦r✐③♦♥t❛❧ ❧❛②❡rs ✉s❡❞ ❛s ❝❛♥❞✐❞❛t❡ ✜❡❧❞s ✐♥ t❤❡ ❝❛❧✐❜r❛t✐♦♥✲♠✐♠✐❝r②✳ ✭❢r♦♠

▼❛✐❡r ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✷✵✮ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✸✶

✹✳✺ ❘♦♦t ♠❡❛♥ sq✉❛r❡ ❡rr♦r RMSEy(dj , k) ♦❢ t❤❡ ❜❡st✲✜t ♦❢ t❤❡ ✶✲✱ ✷✲✱ ✸✲✱ ❛♥❞

✻✲❧❛②❡r ♠♦❞❡❧s ✐♥ ♠❡❡t✐♥❣ t❤❡ ❞r❛✇❞♦✇♥ ❞✐✛❡r❡♥❝❡s ♦❢ t❤❡ ✈✐rt✉❛❧ r❡❛❧✐t② ❛s

❢✉♥❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥t ❞❡s✐❣♥✳ ❇❧❛❝❦ ❧✐♥❡✿ r♦♦t ♠❡❛♥ sq✉❛r❡❞ ✈❛❧✉❡s ♦❢

t❤❡ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥ts✳ P✉r♣❧❡ ❧✐♥❡✿ ▼❡❛s✉r❡♠❡♥t ❡rr♦r ❡①♣❡❝t❡❞ ❢r♦♠ t❤❡ ♠❡❛✲

s✉r❡♠❡♥t ❞❡✈✐❝❡s ❡♠♣❧♦②❡❞ ✐♥ ✜❡❧❞ t❡sts✳ ✭❢r♦♠ ▼❛✐❡r ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✷✵✮ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✸✹

✹✳✻ ❋r❛❝t✐♦♥ ♦❢ ❛❧❧ r❡❛❧✐③❛t✐♦♥s nr ✐♥ ✇❤✐❝❤ ❛ ♣❛rt✐❝✉❧❛r ♠♦❞❡❧ ❝❛♥❞✐❞❛t❡ ✇❛s ❞❡t❡r✲

♠✐♥❡❞ ❛s ❜❡st ❛♠♦♥❣ t❤❡ ❛✈❛✐❧❛❜❧❡ ♠♦❞❡❧ ❝❛♥❞✐❞❛t❡s ✐♥ ♠✐♥✐♠✐③✐♥❣ Et
rel(dj , k, l)

2

♦❢ t❤❡ t❛r❣❡t q✉❛♥t✐t✐❡s✿ ✭❛✮ Qd✱ ✭❜✮ K
eff
r ❛♥❞ ✭❝✮ K

eff
z ✳ ✭❢r♦♠ ▼❛✐❡r ❡t ❛❧✳✱

✷✵✷✵✮ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✸✻

✹✳✼ ❘♦♦t ♠❡❛♥ sq✉❛r❡❞ r❡❧❛t✐✈❡ ❡rr♦rs RMSEt
rel ✐♥ ♣r❡❞✐❝t✐♥❣ K

eff
r ✭❜❧✉❡✮✱ Keff

z

✭r❡❞✮✱ ❛♥❞ Qd ✭❜❧❛❝❦✮ ❛s ❢✉♥❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❝❤♦s❡♥ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥t ❞❡s✐❣♥s ❢♦r ✐♥❞✐✲

✈✐❞✉❛❧ ♠♦❞❡❧ ❝❤♦✐❝❡s✳ ✭❛✮ ✶✲❧❛②❡r ♠♦❞❡❧✱ ✭❜✮ ✷✲❧❛②❡r ♠♦❞❡❧✱ ✭❝✮ ✸✲❧❛②❡r ♠♦❞❡❧✱

✭❞✮ ✻✲❧❛②❡r ♠♦❞❡❧✳ ✭❢r♦♠ ▼❛✐❡r ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✷✵✮ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✸✽

✹✳✽ ❖♣t✐♠✐③❡❞ ♠♦❞❡❧✐♥❣ ❛♥❞ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥t str❛t❡❣✐❡s ❢♦r r❡❞✉❝✐♥❣ t❤❡ r❡❧❛t✐✈❡ ♣r❡✲

❞✐❝t✐♦♥ ❡rr♦r ♦❢ t❛r❣❡t q✉❛♥t✐t✐❡s✳ ❚❤❡ ❝♦❧♦r ♦❢ t❤❡ ♣♦✐♥ts r❡❢❡rs t♦ t❤❡ r❡s✉❧t✐♥❣

♠♦❞❡❧ ❝❛♥❞✐❞❛t❡✱ ✐✳❡✳✱ ❣♦❧❞ ❢♦r t❤❡ ✻✲❧❛②❡r ♠♦❞❡❧ ❛♥❞ ❜❧✉❡ ❢♦r t❤❡ ✸✲❧❛②❡r ♠♦❞❡❧✳

❛✳ ❘❡s✉❧ts ❢♦r ♠✐♥✐♠✐③✐♥❣ ❡rr♦rs ♦❢ ❡❛❝❤ t❛r❣❡t q✉❛♥t✐t② K
eff
r ✱ Keff

z ✱ ❛♥❞ Qd✱

r❡s♣❡❝t✐✈❡❧②✳ ❈❤♦♦s✐♥❣ ♦♥❡ ♦❢ t❤❡s❡ ❞❡s✐❣♥s ❛♥❞ ♠♦❞❡❧s ✐♠♣❧✐❡s ♠❛❦✐♥❣ ❛ ❝♦♠✲

♣r♦♠✐s❡ ✇✐t❤ r❡s♣❡❝t t♦ ♠✐♥✐♠✐③✐♥❣ t❤❡ ♣r❡❞✐❝t✐♦♥ ✉♥❝❡rt❛✐♥t② ♦❢ t❤❡ r❡s♣❡❝✲

t✐✈❡❧② t✇♦ ♦t❤❡r t❛r❣❡t q✉❛♥t✐t✐❡s✳ ❜✳ ❉❡s✐❣♥s r❡s✉❧t✐♥❣ ❢r♦♠ ♠✉❧t✐✲♦❜❥❡❝t✐✈❡

♦♣t✐♠✐③❛t✐♦♥✳ ✭❢r♦♠ ▼❛✐❡r ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✷✵✮ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✹✵

✹✳✾ ❘♦♦t ♠❡❛♥ sq✉❛r❡❞ r❡❧❛t✐✈❡ ❡rr♦rs RMSEt
rel ✐♥ ♣r❡❞✐❝t✐♥❣ t❤❡ t❤r❡❡ t❛r❣❡t

q✉❛♥t✐t✐❡s ❢♦r ❛❧❧ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥t ❞❡s✐❣♥s ❛♥❞ ❛❧❧ ♠♦❞❡❧ ❝❤♦✐❝❡s ✭✐♥❞✐❝❛t❡❞ ❜②

❝♦❧♦rs✮✳ ✭❛✮ ♣❛✐r✇✐s❡ ♣❧♦t ♦❢ RMSEt
rel ❢♦r t = K

eff
r ❛♥❞ t = K

eff
z ✱ ✭❜✮ ♣❛✐r✇✐s❡

❢♦r t = K
eff
r ❛♥❞ t = Qd✱ ✭❝✮ ♣❛✐r✇✐s❡ ❢♦r t = K

eff
z ❛♥❞ t = Qd✱ ✭❞✮ RMSEt

rel✲

✈❛❧✉❡s ❢♦r ❛❧❧ t❤r❡❡ t❛r❣❡ts✳ ●r❛② ❧✐♥❡s ✐♥ ✭❛✮✲✭❝✮ ❛♥❞ ♣❧❛♥❡s ✐♥ ✭❞✮✿ s❡♣❛r❛t✐♦♥

♦❢ t❤❡ ✶✵✪ ❜❡st ❢r♦♠ t❤❡ r❡st✳ ✭❢r♦♠ ▼❛✐❡r ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✷✵✮ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✹✶

✺✳✶ ❛✳ ❖✈❡r✈✐❡✇ ♠❛♣ ♦❢ t❤❡ ✜❡❧❞ s✐t❡✳ ❜✳ P❧❛♥ ✈✐❡✇ ♦❢ t❤❡ ✐♥st❛❧❧❡❞ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥t

♥❡t✇♦r❦ ❛t t❤❡ s✐t❡✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✹✺

✺✳✷ ❛✳ ❙✐❞❡ ✈✐❡✇ ❛♥❞ ❜✳ ♣❧❛♥ ✈✐❡✇ ♦❢ t❤❡ ❣r❛❜ ❞r✐❧❧✐♥❣ ♦❢ ♣✉♠♣✐♥❣ ✇❡❧❧ ❘✵✶✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✹✻

✈✐✐✐
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✺✳✸ ❖✈❡r✈✐❡✇ ♦❢ t❤❡ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥t ♥❡t✇♦r❦ ✐♥st❛❧❧❡❞ ❛t t❤❡ ✜❡❧❞ s✐t❡✳ ❚❤❡ ✈❡rt✐❝❛❧

❝♦♦r❞✐♥❛t❡ ✐s ♠❡❛s✉r❡❞ ❢r♦♠ t❤❡ ❜❛s❡ ♦❢ t❤❡ ❛q✉✐❢❡r✱ t❤❡ ❤♦r✐③♦♥t❛❧ ❝♦♦r❞✐♥❛t❡s

❢r♦♠ t❤❡ ♣✉♠♣✐♥❣ ✇❡❧❧ ❘✵✶ ✐♥ t❤❡ ♠✐❞❞❧❡✱ ✐❧❧✉str❛t❡❞ ❜② ✐ts ✇❡❧❧ s❝r❡❡♥s✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✹✼

✺✳✹ ❊st✐♠❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ✇❡❧❧ ❡✣❝✐❡♥❝② ♦❢ ♣✉♠♣✐♥❣ ✇❡❧❧ ❘✵✶ ✭❙t♦❧❧✱ ✷✵✷✵✮✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✹✽

✺✳✺ ❈♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥s ♦❢ t❤❡ str❛❞❞❧❡ ♣❛❝❦❡r ❛❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ ✇❛t❡r ❡①tr❛❝t✐♦♥ ❢r♦♠ ✇❡❧❧✲

s❝r❡❡♥ s❡❝t✐♦♥ ■✱ ■■ ♦r ■■■✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✹✾

✺✳✻ ❊①❡♠♣❧❛r② ❞❛t❛s❡ts ❡①❝❧✉❞❡❞ ❢r♦♠ ♠♦❞❡❧ ❝❛❧✐❜r❛t✐♦♥ ❞✉❡ t♦ ✐♥st❛❜❧❡ ♣r❡ss✉r❡

tr❛♥s❞✉❝❡r r❡❝♦r❞✐♥❣s✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✺✶

✺✳✼ ❉❛t❛s❡t ♦❢ ♣✉♠♣✐♥❣ t❡st pt ❂ ✺ ✇❤❡♥ ✇❛t❡r ✇❛s ❡①tr❛❝t❡❞ ❢r♦♠ t❤❡ ✉♣♣❡r

s❝r❡❡♥ ✭❤②❞r❛✉❧✐❝ t❡st ■✮ s❤♦✇✐♥❣ ❛✳ t❤❡ ❛❜s♦❧✉t❡ ❞r❛✇❞♦✇♥ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥ts

✈❡rs✉s ♣✉♠♣✐♥❣ t✐♠❡✳ ❜✳ t❤❡ ❞✐✛❡r❡♥❝❡ ✐♥ ❞r❛✇❞♦✇♥ ♠❡❛s✉r❡❞ ✐♥ t❤❡ ❞✐✛❡r❡♥t

♦❜s❡r✈❛t✐♦♥ ✇❡❧❧s ❛♥❞ r❡❢❡r❡♥❝❡ ✇❡❧❧ ❲✵✹✳✸✳ ❝✳ t❤❡ ❧♦❣❛r✐t❤♠✐❝ t✐♠❡ ❞❡r✐✈❛t✐✈❡

♦❢ ❞r❛✇❞♦✇♥✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✺✸

✺✳✽ ❋✐❡❧❞ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥ts ♦❢ t❤❡ ❤②❞r❛✉❧✐❝ t❡sts ♣❡r❢♦r♠❡❞ ❛t ✭❛✮ t❤❡ t♦♣✱ ✭❜✮ t❤❡

♠✐❞❞❧❡ ❛♥❞ ✭❝✮ t❤❡ ❜♦tt♦♠ s❝r❡❡♥ ♦❢ t❤❡ ♣✉♠♣✐♥❣ ✇❡❧❧✳ ❚❤❡ ②❡❧❧♦✇✱ ❣r❡②✱ ❜❧✉❡

❛♥❞ ♦r❛♥❣❡ ❝♦❧♦rs ❝♦rr❡s♣♦♥❞ t♦ t❤❡ r❛❞✐❛❧ ❞✐st❛♥❝❡s r1 ∈❬✸✳✸✱✸✳✻❪✱ r2 ∈❬✻✳✷✱✻✳✽❪✱

r3 ∈❬✶✵✳✷✱✶✵✳✼❪ ❛♥❞ r4 ∈❬✷✵✳✾✱✷✶❪✱ r❡s♣❡❝t✐✈❡❧②✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✺✺

✺✳✾ ❛✳ ▼❡❛s✉r❡♠❡♥t ❡rr♦rs σrepr r❡s✉❧t✐♥❣ ❢r♦♠ t❤❡ r❡♣r♦❞✉❝✐❜✐❧✐t② ❛♥❛❧②s✐s ❛s ❢✉♥❝✲

t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❞r❛✇❞♦✇♥ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥ts smeas✳ ❈♦❧♦rs ✐♥❞✐❝❛t❡ ❡①tr❛❝t✐♦♥ ❢r♦♠ t❤❡

❞✐✛❡r❡♥t ♣✉♠♣✐♥❣ ✐♥t❡r✈❛❧s ✐♥ ❞✐✛❡r❡♥t ❞❡♣t❤s✱ ♠❛r❦❡r st②❧❡s ✐♥❞✐❝❛t❡ ❤♦r✐③♦♥✲

t❛❧ ♦r✐❡♥t❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥t ♣♦✐♥ts✳ ❜✳ ▼❡❛s✉r❡♠❡♥t ❡rr♦rs σcp r❡s✉❧t✐♥❣

❢r♦♠ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥ts ❛t s✐♠✐❧❛r r❛❞✐❛❧ ❞✐st❛♥❝❡s ❛♥❞ ❞❡♣t❤s ❜✉t ❞✐✛❡r❡♥t ❞✐r❡❝✲

t✐♦♥s t♦ t❤❡ ♣✉♠♣✐♥❣ ✇❡❧❧✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✺✻

✺✳✶✵ ❈♦♥❝❡♣t✉❛❧ r❡♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ✶✲❧❛②❡r ❛♥❞ ✺✲❧❛②❡r ♠♦❞❡❧✱ ❞✐st✐♥❣✉✐s❤❡❞ ❜②

❞❛s❤❡❞ ❤♦r✐③♦♥t❛❧ ❧✐♥❡s✳ ❚❤❡ ❞r✐❧❧✐♥❣ ♣r♦✜❧❡ ✐s ❞✐s♣❧❛②❡❞ ❧❡❢t t♦ t❤❡ ♣✉♠♣✐♥❣

✇❡❧❧ s❤♦✇✐♥❣ ❧✐t❤♦❧♦❣✐❝ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ❛t t❤❡ ♣✉♠♣✐♥❣ ✇❡❧❧ ❧♦❝❛t✐♦♥✳ ❆❧s♦✱ t❤❡

❣r❛✈❡❧ ♣❛❝❦ ✭r❡❞✮ ❛♥❞ ❝❧❛② s❡❛❧ ✭❣r❛②✮ ❛r❡ ❞✐s♣❧❛②❡❞ r✐❣❤t t♦ t❤❡ ♣✉♠♣✐♥❣ ✇❡❧❧✳

❚❤❡ ❜❧❛❝❦ ❝r♦ss❡s ❝♦rr❡s♣♦♥❞ t♦ ✐♥❞✐✈✐❞✉❛❧ ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥ ♣♦✐♥ts✱ ♣❧❛❝❡❞ ❛t r❛❞✐❛❧

❞✐st❛♥❝❡s r1 ≈ ✸✳✺ ♠✱ r2 ≈ ✻✳✺ ♠✱ r3 ≈ ✶✵✳✺ ♠ ❛♥❞ r4 ≈ ✷✶ ♠✳ ❚❤❡ ♠♦❞❡❧

❞♦♠❛✐♥ r❡❛❝❤❡s ❢r♦♠ t❤❡ s❛t✉r❛t❡❞ ❛q✉✐❢❡r t❤✐❝❦♥❡ss ❛t ztop ❂ ✹✶✳✵✺ ♠ t♦ t❤❡

❛q✉✐❢❡r ❜♦tt♦♠ ❛t zbot ❂ ✵ ♠✳ ◆♦t❡ t❤❛t ❛①❡s ❛r❡ ♥♦t t♦ s❝❛❧❡ ❛♥❞ t❤❛t t❤❡ ❝♦♥✲

t♦✉r ❧✐♥❡s ♦❢ ❞r❛✇❞♦✇♥ ❝♦rr❡s♣♦♥❞ t♦ ❛♥ ❡①❡♠♣❧❛r② r❡s♣♦♥s❡ ✐♥ ❛ ❤♦♠♦❣❡♥❡♦✉s

❛q✉✐❢❡r s②st❡♠✱ ✐✳❡✳ ❝♦♥s✐❞❡r✐♥❣ ❛ ✶✲❧❛②❡r ♠♦❞❡❧✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✺✼

✐①
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✺✳✶✶ ❛✳ ❘❡❧❛t✐✈❡ ❣r❛✈❡❧ ❛♥❞ s❛♥❞ ❢r❛❝t✐♦♥s ❢r♦♠ t❤❡ ✜❡❧❞ ❞❡s❝r✐♣t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❞r✐❧❧✐♥❣

❝♦r❡ ♦❢ t❤❡ ❧❛r❣❡ ❞✐❛♠❡t❡r ✇❡❧❧ ❘✵✶ ❛t t❤❡ ✜❡❧❞ s✐t❡ ❑❛♣♣❡❧✲●r❛❢❡♥❤❛✉s❡♥ ✭✇❤✐t❡

❣❛♣s ❂ ❝♦r❡ ❧♦ss✮✳ ❜✳ ❉❡✜♥✐t✐♦♥ ♦❢ ✜✈❡ ❤♦r✐③♦♥t❛❧ ❧❛②❡rs ❝♦♥s✐❞❡r✐♥❣ ❞❡♣t❤s ♦❢

♠♦r❡ t❤❛♥ ❤❛❧❢ ❛ ♠❡t❡r ✐♥ t❤✐❝❦♥❡ss ✐♥ ✇❤✐❝❤ t❤❡ s❛♥❞ ❢r❛❝t✐♦♥ ❝❧❡❛r❧② ❡①❝❡❡❞s

t❤❡ ❣r❛✈❡❧ ❢r❛❝t✐♦♥✳ ❝✳ ❈❛❧✐❜r❛t❡❞ r❛❞✐❛❧ ✭❜❧✉❡✮ ❛♥❞ ✈❡rt✐❝❛❧ ❤②❞r❛✉❧✐❝ ❝♦♥❞✉❝✲

t✐✈✐t✐❡s ✭r❡❞✮ ♦❢ t❤❡ ✶✲❧❛②❡r ✭❞❛s❤❡❞ ❧✐♥❡s✮ ❛♥❞ ✺✲❧❛②❡r ♠♦❞❡❧ ✭s♦❧✐❞ ❧✐♥❡s✮✳ ✳ ✳ ✳ ✺✽

✺✳✶✷ ❆ss❡ss♠❡♥t ♦❢ ♠♦❞❡❧ r❡s✉❧ts✿ ❆❜s♦❧✉t❡ ❞✐✛❡r❡♥❝❡ ❜❡t✇❡❡♥ s✐♠✉❧❛t❡❞ ❛♥❞ ♠❡❛✲

s✉r❡❞ ❞r❛✇❞♦✇♥ ✈❡rs✉s t❤❡ ♠❡❛s✉r❡❞ ❞r❛✇❞♦✇♥s ♦❢ t❤❡ ✶✲❧❛②❡r ❛♥❞ ✺✲❧❛②❡r

♠♦❞❡❧ ❛♥❞ t❤❡ t❤❡r❡t♦ ✜tt❡❞ ❡rr♦r ♠♦❞❡❧s ✭❛ ❛♥❞ ❜✮✳ ❋✐❡❧❞ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥ts ✈❡r✲

s✉s s✐♠✉❧❛t❡❞ r❡s✉❧ts ♦❢ t❤❡ ✶✲ ❛♥❞ ✺✲❧❛②❡r ♠♦❞❡❧s ✭❝ ❛♥❞ ❞✮ ✇✐t❤ ❡rr♦r❜❛rs

❛❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ t❤❡ ❡rr♦r ♠♦❞❡❧✳ ❚❤❡ ❜❧❛❝❦ ❞✐❛❣♦♥❛❧ ❧✐♥❡s r❡♣r❡s❡♥t t❤❡ ✶✿✶ ✐❞❡♥✲

t✐t② ❧✐♥❡s✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✻✷

✺✳✶✸ ❙✐♠✉❧❛t❡❞ ❞r❛✇❞♦✇♥s ✈❡rs✉s ♠❡❛s✉r❡❞ ❞r❛✇❞♦✇♥s ✇❤❡♥ r✉♥♥✐♥❣ t❤❡ ✶✲❧❛②❡r

♠♦❞❡❧ ✇✐t❤ t❤❡ ❡✛❡❝t✐✈❡ ❝♦♥❞✉❝t✐✈✐t② ❡st✐♠❛t❡s ♦❜t❛✐♥❡❞ ❢r♦♠ t❤❡ ✺✲❧❛②❡r ♠♦❞❡❧

❝❛❧✐❜r❛t✐♦♥✳ ❚❤❡ ❜❧❛❝❦ ❞✐❛❣♦♥❛❧ ❧✐♥❡ ♣r❡s❡♥t t❤❡ ✶✿✶ ✐❞❡♥t✐t② ❧✐♥❡✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✻✺

✺✳✶✹ ❆ss❡ss♠❡♥t ♦❢ ♠♦❞❡❧ r❡s✉❧ts ✇❤❡♥ ❝♦♥s✐❞❡r✐♥❣ ✐s♦tr♦♣✐❝ ❤②❞r❛✉❧✐❝ ❝♦♥❞✉❝t✐✈✲

✐t②✿ ❆❜s♦❧✉t❡ ❞✐✛❡r❡♥❝❡ ❜❡t✇❡❡♥ s✐♠✉❧❛t❡❞ ❛♥❞ ♠❡❛s✉r❡❞ ❞r❛✇❞♦✇♥ ✈❡rs✉s t❤❡

♠❡❛s✉r❡❞ ❞r❛✇❞♦✇♥s ♦❢ t❤❡ ✶✲❧❛②❡r ❛♥❞ ✺✲❧❛②❡r ♠♦❞❡❧ ❛♥❞ t❤❡ t❤❡r❡t♦ ✜tt❡❞

❡rr♦r ♠♦❞❡❧s ✭❛ ❛♥❞ ❜✮✳ ❋✐❡❧❞ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥ts ✈❡rs✉s s✐♠✉❧❛t❡❞ r❡s✉❧ts ♦❢ t❤❡ ✶✲

❛♥❞ ✺✲❧❛②❡r ♠♦❞❡❧s ✭❝ ❛♥❞ ❞✮ ✇✐t❤ ❡rr♦r❜❛rs ❛❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ t❤❡ ❡rr♦r ♠♦❞❡❧✳ ❚❤❡

❜❧❛❝❦ ❞✐❛❣♦♥❛❧ ❧✐♥❡s r❡♣r❡s❡♥t t❤❡ ✶✿✶ ✐❞❡♥t✐t② ❧✐♥❡s✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✻✼

✺✳✶✺ ❆❜s♦❧✉t❡ ❞✐✛❡r❡♥❝❡ ❜❡t✇❡❡♥ s✐♠✉❧❛t❡❞ ❛♥❞ ♠❡❛s✉r❡❞ ❞r❛✇❞♦✇♥ ✈❡rs✉s t❤❡ ♠❡❛✲

s✉r❡❞ ❞r❛✇❞♦✇♥ ♦❢ t❤❡ ✸✲❧❛②❡r ♠♦❞❡❧ ❛♥❞ t❤❡ t❤❡r❡t♦ ✜tt❡❞ ❡rr♦r ♠♦❞❡❧ ✭❛✮✳

❋✐❡❧❞ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥ts ✈❡rs✉s s✐♠✉❧❛t❡❞ r❡s✉❧ts ♦❢ t❤❡ ✸✲❧❛②❡r ♠♦❞❡❧ ✭❜✮ ✇✐t❤ ❡r✲

r♦r❜❛rs ❛❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ t❤❡ ❡rr♦r ♠♦❞❡❧✳ ❚❤❡ ❜❧❛❝❦ ❞✐❛❣♦♥❛❧ ❧✐♥❡ r❡♣r❡s❡♥ts t❤❡

✶✿✶ ✐❞❡♥t✐t② ❧✐♥❡✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✻✾

✺✳✶✻ ❋✐❡❧❞ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥ts ✈❡rs✉s s✐♠✉❧❛t❡❞ r❡s✉❧ts ♦❢ t❤❡ ✶✲❧❛②❡r ♠♦❞❡❧ ✇❤❡♥ s❡♣❛✲

r❛t❡❧② ✐♥✈❡rt✐♥❣ ❞❛t❛ ❢r♦♠ ❤②❞r❛✉❧✐❝ t❡st ■ ✭❛✮✱ ■■ ✭❜✮✱ ❛♥❞ ■■■ ✭❝✮ ✇✐t❤ ❡rr♦r❜❛rs

❛❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ t❤❡ ❡rr♦r ♠♦❞❡❧✳ ❋✐❡❧❞ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥ts ✈❡rs✉s s✐♠✉❧❛t❡❞ r❡s✉❧ts ♦❢

t❤❡ ✸✲❧❛②❡r ♠♦❞❡❧ ✇❤❡♥ s❡♣❛r❛t❡❧② ✐♥✈❡rt✐♥❣ ❞❛t❛ ❢r♦♠ ❤②❞r❛✉❧✐❝ t❡st ■ ✭❞✮✱ ■■

✭❡✮✱ ❛♥❞ ■■■ ✭❢✮ ✇✐t❤ ❡rr♦r❜❛rs ❛❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ t❤❡ ❡rr♦r ♠♦❞❡❧✳ ❚❤❡ ❜❧❛❝❦ ❞✐❛❣♦♥❛❧

❧✐♥❡s r❡♣r❡s❡♥t t❤❡ ✶✿✶ ✐❞❡♥t✐t② ❧✐♥❡s✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✼✷
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✺✳✶✼ ❘❛❞✐❛❧ ❛♥❞ ✈❡rt✐❝❛❧ ❝♦♥❞✉❝t✐✈✐t✐❡s Kr ❛♥❞ Kz ❡st✐♠❛t❡❞ ❢♦r ❡❛❝❤ ❛✈❛✐❧❛❜❧❡ ❤♦r✲

✐③♦♥t❛❧ ❧❛②❡r ♦❢ t❤❡ ✶✲❧❛②❡r ♠♦❞❡❧ ✭❛✲❜✮ ❛♥❞ ✸✲❧❛②❡r ♠♦❞❡❧ ✭❡✲❢✮ ❝♦♥s✐❞❡r✐♥❣ t❤❡

❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ✐♥✈❡rs✐♦♥ ❛♣♣r♦❛❝❤❡s✿ ✐♥✈❡rt✐♥❣ ❞❛t❛ ❢r♦♠ ♣✉♠♣✐♥❣ t❡sts ❢♦❧❧♦✇✐♥❣

t❤❡ t♦♠♦❣r❛♣❤✐❝ ❛♣♣r♦❛❝❤✱ ✐♥✈❡rt✐♥❣ ❞❛t❛ ❢r♦♠ ❤②❞r❛✉❧✐❝ t❡st ■ ✭✇❛t❡r ❡①tr❛❝✲

t✐♦♥ ❢r♦♠ t❤❡ ✉♣♣❡r s❝r❡❡♥✮✱ ■■ ✭✇❛t❡r ❡①tr❛❝t✐♦♥ ❢r♦♠ t❤❡ ♠✐❞❞❧❡ s❝r❡❡♥✮✱ ❛♥❞

■■■ ✭✇❛t❡r ❡①tr❛❝t✐♦♥ ❢r♦♠ t❤❡ ❧♦✇❡r s❝r❡❡♥✮✱ ❛♥❞ ✐♥✈❡rt✐♥❣ ❛ r❡❞✉❝❡❞ ❞❛t❛ s❡t✳

❆ss♦❝✐❛t❡❞ st❛♥❞❛r❞ ❞❡✈✐❛t✐♦♥s ♦❢ ❧♦❣✲❝♦♥❞✉❝t✐✈✐t✐❡s r❡s✉❧t✐♥❣ ❢r♦♠ t❤❡ ✶✲❧❛②❡r

✭❝✲❞✮ ❛♥❞ ✸✲❧❛②❡r ♠♦❞❡❧ ❝❛❧✐❜r❛t✐♦♥ ✭❣✲❤✮ ✉s✐♥❣ ❞✐✛❡r❡♥t ✐♥✈❡rs✐♦♥ ❛♣♣r♦❛❝❤❡s✳ ✼✹

✺✳✶✽ ❋✐❡❧❞ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥ts ✈❡rs✉s s✐♠✉❧❛t❡❞ r❡s✉❧ts ♦❢ t❤❡ ✶✲❧❛②❡r ♠♦❞❡❧ ✭❛✮ ❛♥❞ ✸✲

❧❛②❡r ♠♦❞❡❧ ✭❜✮ ❝♦♥s✐❞❡r✐♥❣ ❞❛t❛ ✐♥✈❡rs✐♦♥ ♦❢ t♦♠♦❣r❛♣❤✐❝ ♣✉♠♣✐♥❣ t❡sts ✇✐t❤

❛ r❡❞✉❝❡❞ ❞❛t❛s❡t ❛♥❞ ✇✐t❤ ❡rr♦r❜❛rs ❛❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ t❤❡ ❡rr♦r ♠♦❞❡❧✳ ❚❤❡ ❜❧❛❝❦

❞✐❛❣♦♥❛❧ ❧✐♥❡s r❡♣r❡s❡♥t t❤❡ ✶✿✶ ✐❞❡♥t✐t② ❧✐♥❡s✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✼✼

①✐





▲✐st ♦❢ ❚❛❜❧❡s

✶✳✶ Pr♦♣♦rt✐♦♥s ♦❢ ❝♦❧❧❛❜♦r❛t✐✈❡ ✇♦r❦ ♣r❡s❡♥t❡❞ ✐♥ ❈❤❛♣t❡r ✸ ❛♥❞ ✹✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✼

✹✳✶ P❛r❛♠❡t❡rs ♦❢ t❤❡ t❡sts ❝❛s❡✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✸✵

✺✳✶ ❑❡② ❞❛t❛ ♦❢ t❤❡ ♣✉♠♣✐♥❣ t❡st s❡r✐❡s✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✹✾

✺✳✷ ❉❡t❛✐❧s ♦♥ t❤❡ s❡♥s♦rs ✉s❡❞ t♦ ♠❡❛s✉r❡ t❤❡ ❞r❛✇❞♦✇♥ r❡s♣♦♥s❡ t♦ ✇❛t❡r ❡①tr❛❝✲

t✐♦♥ ✐♥ ♣✉♠♣✐♥❣ ✇❡❧❧ ❘✵✶✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✺✵

✺✳✸ ❈❛❧✐❜r❛t❡❞ r❛❞✐❛❧ ❛♥❞ ✈❡rt✐❝❛❧ ❤②❞r❛✉❧✐❝ ❝♦♥❞✉❝t✐✈✐t✐❡s ❛♥❞ t❤❡ ❛ss♦❝✐❛t❡❞ st❛♥✲

❞❛r❞ ❞❡✈✐❛t✐♦♥s σ̂ ♦❢ ❡st✐♠❛t✐♦♥ ♦❢ ❡❛❝❤ ❤♦r✐③♦♥t❛❧ ❧❛②❡r ✐♥ t❤❡ ✶✲❧❛②❡r ❛♥❞

✺✲❧❛②❡r ♠♦❞❡❧s✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✻✹

✺✳✹ ❈❛❧✐❜r❛t✐♦♥ r❡s✉❧ts ♦❢ t❤❡ ❧♦❝❛❧❧② ❛♥✐s♦tr♦♣✐❝ ✶✲❧❛②❡r ❛♥❞ ✺✲❧❛②❡r ♠♦❞❡❧s✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✻✹

✺✳✺ ❈❛❧✐❜r❛t❡❞ ✐s♦tr♦♣✐❝ ❤②❞r❛✉❧✐❝ ❝♦♥❞✉❝t✐✈✐t✐❡s ❛♥❞ t❤❡ ❛ss♦❝✐❛t❡❞ st❛♥❞❛r❞ ❞❡✲

✈✐❛t✐♦♥s σ̂lnK ♦❢ ❡st✐♠❛t✐♦♥ ♦❢ ❡❛❝❤ ❤♦r✐③♦♥t❛❧ ❧❛②❡r ✐♥ t❤❡ ✶✲❧❛②❡r ❛♥❞ ✺✲❧❛②❡r

♠♦❞❡❧s✳ ❊rr♦r ♠♦❞❡❧ ♣❛r❛♠❡t❡rs ♦❢ t❤❡ ✐s♦tr♦♣✐❝ ✶✲❧❛②❡r ❛♥❞ ✐s♦tr♦♣✐❝ ✺✲❧❛②❡r

♠♦❞❡❧✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✻✽

✺✳✻ ❈❛❧✐❜r❛t❡❞ r❛❞✐❛❧ ❛♥❞ ✈❡rt✐❝❛❧ ❤②❞r❛✉❧✐❝ ❝♦♥❞✉❝t✐✈✐t✐❡s ❛♥❞ t❤❡ ❛ss♦❝✐❛t❡❞ st❛♥✲

❞❛r❞ ❞❡✈✐❛t✐♦♥s σ̂ ♦❢ ❡st✐♠❛t✐♦♥ ♦❢ ❡❛❝❤ ❤♦r✐③♦♥t❛❧ ❧❛②❡r ✐♥ t❤❡ ✸✲❧❛②❡r ♠♦❞❡❧✳ ✳ ✼✵

✺✳✼ ❈❛❧✐❜r❛t✐♦♥ r❡s✉❧ts ♦❢ t❤❡ ❧♦❝❛❧❧② ❛♥✐s♦tr♦♣✐❝ ✸✲❧❛②❡r ♠♦❞❡❧✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✼✶

✺✳✽ ❈❛❧✐❜r❛t✐♦♥ r❡s✉❧ts ♦❢ t❤❡ ❧♦❝❛❧❧② ❛♥✐s♦tr♦♣✐❝ ✶✲❧❛②❡r ♠♦❞❡❧ ✇❤❡♥ s❡♣❛r❛t❡❧②

✐♥✈❡rt✐♥❣ ❞❛t❛ ♦❢ ❤②❞r❛✉❧✐❝ t❡st ■✱ ■■✱ ❛♥❞ ■■■✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✼✺

✺✳✾ ❈❛❧✐❜r❛t✐♦♥ r❡s✉❧ts ♦❢ t❤❡ ❧♦❝❛❧❧② ❛♥✐s♦tr♦♣✐❝ ✸✲❧❛②❡r ♠♦❞❡❧ ✇❤❡♥ s❡♣❛r❛t❡❧②

✐♥✈❡rt✐♥❣ ❞❛t❛ ♦❢ ❤②❞r❛✉❧✐❝ t❡st ■✱ ■■✱ ❛♥❞ ■■■✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✼✺

✺✳✶✵ ❈❛❧✐❜r❛t✐♦♥ r❡s✉❧ts ♦❢ t❤❡ ❧♦❝❛❧❧② ❛♥✐s♦tr♦♣✐❝ ✶✲❧❛②❡r ❛♥❞ ✸✲❧❛②❡r ♠♦❞❡❧ ❝♦♥s✐❞✲

❡r✐♥❣ ❛ r❡❞✉❝❡❞ ❞❛t❛s❡t✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✼✽
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①✐✈



❈❤❛♣t❡r ✶

■♥tr♦❞✉❝t✐♦♥

●r♦✉♥❞✇❛t❡r ✢♦✇ ❛♥❞ tr❛♥s♣♦rt ♣r♦❝❡ss❡s ✐♥ ♣♦r♦✉s ♠❡❞✐❛ ❛r❡ ♣❛rt ♦❢ ❛ ❜r♦❛❞ r❡s❡❛r❝❤

✜❡❧❞ st✉❞✐❡❞ ❜② ❤②❞r♦❣❡♦❧♦❣✐sts✳ ❈❤❛r❛❝t❡r✐③✐♥❣ t❤❡s❡ ♣r♦❝❡ss❡s r❡q✉✐r❡s ❛❜✉♥❞❛♥t ✐♥✲

❢♦r♠❛t✐♦♥ ♦♥ t❤❡ s✉❜s✉r❢❛❝❡ ❢❡❛t✉r❡s ❛♥❞ t❤❡✐r ❤②❞r❛✉❧✐❝ ♣r♦♣❡rt✐❡s✱ ✇✐t❤ ❤②❞r❛✉❧✐❝

❝♦♥❞✉❝t✐✈✐t② K ❜❡✐♥❣ ♦♥❡ ♦❢ t❤❡ ♠♦st ✐♠♣♦rt❛♥t✳ ❍②❞r❛✉❧✐❝ ❝♦♥❞✉❝t✐✈✐t② q✉❛♥t✐✜❡s t❤❡

❡❛s❡ ✇✐t❤ ✇❤✐❝❤ ❣r♦✉♥❞✇❛t❡r ✢♦✇s t❤r♦✉❣❤ ❛ ♣♦r♦✉s ♠❡❞✐✉♠✱ ❛♥❞ ❞❡♣❡♥❞s ♦♥ ❜♦t❤

t❤❡ ♣r♦♣❡rt✐❡s ♦❢ ✇❛t❡r✱ ❛♥❞ t❤❡ ♣❤②s✐❝❛❧ ♣r♦♣❡rt✐❡s ♦❢ t❤❡ ❛q✉✐❢❡r ♠❛t❡r✐❛❧✱ s✉❝❤ ❛s t❤❡

♣♦r❡ s✐③❡✱ ❣❡♦♠❡tr② ❛♥❞ ❝♦♥♥❡❝t✐✈✐t② ✭❋r❡❡③❡ ❛♥❞ ❈❤❡rr②✱ ✶✾✼✾✮✳ ■♥ ♥❛t✉r❛❧ s②st❡♠s✱

t❤❡s❡ ♣r♦♣❡rt✐❡s ❝❤❛♥❣❡ ✐♥ s♣❛❝❡✱ ❧❡❛❞✐♥❣ t♦ s♣❛t✐❛❧ ✈❛r✐❛t✐♦♥s ♦❢ ❤②❞r❛✉❧✐❝ ❝♦♥❞✉❝t✐✈✲

✐t② ✭❤❡t❡r♦❣❡♥❡✐t②✮✳ ❚❤❡ ❤②❞r❛✉❧✐❝ ❝♦♥❞✉❝t✐✈✐t② ❛❧s♦ ❞❡♣❡♥❞s ♦♥ t❤❡ ❞✐r❡❝t✐♦♥ ♦❢ ✢♦✇

✭❛♥✐s♦tr♦♣②✮✱ ✇❤✐❝❤ ✐s str♦♥❣❧② ✐♥✢✉❡♥❝❡❞ ❜② t❤❡ s❡❞✐♠❡♥t ❜❡❞❞✐♥❣ t❤❛t r❡s✉❧t ❢r♦♠

✈❛r✐❛❜❧❡ s❡❞✐♠❡♥t tr❛♥s♣♦rt ❛♥❞ ❞❡♣♦s✐t✐♦♥ r❡❣✐♠❡s ✭❇❡♥♥❡tt ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✶✾✮✳ ❚❤❡ st✉❞②

♦❢ ❤②❞r❛✉❧✐❝ ❛♥✐s♦tr♦♣② ✐s ❛ ❝♦r♥❡rst♦♥❡ ♦❢ t❤✐s ✇♦r❦✳ ❚❤❡ ❡✛❡❝ts ♦❢ ❤②❞r❛✉❧✐❝ ❛♥✐s♦tr♦♣②

♦♥ ❣r♦✉♥❞✇❛t❡r ✢♦✇ ❛r❡ ♦❢t❡♥ ♠✐s❝♦♥❝❡✐✈❡❞ ❛♥❞ ❝♦♥❢✉s❡❞ ✇✐t❤ t❤❛t ♦❢ ❤❡t❡r♦❣❡♥❡✐t②✳

❚♦ ❝❧❡❛r❧② ❞✐st✐♥❣✉✐s❤ ❜♦t❤ ❝♦♥❝❡♣ts✱ t❤❡② ❛r❡ ❞❡✜♥❡❞ ✐♥ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣✳

❙✉❜s✉r❢❛❝❡ ❤❡t❡r♦❣❡♥❡✐t② ✐s t❤❡ s♣❛t✐❛❧ ✈❛r✐❛❜✐❧✐t② ♦❢ s✉❜s✉r❢❛❝❡ ♣r♦♣❡rt✐❡s ❛s t❤❡

r❡s✉❧t ♦❢ ♥♦♥✲✉♥✐❢♦r♠ ❛♥❞ ❞②♥❛♠✐❝ ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ✉♥❞❡r ✇❤✐❝❤ ♠❛t❡r✐❛❧ ❞❡♣♦s✐t✐♦♥ ♦❝❝✉rs✳

❙✉❜s✉r❢❛❝❡ ♠❛t❡r✐❛❧ ♠❛② ❡①♣r❡ss ✐♥❞✐✈✐❞✉❛❧✱ ❝♦♥t✐♥✉♦✉s ♦r ✐♥t❡r♠✐tt❡♥t ❧❛②❡rs✱ ♦r ✐♥❝❧✉❞❡

❧❡♥s❡s ❝♦♠♣♦s❡❞ ♦❢ ♠❛t❡r✐❛❧ t❤❛t ❞✐✛❡r ❢r♦♠ t❤❡ s✉rr♦✉♥❞✐♥❣ ✭❑r✉s❡♠❛♥ ❛♥❞ ❞❡ ❘✐❞❞❡r✱

✶✾✾✹✮✳ ■♥ s❡❞✐♠❡♥t❛r② ❛q✉✐❢❡rs✱ t❤❡ s✉❜s✉r❢❛❝❡ str✉❝t✉r❡ ✐s t❤❡ ✐♠♣r✐♥t ♦❢ ❞❡♣♦s✐t✐♦♥❛❧

♣r♦❝❡ss❡s ♦❝❝✉rr✐♥❣ ❛t ❞✐✛❡r❡♥t ✈❡❧♦❝✐t✐❡s ❛♥❞ ❣❡♦❧♦❣✐❝ t✐♠❡s❝❛❧❡s t❤❛t ❞❡t❡r♠✐♥❡ t❤❡

s✐③❡ ❛♥❞ ❛♠♦✉♥t ♦❢ s❡❞✐♠❡♥t ❧♦❛❞ ✭❆✐❣♥❡r ❡t ❛❧✳✱ ✶✾✾✽❀ ❇❡♥♥❡tt ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✶✼✮✳ ❆s ❛



❈❍❆P❚❊❘ ✶✳ ■◆❚❘❖❉❯❈❚■❖◆

r❡s✉❧t✱ t❤❡ s✉❜s✉r❢❛❝❡ ✐s ♦❢ ❜❡❞❞❡❞ ❝❤❛r❛❝t❡r ✐♥ ✇❤✐❝❤ ❤②❞r❛✉❧✐❝ ❝♦♥❞✉❝t✐✈✐t② ❡s♣❡❝✐❛❧❧②

✈❛r✐❡s ❛♠♦♥❣ ✐♥❞✐✈✐❞✉❛❧ str❛t❛✱ ❧❡❛❞✐♥❣ t♦ ✈❡rt✐❝❛❧ ❤❡t❡r♦❣❡♥❡✐t②✳

■♥ ❝♦♥tr❛st t♦ ❤❡t❡r♦❣❡♥❡✐t②✱ ❛♥✐s♦tr♦♣② r❡❢❡rs t♦ t❤❡ ❞✐r❡❝t✐♦♥❛❧ ❞❡♣❡♥❞❡♥❝❡ ♦❢ ♠❛✲

t❡r✐❛❧ ♣r♦♣❡rt✐❡s✱ ❛♥❞ ✐ts ❡①♣r❡ss✐♦♥s ❛r❡ ❝❧♦s❡❧② r❡❧❛t❡❞ t♦ t❤❡ ♦❜s❡r✈❡❞ s❝❛❧❡✳ ❖♥ s♠❛❧❧

s❝❛❧❡s✱ t❤❡ ❞✐r❡❝t✐♦♥❛❧ ❞❡♣❡♥❞❡♥❝❡ ♦♥ ❤②❞r❛✉❧✐❝ ❝♦♥❞✉❝t✐✈✐t② ✐s ❛ r❡s✉❧t ♦❢ t❤❡ ♦r✐❡♥t❛✲

t✐♦♥ ♦❢ ❣r❛✐♥s✱ ✇❤✐❝❤ ❛r❡ t②♣✐❝❛❧❧② ❡❧♦♥❣❛t❡❞ ✐♥ t❤❡ ❤♦r✐③♦♥t❛❧ ❞✐r❡❝t✐♦♥ ✭❇♦r❣❤✐ ❡t ❛❧✳✱

✷✵✶✺✮✳ ❖♥ ❧❛r❣❡r s❝❛❧❡s✱ t❤❡ ❝♦♥t✐♥✉✐t② ♦❢ ❝❤❛♥♥❡❧ ❞❡♣♦s✐ts ✐♥ ❡✳❣✳✱ ❛❧❧✉✈✐❛❧ ❛q✉✐❢❡rs ✇✐t❤

✐♥t❡r♥❛❧ ✈❛r✐❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡✐r ❤②❞r❛✉❧✐❝ ♣r♦♣❡rt✐❡s✱ ❝❛♥ ❧❡❛❞ t♦ str♦♥❣ ❤♦r✐③♦♥t❛❧ ❛♥✐s♦tr♦♣②

✭●✐❛♥♥✐ ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✶✾✮✳ ■♥ str❛t✐✜❡❞ ❛q✉✐❢❡rs✱ t❤❡ ❜❡❞❞❡❞ ❝❤❛r❛❝t❡r ❡♥❤❛♥❝❡s ❣r♦✉♥❞✇❛t❡r

✢♦✇ ❛❧♦♥❣ ❧❛②❡r ❜♦✉♥❞❛r✐❡s✱ r❛t❤❡r t❤❛♥ ❛❝r♦ss t❤❡♠ ✭❇❡❛r✱ ✶✾✼✷❀ ❇♦r❣❤✐ ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✶✺✮✱

✐♥❞✉❝✐♥❣ ❛ ❤✐❣❤❡r ❤♦r✐③♦♥t❛❧ t❤❛♥ ✈❡rt✐❝❛❧ ❤②❞r❛✉❧✐❝ ❝♦♥❞✉❝t✐✈✐t②✳ ❙✉❝❤ ❛q✉✐❢❡rs ❝❛♥ ❜❡

❞❡s❝r✐❜❡❞ ❜② ❛♥ ❡✛❡❝t✐✈❡ ❤②❞r❛✉❧✐❝ ❝♦♥❞✉❝t✐✈✐t② t❡♥s♦r Keff ✇✐t❤ t❤❡ ♣r✐♥❝✐♣❛❧ ❝♦♠✲

♣♦♥❡♥ts ❛❧✐❣♥❡❞ ✇✐t❤ t❤❡ ❤♦r✐③♦♥t❛❧ ❛♥❞ ✈❡rt✐❝❛❧ ❞✐r❡❝t✐♦♥s✳ ❚❤❡ ❛♥✐s♦tr♦♣② r❛t✐♦✱ ✐✳❡✳

t❤❡ r❛t✐♦ ♦❢ ❤♦r✐③♦♥t❛❧ t♦ ✈❡rt✐❝❛❧ ❤②❞r❛✉❧✐❝ ❝♦♥❞✉❝t✐✈✐t②✱ ✐s t②♣✐❝❛❧❧② ❧❛r❣❡r t❤❛♥ ✉♥✐t②✱

✉♥❧❡ss t❤❡ ❧❛②❡rs ❛r❡ t✐❧t❡❞ ✭❇❡❛r✱ ✶✾✼✷❀ ▼❛✐❡r ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✷✵✮✱ ❛♥❞ ❝❛♥ r❡❛❝❤ r❛t✐♦s ♦❢ ✉♣

t♦ ✶✵✵ ✐♥ str❛t✐✜❡❞ ❛q✉✐❢❡rs ✭❋r❡❡③❡ ❛♥❞ ❈❤❡rr②✱ ✶✾✼✾✮✳

▼❛♥② ❤②❞r♦❣❡♦❧♦❣✐❝❛❧ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s✱ s✉❝❤ ❛s t❤❡ ❞❡s✐❣♥ ♦❢ r❡♠❡❞✐❛t✐♦♥ s②st❡♠s ✭❈❛r❞✐✛

❛♥❞ ❇❛rr❛s❤✱ ✷✵✶✶❀ ❩s❝❤♦r♥❛❝❦ ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✶✸❀ ❇❛✐r ❛♥❞ ▲❛❤♠✱ ✶✾✾✻❀ ❩❧♦t♥✐❦ ❛♥❞ ▲❡❞❞❡r✱

✶✾✾✻✮✱ t❤❡ ♣r❡❞✐❝t✐♦♥ ♦❢ s♦❧✉t❡ tr❛♥s♣♦rt ✭❇♦❤❧✐♥❣ ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✵✼❀ ❙❛♥❝❤❡③✲▲❡♦♥ ❡t ❛❧✳✱

✷✵✶✻✮✱ ❛♥❞ t❤❡ ❡♥❤❛♥❝❡♠❡♥t ♦❢ tr❛♥s✈❡rs❡ ♠✐①✐♥❣ ♦❢ s♦❧✉t❡ ♣❧✉♠❡s ✭❈❤✐♦❣♥❛ ❡t ❛❧✳✱

✷✵✶✺❀ ❈✐r♣❦❛ ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✶✺✮✱ ❞❡♣❡♥❞ ♥♦t ♦♥❧② ♦♥ ♣r❡❝✐s❡ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ♦♥ s✉❜s✉r❢❛❝❡ ❤❡t✲

❡r♦❣❡♥❡✐t② ❜✉t ❛❧s♦ r❡q✉✐r❡ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ♦♥ ❤②❞r❛✉❧✐❝ ❛♥✐s♦tr♦♣②✳ P❛rt✐❝✉❧❛r❧② r❡❧❡✈❛♥t

❛❝t✐✈✐t✐❡s ✐♥ ✇❤✐❝❤ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ♦♥ t❤❡ ❤②❞r❛✉❧✐❝ ❛♥✐s♦tr♦♣② ✐s ❡ss❡♥t✐❛❧✱ ❛r❡ t❤❡ ❞❡❧✐♥✲

❡❛t✐♦♥ ♦❢ ❝❛♣t✉r❡ ③♦♥❡s ♦❢ ♣❛rt✐❛❧❧② ♣❡♥❡tr❛t✐♥❣ ✇❡❧❧s ✭❇❛✐r ❛♥❞ ▲❛❤♠✱ ✶✾✾✻✮✱ t❤❡ ❞❡s✐❣♥

♦❢ ❤♦r✐③♦♥t❛❧ ❝♦❧❧❡❝t♦r ✇❡❧❧s ❢♦r ✇❛t❡r s✉♣♣❧②✱ ❛♥❞ t❤❡ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ♦❢ ❞❡✇❛t❡r✐♥❣ ♠❡❛✲

s✉r❡s ♥❡❛r ❜✐❣ r✐✈❡rs t♦ ❦❡❡♣ ❛ ❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ♣✐t ❞r② ✭▼❛✐❡r ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✷✵✮✳ ❍②❞r❛✉❧✐❝

❛♥✐s♦tr♦♣② ✐♥✢✉❡♥❝❡s t❤❡ s♣❛t✐❛❧ ❡①t❡♥t ♦❢ t❤❡ ❞❡♣r❡ss✐♦♥ ❝♦♥❡ ✇❤❡♥ ❧♦✇❡r✐♥❣ ✇❛t❡r t❛✲

❜❧❡s ✉♣♦♥ ♣✉♠♣✐♥❣✳ ❲❤✐❧❡ ❤✐❣❤❡r ❤②❞r❛✉❧✐❝ ❝♦♥❞✉❝t✐✈✐t✐❡s ✐♥ t❤❡ ❤♦r✐③♦♥t❛❧ ❞✐r❡❝t✐♦♥

✐♥❝r❡❛s❡ t❤❡ ❧❛t❡r❛❧ ❡①t❡♥t ♦❢ t❤❡ ❞❡♣r❡ss✐♦♥ ❝♦♥❡✱ t❤❡ ❝♦♠♣❛r❛t✐✈❡❧② ❧♦✇❡r ✈❡rt✐❝❛❧ ❤②✲

❞r❛✉❧✐❝ ❝♦♥❞✉❝t✐✈✐t✐❡s ❧✐♠✐t ✐ts ✈❡rt✐❝❛❧ ❡①t❡♥t ✭▼❛✐❡r ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✷✵❀ ❇❛✐r ❛♥❞ ▲❛❤♠✱ ✶✾✾✻✮✳

◆❡❣❧❡❝t✐♥❣ t❤❡ r❛t✐♦ ♦❢ ❤♦r✐③♦♥t❛❧ t♦ ✈❡rt✐❝❛❧ ❤②❞r❛✉❧✐❝ ❝♦♥❞✉❝t✐✈✐t② ✐♥ t❤❡ ❝❛❧❝✉❧❛t✐♦♥

♦❢ s✉❝❤ s②st❡♠s ❝❛♥ ❧❡❛❞ t♦ ❛♥ ✐♥❡✣❝✐❡♥t ❞❡s✐❣♥ ❛♥❞ ✉♥♥❡❝❡ss❛r② ❝♦sts✳

✷



❙❡✈❡r❛❧ ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ ♠❡t❤♦❞s ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ ❞❡✈❡❧♦♣❡❞ ❢♦r r❡s♦❧✈✐♥❣ t❤❡ s♣❛t✐❛❧ ✈❛r✐✲

❛❜✐❧✐t② ♦❢ ❤②❞r❛✉❧✐❝ ❝♦♥❞✉❝t✐✈✐t② ❛t ❞✐✛❡r❡♥t s❝❛❧❡s ❛♥❞ ❞❡❣r❡❡s ♦❢ r❡s♦❧✉t✐♦♥✳ ❉✐r❡❝t

♣✉s❤ ♠❡t❤♦❞s✱ s✉❝❤ ❛s ❞✐r❡❝t✲♣✉s❤ ✐♥❥❡❝t✐♦♥ ❧♦❣❣✐♥❣ ✭❉P■▲❀ ❇✉t❧❡r ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✵✷❀ ❉✐❡tr✐❝❤

❡t ❛❧✳✱ ✷✵✵✽❀ ▲❡ss♦✛ ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✶✵✮ ❛♥❞ t❤❡ ❞✐r❡❝t✕♣✉s❤ ♣❡r♠❡❛♠❡t❡r ✭❉PP❀ ❇✉t❧❡r ❡t ❛❧✳✱

✷✵✵✼❀ ❈❤❡♥ ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✵✽✱ ✷✵✶✵❀ ❑❧❛♠♠❧❡r ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✶✶❀ ❩s❝❤♦r♥❛❝❦ ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✶✸✮ ❝❛♥ r❡s♦❧✈❡

t❤❡ ✈❛r✐❛t✐♦♥ ♦❢ ❤②❞r❛✉❧✐❝ ❝♦♥❞✉❝t✐✈✐t② ✐♥ t❤❡ ✈❡rt✐❝❛❧ ❞✐r❡❝t✐♦♥✳ ■♥ t❤❡s❡ t❡sts✱ ❛ st❡❡❧

r♦❞ ✐s ❛❞✈❛♥❝❡❞ ✈❡rt✐❝❛❧❧② ✐♥t♦ t❤❡ s✉❜s✉r❢❛❝❡ ✇✐t❤ ❛ s❤♦rt ✜❧t❡r s❡❝t✐♦♥ ❛tt❛❝❤❡❞ t♦ ✐ts

❧♦✇❡r ❡♥❞✳ ❆t ❞❡♣t❤s ✐♥ ✇❤✐❝❤ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ♦♥ ❤②❞r❛✉❧✐❝ ❝♦♥❞✉❝t✐✈✐t② ✐s ❞❡s✐r❡❞✱ t❤❡ t♦♦❧

✐s ❤❛❧t❡❞ ❛♥❞ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥ts ❛r❡ ♣❡r❢♦r♠❡❞ ❜❛s❡❞ ♦♥ ✇❛t❡r ✐♥❥❡❝t✐♦♥ t♦ t❤❡ s✉rr♦✉♥❞✐♥❣

❛q✉✐❢❡r ♣♦rt✐♦♥✳ ❲❤✐❧❡ ❞✐r❡❝t✲♣✉s❤ ✐♥❥❡❝t✐♦♥ ❧♦❣❣✐♥❣ ✐s ❜❛s❡❞ ♦♥ ♠❡❛s✉r✐♥❣ t❤❡ ❤②❞r❛✉❧✐❝

r❡s✐st❛♥❝❡ ♦❢ t❤❡ ❛q✉✐❢❡r ♠❛t❡r✐❛❧ s✉rr♦✉♥❞✐♥❣ t❤❡ s❝r❡❡♥ ❛tt❛❝❤❡❞ t♦ t❤❡ st❡❡❧ r♦❞ ❜②

❝♦♥s✐❞❡r✐♥❣ t❤❡ r❛t✐♦ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ♣r❡ss✉r❡ ❛♣♣❧✐❡❞ ❛♥❞ t❤❡ ❞✐s❝❤❛r❣❡ ✭❉✐❡tr✐❝❤ ❡t ❛❧✳✱

✷✵✵✽✮✱ t❤❡ ❞✐r❡❝t✲♣✉s❤ ♣❡r♠❡❛♠❡t❡r ♠❡❛s✉r❡s t❤❡ ❞✐s❝❤❛r❣❡ ❛♥❞ ❤❡❛❞ r❡s♣♦♥s❡ ❛t t✇♦

❧♦❝❛t✐♦♥s ❛❜♦✈❡ t❤❡ ✐♥❥❡❝t✐♦♥ s❝r❡❡♥ ✭❇✉t❧❡r ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✵✼✮✳ ❇♦t❤ ♠❡t❤♦❞s ❝❛♥ ♣r♦✈✐❞❡

♦♥❡✲❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧ ✈❡rt✐❝❛❧ ❤②❞r❛✉❧✐❝ ❝♦♥❞✉❝t✐✈✐t② ♣r♦✜❧❡s ❛t ❤✐❣❤ r❡s♦❧✉t✐♦♥✳

❆♥♦t❤❡r ✇❡❧❧ ❡st❛❜❧✐s❤❡❞ ✜❡❧❞ ♠❡t❤♦❞ ✐s ❤②❞r❛✉❧✐❝ t♦♠♦❣r❛♣❤②✱ ✇❤✐❝❤ ❛✐♠s t♦ r❡s♦❧✈❡

s✉❜s✉r❢❛❝❡ ❤❡t❡r♦❣❡♥❡✐t② ❛t ❧❛r❣❡ s❝❛❧❡s ❛♥❞ ❤✐❣❤ r❡s♦❧✉t✐♦♥s ✭●♦tt❧✐❡❜ ❛♥❞ ❉✐❡tr✐❝❤✱

✶✾✾✺❀ ❨❡❤ ❛♥❞ ▲✐✉✱ ✷✵✵✵❀ ❇♦❤❧✐♥❣✱ ✷✵✵✾❀ ❈❛r❞✐✛ ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✵✾✮✳ ❍②❞r❛✉❧✐❝ t♦♠♦❣r❛♣❤②

❝♦♥s✐sts ♦❢ ❛ s❡r✐❡s ♦❢ ♣✉♠♣✐♥❣ t❡sts ✐♥ ✇❤✐❝❤ ❞✐✛❡r❡♥t ❛q✉✐❢❡r ♣♦rt✐♦♥s ❛r❡ str❡ss❡❞

❡✐t❤❡r ❜② ✐♥❥❡❝t✐♦♥ ♦r ❡①tr❛❝t✐♦♥ ♦❢ ✇❛t❡r✱ ❛♥❞ t❤❡ ❤②❞r❛✉❧✐❝ ❤❡❛❞ r❡s♣♦♥s❡s ❛r❡ r❡❝♦r❞❡❞

❛t ♥✉♠❡r♦✉s ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥ ♣♦✐♥ts✳ ❉❡s♣✐t❡ t❤❡ ❛❜✉♥❞❛♥t ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ♦♥ t❤❡ ✈❡rt✐❝❛❧

✈❛r✐❛t✐♦♥ ♦❢ ❤②❞r❛✉❧✐❝ ❝♦♥❞✉❝t✐✈✐t② ❝♦♥t❛✐♥❡❞ ✐♥ ❞❛t❛ ❝♦❧❧❡❝t❡❞ ❜② ❤②❞r❛✉❧✐❝ t♦♠♦❣r❛♣❤②✱

t❤❡ r❡♣♦rt❡❞ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s ❝♦♥❝❡♥tr❛t❡ ♦♥ t❤❡ ❝❤❛r❛❝t❡r✐③❛t✐♦♥ ♦❢ ❛q✉✐❢❡r ❤❡t❡r♦❣❡♥❡✐t②

r❛t❤❡r t❤❛♥ ❢♦❝✉s✐♥❣ ♦♥ ❛♥✐s♦tr♦♣②✳

❉❡s♣✐t❡ t❤❡ ✐♠♣♦rt❛♥❝❡ ♦❢ ❤②❞r❛✉❧✐❝ ❛♥✐s♦tr♦♣②✱ ♦♥❧② ❢❡✇ st✉❞✐❡s ♣r❡s❡♥t ❛ r✐❣♦r♦✉s

❛ss❡ss♠❡♥t ♦❢ t❤❡ r❛t✐♦ ♦❢ ❤♦r✐③♦♥t❛❧ t♦ ✈❡rt✐❝❛❧ ❤②❞r❛✉❧✐❝ ❝♦♥❞✉❝t✐✈✐t② ♦♥ ❧❛r❣❡ s❝❛❧❡s✳

❑❧❛♠♠❧❡r ❡t ❛❧✳ ✭✷✵✶✼✮ ♣r♦♣♦s❡❞ ❛ t❤❡♦r❡t✐❝❛❧ ❢r❛♠❡✇♦r❦ t♦ ❡st✐♠❛t❡ t❤❡ ❜✉❧❦ ❤②❞r❛✉❧✐❝

❛♥✐s♦tr♦♣② ❢r♦♠ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥ts ♦❜t❛✐♥❡❞ ✇✐t❤ t❤❡ ❞✐r❡❝t✲♣✉s❤ ♣❡r♠❡❛♠❡t❡r✱ ❤♦✇❡✈❡r✱ ✐t

❞♦❡s ♥♦t ❝♦♥s✐❞❡r t❤❡ ✈❡rt✐❝❛❧ ✈❛r✐❛❜✐❧✐t② ♦❢ ❤②❞r❛✉❧✐❝ ❝♦♥❞✉❝t✐✈✐t②✳

❆♥ ❛❧t❡r♥❛t✐✈❡ ♠❡t❤♦❞ ✐s t❤❡ t♦♠♦❣r❛♣❤✐❝ s❧✉❣ t❡st ♣r♦♣♦s❡❞ ❛♥❞ t❡st❡❞ ❜② P❛r❛❞✐s

❡t ❛❧✳ ✭✷✵✶✺✱ ✷✵✶✻✮ ✐♥ ❛ ❧✐tt♦r❛❧ ❛q✉✐❢❡r✳ P❛r❛❞✐s ❡t ❛❧✳ ✭✷✵✶✺✱ ✷✵✶✻✮ s✉❣❣❡st t❤❛t t♦♠♦✲

❣r❛♣❤✐❝ s❧✉❣ t❡sts ❛r❡ ♠♦r❡ ❛♣♣r♦♣r✐❛t❡ ❢♦r r❡s♦❧✈✐♥❣ ❤②❞r❛✉❧✐❝ ❛♥✐s♦tr♦♣② ✐♥❞✉❝❡❞ ❜②

❤❡t❡r♦❣❡♥❡✐t✐❡s ❛t s♠❛❧❧ s❝❛❧❡s✱ ❛❧s♦ ✐♥ t❤❡ ❤♦r✐③♦♥t❛❧ ❞✐r❡❝t✐♦♥✱ ❡✳❣✳✱ ❢r♦♠ ❝r♦ss✲❜❡❞❞✐♥❣✳

✸
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❙✐♠✐❧❛r t♦ ❤②❞r❛✉❧✐❝ t♦♠♦❣r❛♣❤②✱ ✐♥ t♦♠♦❣r❛♣❤✐❝ s❧✉❣ t❡sts ❞✐✛❡r❡♥t ❛q✉✐❢❡r ♣♦rt✐♦♥s

❛r❡ str❡ss❡❞ ✐♥ ❛ s❡r✐❡s ♦❢ s❧✉❣ t❡sts✱ ✇❤✐❧❡ t❤❡ ❤②❞r❛✉❧✐❝ ❤❡❛❞ r❡s♣♦♥s❡s ❛r❡ ♠❡❛s✉r❡❞

✐♥ s✉rr♦✉♥❞✐♥❣ ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥ ♣♦✐♥ts✳ ❆ ❧✐♠✐t❛t✐♦♥ ♦❢ t❤✐s ✜❡❧❞ ♠❡t❤♦❞ ✐s t❤❡ ✈❡r② s♠❛❧❧

r❛♥❣❡ ♦❢ ✐♥✈❡st✐❣❛t✐♦♥ ✐♥ t❤❡ ❤♦r✐③♦♥t❛❧ ❞✐r❡❝t✐♦♥ ✭t②♣✐❝❛❧❧② ❁✶✵♠✮✱ ❡s♣❡❝✐❛❧❧② ✐♥ ❤✐❣❤❧②

♣❡r♠❡❛❜❧❡ ❛q✉✐❢❡rs ✭P❛r❛❞✐s ❡t ❛❧✳ ✷✵✶✺✮✳

❖✈❡r❛❧❧✱ t❤❡r❡ ✐s st✐❧❧ ❛ ❧❛❝❦ ♦❢ r❡s❡❛r❝❤ ✐♥✈❡st✐❣❛t✐♥❣ t❤❡ ❞✐st✐♥❝t✐♦♥ ❜❡t✇❡❡♥ ❤♦r✲

✐③♦♥t❛❧ ❛♥❞ ✈❡rt✐❝❛❧ ❤②❞r❛✉❧✐❝ ❝♦♥❞✉❝t✐✈✐t✐❡s ✐♥ ❤✐❣❤❧② ♣❡r♠❡❛❜❧❡ ❛♥❞ ❤❡t❡r♦❣❡♥❡♦✉s

❛q✉✐❢❡rs✱ ❛♥❞ t❤❡✐r ❡✛❡❝ts ♦♥ ❣r♦✉♥❞✇❛t❡r ✢♦✇✳

✶✳✶ ❖❜❥❡❝t✐✈❡s

■♥ t❤✐s ✇♦r❦✱ ■ ❢♦❝✉s ♦♥ t❤❡ ❝♦♥❝❡♣t ♦❢ ❤②❞r❛✉❧✐❝ ❛♥✐s♦tr♦♣② ♦♥ ❧❛r❣❡ s❝❛❧❡s ❛♥❞ ✐ts

✐♥t❡rr❡❧❛t✐♦♥ ✇✐t❤ t❤❡ s♣❛t✐❛❧ ✈❛r✐❛❜✐❧✐t② ♦❢ ❤②❞r❛✉❧✐❝ ❝♦♥❞✉❝t✐✈✐t② ✐♥ str❛t✐✜❡❞ ❛q✉✐❢❡rs✳

❆♠♦♥❣ t❤❡ ♣r❡✈✐♦✉s❧② r❡✈✐❡✇❡❞ ✜❡❧❞ ♠❡t❤♦❞s✱ ❤②❞r❛✉❧✐❝ t♦♠♦❣r❛♣❤② ♣r❡s❡♥ts ❛ ✈❡r②

♣r♦♠✐s✐♥❣ ❛♣♣r♦❛❝❤ ❢♦r r❡s♦❧✈✐♥❣ ✈❡rt✐❝❛❧ ✈❛r✐❛t✐♦♥s ♦❢ ❤②❞r❛✉❧✐❝ ❝♦♥❞✉❝t✐✈✐t②✳ ❈♦♥s✐❞✲

❡r✐♥❣ t❤❡ ✐♥❢♦r♠❛t✐✈❡ ✈❛❧✉❡ ♦❢ t♦♠♦❣r❛♣❤✐❝ ❞❛t❛ ✇✐t❤ r❡s♣❡❝t t♦ s❝❛❧❡ ❛♥❞ r❡s♦❧✉t✐♦♥✱

■ r❛✐s❡ t❤❡ q✉❡st✐♦♥ t♦ ✇❤❛t ❡①t❡♥t ♣✉♠♣✐♥❣ t❡sts ✇✐t❤ ❛ t♦♠♦❣r❛♣❤✐❝ s❡t✉♣ ♣r♦✈✐❞❡ ❛

♣♦t❡♥t✐❛❧ ♠❡t❤♦❞ ❢♦r ❞❡t❡r♠✐♥✐♥❣ t❤❡ ❞✐r❡❝t✐♦♥❛❧ ❞❡♣❡♥❞❡♥❝❡ ♦❢ ❤②❞r❛✉❧✐❝ ❝♦♥❞✉❝t✐✈✐t②

♦♥ ❧❛r❣❡ s❝❛❧❡s✳

❚❤❡ ♠❛✐♥ ♦❜❥❡❝t✐✈❡ ♦❢ t❤✐s t❤❡s✐s t❤❡r❡❢♦r❡ ✐s t♦ ✐♥✈❡st✐❣❛t❡ t❤❡ ♣♦t❡♥t✐❛❧ ♦❢ ❛ ❤②✲

❞r❛✉❧✐❝ t♦♠♦❣r❛♣❤✐❝ ❛♣♣r♦❛❝❤ t♦ ❡st✐♠❛t❡ t❤❡ ❧❛r❣❡✲s❝❛❧❡ ❤②❞r❛✉❧✐❝ ❛♥✐s♦tr♦♣② ✐♥❞✉❝❡❞

❜② t❤❡ ✈❡rt✐❝❛❧ ❤❡t❡r♦❣❡♥❡✐t② ♦♥ s♠❛❧❧❡r s❝❛❧❡s ✐♥ str❛t✐✜❡❞ ❛q✉✐❢❡rs✳ ■♥ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣✱ ■

❞❡✜♥❡ ❣✉✐❞✐♥❣ r❡s❡❛r❝❤ q✉❡st✐♦♥s✱ ❤②♣♦t❤❡s✐s✱ ❛♥❞ ♠❡t❤♦❞♦❧♦❣✐❡s t♦ ❛❞❞r❡ss t❤❡ ♦✈❡r❛❧❧

❣♦❛❧ ♦❢ t❤✐s t❤❡s✐s ❛♥❞ ❛ss✐❣♥ t❤❡♠ t♦ ❢♦✉r ❞✐✛❡r❡♥t ✇♦r❦ ♣❛❝❦❛❣❡s✳

❲♦r❦ P❛❝❦❛❣❡ ✶✿ ❏♦✐♥t ❖♣t✐♠✐③❛t✐♦♥ ♦❢ ▼❡❛s✉r❡♠❡♥t ❛♥❞ ▼♦❞❡❧✐♥❣ ❙tr❛t❡✲

❣✐❡s

■♥ t❤❡ ✜rst ✇♦r❦ ♣❛❝❦❛❣❡✱ ■ ❛❞❞r❡ss t❤❡ q✉❡st✐♦♥ ♦❢ ❤♦✇ t♦ s❡t✉♣ ❛♥❞ s❡❧❡❝t ❛ ♥✉♠❡r✐❝❛❧

❣r♦✉♥❞✇❛t❡r ✢♦✇ ♠♦❞❡❧ ❛s ❛♥ ❛♣♣r♦♣r✐❛t❡ r❡♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ tr✉❡ s②st❡♠✳ ❆t t❤❡

s❛♠❡ t✐♠❡✱ ■ ✇❛♥t t♦ ❡♥❝♦✉♥t❡r ❛♥ ♦♣t✐♠❛❧ ❞❛t❛✲❛❝q✉✐s✐t✐♦♥ str❛t❡❣② t♦ ✐♥❢♦r♠ t❤❡ ♠♦❞❡❧

✇✐t❤ ♥♦♥✲r❡❞✉♥❞❛♥t ❛♥❞ ❝♦♥❝❧✉s✐✈❡ ❞❛t❛ ✇❤❡♥ ❜❡❛r✐♥❣ ❛♥ ❛✈❛✐❧❛❜❧❡ t✐♠❡ ❛♥❞ ❜✉❞❣❡t ✐♥

♠✐♥❞✳ ❲✐t❤ t❤✐s✱ t❤❡ ♠❛✐♥ r❡s❡❛r❝❤ q✉❡st✐♦♥ ❛r✐s❡s ♦❢ ✇❤❡t❤❡r t❤❡ ❞❛t❛ s❤♦✉❧❞ ❜❡ ❝♦❧✲

❧❡❝t❡❞ ❜❛s❡❞ ♦♥ ❛ ♣r❡❞❡✜♥❡❞ ♠♦❞❡❧ ♦r ✈✐❝❡ ✈❡rs❛✳

✹
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❚②♣✐❝❛❧❧②✱ ❜♦t❤ ♠♦❞❡❧ s❡❧❡❝t✐♦♥ ❛♥❞ ❞❛t❛ ❝♦❧❧❡❝t✐♦♥ ❛✐♠ t♦ r❡❞✉❝❡ t❤❡ ♣r❡❞✐❝t✐♦♥ ✉♥✲

❝❡rt❛✐♥t② ♦❢ ✉♥❦♥♦✇♥ ♣❛r❛♠❡t❡rs ❜✉t ❝♦♥❝❡r♥ t✇♦ ❞✐✛❡r❡♥t ❞✐s❝✐♣❧✐♥❡s ✐♥ ❤②❞r♦❣❡♦❧♦❣②✳

❋r♦♠ ❛ ♠♦❞❡❧❡rs ♣♦✐♥t ♦❢ ✈✐❡✇✱ t❤❡ ♠❛✐♥ ❤②♣♦t❤❡s✐s ✇♦✉❧❞ st❛t❡ t❤❛t ♠♦❞❡❧ ♣❡r❢♦r✲

♠❛♥❝❡ ❝❛♥ ❜❡ ✐♠♣r♦✈❡❞ ❜② ✜♥❞✐♥❣ t❤❡ ♦♣t✐♠❛❧ ♠♦❞❡❧✳ ❋✐❡❧❞ ♦♣❡r❛t♦rs ♦♥ t❤❡ ♦t❤❡r

❤❛♥❞ ✇♦✉❧❞ ❤②♣♦t❤❡s✐③❡ t❤❛t ❢❡❡❞✐♥❣ ❛ ♠♦❞❡❧ ✇✐t❤ t❤❡ r✐❣❤t ❞❛t❛ ✐s ❦❡② ❢♦r ❡st✐♠❛t✐♥❣

♣❛r❛♠❡t❡rs ✇✐t❤ s♠❛❧❧ ✉♥❝❡rt❛✐♥t②✳ ❯s✉❛❧❧②✱ ♠♦❞❡❧ s❡❧❡❝t✐♦♥ ❛♥❞ ❞❛t❛ ❝♦❧❧❡❝t✐♦♥ ❛r❡

❝♦♥s✐❞❡r❡❞ ✐♥❞✐✈✐❞✉❛❧❧②✱ ✐♥ ♠❛♥② ❝❛s❡s s✐♠♣❧② ❜❡❝❛✉s❡ ❡✐t❤❡r t❤❡ ♠♦❞❡❧ ♦r t❤❡ ❡①♣❡r✐✲

♠❡♥t❛❧ s❡t✉♣ ❛♥❞✴♦r ✜❡❧❞ ❞❛t❛ ❛r❡ ❛❧r❡❛❞② ❛✈❛✐❧❛❜❧❡✳ ❯♥❢♦rt✉♥❛t❡❧②✱ t❤✐s ♠❛② ❧❡❛❞ t♦

t❤❡ ✐♠♣❧❡♠❡♥t❛t✐♦♥ ♦❢ s✉❜✲♦♣t✐♠❛❧ ♠♦❞❡❧s ❛♥❞✴♦r ✜❡❧❞ t❡sts✳ ■ t❤❡r❡❢♦r❡ ❤②♣♦t❤❡s✐③❡

t❤❛t ✜♥❞✐♥❣ t❤❡ ❜❡st ♠♦❞❡❧ ❛♥❞ ❜❡st ❞❛t❛✲❛❝q✉✐s✐t✐♦♥ str❛t❡❣② ✐s ❛ ❥♦✐♥t ♣r♦❜❧❡♠ ❝❛❧❧✐♥❣

❢♦r ❛ ❥♦✐♥t s♦❧✉t✐♦♥✳ ■ ♣r♦♣♦s❡ ❛ ❥♦✐♥t ♦♣t✐♠✐③❛t✐♦♥ t❤❛t ✐s ❛❜❧❡ t♦ ✜♥❞ t❤❡ ♦♣t✐♠❛❧

❝♦♠❜✐♥❛t✐♦♥ ♦❢ ♠♦❞❡❧ ❛♥❞ ❞❛t❛✲❛❝q✉✐s✐t✐♦♥ str❛t❡❣② t♦ ✐♠♣r♦✈❡ ♠♦❞❡❧ s✐♠✉❧❛t✐♦♥s ♦❢ ❛

♥❛t✉r❛❧ s②st❡♠✳ ❚❤♦✉❣❤ ✐t ❝❛♥ ❜❡ ❛♣♣❧✐❡❞ t♦ ✈❛r✐♦✉s ♠♦❞❡❧✐♥❣ ♣r♦❜❧❡♠s✱ ■ r❡str✐❝t ✐ts

❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ t♦ ✐♠♣r♦✈❡ t❤❡ ❡st✐♠❛t✐♦♥ ♦❢ ❤②❞r❛✉❧✐❝ ❛♥✐s♦tr♦♣②✳ ❋♦r ❛ ♣r♦♦❢✲♦❢✲❝♦♥❝❡♣t✱

■ ❛♥❛❧②③❡ ❤②♣♦t❤❡t✐❝❛❧ ♣✉♠♣✐♥❣ t❡sts ✇✐t❤ ❛ t♦♠♦❣r❛♣❤✐❝ s❡t✉♣✳ ❚❤❡ ♣r♦♣♦s❡❞ ♠❡t❤♦❞

✐s ♣✉❜❧✐s❤❡❞ ❜② ▼❛✐❡r ❡t ❛❧ ✭✷✵✷✵✮✳

❲♦r❦ P❛❝❦❛❣❡ ✷✿ ❊st❛❜❧✐s❤ ❛ ❘❡s❡❛r❝❤ ❋✐❡❧❞ ❙✐t❡

❚❤❡ s❡❝♦♥❞ ✇♦r❦ ♣❛❝❦❛❣❡ ❞❡❛❧s ✇✐t❤ t❤❡ ✐♠♣❧❡♠❡♥t❛t✐♦♥ ♦❢ ♣✉♠♣✐♥❣ t❡sts t❤❛t ❢♦❧❧♦✇

t❤❡ ♣r✐♥❝✐♣❧❡s ♦❢ ❤②❞r❛✉❧✐❝ t♦♠♦❣r❛♣❤②✳ ❚♦ t❡st ❛ ✜❡❧❞ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ t♦♠♦❣r❛♣❤✐❝✲

♣✉♠♣✐♥❣ t❡sts✱ s✐♠✐❧❛r t♦ t❤❡ s②♥t❤❡t✐❝ ✜❡❧❞ t❡sts ✐♥ ✇♦r❦ ♣❛❝❦❛❣❡ ✶✱ ❛ ♥❡✇ r❡s❡❛r❝❤ s✐t❡

✇❛s ❡st❛❜❧✐s❤❡❞ ✐♥ ❑❛♣♣❡❧✲●r❛❢❡♥❤❛✉s❡♥✱ ❧♦❝❛t❡❞ ✐♥ t❤❡ ❯♣♣❡r ❘❤✐♥❡ ❱❛❧❧❡②✱ ●❡r♠❛♥②✳

❚❤❡ ❣♦❛❧ ♦❢ t❤✐s ✇♦r❦ ♣❛❝❦❛❣❡ ✐s t♦ ❞❡s✐❣♥ ❛ ✇❡❧❧ ♥❡t✇♦r❦ ❛t t❤❡ ✜❡❧❞ s✐t❡ t❤❛t ❢❛❝✐❧✐✲

t❛t❡s t❤❡ ❡st✐♠❛t✐♦♥ ♦❢ ❛♥✐s♦tr♦♣✐❝ ❤②❞r❛✉❧✐❝ ❝♦♥❞✉❝t✐✈✐t②✳ ❋♦r ❡①❛♠♣❧❡✱ ❞❡❝✐s✐♦♥s ♠✉st

❜❡ ♠❛❞❡ r❡❣❛r❞✐♥❣ t❤❡ ❞❡s✐❣♥ ♦❢ t❤❡ ♣✉♠♣✐♥❣ ✇❡❧❧ ❛♥❞ t❤❡ ♥✉♠❜❡r ❛♥❞ ♣❧❛❝❡♠❡♥t ♦❢

♦❜s❡r✈❛t✐♦♥ ✇❡❧❧s✳

❚❤❡ s✐t❡ ✇❛s ✐♥str✉♠❡♥t❡❞ ✇✐t❤ ❛ ❧❛r❣❡ ❞✐❛♠❡t❡r ♣✉♠♣✐♥❣ ✇❡❧❧ t❤❛t ✇❛s ❡q✉✐♣♣❡❞ ✇✐t❤

t❤r❡❡ ✐s♦❧❛t❡❞ ✇❡❧❧✲s❝r❡❡♥ s❡❝t✐♦♥s t♦ ❢❛❝✐❧✐t❛t❡ ✇❛t❡r ❡①tr❛❝t✐♦♥ ❢r♦♠ ❞✐✛❡r❡♥t ❞❡♣t❤s✳

❚♦ ♠❡❛s✉r❡ ❞❡♣t❤✲♦r✐❡♥t❡❞ ❤②❞r❛✉❧✐❝ r❡s♣♦♥s❡s t♦ ♣✉♠♣✐♥❣✱ t❤❡ ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥ ✇❡❧❧s ✇❡r❡

✐♥st❛❧❧❡❞ ❛s ❝❧✉st❡rs ♦❢ ♣❛rt✐❛❧❧② ♣❡♥❡tr❛t✐♥❣ ✇❡❧❧s ❛♥❞ ♠✉❧t✐✲❧❡✈❡❧ ✇❡❧❧s✳ ❚❤❡ ✇❡❧❧ ❝❧✉s✲

t❡rs ❛♥❞ ♠✉❧t✐✲❧❡✈❡❧ ✇❡❧❧s ✇❡r❡ ♣❧❛❝❡❞ ❛t ❞✐✛❡r❡♥t r❛❞✐❛❧ ❞✐st❛♥❝❡s ❛♥❞ ❞✐r❡❝t✐♦♥s t♦ t❤❡

♣✉♠♣✐♥❣ ✇❡❧❧✳

■ ♣❡r❢♦r♠❡❞ ❛ t♦t❛❧ ♦❢ ✷✷ ♣✉♠♣✐♥❣✲t❡st s❡r✐❡s ✐♥ ✇❤✐❝❤ ✇❛t❡r ✇❛s s✉❝❝❡ss✐✈❡❧② ❡①tr❛❝t❡❞

✺



❈❍❆P❚❊❘ ✶✳ ■◆❚❘❖❉❯❈❚■❖◆

❢r♦♠ t❤❡ t❤r❡❡ ✇❡❧❧✲s❝r❡❡♥ s❡❝t✐♦♥s ♦❢ t❤❡ ♣❛rt✐❛❧❧② ♣❡♥❡tr❛t✐♥❣ ♣✉♠♣✐♥❣ ✇❡❧❧ ❛♥❞ ❛ t♦t❛❧

♥✉♠❜❡r ♦❢ ✺✽ ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥ ♣♦✐♥ts ✇❡r❡ ♠♦♥✐t♦r❡❞ ❞✉r✐♥❣ ❡❛❝❤ t❡st✳

❲♦r❦ P❛❝❦❛❣❡ ✸✿ ❉❡✈❡❧♦♣ ❛ ❞❛t❛✲♣r♦❝❡ss✐♥❣ str❛t❡❣② t♦ ❣❡♥❡r❛t❡ ❛ ❝♦♠♣r❡✲

❤❡♥s✐✈❡ ❞❛t❛ ❜❛s❡ ❢r♦♠ ❤②❞r❛✉❧✐❝ t❡sts

■♥ t♦t❛❧✱ ♠♦r❡ t❤❛♥ ❛ t❤♦✉s❛♥❞ ❞r❛✇❞♦✇♥ ❝✉r✈❡s ✇❡r❡ ♦❜t❛✐♥❡❞ ❢r♦♠ t❤❡ ♣❡r❢♦r♠❡❞

♣✉♠♣✐♥❣ t❡sts✳ ❚❤✐s r❛✐s❡s t❤❡ q✉❡st✐♦♥ ♦❢ ❤♦✇ t♦ ❤❛♥❞❧❡ ❧❛r❣❡ ❞❛t❛ ❛♠♦✉♥ts ♦❜t❛✐♥❡❞

❢r♦♠ ✜❡❧❞ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s ❛♥❞ ❤♦✇ t♦ ❝♦♥❞❡♥s❡ t❤❡ ❞❛t❛ ❢♦r ✉s❡ ✐♥ ♣♦st❡r✐♦r ❞❛t❛ ✐♥✈❡rs✐♦♥✳

■♥ ❣❡♥❡r❛❧✱ ■ ❤②♣♦t❤❡s✐③❡ t❤❛t t❤❡ ♣r✐♥❝✐♣❧❡ ♦❢ ❞❛t❛ r❡♣r♦❞✉❝✐❜✐❧✐t② ✐s ❛ ✉s❡❢✉❧ ❝♦♥❝❡♣t ❢♦r

❞❛t❛ ✈❛❧✐❞❛t✐♦♥ ❛♥❞ ❞❛t❛ r❡❞✉❝t✐♦♥✳ ❆♥♦t❤❡r ❤②♣♦t❤❡s✐s ✐s t❤❛t t❤❡ ❝❤❛❧❧❡♥❣❡s r❡❧❛t❡❞

t♦ ❛♥❛❧②③✐♥❣ t❤❡ ❝♦♠♣❧❡t❡ tr❛♥s✐❡♥t r❡s♣♦♥s❡ ♦❢ t❤❡ ❞❛t❛ ♦r ♦❢ r❡❛❝❤✐♥❣ ❛ st❡❛❞②✲st❛t❡

♣✉♠♣✐♥❣ r❡❣✐♠❡ ❝❛♥ ❜❡ ❝✐r❝✉♠✈❡♥t❡❞ ❜② ❝♦♥s✐❞❡r✐♥❣ t❤❡ st❡❛❞②✲s❤❛♣❡ r❡❣✐♠❡ ♦❢ t❤❡

♣✉♠♣✐♥❣ t❡sts✳

❚♦ ❢❛❝✐❧✐t❛t❡ t❤❡ ✉s❡ ♦❢ t❤❡ ❧❛r❣❡ ❛♠♦✉♥t ♦❢ ❞❛t❛✱ ■ ❞❡✈❡❧♦♣❡❞ ❛ ❞❛t❛✲♣r♦❝❡ss✐♥❣

str❛t❡❣② t❤❛t r❡❞✉❝❡s t❤❡ ❞❛t❛ s❡t t♦ ❛ ♠❛♥❛❣❡❛❜❧❡ s✐③❡ ✇❤✐❧❡ ❝❧❡❛r❧② ❡①♣♦s✐♥❣ t❤❡

r❡♣r♦❞✉❝✐❜✐❧✐t② ♦❢ t❤❡ ♣✉♠♣✐♥❣✲t❡st ❞❛t❛✳

❲♦r❦ P❛❝❦❛❣❡ ✹✿ ❆ss❡ss♠❡♥t ♦❢ t❤❡ ♠♦❞❡❧ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡

■♥✈❡rt✐♥❣ t❤❡ ❞❛t❛ ❝♦❧❧❡❝t❡❞ ❛t t❤❡ ✜❡❧❞ s✐t❡ r❡q✉✐r❡s ❛ ❣r♦✉♥❞✇❛t❡r ✢♦✇ ♠♦❞❡❧ ✇✐t❤ ❛

s✉✐t❛❜❧❡ r❡♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❛q✉✐❢❡r ✉♥❞❡r ✐♥✈❡st✐❣❛t✐♦♥✳ ■♥ t❤❡ ❢♦✉rt❤ ✇♦r❦ ♣❛❝❦❛❣❡✱

■ ❛❞❞r❡ss t❤❡ r❡s❡❛r❝❤ q✉❡st✐♦♥ ♦❢ ❤♦✇ t♦ s❡t✉♣ ❛ ♠♦❞❡❧ t❤❛t ✐❞❡❛❧❧② ❤❛s t❤❡ s♠❛❧❧❡st

♣♦ss✐❜❧❡ ❧❡✈❡❧ ♦❢ ❝♦♠♣❧❡①✐t② t♦ r❡♣r❡s❡♥t t❤❡ tr✉❡ s②st❡♠ ❛♥❞ ❤♦✇ t♦ ❡✈❛❧✉❛t❡ ♠♦❞❡❧

♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡✳ ❆❧♦♥❣ t❤❡s❡ ❧✐♥❡s✱ ■ ❤②♣♦t❤❡s✐③❡ t❤❛t ✐t ✐s ✐♥❞✐s♣❡♥s❛❜❧❡ t♦ ✉s❡ ❡①✐st✐♥❣

❤②❞r♦❣❡♦❧♦❣✐❝❛❧ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ♦❢ ❛ ✜❡❧❞ s✐t❡ ❢♦r ❛❞❛♣t✐♥❣ t❤❡ ♠♦❞❡❧ s❡t✉♣ t♦ ❛ s♣❡❝✐✜❝

s✐t❡✳ ❆s ❞✐✛❡r❡♥t ♠♦❞❡❧s ❤❛✈❡ ❞✐✛❡r❡♥t ❡rr♦rs✱ ■ ❤②♣♦t❤❡s✐③❡ t❤❛t ♠♦❞❡❧ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡

s❤♦✉❧❞ ❜❡ ❛ss❡ss❡❞ ❜② ❝♦♥s✐❞❡r✐♥❣ ♥♦t ♦♥❧② ❞✐✛❡r❡♥t ♠❡❛s✉r❡♠❡♥t ❡rr♦rs ❜✉t ❛❧s♦ t❤❡

♠♦❞❡❧ ❡rr♦r✳

❋♦r ✐♥✈❡rt✐♥❣ t❤❡ ♣✉♠♣✐♥❣ t❡st ❞❛t❛✱ ■ t❡st❡❞ t❤❡ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ♦❢ t✇♦ ❞✐✛❡r❡♥t ♠♦❞❡❧s

✇✐t❤ ✈❛r②✐♥❣ ❞❡❣r❡❡s ♦❢ ❝♦♠♣❧❡①✐t②✳ ❆ s✐♠♣❧❡ ❣r♦✉♥❞✇❛t❡r ✢♦✇ ♠♦❞❡❧ ✇❛s ❞❡✜♥❡❞ ❛s

❤♦♠♦❣❡♥❡♦✉s ❜✉t ❛♥✐s♦tr♦♣✐❝✱ ✇❤❡r❡❛s ❛ ♠♦r❡ ❝♦♠♣❧❡① ✈❛r✐❛♥t ✐♥❝❧✉❞❡❞ ✜✈❡ ✐♥❞✐✈✐❞✉❛❧

❛♥❞ ❧♦❝❛❧❧② ❛♥✐s♦tr♦♣✐❝ ❤♦r✐③♦♥t❛❧ ❧❛②❡rs✳ ❚❤❡ ❧❛②❡r✐♥❣ ✇❛s ❞❡✜♥❡❞ ❜❛s❡❞ ♦♥ ❧✐t❤♦❧♦❣✐❝❛❧

✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ♦❜t❛✐♥❡❞ ❢r♦♠ t❤❡ ❞r✐❧❧✐♥❣ ♣r♦✜❧❡ ❛t t❤❡ ♣✉♠♣✐♥❣✲✇❡❧❧ ❧♦❝❛t✐♦♥✳ ❚♦ ❛❝❝♦✉♥t

❢♦r r❛♥❞♦♠✱ s②st❡♠❛t✐❝✱ ❛♥❞ ❝♦♥❝❡♣t✉❛❧ ♠♦❞❡❧ ❡rr♦rs✱ ■ ♣r♦♣♦s❡ ❛ ❝❛❧✐❜r❛t✐♦♥ str❛t❡❣②

✇❤❡r❡ t❤❡ t♦t❛❧ ❡rr♦r ✐s ❞❡t❡r♠✐♥❡❞ ❞✉r✐♥❣ t❤❡ ❝❛❧✐❜r❛t✐♦♥ ♣r♦❝❡ss✳ ❲✐t❤ t❤✐s✱ t❤❡ ♠♦❞❡❧

♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ✐s ❛ss❡ss❡❞ ❜❛s❡❞ ♦♥ t❤❡ ♠♦❞❡❧ ❡rr♦r r❡q✉✐r❡❞ t♦ ❛❝❝❡♣t ❛ ♠♦❞❡❧✳

✻
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✶✳✷ ❚❤❡s✐s ❙tr✉❝t✉r❡

■♥ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❈❤❛♣t❡r ✷✱ ■ ♣r❡s❡♥t t❤❡ ✉♥❞❡r❧②✐♥❣ t❤❡♦r② ✐♥❝❧✉❞✐♥❣ t❤❡ ❣♦✈❡r♥✐♥❣

❡q✉❛t✐♦♥s ❢♦r ❣r♦✉♥❞✇❛t❡r ✢♦✇✱ ✇❡❧❧ ❤②❞r❛✉❧✐❝s ❛♥❞ t❤❡ ❝♦♥❝❡♣t ♦❢ ❛♥✐s♦tr♦♣② ❝♦♥s✐❞✲

❡r❡❞ ✐♥ t❤✐s ✇♦r❦✳ ■♥ ❈❤❛♣t❡r ✸✱ ■ ♣r❡s❡♥t t❤❡ ♠❡t❤♦❞♦❧♦❣② t♦ ❥♦✐♥t❧② ♦♣t✐♠✐③❡ t❤❡

♠❡❛s✉r❡♠❡♥t ❛♥❞ ♠♦❞❡❧✐♥❣ str❛t❡❣✐❡s ❛♥❞ ❛♣♣❧② ✐t t♦ ❛ s②♥t❤❡t✐❝ t❡st ❝❛s❡ ❝♦♥s✐❞❡r✐♥❣

r❛❞✐❛❧ ✢♦✇ ✐♥ str❛t✐✜❡❞ ❛q✉✐❢❡rs ❢♦r ♣r❡❞✐❝t✐♥❣ t❤❡ ❧❛r❣❡✲s❝❛❧❡ ❤②❞r❛✉❧✐❝ ❛♥✐s♦tr♦♣② ✐♥

❈❤❛♣t❡r ✹✳ ❈❤❛♣t❡r ✺ ❞❡s❝r✐❜❡s t❤❡ ✜❡❧❞ s✐t❡ t❤❛t ✇❛s ✐♥str✉♠❡♥t❡❞ ✐♥ t❤❡ ❝♦✉rs❡ ♦❢

t❤✐s ✇♦r❦✱ ✇✐t❤ ❞❡t❛✐❧s ♦♥ t❤❡ ❤②❞r♦❣❡♦❧♦❣✐❝❛❧ s❡tt✐♥❣ ❛♥❞ t❤❡ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥t ♥❡t✇♦r❦✳

❈❤❛♣t❡r ✺ ❛❧s♦ ❞❡s❝r✐❜❡s t❤❡ ❞❡s✐❣♥ ♦❢ t❤❡ ♣✉♠♣✐♥❣ t❡sts ♣❡r❢♦r♠❡❞ ❛t t❤❡ ✜❡❧❞ s✐t❡✱

♣r❡s❡♥ts ❛♥ ♦✈❡r✈✐❡✇ ♦❢ t❤❡ ❞❛t❛❜❛s❡ ❣❡♥❡r❛t❡❞ ✇✐t❤ t❤❡ ♣r♦❝❡ss❡❞ ❞❛t❛s❡t✱ t❤❡ ♠❡t❤♦❞✲

♦❧♦❣② ❢♦❧❧♦✇❡❞ t♦ ❛ss❡ss ❞❛t❛ r❡♣r♦❞✉❝✐❜✐❧✐t②✱ ❛♥❞ t❤❡ ❡rr♦r ♠♦❞❡❧ ❛❞♦♣t❡❞ ✐♥ t❤✐s ✇♦r❦✳

❚❤❡ ✜♥❛❧ ♣❛rt ♦❢ ❈❤❛♣t❡r ✺ ♣r❡s❡♥ts t❤❡ ♠♦❞❡❧ ✐♥✈❡rs✐♦♥ ✇✐t❤ t❤❡ ✜❡❧❞ ❞❛t❛ ✐♥❝❧✉❞✐♥❣ ❛

❞❡s❝r✐♣t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♥✉♠❡r✐❝❛❧ ♠♦❞❡❧ ❛♥❞ t❤❡ ❝❛❧✐❜r❛t✐♦♥ str❛t❡❣②✱ ❛♥❞ ❛ ❞✐s❝✉ss✐♦♥ ♦❢ t❤❡

r❡s✉❧ts✳ ■♥ ❈❤❛♣t❡r ✻✱ ■ s✉♠♠❛r✐③❡ t❤❡ ♠♦t✐✈❛t✐♦♥ ❛♥❞ ✜♥❞✐♥❣s ♦❢ ♠② ✇♦r❦ ❛♥❞ ❞r❛✇

❝♦♥❝❧✉s✐♦♥s ♦♥ t❤❡ ♣♦t❡♥t✐❛❧ ❛♥❞ ❧✐♠✐t❛t✐♦♥s ♦❢ t♦♠♦❣r❛♣❤✐❝ ♣✉♠♣✐♥❣ t❡sts ❢♦r r❡s♦❧✈✐♥❣

❤②❞r❛✉❧✐❝ ❛♥✐s♦tr♦♣② ♦♥ ❧❛r❣❡ s❝❛❧❡s✳ ❆❞❞✐t✐♦♥❛❧❧②✱ ■ ❣✐✈❡ r❡❝♦♠♠❡♥❞❛t✐♦♥s t♦ ✐♠♣r♦✈❡

t❤❡ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ✜❡❧❞ t❡sts ❢♦r ❡♥❤❛♥❝✐♥❣ t❤❡ ❡st✐♠❛t✐♦♥ ♦❢ ❛♥✐str♦♣✐❝ ❝♦♥❞✉❝t✐✈✐t②✳

❚❤❡ ✇♦r❦ ♣r❡s❡♥t❡❞ ✐♥ ❈❤❛♣t❡r ✸ ❛♥❞ ✹ ❤❛s ❡ss❡♥t✐❛❧❧② ❜❡❡♥ ♣✉❜❧✐s❤❡❞ ✐♥ ❲❛t❡r

❘❡s♦✉r❝❡s ❘❡s❡❛r❝❤ ✭▼❛✐❡r ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✷✵✮✳ ❚❛❜❧❡ ✶✳✶ ❧✐sts t❤❡ ♣r♦♣♦rt✐♦♥ ♦❢ ❝♦♥tr✐❜✉t✐♦♥s

❛ss♦❝✐❛t❡❞ ✇✐t❤ ❡❛❝❤ ❛✉t❤♦r ♦❢ t❤❡ ♣✉❜❧✐❝❛t✐♦♥✳

❚❛❜❧❡ ✶✳✶✿ Pr♦♣♦rt✐♦♥s ♦❢ ❝♦❧❧❛❜♦r❛t✐✈❡ ✇♦r❦ ♣r❡s❡♥t❡❞ ✐♥ ❈❤❛♣t❡r ✸ ❛♥❞ ✹✳

❆✉t❤♦r
❆✉t❤♦r
♣♦s✐t✐♦♥

❙❝✐❡♥t✐❝
■❞❡❛s ✪

❉❛t❛
●❡♥❡r❛t✐♦♥ ✪

❆♥❛❧②s✐s ✫
■♥t❡r♣r❡t❛t✐♦♥ ✪

P❛♣❡r
❲r✐t✐♥❣ ✪

❘✉t❤ ▼❛✐❡r ❋✐rst ✷✵ ✾✺ ✸✺ ✸✵
❆♥❛ ●♦♥③❛❧❡③✲◆✐❝♦❧❛s ❙❡❝♦♥❞ ✶✵ ✵ ✺ ✶✵
❈❛rst❡♥ ▲❡✈❡♥ ❚❤✐r❞ ✷✵ ✵ ✶✵ ✶✵
❲♦❧❢❣❛♥❣ ◆♦✇❛❦ ❋♦✉rt❤ ✷✺ ✵ ✷✵ ✷✵
❖❧❛❢ ❆✳ ❈✐r♣❦❛ ❋✐❢t❤ ✷✺ ✺ ✸✵ ✸✵

❚✐t❧❡ ♦❢ ♣❛♣❡r✿
❏♦✐♥t ❖♣t✐♠✐③❛t✐♦♥ ♦❢ ▼❡❛s✉r❡♠❡♥t ❛♥❞ ▼♦❞❡❧✐♥❣ ❙tr❛t❡❣✐❡s
❲✐t❤ ❆♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ t♦ ❘❛❞✐❛❧ ❋❧♦✇ ✐♥ ❙tr❛t✐✜❡❞ ❆q✉✐❢❡rs

P✉❜❧✐❝❛t✐♦♥ ❙t❛t✉s✿ P✉❜❧✐s❤❡❞

✼
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❈❤❛♣t❡r ✷

❚❤❡♦r②

✷✳✶ ●r♦✉♥❞✇❛t❡r ❋❧♦✇ ❊q✉❛t✐♦♥

❋♦❧❧♦✇✐♥❣ t❤❡ ❧❛✇ ♦❢ ♠❛ss ❝♦♥s❡r✈❛t✐♦♥✱ t❤❡ t♦t❛❧ s♦✉r❝❡ ❛♥❞ s✐♥❦ ♦❢ ♠❛ss ✐♥ ❛ ❝♦♥tr♦❧

✈♦❧✉♠❡ ❡q✉❛❧s t❤❡ s✉♠ ♦❢ t❤❡ ❝❤❛♥❣❡ ✐♥ ♠❛ss st♦r❛❣❡ ❛♥❞ t❤❡ ♥❡t ♠❛ss ✢✉① ❛❝r♦ss t❤❡

s✉r❢❛❝❡ ♦❢ t❤❡ ❝♦♥tr♦❧ ✈♦❧✉♠❡✳ ■♥ ❛ s❛t✉r❛t❡❞ ♣♦r♦✉s ♠❡❞✐✉♠✱ t❤❡ ❡♥t✐r❡ ♣♦r❡ s♣❛❝❡

✐s s❛t✉r❛t❡❞ ✇✐t❤ ✇❛t❡r ❛♥❞ t❤❡ ❡✛❡❝t✐✈❡ ♣♦r♦s✐t② ne ❡q✉❛❧s t❤❡ ✈♦❧✉♠❡tr✐❝ ✇❛t❡r ❝♦♥✲

t❡♥t✳ ❈♦♠❜✐♥✐♥❣ ❉❛r❝②✬s ❧❛✇ ❛♥❞ t❤❡ ❝♦♥t✐♥✉✐t② ❡q✉❛t✐♦♥ ②✐❡❧❞s t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❣♦✈❡r♥✐♥❣

❡q✉❛t✐♦♥ ❢♦r tr❛♥s✐❡♥t ❣r♦✉♥❞✇❛t❡r ✢♦✇ ✐♥ ❛ ♣♦r♦✉s ♠❡❞✐✉♠✿

S0
∂h

∂t
−∇ · (❑∇h) = W0 ✭✷✳✶✮

✇❤❡r❡ W0 ❞❡♥♦t❡s t❤❡ t♦t❛❧ s♦✉r❝❡s ❛♥❞ s✐♥❦s✱ h ❞❡♥♦t❡s t❤❡ ❤②❞r❛✉❧✐❝ ❤❡❛❞✱ t ✐s t✐♠❡

❛♥❞ ∇h ❞❡s❝r✐❜❡s t❤❡ ❤②❞r❛✉❧✐❝ ❣r❛❞✐❡♥t✳ ❚❤❡ s♣❡❝✐✜❝ st♦r❛❣❡ ❝♦❡✣❝✐❡♥t S0 ✐s ❡q✉❛❧ t♦

t❤❡ s✉♠ ♦❢ t❤❡ ❝♦♠♣r❡ss✐❜✐❧✐t② ♦❢ t❤❡ ♣♦r❡ s♣❛❝❡ ❛♥❞ ✇❛t❡r✿

S0 =
∂ne

∂h
+

ne

ρw

∂ρw
∂h

✭✷✳✷✮

✇❤❡r❡ ρw ❞❡♥♦t❡s t❤❡ ❞❡♥s✐t② ♦❢ ✇❛t❡r✳
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■♥ ❡q✳ ✭✷✳✶✮ ❑ ✐s t❤❡ ❤②❞r❛✉❧✐❝ ❝♦♥❞✉❝t✐✈✐t② t❡♥s♦r

❑ =







Kxx Kxy Kxz

Kyx Kyy Kyz

Kzx Kzy Kzz






✭✷✳✸✮

✇❤❡r❡ t❤❡ ♦✛✲❞✐❛❣♦♥❛❧ ❡♥tr✐❡s ❜❡❝♦♠❡ ③❡r♦ ✐❢ t❤❡ ♣r✐♥❝✐♣❧❡ ❞✐r❡❝t✐♦♥s ❛r❡ ❛❧✐❣♥❡❞ ✇✐t❤

t❤❡ x✲✱ y✲ ❛♥❞ z✲❞✐r❡❝t✐♦♥s ♦❢ t❤❡ ❛♣♣❧✐❡❞ ❝♦♦r❞✐♥❛t❡ s②st❡♠✳

✷✳✷ ❲❡❧❧ ❍②❞r❛✉❧✐❝s

❘❛❞✐❛❧✲s②♠♠❡tr✐❝ ❣r♦✉♥❞✇❛t❡r ✢♦✇ t♦ ❛ ♣❛rt✐❛❧❧② ♣❡♥❡tr❛t✐♥❣ ♣✉♠♣✐♥❣ ✇❡❧❧ ❝❛♥ ❜❡

❡①♣r❡ss❡❞ ✐♥ r❛❞✐❛❧ ❛♥❞ ✈❡rt✐❝❛❧ ❝♦♦r❞✐♥❛t❡s r ❛♥❞ z✱ r❡s♣❡❝t✐✈❡❧②✿

1

r

∂

∂r

(

Krr
∂h

∂r

)

+
∂

∂z

(

Kz

∂h

∂z

)

= S0
∂h

∂t
✭✷✳✹✮

✇❤❡r❡ Kr ❛♥❞ Kz ❞❡♥♦t❡ t❤❡ r❛❞✐❛❧ ❛♥❞ ✈❡rt✐❝❛❧ ❤②❞r❛✉❧✐❝ ❝♦♥❞✉❝t✐✈✐t✐❡s ❛♥❞ h ✐s t❤❡

❤②❞r❛✉❧✐❝ ❤❡❛❞✳ ❇② ❛ss✉♠✐♥❣ ❛ ❤♦r✐③♦♥t❛❧ ❧❛②❡r✐♥❣ ✐♥ str❛t✐✜❡❞ ❛q✉✐❢❡rs✱ ■ ❝♦♥s✐❞❡r t❤❡

r❛❞✐❛❧ ❛♥❞ ✈❡rt✐❝❛❧ ❤②❞r❛✉❧✐❝ ❝♦♥❞✉❝t✐✈✐t✐❡s ♦❢ t❤❡ ❛q✉✐❢❡r t♦ ✈❛r② ♦♥❧② ✐♥ t❤❡ ✈❡rt✐❝❛❧

❞✐r❡❝t✐♦♥✱ ✐✳❡✳ Kr(z) ❛♥❞ Kz(z)✳

■♥ ♣✉♠♣✐♥❣✲t❡st ❛♥❛❧②s✐s ✉s✉❛❧❧② t❤❡ ❞r❛✇❞♦✇♥ s ✐s ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ ✇❤✐❝❤ ✐s t❤❡ ❝❤❛♥❣❡

✐♥ ❤②❞r❛✉❧✐❝ ❤❡❛❞s ✐♥❞✉❝❡❞ ✉♣♦♥ ♣✉♠♣✐♥❣✳ ❇② ♠❡❛s✉r✐♥❣ t❤❡ ❞r❛✇❞♦✇♥ r❛t❤❡r t❤❛♥ t❤❡

❤②❞r❛✉❧✐❝ ❤❡❛❞✱ t❤❡ ✐♥✢✉❡♥❝❡ ♦❢ ❛♠❜✐❡♥t ✢♦✇ ✐s ❡❧✐♠✐♥❛t❡❞✳ ❈♦♥s✐❞❡r✐♥❣ t❤❡ ❞r❛✇❞♦✇♥✱

❡q✳ ✭✷✳✹✮ ❝❛♥ ❜❡ ✇r✐tt❡♥ ❛s

1

r

∂

∂r

(

Krr
∂s

∂r

)

+
∂

∂z

(

Kz

∂s

∂z

)

= S0
∂s

∂t
✭✷✳✺✮

■♥ ❛❧❧ ♥✉♠❡r✐❝❛❧ s✐♠✉❧❛t✐♦♥s✱ ■ ❝♦♥s✐❞❡r ❝♦♥✜♥❡❞ ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ❛♥❞ ❛ ✢❛t ❛q✉✐❢❡r ❜❛s❡ ❛♥❞

t♦♣✳ ❚❤❡ ✉♣♣❡r ❛♥❞ ❧♦✇❡r ❜♦✉♥❞❛r✐❡s ztop ❛♥❞ zbot ❛r❡ ♥♦✲✢♦✇ ❜♦✉♥❞❛r✐❡s

∂s

∂z

∣

∣

∣

∣

z=zbot

=
∂s

∂z

∣

∣

∣

∣

z=ztop

= 0 ∀r ✭✷✳✻✮

✶✵
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❛♥❞ ③❡r♦ ❞r❛✇❞♦✇♥ ♦❝❝✉rs ❛t ❛❧❧ ❞❡♣t❤s ❛t t❤❡ ♦✉t❡r r❛❞✐✉s R ♦❢ t❤❡ ❞♦♠❛✐♥

s(R, z) = 0 ∀z ✭✷✳✼✮

■♥ ❛❧❧ ❤②❞r❛✉❧✐❝ t❡sts ♣r❡s❡♥t❡❞ ✐♥ t❤✐s ✇♦r❦✱ ✇❛t❡r ✐s ❡①tr❛❝t❡❞ ❢r♦♠ ❞✐✛❡r❡♥t ❞❡♣t❤s ♦❢

❛ ♣❛rt✐❛❧❧② ♣❡♥❡tr❛t✐♥❣ ✇❡❧❧✳ ❚❤❡ ❜♦✉♥❞❛r② ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ❛❧♦♥❣ t❤❡ ✇❡❧❧ ✇✐t❤ r❛❞✐✉s r = rw

❛r❡ ❞❡✜♥❡❞ ❛s t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣















































s = ❝♦♥st❛♥t ❛♥❞

−
∫ zc(iscr)+

w
2

zc(iscr)−
w
2

2πrKr

∂s

∂r
dz = Qw ✐❢ zc(iscr)−

w
2
≤ z ≤ zc(iscr) +

w
2

∂s

∂r
dz = 0 ♦t❤❡r✇✐s❡

✭✷✳✽✮

❛ss✉♠✐♥❣ ❛ ❝♦♥st❛♥t ❤❡❛❞ ❛♥❞ ❛ ❝♦♥st❛♥t t♦t❛❧ ✢✉① Qw ❛❧♦♥❣ t❤❡ ✇❡❧❧ s❝r❡❡♥ iscr ❝♦♥✲

s✐❞❡r❡❞ ❢♦r ✇❛t❡r ❡①tr❛❝t✐♦♥✳ ◆♦ ✢♦✇ ❜♦✉♥❞❛r✐❡s ❛r❡ ❛ss✐❣♥❡❞ ❛t ❛❧❧ ❞❡♣t❤s ❜❡❧♦✇ t❤❡

❛❝t✐✈❡ ✇❡❧❧ s❝r❡❡♥ ♦❢ ❧❡♥❣t❤ w✱ ❝❡♥t❡r❡❞ ❛t zc✳

■♥st❡❛❞ ♦❢ ❝♦♥s✐❞❡r✐♥❣ t❤❡ tr❛♥s✐❡♥t r❡❣✐♠❡ ♦❢ t❤❡ ♣✉♠♣✐♥❣ t❡sts✱ ✇❤✐❝❤ ✇♦✉❧❞ r❡q✉✐r❡

s♣❡❝✐❢②✐♥❣ ✐♥✐t✐❛❧ ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ❛♥❞ t❤❡ s♣❡❝✐✜❝ st♦r❛t✐✈✐t②✱ ■ ❛♥❛❧②③❡ t❤❡ ❝♦♥st❛♥t✲s❤❛♣❡

r❡❣✐♠❡ ♦❢ t❤❡ ♣✉♠♣✐♥❣ t❡sts✱ ✐♥ ✇❤✐❝❤ t❤❡ ❛❜s♦❧✉t❡ ✈❛❧✉❡s ♦❢ ❞r❛✇❞♦✇♥ st✐❧❧ ❝❤❛♥❣❡ ❜✉t

t❤❡ ❤②❞r❛✉❧✐❝✲❤❡❛❞ ❞✐✛❡r❡♥❝❡s ❜❡t✇❡❡♥ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥t ❧♦❝❛t✐♦♥s r❡♠❛✐♥ ❝♦♥st❛♥t ✭❇♦❤❧✐♥❣

❡t ❛❧✳✱ ✷✵✵✷✱ ✷✵✵✼✮✳ ❚❤❡ ❞r❛✇❞♦✇♥ ❞✐✛❡r❡♥❝❡s ❜❡t✇❡❡♥ ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥ ♣♦✐♥ts ❝❛♥ t❤❡r❡❢♦r❡

❜❡ s✐♠✉❧❛t❡❞ ❜② t❤❡ st❡❛❞②✲st❛t❡ ❞r❛✇❞♦✇♥ ❡q✉❛t✐♦♥✿

1

r

∂

∂r
(Krr

∂s

∂r
) +

∂

∂z
(Kz

∂s

∂z
) = 0 ✭✷✳✾✮

✷✳✸ ❆♥✐s♦tr♦♣② ❘❛t✐♦

❚❤❡ K✲✜❡❧❞ ✐♥ str❛t✐✜❡❞ ❛q✉✐❢❡rs ❝❛♥ ❜❡ ❞❡s❝r✐❜❡❞ ❜② ❤✐❣❤❧②✲r❡s♦❧✈❡❞ ✈❡rt✐❝❛❧ ❝♦♥❞✉❝✲

t✐✈✐t② ♣r♦✜❧❡s ✐♥ ✇❤✐❝❤ t❤❡ r❛❞✐❛❧ ❛♥❞ ✈❡rt✐❝❛❧ ❤②❞r❛✉❧✐❝ ❝♦♥❞✉❝t✐✈✐t✐❡s Kr ❛♥❞ Kz ✈❛r②

❛♠♦♥❣ ✐♥❞✐✈✐❞✉❛❧ ❤♦r✐③♦♥t❛❧ ❧❛②❡rs✳ ■ ✉♣s❝❛❧❡ t❤❡ ❤♦r✐③♦♥t❛❧ ❝♦♥❞✉❝t✐✈✐t② ❜② t❛❦✐♥❣

t❤❡ ❛r✐t❤♠❡t✐❝ ❛✈❡r❛❣❡ ♦❢ t❤❡ ❤✐❣❤❧② r❡s♦❧✈❡❞ Kr✲✜❡❧❞ ♦✈❡r t❤❡ ❧❛②❡r t❤✐❝❦♥❡ss✱ ❛♥❞ t❤❡

✶✶
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✈❡rt✐❝❛❧ ❝♦♥❞✉❝t✐✈✐t② ❜② t❤❡ ❤❛r♠♦♥✐❝ ❛✈❡r❛❣❡ ♦❢ t❤❡ ❤✐❣❤❧②✲r❡s♦❧✈❡❞ Kz✲✜❡❧❞✿

Keff
r (j) =

1

∆z

∫ ztop(j)

zbot(j)

Kr(ζ)dζ ✭✷✳✶✵✮

Keff
z (j) = ∆z

∫ ztop(j)

zbot(j)

(

1

Kz(ζ)
dζ

)−1

✭✷✳✶✶✮

✐♥ ✇❤✐❝❤ zbot(j) ❛♥❞ ztop(j) ❛r❡ t❤❡ ❜♦tt♦♠ ❛♥❞ t♦♣ ✈❡rt✐❝❛❧ ❝♦♦r❞✐♥❛t❡s ♦❢ t❤❡ ❧❛②❡r j

♦✈❡r ✇❤✐❝❤ t❤❡ ❛✈❡r❛❣✐♥❣ ✐s ♣❡r❢♦r♠❡❞✱ r❡s♣❡❝t✐✈❡❧②✱ ❛♥❞ ∆z = ztop(j) − zbot(j) ✐s t❤❡

❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ ❧❛②❡r t❤✐❝❦♥❡ss✳

❚❤❡ r❛t✐♦ ♦❢ Keff
r t♦ Keff

z ✐s t❤❡ ❛♥✐s♦tr♦♣② r❛t✐♦

ϑ =
Keff

r

Keff
z

✭✷✳✶✷✮

✷✳✹ ▼♦❞❡❧ ■♥✈❡rs✐♦♥

❑♥♦✇❧❡❞❣❡ ♦❢ t❤❡ ❤②❞r❛✉❧✐❝ ♣r♦♣❡rt✐❡s ♦❢ ❛ s②st❡♠ ✐s ♦❢t❡♥ s❝❛r❝❡ ✇❤❡♥ ♠♦❞❡❧✐♥❣ ❣r♦✉♥❞✲

✇❛t❡r ✢♦✇✳ ❆ ❝♦♠♠♦♥ ♠❡t❤♦❞ t♦ ❡st✐♠❛t❡ ✉♥❦♥♦✇♥ ♣❛r❛♠❡t❡rs ✐s t❤❡ ❛♣♣r♦❛❝❤ ♦❢

♥✉♠❡r✐❝❛❧ ✐♥✈❡rs❡ ♠♦❞❡❧✐♥❣ ✐♥ ✇❤✐❝❤ t❤❡ ✉♥❦♥♦✇♥ ♣❛r❛♠❡t❡rs m ♦❢ ❛ ❢♦r✇❛r❞ ♠♦❞❡❧

❛r❡ ❡st✐♠❛t❡❞ ❜② ♠❛t❝❤✐♥❣ t❤❡ ❞❡♣❡♥❞❡♥t ✈❛r✐❛❜❧❡s y t♦ ✜❡❧❞ ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥s d ✭P♦❡t❡r

❛♥❞ ❍✐❧❧✱ ✶✾✾✼✮✳

■♥ t❤✐s t❤❡s✐s✱ ■ ❞❡t❡r♠✐♥❡ t❤❡ ✉♥❦♥♦✇♥ ♠♦❞❡❧ ♣❛r❛♠❡t❡rs ❜② ♣❡r❢♦r♠✐♥❣ ❛ ♥♦♥✲❧✐♥❡❛r

❧❡❛st sq✉❛r❡s ✜t ❛♥❞ ❝♦♥s✐❞❡r✐♥❣ ❛♥ ❡rr♦r ♠♦❞❡❧ t❤❛t ❞❡♣❡♥❞s ♦♥ t❤❡ ♠♦❞❡❧ ♦✉t❝♦♠❡✳

■♥ ❣❡♥❡r❛❧✱ t❤❡ ♦❜❥❡❝t✐✈❡ ❢✉♥❝t✐♦♥ st❛t❡s

φ = (d− y(m))T C−1
yy (d− y(m)) ✭✷✳✶✸✮

✇✐t❤ Cyy ❜❡✐♥❣ t❤❡ ❝♦✈❛r✐❛♥❝❡ ♠❛tr✐① ♦❢ ❡rr♦rs✳ ❚❤❡ ♠♦❞❡❧ ✐♥✈❡rs✐♦♥ t❤❡♥ ✐♠♣❧✐❡s

✜♥❞✐♥❣ t❤❡ ♣❛r❛♠❡t❡r s❡t m t❤❛t ♠✐♥✐♠✐③❡s t❤❡ ♦❜❥❡❝t✐✈❡ ❢✉♥❝t✐♦♥ φ✳ ❚❤✐s r❡q✉✐r❡s

t❤❛t t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥t ♠❡❛s✉r❡♠❡♥ts✱ ✐✳❡✳ t❤❡ ❧❡♥❣t❤ ♦❢ t❤❡ ❞❛t❛ ✈❡❝t♦r d✱ ✐s

❧❛r❣❡r t❤❛♥ t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ♣❛r❛♠❡t❡rs✱ ✐✳❡✳ t❤❡ ❧❡♥❣t❤ ♦❢ t❤❡ ♣❛r❛♠❡t❡r ✈❡❝t♦r m✳

✶✷



❈❤❛♣t❡r ✸

❏♦✐♥t ❖♣t✐♠✐③❛t✐♦♥ ♦❢ ▼❡❛s✉r❡♠❡♥t

❛♥❞ ▼♦❞❡❧✐♥❣ ❙tr❛t❡❣✐❡s ✶

✸✳✶ ●❡♥❡r❛❧ ❆♣♣r♦❛❝❤

❚❤❡ ♣r♦❝❡ss ♦❢ s❝✐❡♥t✐✜❝ ♠♦❞❡❧✐♥❣ ❢♦r ❡♥✈✐r♦♥♠❡♥t❛❧ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s ❤❛s ❜❡❡♥ ✇✐❞❡❧② ❞✐s✲

❝✉ss❡❞ ❜② t❤❡ s❝✐❡♥t✐✜❝ ❝♦♠♠✉♥✐t②✱ ❛♥❞ ❜✐❣ ❡✛♦rts ❤❛✈❡ ❧❡❞ t♦ ❛ ❧❛r❣❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ♣✉❜✲

❧✐❝❛t✐♦♥s t❤❛t ❢♦❝✉s ♦♥ ✐ts ❢♦r♠❛❧✐③❛t✐♦♥ ✭❡✳❣✳✱ ❍✐❧❧ ❛♥❞ ❚✐❡❞❡♠❛♥✱ ✷✵✵✼❀ ❲❛❧❦❡r ❡t ❛❧✳✱

✷✵✵✸❀ ❖r❡s❦❡s✱ ✶✾✾✽❀ ❲♦❡ss♥❡r ❛♥❞ ❆♥❞❡rs♦♥✱ ✶✾✾✻✮✳ ❚❤♦✉❣❤ ❞✐✛❡r✐♥❣ ✐♥ s♦♠❡ ❞❡t❛✐❧s✱

❛❧❧ t❤❡s❡ ❢♦r♠❛❧✐③❛t✐♦♥s ❛❣r❡❡ t❤❛t ♠♦❞❡❧ ❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ❛♥❞ ❞❛t❛ ❛❝q✉✐s✐t✐♦♥ ❛r❡ ✐♥t❡r✲

t✇✐♥❡❞ ❛♥❞ t❤❛t t❤❡ t②♣✐❝❛❧ ♠♦❞❡❧✐♥❣ ❝②❝❧❡ ❝♦♥s✐sts ♦❢ ❝❧❡❛r❧② ❞❡✜♥✐♥❣ t❤❡ ♠♦❞❡❧✐♥❣

❣♦❛❧✱ ❝♦♥str✉❝t✐♥❣ ❛ ❝♦♥❝❡♣t✉❛❧ ♠♦❞❡❧✱ tr❛♥s❧❛t✐♥❣ ✐t ✐♥t♦ ❛ ♥✉♠❡r✐❝❛❧ ♠♦❞❡❧✱ ❝♦❧❧❡❝t✐♥❣

✐♥❢♦r♠❛t✐✈❡ ❞❛t❛✱ ❝❛❧✐❜r❛t✐♥❣ ❛♥❞ ✈❛❧✐❞❛t✐♥❣ t❤❡ ♠♦❞❡❧✱ ❛♥❞ ✐❢ s❡✈❡r❛❧ ❝♦♠♣❡t✐♥❣ ♠♦❞❡❧s

❤❛✈❡ ❜❡❡♥ ❢♦r♠✉❧❛t❡❞✱ s❡❧❡❝t✐♥❣ t❤❡ ❜❡st ♦♥❡ ♦❢ t❤❡♠✳

❚❤❡r❡ ❛r❡ t✇♦ ♠❛✐♥ ❝❤❛❧❧❡♥❣❡s ✐♥ t❤✐s ❝②❝❧❡✿ ❚❤❡ ✜rst ♦♥❡ ✐s t♦ ❞❡❝✐❞❡ ♦♥ t❤❡ ♠♦st

❛♣♣r♦♣r✐❛t❡ ♠♦❞❡❧✐♥❣ str❛t❡❣②✿ ✇❤❡r❡ ❛ ❜❛❧❛♥❝❡ ❜❡t✇❡❡♥ ♠♦❞❡❧ ❝♦♠♣❧❡①✐t② ❛♥❞ r❡❛s♦♥✲

❛❜❧❡ s✐♠♣❧✐✜❝❛t✐♦♥s s❤♦✉❧❞ ❜❡ ♣✉rs✉❡❞✳ ❚❤✐s ✐s ❛ r❡❝✉rr✐♥❣ q✉❡st✐♦♥ ♦❢ ♠♦❞❡❧ s❡❧❡❝t✐♦♥

✭❇❡✈❡♥✱ ✷✵✵✷❀ ❘❛❢t❡r②✱ ✶✾✾✺✮✱ t❤❛t ❛❧s♦ r✐s❡s ❢r❡q✉❡♥t❧② ✐♥ ❣r♦✉♥❞✇❛t❡r ♣r♦❜❧❡♠s ✭❡✳❣✳✱

❨❡❤ ❛♥❞ ❨♦♦♥✱ ✶✾✽✶✮✳ ❚❤❡ s❡❝♦♥❞ ❝❤❛❧❧❡♥❣❡ ✐s t♦ ❞❡❝✐❞❡ ♦♥ ❛♣♣r♦♣r✐❛t❡ str❛t❡❣✐❡s t♦

❝♦❧❧❡❝t ❞❛t❛✳ ❍♦✇ ♠✉❝❤ ❛♥❞ ✇❤✐❝❤ ❞❛t❛ ✐s s✉✣❝✐❡♥t ❛♥❞ ❝♦♥❝❧✉s✐✈❡ ✭❢♦r ❝❛❧✐❜r❛t✐♦♥✱

✈❛❧✐❞❛t✐♦♥✱ ❛♥❞ s❡❧❡❝t✐♦♥✮ ✇❤✐❧❡ ❦❡❡♣✐♥❣ t❤❡ ❝♦sts ❢♦r ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧✴✜❡❧❞ ❝❛♠♣❛✐❣♥s ❛t ❛

✶❚❤❡ ❡ss❡♥t✐❛❧ ❝♦♥t❡♥t ♦❢ ❈❤❛♣t❡r ✸ ✐s ♣✉❜❧✐s❤❡❞ ❜② ▼❛✐❡r ❡t ❛❧✳ ✭✷✵✷✵✮
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❜❡❛r❛❜❧❡ ❧❡✈❡❧❄ ❚❤✐s ✇❡❧❧✲❦♥♦✇♥ ♣r♦❜❧❡♠ ✐s ❝❛❧❧❡❞ ♦♣t✐♠❛❧ ❞❡s✐❣♥ ♦❢ ❡①♣❡r✐♠❡♥ts✳ ■t ✐s

♠♦st❧② ❢♦r♠❛❧✐③❡❞ ❛s ❛ ♠❛t❤❡♠❛t✐❝❛❧ ♦♣t✐♠✐③❛t✐♦♥ ♣r♦❜❧❡♠ ✉♥❞❡r t❤❡ ✉♥❝❡rt❛✐♥t② ♦❢ t❤❡

②❡t ✉♥♠❡❛s✉r❡❞ ❞❛t❛ ✭❡✳❣✳✱ ▲❡✉❜❡ ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✶✷❀ ▼ü❧❧❡r✱ ✷✵✵✺❀ ❈❤❛❧♦♥❡r ❛♥❞ ❱❡r❞✐♥❡❧❧✐✱

✶✾✾✺✮✳

❚r❛❞✐t✐♦♥❛❧❧②✱ t❤❡s❡ t✇♦ ❝❤❛❧❧❡♥❣❡s ❛r❡ tr❡❛t❡❞ ❛s ❞✐s❥♦✐♥t✿ ❡✐t❤❡r ♦♥❡ s❡❧❡❝ts ❛ ♠♦❞❡❧

✇✐t❤ ❞❛t❛ ❜❡✐♥❣ ❣✐✈❡♥✱ ♦r ♦♥❡ ♦♣t✐♠✐③❡s ❛ ✜❡❧❞ ❝❛♠♣❛✐❣♥ t♦ ❢❡❡❞ t❤❡ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ♥❡❡❞s

♦❢ ❛ ❣✐✈❡♥ ♠♦❞❡❧✳ ❚❤❡r❡❢♦r❡✱ ❛♥ ❡✈❡♥ ♠♦r❡ s✉❜st❛♥t✐❛❧ q✉❡st✐♦♥ r❡❣❛r❞✐♥❣ t❤❡ ♠♦❞❡❧✐♥❣

❝②❝❧❡ ❛r✐s❡s✿ s❤♦✉❧❞ ♦♥❡ ❞❡s✐❣♥ t❤❡ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥t str❛t❡❣② ❜❛s❡❞ ♦♥ t❤❡ s❡❧❡❝t❡❞ ♠♦❞❡❧

♦r ✈✐❝❡ ✈❡rs❛❄ ❆♣♣❛r❡♥t❧②✱ t❤❡r❡ ✐s ❛♥ ✐♥t❡rr❡❧❛t✐♦♥ ♦❢ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥t ❛♥❞ ♠♦❞❡❧✐♥❣

str❛t❡❣✐❡s✱ ✇❤✐❝❤ r❛t❤❡r ❝❛❧❧s ❢♦r ❛ ❥♦✐♥t s♦❧✉t✐♦♥✳ ❙♦ ❢❛r ❛ r❛t✐♦♥❛❧✱ ♦❜❥❡❝t✐✈❡ ❛♣♣r♦❛❝❤

t❤❛t ❥♦✐♥t❧② ❛ss✐sts ❜♦t❤ ♠♦❞❡❧❡rs ❛♥❞ ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧✐sts t♦ t❛r❣❡t t❤❡ ❥♦✐♥t ♣r♦❜❧❡♠ ♠♦r❡

s②st❡♠❛t✐❝❛❧❧② ❤❛s ❜❡❡♥ ❧❛❝❦✐♥❣✳

■ ♣r♦♣♦s❡ t❤❛t r❛t✐♦♥❛❧ ♠♦❞❡❧ s❡❧❡❝t✐♦♥ s❤♦✉❧❞ ❣♦ ❤❛♥❞✲✐♥✲❤❛♥❞ ✇✐t❤ ❝♦st✲❡✣❝✐❡♥t

❞❛t❛ ❝♦❧❧❡❝t✐♦♥ t♦ ❛❝❤✐❡✈❡ t❤❡ ❜❡st ♣♦ss✐❜❧❡ ♠♦❞❡❧ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ t♦✇❛r❞s ❛ ❣✐✈❡♥ ♠♦❞✲

❡❧✐♥❣ ❣♦❛❧ ❢♦r ❛ ❣✐✈❡♥ ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ ❜✉❞❣❡t✳ ■ ❤②♣♦t❤❡s✐③❡ t❤❛t t❤✐s ❥♦✐♥t ♣r♦❜❧❡♠ ❝❛♥

❜❡ s♦❧✈❡❞ ❜② ❛ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ ❥♦✐♥t ♦♣t✐♠✐③❛t✐♦♥✳ ❚❤✐s ♦♣t✐♠✐③❛t✐♦♥ ❤❛s t♦ ✜♥❞ t❤❡ ❜❡st

❝♦♠❜✐♥❛t✐♦♥ ♦❢ ♠♦❞❡❧ ❝❤♦✐❝❡ ❛♥❞ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ ✜❡❧❞✲❝❛♠♣❛✐❣♥ ❞❡s✐❣♥✱ s♦ t❤❛t t❤❡ ❜❡st

❡①♣❡❝t❡❞ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ t♦✇❛r❞s t❤❡ ❣✐✈❡♥ ♠♦❞❡❧✐♥❣ ❣♦❛❧ ❝❛♥ ❜❡ ❛❝❤✐❡✈❡❞✳ ❆s ♣r❡❞✐❝✲

t✐✈❡ ♠♦❞❡❧ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ✐s ♦♥❧② s♣❡❝✉❧❛t✐✈❡ ❞✉r✐♥❣ t❤❡ ❞❡s✐❣♥ ♣❤❛s❡ ♦❢ ♠♦❞❡❧s ❛♥❞ ✜❡❧❞

❝❛♠♣❛✐❣♥s✱ t❤❡ ♦♣t✐♠✐③❛t✐♦♥ ♥❡❡❞s ❛ ♠❡❛♥s ♦❢ ❛♥t✐❝✐♣❛t✐♥❣ ❜♦t❤ ♣r❡❞✐❝t✐✈❡ ✉♥❝❡rt❛✐♥t②

❛♥❞ s②st❡♠❛t✐❝ ♣r❡❞✐❝t✐✈❡ ❡rr♦rs✳ ❚♦ ✐♥❝❧✉❞❡ ❜♦t❤ ✉♥❝❡rt❛✐♥t② ❛♥❞ s②st❡♠❛t✐❝ ❡rr♦rs

✐♥ t❤✐s st❡♣✱ ■ ♣r♦♣♦s❡ t♦ ✉s❡ ❛♥ ❡♥s❡♠❜❧❡ ♦❢ ❤✐❣❤❧② r❡s♦❧✈❡❞ ✈✐rt✉❛❧ r❡❛❧✐t✐❡s t♦ ❣❡♥❡r✲

❛t❡ r❡❛❧✐st✐❝ ✈✐rt✉❛❧ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥ts ❛♥❞ ♣r❡❞✐❝t✐♦♥ t❛r❣❡ts✳ ❲❤✐❧❡ t❤❡s❡ ✈✐rt✉❛❧ r❡❛❧✐t✐❡s

♣r♦✈✐❞❡ ❤②♣♦t❤❡t✐❝❛❧ tr✉t❤s✱ ❝❛❧✐❜r❛t✐♥❣ ♠♦❞❡❧s ✇✐t❤ t❤✐s ❧❡✈❡❧ ♦❢ ❞❡t❛✐❧ ✇♦✉❧❞ tr✐❣❣❡r

✐♥❢❡❛s✐❜❧❡ ❞❛t❛ r❡q✉✐r❡♠❡♥ts✳ ❆❧♦♥❣ ✇✐t❤ t❤❡ ✈✐rt✉❛❧ r❡❛❧✐t✐❡s✱ ❡♥s❡♠❜❧❡s ♦❢ s✐♠♣❧✐✜❡❞

♠♦❞❡❧s ✇✐t❤ ❞✐✛❡r❡♥t ♠♦❞❡❧ ❝♦♠♣❧❡①✐t② ❛r❡ ❣❡♥❡r❛t❡❞ t❤❛t ✉♥❞❡r❣♦ ♠♦❞❡❧ s❡❧❡❝t✐♦♥ ❢♦r

❞✐✛❡r❡♥t ♠❡❛s✉r❡♠❡♥t ❞❡s✐❣♥s t❤❛t ❛r❡ s✉❜❥❡❝t t♦ ❝❤♦✐❝❡✳

■♥ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣✱ ■ ♣r❡s❡♥t t❤❡ ❢r❛♠❡✇♦r❦ ❢♦r t❤❡ ❥♦✐♥t ♦♣t✐♠✐③❛t✐♦♥✳ ❚❤❡ ♠❡t❤♦❞♦❧✲

♦❣② ✐♥❝❧✉❞❡s ✜✈❡ st❡♣s ✇❤✐❝❤ ❛r❡ ✐❧❧✉str❛t❡❞ ✐♥ ❋✐❣✉r❡ ✸✳✶✳

✶✹



✸✳✶✳ ●❊◆❊❘❆▲ ❆PP❘❖❆❈❍

❋✐❣✉r❡ ✸✳✶✿ ●❡♥❡r❛❧ ❛♣♣r♦❛❝❤ ❢♦r ❥♦✐♥t❧② ♦♣t✐♠✐③✐♥❣ t❤❡ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥t ❛♥❞ ♠♦❞❡❧✐♥❣
str❛t❡❣② ♦❢ ❛ ❝♦♠♣❧❡① s②st❡♠ ✭❢r♦♠ ▼❛✐❡r ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✷✵✮✳

✸✳✶✳✶ ❉❡✜♥✐t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ▼♦❞❡❧✐♥❣ Pr♦❜❧❡♠ ❛♥❞ ▼♦❞❡❧✐♥❣ ●♦❛❧s

❚❤❡ ✜rst st❡♣ ✐♥❝❧✉❞❡s ❞❡✜♥✐♥❣ t❤❡ ❜❛s✐❝ ❝♦♥❝❡♣t✉❛❧ ♠♦❞❡❧ ♦❢ ❛ ♣r♦❜❧❡♠ ✇❤✐❝❤ ✐♥✈♦❧✈❡s

st❛t✐♥❣ t❤❡ ❣♦✈❡r♥✐♥❣ ❡q✉❛t✐♦♥s ✇✐t❤ t❤❡✐r ✐♥✐t✐❛❧ ❛♥❞ ❜♦✉♥❞❛r② ❝♦♥❞✐t✐♦♥s t♦ s✐♠✉❧❛t❡

✶✺
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t❤❡ s②st❡♠ ❛t ❤❛♥❞✳ ❈♦♥❝❡♣t✉❛❧ ✉♥❝❡rt❛✐♥t✐❡s ♠❛② ❛r✐s❡ ❢r♦♠ t❤❡ s❡❧❡❝t✐♦♥ ♦❢ st❛t❡

✈❛r✐❛❜❧❡s ❛♥❞ ♣r♦❝❡ss❡s t♦ ❜❡ ♠♦❞❡❧❡❞✱ ❢r♦♠ t❤❡ s♣❛t✐❛❧ ❞✐s❝r❡t✐③❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♠❛t❡r✐❛❧

♣r♦♣❡rt✐❡s ♦❢ t❤❡ s②st❡♠ ❛♥❞ ❢r♦♠ t❤❡ ✐♥✐t✐❛❧ ❛♥❞ ❜♦✉♥❞❛r② ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ♦❢ t❤❡ ♠♦❞❡❧✐♥❣

♣r♦❜❧❡♠ ✭❚✐❡❞❡♠❛♥ ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✵✸✮✳ ❋♦r ❡①❛♠♣❧❡✱ ✐♥ t❤✐s t❤❡s✐s t❤❡ ❝♦♥❝❡♣t✉❛❧ ✉♥❝❡rt❛✐♥t②

✐s r❡str✐❝t❡❞ t♦ t❤❡ s❝❛❧❡ ❛♥❞ ③♦♥❛t✐♦♥ ♦❢ ♠❛t❡r✐❛❧ ♣r♦♣❡rt✐❡s ♦♥❧②✳

❚❤❡ tr✉❡ s♣❛t✐❛❧❧② ✈❛r✐❛❜❧❡ ♣❛r❛♠❡t❡r ✜❡❧❞ ✐s ❞❡♥♦t❡❞ x✱ ✇❤✐❝❤ ✐♥ r❡❛❧✐t② ❡①❤✐❜✐ts

✈❛r✐❛t✐♦♥s ♦♥ ❛❧❧ s♣❛t✐❛❧ s❝❛❧❡s✳ ■♥ ♦r❞❡r t♦ ❛❝❤✐❡✈❡ ✐❞❡♥t✐✜❛❜✐❧✐t② ✐♥ ♠♦❞❡❧ ❝❛❧✐❜r❛t✐♦♥✱

♦♥❡ ♠✉st t②♣✐❝❛❧❧② ❞✐s❝r❡t✐③❡ ♦r s✐♠♣❧✐❢② t❤❡ ♣❛r❛♠❡t❡r ✜❡❧❞✱ ❢♦r ❡①❛♠♣❧❡ ❜② t❤❡ ✐♥tr♦✲

❞✉❝t✐♦♥ ♦❢ ✐♥t❡r♥❛❧❧② ❤♦♠♦❣❡♥❡♦✉s ③♦♥❡s✱ ♦r t❤❡ ❞❡✜♥✐t✐♦♥ ♦❢ ❛ ❧✐♠✐t❡❞ s❡t ♦❢ s♣❛t✐❛❧ ❜❛s❡

❢✉♥❝t✐♦♥s ✉s❡❞ ❢♦r s♣❛t✐❛❧ ✐♥t❡r♣♦❧❛t✐♦♥ ✭❡✳❣✳✱ ❘❛♠❛❘❛♦ ❡t ❛❧✳✱ ✶✾✾✺✮✳ ❚❤✐s ②✐❡❧❞s ❛ ✈❡❝✲

t♦r ①k ♦❢ ❛ ❢❡✇ ✉♥❝❡rt❛✐♥ ♣❛r❛♠❡t❡r ✈❛❧✉❡s✱ ✐♥ ✇❤✐❝❤ t❤❡ ✐♥❞❡① k r❡❢❡rs t♦ ❛ ♠♦❞❡❧ ❝❤♦✐❝❡

✭s❡❡ ❙❡❝t✐♦♥ ✸✳✶✳✸✮✳ ❍❡♥❝❡✱ ❜♦t❤ t❤❡ ✉♥❝❡rt❛✐♥t② ♦❢ ♣❛r❛♠❡t❡r ✈❛❧✉❡s ❛♥❞ t❤❡ str✉❝t✉r❛❧

✉♥❝❡rt❛✐♥t② ❛r❡ ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ r❡❣❛r❞✐♥❣ t❤❡ s♣❛t✐❛❧ ❞✐s❝r❡t✐③❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♣❛r❛♠❡t❡r ✜❡❧❞s✳

❚❤❡s❡ t✇♦ ✉♥❝❡rt❛✐♥t✐❡s ❛r❡ ♥♦t ✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥t ♦❢ ❡❛❝❤ ♦t❤❡r ✕ ✐t ✐s ✇❡❧❧ ❦♥♦✇♥ t❤❛t ❛

❝♦❛rs❡r r❡♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥ ♦❢ ♠❛t❡r✐❛❧ ♣r♦♣❡rt✐❡s r❡q✉✐r❡s ♣❛rt✐❛❧❧② ✉♣s❝❛❧❡❞ ✭❡✛❡❝t✐✈❡✮ ♣❛✲

r❛♠❡t❡r ✈❛❧✉❡s ✭❘✉❜✐♥✱ ✷✵✵✸✱ ❈❤❛♣t❡r ✺✮✱ ✐❢ ♥♦t ❡✈❡♥ ❡✛❡❝t✐✈❡ ❣♦✈❡r♥✐♥❣ ❡q✉❛t✐♦♥s t❤❛t

❞✐✛❡r ❢r♦♠ t❤❡ ❡q✉❛t✐♦♥s ✉s❡❞ ❛t ❤✐❣❤ r❡s♦❧✉t✐♦♥✳

■♥ ♦r❞❡r t♦ ❝❛❧✐❜r❛t❡ t❤❡ ❝♦♠♣❡t✐♥❣ ♠♦❞❡❧s✱ ❛ q✉❛♥t✐t② y ♠✉st ❜❡ ❞❡✜♥❡❞ ✇❤✐❝❤ ❝♦✉❧❞

♣♦t❡♥t✐❛❧❧② ❜❡ ♠❡❛s✉r❡❞ ✐♥ ❛ ✜❡❧❞ t❡st ❛♥❞ ❝❛♥ ❜❡ ❝♦♠♣✉t❡❞ ❜② t❤❡ ♠♦❞❡❧ ❝❛♥❞✐❞❛t❡s✳

❈❤♦♦s✐♥❣ ❛ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥t ❞❡s✐❣♥✱ t❤❛t ✐s✱ ❛ s❡t ♦❢ ❧♦❝❛t✐♦♥s ✇❤❡r❡ t♦ ♠❡❛s✉r❡ y✱ ✇✐❧❧ ❜❡

❞✐s❝✉ss❡❞ ✐♥ ❙t❡♣ ✷ ✭s❡❡ ❙❡❝t✐♦♥ ✸✳✶✳✷✮✳

❚❤❡ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ♦❢ t❤❡ ❝❛❧✐❜r❛t❡❞ ♠♦❞❡❧s✱ ❢♦r ❣✐✈❡♥ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥t ❞❡s✐❣♥s ❛♥❞ ♣❛✲

r❛♠❡t❡r r❡♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥✱ r❡q✉✐r❡s ❞❡✜♥✐♥❣ ❛ q✉❛♥t✐t❛t✐✈❡ ❛♥❞ ❝♦♠♣✉t❛❜❧❡ t❛r❣❡t q✉❛♥t✐t②

t ❛ss♦❝✐❛t❡❞ ✇✐t❤ ❛ ❣✐✈❡♥ ♠♦❞❡❧✐♥❣ ❣♦❛❧✳ ❆♥ ♦♣t✐♠✐③❡❞ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥t ❛♥❞ ♠♦❞❡❧✐♥❣ str❛t✲

❡❣② s❤♦✉❧❞ ❧❡❛❞ t♦ t❤❡ ❜❡st ❛❣r❡❡♠❡♥t ✐♥ t❤❡ t❛r❣❡t q✉❛♥t✐t② ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ♣r❡❞✐❝t✐♦♥ ♦❢

t❤❡ ❝❛❧✐❜r❛t❡❞ ♠♦❞❡❧ ❛♥❞ ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥s ♦❢ t❤❡ t❛r❣❡t q✉❛♥t✐t②✳ ❆t t❤❡ ♠♦♠❡♥t ✇❤❡♥ t❤❡

♠♦❞❡❧ ❛♥❞ ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ str❛t❡❣② ❛r❡ ❞❡✈❡❧♦♣❡❞✱ ❤♦✇❡✈❡r✱ tr✉❡ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥ts ❞♦ ♥♦t

❡①✐st ②❡t✱ s♦ t❤❛t t❤❡② ❤❛✈❡ t♦ ❜❡ s✐♠✉❧❛t❡❞ ✇✐t❤ t❤❡ ❣✐✈❡♥ ✉♥❝❡rt❛✐♥ ❦♥♦✇❧❡❞❣❡ ❛❜♦✉t

t❤❡ s②st❡♠✳

❚❤❡ ❧❛st ❛s♣❡❝t ✐s ❤♦✇ t♦ ❤❛♥❞❧❡ t❤❡ ❤✐❣❤ ♣r✐♦r ✉♥❝❡rt❛✐♥t② r❡❣❛r❞✐♥❣ t❤❡ tr✉❡ s②st❡♠✳

❚❤❡ ✐❞❡♥t✐✜❡❞ ❜❡st ♠❡❛s✉r❡♠❡♥t s❡t✉♣ ❛♥❞ ❝♦♥❝❡♣t✉❛❧ ♠♦❞❡❧ s❤♦✉❧❞ ❜❡ r♦❜✉st ❛❣❛✐♥st

t❤✐s ✉♥❝❡rt❛✐♥t②✳ ❚❤❡r❡❢♦r❡✱ ❛♥ ❡♥s❡♠❜❧❡ ♦❢ ✈✐rt✉❛❧ r❡❛❧✐t✐❡s ❛t ❤✐❣❤ s♣❛t✐❛❧ r❡s♦❧✉t✐♦♥

✐s ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ ❛♥❞ t❤❡ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ♦❢ t❤❡ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥t ❞❡s✐❣♥s ❛♥❞ ♠♦❞❡❧ ❝♦♥❝❡♣ts ✐s
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❝♦♠♣✉t❡❞ ♦✈❡r t❤❡ ❡♥t✐r❡ ❡♥s❡♠❜❧❡✳ ❚❤✐s ❡♥s❡♠❜❧❡ ♦❢ ✈✐rt✉❛❧ r❡❛❧✐t✐❡s ❛❧❧♦✇s ♠✐♠✐❝❦✐♥❣

♠❛♥② ♣♦ss✐❜❧❡ ♦✉t❝♦♠❡s ♦❢ ❛♥② ♣r♦♣♦s❡❞ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥t ❞❡s✐❣♥✱ ❛♥❞ s♦ t♦ st❛t✐st✐❝❛❧❧②

❛♥t✐❝✐♣❛t❡ t❤❡ s✉❜s❡q✉❡♥t ❝❛❧✐❜r❛t✐♦♥✱ ✈❛❧✐❞❛t✐♦♥ ❛♥❞ ♠♦❞❡❧ s❡❧❡❝t✐♦♥✳

✸✳✶✳✷ ❉❡✜♥✐t✐♦♥ ♦❢ P♦ss✐❜❧❡ ❖❜s❡r✈❛t✐♦♥ P♦✐♥ts

■♥ ❙t❡♣ ✷ ♦❢ t❤❡ ♣r♦♣♦s❡❞ ❢r❛♠❡✇♦r❦✱ ❛ s❡t ♦❢ ♣♦ss✐❜❧❡ ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥ ❧♦❝❛t✐♦♥s✱ ❤❡r❡

❝❛❧❧❡❞ ♣♦✐♥ts✱ ♥❡❡❞s t♦ ❜❡ ❞❡✜♥❡❞✳ ❇② t❤✐s✱ t❤❡ ♦♣t✐♠❛❧✲❞❡s✐❣♥ ♣r♦❜❧❡♠ ❜❡❝♦♠❡s ❛

s❡❧❡❝t✐♦♥ ♣r♦❝❡ss ❛♠♦♥❣ ♣r❡s❡t ❞❡s✐❣♥s✳ ❚❤❡ ✐♥❞✐✈✐❞✉❛❧ ♣♦ss✐❜❧❡ ♣♦✐♥ts ❛r❡ ❞❡♥♦t❡❞

pi, i = 1. . . np✱ ✇❤❡r❡ np ✐s t❤❡ t♦t❛❧ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥ ♣♦✐♥ts ❝♦♥s✐❞❡r❡❞✳ ❚❤✐s

s❡t ✐s ❧❛r❣❡r t❤❛♥ t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥ ♣♦✐♥ts t❤❛t ❝♦✉❧❞ ❜❡ ❛ss❡ss❡❞ ✐♥ ❛ s✐♥❣❧❡✱

❢❡❛s✐❜❧❡ ✜❡❧❞ ❡①♣❡r✐♠❡♥t✳ ❚❤✉s✱ ♠❛♥② ♣r❡s❡t ❞❡s✐❣♥s ❝❛♥ ❜❡ ♣r♦♣♦s❡❞ ❛s ❞✐✛❡r❡♥t s✉❜s❡ts

❢r♦♠ t❤✐s ❧❛r❣❡ s❡t✿ ♣❡r♠✐ss✐❜❧❡ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥t ❝♦♠❜✐♥❛t✐♦♥s ❛r❡ ❞❡✜♥❡❞✱ ❞❡♥♦t❡❞ ❛s t❤❡

❞❡s✐❣♥s dj, j = 1. . . nd t♦ ❜❡ t❡st❡❞✱ ✐♥ ✇❤✐❝❤ j ✐s ❛♥ ✐♥❞❡① t♦ ❛ ♣❛rt✐❝✉❧❛r ❞❡s✐❣♥✱

❛♥❞ nd ✐s t❤❡ t♦t❛❧ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❞❡s✐❣♥s✳ ❚❤❡s❡ ❝♦♠❜✐♥❛t✐♦♥s ❛r❡ ❝❤♦s❡♥ t♦ ❜❡ r❡❛❧✐st✐❝

❢r♦♠ ❛ ✜❡❧❞✲❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ ♣❡rs♣❡❝t✐✈❡ r❡❣❛r❞✐♥❣ t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ♣♦✐♥ts ❛♥❞ t❤❡✐r s♣❛t✐❛❧

❛rr❛♥❣❡♠❡♥t✳ ◆♦t❡ t❤❛t t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥ ♣♦✐♥ts ❝❤♦s❡♥ ✐♥ ❞❡s✐❣♥ dj✱ ❞❡♥♦t❡❞

nobs✱ ❝❛♥ ❜❡ ❞❡s✐❣♥ s♣❡❝✐✜❝✳

■♥ ❝❧❛ss✐❝❛❧ ♦♣t✐♠❛❧ ❞❡s✐❣♥✱ t❤❡ ♣r♦❜❧❡♠ ✇♦✉❧❞ ❜❡ t♦ ✐❞❡♥t✐❢② t❤❡ ❜❡st ♠❡❛s✉r❡♠❡♥t

❞❡s✐❣♥ dj ✇✐t❤✐♥ t❤❡ s❡t ♦❢ ♣r♦♣♦s❡❞ ❞❡s✐❣♥s✱ ❣✐✈❡♥ ❛ ❝♦♥❝❡♣t✉❛❧ ♠♦❞❡❧ Mk ✭s❡❡ ❙❡❝✲

t✐♦♥ ✸✳✶✳✸✮✱ ♠✐♥✐♠✐③✐♥❣ ❛♥ ✉♥❝❡rt❛✐♥t② ♠❡tr✐❝ ♦❢ t❤❡ t❛r❣❡t q✉❛♥t✐t② t✳ ■♥st❡❛❞✱ t❤❡

❡rr♦r ♠❡tr✐❝ ✐s ♠✐♥✐♠✐③❡❞ ❜❡t✇❡❡♥ ❛ ②❡t✲t♦✲❜❡ s❡❧❡❝t❡❞ ♠♦❞❡❧ Mk ❛♥❞ ❛♥ ❛ss✉♠❡❞ ✭②❡t

✉♥❝❡rt❛✐♥✮ tr✉t❤✳

✸✳✶✳✸ ❉❡✜♥✐t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❊♥s❡♠❜❧❡ ♦❢ ❱✐rt✉❛❧ ❘❡❛❧✐t✐❡s ❛♥❞ ♦❢ t❤❡

❊♥s❡♠❜❧❡ ♦❢ ❙✐♠♣❧✐✜❡❞ ▼♦❞❡❧ ❈❛♥❞✐❞❛t❡s

❙t❡♣ ✸ ✐♥❝❧✉❞❡s t❤❡ ❞❡✜♥✐t✐♦♥ ♦❢ s❡✈❡r❛❧ ♠♦❞❡❧ ❡♥s❡♠❜❧❡s✿ ❚❤❡ ❡♥s❡♠❜❧❡ ♦❢ ✈✐rt✉❛❧

r❡❛❧✐t✐❡s Mo r❡♣❧❛❝❡s t❤❡ tr✉❡ ✜❡❧❞ s②st❡♠✳ ❚❤❡s❡ ♠♦❞❡❧s ❡①❤✐❜✐t t❤❡ ❤✐❣❤❡st ♣♦ss✐❜❧❡

r❡s♦❧✉t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♣❛r❛♠❡t❡r ✜❡❧❞ x ❛♥❞ ✐♥❝❧✉❞❡ ❛❧❧ ❦♥♦✇♥ ♣r♦❝❡ss❡s✳ ❚❤❡ ❞✐s❝r❡t✐③❡❞

♣❛r❛♠❡t❡r ✜❡❧❞ ♦❢ t❤❡ ✈✐rt✉❛❧ r❡❛❧✐t② ✐s ❞❡♥♦t❡❞ ❛s x0✳ ❇❡❝❛✉s❡ t❤❡ ♣r✐♦r ✉♥❝❡rt❛✐♥t②

✐s ❢❛✐r❧② ❤✐❣❤✱ ♠❛♥② ✈✐rt✉❛❧ r❡❛❧✐t✐❡s ❛r❡ ❣❡♥❡r❛t❡❞✱ ❧❡❛❞✐♥❣ t♦ ❛♥ ❡♥s❡♠❜❧❡ ♦❢ x0✳ ■♥
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t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣✱ x0(l), l = 1. . . nr✱ ✐s t❤❡ ♣❛r❛♠❡t❡r s❡t ♦❢ r❡❛❧✐③❛t✐♦♥ l ❛ss♦❝✐❛t❡❞ ✇✐t❤ t❤❡

✈✐rt✉❛❧ r❡❛❧✐t② Mo(l)✱ ❛♥❞ nr ✐s t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ r❡❛❧✐③❛t✐♦♥s✳

■♥ ❛❞❞✐t✐♦♥ t♦ t❤❡ ✈✐rt✉❛❧ r❡❛❧✐t✐❡s Mo✱ nm ❡♥s❡♠❜❧❡s ♦❢ ❢❡❛s✐❜❧❡ ♠♦❞❡❧ ❝❛♥❞✐❞❛t❡s

Mk, k = 1. . . nm ❛r❡ s♣❡❝✐✜❡❞✳ ❚❤❡s❡ ❛r❡ ❝♦♥❝❡♣t✉❛❧❧② s✐♠♣❧❡r t❤❛♥ t❤❡ ✈✐rt✉❛❧ r❡❛❧✐t✐❡s

❛♥❞ ❝♦✉❧❞ ❛❝t✉❛❧❧② ❜❡ ❝❛❧✐❜r❛t❡❞ ✐♥ r❡❛❧ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s ✭❉♦❤❡rt② ❛♥❞ ❈❤r✐st❡♥s❡♥✱ ✷✵✶✶✮✳

■♥ t❤❡ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ♣r❡s❡♥t❡❞ ✐♥ ❈❤❛♣t❡r ✹✱ t❤❡ ✐♥❞✐✈✐❞✉❛❧ ❡♥s❡♠❜❧❡s Mk ❞✐✛❡r ❢r♦♠ ❡❛❝❤

♦t❤❡r ❜② t❤❡ r❡s♦❧✉t✐♦♥ ✭❛♥❞ ❤❡♥❝❡ s❝❛❧❡✮ ♦❢ t❤❡ ♣❛r❛♠❡t❡r ✜❡❧❞s x✳

■♥ ♣r✐♥❝✐♣❧❡✱ ❣❡♥❡r❛t✐♥❣ t❤❡ nm ❡♥s❡♠❜❧❡s ♦❢ ♠♦❞❡❧s Mk ❝♦✉❧❞ ❜❡ ✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥t ♦❢

t❤❡ ✈✐rt✉❛❧ r❡❛❧✐t✐❡s✱ ❜✉t ✐♥ t❤✐s ✇♦r❦ t❤❡② ❛r❡ ❝♦♥str✉❝t❡❞ ❜② ✉♣s❝❛❧✐♥❣ t❤❡ ♣❛r❛♠❡t❡r

✈❡❝t♦rs x0(l) ♦❢ ❡❛❝❤ ✈✐rt✉❛❧ r❡❛❧✐t② l t♦ ❛ ❧♦✇❡r r❡s♦❧✉t✐♦♥✱ r❡s✉❧t✐♥❣ ✐♥ ♦♥❡ ✉♣s❝❛❧❡❞

♣❛r❛♠❡t❡r ✈❡❝t♦r xk(l) ❢♦r ❡❛❝❤ s✐♠♣❧✐✜❡❞ ♠♦❞❡❧ k ❛♥❞ r❡❛❧✐③❛t✐♦♥ l✳ ❚❤✐s ♣r♦❝❡❞✉r❡

❡♥s✉r❡s t❤❛t t❤❡ ❞✐✛❡r❡♥t ♠♦❞❡❧ ❡♥s❡♠❜❧❡s ❛r❡ r❡❛❧✐st✐❝❛❧❧② s✐♠✐❧❛r✱ ❛♥❞ ✐t ❛✈♦✐❞s t❤❡ ❞✐❢✲

✜❝✉❧t ♣r♦❝❡❞✉r❡ ♦❢ s♣❡❝✐❢②✐♥❣ ❝♦♥s✐st❡♥t ♣❛r❛♠❡t❡r ♣r✐♦rs ❢♦r ♠♦❞❡❧s ❛t ❞✐✛❡r❡♥t s❝❛❧❡s✳

❯s✐♥❣ ❛❧❧ ①0(l) ❛♥❞ ①k(l)✱ ❤②♣♦t❤❡t✐❝❛❧ ✜❡❧❞ ❞❛t❛ ✭♠❡❛s✉r❛❜❧❡ q✉❛♥t✐t✐❡s ②✮ ❛r❡ s✐♠✉✲

❧❛t❡❞ ❛t ❛❧❧ ♣♦ss✐❜❧❡ ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥ ❧♦❝❛t✐♦♥s pi ❝♦♥s✐❞❡r❡❞✳ ■♥ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣✱ y0(pi(dj), l) ✐s

t❤❡ ✭❡rr♦r✲❢r❡❡✮ s✐♠✉❧❛t❡❞ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥t ❛t ♣♦✐♥t i ✇✐t❤✐♥ ❞❡s✐❣♥ j ✐♥ ✈✐rt✉❛❧ r❡❛❧✐t② ✭♦r

r❡❛❧✐③❛t✐♦♥✮ ♥✉♠❜❡r l✱ ✇❤❡r❡❛s yk(pi(dj), l) ✐s t❤❡ s❛♠❡ s✐♠✉❧❛t❡❞ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥t ✐♥ t❤❡

s✐♠♣❧✐✜❡❞ ♠♦❞❡❧ ♥✉♠❜❡r k✳

❚❤❡ s✐♠✉❧❛t❡❞ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥ts ♦❢ t❤❡ ✈✐rt✉❛❧ r❡❛❧✐t✐❡s ♥❡❡❞ t♦ ❜❡ ♣❡rt✉r❜❡❞ ❜② s②s✲

t❡♠❛t✐❝ ❛♥❞ r❛♥❞♦♠ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥t ❡rr♦rs t❤❛t r❡✢❡❝t ♣♦ss✐❜❧❡ ❝♦♥tr✐❜✉t✐♦♥s t♦ ❡rr♦rs ✐♥

✜❡❧❞ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥ts ✭❇❛r❧❡❜♦ ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✵✹✮✳ ■♥ ♣❛rt✐❝✉❧❛r✱ t❤❡ ✉♥❝❡rt❛✐♥t② ♦❢ ♣❧❛❝✐♥❣ t❤❡

♦❜s❡r✈❛t✐♦♥s ❛t t❤❡ r✐❣❤t ♣❧❛❝❡ ✐s ❛❝❝♦✉♥t❡❞ ❢♦r ❜② ✐♠♣❧❡♠❡♥t✐♥❣ ❛ r❛♥❞♦♠ ♣❡rt✉r❜❛t✐♦♥

ε(pi(dj),l) ♦❢ t❤❡ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥t ❧♦❝❛t✐♦♥s pi(dj) ❢♦r ❡❛❝❤ ✈✐rt✉❛❧ r❡❛❧✐t② ①0(l)✳ ❆❞❞✐t✐♦♥❛❧❧②✱

✇❤✐t❡ ♥♦✐s❡ ŷ0 ✐s ❛❞❞❡❞ t♦ ❡❛❝❤ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥t ❛t ♣♦✐♥t i ❛♥❞ ✈✐rt✉❛❧ r❡❛❧✐t② l ❞r❛✇♥

❢r♦♠ ❛ ●❛✉ss✐❛♥ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ✇✐t❤ ③❡r♦ ♠❡❛♥ ❛♥❞ ❛ st❛♥❞❛r❞ ❞❡✈✐❛t✐♦♥ r❡♣r❡s❡♥t✐♥❣ t❤❡

st❛♥❞❛r❞ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥t ❡rr♦r✳ ❚❤❡ ❧❛tt❡r ❝♦rr❡s♣♦♥❞s t♦ t❤❡ r❡s♦❧✉t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ✐♥t❡♥❞❡❞

♠❡❛s✉r❡♠❡♥t ❞❡✈✐❝❡ ✉s❡❞ ✐♥ ❛ ✜❡❧❞ ❡①♣❡r✐♠❡♥t✳

■♥ ❝♦♥tr❛st t♦ t❤❡ ✈✐rt✉❛❧ ❤✐❣❤✲r❡s♦❧✉t✐♦♥ r❡❛❧✐t✐❡s✱ t❤❡ s✐♠✉❧❛t❡❞ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥ts ❜❛s❡❞

♦♥ t❤❡ s✐♠♣❧✐✜❡❞ ♠♦❞❡❧ ❝❛♥❞✐❞❛t❡s ❢♦r ❝❛❧✐❜r❛t✐♦♥ ❛r❡ ♥♦t ♣❡rt✉r❜❡❞✿ ♦♥❧② t❤❡ ✈✐rt✉❛❧

r❡❛❧✐t✐❡s ❤❛✈❡ t❤❡ ❥♦❜ t♦ ♠✐♠✐❝ t❤❡ ♦✉t❝♦♠❡s ♦❢ ♣r♦♣♦s❡❞ ✜❡❧❞ ❝❛♠♣❛✐❣♥s✱ ✇❤✐❧❡ t❤❡

s✐♠♣❧✐✜❡❞ ♠♦❞❡❧s ✇✐❧❧ ❜❡ ❝❛❧✐❜r❛t❡❞ ❛❣❛✐♥st t❤❡s❡ ♠✐♠✐❝❦❡❞ ♦✉t❝♦♠❡s✳
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❋♦r ❛❧❧ ✈✐rt✉❛❧✲r❡❛❧✐t② r❡❛❧✐③❛t✐♦♥s l ❛♥❞ ❛❧❧ ❝♦♥❝❡♣t✉❛❧ ♠♦❞❡❧s Mk✱ ❛❧s♦ t❤❡ ❝♦rr❡✲

s♣♦♥❞✐♥❣ t❛r❣❡t q✉❛♥t✐t✐❡s t0(l) ❛♥❞ tk(l) ❛r❡ ❝♦♠♣✉t❡❞✱ ✇❤✐❝❤ ✇✐❧❧ ❜❡ ✐♠♣♦rt❛♥t ❢♦r

♠♦❞❡❧ s❡❧❡❝t✐♦♥ ✐♥ ❙t❡♣ ✺ ✭s❡❡ ❙❡❝t✐♦♥ ✸✳✶✳✺✮✳

✸✳✶✳✹ ▼✐♠✐❝❦✐♥❣ ❛ ❇❡st✲❊st✐♠❛t❡ ❈❛❧✐❜r❛t✐♦♥

❙t❡♣ ✹ ✐♥❝❧✉❞❡s ❛ ❜❡st✲❡st✐♠❛t❡ ❝❛❧✐❜r❛t✐♦♥ ❢♦r ❡❛❝❤ ✈✐rt✉❛❧ r❡❛❧✐t② l ❛♥❞ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥t

❞❡s✐❣♥ dj✱ ✐♥ ✇❤✐❝❤ t❤❡ s✐♠✉❧❛t❡❞ ❛♥❞ ♣❡rt✉r❜❡❞ ❞❛t❛ s❡ts ♦❢ t❤❡ ✈✐rt✉❛❧ r❡❛❧✐t✐❡s ❛r❡

❝♦♠♣❛r❡❞ t♦ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥t✲❡rr♦r ❢r❡❡ ♣r❡❞✐❝t✐♦♥s ❜② t❤❡ s✐♠♣❧✐✜❡❞ ❝♦♥❝❡♣t✉❛❧ ♠♦❞❡❧s

Mk✳ ❘❛t❤❡r t❤❛♥ ♣❡r❢♦r♠✐♥❣ ❛♥ ✐t❡r❛t✐✈❡ ♦♣t✐♠✐③❛t✐♦♥✱ t❤❡ ❡①✐st✐♥❣ ❡♥s❡♠❜❧❡s ♦❢ ♠♦❞❡❧

❝❛♥❞✐❞❛t❡s ❛r❡ ✉s❡❞✱ ❡❛❝❤ ❝♦♥s✐st✐♥❣ ♦❢ t❤❡ s❛♠❡ ♥✉♠❜❡r nr ♦❢ r❡❛❧✐③❛t✐♦♥s✳ ❋♦r ❡❛❝❤

✈✐rt✉❛❧ r❡❛❧✐t② l✱ ❞❡s✐❣♥ dj✱ ❛♥❞ s✐♠♣❧✐❢②✐♥❣ ♠♦❞❡❧ Mk✱ t❤❡ r❡❛❧✐③❛t✐♦♥ λ ♦❢ t❤❡ s✐♠♣❧✐✜❡❞

♠♦❞❡❧ ✐s ❞❡t❡r♠✐♥❡❞ ✇✐t❤ t❤❡ s♠❛❧❧❡st s✉♠ ♦❢ sq✉❛r❡❞ ❞✐✛❡r❡♥❝❡s φ(dj, k, l, λ) ❜❡t✇❡❡♥

t❤❡ ♣❡rt✉r❜❡❞ s✐♠✉❧❛t❡❞ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥ts ♦❢ t❤❡ ✈✐rt✉❛❧ r❡❛❧✐t② ❛♥❞ ♥♦♥✲♣❡rt✉r❜❡❞ s✐♠✉✲

❧❛t❡❞ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥ts ♦❢ ♠♦❞❡❧ Mk✿

φ(dj, k, l, λ) =

nobs(dj)
∑

i=1

(

y0
(

pi(dj) + ε(pi(dj),l), l
)

+ ỹ0 − yk
(

pi(dj), λ
)

)2

✭✸✳✶✮

◆♦t❡✱ t❤❛t s✐♥❝❡ ■ ❝♦♠♣❛r❡ ❡❛❝❤ ✈✐rt✉❛❧✲r❡❛❧✐t② r❡❛❧✐③❛t✐♦♥ l ✇✐t❤ ❛❧❧ ❛✈❛✐❧❛❜❧❡ r❡❛❧✐③❛t✐♦♥s

♦❢ ❛ ♠♦❞❡❧ ❝❛♥❞✐❞❛t❡✱ ■ ♥❡❡❞ t♦ ✐♥tr♦❞✉❝❡ t❤❡ ❛❞❞✐t✐♦♥❛❧ ✐♥❞❡① λ✳ ❚❤❡ ❜❡st r❡❛❧✐③❛t✐♦♥

♦❢ ♠♦❞❡❧ Mk ✐s ❞❡♥♦t❡❞ λopt(dj, k, l)✿

λopt(dj, k, l) = argmin
λ[1...nr]

φ(dj, k, l, λ) ✭✸✳✷✮

❚❤✐s ♣r♦❝❡❞✉r❡ ✐s r❡♣❡❛t❡❞ ✇✐t❤ ❛❧❧ ✈✐rt✉❛❧ r❡❛❧✐t✐❡s ❛♥❞ ❛❧❧ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥t ❞❡s✐❣♥s✱ r❡s✉❧t✲

✐♥❣ ✐♥ nm × nr ❜❡st✲✜t ♠♦❞❡❧s ♣❡r ♠❡❛s✉r❡♠❡♥t ❞❡s✐❣♥✳ ❋♦r t❤❡ ❛♣♣r♦❛❝❤ t♦ ❛❝t✉❛❧❧②

♠✐♠✐❝ ❛ ❜❡st ❡st✐♠❛t❡ ❝❛❧✐❜r❛t✐♦♥✱ t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ r❡❛❧✐③❛t✐♦♥s nr ♠✉st ❜❡ s✉✣❝✐❡♥t❧②

❧❛r❣❡✳ ❉✉❡ t♦ t❤❡ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥t ❡rr♦rs ✐♥❝❧✉❞❡❞ ✐♥ t❤❡ ✈✐rt✉❛❧✲r❡❛❧✐t② r✉♥s ❛♥❞ t❤❡ ✐♥❛❝✲

❝✉r❛❝✐❡s ♦❢ ♠♦❞❡❧ s✐♠♣❧✐✜❝❛t✐♦♥s✱ t❤❡ ✐♥❞❡① ♦❢ t❤❡ ♦♣t✐♠❛❧ r❡❛❧✐③❛t✐♦♥ λopt(dj, k, l) ♠❛②

❞✐✛❡r ❢r♦♠ t❤❡ ✐♥❞❡① ♦❢ t❤❡ ✈✐rt✉❛❧ r❡❛❧✐t② l t❤❛t ❤❛s ❣❡♥❡r❛t❡❞ t❤❡ ❞❛t❛✳ ❯♥❧✐❦❡ ✐♥

♠❡t❤♦❞s t❤❛t ❛✐♠ ❛t ♣♦st❡r✐♦r ❞✐str✐❜✉t✐♦♥s ♦❢ ♣❛r❛♠❡t❡rs ✭❡✳❣✳✱ ▲❡✉❜❡ ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✶✷✮✱ l

✐s ♥♦t ❡①❝❧✉❞❡❞ ❢r♦♠ t❤❡ s❡t ♦❢ ❝❛♥❞✐❞❛t❡s✱ ❛s t❤❡ ♣❡❛❦ ♦❢ t❤❡ ❧✐❦❡❧✐❤♦♦❞ ✐♥ ❛ r❡❛❧ ❜❡st✲

❡st✐♠❛t❡ ❝❛❧✐❜r❛t✐♦♥ ✉s✐♥❣ t❤❡ ❝♦♥❝❡♣t✉❛❧ ♠♦❞❡❧ Mk ♠❛② ❜❡ ✈❡r② ❝❧♦s❡ t♦ t❤❡ ✉♣s❝❛❧❡❞

✶✾
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♣❛r❛♠❡t❡r s❡t ①k(l)✳

❆❢t❡r ❤❛✈✐♥❣ ✐❞❡♥t✐✜❡❞ t❤❡ ❜❡st✲✜t ♣❛✐rs✱ t❤❡ q✉❛❧✐t② ♦❢ t❤❡ ❜❡st ✜t ✐s q✉❛♥t✐✜❡❞ ✇✐t❤

t❤❡ r♦♦t ♠❡❛♥ sq✉❛r❡❞ ❡rr♦r RMSEy(dj, k) ❢♦r ❡❛❝❤ ❞❡s✐❣♥ dj ❛♥❞ ❝♦♥❝❡♣t✉❛❧ ♠♦❞❡❧

Mk ♦♥ ❛✈❡r❛❣❡ ♦✈❡r ❛❧❧ ✈✐rt✉❛❧✲r❡❛❧✐t② r❡❛❧✐③❛t✐♦♥s l✿

RMSEy(dj, k) =

√

√

√

√

1

nobs(dj)

1

nr

nr
∑

l=1

φ
(

dj, k, l, λ = λopt(dj, k, l)
)

✭✸✳✸✮

■♥ t❤✐s t❤❡s✐s✱ t❤❡ ❥♦✐♥t ♦♣t✐♠✐③❛t✐♦♥ ❢r❛♠❡✇♦r❦ ✐s ❛♣♣❧✐❡❞ t♦ ❛ s②♥t❤❡t✐❝ ❝❛s❡ st✉❞②✱

✐♥ ✇❤✐❝❤ t❤❡ ✐♥❞✐✈✐❞✉❛❧ ❝♦♥❝❡♣t✉❛❧ ♠♦❞❡❧s Mk ❞✐✛❡r ✐♥ t❤❡ s♣❛t✐❛❧ r❡s♦❧✉t✐♦♥ ♦❢ t❤❡

s❛♠❡ ♣❛r❛♠❡t❡r ✜❡❧❞ x✳ ❚❤✉s✱ ♦♥❡ ♠❛② ❡①♣❡❝t t❤❛t ❛ ♠♦❞❡❧ ✈❛r✐❛♥t ✇✐t❤ ❛ ❧❛r❣❡r

♥✉♠❜❡r ♦❢ ❞✐s❝r❡t✐③❡❞ ♣❛r❛♠❡t❡rs ✐s ❜❡tt❡r ✐♥ ♠❡❡t✐♥❣ t❤❡ ♣❡rt✉r❜❡❞ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥ts

t❤❛♥ ❛ ✈❛r✐❛♥t ✇✐t❤ ❢❡✇❡r ❞✐s❝r❡t✐③❡❞ ♣❛r❛♠❡t❡rs✳ ❚❤❛t ✐s✱ t❤❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ ❡rr♦r

♠❡tr✐❝ φ(dj, k, l, λopt(dj, k, l)) s❤♦✉❧❞ ❜❡ s♠❛❧❧❡r ❢♦r k r❡♣r❡s❡♥t✐♥❣ ❛ ♠♦❞❡❧ ✇✐t❤ ♠♦r❡

♠♦❞❡❧ ♣❛r❛♠❡t❡rs✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ t❤❡ s✐♠✉❧❛t❡❞ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥ts ❛r❡ ♣r♦♥❡ t♦ ❡rr♦r✱ s♦ t❤❛t

t❤❡ ❤✐❣❤❡r ✢❡①✐❜✐❧✐t② ♦❢ t❤❡ ♠♦❞❡❧ ✇✐t❤ ♠♦r❡ ♣❛r❛♠❡t❡rs ♠❛② ❜❡ ✇❛st❡❞ ♦♥ r❡♣r♦❞✉❝✐♥❣

t❤❡s❡ ❡rr♦rs ✇✐t❤♦✉t ✐♥❝r❡❛s✐♥❣ t❤❡ ♣r❡❞✐❝t✐♦♥ ❝❡rt❛✐♥t② ✕ ❛ ♣❤❡♥♦♠❡♥♦♥ ❦♥♦✇♥ ❛s

♦✈❡r✜tt✐♥❣ ✭❱❛♥❧✐❡r ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✶✹✮✳ ❍❡♥❝❡✱ t♦ tr✉❧② t❡st ✇❤✐❝❤ ❝♦♠❜✐♥❛t✐♦♥ ♦❢ ❝♦♥❝❡♣t✉❛❧

♠♦❞❡❧ ❛♥❞ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥t ❞❡s✐❣♥ ✐s ❜❡st✱ t❤❡✐r ❛❜✐❧✐t② t♦ ♣r❡❞✐❝t t❤❡ t❛r❣❡t q✉❛♥t✐t② t♠✉st

❜❡ ❡✈❛❧✉❛t❡❞ r❛t❤❡r t❤❛♥ t❤❡✐r ❛❜✐❧✐t② t♦ r❡♣r♦❞✉❝❡ t❤❡ ❡rr♦r ❛✛❡❝t❡❞ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥ts ♦♥

✇❤✐❝❤ t❤❡② ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ ❝❛❧✐❜r❛t❡❞✳

✸✳✶✳✺ ❖♣t✐♠✐③❛t✐♦♥ ✇✐t❤ ❘❡s♣❡❝t t♦ t❤❡ ▼♦❞❡❧✐♥❣ ●♦❛❧

❆❢t❡r ❞❡t❡r♠✐♥✐♥❣ ❛❧❧ ❜❡st✲✜t ♠♦❞❡❧s ❢♦r ❡❛❝❤ ❞❡s✐❣♥ ❛♥❞ ❝♦♥❝❡♣t✉❛❧ ♠♦❞❡❧✱ t❤❡ ♣❡r❢♦r✲

♠❛♥❝❡ ♦❢ t❤❡ s❡❧❡❝t❡❞ ♠♦❞❡❧s ✐♥ ♣r❡❞✐❝t✐♥❣ t❤❡ t❛r❣❡t q✉❛♥t✐t② t ✐s ❛♥❛❧②③❡❞✱ ✐✳❡✳ t❤❡

♠♦❞❡❧✐♥❣ ❣♦❛❧✱ ♦✈❡r ❛❧❧ ✈✐rt✉❛❧✲r❡❛❧✐t② r❡❛❧✐③❛t✐♦♥s✳ ❚♦✇❛r❞s t❤✐s ❡♥❞✱ t❤❡ r❡❧❛t✐✈❡ ❡rr♦r

Et
rel(dj, k, l) ✐s ❝♦♠♣✉t❡❞ ✐♥ t❤❡ t❛r❣❡t q✉❛♥t✐t② t ❢♦r ❡❛❝❤ ✈✐rt✉❛❧ r❡❛❧✐t② l✱ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥t

❞❡s✐❣♥ dj✱ ❛♥❞ ❝♦♥❝❡♣t✉❛❧ ♠♦❞❡❧ Mk✿

Et
rel(dj, k, l) =

t0(l)− tk
(

λopt(dj, k, l)
)

t0(l)
✭✸✳✹✮

❲✐t❤ ❡q✳ ✭✸✳✹✮ ❡♠♣✐r✐❝❛❧ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥s ❛r❡ ♦❜t❛✐♥❡❞ ❞❡♣❡♥❞✐♥❣ ♦♥ t❤❡ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥t ❞❡✲

s✐❣♥ dj ❛♥❞ ❝♦♥❝❡♣t✉❛❧ ♠♦❞❡❧ Mk✳ ❚❤❡s❡ ❡♠♣✐r✐❝❛❧ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥s ❛r❡ ❛♥❛❧②③❡❞ ❜② t❤r❡❡

✷✵
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st❛♥❞❛r❞ ♠❡tr✐❝s✿ ✭✶✮ t❤❡ ♠❡❛♥ r❡❧❛t✐✈❡ ❡rr♦rMEt
rel(dj, k)✱ q✉❛♥t✐❢②✐♥❣ ❛ ❜✐❛s ✐♥ ♣r❡❞✐❝t✲

✐♥❣ t❤❡ t❛r❣❡t q✉❛♥t✐t②✱ ✭✷✮ t❤❡ st❛♥❞❛r❞ ❞❡✈✐❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ r❡❧❛t✐✈❡ ❡rr♦r SDEt
rel(dj, k)✱

q✉❛♥t✐❢②✐♥❣ t❤❡ s♣r❡❛❞✱ ❛♥❞ ✭✸✮ t❤❡ r♦♦t ♠❡❛♥ sq✉❛r❡❞ r❡❧❛t✐✈❡ ❡rr♦r RMSEt
rel(dj, k)✱

q✉❛♥t✐❢②✐♥❣ t❤❡ ♦✈❡r❛❧❧ ♠✐s✜t✿

MEt
rel(dj, k) =

1

nr

nr
∑

l=1

Et
rel(dj, k, l) ✭✸✳✺✮

SDEt
rel(dj, k) =

√

√

√

√

1

nr − 1

nr
∑

l=1

(

Et
rel(dj, k, l)−MEt

rel(dj, k)

)2

✭✸✳✻✮

RMSEt
rel(dj, k) =

√

√

√

√

1

nr

nr
∑

l=1

Et
rel(dj, k, l)

2 ✭✸✳✼✮

❚❤❡ ♦♣t✐♠❛❧ ❝♦♠❜✐♥❛t✐♦♥ ♦❢ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥t ❞❡s✐❣♥ dj ❛♥❞ ❝♦♥❝❡♣t✉❛❧ ♠♦❞❡❧ Mk ✇♦✉❧❞

❤❛✈❡ ❛ ♠❡❛♥ r❡❧❛t✐✈❡ ❡rr♦r MEt
rel ♦❢ ③❡r♦ ❛♥❞ ❛ ♠✐♥✐♠❛❧ s♣r❡❛❞ SDEt

rel✱ r❡s✉❧t✐♥❣ ✐♥ ❛

♠✐♥✐♠❛❧ RMSEt
rel✳ ❚❤✐s ②✐❡❧❞s t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❝r✐t❡r✐♦♥ ❢♦r ❥♦✐♥t❧② s❡❧❡❝t✐♥❣ t❤❡ ♦♣t✐♠❛❧

♠❡❛s✉r❡♠❡♥t ❞❡s✐❣♥ dtopt ❛♥❞ ❝♦♥❝❡♣t✉❛❧ ♠♦❞❡❧ M t
opt ❝♦♥s✐❞❡r✐♥❣ t❤❡ t❛r❣❡t q✉❛♥t✐t② t✿

{dtopt,M
t
opt} = argmin

{dj ,k}

RMSEt
rel(dj, k) ✭✸✳✽✮

❘❛t❤❡r t❤❛♥ ❥♦✐♥t❧② s❡❧❡❝t✐♥❣ t❤❡ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥t ❞❡s✐❣♥ ❛♥❞ ❝♦♥❝❡♣t✉❛❧ ♠♦❞❡❧✱ t❤❡ ❜❡st

❞❡s✐❣♥ dj ❝♦✉❧❞ ❜❡ ❞❡t❡r♠✐♥❡❞ ❢♦r ♠❡❡t✐♥❣ ❛ ❣✐✈❡♥ t❛r❣❡t t✱ ❝♦♥❞✐t✐♦♥❡❞ ♦♥ ❛ s♣❡❝✐✜❝

♠♦❞❡❧ s❡❧❡❝t✐♦♥ Mk ✭♦r t❤❡ ❜❡st ❝♦♥❝❡♣t✉❛❧ ♠♦❞❡❧ ❝♦♥❞✐t✐♦♥❡❞ ♦♥ ❛ s♣❡❝✐✜❝ ❞❡s✐❣♥✮✳

✷✶
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✷✷



❈❤❛♣t❡r ✹

❙②♥t❤❡t✐❝ ❈❛s❡ ❙t✉❞②✶

✳

✹✳✶ ❆♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ t♦ ❘❛❞✐❛❧ ❋❧♦✇ ✐♥ ❙tr❛t✐✜❡❞ ❆q✉✐❢❡rs

■ ✐♥✈❡st✐❣❛t❡ t❤❡ ❤②❞r❛✉❧✐❝ ❛♥✐s♦tr♦♣② ✐♥ str❛t✐✜❡❞ ❛q✉✐❢❡rs ✉s✐♥❣ ❛♥ ❛♣♣r♦❛❝❤ s✐♠✐❧❛r

t♦ t❤❛t ♦❢ ❤②❞r❛✉❧✐❝ t♦♠♦❣r❛♣❤②✿ ■ ❝♦♥s✐❞❡r st❡❛❞②✲s❤❛♣❡ ♣✉♠♣✐♥❣ t❡sts ✉s✐♥❣ ♣❛rt✐❛❧❧②

s❝r❡❡♥❡❞ ❡①tr❛❝t✐♦♥ ✇❡❧❧s✱ ✇✐t❤ s❝r❡❡♥s ❛t ✈❛r✐♦✉s ❞❡♣t❤s✱ ❛♥❞ ♠✉❧t✐✲❧❡✈❡❧ ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥

✇❡❧❧s ❛t ✈❛r✐♦✉s r❛❞✐❛❧ ❞✐st❛♥❝❡s✳ ❋♦r ❛♥❛❧②③✐♥❣ t❤❡s❡ ❞❛t❛✱ ❛ ♠♦❞❡❧ ♥❡❡❞s t♦ ❜❡ s♣❡❝✐✲

✜❡❞ ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ ❛s ❛♥ ❛♣♣r♦♣r✐❛t❡ r❡♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❝♦♠♣❧❡① s✉❜s✉r❢❛❝❡✳ ❈❛❧✐❜r❛t✐♥❣

❛ ♠♦❞❡❧ ✇✐t❤ t❤❡ ❛tt❡♠♣t t♦ ❢✉❧❧② r❡s♦❧✈❡ t❤❡ K✲✜❡❧❞ ♦❢ ❛♥ ❡✛❡❝t✐✈❡❧② ❤❡t❡r♦❣❡♥❡♦✉s

s✉❜s✉r❢❛❝❡ ✇♦✉❧❞ ❡✐t❤❡r ❞❡♠❛♥❞ ❛♥ ✐♥❢❡❛s✐❜❧❡ ❞❛t❛ ❛♠♦✉♥t ♦r ❧❡❛❞ t♦ ❡♥♦r♠♦✉s ✉♥✲

❝❡rt❛✐♥t✐❡s✳ ❙✐♠♣❧✐❢②✐♥❣ t❤❡ ♠♦❞❡❧ r❡q✉✐r❡s ✐♠♣♦rt❛♥t ❞❡❝✐s✐♦♥s ♦♥ ✉s✐♥❣ ❛ s❡q✉❡♥❝❡

♦❢ s❝❛❧❛r✱ ❧♦❝❛❧ ❝♦♥❞✉❝t✐✈✐t② ✈❛❧✉❡s ❛❝r♦ss s♦♠❡ r❡❧❡✈❛♥t ♥✉♠❜❡r ♦❢ str❛t❛✱ ❛♥ ❡✛❡❝t✐✈❡

♠❛❝r♦s❝♦♣✐❝ ❝♦♥❞✉❝t✐✈✐t② t❡♥s♦r ♦✈❡r t❤❡ ❡♥t✐r❡ ❛q✉✐❢❡r ❢♦r♠❛t✐♦♥✱ ♦r s♦♠❡t❤✐♥❣ ✐♥ ❜❡✲

t✇❡❡♥✳ ❙✐♠✉❧t❛♥❡♦✉s❧②✱ t❤❡ ❝❤❛❧❧❡♥❣❡ ♦❢ ❞❡s✐❣♥✐♥❣ t❤❡ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥t str❛t❡❣② ❤❛s t♦ ❜❡

❛❞❞r❡ss❡❞ ✇✐t❤ ✇❤✐❝❤ ❝♦♥❝❧✉s✐✈❡ ❛♥❞ s✉✣❝✐❡♥t ❞❛t❛ s❤♦✉❧❞ ❜❡ ♦❜t❛✐♥❡❞ ✇❤✐❧❡ r❡❞✉❝✐♥❣

t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ♥❡❝❡ss❛r② ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥ ✇❡❧❧s t♦ ♠✐♥✐♠✐③❡ ❝♦sts✳ ■♥ ❢❛❝✐♥❣ t❤✐s ❝❤❛❧❧❡♥❣❡✱

❞❡s✐❣♥✐♥❣ t❤❡ ❞❛t❛ ❝♦❧❧❡❝t✐♦♥ ❛♥❞ ❝❤♦♦s✐♥❣ t❤❡ ❛✛♦r❞❛❜❧❡ ♠♦❞❡❧ ❝♦♠♣❧❡①✐t② ❛r❡ ✐♥❤❡r✲

❡♥t❧② ✐♥t❡r❝♦♥♥❡❝t❡❞✱ ❛♥❞ t❤❡ ♦♣t✐♠❛❧ ❝♦♠❜✐♥❛t✐♦♥ ♦❢ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥t ❞❡s✐❣♥ ❛♥❞ ♠♦❞❡❧

s❡❧❡❝t✐♦♥ ❞❡♣❡♥❞s ♦♥ t❤❡ ✉❧t✐♠❛t❡ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❝❛❧✐❜r❛t❡❞ ♠♦❞❡❧✳

✶❚❤❡ ❡ss❡♥t✐❛❧ ❝♦♥t❡♥t ♦❢ ❈❤❛♣t❡r ✹ ✐s ♣✉❜❧✐s❤❡❞ ❜② ▼❛✐❡r ❡t ❛❧✳ ✭✷✵✷✵✮
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■♥ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣✱ t❤❡ ♦♣t✐♠✐③❛t✐♦♥ ❢r❛♠❡✇♦r❦ ♣r♦♣♦s❡❞ ✐♥ ❈❤❛♣t❡r ✸ ✐s ❛♣♣❧✐❡❞ t♦

❛ s②♥t❤❡t✐❝ ❝❛s❡ st✉❞② ♦❢ r❛❞✐❛❧ ✢♦✇ ✐♥ str❛t✐✜❡❞ ❛q✉✐❢❡rs✳ ❚❤❡r❡❢♦r❡✱ ❤②❞r❛✉❧✐❝ t❡sts

❛r❡ ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ ❛s ♦✉t❧✐♥❡❞ ✐♥ ❙❡❝t✐♦♥ ✷✳✷✳ ❚❤❡ ❤②❞r❛✉❧✐❝ t❡sts ✇❡r❡ ♣❡r❢♦r♠❡❞ t♦ ❣✉✐❞❡

t❤❡ ❞✐♠❡♥s✐♦♥✐♥❣ ♦❢ ❞❡✇❛t❡r✐♥❣ ❝♦♥str✉❝t✐♦♥ s✐t❡s ✐♥ ✢✉✈✐❛❧ ❛q✉✐❢❡rs t❤❛t ❝❛♥ ❜❡ ❛♣✲

♣r♦①✐♠❛t❡❞ ❛s str❛t✐✜❡❞ s②st❡♠s✳ ❇♦t❤ t❤❡ ❤②❞r❛✉❧✐❝ t❡sts ❛♥❞ t❤❡ ❞❡✇❛t❡r✐♥❣ s❝❡♥❛r✐♦

❛r❡ ❜r✐❡✢② ❞❡s❝r✐❜❡❞ ♥❡①t✱ ❢♦❧❧♦✇❡❞ ❜② ❛♥ ♦✉t❧✐♥❡ ♦❢ ❙t❡♣s ✷ t♦ ✺ ♦❢ t❤❡ ♦♣t✐♠✐③❛t✐♦♥

❢r❛♠❡✇♦r❦ ❛♣♣❧✐❡❞ t♦ t❤❡ s②♥t❤❡t✐❝ ❝❛s❡ st✉❞②✳

✹✳✶✳✶ ❍②❞r❛✉❧✐❝ ❚❡sts

❋♦r t❤❡ ❤②❞r❛✉❧✐❝ t❡sts st❡❛❞②✲st❛t❡ ❣r♦✉♥❞✇❛t❡r ✢♦✇ ✇❛s s✐♠✉❧❛t❡❞ t♦ ❛ ♣❛rt✐❛❧❧② ♣❡♥✲

❡tr❛t✐♥❣ ✇❡❧❧ ✇✐t❤ ✇❛t❡r ❡①tr❛❝t✐♦♥ ❢r♦♠ s✐① ✇❡❧❧ s❝r❡❡♥s iscr ∈ {1; 2; 3; 4; 5; 6} ♣❧❛❝❡❞ ❛t

❞✐✛❡r❡♥t ❞❡♣t❤s✳ ❚❤❡ s❡t✉♣ ♦❢ t❤❡ ❤②❞r❛✉❧✐❝ t❡sts ❢♦❧❧♦✇s t❤❡ ❣♦✈❡r♥✐♥❣ ❡q✉❛t✐♦♥s ❛♥❞

❜♦✉♥❞❛r② ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ♦✉t❧✐♥❡❞ ✐♥ ❙❡❝t✐♦♥ ✷✳✷✳ ❆s ♠❡♥t✐♦♥❡❞ ✐♥ ❙❡❝t✐♦♥ ✷✳✷✱ t❤❡ st❡❛❞②✲

s❤❛♣❡ r❡❣✐♠❡ ♦❢ t❤❡ ♣✉♠♣✐♥❣ t❡sts ✇❛s ❛♥❛❧②③❡❞✱ ✐✳❡✳ t❤❡ ♣✉♠♣✐♥❣ r❡❣✐♠❡ ✐♥ ✇❤✐❝❤

❞r❛✇❞♦✇♥ ❞✐✛❡r❡♥❝❡s ❜❡t✇❡❡♥ ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥ ❧♦❝❛t✐♦♥s r❡♠❛✐♥ ❝♦♥st❛♥t ✭❇♦❤❧✐♥❣ ❡t ❛❧✳✱

✷✵✵✷✱ ✷✵✵✼✮✳

❘❡❣❛r❞✐♥❣ t❤❡ ❢r❛♠❡✇♦r❦ ❞❡s❝r✐❜❡❞ ✐♥ ❙❡❝t✐♦♥ ✸✳✶✱ t❤❡ ❝♦♠❜✐♥❡❞ ♣❛r❛♠❡t❡r ✜❡❧❞s

Kr✭③✮ ❛♥❞ Kz✭③✮ ♠❛❦❡ ✉♣ t❤❡ ♣❛r❛♠❡t❡r ✜❡❧❞ x ✇✐t❤ ❞✐✛❡r❡♥t s♣❛t✐❛❧ r❡s♦❧✉t✐♦♥s ❛♠♦♥❣

t❤❡ ❝♦♥❝❡♣t✉❛❧ ♠♦❞❡❧s t♦ ❜❡ ❝❛❧✐❜r❛t❡❞ ❛♥❞ ✐♥ t❤❡ ✈✐rt✉❛❧ r❡❛❧✐t✐❡s✳ ❆s ❛ ❝♦♥s❡q✉❡♥❝❡

♦❢ t❤❡ st❡❛❞②✲s❤❛♣❡ ♣✉♠♣✐♥❣ r❡❣✐♠❡✱ t❤❡ ♠❡❛s✉r❡❞ q✉❛♥t✐t② y ❝♦♥s✐sts ♦❢ ❞r❛✇❞♦✇♥✲

❞✐✛❡r❡♥❝❡s ❜❡t✇❡❡♥ ♣✐❡③♦♠❡t❡r s❝r❡❡♥s r❛t❤❡r t❤❛♥ t❤❡ ❛❜s♦❧✉t❡ ✈❛❧✉❡s✳ ◗✉❛s✐ st❡❛❞②✲

st❛t❡ ❞r❛✇❞♦✇♥s ✇❡r❡ ♠❡❛s✉r❡❞ ✐♥ s❡✈❡r❛❧ ♠✉❧t✐✲❧❡✈❡❧ ♣✐❡③♦♠❡t❡rs ❛t ❞✐✛❡r❡♥t r❛❞✐❛❧

❞✐st❛♥❝❡s ✭❋✐❣✉r❡ ✹✳✶❛✮✳

✹✳✶✳✷ ❉❡✇❛t❡r✐♥❣ ❙❝❡♥❛r✐♦

❆s t❛r❣❡t ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥✱ t❤❡ ❞❡✇❛t❡r✐♥❣ ♦❢ ❛ ❤②♣♦t❤❡t✐❝❛❧ ❝②❧✐♥❞r✐❝❛❧ ❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ♣✐t ✇❛s

❝♦♥s✐❞❡r❡❞ ❛♥❞ r❛❞✐❛❧ s②♠♠❡tr✐❝ st❡❛❞②✲st❛t❡ ❣r♦✉♥❞✇❛t❡r ✢♦✇ ✇❛s s✐♠✉❧❛t❡❞ t♦✇❛r❞s

❛ ❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ♣✐t ✇✐t❤✐♥ ❛ ❧❛r❣❡ r✐✈❡r✳ ❆s s❤♦✇♥ ✐♥ ❋✐❣✉r❡ ✹✳✶❜✱ t❤❡ ❝♦♥str✉❝t✐♦♥

♣✐t ✐s s❡♣❛r❛t❡❞ ❢r♦♠ t❤❡ s✉rr♦✉♥❞✐♥❣ r✐✈❡r ❛t t❤❡ r❛❞✐❛❧ ❞✐st❛♥❝❡ rsheet ❜② s❤❡❡t ♣✐❧❡s

❡①t❡♥❞✐♥❣ t♦ ❛ ❞❡♣t❤ zsheet t❤❛t ✐s s♦♠❡✇❤❛t ❞❡❡♣❡r t❤❛♥ t❤❡ ❜♦tt♦♠ ♣✐t zpit✳ ❖✉ts✐❞❡
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❋✐❣✉r❡ ✹✳✶✿ ✭❛✮ ❙❡t✉♣ ♦❢ t❤❡ ❤②❞r❛✉❧✐❝ t❡st t♦ ❡st✐♠❛t❡ ❤②❞r❛✉❧✐❝ ❝♦♥❞✉❝t✐✈✐t②✿ ❘❛❞✐❛❧
s②♠♠❡tr✐❝ st❡❛❞② st❛t❡ ❣r♦✉♥❞✇❛t❡r ✢♦✇ t♦ ❛ ♣❛rt✐❛❧❧② ♣❡♥❡tr❛t✐♥❣ ✇❡❧❧✳ ❲❛t❡r ✐s s✉❝✲
❝❡ss✐✈❡❧② ❡①tr❛❝t❡❞ ❛❧♦♥❣ s✐① ✇❡❧❧✲s❝r❡❡♥ s❡❝t✐♦♥s iscr ❛t r = rw ❂ ✵✳✶ ♠ ❛♥❞ ❞r❛✇❞♦✇♥
✐s ♦❜s❡r✈❡❞ ❛t ❛❧❧ ❞❡♣t❤s ♦❢ ✇❛t❡r ❡①tr❛❝t✐♦♥ ✐♥ ✸ ♦✉t ♦❢ ✶✽ r❛❞✐❛❧ ❞✐st❛♥❝❡s t♦ t❤❡ ♣✉♠♣✲
✐♥❣ ✇❡❧❧✳ ❆♥❛❧②s✐s ♦❢ ✽✶✻ ❞❡s✐❣♥s✱ ❡❛❝❤ ❞❡s✐❣♥ ❝♦♠❜✐♥✐♥❣ t❤r❡❡ ♠✉❧t✐✲❧❡✈❡❧ ♣✐❡③♦♠❡t❡rs✳
✭❜✮ ❆♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ t♦ t❤❡ ❞❡✇❛t❡r✐♥❣ ♦❢ ❛ ❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ♣✐t✿ ❘❛❞✐❛❧ s②♠♠❡tr✐❝ st❡❛❞②✲st❛t❡
❣r♦✉♥❞✇❛t❡r ✢♦✇ ✭❝♦❧♦r❡❞ ❧✐♥❡s✿ ❤❡❛❞ ❝♦♥t♦✉rs❀ ❜❧❛❝❦ ❧✐♥❡s✿ str❡❛♠❧✐♥❡s✮ t♦✇❛r❞s ❛
❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ♣✐t ✇✐t❤✐♥ ❛ ❧❛r❣❡ r✐✈❡r✳ ❚❤❡ ❜❛s❡ ♦❢ t❤❡ ❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ♣✐t ✐s ❛t zpit✱ s❤❡❡t
♣✐❧❡s ♣✉s❤❡❞ t♦ ❞❡♣t❤ z = zsheet ❛r❡ ♣❧❛❝❡❞ ❛t r = rsheet t♦ s❡♣❛r❛t❡ t❤❡ ❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ♣✐t
❢r♦♠ t❤❡ s✉rr♦✉♥❞✐♥❣ r✐✈❡r✳ ✭❢r♦♠ ▼❛✐❡r ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✷✵✮

♦❢ t❤❡ ❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ♣✐t✱ t❤❡ ❤②❞r❛✉❧✐❝ ❤❡❛❞ ❛t t❤❡ t♦♣ ❡q✉❛❧s t❤❡ r✐✈❡r st❛❣❡ hriver ❬▲❪✳

❚❤✐s ✐♠♣❧✐❡s t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ✜①❡❞✲❤❡❛❞ ❜♦✉♥❞❛r② ❝♦♥❞✐t✐♦♥s✿

h(r < rsheet, z = zpit) = zpit ✭✹✳✶✮

h(r > rsheet, z = ztop) = hriver ✭✹✳✷✮

✷✺
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■♥ ❛❞❞✐t✐♦♥✱ t❤❡r❡ ❛r❡ ♥♦✲✢♦✇ ❜♦✉♥❞❛r② ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ❛t t❤❡ ♦✉t❡r r❛❞✐❛❧ ❜♦✉♥❞❛r② ♦❢ t❤❡

❞♦♠❛✐♥✱ t❤❡ ❜♦tt♦♠ ♦❢ t❤❡ ❛q✉✐❢❡r ❛♥❞ ❛❧♦♥❣ t❤❡ s❤❡❡t ♣✐❧❡s✿

∂h

∂r

∣

∣

∣

∣

r=R

= 0 ∀z ✭✹✳✸✮

∂h

∂z

∣

∣

∣

∣

z=zbot

= 0 ∀r ✭✹✳✹✮

∂h

∂r

∣

∣

∣

∣

r=rsheet,zsheet<z<ztop

= 0 ✭✹✳✺✮

❚❤❡ ❦❡② t❛r❣❡t q✉❛♥t✐t② t♦ ♣r❡❞✐❝t ✭t ❛❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ t❤❡ ♥♦♠❡♥❝❧❛t✉r❡ ♦❢ ❙❡❝t✐♦♥ ✸✳✶✳✶✮

✇❛s ❞❡✜♥❡❞ ❛s t❤❡ ❞❡✇❛t❡r✐♥❣ ✢✉① Qd ♥❡❡❞❡❞ t♦ ❦❡❡♣ t❤❡ ✇❛t❡r t❛❜❧❡ ✐♥ t❤❡ ♣✐t ❛t t❤❡

❜♦tt♦♠ ♦❢ t❤❡ ♣✐t✳ ❚❤✐s ✢✉① ✐s ❝♦♠♣✉t❡❞ ❜② ✐♥t❡❣r❛t✐♥❣ t❤❡ ✈❡rt✐❝❛❧ s♣❡❝✐✜❝ ❞✐s❝❤❛r❣❡

♦✈❡r t❤❡ ❛r❡❛ ♦❢ t❤❡ ❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ♣✐t✿

Qd = −Kz(zpit)2π

∫ rsheet

0

r
dh

dz

∣

∣

∣

∣

z=zpit

dr ✭✹✳✻✮

❆s ❝♦♠♣✉t✐♥❣ t❤❡ ❞❡✇❛t❡r✐♥❣ ✢✉① r❡q✉✐r❡❞ s❡tt✐♥❣ ✉♣ ❛♥❞ r✉♥♥✐♥❣ ❛♥ ❛❞❞✐t✐♦♥❛❧ ♥✉♠❡r✲

✐❝❛❧ ♠♦❞❡❧✱ ■ ❛❧s♦ t❡st❡❞ ✇❤❡t❤❡r t❤❡ ❢✉❧❧② ✉♣s❝❛❧❡❞✱ ❛♥✐s♦tr♦♣✐❝ ❤②❞r❛✉❧✐❝ ❝♦♥❞✉❝t✐✈✐t②

t❡♥s♦r ✭s❡❡ ❙❡❝t✐♦♥ ✷✳✸✮ ✐s ♠❡t ❜② t❤❡ ❡st✐♠❛t❡❞ ❝♦♥❞✉❝t✐✈✐t② ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ r❡s✉❧t✐♥❣ ❢r♦♠

t❤❡ ❛♥❛❧②s✐s ♦❢ t❤❡ ❤②❞r❛✉❧✐❝ t❡st✳ ❚❤✐s r❡s✉❧t❡❞ ✐♥ t✇♦ ♠♦r❡ t❛r❣❡t q✉❛♥t✐t✐❡s✱ ♥❛♠❡❧②

t❤❡ ❡✛❡❝t✐✈❡ ❤♦r✐③♦♥t❛❧ ❛♥❞ ✈❡rt✐❝❛❧ ❝♦♥❞✉❝t✐✈✐t✐❡s Keff
r ❛♥❞ Keff

z ✱ r❡s♣❡❝t✐✈❡❧②✳

✹✳✶✳✸ Pr♦♣♦s❡❞ ❉❡s✐❣♥s ♦❢ ❖❜s❡r✈❛t✐♦♥ ❲❡❧❧s ✐♥ t❤❡ ❍②❞r❛✉❧✐❝

❚❡st

❚♦ s✉❣❣❡st ♣♦t❡♥t✐❛❧ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥t ❞❡s✐❣♥s✱ s♣❛t✐❛❧ ❧♦❝❛t✐♦♥s pi ♥❡❡❞ t♦ ❜❡ ❞❡✜♥❡❞ ❛t

✇❤✐❝❤ t❤❡ ❞r❛✇❞♦✇♥ ♠❛② ❜❡ ♠❡❛s✉r❡❞✳ ❚r②✐♥❣ t♦ st❛② r❡❛❧✐st✐❝ r❡❣❛r❞✐♥❣ ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧

❢❡❛s✐❜✐❧✐t②✱ t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ♠✉❧t✐✲❧❡✈❡❧ ♣✐❡③♦♠❡t❡rs ✇❛s ❧✐♠✐t❡❞ t♦ t❤r❡❡ ❛♥❞ t❤❡ ♥✉♠❜❡r

♦❢ ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥ ❞❡♣t❤s ♣❡r ♠✉❧t✐✲❧❡✈❡❧ ♣✐❡③♦♠❡t❡rs t♦ s✐①✱ ♥❛♠❡❧② ❡①❛❝t❧② ❛t t❤❡ ❞❡♣t❤s

♦❢ t❤❡ s❝r❡❡♥ s❡❝t✐♦♥s ♦❢ t❤❡ ❡①tr❛❝t✐♦♥ ✇❡❧❧✳ ❋✐❣✉r❡ ✹✳✶❛ s❤♦✇s ✶✽ ♣♦t❡♥t✐❛❧ ❞✐st❛♥❝❡s ❛t

✇❤✐❝❤ t❤❡ ♠✉❧t✐✲❧❡✈❡❧ ♣✐❡③♦♠❡t❡r ❝♦✉❧❞ ❜❡ ♣❧❛❝❡❞✱ ✐♥❝❧✉❞✐♥❣ t❤❡ ♠✉❧t✐✲❧❡✈❡❧ ❡①tr❛❝t✐♦♥
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✇❡❧❧ ✐ts❡❧❢✳ ❚❤❡r❡❢♦r❡✱ t❤❡ t♦t❛❧ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥ ♣♦✐♥ts pi ✐s np ❂ ✶✵✽ ♣♦✐♥ts✳ ■♥

❋✐❣✉r❡ ✹✳✷✿ ▼✐s♣❧❛❝✐♥❣ ♣✐❡③♦♠❡t❡rs ❜② ♣❡rt✉r❜✐♥❣ t❤❡ r✲ ❛♥❞ z✲❝♦♦r❞✐♥❛t❡ ♦❢ ❛♥ ✐♥✲
t❡♥❞❡❞ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥t ♣♦✐♥t ✐♥ t❤❡ ✈✐rt✉❛❧ r❡❛❧✐t✐❡s✳ ❚❤❡ ✈❛r✐❛❜✐❧✐t② ♦❢ t❤❡ ❤♦r✐③♦♥t❛❧
♣❧❛❝❡♠❡♥t ✐♥❝r❡❛s❡s ✇✐t❤ ❞❡♣t❤✳ ✭❢r♦♠ ▼❛✐❡r ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✷✵✮

t❤❡ ✈✐rt✉❛❧ r❡❛❧✐t✐❡s ■ ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ t❤❛t ♣✐❡③♦♠❡t❡rs ♠❛② ❜❡ ♠✐s♣❧❛❝❡❞✳ ❚❤✐s ✇❛s s✐♠✉❧❛t❡❞

❜② ❝♦♥s✐❞❡r✐♥❣ ❡rr♦♥❡♦✉s r✲ ❛♥❞ z✲❝♦♦r❞✐♥❛t❡s ♦❢ ❛♥ ✐♥t❡♥❞❡❞ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥t ♣♦✐♥t ✐♥ t❤❡

✈✐rt✉❛❧ r❡❛❧✐t✐❡s ✭❜✉t ♥♦t ✐♥ t❤❡ s✐♠♣❧✐✜❡❞ ♠♦❞❡❧s t♦ ❜❡ ❝❛❧✐❜r❛t❡❞ ❛❣❛✐♥st t❤❡ ❞❛t❛✮✳

❚♦✇❛r❞s t❤✐s ❡♥❞✱ r❛♥❞♦♠ ✈❛❧✉❡s ✇❡r❡ ❝♦♠♣✉t❡❞ ❞r❛✇♥ ❢r♦♠ ✉♥❝♦rr❡❧❛t❡❞ ✉♥✐❢♦r♠ ❞✐s✲

tr✐❜✉t✐♦♥s ♦♥ t❤❡ ✐♥t❡r✈❛❧ ❬✲✵✳✵✷✺♠❀ ✵✳✵✷✺♠❪ ❛♥❞ ❬✲✵✳✵✷♠❀ ✵✳✵✷♠❪ ❢♦r ♣❡rt✉r❜✐♥❣ t❤❡ r✲

❛♥❞ z✲❝♦♦r❞✐♥❛t❡s ♦❢ ❛ ♣r♦♣♦s❡❞ ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥ ♣♦✐♥t✱ r❡s♣❡❝t✐✈❡❧②✳ ■♥ t❤❡ ✜❡❧❞ ✐♥st❛❧❧❛✲

t✐♦♥ ♦❢ ♣✐❡③♦♠❡t❡rs t❤❡ ❤♦r✐③♦♥t❛❧ ♣♦s✐t✐♦♥ ♠❛② ✐♥❝r❡❛s✐♥❣❧② ❞r✐❢t ✇✐t❤ ❞❡♣t❤✱ ❝❛✉s✐♥❣

✐♥❝r❡❛s✐♥❣ ✉♥❝❡rt❛✐♥t② ♦❢ t❤❡ ❛❝t✉❛❧ ❤♦r✐③♦♥t❛❧ ♣♦s✐t✐♦♥ ✇✐t❤ ✐♥❝r❡❛s✐♥❣ ❞❡♣t❤✳ ❚♦ ❛❝✲

❝♦✉♥t ❢♦r t❤✐s ✉♥❝❡rt❛✐♥t②✱ t❤❡ r✲❝♦♦r❞✐♥❛t❡s ♦❢ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥t ♣♦✐♥ts ✇❡r❡ ❛❞❞✐t✐♦♥❛❧❧②

✷✼
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♣❡rt✉r❜❡❞ ❜② t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❞♦✉❜❧❡✲❝✉♠✉❧❛t✐✈❡ ♥♦✐s❡ t❡r♠✿

εr,cum(zi) = 5× 10−5[m]
i

∑

j=1

j
∑

k=1

ωk ✭✹✳✼✮

✐♥ ✇❤✐❝❤ t❤❡ s✉♠♠❛t✐♦♥ ✐s ♣❡r❢♦r♠❡❞ ♦✈❡r t❤❡ ❧❛②❡rs ♦❢ t❤❡ ♥✉♠❡r✐❝❛❧ ❣r✐❞ st❛rt✐♥❣ ❢r♦♠

t❤❡ t♦♣✱ zi ✐s t❤❡ ✈❡rt✐❝❛❧ ❝♦♦r❞✐♥❛t❡ ♦❢ i✲t❤ ❣r✐❞ ❧❛②❡r ❢r♦♠ t❤❡ t♦♣✱ ❛♥❞ ωj ✐s ❞r❛✇♥

❢r♦♠ ❛ st❛♥❞❛r❞ ♥♦r♠❛❧ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥✳ ■♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ♦♥ t❤❡ s♣❛t✐❛❧ ❞✐s❝r❡t✐③❛t✐♦♥ ✐s ❣✐✈❡♥

✐♥ ❙❡❝t✐♦♥ ✹✳✶✳✹✳

❋✐❣✉r❡ ✹✳✸✿ ❙❡t✉♣ ❛♥❞ s♦rt✐♥❣ ♦❢ ❞❡s✐❣♥s ❜② ♠❡❛♥s ♦❢ s❡t ✵ ❛♥❞ s❡t ✶✳ ■♥ ❡❛❝❤ s❡t✱ t❤❡
♣✐❡③♦♠❡t❡r ❝❧♦s❡st t♦ t❤❡ ♣✉♠♣✐♥❣ ✇❡❧❧ ✭❣r❡❡♥ ❝r♦ss✮ ✐s ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ ❛s ✜①❡❞✳ ❚❤❡ t✇♦
r❡♠❛✐♥✐♥❣ ♣✐❡③♦♠❡t❡rs ❛r❡ s❤✐❢t❡❞ ❢✉rt❤❡r ♦✉t✇❛r❞s✱ st❛rt✐♥❣ ✇✐t❤ t❤❡ ♦✉t❡r♠♦st ♦♥❡
✭❜❧✉❡ ❝r♦ss✮✳ ❆❢t❡r t❤❡ ♦✉t❡r♠♦st ♣✐❡③♦♠❡t❡r ❤❛s r❡❛❝❤❡❞ t❤❡ ❧❛st r❛❞✐❛❧ ❞✐st❛♥❝❡ ❛✈❛✐❧✲
❛❜❧❡✱ t❤❡ s❡❝♦♥❞ ♣✐❡③♦♠❡t❡r ✭❣r❡② ❝r♦ss✮ ✐s ♠♦✈❡❞ t♦ t❤❡ ♥❡①t ♣♦s✐t✐♦♥✳ ❚❤✐s ♣r♦❝❡❞✉r❡
✐s r❡♣❡❛t❡❞ ✉♥t✐❧ t❤❡ s❡❝♦♥❞ ❛♥❞ t❤✐r❞ ♣✐❡③♦♠❡t❡r ❤❛✈❡ r❡❛❝❤❡❞ t❤❡ t✇♦ ❧❛st ❛✈❛✐❧❛❜❧❡
♣♦s✐t✐♦♥s✳ ❚❤✐s ✐s ✇❤❡♥ t❤❡ r❡s♣❡❝t✐✈❡ s❡t ✐s ❝♦♠♣❧❡t❡❞ ❛♥❞ t❤❡ ♥❡①t s❡t st❛rts ❜② ♠♦✈✲
✐♥❣ t❤❡ ♣✐❡③♦♠❡t❡r ❝❧♦s❡st t♦ t❤❡ ♣✉♠♣✐♥❣ ✇❡❧❧ t♦ t❤❡ ♥❡①t ♣♦s✐t✐♦♥ ❛♥❞ s♦ ❢♦rt❤✳ ✭❢r♦♠
▼❛✐❡r ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✷✵✮
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❆♥ ❡①❛♠♣❧❡ ♦❢ r❡s✉❧t✐♥❣ ❞❡✈✐❛t✐♦♥s ✐♥ ✐♥t❡♥❞❡❞ ❛♥❞ ♠✐s♣❧❛❝❡❞ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥t ❧♦❝❛t✐♦♥s

✐s s❤♦✇♥ ✐♥ ❋✐❣✉r❡ ✹✳✷✳ ❙✐♥❝❡ t❤❡ ♣✉♠♣✐♥❣ ✇❡❧❧ ✇❛s ♥♦t ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ t♦ ❜❡ ❛✛❡❝t❡❞ ❢r♦♠ ❛♥

✐♠♣r❡❝✐s❡ ♣❧❛❝❡♠❡♥t ♦❢ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥t ❧♦❝❛t✐♦♥ s✉❝❤ ❡rr♦rs ✇❡r❡ ❡①❝❧✉❞❡❞ ✐♥ t❤❡ t❤❡r❡✐♥

❝♦♥s✐❞❡r❡❞ ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥ ♣♦✐♥ts✳

❈♦♥s✐❞❡r✐♥❣ ❞r❛✇❞♦✇♥ ❞✐✛❡r❡♥❝❡s✱ ❡❛❝❤ ❞❡s✐❣♥ ✐♥❝❧✉❞❡s 3×6−1 = 17 ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥s✳

❍♦✇❡✈❡r✱ ❢♦r ❞❡s✐❣♥s ✐♥✈♦❧✈✐♥❣ t❤❡ ❡①tr❛❝t✐♦♥ ✇❡❧❧ t❤❡ ♣✉♠♣❡❞ s❝r❡❡♥ s❡❝t✐♦♥ ✐ts❡❧❢ ✇❛s

❡①❝❧✉❞❡❞ ❛s ❛♥ ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥ ♣♦✐♥t s✐♥❝❡ ✐♥ ✜❡❧❞ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s t❤❡ ❡①tr❛❝t✐♦♥ s❝r❡❡♥ ✐s

t②♣✐❝❛❧❧② ✐♥✢✉❡♥❝❡❞ ❜② ✇❡❧❧✲s❦✐♥ ❡✛❡❝ts ❛♥❞ ♣r❡ss✉r❡ ✢✉❝t✉❛t✐♦♥s ❝❛✉s❡❞ ❜② t❤❡ ♣✉♠♣✳

❚❤✉s✱ s✉❝❤ ❞❡s✐❣♥s ♦♥❧② ✐♥❝❧✉❞❡ ✶✻ ❞r❛✇❞♦✇♥ ❞✐✛❡r❡♥❝❡s✳ ❚❤❡r❡ ❛r❡ ✐♥ t♦t❛❧ nd ❂

✽✶✻ ♣♦ss✐❜✐❧✐t✐❡s t♦ ❝♦♠❜✐♥❡ t❤r❡❡ ♦✉t ♦❢ ✶✽ ♠✉❧t✐✲❧❡✈❡❧ ♣✐❡③♦♠❡t❡rs✱ ♠❛❦✐♥❣ ✉♣ t❤❡

✐♥❞✐✈✐❞✉❛❧ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥t ❞❡s✐❣♥s dj✳ ❚❤❡ ❞❡s✐❣♥s ❛r❡ ❣r♦✉♣❡❞ ✐♥t♦ s❡ts ♥✉♠❜❡r❡❞ ✵ t♦

✶✺ ❛❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ t❤❡ ❞✐st❛♥❝❡ ♦❢ t❤❡ r❡s♣❡❝t✐✈❡ ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥ ✇❡❧❧ ❝❧♦s❡st t♦ t❤❡ ♣✉♠♣✐♥❣

✇❡❧❧ ✭❋✐❣✉r❡ ✹✳✶❛✮✳ ❲✐t❤✐♥ ♦♥❡ s❡t✱ t❤❡ ❞❡s✐❣♥s ❛r❡ s♦rt❡❞ ❜② s❤✐❢t✐♥❣ t❤❡ ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥

✇❡❧❧s ❢✉rt❤❡r ♦✉t✇❛r❞s✱ st❛rt✐♥❣ ✇✐t❤ t❤❡ ♦✉t❡r♠♦st ✇❡❧❧ ✉♥t✐❧ ✐t r❡❛❝❤❡s t❤❡ ❧❛st ♣♦ss✐❜❧❡

r❛❞✐❛❧ ❞✐st❛♥❝❡ ✭❋✐❣✉r❡ ✹✳✸✮✳

■♥ ❡❛❝❤ ❞❡s✐❣♥ dj✱ t❤❡ ❧♦✇❡r♠♦st ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥ ♣♦✐♥t ♦❢ t❤❡ ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥ ✇❡❧❧ ❝❧♦s❡st t♦

t❤❡ ♣✉♠♣✐♥❣ ✇❡❧❧ ❝♦♥st✐t✉t❡s t❤❡ r❡❢❡r❡♥❝❡ ♣♦✐♥t ❢♦r ❣❡♥❡r❛t✐♥❣ ❞r❛✇❞♦✇♥ ❞✐✛❡r❡♥❝❡s

∆s✳ ❋♦r t❤❡ ♣❛rt✐❝✉❧❛r ❝❛s❡ t❤❛t ✇❛t❡r ✐s ❡①tr❛❝t❡❞ ❛t t❤❡ ❧♦✇❡r♠♦st ❞❡♣t❤ ✇❤❡♥ ❛♥❛❧②③✲

✐♥❣ ❞❡s✐❣♥s ♦❢ s❡t ✵✱ t❤❡ r❡❢❡r❡♥❝❡ ♣♦✐♥t ✐s ❝❤❛♥❣❡❞ t♦ t❤❡ s❡❝♦♥❞ ❧♦✇❡r♠♦st ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥

♣♦✐♥t ❢♦r ❣❡♥❡r❛t✐♥❣ ∆s✳ ❊❛❝❤ s✐♠✉❧❛t❡❞ ❞r❛✇❞♦✇♥ ♦❢ t❤❡ ✈✐rt✉❛❧ r❡❛❧✐t✐❡s ✇❛s ✐♥❞❡✲

♣❡♥❞❡♥t❧② ♣❡rt✉r❜❡❞ ❜② ❛ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥t ❡rr♦r εs ❞r❛✇♥ ❢r♦♠ ❛ ♥♦r♠❛❧ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ✇✐t❤

③❡r♦ ♠❡❛♥ ❛♥❞ st❛♥❞❛r❞ ❞❡✈✐❛t✐♦♥ σs ❂ ✸ ♠♠ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ t♦ t❤❡ r❡s♦❧✉t✐♦♥ ♦❢ t❤❡

✐♥t❡♥❞❡❞ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥t ❞❡✈✐❝❡ ✐♥ ❛ ✜❡❧❞ t❡st✳

✹✳✶✳✹ ●❡♥❡r❛t✐♥❣ ❘❡❛❧✐③❛t✐♦♥s ♦❢ ❍②❞r❛✉❧✐❝ ❈♦♥❞✉❝t✐✈✐t② ❛s ❱✐r✲

t✉❛❧ ❘❡❛❧✐t✐❡s ❛♥❞ ❢♦r ▼♦❞❡❧ ❈❛❧✐❜r❛t✐♦♥

❚❤❡ ❡♥s❡♠❜❧❡ ♦❢ ✈✐rt✉❛❧ r❡❛❧✐t✐❡s ✇✐t❤ t❤❡ ♣❛r❛♠❡t❡r s❡ts x0 ❝♦♥t❛✐♥s nr = 20, 000 r❡✲

❛❧✐③❛t✐♦♥s ♦❢ ❤✐❣❤❧② r❡s♦❧✈❡❞ ✈❡rt✐❝❛❧ ♣r♦✜❧❡s ♦❢ ❤②❞r❛✉❧✐❝ ❝♦♥❞✉❝t✐✈✐t②✳ ❚♦✇❛r❞s t❤✐s

❡♥❞✱ ♠✉❧t✐ ●❛✉ss✐❛♥ ♦♥❡✲❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧ ✜❡❧❞s ♦❢ t❤❡ ❤♦r✐③♦♥t❛❧ ❧♦❣✲❤②❞r❛✉❧✐❝ ❝♦♥❞✉❝t✐✈✐t②

✇❡r❡ ❣❡♥❡r❛t❡❞ ✇✐t❤ ❛♥ ❡①♣♦♥❡♥t✐❛❧ ❝♦✈❛r✐❛♥❝❡ ❢✉♥❝t✐♦♥ ♦❢ ✉♥❝❡rt❛✐♥ ♠❡❛♥✱ ✈❛r✐❛♥❝❡✱

❛♥❞ ❝♦rr❡❧❛t✐♦♥ ❧❡♥❣t❤✳ ❋♦r ❡❛❝❤ r❡❛❧✐③❛t✐♦♥ t❤❡ ♠❡❛♥✱ ✈❛r✐❛♥❝❡✱ ❛♥❞ ❝♦rr❡❧❛t✐♦♥ ❧❡♥❣t❤

✇❡r❡ ❞r❛✇♥ ❢r♦♠ ❛ ✉♥✐❢♦r♠ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ♦♥ t❤❡ ✐♥t❡r✈❛❧ ♦❢ t❤❡ r❡s♣❡❝t✐✈❡ ♠✐♥✐♠✉♠ ❛♥❞

✷✾
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♠❛①✐♠✉♠ ✭❚❛❜❧❡ ✹✳✶❜✮ ❜❡❢♦r❡ ❣❡♥❡r❛t✐♥❣ t❤❡ ❛✉t♦❝♦rr❡❧❛t❡❞ ✈❡rt✐❝❛❧ ♣r♦✜❧❡ ♦❢ ❧♥Kr(z)✳

❋✐❣✉r❡ ✺❛ s❤♦✇s t❤❡ ❡①❛♠♣❧❡ ♦❢ ❛ ❤✐❣❤❧② r❡s♦❧✈❡❞ ❝♦♥❞✉❝t✐✈✐t② ♣r♦✜❧❡ ✇✐t❤ t❤❡ ❜❧✉❡ ❧✐♥❡

♠❛r❦✐♥❣ t❤❡ ❧♦❝❛❧ ❤♦r✐③♦♥t❛❧ ❝♦♥❞✉❝t✐✈✐t② ❛♥❞ t❤❡ r❡❞ ❧✐♥❡ t❤❡ s❧✐❣❤t❧② s♠❛❧❧❡r ✈❡rt✐❝❛❧

❝♦♥❞✉❝t✐✈✐t②✳ ❚♦ ♦❜t❛✐♥ ❧♦❝❛❧ ✈❛❧✉❡s ♦❢ t❤❡ ✈❡rt✐❝❛❧ ❤②❞r❛✉❧✐❝ ❝♦♥❞✉❝t✐✈✐t②✱ ❛ r❛♥❞♦♠

❧♦❝❛❧ ❛♥✐s♦tr♦♣② ❢❛❝t♦r ❜❡t✇❡❡♥ ✶ ❛♥❞ ✷ ✇❛s ❡♠♣❧♦②❡❞ ✉s✐♥❣ t❤❡ ❝✉♠✉❧❛t✐✈❡ ❞✐str✐❜✉✲

t✐♦♥ ❢✉♥❝t✐♦♥ ♦❢ ❛ st❛♥❞❛r❞ ♥♦r♠❛❧ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ s❤✐❢t❡❞ ❜② ✶✳ ❊❛❝❤ ❤✐❣❤❧② r❡s♦❧✈❡❞

❚❛❜❧❡ ✹✳✶✿ P❛r❛♠❡t❡rs ♦❢ t❤❡ t❡sts ❝❛s❡✳

❛✳ P✉♠♣✐♥❣ r❛t❡ ✐♥ ❤②❞r❛✉❧✐❝ t❡sts
❍②❞r❛✉❧✐❝ t❡sts ❉❡✇❛t❡r✐♥❣ s❝❡♥❛r✐♦

P✉♠♣✐♥❣ r❛t❡ Qw ✵✳✵✵✹ m3✴s ✲
❜✳ ❘❛♥❣❡s ♦❢ st❛t✐st✐❝❛❧ ❤②♣❡r✲♣❛r❛♠❡t❡rs ♦❢ lnK

▼✐♥✐♠✉♠ ▼❛①✐♠✉♠
▼❡❛♥ ✲✶✶✳✺ ✲✹✳✻
❱❛r✐❛♥❝❡ ✵✳✺ ✸
❈♦rr❡❧❛t✐♦♥ ❧❡♥❣t❤ ✵✳✶♠ ✶✳✺♠
❝✳ ❙♣❛t✐❛❧ ❞✐s❝r❡t✐③❛t✐♦♥

❍②❞r❛✉❧✐❝ t❡sts ❉❡✇❛t❡r✐♥❣ s❝❡♥❛r✐♦
❱❡rt✐❝❛❧ ❞✐s❝r❡t✐③❛t✐♦♥ ✵✳✵✷✺♠ ✵✳✵✷✺♠

❘❛❞✐❛❧ ❞✐s❝r❡t✐③❛t✐♦♥
▲♦❣❛r✐t❤♠✐❝❛❧❧② ✐♥❝r❡❛s✐♥❣ ❢r♦♠ ✇❡❧❧
r❛❞✐✉s rw ❂ ✵✳✶♠ t♦ r❛❞✐✉s ❘ ❂ ✺✵♠

✵✳✶♠ ❢♦r r❁rsheet ❂ ✺♠❀
▲♦❣❛r✐t❤♠✐❝❛❧❧② ✐♥❝r❡❛s✐♥❣ ❢r♦♠
rsheet t♦ r❛❞✐✉s ❘ ❂ ✺✵♠

❤②❞r❛✉❧✐❝ ❝♦♥❞✉❝t✐✈✐t② ✜❡❧❞✱ r❡♣r❡s❡♥t✐♥❣ ❛ ✈✐rt✉❛❧ r❡❛❧✐t②✱ ✇❛s ♣❛rt✐❛❧❧② ✉♣s❝❛❧❡❞ t♦

♦❜t❛✐♥ t❤❡ ❝❛♥❞✐❞❛t❡ ♣❛r❛♠❡t❡r ✜❡❧❞s ♦❢ t❤❡ nm Ö nr r❡❛❧✐③❛t✐♦♥s ♦❢ s✐♠♣❧✐✜❡❞ ♠♦❞❡❧s✳

❚❤❡ ✜rst ❝♦♥❝❡♣t✉❛❧ ♠♦❞❡❧ ❛ss✉♠❡s ❛ s✐♥❣❧❡ ❤♦♠♦❣❡♥❡♦✉s ❛♥✐s♦tr♦♣✐❝ ❧❛②❡r✱ ❞❡♥♦t❡❞ ✶✲

❧❛②❡r ♠♦❞❡❧✳ ❚❤❡ s❡❝♦♥❞ ♠♦❞❡❧ ❛ss✉♠❡s t✇♦ ❧❛②❡rs ♦❢ ❡q✉❛❧ t❤✐❝❦♥❡ss✱ t❤❡ t❤✐r❞ ♠♦❞❡❧

t❤r❡❡ ❧❛②❡rs ❛♥❞ t❤❡ ❢♦✉rt❤ ♠♦❞❡❧ s✐① ❧❛②❡rs✱ ❞❡♥♦t❡❞ ✷✲✱ ✸✲✱ ❛♥❞ ✻✲❧❛②❡r ♠♦❞❡❧✱ r❡s♣❡❝✲

t✐✈❡❧②✳ ❚❤❡ ♣❛rt✐❛❧ ✉♣s❝❛❧✐♥❣ ♦❢ t❤❡ ❤✐❣❤❧② r❡s♦❧✈❡❞Kr✲✜❡❧❞ ❛♥❞ Kz✲✜❡❧❞ ✇❡r❡ ♣❡r❢♦r♠❡❞

❛❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ ❡q✳ ✭✷✳✶✵✮ ❛♥❞ ❡q✳ ✭✷✳✶✶✮✱ r❡s♣❡❝t✐✈❡❧②✳

❋✐❣✉r❡ ✹✳✹❜ ✐❧❧✉str❛t❡s t❤❡ ♣❛rt✐❛❧❧② ✉♣s❝❛❧❡❞ ❝♦♥❞✉❝t✐✈✐t② ♣r♦✜❧❡s ❛❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ t❤❡

✶✲✱ ✷✲✱ ✸✲ ❛♥❞ ✻✲❧❛②❡r ♠♦❞❡❧ ❞❡r✐✈❡❞ ❢r♦♠ t❤❡ ❤✐❣❤❧② r❡s♦❧✈❡❞ ♣r♦✜❧❡ s❤♦✇♥ ✐♥ ❋✐❣✉r❡

✹✳✹❛✳ Keff
r ❛♥❞Keff

z ♦❢ t❤❡ ✶✲❧❛②❡r ♠♦❞❡❧ r❡♣r❡s❡♥t t❤❡ ❢✉❧❧② ✉♣s❝❛❧❡❞ r❛❞✐❛❧ ❛♥❞ ✈❡rt✐❝❛❧

❝♦♥❞✉❝t✐✈✐t✐❡s ❛♥❞ ❛❝t ❜♦t❤ ❛s ❛ ❝❛♥❞✐❞❛t❡ ✐♥ t❤❡ ❝❛❧✐❜r❛t✐♦♥ ❡①❡r❝✐s❡ ❛♥❞ ❛s ❛❧t❡r♥❛t✐✈❡

t❛r❣❡ts t ♦❢ t❤❡ ♦✈❡r❛❧❧ ♦♣t✐♠✐③❛t✐♦♥✳

✸✵
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❋✐❣✉r❡ ✹✳✹✿ ❊①❛♠♣❧❡ ♦❢ ✈❡rt✐❝❛❧ ♣r♦✜❧❡s ♦❢ ❤♦r✐③♦♥t❛❧ ❛♥❞ ✈❡rt✐❝❛❧ ❤②❞r❛✉❧✐❝ ❝♦♥❞✉❝✲
t✐✈✐t②✱ Kr ❛♥❞ Kz✱ r❡s♣❡❝t✐✈❡❧②✳ ✭❛✮ ❍✐❣❤❧② r❡s♦❧✈❡❞ ♣r♦✜❧❡ ✉s❡❞ ❛s ✈✐rt✉❛❧ r❡❛❧✐t②❀ ✭❜✮
♣❛rt✐❛❧❧② ✉♣s❝❛❧❡❞ ♣r♦✜❧❡s ♦❢ Kr ❛♥❞ Kz ❛❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ t❤❡ ♠♦❞❡❧s ♦❢ ✶✱ ✷✱ ✸✱ ❛♥❞ ✻ ❤♦r✲
✐③♦♥t❛❧ ❧❛②❡rs ✉s❡❞ ❛s ❝❛♥❞✐❞❛t❡ ✜❡❧❞s ✐♥ t❤❡ ❝❛❧✐❜r❛t✐♦♥✲♠✐♠✐❝r②✳ ✭❢r♦♠ ▼❛✐❡r ❡t ❛❧✳✱
✷✵✷✵✮

✸✶
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✹✳✶✳✺ ◆✉♠❡r✐❝❛❧ ■♠♣❧❡♠❡♥t❛t✐♦♥ ❛♥❞ ❈♦♠♣✉t❛t✐♦♥❛❧ ❊✛♦rt

❚❤❡ ❡♥t✐r❡ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥❛❧ ❝♦❞❡ ✇❛s ✇r✐tt❡♥ ✐♥ ▼❛t❧❛❜✳ ❚❤❡ ❣❡♥❡r❛t✐♦♥ ♦❢ ❤✐❣❤❧②✲r❡s♦❧✈❡❞

❛✉t♦✲❝♦rr❡❧❛t❡❞ ❤②❞r❛✉❧✐❝✲❝♦♥❞✉❝t✐✈✐t② ✜❡❧❞s ✇❛s ❞♦♥❡ ❜② t❤❡ s♣❡❝tr❛❧ ❛♣♣r♦❛❝❤ ♦❢ ❉✐✲

❡tr✐❝❤ ❛♥❞ ◆❡✇s❛♠ ✭✶✾✾✸✮✱ ✇❤❡r❡❛s t❤❡ ✢♦✇ ✜❡❧❞s ✇❡r❡ ❝♦♠♣✉t❡❞ ❜② ❝♦♥❢♦r♠✐♥❣ ❋✐♥✐t❡

❊❧❡♠❡♥ts ✉s✐♥❣ ❜✐❧✐♥❡❛r ❡❧❡♠❡♥ts ♦♥ ❛ r❡❝t❛♥❣✉❧❛r ❣r✐❞✳

❲✐t❤ t❤❡ ❡♥s❡♠❜❧❡ s✐③❡ ♦❢ nr ❂ ✷✵✱✵✵✵ r❡❛❧✐③❛t✐♦♥s✱ ✻ Ö ✷✵✱✵✵✵ ❂ ✶✷✵✱✵✵✵ ❞r❛✇❞♦✇♥

✜❡❧❞s ♦❢ t❤❡ ❤②❞r❛✉❧✐❝ t❡sts ❤❛❞ t♦ ❜❡ s✐♠✉❧❛t❡❞ ✉s✐♥❣ t❤❡ ✈✐rt✉❛❧ tr✉t❤s✱ ♦♥❡ ❢♦r ❡❛❝❤

♦❢ t❤❡ s✐① ❡①tr❛❝t✐♦♥ ❞❡♣t❤s ❛♥❞ ❢♦r ❡❛❝❤ r❡❛❧✐③❛t✐♦♥✳ ❋r♦♠ t❤✐s✱ ❛❧❧ ❤②♣♦t❤❡t✐❝❛❧ ♠❡❛✲

s✉r❡♠❡♥t ✈❛❧✉❡s ❢♦r ❛❧❧ ✽✶✻ ❞❡s✐❣♥s ❛♥❞ ✷✵✱✵✵✵ r❡❛❧✐③❛t✐♦♥s ❝♦✉❧❞ ❜❡ ❝♦♥str✉❝t❡❞✳ ❆❧s♦✱

✷✵✱✵✵✵ s✐♠✉❧❛t✐♦♥s ♦❢ t❤❡ ❞❡✇❛t❡r✐♥❣ ❡①❛♠♣❧❡ ❤❛❞ t♦ ❜❡ ♣❡r❢♦r♠❡❞ ✉s✐♥❣ t❤❡ ✈✐rt✉❛❧

r❡❛❧✐t✐❡s ✐♥ ♦r❞❡r t♦ ♦❜t❛✐♥ t❤❡ ❝♦rr❡❝t ✈❛❧✉❡s ♦❢ t❤❡ t❛r❣❡t q✉❛♥t✐t② ❢♦r ❙t❡♣ ✺✳ ■♥❢♦r✲

♠❛t✐♦♥ ♦♥ t❤❡ ❞✐s❝r❡t✐③❛t✐♦♥ ♦❢ ❜♦t❤ ♥✉♠❡r✐❝❛❧ ♠♦❞❡❧s ✐s ❣✐✈❡♥ ✐♥ ❚❛❜❧❡ ✹✳✶❝✳

❚❤❡ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥❛❧ ❡✛♦rt ❢♦r t❤❡ s✐♠✉❧❛t✐♦♥s ✉s✐♥❣ t❤❡ s✐♠♣❧✐✜❡❞ ❝♦♥❝❡♣t✉❛❧ ♠♦❞❡❧s ✇❛s

❢♦✉r t✐♠❡s ❧❛r❣❡r ❜❡❝❛✉s❡ ❢♦✉r ❝♦♥❝❡♣t✉❛❧ ♠♦❞❡❧s ✇❡r❡ t❡st❡❞✳

❆❧❧ ♦t❤❡r st❡♣s ❢♦❧❧♦✇❡❞ t❤❡ ♣r♦❝❡❞✉r❡ ♦✉t❧✐♥❡❞ ✐♥ ❙❡❝t✐♦♥ ✸✳✶✿

❼ ❚❤❡ ❧♦❝❛t✐♦♥s ♦❢ ❛❧❧ ♣♦t❡♥t✐❛❧ ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥ ♣♦✐♥ts ✇❡r❡ ♣❡rt✉r❜❡❞ ✐♥ ❛❧❧ r❡❛❧✐③❛t✐♦♥s

♦❢ t❤❡ ✈✐rt✉❛❧ tr✉t❤✳ ❚❤❡ s✐♠✉❧❛t❡❞ ❞r❛✇❞♦✇♥ ✈❛❧✉❡s ❛t t❤❡s❡ ❧♦❝❛t✐♦♥s ✇❡r❡ t❤❡♥

♣✐❝❦❡❞ ❛♥❞ ♣❡rt✉r❜❡❞ ✇✐t❤ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥t ♥♦✐s❡✳ ❚❤❡ r✐❣❤t ❞r❛✇❞♦✇♥ ❞✐✛❡r❡♥❝❡s

✇❡r❡ ❛ss✐❣♥❡❞ t♦ t❤❡ r✐❣❤t ♠❡❛s✉r❡♠❡♥t ❞❡s✐❣♥s t♦ ♦❜t❛✐♥ t❤❡ ✈✐rt✉❛❧ ♠❡❛s✉r❡✲

♠❡♥ts y0(pi(dj) + εpi(dj),l, l + εy0(pi(dj),l) ❢♦r ❛❧❧ r❡❛❧✐③❛t✐♦♥s l ♦❢ t❤❡ ✈✐rt✉❛❧ tr✉t❤

❛♥❞ ❛❧❧ ❞❡s✐❣♥s dj ✭♣❛rt ♦❢ ❙t❡♣ ✸ ✐♥ ❋✐❣✉r❡ ✸✳✶✮✳

❼ ❚❤❡ t❛r❣❡t q✉❛♥t✐t✐❡s Keff
r (l)✱ Keff

z (l)✱ ❛♥❞ Qd(l) ✇❡r❡ ❝♦♠♣✉t❡❞ ❢♦r ❛❧❧ r❡❛❧✐③❛✲

t✐♦♥s (l) ♦❢ t❤❡ ✈✐rt✉❛❧ tr✉t❤ ✭♣❛rt ♦❢ ❙t❡♣ ✸ ✐♥ ❋✐❣✉r❡ ✸✳✶✮✳

❼ ❚❤❡ s✐♠✉❧❛t❡❞ ❞r❛✇❞♦✇♥ ✈❛❧✉❡s ✇❡r❡ ♣✐❝❦❡❞ ❛t ❛❧❧ ✉♥♣❡rt✉r❜❡❞ ♣♦t❡♥t✐❛❧ ♦❜s❡r✈❛✲

t✐♦♥ ♣♦✐♥ts ✐♥ ❛❧❧ r❡❛❧✐③❛t✐♦♥s ♦❢ ❛❧❧ ❢♦✉r ❝❛♥❞✐❞❛t❡ ♠♦❞❡❧s ❛♥❞ t❤❡ r✐❣❤t ❞r❛✇❞♦✇♥

❞✐✛❡r❡♥❝❡s ✇❡r❡ ❛ss✐❣♥❡❞ t♦ t❤❡ r✐❣❤t ♠❡❛s✉r❡♠❡♥t ❞❡s✐❣♥s t♦ ♦❜t❛✐♥ t❤❡ s✐♠✉✲

❧❛t❡❞ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥ts yk(pi(dj), λ) ♦❢ t❤❡ ❞✐✛❡r❡♥t ❝❛♥❞✐❞❛t❡ ♠♦❞❡❧s ✭♣❛rt ♦❢ ❙t❡♣

✸ ✐♥ ❋✐❣✉r❡ ✸✳✶✮✳

❼ ❚❤❡ ❜❡st✲❡st✐♠❛t❡ ❝❛❧✐❜r❛t✐♦♥ ✇❛s ♠✐♠✐❝❦❡❞ ❢♦r ❡❛❝❤ ✈✐rt✉❛❧ r❡❛❧✐t② l✱ ♠❡❛s✉r❡✲

♠❡♥t ❞❡s✐❣♥ dj ❛♥❞ ❝♦♥❝❡♣t✉❛❧ ♠♦❞❡❧ Mk ❛❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ ❡q✉❛t✐♦♥ ✸✳✷ ✭❙t❡♣ ✹ ✐♥

❋✐❣✉r❡ ✸✳✶✮✳

✸✷
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❼ ❚❤❡ ❝♦♠❜✐♥❛t✐♦♥ ♦❢ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥t ❞❡s✐❣♥ dj ❢♦r ❛ ❣✐✈❡♥ ❝♦♥❝❡♣t✉❛❧ ♠♦❞❡❧ Mk ✇❛s

❞❡t❡r♠✐♥❡❞ ✭♦r t❤❡ ❜❡st ❝♦♠❜✐♥❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❧❛tt❡r t✇♦✮ ❜② ✜♥❞✐♥❣ t❤❡ ♠✐♥✐♠✉♠ ♦❢

t❤❡ r♦♦t ♠❡❛♥ sq✉❛r❡❞ r❡❧❛t✐✈❡ ❡rr♦rs RMSEt
rel(dj, k) ❛❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ ❡q✉❛t✐♦♥ ✸✳✼

✇✐t❤ t ❜❡✐♥❣ Keff
r ✱ Keff

z ✱ ♦r Qd ✭❙t❡♣ ✺ ✐♥ ❋✐❣✉r❡ ✸✳✶✮✳

❚❤❡ ♦✈❡r❛❧❧ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥❛❧ ❡✛♦rt ♦♥ ❛ ❋✉❥✐ts✉ P✾✺✼ ✴ ♣♦✇❡r ❍✐❣❤ ❊♥❞ P❈ ✇❛s ✸✸✻✳✶

❤♦✉rs ✇❛❧❧✲❝❧♦❝❦ t✐♠❡✳

✹✳✷ ❘❡s✉❧ts ❛♥❞ ❉✐s❝✉ss✐♦♥

✹✳✷✳✶ ❘❡♣r♦❞✉❝t✐♦♥ ♦❢ ▼❡❛s✉r❡♠❡♥ts ❜② t❤❡ ❈❛❧✐❜r❛t❡❞ ▼♦❞❡❧s

❋✐❣✉r❡ ✹✳✺ ✐❧❧✉str❛t❡s t❤❡ r♦♦t ♠❡❛♥ sq✉❛r❡ ❡rr♦r RMSEy(dj, k) ✭s❡❡ ❡q✳ ✭✸✳✸✮✮ ♦❢ t❤❡

❜❡st✲✜t r❡❛❧✐③❛t✐♦♥s λopt ❢♦r ❡❛❝❤ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥t ❞❡s✐❣♥ dj ❛♥❞ ❝♦♥❝❡♣t✉❛❧✲♠♦❞❡❧ ❝❛♥❞✐✲

❞❛t❡ k ❛s ❝♦❧♦r❡❞ ❧✐♥❡s ✭r❡❞✿ ✶✲❧❛②❡r ♠♦❞❡❧✱ ❣r❡❡♥✿ ✷✲❧❛②❡r ♠♦❞❡❧✱ ❜❧✉❡❀ ✸✲❧❛②❡r ♠♦❞❡❧✱

❣♦❧❞✿ ✻✲❧❛②❡r ♠♦❞❡❧✮✳ ❚❤❡ RMSEy(dj, k)✲✈❛❧✉❡s q✉❛♥t✐❢② ❤♦✇ ✇❡❧❧ t❤❡ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥ts

s✐♠✉❧❛t❡❞ ❜② t❤❡ ❝❛❧✐❜r❛t❡❞ s✐♠♣❧✐✜❡❞ ♠♦❞❡❧s ❛❣r❡❡ ✇✐t❤ t❤❡ s✐♠✉❧❛t❡❞ ❛♥❞ ♣❡rt✉r❜❡❞

♠❡❛s✉r❡♠❡♥ts ♦❢ t❤❡ ✈✐rt✉❛❧ r❡❛❧✐t✐❡s ❛❢t❡r ♠✐♠✐❝❦✐♥❣ t❤❡ ❝❛❧✐❜r❛t✐♦♥ ✭❙t❡♣ ✹✮✳ ❋♦r ❝♦♠✲

♣❛r✐s♦♥ ❋✐❣✉r❡ ✹✳✺ ❛❧s♦ ❝♦♥t❛✐♥s ❛ ❜❧❛❝❦ ❧✐♥❡ r❡♣r❡s❡♥t✐♥❣ t❤❡ r♦♦t ♠❡❛♥ sq✉❛r❡❞ ✈❛❧✉❡

♦❢ t❤❡ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥ts ✐♥ t❤❡ ✈✐rt✉❛❧ r❡❛❧✐t✐❡s q✉❛♥t✐❢②✐♥❣ t❤❡ t♦t❛❧ str❡♥❣t❤ ♦❢ t❤❡ s✐❣♥❛❧✳

❇❡❝❛✉s❡ ❋✐❣✉r❡ ✹✳✺ s❤♦✇s t❤❡ RMSEy(dj, k)✲✈❛❧✉❡s ♦♥ ❛ s❡♠✐✲❧♦❣❛r✐t❤♠✐❝ s❝❛❧❡✱ t❤❡

❞✐st❛♥❝❡ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ❝♦❧♦r❡❞ ❛♥❞ t❤❡ ❜❧❛❝❦ ❧✐♥❡ ❝❛♥ ❜❡ ✐♥t❡r♣r❡t❡❞ ❛s r❡❧❛t✐✈❡ ❡rr♦r ♦❢

t❤❡ ❝❛❧✐❜r❛t✐♦♥✳ ❋♦r ❛❞❞✐t✐♦♥❛❧ ❝♦♠♣❛r✐s♦♥✱ t❤❡ ♠❡❛♥ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥t ❡rr♦r ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ ✐♥

t❤❡ ✜❡❧❞ t❡sts ✇❛s ❝♦♠♣✉t❡❞ ✭♣✉r♣❧❡ ❧✐♥❡ ✐♥ ❋✐❣✉r❡ ✹✳✺✮✳

❋✐rst✱ ❛ ❞✐s❝✉ss✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❣❡♥❡r❛❧ tr❡♥❞s ✐s ♣r♦✈✐❞❡❞✿ ❆s ❞❡s❝r✐❜❡❞ ✐♥ ❙❡❝t✐♦♥ ✹✳✶✳✸✱

t❤❡ ❞❡s✐❣♥s ❛r❡ s♦rt❡❞ ✐♥t♦ s❡ts ❝♦♠♣r✐s✐♥❣ ❛❧❧ ❞❡s✐❣♥s ✇✐t❤ t❤❡ s❛♠❡ ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥ ✇❡❧❧

❝❧♦s❡st t♦ t❤❡ ♣✉♠♣✐♥❣ ✇❡❧❧✳ ❙❡t ✵ ✐♥❝❧✉❞❡s t❤❡ ♥♦♥✲♣✉♠♣❡❞ ✇❡❧❧ s❝r❡❡♥s ♦❢ t❤❡ ♣✉♠♣✐♥❣

✇❡❧❧ ❛s ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥ ♣♦✐♥ts ✭s❡❡ ❋✐❣✉r❡ ✹✳✶❛✮✳ ❆s s❡❡♥ ✐♥ ❋✐❣✉r❡ ✹✳✺✱ t❤❡ RMSEy(dj, k)✲

✈❛❧✉❡s ✐♥ ❣❡♥❡r❛❧ ❞❡❝r❡❛s❡ ✇✐t❤ ✐♥❝r❡❛s✐♥❣ ❞✐st❛♥❝❡ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ♣✉♠♣✐♥❣ ✇❡❧❧ ❛♥❞ t❤❡

✜rst ♠✉❧t✐✲❧❡✈❡❧ ♣✐❡③♦♠❡t❡r ❛♥❞ ❛♣♣r♦❛❝❤ t❤❡ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥t ❡rr♦r ✭s❡❡ ♣✉r♣❧❡ ❧✐♥❡ ♦❢

❋✐❣✉r❡ ✹✳✺✮✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ ❛❧s♦ t❤❡ ♠❡❛s✉r❡❞ ❞r❛✇❞♦✇♥✲❞✐✛❡r❡♥❝❡s ❞❡❝r❡❛s❡ ✭s❡❡ ❜❧❛❝❦ ❧✐♥❡

♦❢ ❋✐❣✉r❡ ✹✳✺✮ s♦ t❤❛t t❤❡ r❡❧❛t✐✈❡ ♠✐s✜ts ❢♦r ❛ ❣✐✈❡♥ ❝♦♥❝❡♣t✉❛❧ ♠♦❞❡❧ ❞♦ ♥♦t ❞✐✛❡r s♦

str♦♥❣❧② ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ❞✐✛❡r❡♥t ❞❡s✐❣♥ s❡ts✳

✸✸
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❋✐❣✉r❡ ✹✳✺✿ ❘♦♦t ♠❡❛♥ sq✉❛r❡ ❡rr♦r RMSEy(dj, k) ♦❢ t❤❡ ❜❡st✲✜t ♦❢ t❤❡ ✶✲✱ ✷✲✱ ✸✲✱ ❛♥❞
✻✲❧❛②❡r ♠♦❞❡❧s ✐♥ ♠❡❡t✐♥❣ t❤❡ ❞r❛✇❞♦✇♥ ❞✐✛❡r❡♥❝❡s ♦❢ t❤❡ ✈✐rt✉❛❧ r❡❛❧✐t② ❛s ❢✉♥❝t✐♦♥ ♦❢
t❤❡ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥t ❞❡s✐❣♥✳ ❇❧❛❝❦ ❧✐♥❡✿ r♦♦t ♠❡❛♥ sq✉❛r❡❞ ✈❛❧✉❡s ♦❢ t❤❡ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥ts✳
P✉r♣❧❡ ❧✐♥❡✿ ▼❡❛s✉r❡♠❡♥t ❡rr♦r ❡①♣❡❝t❡❞ ❢r♦♠ t❤❡ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥t ❞❡✈✐❝❡s ❡♠♣❧♦②❡❞ ✐♥
✜❡❧❞ t❡sts✳ ✭❢r♦♠ ▼❛✐❡r ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✷✵✮

❆s ❝❛♥ ❜❡ s❡❡♥ ❜② t❤❡ ✐❧❧✉str❛t✐✈❡ ❞r❛✇❞♦✇♥ ❝♦♥t♦✉r✲❧✐♥❡s ✐♥ ❋✐❣✉r❡ ✹✳✶❛✱ t❤❡ ✈❡rt✐❝❛❧

✈❛r✐❛t✐♦♥ ✐♥ ❞r❛✇❞♦✇♥ ❞❡❝r❡❛s❡s ✇✐t❤ ✐♥❝r❡❛s✐♥❣ ❞✐st❛♥❝❡ t♦ t❤❡ ♣✉♠♣✐♥❣ ✇❡❧❧ s♦ t❤❛t

❛ ❞✐st✐♥❝t✐♦♥ ❜❡t✇❡❡♥ ♠♦❞❡❧s ✇✐t❤ ♠❛♥② ♦r ❢❡✇ ❧❛②❡rs ❜❡❝♦♠❡s ❤❛r❞❧② ♣♦ss✐❜❧❡ ✇❤❡♥

♦♥❧② ❞✐st❛♥t ♠✉❧t✐✲❧❡✈❡❧ ♣✐❡③♦♠❡t❡rs ❛r❡ ❝♦♥s✐❞❡r❡❞✳ ❋♦r t❤❡ s❛♠❡ r❡❛s♦♥✱ t❤❡ ✐♠♣r❡❝✐s❡

❧♦❝❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥ ♣♦✐♥ts ✐♥ t❤❡ ✈✐rt✉❛❧ r❡❛❧✐t✐❡s ❤❛s ❛ ❤✐❣❤❡r ❡✛❡❝t ♦♥ t❤❡

❛❜s♦❧✉t❡ ❛♥❞ r❡❧❛t✐✈❡ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥t ❡rr♦r ❢♦r ❝❧♦s❡✲❜② t❤❛♥ ❢♦r ❢❛r✲❛✇❛② ♣✐❡③♦♠❡t❡rs✳

❍♦✇❡✈❡r✱ s✉❝❤ ♠✐s♣❧❛❝❡♠❡♥ts ✇❡r❡ ♥♦t ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ ❢♦r ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥s ❛t t❤❡ ♥♦♥✲♣✉♠♣❡❞

✇❡❧❧ s❝r❡❡♥s ♦❢ t❤❡ ♣✉♠♣✐♥❣ ✇❡❧❧✳ ❚❤❡ ❧❛tt❡r ♠❛② ❡①♣❧❛✐♥ ✇❤②✱ ❝♦♥tr❛r② t♦ t❤❡ ❣❡♥❡r❛❧

tr❡♥❞✱ t❤❡ ❞❡s✐❣♥ s❡t ✶ r❡s✉❧ts ✐♥ ❧❛r❣❡r ❝❛❧✐❜r❛t✐♦♥ ❡rr♦rs t❤❛♥ t❤❡ ❞❡s✐❣♥ s❡t ✵✳

✸✹
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■♥ ❛ ♥❡①t st❡♣✱ t❤❡ ♠♦❞❡❧s ❛r❡ ❝♦♠♣❛r❡❞✿ ❖❜✈✐♦✉s❧②✱ ❢♦r ❛❧❧ ❞❡s✐❣♥s✱ t❤❡ ✻✲❧❛②❡r ♠♦❞❡❧

s❤♦✇s t❤❡ s♠❛❧❧❡st ♠✐s✜t ♦❢ t❤❡ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥ts✳ ❚❤✐s ❝♦♥✜r♠s t❤❡ tr✐✈✐❛❧ ❡①♣❡❝t❛t✐♦♥

t❤❛t ❛ ♠♦❞❡❧ ✇✐t❤ ❛ ❤✐❣❤❡r s♣❛t✐❛❧ r❡s♦❧✉t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❤②❞r❛✉❧✐❝ ❝♦♥❞✉❝t✐✈✐t② ❝❛♥ r❡♣r♦❞✉❝❡

♠❡❛s✉r❡♠❡♥ts ❜❡tt❡r t❤❛♥ ❛ ♠♦❞❡❧ ✇✐t❤ ❛ ❝♦❛rs❡r r❡s♦❧✉t✐♦♥✳ ■♥ t❤❡ ❞❡s✐❣♥ s❡t ✐♥❝❧✉❞✐♥❣

t❤❡ ❡①tr❛❝t✐♦♥ ✇❡❧❧ ❛s ❛ ♣✐❡③♦♠❡t❡r✱ t❤❡ ✷✲✱ ❛♥❞ ✸✲❧❛②❡r ♠♦❞❡❧s ♣❡r❢♦r♠ s✐♠✐❧❛r❧② ✇❡❧❧ ❛s

t❤❡ ✻✲❧❛②❡r ♠♦❞❡❧✱ ✇❤❡r❡❛s t❤❡ RMSEy(dj, k)✲❝✉r✈❡s ♦❢ t❤❡ ♠♦❞❡❧ ❝❛♥❞✐❞❛t❡s s❡♣❛r❛t❡

✇❤❡♥ ❝♦♥s✐❞❡r✐♥❣ ❞❡s✐❣♥s ♦❢ ❧❛r❣❡r s❡t ♥✉♠❜❡rs✳ ❚❤✐s ❛❧s♦ ❛❝❝♦✉♥ts ❢♦r t❤❡ ✶✲❧❛②❡r

♠♦❞❡❧ ✇❤✐❝❤ ♣❡r❢♦r♠s ✇♦rst ❢♦r ❛❧❧ ❞❡s✐❣♥s✱ ❢♦❧❧♦✇❡❞ ❜② t❤❡ ✷✲ ❛♥❞ ✸✲❧❛②❡r ♠♦❞❡❧s✳ ❚❤❡

✐♥❝r❡❛s❡❞ s♣r❡❛❞✐♥❣ ❜❡t✇❡❡♥ ♠♦❞❡❧ ❝❛♥❞✐❞❛t❡s ✇✐t❤ ✐♥❝r❡❛s❡❞ s❡t ♥✉♠❜❡r ✭♣r♦♥♦✉♥❝❡❞

❜② t❤❡ ❧♦❣❛r✐t❤♠✐❝ s❝❛❧✐♥❣ ✐♥ ❋✐❣✉r❡ ✹✳✺✮ r❡s✉❧ts ❢r♦♠ t❤❡ ❞❡❝r❡❛s❡ ✐♥ s✐❣♥❛❧ ✭s❡❡ ❜❧❛❝❦ ❧✐♥❡

✐♥ ❋✐❣✉r❡ ✹✳✺✮ s✉❣❣❡st✐♥❣ t❤❛t ✐♥❝r❡❛s✐♥❣ t❤❡ s♣❛t✐❛❧ r❡s♦❧✉t✐♦♥ ♦❢ ❛ ♠♦❞❡❧ ❢♦r r❡♣r♦❞✉❝✐♥❣

♠❡❛s✉r❡♠❡♥ts ❡s♣❡❝✐❛❧❧② ♠❛tt❡rs ✇❤❡♥ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥ts ❛r❡ ❛✤✐❝t❡❞ ✇✐t❤ ❛ s♠❛❧❧ s✐❣♥❛❧

str❡♥❣t❤✳

✹✳✷✳✷ Pr❡❞✐❝t✐✈❡ P❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ♦❢ ❈❛❧✐❜r❛t❡❞ ▼♦❞❡❧s

❲❤✐❧❡ t❤❡ ✻✲❧❛②❡r ♠♦❞❡❧ ✐s ❜❡st ✐♥ r❡♣r♦❞✉❝✐♥❣ t❤❡ ♦❜s❡r✈❡❞ ❞r❛✇❞♦✇♥✲❞✐✛❡r❡♥❝❡s✱ t❤✐s

❞♦❡s ♥♦t ❣✉❛r❛♥t❡❡ t❤❛t ✐t ✐s ❛❧s♦ ❜❡st ✐♥ ♣r❡❞✐❝t✐♥❣ t❤❡ ❞❡s✐r❡❞ t❛r❣❡t q✉❛♥t✐t✐❡s✱ ❛s

t❤❡r❡ ✐s t❤❡ ❞❛♥❣❡r ♦❢ ♦✈❡r✜tt✐♥❣✳ ❚♦ ❛ss❡ss t❤❡ ♣r❡❞✐❝t✐✈❡ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ♦❢ t❤❡ ♠♦❞❡❧s✱

t❤❡ r❡❧❛t✐✈❡ ❡rr♦r ✇❛s ❝♦♠♣✉t❡❞ ✐♥ ♣r❡❞✐❝t✐♥❣ t❤❡ t❛r❣❡t q✉❛♥t✐t✐❡s ♦❢ t❤❡ ❞❡✇❛t❡r✐♥❣

✢✉① Qd✱ t❤❡ ❡✛❡❝t✐✈❡ r❛❞✐❛❧ ❤②❞r❛✉❧✐❝ ❝♦♥❞✉❝t✐✈✐t② Keff
r ✉♣s❝❛❧❡❞ ♦✈❡r t❤❡ ❢✉❧❧ ❛q✉✐❢❡r

t❤✐❝❦♥❡ss✱ ❛♥❞ t❤❡ ❡q✉❛❧❧② ❡✛❡❝t✐✈❡ ✈❡rt✐❝❛❧ ❤②❞r❛✉❧✐❝ ❝♦♥❞✉❝t✐✈✐t② Keff
z ✳

❋✐rst✱ t❤❡ ❡♠♣✐r✐❝❛❧ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② ✐s r❡♣♦rt❡❞ t❤❛t ❛ ♣❛rt✐❝✉❧❛r ❝❛❧✐❜r❛t❡❞ ♠♦❞❡❧ Mk

♣❡r❢♦r♠s ❜❡st ✐♥ ♠❡❡t✐♥❣ ❛♥ ✐♥❞✐✈✐❞✉❛❧ t❛r❣❡t q✉❛♥t✐t② t ❢♦r ❛ ❣✐✈❡♥ ❞❡s✐❣♥ dj ♦✈❡r ❛❧❧

r❡❛❧✐③❛t✐♦♥s l = 1. . . nr ♦❢ t❤❡ ✈✐rt✉❛❧ r❡❛❧✐t②✳ P❡r ✐♥❞✐✈✐❞✉❛❧ r❡❛❧✐③❛t✐♦♥ l✱ t❤❡ s❡❧❡❝t✐♦♥

♦❢ ❜❡st✲♣❡r❢♦r♠✐♥❣ ♠♦❞❡❧ ✐s ❞❡♥♦t❡❞ kt
opt(dj, l)✿

kt
opt(dj, l) = argmin

k

Et
rel(dj, k, l)

2 ✭✹✳✽✮

❚❤❡♥✱ t❤❡ r❡❧❛t✐✈❡ ❢r❡q✉❡♥❝✐❡s ♦❢ ♠♦❞❡❧ s❡❧❡❝t✐♦♥ ❛r❡ ❝♦✉♥t❡❞ ❛❝r♦ss t❤❡ ✈✐rt✉❛❧✲r❡❛❧✐t②

r❡❛❧✐③❛t✐♦♥s✳ ❋✐❣✉r❡ ✼ s❤♦✇s t❤❡ r❡s✉❧t✐♥❣ s❡❧❡❝t✐♦♥ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② ❢♦r t❤❡ ✶✲✱ ✷✲✱ ✸✲✱ ♦r ✻✲

❧❛②❡r ♠♦❞❡❧s✱ r❡s♣❡❝t✐✈❡❧②✳ ❊❛❝❤ s✉❜♣❧♦t ✐s r❡❧❛t❡❞ t♦ ♦♥❡ ♦❢ t❤❡ t❤r❡❡ t❛r❣❡t q✉❛♥t✐t✐❡s

✭❞❡✇❛t❡r✐♥❣ ✢✉① Qd ❛♥❞ ❢✉❧❧② ✉♣s❝❛❧❡❞ ❤♦r✐③♦♥t❛❧ ❛♥❞ ✈❡rt✐❝❛❧ ❤②❞r❛✉❧✐❝ ❝♦♥❞✉❝t✐✈✐t✐❡s

Keff
r ❛♥❞ Keff

z ✮✳

✸✺
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❋✐❣✉r❡ ✹✳✻✿ ❋r❛❝t✐♦♥ ♦❢ ❛❧❧ r❡❛❧✐③❛t✐♦♥s nr ✐♥ ✇❤✐❝❤ ❛ ♣❛rt✐❝✉❧❛r ♠♦❞❡❧ ❝❛♥❞✐❞❛t❡ ✇❛s
❞❡t❡r♠✐♥❡❞ ❛s ❜❡st ❛♠♦♥❣ t❤❡ ❛✈❛✐❧❛❜❧❡ ♠♦❞❡❧ ❝❛♥❞✐❞❛t❡s ✐♥ ♠✐♥✐♠✐③✐♥❣ Et

rel(dj, k, l)
2

♦❢ t❤❡ t❛r❣❡t q✉❛♥t✐t✐❡s✿ ✭❛✮ Qd✱ ✭❜✮ K
eff
r ❛♥❞ ✭❝✮ Keff

z ✳ ✭❢r♦♠ ▼❛✐❡r ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✷✵✮

▲♦♦❦✐♥❣ ❛t ❣❡♥❡r❛❧ tr❡♥❞s ❛❝r♦ss ❛❧❧ t❛r❣❡t q✉❛♥t✐t✐❡s s❤♦✇s t❤❛t ❛❧❧ s❡❧❡❝t✐♦♥ ♣r♦❜❛✲

❜✐❧✐t✐❡s r❛♥❣❡ ❜❡t✇❡❡♥ ✺✳✹✪ ❛♥❞ ✹✾✪✳ ❚❤✐s ✐♥❞✐❝❛t❡s t❤❛t ♥♦♥❡ ♦❢ t❤❡ ♠♦❞❡❧ ❝❛♥❞✐❞❛t❡s

❡①♣❧✐❝✐t❧② ♣r❡❞♦♠✐♥❛t❡s ♠♦❞❡❧ s❡❧❡❝t✐♦♥✳ ■♥ ❣❡♥❡r❛❧✱ t❤❡ s❡❧❡❝t✐♦♥ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② ♦❢ t❤❡

✶✲✱ ✷✲✱ ✸✲✱ ❛♥❞ ✻✲❧❛②❡r ♠♦❞❡❧s r❡❛❝❤ s✐♠✐❧❛r ✈❛❧✉❡s ✇✐t❤ ✐♥❝r❡❛s✐♥❣ ❞❡s✐❣♥ ♥✉♠❜❡r✱ t❤❛t

✐s✱ ✇✐t❤ ✐♥❝r❡❛s✐♥❣ ❞✐st❛♥❝❡ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ♣✉♠♣✐♥❣ ✇❡❧❧ ❛♥❞ t❤❡ ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥ ✇❡❧❧s✳ ❆s

❛❧r❡❛❞② ❞✐s❝✉ss❡❞ ✐♥ ❙❡❝t✐♦♥ ✹✳✷✳✶✱ t❤❡ ✈❡rt✐❝❛❧ ✈❛r✐❛t✐♦♥ ✐♥ ❞r❛✇❞♦✇♥ ❞❡❝r❡❛s❡s ✇✐t❤

✐♥❝r❡❛s✐♥❣ ❞✐st❛♥❝❡ t♦ t❤❡ ♣✉♠♣✐♥❣ ✇❡❧❧✳ ❚❤✐s ❧❡❛❞s t♦ ❛ ❜❡tt❡r ✜t ✐♥ ❝❛❧✐❜r❛t✐♦♥✳ ■♥

t❤❡ ❝✉rr❡♥t ❝♦♥t❡①t✱ t❤✐s ❛❧s♦ ♠❡❛♥s t❤❛t ❛ ❞✐st✐♥❝t✐♦♥ ❜❡t✇❡❡♥ ♠♦❞❡❧s ❜❡❝♦♠❡s ❤❛r❞❧②

♣♦ss✐❜❧❡ ✇❤❡♥ ♦♥❧② ❞✐st❛♥t ♠✉❧t✐ ❧❡✈❡❧ ♣✐❡③♦♠❡t❡rs ❛r❡ ❝♦♥s✐❞❡r❡❞✳

▲♦♦❦✐♥❣ ❛t ✐♥❞✐✈✐❞✉❛❧ ♠♦❞❡❧ ❡rr♦rs✱ ❢♦r ❛❧❧ t❛r❣❡t q✉❛♥t✐t✐❡s t❤❡ ❤♦♠♦❣❡♥❡♦✉s ✶✲❧❛②❡r

♠♦❞❡❧ ✐s s❡❧❡❝t❡❞ t❤❡ ❧❡❛st✳ ❚❤✐s ❡✈❡♥ ❤♦❧❞s ❢♦r t❤❡ ❢✉❧❧② ✉♣s❝❛❧❡❞ ❞✐r❡❝t✐♦♥❛❧ ❤②❞r❛✉❧✐❝

✸✻
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❝♦♥❞✉❝t✐✈✐t✐❡s Keff
r ❛♥❞ Keff

z ✱ ✇❤✐❝❤ ❛r❡ ✉♥✐❢♦r♠ ❡✛❡❝t✐✈❡ ♣❛r❛♠❡t❡rs t❤❛t s❤♦✉❧❞ r❡❧❛t❡

♣❡r❢❡❝t❧② t♦ t❤❡ ✶✲❧❛②❡r ❝♦♥❝❡♣t✉❛❧ ♠♦❞❡❧ ✭♣❡r ❞❡✜♥✐t✐♦♥✱ s❡❡ ❙❡❝t✐♦♥ ✷✳✸✮✳ ❚❤✐s ♠❛②

❜❡ ❡①♣❧❛✐♥❡❞ ✇✐t❤ t❤❡ ❞✐s❝r❡♣❛♥❝② ❜② t❤❡ s♣❛t✐❛❧❧② ♥♦♥✲✉♥✐❢♦r♠ s❡♥s✐t✐✈✐t✐❡s ♦❢ t❤❡

❞r❛✇❞♦✇♥ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥ts ✇✐t❤ r❡s♣❡❝t t♦ ❤②❞r❛✉❧✐❝ ❝♦♥❞✉❝t✐✈✐t② ❡✈❡♥ ✉♥❞❡r ✉♥✐❢♦r♠

❤②❞r❛✉❧✐❝ ❝♦♥❞✐t✐♦♥s✱ ✇❤✐❝❤ ❧❡❛❞s t♦ ❛ ❜✐❛s ✐♥ t❤❡ ❡st✐♠❛t❡❞ ❝♦♥❞✉❝t✐✈✐t✐❡s ♦❢ t❤❡ ✶✲

❧❛②❡r ♠♦❞❡❧✳ ❙✐♥❝❡ t❤❡ ✶✲❧❛②❡r ♠♦❞❡❧ ❝♦♥s✐❞❡rs t❤❡ ❧❛r❣❡st ♣♦ss✐❜❧❡ s❝❛❧❡✱ ✐ts s❡❧❡❝t✐♦♥

♣r♦❜❛❜✐❧✐t② ❢♦r t❤❡ ❢✉❧❧② ✉♣s❝❛❧❡❞ ❞✐r❡❝t✐♦♥❛❧ ❤②❞r❛✉❧✐❝ ❝♦♥❞✉❝t✐✈✐t✐❡s Keff
r ❛♥❞ Keff

z

✐♠♣r♦✈❡s ❢♦r ♣✐❡③♦♠❡t❡rs ❛t ❢❛r r❛❞✐❛❧ ❞✐st❛♥❝❡s✳

■♥ ❛ ♥❡①t st❡♣✱ t❤❡ ✐♥❞✐✈✐❞✉❛❧ t❛r❣❡t q✉❛♥t✐t✐❡s ❛r❡ ❞✐s❝✉ss❡❞✳ ❋✐❣✉r❡ ✹✳✻❛ s❤♦✇s

t❤❛t t❤❡ ✻✲❧❛②❡r ♠♦❞❡❧ ❤❛s t❤❡ ❤✐❣❤❡st ❢r❛❝t✐♦♥ ♦❢ ❜❡st ♣r❡❞✐❝t✐♥❣ t❤❡ ❞❡✇❛t❡r✐♥❣ ✢✉①

Qd ❛♠♦♥❣ t❤❡ ♠♦❞❡❧ ❝❛♥❞✐❞❛t❡s✱ r❡❣❛r❞❧❡ss ♦❢ t❤❡ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥t ❞❡s✐❣♥s ✐♥ s❡t ✵✲✶✵✳ ❚❤✐s

♠❛② ❜❡ ❡①♣❧❛✐♥❡❞ ❜② t❤❡ ✢♦✇ ✜❡❧❞ ✐♥ t❤❡ ✈✐❝✐♥✐t② ♦❢ t❤❡ ❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ♣✐t s❤♦✇♥ ✐♥ ❋✐❣✉r❡

✹✳✶❜✿ ❚❤❡ ❞❡✇❛t❡r✐♥❣ ✢✉① ❝r✉❝✐❛❧❧② ❞❡♣❡♥❞s ♦♥ ✭❛✮ t❤❡ ❤②❞r❛✉❧✐❝ ❝♦♥❞✉❝t✐✈✐t② t❡♥s♦r

❛r♦✉♥❞ t❤❡ ❜♦tt♦♠ ❡♥❞ ♦❢ t❤❡ s❤❡❡t ♣✐❧❡ ❛♥❞ ✭❜✮ t❤❡ ✈❡rt✐❝❛❧ ❤②❞r❛✉❧✐❝ ❝♦♥❞✉❝t✐✈✐t②

✐♥t❡❣r❛t❡❞ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ❜♦tt♦♠ ♦❢ t❤❡ s❤❡❡t ♣✐❧❡ zsheet ❛♥❞ t❤❡ ❜♦tt♦♠ ♦❢ t❤❡ ❝♦♥str✉❝t✐♦♥

♣✐t zpit✳ ❚❤❡ ✻✲❧❛②❡r ♠♦❞❡❧ ✐s s✉✐t❡❞ ❜❡st t♦ ❝❛♣t✉r❡ t❤❡s❡ ♣r♦♣❡rt✐❡s✳

■♥ ❝♦♥tr❛st✱ ❢♦r ♣r❡❞✐❝t✐♥❣ Keff
r ❛♥❞ Keff

z ✱ t❤❡ ✻✲❧❛②❡r ♠♦❞❡❧ ✐s ♥♦t ❝❤♦s❡♥ ❛s ❢r❡✲

q✉❡♥t❧② ❛s t❤❡ ❜❡st ♠♦❞❡❧ ✭❋✐❣✉r❡ ✹✳✻❜ ❛♥❞ ❝✮✳ ❍❡r❡✱ ✜rst t❤❡ ✸✲❧❛②❡r ♠♦❞❡❧ ❛♥❞ t❤❡♥

t❤❡ ✷✲❧❛②❡r ♠♦❞❡❧ ❛♣♣r♦①✐♠❛t❡ t❤❡ ❜❡st ♣❡r❢♦r♠✐♥❣ ♠♦❞❡❧ ✭♣r❡❞✐❝t✐♥❣ Keff
z ✮ ♦r ♣❡r❢♦r♠

❥✉st ❛s ✇❡❧❧ ❛s t❤❡ ✻✲❧❛②❡r ♠♦❞❡❧ ✭♣r❡❞✐❝t✐♥❣ Keff
r ✮ ✇❤❡♥ ✐♥❝r❡❛s✐♥❣ t❤❡ ❞✐st❛♥❝❡ ♦❢ t❤❡

♠✉❧t✐✲❧❡✈❡❧ ♣✐❡③♦♠❡t❡rs t♦ t❤❡ ♣✉♠♣✐♥❣ ✇❡❧❧✳ ❚❤✐s ❝❛♥ ❜❡ ❡①♣❧❛✐♥❡❞ ✇✐t❤ t❤❡ ❡✛❡❝t ♦❢

♦✈❡r✜tt✐♥❣ t❤❡ ❡rr♦♥❡♦✉s ♠❡❛s✉r❡♠❡♥ts ✐♥ t❤❡ ✈✐rt✉❛❧ r❡❛❧✐t② s✉❣❣❡st✐♥❣ t❤❛t t❤❡ ♠♦❞❡❧

❝♦♠♣❧❡①✐t② ♦❢ ❛ ✻✲❧❛②❡r ♠♦❞❡❧ ✐s r❡q✉✐r❡❞ ❢♦r ♣r❡❞✐❝t✐♥❣ Qd✱ ②❡t ❞♦❡s ♥♦t ♥❡❝❡ss❛r✐❧②

②✐❡❧❞ ❜❡tt❡r r❡s✉❧ts ❢♦r ♣r❡❞✐❝t✐♥❣ Keff
r ❛♥❞ Keff

z ✳

✹✳✷✳✸ Pr❡❞✐❝t✐✈❡ ❊rr♦rs

❋✐♥❛❧❧②✱ t♦ ♣r♦✈✐❞❡ q✉❛♥t✐t❛t✐✈❡ st❛t❡♠❡♥ts✱ ❋✐❣✉r❡ ✹✳✼ s❤♦✇s t❤❡ r♦♦t ♠❡❛♥ sq✉❛r❡❞

r❡❧❛t✐✈❡ ❡rr♦rs RMSEt
rel ✐♥ ♣r❡❞✐❝t✐♥❣ t❤❡ t❤r❡❡ t❛r❣❡t q✉❛♥t✐t✐❡s ✐♥ ❛❧❧ ✷✵✱✵✵✵ r❡❛❧✐③❛✲

t✐♦♥s ❝♦♥s✐❞❡r✐♥❣ t❤❡ ✽✶✻ ❞✐✛❡r❡♥t ❞❡s✐❣♥s ✇✐t❤ t❤❡ ❝❛❧✐❜r❛t❡❞ ✶✲✱ ✷✲✱ ✸✲✱ ❛♥❞ ✻✲❧❛②❡r

♠♦❞❡❧s✳ ❚❤❡ ✐♥❞✐✈✐❞✉❛❧ s✉❜♣❧♦ts r❡❢❡r t♦ t❤❡ ❝❤♦s❡♥ ❝♦♥❝❡♣t✉❛❧ ♠♦❞❡❧s✱ ✇❤❡r❡❛s t❤❡

❧✐♥❡ ❝♦❧♦rs ❞✐st✐♥❣✉✐s❤ t❤❡ t❛r❣❡t q✉❛♥t✐t✐❡s✳ ❋♦r ❛❧❧ ❞❡s✐❣♥s ❛♥❞ ♠♦❞❡❧s✱ t❤❡ RMSEt
rel✲

✈❛❧✉❡s str♦♥❣❧② ❞❡♣❡♥❞ ♦♥ t❤❡ t❛r❣❡t❡❞ ♣❛r❛♠❡t❡r Keff
r ✱ Keff

z ✱ ♦r Qd✱ r❡s♣❡❝t✐✈❡❧②✳ ❚❤❡

✸✼
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❡rr♦rs ✈❛r② ❜❡t✇❡❡♥ ✵✳✶✸ ❛♥❞ ✸✳✻✻✱ ✐♥❞✐❝❛t✐♥❣ t❤❛t t❤❡ t❛r❣❡t q✉❛♥t✐t✐❡s ❛r❡ ✉♥❞❡r✲ ♦r

♦✈❡r❡st✐♠❛t❡❞ ❜② ✶✸✪ t♦ ✸✻✻✪✱ ❞❡♣❡♥❞✐♥❣ ♦♥ t❤❡ s❡❧❡❝t❡❞ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥t ❞❡s✐❣♥✱ ♠♦❞❡❧

❝❛♥❞✐❞❛t❡✱ ❛♥❞ t❛r❣❡t q✉❛♥t✐t②✳ ❋♦r ♠♦st ♠❡❛s✉r❡♠❡♥t ❞❡s✐❣♥s ❛♥❞ ♠♦❞❡❧ ❝❛♥❞✐❞❛t❡s✱

♣r❡❞✐❝t✐♥❣ t❤❡ ❢✉❧❧② ✉♣s❝❛❧❡❞ ❤♦r✐③♦♥t❛❧ ❤②❞r❛✉❧✐❝ ❝♦♥❞✉❝t✐✈✐t② Keff
r ✐s ❡❛s✐❡r t❤❛♥ ♣r❡✲

❞✐❝t✐♥❣ t❤❡ ❢✉❧❧②✲✉♣s❝❛❧❡❞ ✈❡rt✐❝❛❧ ❝♦♥❞✉❝t✐✈✐t② Keff
z ❛♥❞ t❤❡ ❞❡✇❛t❡r✐♥❣ ✢✉① Qd✳ ❚❤✐s

❝❛♥ ❜❡ ❡①♣❧❛✐♥❡❞ ❜② t❤❡ ✢♦✇ ❜❡✐♥❣ ♣r❡❞♦♠✐♥❛♥t❧② ❤♦r✐③♦♥t❛❧✱ s♦ t❤❛t t❤❡ ❞❡s✐❣♥s ❛r❡

♠♦r❡ ✐♥❢♦r♠❛t✐✈❡ ❛❜♦✉t ❤♦r✐③♦♥t❛❧ ♣r♦♣❡rt✐❡s ♦❢ t❤❡ s②st❡♠✳ ❖✈❡r ❛❧❧ ❞❡s✐❣♥s✱ t❤❡ ❛✈✲

❋✐❣✉r❡ ✹✳✼✿ ❘♦♦t ♠❡❛♥ sq✉❛r❡❞ r❡❧❛t✐✈❡ ❡rr♦rs RMSEt
rel ✐♥ ♣r❡❞✐❝t✐♥❣ Keff

r ✭❜❧✉❡✮✱
Keff

z ✭r❡❞✮✱ ❛♥❞ Qd ✭❜❧❛❝❦✮ ❛s ❢✉♥❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❝❤♦s❡♥ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥t ❞❡s✐❣♥s ❢♦r ✐♥❞✐✈✐❞✉❛❧
♠♦❞❡❧ ❝❤♦✐❝❡s✳ ✭❛✮ ✶✲❧❛②❡r ♠♦❞❡❧✱ ✭❜✮ ✷✲❧❛②❡r ♠♦❞❡❧✱ ✭❝✮ ✸✲❧❛②❡r ♠♦❞❡❧✱ ✭❞✮ ✻✲❧❛②❡r ♠♦❞❡❧✳
✭❢r♦♠ ▼❛✐❡r ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✷✵✮

❡r❛❣❡ ♠❛❣♥✐t✉❞❡ ♦❢ RMSEt
rel ❞❡♣❡♥❞s ♦♥ t❤❡ s❡❧❡❝t❡❞ ♠♦❞❡❧✱ ✇✐t❤ t❤❡ ✶✲❧❛②❡r ♠♦❞❡❧

❡①❤✐❜✐t✐♥❣ t❤❡ ❧❛r❣❡st ♦✛s❡ts ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ❝♦rr❡❝t t❛r❣❡t q✉❛♥t✐t② ✈❛❧✉❡s ❛♥❞ t❤❡ ♣r❡❞✐❝✲

t✐♦♥ ❜② t❤❡ ❝❛❧✐❜r❛t❡❞ ♠♦❞❡❧✱ ✇❤❡r❡❛s t❤❡ ♠♦st ❝♦♠♣❧❡① ✻✲❧❛②❡r ♠♦❞❡❧ s❝♦r❡s ♠♦st❧②

✸✽



✹✳✷✳ ❘❊❙❯▲❚❙ ❆◆❉ ❉■❙❈❯❙❙■❖◆

t❤❡ ❜❡st✱ ❡✈❡♥ t❤♦✉❣❤ t❤❡ ♣r❡❞✐❝t✐♦♥ ❡rr♦rs ♦❢ t❤❡ ✸✲❧❛②❡r ♠♦❞❡❧ ❤✐❣❤❧② r❡s❡♠❜❧❡ t❤♦s❡

♦❢ t❤❡ ✻✲❧❛②❡r ♠♦❞❡❧✳

❚❤❡ RMSEt
rel✲✈❛❧✉❡s s❤♦✇ ❝❤❛r❛❝t❡r✐st✐❝ tr❡♥❞s ❛♠♦♥❣ t❤❡ ❛♥❛❧②③❡❞ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥t

❞❡s✐❣♥s✱ ✇❤✐❝❤ ❛r❡ s✐♠✐❧❛r ❛♠♦♥❣ t❤❡ ♠♦❞❡❧ ❝❛♥❞✐❞❛t❡s ❜✉t ❛♣♣❡❛r t♦ ❜❡ ❞✐✛❡r❡♥t❧②

♣r♦♥♦✉♥❝❡❞ ❞✉❡ t♦ t❤❡ ❣✐✈❡♥ ❞❡♣❡♥❞❡♥❝❡ ♦♥ s②st❡♠❛t✐❝ ♠♦❞❡❧ ❡rr♦rs✳ ■♥ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣✱

t❤❡s❡ tr❡♥❞s ❛r❡ ❞✐s❝✉ss❡❞ ❢♦r t❤❡ ❞✐✛❡r❡♥t t❛r❣❡t q✉❛♥t✐t✐❡s✳

■♥ ❣❡♥❡r❛❧✱ t❤❡ ❤✐❣❤❡st ❡rr♦r ✐♥ ♣r❡❞✐❝t✐♥❣ Keff
r ✭❜❧✉❡ ❧✐♥❡s ✐♥ ❋✐❣✉r❡ ✹✳✼❛✲❞✮ ✐s

♦❜t❛✐♥❡❞ ❜② ❛♣♣❧②✐♥❣ t❤❡ ✜rst ❞❡s✐❣♥ ✇✐t❤✐♥ ❡❛❝❤ s❡t✳ ❚❤❡s❡ ❛r❡ t❤❡ ❞❡s✐❣♥s ✐♥ ✇❤✐❝❤

t❤❡ t❤r❡❡ ♠✉❧t✐✲❧❡✈❡❧ ♣✐❡③♦♠❡t❡rs ❛r❡ t❤❡ ❝❧♦s❡st t♦ ❡❛❝❤ ♦t❤❡r✳ ❲✐t❤ ✐♥❝r❡❛s✐♥❣ ❞❡s✐❣♥

♥✉♠❜❡r ✇✐t❤✐♥ ❛ s❡t✱ t❤❡ ❡rr♦rs ✐♥ ♣r❡❞✐❝t✐♥❣ Keff
r ✢✉❝t✉❛t❡ s❤♦✇✐♥❣ ❛ ❞❡❝r❡❛s✐♥❣ tr❡♥❞

t♦✇❛r❞s t❤❡ ❧❛st ❞❡s✐❣♥ ♦❢ t❤❡ ❛ss♦❝✐❛t❡❞ s❡t✳ ■♥ ♦r❞❡r t♦ ♣r❡❞✐❝t t❤❡ ❢✉❧❧② ✉♣s❝❛❧❡❞

❤♦r✐③♦♥t❛❧ ❤②❞r❛✉❧✐❝ ❝♦♥❞✉❝t✐✈✐t② Keff
r ✐t ✐s ❜❡st t♦ ✐♥❝❧✉❞❡ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥ts ✇✐t❤ t❤❡

❧❛r❣❡st ❤♦r✐③♦♥t❛❧ ♦✛s❡t ♣♦ss✐❜❧❡✱ ❛♥❞ ✐♥ ❛ ❣✐✈❡♥ s❡t t❤✐s ✐s ❛❝❤✐❡✈❡❞ ❜② t❛❦✐♥❣ t❤❡ t✇♦

♦✉t❡r♠♦st ♣♦s✐t✐♦♥s ❢♦r ♣✐❡③♦♠❡t❡rs t✇♦ ❛♥❞ t❤r❡❡✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ ✐t ✐s ♥❡✐t❤❡r ♣r❡❢❡r❛❜❧❡ t♦

❝❤♦♦s❡ ❛ ✜rst ♣✐❡③♦♠❡t❡r ❧♦❝❛t✐♦♥ t❤❛t ✐s t♦♦ ❝❧♦s❡ t♦ t❤❡ ♣✉♠♣✐♥❣ ✇❡❧❧✱ ✇❤❡r❡ t❤❡ ❡✛❡❝ts

♦❢ ♠✐s♣❧❛❝✐♥❣ t❤❡ ♣✐❡③♦♠❡t❡rs ❛r❡ t❤❡ ❜✐❣❣❡st✱ ♥♦r t♦♦ ❢❛r ❛✇❛② ✇❤❡r❡ t❤❡ ♠❡❛s✉r❡❞

s✐❣♥❛❧ ❣❡ts t♦♦ s♠❛❧❧✳ ❚❤✐s ✐♠♣❧✐❡s t❤❛t t❤❡ ❧❡❛st ✉♥❝❡rt❛✐♥t② ✐♥ ♣r❡❞✐❝t✐♥❣ Keff
r ✐s

❛❝❤✐❡✈❡❞ ✇✐t❤ t❤❡ ✜rst ♠✉❧t✐✲❧❡✈❡❧ ♣✐❡③♦♠❡t❡r ❜❡✐♥❣ ♣❧❛❝❡❞ ❛t ✐♥t❡r♠❡❞✐❛t❡ ❞✐st❛♥❝❡s t♦

t❤❡ ❡①tr❛❝t✐♦♥ ✇❡❧❧✱ ❛♥❞ t❤❡ t✇♦ ♦t❤❡rs ❛s ❢❛r ❛✇❛② ❛s ♣♦ss✐❜❧❡✳

■♥ ❝♦♥tr❛st t♦ t❤❡ RMSEt
rel✲✈❛❧✉❡s ❢♦r Keff

r ✱ t❤♦s❡ ❢♦r Keff
z ❛♥❞ Qd s❤♦✇ ❛♥ ✐♥✲

❝r❡❛s✐♥❣ tr❡♥❞ ✇✐t❤✐♥ ❡❛❝❤ s❡t ✭r❡❞ ❛♥❞ ❜❧❛❝❦ ❧✐♥❡s ✐♥ ❋✐❣✉r❡ ✹✳✼❛✲❞✮✱ ❡①♣r❡ss✐♥❣ t❤❛t

t❤❡ ♣r❡❞✐❝t✐♦♥ ✉♥❝❡rt❛✐♥t② ✐s r❡❞✉❝❡❞ ✇❤❡♥ t❤❡ s❡❝♦♥❞ ♠✉❧t✐✲❧❡✈❡❧ ♣✐❡③♦♠❡t❡r ✐s ♣❧❛❝❡❞

❝❧♦s❡ t♦ t❤❡ ✜rst r❛t❤❡r t❤❛♥ t❤❡ t❤✐r❞ ♦♥❡✳ ❚❤✐s ❝❛♥ ❜❡ ❡①♣❧❛✐♥❡❞ ❜② t❤❡ ♥❡❝❡ss✐t② ♦❢

str♦♥❣ ✈❡rt✐❝❛❧ ❞r❛✇❞♦✇♥ ❞✐✛❡r❡♥❝❡s ✐♥ t❤❡ ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥s t♦ ♦❜t❛✐♥ ❣♦♦❞ ❡st✐♠❛t❡s ♦❢

t❤❡ ✈❡rt✐❝❛❧ ❤②❞r❛✉❧✐❝ ❝♦♥❞✉❝t✐✈✐t②✱ ❛♥❞ str♦♥❣ ✈❡rt✐❝❛❧ ❣r❛❞✐❡♥ts ❛r❡ ❢♦✉♥❞ ❝❧♦s❡r t♦ t❤❡

❡①tr❛❝t✐♦♥ ✇❡❧❧✳ ❙✐♠✐❧❛r t♦ t❤❡ ❡rr♦r ✐♥ ♣r❡❞✐❝t✐♥❣ Keff
r ✱ t❤❡ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥t✲❞❡s✐❣♥ s❡ts

✇✐t❤ t❤❡ ✜rst ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥ ✇❡❧❧ ❛t ❛ ❝❧♦s❡✱ ❜✉t ♥♦t t♦♦ ❝❧♦s❡ ❞✐st❛♥❝❡ t♦ t❤❡ ♣✉♠♣✐♥❣ ✇❡❧❧

s❡❡♠ t♦ ❣✉❛r❛♥t❡❡ t❤❡ s♠❛❧❧❡st ♣r❡❞✐❝t✐♦♥ ❡rr♦r ♦❢ Keff
z ❛♥❞ Qd✳

✹✳✷✳✹ ▼✉❧t✐✲❖❜❥❡❝t✐✈❡ ❖♣t✐♠✐③❛t✐♦♥

❊q✉❛t✐♦♥ ✭✸✳✽✮ ❞❡s❝r✐❜❡s ❤♦✇ t♦ s❡❧❡❝t t❤❡ s✐♥❣❧❡ ❜❡st ❝♦♠❜✐♥❛t✐♦♥ ♦❢ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥t

❞❡s✐❣♥ dj ❛♥❞ ❝♦♥❝❡♣t✉❛❧ ♠♦❞❡❧ Mk t♦ ❜❡ ❝❛❧✐❜r❛t❡❞ t♦ t❤❡ ❞❛t❛ ✐♥ ♦r❞❡r t♦ ♠❡❡t ❛♥

✸✾



❈❍❆P❚❊❘ ✹✳ ❙❨◆❚❍❊❚■❈ ❈❆❙❊ ❙❚❯❉❨

✐♥❞✐✈✐❞✉❛❧ t❛r❣❡t q✉❛♥t✐t② t ∈ {Qd, K
eff
r , Keff

z }✳ ❉❡♣❡♥❞✐♥❣ ♦♥ t❤❡ t❛r❣❡t✱ t❤❡ r❡s✉❧ts

r❡✈❡❛❧ ❞✐✛❡r❡♥t ♦♣t✐♠❛❧ ❞❡s✐❣♥s t❤❛t ❛r❡ ✈✐s✉❛❧✐③❡❞ ✐♥ ❋✐❣✉r❡ ✹✳✽❛✳ ■♥ ♦r❞❡r t♦ s❛t✐s❢②

❛❧❧ t❤r❡❡ ❝r✐t❡r✐❛✱ ❛ ♠✉❧t✐✲♦❜❥❡❝t✐✈❡ ♦♣t✐♠✐③❛t✐♦♥ ✐s ♥❡❡❞❡❞ ✭r❡s✉❧t✐♥❣ ❞❡s✐❣♥s s❡❡ ❋✐❣✉r❡

✹✳✽❜✮✳

❋✐❣✉r❡ ✹✳✽✿ ❖♣t✐♠✐③❡❞ ♠♦❞❡❧✐♥❣ ❛♥❞ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥t str❛t❡❣✐❡s ❢♦r r❡❞✉❝✐♥❣ t❤❡ r❡❧❛t✐✈❡
♣r❡❞✐❝t✐♦♥ ❡rr♦r ♦❢ t❛r❣❡t q✉❛♥t✐t✐❡s✳ ❚❤❡ ❝♦❧♦r ♦❢ t❤❡ ♣♦✐♥ts r❡❢❡rs t♦ t❤❡ r❡s✉❧t✐♥❣
♠♦❞❡❧ ❝❛♥❞✐❞❛t❡✱ ✐✳❡✳✱ ❣♦❧❞ ❢♦r t❤❡ ✻✲❧❛②❡r ♠♦❞❡❧ ❛♥❞ ❜❧✉❡ ❢♦r t❤❡ ✸✲❧❛②❡r ♠♦❞❡❧✳ ❛✳
❘❡s✉❧ts ❢♦r ♠✐♥✐♠✐③✐♥❣ ❡rr♦rs ♦❢ ❡❛❝❤ t❛r❣❡t q✉❛♥t✐t② Keff

r ✱ Keff
z ✱ ❛♥❞ Qd✱ r❡s♣❡❝t✐✈❡❧②✳

❈❤♦♦s✐♥❣ ♦♥❡ ♦❢ t❤❡s❡ ❞❡s✐❣♥s ❛♥❞ ♠♦❞❡❧s ✐♠♣❧✐❡s ♠❛❦✐♥❣ ❛ ❝♦♠♣r♦♠✐s❡ ✇✐t❤ r❡s♣❡❝t t♦
♠✐♥✐♠✐③✐♥❣ t❤❡ ♣r❡❞✐❝t✐♦♥ ✉♥❝❡rt❛✐♥t② ♦❢ t❤❡ r❡s♣❡❝t✐✈❡❧② t✇♦ ♦t❤❡r t❛r❣❡t q✉❛♥t✐t✐❡s✳
❜✳ ❉❡s✐❣♥s r❡s✉❧t✐♥❣ ❢r♦♠ ♠✉❧t✐✲♦❜❥❡❝t✐✈❡ ♦♣t✐♠✐③❛t✐♦♥✳ ✭❢r♦♠ ▼❛✐❡r ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✷✵✮

❋♦r t❤✐s ♣✉r♣♦s❡✱ ♣♦t❡♥t✐❛❧ tr❛❞❡ ♦✛s ✇❡r❡ ❡①❛♠✐♥❡❞ ✐♥ ♣r❡❞✐❝t✐♥❣ t❤❡ ❞✐✛❡r❡♥t t❛r❣❡t

q✉❛♥t✐t✐❡s ✇✐t❤ ❛ ❝❡rt❛✐♥ ♠♦❞❡❧ ❛♥❞ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥t str❛t❡❣② ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ t❤❡ P❛r❡t♦ ♣r✐♥✲

❝✐♣❧❡✳ ❚♦✇❛r❞s t❤✐s ❡♥❞✱ t❤❡ RMSEt
rel✲✈❛❧✉❡s ✇❡r❡ ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ ❢♦r ❛❧❧ t❛r❣❡t q✉❛♥t✐t✐❡s

❢r♦♠ ❛❧❧ ❛✈❛✐❧❛❜❧❡ ❝♦♠❜✐♥❛t✐♦♥s nm Ö nd ❂ ✸✬✷✻✹ ♦❢ ❝♦♥❝❡♣t✉❛❧ ♠♦❞❡❧s ❛♥❞ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥t

❞❡s✐❣♥s ❛♥❞ ❛r❡ ♣❧♦t ❛❣❛✐♥st ❡❛❝❤ ♦t❤❡r ✐♥ ❋✐❣✉r❡ ✹✳✾✳ ■♥ ♣❛rt✐❝✉❧❛r✱ ❋✐❣✉r❡ ✹✳✾❛✲❝ s❤♦✇

♣❛✐r✇✐s❡ P❛r❡t♦ ♣❧♦ts ♦❢ t❤❡ r❡❧❛t✐✈❡ ♣r❡❞✐❝t✐♦♥ ❡rr♦r ✐♥ t✇♦ ♦❢ t❤❡ t❤r❡❡ t❛r❣❡t q✉❛♥t✐t✐❡s

✭❋✐❣✉r❡ ✹✳✾❛✿ Keff
r ❛♥❞ Keff

z ❀ ❋✐❣✉r❡ ✹✳✾❜✿ Keff
r ❛♥❞ Qd❀ ❋✐❣✉r❡ ✹✳✾❝✿ Keff

z ❛♥❞ Qd✮

❢♦r ❛❧❧ ❝♦♠❜✐♥❛t✐♦♥s ♦❢ ❝❛❧✐❜r❛t❡❞ ♠♦❞❡❧ ❝❛♥❞✐❞❛t❡s ❛♥❞ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥t ❞❡s✐❣♥s✱ ✇❤❡r❡❛s

❋✐❣✉r❡ ✹✳✾❞ s❤♦✇s ❛ t❤r❡❡✲❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧ P❛r❡t♦ ♣❧♦t ♦❢ ❛❧❧ t❤r❡❡ RMSEt
rel✲✈❛❧✉❡s✳ ❚❤❡
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r❡❞✱ ❣r❡❡♥✱ ❜❧✉❡✱ ❛♥❞ ❣♦❧❞ ❝♦❧♦rs ♦❢ ♣♦✐♥ts ❛♥❞ s♣❤❡r❡s ✐♥ ❋✐❣✉r❡ ✹✳✾ r❡❧❛t❡ t♦ t❤❡ ✶✲✱ ✷✲✱

✸✲✱ ❛♥❞ ✻✲❧❛②❡r ♠♦❞❡❧s✱ r❡s♣❡❝t✐✈❡❧②✳

❋✐❣✉r❡ ✹✳✾ ✐❧❧✉str❛t❡s t❤❛t t❤❡r❡ ❛r❡ ♥♦ ❜✐❣ tr❛❞❡✲♦✛ ❡✛❡❝ts ✇❤❡♥ ♦♣t✐♠✐③✐♥❣ t❤❡

♠♦❞❡❧✲❛♥❞✲❞❡s✐❣♥ ❝♦♠❜✐♥❛t✐♦♥s ❢♦r t❤❡ ❢✉❧❧② ✉♣s❝❛❧❡❞ ❤♦r✐③♦♥t❛❧ ❝♦♥❞✉❝t✐✈✐t② Keff
r ❛♥❞

❡✐t❤❡r t❤❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ ❢✉❧❧②✲✉♣s❝❛❧❡❞ ✈❡rt✐❝❛❧ ❝♦♥❞✉❝t✐✈✐t② Keff
z ✭❋✐❣✉r❡ ✹✳✾❛✮ ♦r t❤❡

❞❡✇❛t❡r✐♥❣ ✢✉① Qd ✭❋✐❣✉r❡ ✹✳✾❜✮✳ ▼❡❡t✐♥❣ Keff
z ❛♥❞ Qd ❝❧❡❛r❧② ❧❡❛❞s t♦ ❛ ♣r❡❢❡r❡♥❝❡

❢♦r t❤❡ ✻✲❧❛②❡r ♠♦❞❡❧ ❛♥❞ ✸✲❧❛②❡r ♠♦❞❡❧✱ r❡s♣❡❝t✐✈❡❧②✱ ✇❤❡r❡❛s ♠❡❡t✐♥❣ Keff
r ❛❧♦♥❡ ❞♦❡s

♥♦t s❤♦✇ s✉❝❤ ❛ ♣r❡❢❡r❡♥❝❡✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ ♠❡❡t✐♥❣ t❤❡ ❝r✐t❡r✐♦♥ ♦❢ ♠✐♥✐♠✐③✐♥❣ RMSEt
rel ❢♦r

t = Keff
r ❞♦❡s ♥♦t tr✉❧② ❡①❝❧✉❞❡ ♠❡❡t✐♥❣ t❤❡ ♦t❤❡r t✇♦ ❝r✐t❡r✐❛✳ ❚❤❡ P❛r❡t♦ ❢r♦♥t ✭♥♦t

s❤♦✇♥✮ ✇❛s ❝♦♠♣✉t❡❞✱ ❜✉t ✐t ❝♦♥t❛✐♥❡❞ ♦♥❧② ❛ ✈❡r② s♠❛❧❧ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ♣♦✐♥ts✱ ❝♦♥✜r♠✐♥❣

t❤❡ ❧❛❝❦✐♥❣ tr❛❞❡✲♦✛ ❜❡t✇❡❡♥ ♠❡❡t✐♥❣Keff
r ❛♥❞Keff

z ❛♥❞Keff
r ❛♥❞ Qd✱ r❡s♣❡❝t✐✈❡❧②✳ ❆s

❋✐❣✉r❡ ✹✳✾✿ ❘♦♦t ♠❡❛♥ sq✉❛r❡❞ r❡❧❛t✐✈❡ ❡rr♦rs RMSEt
rel ✐♥ ♣r❡❞✐❝t✐♥❣ t❤❡ t❤r❡❡ t❛r❣❡t

q✉❛♥t✐t✐❡s ❢♦r ❛❧❧ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥t ❞❡s✐❣♥s ❛♥❞ ❛❧❧ ♠♦❞❡❧ ❝❤♦✐❝❡s ✭✐♥❞✐❝❛t❡❞ ❜② ❝♦❧♦rs✮✳ ✭❛✮
♣❛✐r✇✐s❡ ♣❧♦t ♦❢ RMSEt

rel ❢♦r t = Keff
r ❛♥❞ t = Keff

z ✱ ✭❜✮ ♣❛✐r✇✐s❡ ❢♦r t = Keff
r ❛♥❞

t = Qd✱ ✭❝✮ ♣❛✐r✇✐s❡ ❢♦r t = Keff
z ❛♥❞ t = Qd✱ ✭❞✮ RMSEt

rel✲✈❛❧✉❡s ❢♦r ❛❧❧ t❤r❡❡ t❛r❣❡ts✳
●r❛② ❧✐♥❡s ✐♥ ✭❛✮✲✭❝✮ ❛♥❞ ♣❧❛♥❡s ✐♥ ✭❞✮✿ s❡♣❛r❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ✶✵✪ ❜❡st ❢r♦♠ t❤❡ r❡st✳ ✭❢r♦♠
▼❛✐❡r ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✷✵✮

✐♥❞✐❝❛t❡❞ ❜② ❋✐❣✉r❡ ✹✳✾❛ ❛♥❞ ❋✐❣✉r❡ ✹✳✾❜✱ ❋✐❣✉r❡ ✹✳✾❝ s❤♦✇s t❤❛t t❤❡ ✻✲❧❛②❡r ♠♦❞❡❧ ✐s t❤❡

♣r❡❢❡rr❡❞ ♠♦❞❡❧ ❢♦r ♠✐♥✐♠✐③✐♥❣RMSEt
rel ❢♦r t = Keff

z ✇❤❡r❡❛s ❢♦r ♠✐♥✐♠✐③✐♥❣RMSEt
rel
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❢♦r t = Qd t❤❡ ✸✲❧❛②❡r ♠♦❞❡❧ ♣r❡✲❞♦♠✐♥❛t❡s ♠♦❞❡❧ s❡❧❡❝t✐♦♥✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ s✐♠✐❧❛r t♦ t❤❡✐r

❧❛❝❦✐♥❣ tr❛❞❡✲♦✛s ✇✐t❤ Keff
r ✱ s❡❧❡❝t✐♥❣ ❛ ♠♦❞❡❧✲❛♥❞✲❞❡s✐❣♥ ❝♦♠❜✐♥❛t✐♦♥ ❢♦r ♣r❡❞✐❝t✐♥❣

t❤❡ t❛r❣❡t Keff
z ❞♦❡s ♥♦t ♥❡❝❡ss❛r✐❧② ❞❡t❡r✐♦r❛t❡ t❤❡ ♣r❡❞✐❝t✐♦♥ ♦❢ Qd✳

■♥st❡❛❞ ♦❢ ❝♦♠♣✉t✐♥❣ t❤❡ P❛r❡t♦ ❢r♦♥t✱ ■ t❤✉s ❞❡❝✐❞❡❞ t♦ s❡t t❤r❡s❤♦❧❞ ✈❛❧✉❡s ❝♦rr❡✲

s♣♦♥❞✐♥❣ t♦ t❤❡ ✶✵✪ ❜❡st ♠♦❞❡❧✲❛♥❞✲❞❡s✐❣♥ ❝♦♠❜✐♥❛t✐♦♥s ♦❢ t❤❡ ✸✬✷✻✹ ❝❤♦✐❝❡s ✭RMSEt
rel

❂ ✵✳✶✾ ❢♦r t = Keff
r ✱ RMSEt

rel ❂ ✵✳✹✸ ❢♦r t = Keff
z ✱ ❛♥❞ RMSEt

rel ❂ ✵✳✺✹ ❢♦r t = Qd✮✳

❋✐❣✉r❡ ✹✳✾❛✲❝ s❤♦✇ t❤❡s❡ t❤r❡s❤♦❧❞ ✈❛❧✉❡s ❛s ❣r❛② ❧✐♥❡s✱ ❛♥❞ ❋✐❣✉r❡ ✹✳✾❞ ❛s tr❛♥s❧✉❝❡♥t

❣r❛② ♣❧❛♥❡s ♣❛r❛❧❧❡❧ t♦ t❤❡ ❛①❡s✳ ❚❤❡ s♣❤❡r❡s ✇✐t❤ ❝❧❡❛r ❝♦❧♦rs ✐♥ t❤❡ ❢♦r❡❣r♦✉♥❞ ♦❢ ❋✐❣✲

✉r❡ ✹✳✾❞ ❜❡❧♦♥❣ ❛t ❧❡❛st ✐♥ ♦♥❡ ♦❢ t❤❡ t❤r❡❡ ❝r✐t❡r✐❛ t♦ t❤❡ ✶✵✪ ❜❡st ♠♦❞❡❧✲❛♥❞✲❞❡s✐❣♥

❝♦♠❜✐♥❛t✐♦♥s✱ ❛♥❞ t❤♦s❡ ♦❢ t❤❡♠ ❝❧♦s❡st t♦ t❤❡ ♦❜s❡r✈❡r ❜❡❧♦♥❣ t♦ t❤❡ ❜❡st r❡❣❛r❞✐♥❣

♠✉❧t✐♣❧❡ ❝r✐t❡r✐❛✳

❚❤❡r❡ ❛r❡ ❡①❛❝t❧② t✇♦ ♠♦❞❡❧✲❛♥❞✲❞❡s✐❣♥ ❝♦♠❜✐♥❛t✐♦♥s t❤❛t ❜❡❧♦♥❣ t♦ t❤❡ ✶✵✪ ❜❡st

✇✐t❤ r❡s♣❡❝t t♦ Keff
r ✱ Keff

z ✱ ❛♥❞ Qd✳ ❇♦t❤ s✉❣❣❡st t♦ ❛♥❛❧②③❡ t❤❡ ❞❛t❛ ❜② t❤❡ ✻✲❧❛②❡r

♠♦❞❡❧ ❛♥❞ t♦ ✐♥st❛❧❧ t❤❡ ❝❧♦s❡st ♠✉❧t✐✲❧❡✈❡❧ ♣✐❡③♦♠❡t❡r ❛t ✹ ♠ ❞✐st❛♥❝❡ t♦ t❤❡ ♣✉♠♣✐♥❣

✇❡❧❧✱ ❛♥❞ t❤❡ s❡❝♦♥❞ ❝❧♦s❡st ❛t ✻ ♠✱ ✇❤❡r❡❛s t❤❡ ❧♦❝❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❢✉rt❤❡st ♠✉❧t✐✲❧❡✈❡❧

♣✐❡③♦♠❡t❡r ✐s ❝❤♦s❡♥ ❡✐t❤❡r ❛t ✶✾ ♠ ♦r ❛t ✷✺ ♠ ❞✐st❛♥❝❡ ✭s❡❡ ❛❧s♦ ❋✐❣✉r❡ ✹✳✽❜✮✳ ■

❝♦♥s✐❞❡r t❤❡s❡ t✇♦ ❞❡s✐❣♥s ❛s t❤❡ ♦✈❡r❛❧❧ ❜❡st ♦♥❡s✳
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❈❤❛♣t❡r ✺

❋✐❡❧❞ ❆♣♣❧✐❝❛t✐♦♥

❚❤❡ s②♥t❤❡t✐❝ ❝❛s❡ st✉❞② ♣r❡s❡♥t❡❞ ✐♥ ❈❤❛♣t❡r ✹ ❤❛s s❤♦✇♥ t❤❛t ❝❛❧✐❜r❛t✐♥❣ ❣r♦✉♥❞✇❛t❡r✲

✢♦✇ ♠♦❞❡❧s ✉s✐♥❣ ❞❛t❛ ❢r♦♠ ❤②❞r❛✉❧✐❝ t❡sts ✇✐t❤ ❛ t♦♠♦❣r❛♣❤✐❝ ❧❛②♦✉t ✐s ❛ ♣r♦♠✐s✐♥❣

♠❡t❤♦❞ ❢♦r ❡st✐♠❛t✐♥❣ t❤❡ ❧❛r❣❡✲s❝❛❧❡ ❤②❞r❛✉❧✐❝ ❛♥✐s♦tr♦♣②✳ ❚♦ t❡st ❛ ✜❡❧❞ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥

♦❢ t❤❡ ♠❡t❤♦❞✱ ■ ✐♥✈❡st✐❣❛t❡❞ ❛ ✢✉✈✐❛❧ ❣r❛✈❡❧ ❛q✉✐❢❡r ✐♥ ❙♦✉t❤✲❲❡st ●❡r♠❛♥②✳ ❆ ♥❡✇

✜❡❧❞ s✐t❡ ✇❛s ✐♥str✉♠❡♥t❡❞ ✇✐t❤ ❛ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥t ♥❡t✇♦r❦ t❤❛t ✇❛s ❡s♣❡❝✐❛❧❧② ❞❡s✐❣♥❡❞

❢♦r ♣❡r❢♦r♠✐♥❣ t❤❡ ❤②❞r❛✉❧✐❝ t❡sts ❛t t❤❡ s✐t❡✳ ■♥ t❤❡ ❝❡♥t❡r ♦❢ t❤❡ ✇❡❧❧ ♥❡t✇♦r❦✱ ❛ ❧❛r❣❡✲

❞✐❛♠❡t❡r ✇❡❧❧✱ ❤❛✈✐♥❣ t❤r❡❡ s❡♣❛r❛t❡ ✇❡❧❧✲s❝r❡❡♥ s❡❝t✐♦♥s✱ ✇❛s ✐♥st❛❧❧❡❞ ✇❤✐❧❡ ✶✹ ♥❡st❡❞

♦❜s❡r✈❛t✐♦♥ ✇❡❧❧s ✇❡r❡ ♣❧❛❝❡❞ ✐♥ ❢♦✉r ❞✐✛❡r❡♥t ❞✐r❡❝t✐♦♥s ❢r♦♠ t❤❡ ♣✉♠♣✐♥❣ ✇❡❧❧✳ ❚♦

❢❛❝✐❧✐t❛t❡ ❞❡♣t❤✲♦r✐❡♥t❡❞ ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥s✱ ❛❧❧ ♥❡st❡❞ ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥ ✇❡❧❧s ✇❡r❡ ✐♥st❛❧❧❡❞ ✇✐t❤

s❝r❡❡♥ ♦♣❡♥✐♥❣s ✐♥ ❞✐✛❡r❡♥t ❞❡♣t❤✱ ②✐❡❧❞✐♥❣ ❛ t♦t❛❧ ♦❢ ✺✽ ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥ ♣♦✐♥ts✳

❆t t❤❡ ✜❡❧❞ s✐t❡✱ ❛ t♦t❛❧ ♦❢ ✷✷ ♣✉♠♣✐♥❣ t❡sts ✇❡r❡ ♣❡r❢♦r♠❡❞ ✐♥ ✇❤✐❝❤ ✇❛t❡r ✇❛s

s✉❝❝❡ss✐✈❡❧② ❡①tr❛❝t❡❞ ❢r♦♠ t❤❡ t❤r❡❡ ✇❡❧❧✲s❝r❡❡♥ s❡❝t✐♦♥s ♦❢ t❤❡ ♣✉♠♣✐♥❣ ✇❡❧❧✳ ❉✉r✐♥❣

❡❛❝❤ ♣✉♠♣✐♥❣ t❡st✱ t❤❡ ❤②❞r❛✉❧✐❝ r❡s♣♦♥s❡ ✇❛s ♠❡❛s✉r❡❞ ✐♥ ❛❧❧ ❛✈❛✐❧❛❜❧❡ ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥

♣♦✐♥ts✳ ❆❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ t❤❡ s②♥t❤❡t✐❝ ❝❛s❡ st✉❞② ✭s❡❡ ❈❤❛♣t❡r ✹✮✱ t❤❡ ✜❡❧❞ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥ts

✇❡r❡ ❛♥❛❧②③❡❞ ❝♦♥s✐❞❡r✐♥❣ t❤❡ st❡❛❞②✲s❤❛♣❡ ♣✉♠♣✐♥❣ r❡❣✐♠❡ ♦❢ t❤❡ t❡sts✳ ❆❧❧ r❛✇ ❛♥❞

♣r♦❝❡ss❡❞ ❞❛t❛ ❛r❡ ❛✈❛✐❧❛❜❧❡ ♦♥ t❤❡ ❋❉❆❚ r❡♣♦s✐t♦r② ♦❢ t❤❡ ❯♥✐✈❡rs✐t② ♦❢ ❚ü❜✐♥❣❡♥

✭❤tt♣✿✴✴❤❞❧✳❤❛♥❞❧❡✳♥❡t✴✶✵✾✵✵✳✶✴✷✼✹❡❛❜❝✾✲✵❡❞❞✲✹✵❜✶✲✾❡✸✹✲✺✹✶❝✵✾❝✹✹✼✾❝✱ ▼❛✐❡r ❡t ❛❧✳✱

✷✵✷✶✱ ❛✈❛✐❧❛❜❧❡ ❢r♦♠ ❏❛♥✉❛r② ✷✵✷✷✮✳

❚❤❡ ❤②❞r❛✉❧✐❝ t❡sts ✇❡r❡ s✐♠✉❧❛t❡❞ ❛♥❞ t❤❡ ❤②❞r❛✉❧✐❝ ❛♥✐s♦tr♦♣② ✇❛s ❡st✐♠❛t❡❞

❜② ❝❛❧✐❜r❛t✐♥❣ t✇♦ ❣r♦✉♥❞✇❛t❡r ✢♦✇ ♠♦❞❡❧s ✇✐t❤ t❤❡ ✜❡❧❞ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥ts✳ ❙✐♠✐❧❛r t♦

t❤❡ s②♥t❤❡t✐❝ ❝❛s❡ st✉❞②✱ ❛ ❤♦♠♦❣❡♥❡♦✉s ❛♥✐s♦tr♦♣✐❝ ❣r♦✉♥❞✇❛t❡r✲✢♦✇ ♠♦❞❡❧ ❛♥❞ ❛
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❣r♦✉♥❞✇❛t❡r✲✢♦✇ ♠♦❞❡❧✱ ❝♦♥s✐st✐♥❣ ♦❢ ♠✉❧t✐♣❧❡✱ ❧♦❝❛❧❧② ❛♥✐s♦tr♦♣✐❝✱ ❤♦r✐③♦♥t❛❧ ❧❛②❡rs✱

✇❡r❡ ❝♦♥s✐❞❡r❡❞✳

■♥ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣✱ ■ ❞❡s❝r✐❜❡ t❤❡ ♥❡✇❧② ✐♥str✉♠❡♥t❡❞ ✜❡❧❞ s✐t❡✱ ❞❡❧✐♥❡❛t❡ t❤❡ ♣✉♠♣✐♥❣

t❡sts ♣❡r❢♦r♠❡❞ ❛t t❤❡ s✐t❡ ❛♥❞ ♣r❡s❡♥t t❤❡ ❞✐✛❡r❡♥t st❡♣s ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ ✐♥ ❞❛t❛ ♣r♦❝❡ss✐♥❣✳

■ t❤❡♥ ♣r❡s❡♥t t❤❡ ♥✉♠❡r✐❝❛❧ ❣r♦✉♥❞✇❛t❡r✲✢♦✇ ♠♦❞❡❧s✱ t❤❡ ❝❛❧✐❜r❛t✐♦♥ str❛t❡❣②✱ ❛♥❞ t❤❡

♠♦❞❡❧✲❝❛❧✐❜r❛t✐♦♥ r❡s✉❧ts✳

✺✳✶ ❋✐❡❧❞ ❙✐t❡ ❛♥❞ ❲❡❧❧ ■♥str✉♠❡♥t❛t✐♦♥

❚❤❡ ✜❡❧❞ s✐t❡ ✐s ❧♦❝❛t❡❞ ✐♥ t❤❡ ❯♣♣❡r ❘❤✐♥❡ ❱❛❧❧❡②✱ ♥♦rt❤ ♦❢ t❤❡ ♠✉♥✐❝✐♣❛❧✐t② ❑❛♣♣❡❧✲

●r❛❢❡♥❤❛✉s❡♥✱ ❇❛❞❡♥✲❲ürtt❡♠❜❡r❣✱ ❙♦✉t❤✲❲❡st ●❡r♠❛♥② ✭❋✐❣✉r❡ ✺✳✶❛✮✳ ❚❤❡ ✜❡❧❞ s✐t❡

✐s s✉rr♦✉♥❞❡❞ ❜② ❛ ❞✐✈❡rs✐♦♥ ❝❤❛♥♥❡❧ ❢♦r ✢♦♦❞ ♣r♦t❡❝t✐♦♥ ✐♥ t❤❡ ✇❡st ❛♥❞ ❜② ❘✐✈❡r ❊❧③

✐♥ t❤❡ ❡❛st✳ ❚❤❡ ❣❡♥❡r❛❧ ❣r♦✉♥❞✇❛t❡r ✢♦✇ ❞✐r❡❝t✐♦♥ ✐s ❢r♦♠ t❤❡ s♦✉t❤❡❛st t♦ t❤❡ ♥♦rt❤✲

✇❡st ✇✐t❤ ❛ ❤②❞r❛✉❧✐❝ ❣r❛❞✐❡♥t ♦❢ ✵✳✶✹✪✳ ❚❤❡ ✢✉✈✐❛❧ ✉♥❝♦♥s♦❧✐❞❛t❡❞ ❛q✉✐❢❡r ❝♦♥s✐sts ♦❢

◗✉❛t❡r♥❛r② s❡❞✐♠❡♥ts ♦❢ t❤❡ ◆❡✉❡♥❜✉r❣✲❋♦r♠❛t✐♦♥ ✭q◆❊✮✱ ❛♥❞ ✐s ❝❤❛r❛❝t❡r✐③❡❞ ❜② ❛

str❛t✐✜❝❛t✐♦♥ ♦❢ ✜♥❡ t♦ s❛♥❞② ❣r❛✈❡❧s ❛♥❞ s❛♥❞s ✭▲●❘❇✱ ✷✵✵✹❀ ❲✐rs✐♥❣ ❛♥❞ ▲✉③✱ ✷✵✵✼✮✳

❚❤❡ s❛t✉r❛t❡❞ ❛q✉✐❢❡r ♦❢ ∼✹✶ ♠ t❤✐❝❦♥❡ss ✐s ♦✈❡r❧❛✐♥ ❜② ❛ ∼✷ ♠ t❤✐❝❦ ❧❛②❡r ♦❢ ❛❧❧✉✲

✈✐❛❧ ✜♥❡s ❛♥❞ ❜♦✉♥❞❡❞ ❜② ❝♦♥s✐❞❡r❛❜❧② ❧❡ss ❝♦♥❞✉❝t✐✈❡ ◗✉❛t❡r♥❛r② s❡❞✐♠❡♥ts ❢r♦♠ t❤❡

❇r❡✐s❣❛✉✲❋♦r♠❛t✐♦♥ ✭q❇❘✮ ❛t t❤❡ ❛q✉✐❢❡r ❜❛s❡ ✭▲●❘❇✱ ✷✵✵✹❀ ❲✐rs✐♥❣ ❛♥❞ ▲✉③✱ ✷✵✵✼✮✳

❘❡s✉❧ts ❢r♦♠ ❛ ❣r❛✐♥ s✐③❡ ❛♥❛❧②s✐s ♦❢ ❛♥ ❡①♣❧♦r❛t✐♦♥ ❞r✐❧❧✐♥❣ ❛t t❤❡ ✜❡❧❞ s✐t❡ ✐♥❞✐❝❛t❡

❤②❞r❛✉❧✐❝✲❝♦♥❞✉❝t✐✈✐t② ✈❛❧✉❡s ♦❢ t❤❡ ❛q✉✐❢❡r ✐♥ t❤❡ r❛♥❣❡ ♦❢ 6.7×10−5 ♠✴s t♦ 2.6×10−1

♠✴s✳ ■♥ ❢✉rt❤❡r ♣r❡❧✐♠✐♥❛r② ❤②❞r♦❣❡♦❧♦❣✐❝❛❧ ✐♥✈❡st✐❣❛t✐♦♥s ❛t t❤❡ s✐t❡✱ ❡❧❡✈❡♥ ❞✐r❡❝t✲♣✉s❤

✐♥❥❡❝t✐♦♥ ❧♦❣s ✇❡r❡ ♣❡r❢♦r♠❡❞ ❛t ❞✐✛❡r❡♥t ❧♦❝❛t✐♦♥s✳ ❚❤❡ r❡s✉❧ts r❡✈❡❛❧ ♥♦ s✐❣♥✐✜❝❛♥t

❧❛t❡r❛❧ ❞✐✛❡r❡♥❝❡s ✐♥ ❤②❞r❛✉❧✐❝ ❝♦♥❞✉❝t✐✈✐t② ❜✉t ✐♥❞✐❝❛t❡ ❧♦✇❡r ❤②❞r❛✉❧✐❝ ❝♦♥❞✉❝t✐✈✐t✐❡s

❛t ❞❡♣t❤s ❢r♦♠ ✺✲✶✵ ♠ ✇✐t❤ r❡s♣❡❝t t♦ t❤❡ ❛q✉✐❢❡r t♦♣✳

❋✐❣✉r❡ ✺✳✶❜ s❤♦✇s ❛ ♣❧❛♥ ✈✐❡✇ ♦❢ t❤❡ ✜❡❧❞ ✐♥st❛❧❧❛t✐♦♥ ❛t t❤❡ s✐t❡✳ ❆ ❧❛r❣❡ ♣✉♠♣✐♥❣

✇❡❧❧ ✭❞❡♥♦t❡❞ ❘✵✶✮ ✇❛s ✐♥st❛❧❧❡❞ ✈✐❛ ❣r❛❜ ❞r✐❧❧✐♥❣ ✐♥ t❤❡ ❝❡♥t❡r ♦❢ t❤❡ ✇❡❧❧ ♥❡t✇♦r❦

✭❋✐❣✉r❡ ✺✳✷✮✳ ❚❤❡ ♣✉♠♣✐♥❣ ✇❡❧❧ ❤❛s ❛ ❞✐❛♠❡t❡r ♦❢ ✽✵✵ ♠♠ ❛♥❞ r❡❛❝❤❡s t♦ ❛ ❞❡♣t❤ ♦❢

✷✶ ♠ ✇✐t❤✐♥ t❤❡ ❛q✉✐❢❡r✳ ■t ✇❛s ❞❡s✐❣♥❡❞ ✇✐t❤ t❤r❡❡ s❡♣❛r❛t❡ s❝r❡❡♥ s❡❝t✐♦♥s✱ ❞❡♥♦t❡❞

■✱ ■■✱ ❛♥❞ ■■■✱ ♦❢ ✷ ♠ ❧❡♥❣t❤ ❡❛❝❤ ❛♥❞ ✇✐t❤ ❛ s♣❛❝✐♥❣ ♦❢ ✹✳✺ ♠ ✐♥ ❜❡t✇❡❡♥✱ ❝❡♥t❡r❡❞

❛t ❡❧❡✈❛t✐♦♥s ♦❢ ✸✼✳✸✷ ♠ ✭✉♣♣❡r s❝r❡❡♥✮✱ ✸✵✳✽✷ ♠ ✭♠✐❞❞❧❡ s❝r❡❡♥✮ ❛♥❞ ✷✹✳✸✷ ♠ ✭❧♦✇❡r

s❝r❡❡♥✮ ❛❜♦✈❡ t❤❡ ❛q✉✐❢❡r ❜❛s❡✳ ❋✐❣✉r❡ ✺✳✸ s❤♦✇s ❛ s❝❤❡♠❛t✐❝ ✸✲❉ ✐❧❧✉str❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡

✹✹
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❋✐❣✉r❡ ✺✳✶✿ ❛✳ ❖✈❡r✈✐❡✇ ♠❛♣ ♦❢ t❤❡ ✜❡❧❞ s✐t❡✳ ❜✳ P❧❛♥ ✈✐❡✇ ♦❢ t❤❡ ✐♥st❛❧❧❡❞ ♠❡❛s✉r❡✲
♠❡♥t ♥❡t✇♦r❦ ❛t t❤❡ s✐t❡✳

✇❡❧❧ ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥✳ ◆♦t❡ t❤❛t ❛❧❧ ③✲❝♦♦r❞✐♥❛t❡s ❛r❡ ❣✐✈❡♥ ✐♥ r❡❢❡r❡♥❝❡ t♦ t❤❡ ❛q✉✐❢❡r

❜♦tt♦♠✳ ❚❤❡ ✇❡❧❧ ✇❛s ✐♥st❛❧❧❡❞ ✇✐t❤ ❛ ♣r❡♣❛❝❦❡❞ ✜❧t❡r ❛❧♦♥❣ t❤❡ ✜❧t❡r✲s❝r❡❡♥ s❡❝t✐♦♥s

❛♥❞ ❝♦♠♣❧❡t❡❞ ✇✐t❤ ❝♦❛rs❡ ❣r❛✈❡❧ t♦ ❛ ✵✳✹ ♠✲t❤✐❝❦ ✜❧t❡r ♣❛❝❦✱ ❡①t❡♥❞✐♥❣ ❜② ✵✳✺ ♠ ❛❜♦✈❡

❛♥❞ ❜❡❧♦✇ t❤❡ ✐♥❞✐✈✐❞✉❛❧ s❝r❡❡♥ s❡❝t✐♦♥s✳ ❊❛❝❤ ✜❧t❡r✲♣❛❝❦ s❡❝t✐♦♥ ✐s ❝♦♥♥❡❝t❡❞ ❛❜♦✈❡

❛♥❞ ❜❡❧♦✇ t♦ ❛ ❝❧❛② ✜❧❧ t❤r♦✉❣❤ ❛ ✵✳✺ ♠ t❤✐❝❦ s❡❝♦♥❞❛r② ✜❧t❡r ❧❛②❡r✳ ❚❤r❡❡ ❣r♦✉♣s ♦❢

✹✺



❈❍❆P❚❊❘ ✺✳ ❋■❊▲❉ ❆PP▲■❈❆❚■❖◆

❋✐❣✉r❡ ✺✳✷✿ ❛✳ ❙✐❞❡ ✈✐❡✇ ❛♥❞ ❜✳ ♣❧❛♥ ✈✐❡✇ ♦❢ t❤❡ ❣r❛❜ ❞r✐❧❧✐♥❣ ♦❢ ♣✉♠♣✐♥❣ ✇❡❧❧ ❘✵✶✳

♥❡st❡❞ ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥ ✇❡❧❧s ✇❡r❡ ✐♥st❛❧❧❡❞ ❡❛❝❤ ✐♥ t❤❡ ♥♦rt❤✱ ❡❛st✱ s♦✉t❤✱ ❛♥❞ ✇❡st ❞✐r❡❝t✐♦♥

♦❢ t❤❡ ♣✉♠♣✐♥❣ ✇❡❧❧ ❘✵✶✱ ❛t r❛❞✐❛❧ ❞✐st❛♥❝❡s ♦❢ r1 ≈ ✸✳✺ ♠✱ r2 ≈ ✻✳✺ ♠ ❛♥❞ r3 ≈ ✶✵✳✺

♠✱ r❡s♣❡❝t✐✈❡❧② ✭❋✐❣✉r❡ ✺✳✸✮✳ ❚✇♦ ❛❞❞✐t✐♦♥❛❧ ❣r♦✉♣s ♦❢ ♥❡st❡❞ ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥ ✇❡❧❧s ✇❡r❡

✐♥st❛❧❧❡❞ ❛t ❛ r❛❞✐❛❧ ❞✐st❛♥❝❡ ♦❢ r4 ≈ ✷✶ ♠✱ ♦♥❡ t♦ t❤❡ ❡❛st ❛♥❞ t❤❡ ♦t❤❡r t♦ t❤❡ ✇❡st

♦❢ ✇❡❧❧ ❘✵✶✳ ❚♦ ❢❛❝✐❧✐t❛t❡ ❛ ❞❡♣t❤✲♦r✐❡♥t❡❞ ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥✱ ❡❛❝❤ ♦❢ t❤❡ ✶✹ ❣r♦✉♣s ♦❢ ♥❡st❡❞

♦❜s❡r✈❛t✐♦♥ ✇❡❧❧s ♣r♦✈✐❞❡s s❝r❡❡♥ ♦♣❡♥✐♥❣s ❛t ❞✐✛❡r❡♥t ❞❡♣t❤s✳ ❚❤❡ ❞❡s✐❣♥ ♦❢ t❤❡ ♥❡st❡❞

♦❜s❡r✈❛t✐♦♥ ✇❡❧❧s ✐s ❞❡s❝r✐❜❡❞ ✐♥ ♠♦r❡ ❞❡t❛✐❧ ✐♥ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣✳

✹✻
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❊❛❝❤ ❣r♦✉♣ ♦❢ ♥❡st❡❞ ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥ ✇❡❧❧s ♣♦s✐t✐♦♥❡❞ ♥♦rt❤✱ s♦✉t❤ ❛♥❞ ✇❡st ♦❢ ❘✵✶

❝♦♠♣r✐s❡s t❤r❡❡ ✶✲✐♥❝❤ ♣✐❡③♦♠❡t❡rs✱ ❞❡♥♦t❡❞ t❤r❡❡✲✇❡❧❧✲❜✉♥❞❧❡✱ t❤❛t ✇❡r❡ ✐♥st❛❧❧❡❞ ✇✐t❤

❞✐r❡❝t✲♣✉s❤ ❞r✐❧❧✐♥❣ ❛♥❞ ❤❛✈❡ ❛ ✵✳✸ ♠ ❧♦♥❣ s❝r❡❡♥ ❛t ✐ts ❜♦tt♦♠✳ ❚✇♦ ♦❢ t❤❡ t❤r❡❡

♣✐❡③♦♠❡t❡rs ❛r❡ ♣❧❛❝❡❞ ❛t ❞❡♣t❤s ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ❡❧❡✈❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♣✉♠♣✐♥❣✲✇❡❧❧ s❝r❡❡♥s ■

❛♥❞ ■■✱ ❛♥❞ t❤❡ t❤✐r❞ ✐s ❛t ❛ ❞❡♣t❤ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ❡❧❡✈❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♣✉♠♣✐♥❣✲✇❡❧❧ s❝r❡❡♥s

■■ ❛♥❞ ■■■ ✭❋✐❣✉r❡ ✺✳✸✮✳ ❚❤❡ ✐♥❞✐✈✐❞✉❛❧ ♣✐❡③♦♠❡t❡rs ✇❡r❡ ❝♦♠♣❧❡t❡❞ ❜② ❛❧❧♦✇✐♥❣ ♥❛t✉r❛❧

❝♦❧❧❛♣s t♦ ♦❝❝✉r ✐♥ t❤❡ ❛♥♥✉❧❛r ✇❡❧❧ s♣❛❝❡✳

❋✐❣✉r❡ ✺✳✸✿ ❖✈❡r✈✐❡✇ ♦❢ t❤❡ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥t ♥❡t✇♦r❦ ✐♥st❛❧❧❡❞ ❛t t❤❡ ✜❡❧❞ s✐t❡✳ ❚❤❡
✈❡rt✐❝❛❧ ❝♦♦r❞✐♥❛t❡ ✐s ♠❡❛s✉r❡❞ ❢r♦♠ t❤❡ ❜❛s❡ ♦❢ t❤❡ ❛q✉✐❢❡r✱ t❤❡ ❤♦r✐③♦♥t❛❧ ❝♦♦r❞✐♥❛t❡s
❢r♦♠ t❤❡ ♣✉♠♣✐♥❣ ✇❡❧❧ ❘✵✶ ✐♥ t❤❡ ♠✐❞❞❧❡✱ ✐❧❧✉str❛t❡❞ ❜② ✐ts ✇❡❧❧ s❝r❡❡♥s✳

❆❧❧ ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥ ✇❡❧❧s t♦ t❤❡ ❡❛st ♦❢ ❘✵✶ ❛r❡ ❝♦♥t✐♥✉♦✉s ♠✉❧t✐✲❝❤❛♥♥❡❧ t✉❜✐♥❣ ✇❡❧❧s

✭❈▼❚✲✇❡❧❧s❀ ❊✐♥❛rs♦♥ ❛♥❞ ❈❤❡rr②✱ ✷✵✵✷✮✱ ✇✐t❤ s❡✈❡♥ ✐♥❞✐✈✐❞✉❛❧ ❝❤❛♥♥❡❧s ✇✐t❤ ❛ ✇✐❞t❤

♦❢ ∼✶ ❝♠✳ ❚❤❡ ❈▼❚✲✇❡❧❧s ✇❡r❡ ✐♥st❛❧❧❡❞ ✉s✐♥❣ ♣❡r❝✉ss✐♦♥ ❞r✐❧❧✐♥❣✳ ❚❤❡✐r ❞❡♣t❤s ❛r❡

❛❜♦✈❡✱ ❛t✱ ❛♥❞ ❜❡❧♦✇ t❤❡ ❡❧❡✈❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♣✉♠♣✐♥❣✲✇❡❧❧ s❝r❡❡♥s ■✱ ■■✱ ❛♥❞ ■■■✳ ❙t❛rt✐♥❣

❢r♦♠ t❤❡ t♦♣ t♦ t❤❡ ❜♦tt♦♠✱ t❤❡ s❝r❡❡♥ ♦♣❡♥✐♥❣s ❛r❡ ❡♥✉♠❡r❛t❡❞ ❢r♦♠ ✶ t♦ ✼ ✭❋✐❣✉r❡

✺✳✸✮✳ ❲❤✐❧❡ s❝r❡❡♥ ♦♣❡♥✐♥❣s ✶ t♦ ✻ ❛r❡ ✵✳✹ ♠ ❧♦♥❣✱ t❤❡ ❧♦✇❡r♠♦st s❝r❡❡♥ ♦♣❡♥✐♥❣ ✼ ❤❛s ❛

❧❡♥❣t❤ ♦❢ ✵✳✶ ♠✳ ❙✐♠✐❧❛r t♦ t❤❡ ♣✉♠♣✐♥❣ ✇❡❧❧✱ ❡❛❝❤ ❈▼❚ ✇❡❧❧ ✇❛s ❞❡s✐❣♥❡❞ ✇✐t❤ ❛ ✜❧t❡r

♣❛❝❦ ❝♦♥s✐st✐♥❣ ♦❢ ✵✳✵✾ ♠✲t❤✐❝❦ ❝♦❛rs❡ ❣r❛✈❡❧ ❛t t❤❡ ❞❡♣t❤s ♦❢ t❤❡ ✜❧t❡r✲s❝r❡❡♥ s❡❝t✐♦♥s✱
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❡①t❡♥❞✐♥❣ ✵✳✷ ♠ ❛❜♦✈❡ ❛♥❞ ❜❡❧♦✇ ❡❛❝❤ s❡❝t✐♦♥✳ ❚❤❡ ✐♥❞✐✈✐❞✉❛❧ ✜❧t❡r✲♣❛❝❦ s❡❝t✐♦♥s ❛r❡

❝♦♥♥❡❝t❡❞ ❛❜♦✈❡ ❛♥❞ ❜❡❧♦✇ t♦ ❛ ❜❡♥t♦♥✐t❡ ✜❧❧✳

■♥ t♦t❛❧✱ t❤❡ ♠♦♥✐t♦r✐♥❣ ♥❡t✇♦r❦ ✐♥st❛❧❧❡❞ ❛t t❤❡ ✜❡❧❞ s✐t❡ ❝♦♥s✐sts ♦❢ ✺✽ ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥

♣♦✐♥ts✳

❚♦ ❞❡t❡r♠✐♥❡ t❤❡ ✇❡❧❧ ❡✣❝✐❡♥❝② ♦❢ ♣✉♠♣✐♥❣ ✇❡❧❧ ❘✵✶✱ ❛ st❡♣✲❞r❛✇❞♦✇♥ ♣✉♠♣✐♥❣

t❡st ✇❛s ♣❡r❢♦r♠❡❞ ❛❢t❡r ❝♦♠♣❧❡t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ✇❡❧❧✳ ■♥ t❤r❡❡ ♣✉♠♣✐♥❣ st❡♣s✱ ❧❛st✐♥❣ ❢♦r ✽

❤ ❡❛❝❤✱ ✇❛t❡r ✇❛s ❡①tr❛❝t❡❞ ✇✐t❤ ❛ ♣✉♠♣✐♥❣ r❛t❡ ♦❢ ✵✳✵✶ m3✴s✱ ✵✳✵✷ m3✴s ❛♥❞ ✵✳✵✸✻

m3✴s✱ r❡s♣❡❝t✐✈❡❧②✳ ■♥ ❡❛❝❤ ♣✉♠♣✐♥❣ st❡♣✱ ✇❛t❡r ✇❛s ❡①tr❛❝t❡❞ s✐♠✉❧t❛♥❡♦✉s❧② ❢r♦♠

❛❧❧ t❤r❡❡ ✇❡❧❧✲s❝r❡❡♥s s❡❝t✐♦♥s ■✱ ■■✱ ❛♥❞ ■■■ ✉s✐♥❣ ❛ ❢r❡q✉❡♥❝②✲❝♦♥tr♦❧❧❡❞ s✉❜♠❡rs✐❜❧❡

♣✉♠♣ ✭●❘❯◆❉❋❖❙✮✳ ❋✐❣✉r❡ ✺✳✹ s❤♦✇s t❤❛t t❤❡ ✇❡❧❧ ❡✣❝✐❡♥❝② ❞❡❝r❡❛s❡s ✇✐t❤ ✐♥❝r❡❛s✐♥❣

♣✉♠♣✐♥❣ r❛t❡✳

❋✐❣✉r❡ ✺✳✹✿ ❊st✐♠❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ✇❡❧❧ ❡✣❝✐❡♥❝② ♦❢ ♣✉♠♣✐♥❣ ✇❡❧❧ ❘✵✶ ✭❙t♦❧❧✱ ✷✵✷✵✮✳

✺✳✷ ❍②❞r❛✉❧✐❝ ❚❡sts

❆s ❛ ♣r♦♦❢✲♦❢✲❝♦♥❝❡♣t✱ t❤r❡❡ s❡r✐❡s ♦❢ s❤♦rt✲t❡r♠ ♣✉♠♣✐♥❣ t❡sts ✇❡r❡ ♣❡r❢♦r♠❡❞ ❜② ❡①✲

tr❛❝t✐♥❣ ✇❛t❡r s✉❝❝❡ss✐✈❡❧② ❢r♦♠ t❤❡ s❝r❡❡♥ s❡❝t✐♦♥s ■✱ ■■✱ ❛♥❞ ■■■ ♦❢ ♣✉♠♣✐♥❣ ✇❡❧❧ ❘✵✶

✇✐t❤ ❛ ❢r❡q✉❡♥❝②✲❝♦♥tr♦❧❧❡❞ s✉❜♠❡rs✐❜❧❡ ♣✉♠♣ ✭●❘❯◆❉❋❖❙✮✳ ❚♦ ♣r❡✈❡♥t ✇❛t❡r ✐♥✢♦✇

❢r♦♠ t❤❡ ❛❞❥❛❝❡♥t s❝r❡❡♥ s❡❝t✐♦♥s✱ ❛ str❛❞❞❧❡ ♣❛❝❦❡r s②st❡♠ ✇❛s ✐♥tr♦❞✉❝❡❞ ✐♥t♦ t❤❡ ✇❡❧❧
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❛♥❞ ♣❧❛❝❡❞ ❛❜♦✈❡ ❛♥❞✴♦r ❜❡❧♦✇ t❤❡ ❛❝t✐✈❡ s❝r❡❡♥ s❡❝t✐♦♥✳ ❖♥ ❛❝❝♦✉♥t ♦❢ t❤❡ ❧❛r❣❡ ❞✐✲

❛♠❡t❡r ♦❢ ♣✉♠♣✐♥❣ ✇❡❧❧ ❘✵✶✱ t❤❡ str❛❞❞❧❡ ♣❛❝❦❡r ✇❛s ❞❡s✐❣♥❡❞ ❛s ❛ ❝✉st♦♠✐③❡❞ s②st❡♠✳

❚❤❡ ♣❛❝❦❡r s②st❡♠ ❝❛♥ ❜❡ ❛❞❛♣t❡❞ ✐♥ ✐ts ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥ ❛❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ ✇❛t❡r ❡①tr❛❝t✐♦♥ ✐♥

t❤❡ ✉♣♣❡r✱ ♠✐❞❞❧❡ ♦r ❧♦✇❡r ✇❡❧❧✲s❝r❡❡♥ s❡❝t✐♦♥✳ ❋✐❣✉r❡ ✺✳✺ s❤♦✇s t❤❡ ❞✐✛❡r❡♥t ❝♦♠♣♦s✐✲

t✐♦♥s ♦❢ t❤❡ str❛❞❞❧❡ ♣❛❝❦❡r✳

❋♦r ❡❛❝❤ ♣✉♠♣✐♥❣ ❞❡♣t❤✱ ♠✉❧t✐♣❧❡ ♣✉♠♣✐♥❣ t❡sts pt ✇❡r❡ ♣❡r❢♦r♠❡❞ ✇✐t❤ ❞✐✛❡r❡♥t

❋✐❣✉r❡ ✺✳✺✿ ❈♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥s ♦❢ t❤❡ str❛❞❞❧❡ ♣❛❝❦❡r ❛❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ ✇❛t❡r ❡①tr❛❝t✐♦♥ ❢r♦♠
✇❡❧❧✲s❝r❡❡♥ s❡❝t✐♦♥ ■✱ ■■ ♦r ■■■✳

♣✉♠♣✐♥❣ r❛t❡s Qw(pt✮✳ ❆❧❧ ❡①♣❡r✐♠❡♥ts ❜❡❧♦♥❣✐♥❣ t♦ t❤❡ s❛♠❡ ❡①tr❛❝t✐♦♥ ✐♥t❡r✈❛❧ ❝♦♥✲

st✐t✉t❡ ❛ s♣❡❝✐✜❝ ❤②❞r❛✉❧✐❝ t❡st y✳ ❉❡t❛✐❧s ♦♥ t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ♣✉♠♣✐♥❣ t❡sts ❜❡❧♦♥❣✐♥❣ t♦

t❤❡ ✐♥❞✐✈✐❞✉❛❧ ❤②❞r❛✉❧✐❝ t❡sts ❛♥❞ t❤❡ ❛♣♣❧✐❡❞ ♣✉♠♣✐♥❣ r❛t❡s ❛r❡ ❧✐st❡❞ ✐♥ ❚❛❜❧❡ ✺✳✶✳

❚❛❜❧❡ ✺✳✶✿ ❑❡② ❞❛t❛ ♦❢ t❤❡ ♣✉♠♣✐♥❣ t❡st s❡r✐❡s✳

■✲❯♣♣❡r s❝r❡❡♥ ■■✲▼✐❞❞❧❡ s❝r❡❡♥ ■■■✲❇♦tt♦♠ s❝r❡❡♥
❍②❞r❛✉❧✐❝ t❡st y ✶ ✷ ✸
◆✉♠❜❡r ♦❢ ♣✉♠♣✐♥❣ t❡sts pt ✺ ✶✵ ✼
❘❡❞✉❝❡❞ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ♣✉♠♣✐♥❣ t❡sts pr ✹ ✼ ✹
❚✐♠❡ t♦ r❡❛❝❤ st❡❛❞②✲s❤❛♣❡ ❜❡❤❛✈✐♦r ttrim ❬s❪ ✶✽✵✵ ✶✻✽✵ ✶✼✵✵
❘❛♥❣❡ ♦❢ Qw(pt)❬▲✴s❪ ✶✵✳✵ ✕ ✶✵✳✺ ✺✳✺ ✕ ✶✵✳✾ ✶✼✳✽ ✕ ✶✾✳✵

❉✉r✐♥❣ ❡❛❝❤ ♣✉♠♣✐♥❣ t❡st✱ t❤❡ tr❛♥s✐❡♥t ❞r❛✇❞♦✇♥ r❡s♣♦♥s❡ ✇❛s ♠❡❛s✉r❡❞ ✐♥ ❛❧❧

❛✈❛✐❧❛❜❧❡ ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥ ♣♦✐♥ts✳ ❋✐❜❡r✲♦♣t✐❝ ♣r❡ss✉r❡ tr❛♥s❞✉❝❡rs ✭❋■❙❖ ❚❡❝❤♥♦❧♦❣✐❡s✱ ■♥❝✳✱

✹✾
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◗✉❡❜❡❝✱ ◗❈✱ ❈❛♥❛❞❛✮ ✇❡r❡ ✉s❡❞ t♦ r❡❝♦r❞ t❤❡ ❞r❛✇❞♦✇♥ r❡s♣♦♥s❡ ✐♥ ✶✹ ♦❢ t❤❡ ✷✽

❝❤❛♥♥❡❧s ❛✈❛✐❧❛❜❧❡ ❢r♦♠ t❤❡ ❈▼❚ ✇❡❧❧s✳ ■ ♠❛♥✉❛❧❧② ♠❡❛s✉r❡❞ t❤❡ ❞r❛✇❞♦✇♥ r❡s♣♦♥s❡

✐♥ t❤❡ r❡♠❛✐♥✐♥❣ ❝❤❛♥♥❡❧s ✉s✐♥❣ ❛♥ ❡✲t❛♣❡✳ ■♥ ❛❧❧ ✶✲✐♥❝❤ ♣✐❡③♦♠❡t❡rs ♦❢ t❤❡ t❤r❡❡✲✇❡❧❧✲

❜✉♥❞❧❡s t❤❡ ❞r❛✇❞♦✇♥ r❡s♣♦♥s❡ ✇❛s r❡❝♦r❞❡❞ ✉s✐♥❣ ❞✐✛❡r❡♥t t②♣❡s ♦❢ ♣✐❡③♦r❡s✐st✐✈❡ ❞❛t❛

❧♦❣❣❡rs✳ ❆❞❞✐t✐♦♥❛❧❧②✱ t❤❡ ❜❛r♦♠❡tr✐❝ ♣r❡ss✉r❡ ✇❛s r❡❝♦r❞❡❞ t❤r♦✉❣❤♦✉t t❤❡ ❝♦♠♣❧❡t❡

t❡st ♣❡r✐♦❞✳ ❉❡t❛✐❧❡❞ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ♦♥ s❡♥s♦r t②♣❡✱ s❡♥s♦r r❡s♦❧✉t✐♦♥ ❛♥❞ s❛♠♣❧✐♥❣ ✐♥t❡r✈❛❧

♦❢ t❤❡ ❞✐✛❡r❡♥t ♠❡❛s✉r❡♠❡♥t ❞❡✈✐❝❡s ✐s ❣✐✈❡♥ ✐♥ ❚❛❜❧❡ ✺✳✷✳

❚❛❜❧❡ ✺✳✷✿ ❉❡t❛✐❧s ♦♥ t❤❡ s❡♥s♦rs ✉s❡❞ t♦ ♠❡❛s✉r❡ t❤❡ ❞r❛✇❞♦✇♥ r❡s♣♦♥s❡ t♦ ✇❛t❡r
❡①tr❛❝t✐♦♥ ✐♥ ♣✉♠♣✐♥❣ ✇❡❧❧ ❘✵✶✳

❙❡♥s♦r ❚②♣❡ ❙♣❡❝✐✜❝❛t✐♦♥ ❘❡s♦❧✉t✐♦♥ ❬♠♠❪
❙❛♠♣❧✐♥❣

❋r❡q✉❡♥❝② ❬❍③❪
❋✐❜❡r✲♦♣t✐❝
♣r❡ss✉r❡ tr❛♥s❞✉❝❡r

❋❖P✲▼P❩✲◆❙✲✶✶✼✸❇
❋■❙❖ ❚❡❝❤♥♦❧♦❣✐❡s

✶ ✵✳✷

❆❜s♦❧✉t❡
♣r❡ss✉r❡ tr❛♥s❞✉❝❡r

▼✐❝r♦✲❉✐✈❡r
❚❉✲❉✐✈❡r
❈❚❉✲❉✐✈❡r
❊✐❥❦❡❧❦❛♠♣ ❙♦✐❧ ✫ ❲❛t❡r

✸ ✵✳✷

❘❡❧❛t✐✈❡
♣r❡ss✉r❡ tr❛♥s❞✉❝❡r

❉✐♣♣❡r✲P❚
❙❊❇❆ ❍②❞r♦♠❡tr✐❡

✲ ✵✳✵✸✸

❲❛t❡r ❧❡✈❡❧ ♠❡t❡r ▼❛♥✉❛❧ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥t ✲ ✲
❇❛r♦♠❡tr✐❝
♣r❡ss✉r❡ tr❛♥s❞✉❝❡r

❇❛r♦✲❉✐✈❡r
❱❛♥ ❊ss❡♥ ■♥str✉♠❡♥ts

✵✳✸ ✵✳✵✵✸✸

❉✉❡ t♦ t❡❝❤♥✐❝❛❧ ♣r♦❜❧❡♠s ✇✐t❤ ♦♥❡ ❞❛t❛ ❧♦❣❣❡r t❤❡ t♦t❛❧ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❛❝t✐✈❡ ♦❜s❡r✈❛✲

t✐♦♥ ♣♦✐♥ts ✐♥ ❡❛❝❤ ❤②❞r❛✉❧✐❝ t❡st ✇❛s r❡❞✉❝❡❞ t♦ ✺✼✳

■♥ ♦r❞❡r t♦ ♠♦♥✐t♦r t❤❡ st❛❜✐❧✐t② ♦❢ t❤❡ ♣✉♠♣✐♥❣ r❛t❡✱ ■ r❡❣✉❧❛r❧② t♦♦❦ ✢♦✇♠❡t❡r r❡❛❞✲

✐♥❣s ❛♥❞ ♦❜s❡r✈❡❞ t❤❡ ❞r❛✇❞♦✇♥ ✇✐t❤✐♥ t❤❡ ♣✉♠♣✐♥❣ ✇❡❧❧ ✉s✐♥❣ ❛ ♣r❡ss✉r❡ tr❛♥s❞✉❝❡r✳

❚❤❡ ❧❛tt❡r ✐♥✲✇❡❧❧ ❞r❛✇❞♦✇♥ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥ts ❛r❡ ♥♦t ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ ✐♥ ❞❛t❛ ❛♥❛❧②s✐s ❧❛t❡r

♦♥ ❜❡❝❛✉s❡ t❤❡s❡ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥ts ❛r❡ ❛✛❡❝t❡❞ ❜② ♣✉♠♣✲✐♥❞✉❝❡❞ ♣r❡ss✉r❡ ✈❛r✐❛t✐♦♥s ❛♥❞

✇❡❧❧✲s❦✐♥ ❡✛❡❝ts✳

✺✳✸ ❉❛t❛ Pr♦❝❡ss✐♥❣

❚❤❡ ♣✉♠♣✐♥❣ t❡sts r❡s✉❧t❡❞ ✐♥ ❛ t♦t❛❧ ♦❢ ✶✸✸✹ ❞r❛✇❞♦✇♥ ❝✉r✈❡s✱ ❢r♦♠ ✇❤✐❝❤ ❞❡❢❡❝✲

t✐✈❡ ❞❛t❛s❡ts ❝❛✉s❡❞ ❜② str♦♥❣ ✐♥st❛❜✐❧✐t✐❡s ♦❢ ♣r❡ss✉r❡ tr❛♥s❞✉❝❡rs ♦r t❤❡ ♣✉♠♣✐♥❣ r❛t❡

✺✵



✺✳✸✳ ❉❆❚❆ P❘❖❈❊❙❙■◆●

✇❡r❡ ❡❧✐♠✐♥❛t❡❞✳ ❋✐❣✉r❡ ✺✳✻ s❤♦✇s ❡①❡♠♣❧❛r② ❞❛t❛s❡ts ♦❢ ✇❤❛t ✇❛s ❞❡✜♥❡❞ ❛s ❞❡❢❡❝✲

t✐✈❡ ❞❛t❛s❡ts✳ ■♥ ❣❡♥❡r❛❧✱ ❞❛t❛s❡ts s❤♦✇✐♥❣ ❛ ❞r❛✇❞♦✇♥ s✐❣♥❛❧ t❤❛t ❡✈✐❞❡♥t❧② ❞♦❡s ♥♦t

❝♦rr❡s♣♦♥❞ t♦ t❤❡ tr✉❡ s✐❣♥❛❧ ♦❢ ♣✉♠♣✐♥❣ ✇❡r❡ ❡①❝❧✉❞❡❞✳ ❆s s❤♦✇♥ ✐♥ ❋✐❣✉r❡ ✺✳✻✱ t❤❡

✐♥st❛❜✐❧✐t② ♦❢ ♣r❡ss✉r❡ tr❛♥s❞✉❝❡r r❡❝♦r❞✐♥❣s ❝❛♥ ❜❡ ❡①♣r❡ss❡❞ ❞✐✛❡r❡♥t❧②✱ ✐♥❝❧✉❞✐♥❣ ❛

st❡❛❞② ❞❡❝r❡❛s❡ ♦❢ ❞r❛✇❞♦✇♥ ✭❧♦✇❡r♠♦st ❜❧✉❡ ❛♥❞ ②❡❧❧♦✇ ❞r❛✇❞♦✇♥ ❝✉r✈❡s ✐♥ ❋✐❣✉r❡

✺✳✻✮✱ ❛ ❝♦♥t✐♥✉♦✉s tr❡♥❞ ✐♥ ❞r❛✇❞♦✇♥ ✭❣r❡❡♥ ❞r❛✇❞♦✇♥ ❝✉r✈❡ ✐♥ ❋✐❣✉r❡ ✺✳✻✮ ♦r ♥♦ r❡✲

s♣♦♥s❡ t♦ ♣✉♠♣✐♥❣ ❛t ❛❧❧✳ ❲✐t❤ r❡s♣❡❝t t♦ ✢♦✇ r❛t❡ st❛❜✐❧✐t②✱ t❤❡ ❡♥t✐r❡ ♣✉♠♣✐♥❣ ♣❤❛s❡

❋✐❣✉r❡ ✺✳✻✿ ❊①❡♠♣❧❛r② ❞❛t❛s❡ts ❡①❝❧✉❞❡❞ ❢r♦♠ ♠♦❞❡❧ ❝❛❧✐❜r❛t✐♦♥ ❞✉❡ t♦ ✐♥st❛❜❧❡ ♣r❡s✲
s✉r❡ tr❛♥s❞✉❝❡r r❡❝♦r❞✐♥❣s✳

✇❛s ❛ss❡ss❡❞ ✐♥❝❧✉❞✐♥❣ t❤❡ ❧❛t❡✲t❡r♠ st❡❛❞② ❞✐s❝❤❛r❣❡✳ ■♥ ♣r❡❝❡❞✐♥❣ t❡sts✱ ❡✳❣✳✱ t❤❡ st❡♣✲

❞r❛✇❞♦✇♥ ♣✉♠♣✐♥❣ t❡st ♦✉t❧✐♥❡❞ ✐♥ s❡❝t✐♦♥ ✺✳✶✱ ❛♥❞ ❞✉r✐♥❣ t❤❡ ❤②❞r❛✉❧✐❝ t❡sts ❞❡s❝r✐❜❡❞

✐♥ s❡❝t✐♦♥ ✺✳✷✱ ✐t ✇❛s ❡①❛♠✐♥❡❞ t❤❛t t❤❡ s②st❡♠ s❤♦✇s ❛♥ ✐♥❝r❡❞✐❜❧② q✉✐❝❦ r❡s♣♦♥s❡ t♦

❝❤❛♥❣❡s ✐♥ t❤❡ ✢♦✇ r❛t❡✳ ❚❤✉s✱ ✐t ✇❛s ♣♦ss✐❜❧❡ t♦ ✐❞❡♥t✐❢② ✢♦✇ r❛t❡ ✐♥st❛❜✐❧✐t✐❡s ♥♦t ♦♥❧②

❞✐r❡❝t❧② ❢r♦♠ ✢♦✇ r❛t❡ r❡❛❞✐♥❣s ❜✉t ❛❧s♦ ❢r♦♠ ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥ ❞❛t❛✳

❆❢t❡r t❤❡ ❡❧✐♠✐♥❛t✐♦♥ ♦❢ ❞❡❢❡❝t✐✈❡ ❞❛t❛s❡ts✱ ❡❛❝❤ ❝✉r✈❡ ✇❛s ❝♦rr❡❝t❡❞ t♦ ❝♦♥s✐❞❡r

❜❛r♦♠❡tr✐❝ ♣r❡ss✉r❡ ✈❛r✐❛t✐♦♥s✳ ❈♦♥s✐❞❡r✐♥❣ t❤❛t ❞r❛✇❞♦✇♥ ✐s ❧✐♥❡❛r❧② ♣r♦♣♦rt✐♦♥❛❧ t♦

t❤❡ ♣✉♠♣✐♥❣ r❛t❡✱ ❛ s❝❛❧✐♥❣ ✇❛s ♣❡r❢♦r♠❡❞ ❢♦r ❞r❛✇❞♦✇♥ ❝✉r✈❡s ❢r♦♠ ♣✉♠♣✐♥❣ t❡sts ✇✐t❤

❞✐✛❡r❡♥t ❡①tr❛❝t✐♦♥ r❛t❡s t♦ t❤♦s❡ ♦❢ ❛ ❤❛r♠♦♥✐③❡❞ r❛t❡ Qh ♦❢ ✵✳✵✶ m3/s✳ ❚❤❡ s❝❛❧✐♥❣

✐s ❜❛s❡❞ ♦♥ t❤❡ ♠❡❛♥ ❞✐s❝❤❛r❣❡ ♦❜s❡r✈❡❞ ❞✉r✐♥❣ t❤❡ ♣✉♠♣✐♥❣ ♣❤❛s❡ ✉♣ t♦ t✐♠❡♣♦✐♥t

ttrim ✭❚❛❜❧❡ ✺✳✶✮✳ ❚❤❡s❡ s❝❛❧❡❞ ❝✉r✈❡s ✇❡r❡ ✉s❡❞ t♦ ❝♦♠♣❛r❡ t❤❡ ♠✉❧t✐♣❧❡ ❤②❞r❛✉❧✐❝

r❡s♣♦♥s❡s ♦❜s❡r✈❡❞ ❛t ❡❛❝❤ ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥ ♣♦✐♥t ❛♥❞ ❤②❞r❛✉❧✐❝ t❡st✱ ❛♥❞ t♦ ❝❤❡❝❦ t❤❡ ❞❛t❛

✺✶
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r❡♣r♦❞✉❝✐❜✐❧✐t②✳ P✉♠♣✐♥❣ t❡sts ✐♥ ✇❤✐❝❤ t❤❡ ❞r❛✇❞♦✇♥ ❝✉r✈❡s ♣r❡❞♦♠✐♥❛♥t❧② ❢❛✐❧❡❞ t❤❡

r❡♣r♦❞✉❝✐❜✐❧✐t② t❡st✱ ✇❡r❡ ❞✐s❝❛r❞❡❞✱ r❡❞✉❝✐♥❣ t❤❡ t♦t❛❧ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ♣✉♠♣✐♥❣ t❡sts ❢r♦♠

pt t♦ pr ♦❢ ❡❛❝❤ ❤②❞r❛✉❧✐❝ t❡st ✭❚❛❜❧❡ ✺✳✶✮✳

■♥ ❛ ♥❡①t st❡♣✱ ■ ❝♦♥s✐❞❡r t❤❡ st❡❛❞②✲s❤❛♣❡ ♣✉♠♣✐♥❣ r❡❣✐♠❡ ♦❢ t❤❡ ✜❡❧❞ t❡sts ✐♥ ✇❤✐❝❤

t❤❡ ❛❜s♦❧✉t❡ ✈❛❧✉❡ ♦❢ ❞r❛✇❞♦✇♥ st✐❧❧ ❝❤❛♥❣❡s ❜✉t t❤❡ ❤②❞r❛✉❧✐❝✲❤❡❛❞ ❞✐✛❡r❡♥❝❡s ❜❡t✇❡❡♥

♠❡❛s✉r❡♠❡♥t ❧♦❝❛t✐♦♥s r❡♠❛✐♥ ❝♦♥st❛♥t ✭❇♦❤❧✐♥❣ ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✵✷✱ ✷✵✵✼✮✳ ❇② ❛♥❛❧②③✐♥❣ t❤❡

st❡❛❞②✲s❤❛♣❡ ♣✉♠♣✐♥❣ r❡❣✐♠❡✱ ✉♥❝❡rt❛✐♥t✐❡s ❝❛♥ ❜❡ ❛✈♦✐❞❡❞ t❤❛t ❛r❡ ❛ss♦❝✐❛t❡❞ ✇✐t❤ t❤❡

r❡❝♦r❞❡❞ tr❛♥s✐❡♥t ❜❡❤❛✈✐♦r ♦❢ t❤❡ ❤②❞r❛✉❧✐❝ r❡s♣♦♥s❡s✱ ❛♥❞ t❤❡ ✐♥t❡♥s✐✈❡ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥❛❧

r❡q✉✐r❡♠❡♥ts ♦❢ s✐♠✉❧❛t✐♥❣ tr❛♥s✐❡♥t ❣r♦✉♥❞✇❛t❡r ✢♦✇ ✐s r❡❞✉❝❡❞✳

■♥ t❤❡ r❡❞✉❝❡❞ s❡t ♦❢ ♣✉♠♣✐♥❣ t❡sts pr✱ t❤❡ st❡❛❞②✲s❤❛♣❡ r❡❣✐♠❡ ✇❛s ❞❡✜♥❡❞ ❜② ✐❞❡♥✲

t✐❢②✐♥❣ t❤❡ t✐♠❡ ✭ttrim✮ ❛t ✇❤✐❝❤ ❝❤❛♥❣❡s ✐♥ ❞r❛✇❞♦✇♥ ❞✐✛❡r❡♥❝❡s ❜❡t✇❡❡♥ ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥

❧♦❝❛t✐♦♥s ❝♦✉❧❞ ❜❡ ♥❡❣❧❡❝t❡❞ ✭s❡❡ ❚❛❜❧❡ ✺✳✶✮✳ ❋✐❣✉r❡ ✺✳✼ s❤♦✇s ❛♥ ❡①❡♠♣❧❛r② ❞❛t❛s❡t t♦

❞❡♠♦♥str❛t❡ t❤❡ ✐❞❡♥t✐✜❝❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ st❡❛❞② s❤❛♣❡ ♣✉♠♣✐♥❣ r❡❣✐♠❡✳ ❋✐❣✉r❡ ✺✳✼❛ s❤♦✇s

t❤❡ ❛❜s♦❧✉t❡ ❞r❛✇❞♦✇♥s ✈❡rs✉s ♣✉♠♣✐♥❣ t✐♠❡ ✉♥t✐❧ t✐♠❡♣♦✐♥t ttrim ❂ ✶✽✵✵ s ♦❜t❛✐♥❡❞

✇✐t❤ ♣✉♠♣✐♥❣ t❡st pt ❂ ✺ ♦❢ ❤②❞r❛✉❧✐❝ t❡st ■✱ ✐✳❡✳ ✇❤❡♥ ✇❛t❡r ✇❛s ❡①tr❛❝t❡❞ ❢r♦♠ t❤❡

✉♣♣❡r s❝r❡❡♥ ✐♥ ♣✉♠♣✐♥❣ ✇❡❧❧ ❘✵✶✳ ❚❤❡ ❞r❛✇❞♦✇♥s ✐♥❝r❡❛s❡ ✇✐t❤ t✐♠❡ ❛♥❞ ❞❡❝r❡❛s❡

✇✐t❤ ✐♥❝r❡❛s✐♥❣ r❛❞✐❛❧ ❞✐st❛♥❝❡ t♦ t❤❡ ✇❡❧❧ ✭❞✐✛❡r❡♥t ❝♦❧♦rs ✐♥ ❋✐❣✉r❡ ✺✳✼❛✮✳ ❋✐❣✉r❡ ✺✳✼❜

s❤♦✇s t❤❡ ❞✐✛❡r❡♥❝❡ ✐♥ ❞r❛✇❞♦✇♥ ❜❡t✇❡❡♥ ❛❧❧ ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥ ♣♦✐♥ts ❛♥❞ ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥ ♣♦✐♥t

❲✵✹✳✸✱ ❝❤♦s❡♥ ❛s ❛♥ ❡①❡♠♣❧❛r② r❡❢❡r❡♥❝❡ ♣♦✐♥t✳ ❈♦♥tr❛r② t♦ t❤❡ ❛❜s♦❧✉t❡ ❞r❛✇❞♦✇♥s✱

t❤❡ ❞r❛✇❞♦✇♥ ❞✐✛❡r❡♥❝❡s ❛♣♣❡❛r t♦ r❡♠❛✐♥ ❝♦♥st❛♥t ❛❢t❡r ❛ ♣✉♠♣✐♥❣ t✐♠❡ ♦❢ ∼✶✺ ♠✐♥✱

t❤❛t ✐s✱ ♣r✐♦r t♦ t❤❡ s❡❧❡❝t❡❞ t✐♠❡♣♦✐♥t ttrim✳

❆❞❞✐t✐♦♥❛❧❧②✱ ■ ❝♦♠♣✉t❡❞ t❤❡ ❧♦❣❛r✐t❤♠✐❝ ❞❡r✐✈❛t✐✈❡ ♦❢ ❞r❛✇❞♦✇♥ ❛s ❛ ❢✉♥❝t✐♦♥ ♦❢

t✐♠❡ ✐♥ ❧♦❣✲❧♦❣ s❝❛❧❡ ✭❘❡♥❛r❞ ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✵✾✮ ✉s✐♥❣ t❤❡ ❞✐✛❡r❡♥t✐❛t✐♦♥ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ❛❢t❡r

❇♦✉r❞❡t ❡t ❛❧✳ ✭✶✾✽✾✮ t♦ ❛ss❡ss t❤❡ ❝❤❛♥❣❡ ✐♥ ❞❡✈✐❛t✐♦♥ ❛t ❡❛❝❤ ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥ ♣♦✐♥t ✭❋✐❣✉r❡

✺✳✼❝✮✳ ❋✐❣✉r❡ ✺✳✼❝ s❤♦✇s t❤❛t ❢♦r pt ❂ ✺ ♦❢ ❤②❞r❛✉❧✐❝ t❡st ■ t❤❡ ❧♦❣❛r✐t❤♠✐❝ ❞❡r✐✈❛t✐✈❡s

st❛❜✐❧✐③❡ ♣r✐♦r t♦ t✐♠❡♣♦✐♥t ttrim ✇✐t❤ ❞❡✈✐❛t✐♦♥s s♠❛❧❧❡r t❤❛♥ ✶ ♠♠✳ ❚❤❡ st❛❜✐❧✐③❛t✐♦♥

♦❢ ❧♦❣❛r✐t❤♠✐❝ ❞❡r✐✈❛t✐✈❡s ✐♥❞✐❝❛t❡s t❤❛t ♠♦st ❧✐❦❡❧② t❤❡ ✐♥✜♥✐t❡ ❛❝t✐♥❣ r❛❞✐❛❧ ✢♦✇ ♣❤❛s❡

✇❛s r❡❛❝❤❡❞ ✭❘❡♥❛r❞ ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✵✾✮✳ ❲✐t❤ t❤✐s✱ t❤❡ ❛q✉✐❢❡r ❝❛♥ ❜❡ ❛ss✉♠❡❞ ♦❢ ✐♥✜♥✐t❡ ❛r❡❛❧

❡①t❡♥t ❛t t✐♠❡♣♦✐♥t ttrim ✇✐t❤ ♥♦ ✐♥✢✉❡♥❝❡s ♦❢ ✇❡❧❧ ❜♦r❡ ❡✛❡❝ts ♦r ❡①t❡r♥❛❧ ❜♦✉♥❞❛r✐❡s

♦♥ ❞r❛✇❞♦✇♥✳

■♥ ❛ ❧❛st st❡♣✱ ■ ❛✈❡r❛❣❡❞ t❤❡ ❞r❛✇❞♦✇♥ sobs ❛t t✐♠❡♣♦✐♥t ttrim ❢r♦♠ ❛❧❧ ♣✉♠♣✐♥❣

t❡sts pr ❛✈❛✐❧❛❜❧❡ ✐♥ ❤②❞r❛✉❧✐❝ t❡st y✳ ❇② t❤❛t✱ ❛ s✐♥❣❧❡ ❛✈❡r❛❣❡❞ ❞r❛✇❞♦✇♥ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥t

✺✷
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❋✐❣✉r❡ ✺✳✼✿ ❉❛t❛s❡t ♦❢ ♣✉♠♣✐♥❣ t❡st pt ❂ ✺ ✇❤❡♥ ✇❛t❡r ✇❛s ❡①tr❛❝t❡❞ ❢r♦♠ t❤❡
✉♣♣❡r s❝r❡❡♥ ✭❤②❞r❛✉❧✐❝ t❡st ■✮ s❤♦✇✐♥❣ ❛✳ t❤❡ ❛❜s♦❧✉t❡ ❞r❛✇❞♦✇♥ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥ts ✈❡rs✉s
♣✉♠♣✐♥❣ t✐♠❡✳ ❜✳ t❤❡ ❞✐✛❡r❡♥❝❡ ✐♥ ❞r❛✇❞♦✇♥ ♠❡❛s✉r❡❞ ✐♥ t❤❡ ❞✐✛❡r❡♥t ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥
✇❡❧❧s ❛♥❞ r❡❢❡r❡♥❝❡ ✇❡❧❧ ❲✵✹✳✸✳ ❝✳ t❤❡ ❧♦❣❛r✐t❤♠✐❝ t✐♠❡ ❞❡r✐✈❛t✐✈❡ ♦❢ ❞r❛✇❞♦✇♥✳

smeas ✇❛s ♦❜t❛✐♥❡❞ ❢♦r ❡❛❝❤ ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥ ♣♦✐♥t k ✐♥ ❡❛❝❤ ❤②❞r❛✉❧✐❝ t❡st y

smeas(y, k) =
1

pr

pr
∑

i=1

sobs,i(y, k) ✭✺✳✶✮

❛♥❞ ❛♥ ❛ss♦❝✐❛t❡❞ st❛♥❞❛r❞ ❞❡✈✐❛t✐♦♥ σrepr ❛s ♠❡tr✐❝ ♦❢ t❤❡ r❡♣r♦❞✉❝✐❜✐❧✐t② ♦❢ ❡❛❝❤

♠❡❛s✉r❡♠❡♥t✿

σrepr(y, k) =

√

√

√

√

1

pr − 1

pr
∑

i=1

(sobs,i(y, k)− smeas(y, k))2 ✭✺✳✷✮

■ ❞❡♥♦t❡ σrepr t❤❡ r❡♣r♦❞✉❝✐❜✐❧✐t② ❡rr♦r✱ ✇❤✐❝❤ ❝♦♥tr✐❜✉t❡s t♦ t❤❡ ♦✈❡r❛❧❧ ❡rr♦r ♦❢ t❤❡

♠❡❛s✉r❡♠❡♥ts ❜✉t ❞♦❡s ♥♦t ✐♥❝❧✉❞❡ s②st❡♠❛t✐❝ ❡rr♦rs ✐♥ t❤❡ ❞❛t❛ ✭❡✳❣✳✱ ❞✉❡ t♦ t❤❡ ♠✐s✲

♣❧❛❝❡♠❡♥t ♦❢ ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥ ♣♦✐♥ts✮ ♦r ✐♥ t❤❡ ❝♦♥❝❡♣t✉❛❧ ♠♦❞❡❧ ✭❡✳❣✳✱ ❞✉❡ t♦ ❞✐sr❡❣❛r❞✐♥❣

❤♦r✐③♦♥t❛❧ ❤❡t❡r♦❣❡♥❡✐t②✮✳

❚♦ q✉❛♥t✐❢② t❤❡ ✈❛r✐❛❜✐❧✐t② ❛♠♦♥❣ t❤❡ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥t ♣♦✐♥ts✱ ■ ❝❧✉st❡r❡❞ ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥

♣♦✐♥ts ✇❤✐❝❤ ❛r❡ ❛rr❛♥❣❡❞ ✐♥ ❞✐✛❡r❡♥t ❞✐r❡❝t✐♦♥s t♦ t❤❡ ♣✉♠♣✐♥❣ ✇❡❧❧✱ ❜✉t ❝♦✐♥❝✐❞❡

❜② ±✵✳✻ ♠ ❛♥❞ ±✵✳✺ ♠ ✐♥ t❤❡✐r r✲ ❛♥❞ ③✲❝♦♦r❞✐♥❛t❡s✱ r❡s♣❡❝t✐✈❡❧②✱ ❛♥❞ ❝♦♠♣❛r❡ t❤❡

❛ss♦❝✐❛t❡❞ ❞r❛✇❞♦✇♥ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥ts smeas✳ ❚❤❡s❡ ❝❧✉st❡r r❛♥❣❡s ❛r❡ ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ t♦ ❜❡

r❡❛❧✐st✐❝ s✐♥❝❡ ✐♥t❡♥❞❡❞ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥t ❧♦❝❛t✐♦♥s ♦❢ ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥ ♣♦✐♥ts ♠❛② ❜❡ ♠✐s♣❧❛❝❡❞

✐♥ t❤❡ ✐♥st❛❧❧❛t✐♦♥ ♦❢ ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥ ✇❡❧❧s ✭▼❛✐❡r ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✷✵✮✳ ■ ❝♦♠♣✉t❡❞ t❤❡ ♠❡❛♥ ✈❛❧✉❡

✺✸
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µcp ❛♥❞ st❛♥❞❛r❞ ❞❡✈✐❛t✐♦♥ σcp ❢r♦♠ ❛❧❧ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥ts ncp ❛✈❛✐❧❛❜❧❡ ✐♥ ❡❛❝❤ ❝❧✉st❡r cp

µcp(y) =
1

ncp(cp)

ncp (cp)
∑

i=1

smeas,i(y, cp) ✭✺✳✸✮

σcp(y) =

√

√

√

√

1

ncp(cp)

ncp (cp)
∑

i=1

(smeas,i(y, cp)− µcp(y))
2 ✭✺✳✹✮

✺✳✹ Pr♦❝❡ss❡❞ ❉❛t❛ ❙❡t

❚❤❡ ♣r❡✈✐♦✉s❧② ♣r❡s❡♥t❡❞ ❞❛t❛✲♣r♦❝❡ss✐♥❣ str❛t❡❣② ❢❛❝✐❧✐t❛t❡❞ t❤❡ r❡❞✉❝t✐♦♥ ♦❢ ♦✈❡r ✶✵✵✵

r❡❝♦r❞❡❞ ❞r❛✇❞♦✇♥ ❝✉r✈❡s t♦ ❛ s❡t ♦❢ nmeas = 3 × 57 = 171 st❡❛❞②✲s❤❛♣❡ ❞r❛✇❞♦✇♥

♦❜s❡r✈❛t✐♦♥s✱ ❣✐✈❡♥ t❤❛t ✐♥ ❡❛❝❤ ♦❢ t❤❡ t❤r❡❡ ❤②❞r❛✉❧✐❝ t❡sts t❤❡ r❡❝♦r❞✐♥❣ ✐♥ ♦♥❡ ♦❜✲

s❡r✈❛t✐♦♥ ♣♦✐♥t ❢❛✐❧❡❞✳ ❋✐❣✉r❡ ✺✳✽ s❤♦✇s t❤❡ ❞r❛✇❞♦✇♥ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥ts smeas r❡s❝❛❧❡❞ t♦

r❡✢❡❝t ❛ ❤❛r♠♦♥✐③❡❞ ♣✉♠♣✐♥❣ r❛t❡ ♦❢ ✵✳✵✶ m3✴s ❜❡❧♦♥❣✐♥❣ t♦ t❤❡ ❤②❞r❛✉❧✐❝ t❡st ♣❡r✲

❢♦r♠❡❞ ❛t t❤❡ t♦♣ ✭❋✐❣✉r❡ ✺✳✽ ❛✮✱ t❤❡ ♠✐❞❞❧❡ ✭❋✐❣✉r❡ ✺✳✽❜✮ ❛♥❞ t❤❡ ❜♦tt♦♠ ✭❋✐❣✉r❡ ✺✳✽❝✮

s❝r❡❡♥ ♦❢ t❤❡ ♣✉♠♣✐♥❣ ✇❡❧❧✳ ❚❤❡ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥ts ❛r❡ ❞✐s♣❧❛②❡❞ ❛s ❛ ❢✉♥❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ r❛❞✐❛❧

❞✐st❛♥❝❡ t♦ t❤❡ ♣✉♠♣✐♥❣ ✇❡❧❧ ✭❞✐✛❡r❡♥t ❝♦❧♦rs ✐♥ ❋✐❣✉r❡ ✺✳✽❛✲✺✳✽❝✮✱ ✇❤✐❧❡ ❢♦r ❡❛❝❤ r❛❞✐❛❧

❞✐st❛♥❝❡ t❤❡ ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥s ❛r❡ ❛❧✐❣♥❡❞ ✇✐t❤ ❡❧❡✈❛t✐♦♥ ✭❜❛r ♣❧❛❝❡♠❡♥t ❛❧♦♥❣ t❤❡ ③✲❛①✐s

✐♥ ❋✐❣✉r❡ ✺✳✽❛✲❝✮✳ ❆s ❡①♣❡❝t❡❞✱ ❋✐❣✉r❡ ✺✳✽❛✲❋✐❣✉r❡ ✺✳✽❝ s❤♦✇ t❤❛t ✐♥ ❡❛❝❤ ❤②❞r❛✉❧✐❝

t❡st t❤❡ ♦❜s❡r✈❡❞ ❞r❛✇❞♦✇♥ ❞❡❝r❡❛s❡s ✇✐t❤ ✐♥❝r❡❛s✐♥❣ r❛❞✐❛❧ ❞✐st❛♥❝❡ t♦ t❤❡ ♣✉♠♣✐♥❣

✇❡❧❧ ❛♥❞ ❛r❡ ❤✐❣❤❡r ❛t ❡❧❡✈❛t✐♦♥s ❝❧♦s❡ t♦ t❤❡ ♣✉♠♣❡❞ s❝r❡❡♥ ✐♥t❡r✈❛❧✳ ❚❤❡ ❞r❛✇❞♦✇♥

♦❜s❡r✈❛t✐♦♥s smeas r❛♥❣❡ ❜❡t✇❡❡♥ ♠✐❧❧✐♠❡t❡rs ❛♥❞ ♠❡t❡rs✳ ❚❤❡ s✐❣♥❛❧ str❡♥❣t❤ ❞✐✛❡rs

❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ t❤r❡❡ t❡sts ❡✈❡♥ ❛❢t❡r ❝♦rr❡❝t✐♥❣ ❢♦r ❞✐✛❡r❡♥t ♣✉♠♣✐♥❣ r❛t❡s✳ ❲❤❡♥ ❡①✲

tr❛❝t✐♥❣ ✇❛t❡r ❢r♦♠ t❤❡ ❧♦✇❡r s❝r❡❡♥ ✭❋✐❣✉r❡ ✺✳✽❝✮✱ t❤❡ ❞r❛✇❞♦✇♥ ❞♦❡s ♥♦t r❡❛❝❤ t❤❡

❤✐❣❤ ✈❛❧✉❡s ♦❜s❡r✈❡❞ ✐♥ t❤❡ ♦t❤❡r t❡sts✱ ✇❤❡r❡❛s t❤❡ str♦♥❣❡st r❡s♣♦♥s❡s r❡s✉❧t ❢r♦♠

t❤❡ ❤②❞r❛✉❧✐❝ t❡st ✇✐t❤ ✇❛t❡r ❡①tr❛❝t✐♦♥ ❢r♦♠ t❤❡ ♠✐❞❞❧❡ s❝r❡❡♥ ✭❋✐❣✉r❡ ✺✳✽❜✮✳ ❚❤❡s❡

❞✐✛❡r❡♥❝❡s ♠❛② ❜❡ ❝❛✉s❡❞ ❜② ✈❡rt✐❝❛❧ ✈❛r✐❛t✐♦♥s ♦❢ ❤②❞r❛✉❧✐❝ ❝♦♥❞✉❝t✐✈✐t②✳ ■♥ ♣❛rt✐❝✉❧❛r✱

❛ ❧♦✇❡r✲❝♦♥❞✉❝t✐✈✐t② ❧❛②❡r ❛t ❛ ❞❡♣t❤ ❝❧♦s❡ t♦ t❤❛t ♦❢ t❤❡ ♠✐❞❞❧❡ s❝r❡❡♥ ❝♦✉❧❞ ❡①♣❧❛✐♥

❤✐❣❤❡r ❞r❛✇❞♦✇♥ ✈❛❧✉❡s ✇❤❡♥ ✇❛t❡r ✐s ❡①tr❛❝t❡❞ ❢r♦♠ t❤✐s s❝r❡❡♥✳

❋✐❣✉r❡ ✺✳✾❛ s❤♦✇s t❤❡ r❡s❝❛❧❡❞ ❞r❛✇❞♦✇♥ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥ts smeas t♦❣❡t❤❡r ✇✐t❤ t❤❡

❡rr♦rs ♦❜t❛✐♥❡❞ ❞✉r✐♥❣ t❤❡ r❡♣r♦❞✉❝✐❜✐❧✐t② t❡st σrepr ✭s❡❡ s❡❝t✐♦♥ ✺✳✸✮✳ ❆❣❛✐♥✱ ❋✐❣✉r❡ ✻❛

✺✹
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❋✐❣✉r❡ ✺✳✽✿ ❋✐❡❧❞ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥ts ♦❢ t❤❡ ❤②❞r❛✉❧✐❝ t❡sts ♣❡r❢♦r♠❡❞ ❛t ✭❛✮ t❤❡ t♦♣✱ ✭❜✮ t❤❡
♠✐❞❞❧❡ ❛♥❞ ✭❝✮ t❤❡ ❜♦tt♦♠ s❝r❡❡♥ ♦❢ t❤❡ ♣✉♠♣✐♥❣ ✇❡❧❧✳ ❚❤❡ ②❡❧❧♦✇✱ ❣r❡②✱ ❜❧✉❡ ❛♥❞ ♦r❛♥❣❡
❝♦❧♦rs ❝♦rr❡s♣♦♥❞ t♦ t❤❡ r❛❞✐❛❧ ❞✐st❛♥❝❡s r1 ∈❬✸✳✸✱✸✳✻❪✱ r2 ∈❬✻✳✷✱✻✳✽❪✱ r3 ∈❬✶✵✳✷✱✶✵✳✼❪ ❛♥❞
r4 ∈❬✷✵✳✾✱✷✶❪✱ r❡s♣❡❝t✐✈❡❧②✳

s❤♦✇s t❤❛t t❤❡ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥t s✐❣♥❛❧ ✈❛r✐❡s ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ t❤r❡❡ ❤②❞r❛✉❧✐❝ t❡sts ✭❞✐✛❡r❡♥t

❝♦❧♦rs ✐♥ ❋✐❣✉r❡ ✺✳✾❛✮ ✇❤✐❧❡ t❤❡ ❛ss♦❝✐❛t❡❞ ❡rr♦rs ❛r❡ ✇✐t❤✐♥ ❛ s✐♠✐❧❛r r❛♥❣❡ ❢♦r t❤❡

t❤r❡❡ t❡sts✳ ■♥ ❣❡♥❡r❛❧✱ t❤❡ r❡♣r♦❞✉❝✐❜✐❧✐t② ❡rr♦rs ❞♦ ♥♦t ❡①❝❡❡❞ ✈❛❧✉❡s ♦❢ ✷✳✷ ❝♠ ❛♥❞

❛r❡ s♠❛❧❧❡st ❢♦r t❤❡ ❤②❞r❛✉❧✐❝ t❡st ✇✐t❤ ✇❛t❡r ❡①tr❛❝t✐♦♥ ✐♥ t❤❡ ❧♦✇❡r s❝r❡❡♥✳

❆ ❝♦♠♣❛r✐s♦♥ ♦❢ t❤❡ ❡rr♦rs ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ❢♦✉r ❞✐r❡❝t✐♦♥s ✭♥♦rt❤✱ ❡❛st✱ s♦✉t❤✱ ❛♥❞ ✇❡st

♦❢ t❤❡ ♣✉♠♣✐♥❣ ✇❡❧❧✱ s❡❡ ❞✐✛❡r❡♥t ♠❛r❦❡r s②♠❜♦❧s ✐♥ ❋✐❣✉r❡ ✺✳✾❛✮ r❡✈❡❛❧s ♥♦ s✐❣♥✐✜❝❛♥t

s♣❛t✐❛❧ ♣❛tt❡r♥ ✇✐t❤ r❡s♣❡❝t t♦ r❡♣r♦❞✉❝✐❜✐❧✐t②✳

❋✐❣✉r❡ ✺✳✾❜ s❤♦✇s t❤❡ ❡rr♦rs ❛ss♦❝✐❛t❡❞ ✇✐t❤ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥ts ♦❜t❛✐♥❡❞ ❛t s✐♠✐❧❛r r❛❞✐❛❧

❞✐st❛♥❝❡ ❛♥❞ ❞❡♣t❤ ❜✉t ✐♥ ❞✐✛❡r❡♥t ❞✐r❡❝t✐♦♥s t♦ t❤❡ ♣✉♠♣✐♥❣ ✇❡❧❧✳ ■♥ ❝♦♥tr❛st t♦

t❤❡ ❝♦♠♣❛r❛❜❧② s♠❛❧❧ r❡♣r♦❞✉❝✐❜✐❧✐t② ❡rr♦rs σrepr✱ t❤❡ ❡rr♦rs ❛ss♦❝✐❛t❡❞ ✇✐t❤ ❤♦r✐③♦♥t❛❧

❤❡t❡r♦❣❡♥❡✐t② ❛r❡ ❤✐❣❤❡r ❛♥❞ r❡❛❝❤ ✈❛❧✉❡s ♦❢ ✉♣ t♦ ✶✵ ❝♠✳

✺✳✺ ◆✉♠❡r✐❝❛❧ ▼♦❞❡❧ ❙❡t✉♣

❚♦ s✐♠✉❧❛t❡ t❤❡ ❤②❞r❛✉❧✐❝ t❡sts ❞❡s❝r✐❜❡❞ ✐♥ s❡❝t✐♦♥ ✺✳✷✱ t✇♦ ❞✐✛❡r❡♥t ❣r♦✉♥❞✇❛t❡r

✢♦✇ ♠♦❞❡❧s ✇❡r❡ ❜✉✐❧t✳ ❚❤❡ ✜rst ♠♦❞❡❧ ❝♦♥s✐❞❡rs ❛ s✐♥❣❧❡✱ ❤♦♠♦❣❡♥❡♦✉s ❧❛②❡r ✭✶✲❧❛②❡r

✺✺
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❋✐❣✉r❡ ✺✳✾✿ ❛✳ ▼❡❛s✉r❡♠❡♥t ❡rr♦rs σrepr r❡s✉❧t✐♥❣ ❢r♦♠ t❤❡ r❡♣r♦❞✉❝✐❜✐❧✐t② ❛♥❛❧②s✐s
❛s ❢✉♥❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❞r❛✇❞♦✇♥ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥ts smeas✳ ❈♦❧♦rs ✐♥❞✐❝❛t❡ ❡①tr❛❝t✐♦♥ ❢r♦♠
t❤❡ ❞✐✛❡r❡♥t ♣✉♠♣✐♥❣ ✐♥t❡r✈❛❧s ✐♥ ❞✐✛❡r❡♥t ❞❡♣t❤s✱ ♠❛r❦❡r st②❧❡s ✐♥❞✐❝❛t❡ ❤♦r✐③♦♥t❛❧
♦r✐❡♥t❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥t ♣♦✐♥ts✳ ❜✳ ▼❡❛s✉r❡♠❡♥t ❡rr♦rs σcp r❡s✉❧t✐♥❣ ❢r♦♠
♠❡❛s✉r❡♠❡♥ts ❛t s✐♠✐❧❛r r❛❞✐❛❧ ❞✐st❛♥❝❡s ❛♥❞ ❞❡♣t❤s ❜✉t ❞✐✛❡r❡♥t ❞✐r❡❝t✐♦♥s t♦ t❤❡
♣✉♠♣✐♥❣ ✇❡❧❧✳

♠♦❞❡❧✮ ✇❤❡r❡❛s t❤❡ s❡❝♦♥❞ ♦♥❡ ❝♦♥t❛✐♥s ✜✈❡ ❤♦r✐③♦♥t❛❧ ❧❛②❡rs ✭✺✲❧❛②❡r ♠♦❞❡❧✮✳ ❇♦t❤

♠♦❞❡❧s ❛❝❝♦✉♥t ❢♦r ❤②❞r❛✉❧✐❝ ❛♥✐s♦tr♦♣② ✐♥ ❡❛❝❤ ❧❛②❡r✱ t❤❛t ✐s✱ t♦ ❡❛❝❤ ❧❛②❡r ❛ r❛❞✐❛❧ ❛♥❞

✈❡rt✐❝❛❧ ❤②❞r❛✉❧✐❝ ❝♦♥❞✉❝t✐✈✐t② Kr ❛♥❞ Kz ❛r❡ ❛ss✐❣♥❡❞✱ r❡s♣❡❝t✐✈❡❧②✳ ■♥ ❜♦t❤ ♠♦❞❡❧s✱

t❤❡ ❛q✉✐❢❡r ✐s tr❡❛t❡❞ ❛s ❝♦♥✜♥❡❞✱ ✇❤✐❝❤ ✐s ❛ ❥✉st✐✜❛❜❧❡ ❛ss✉♠♣t✐♦♥ ❞✉❡ t♦ t❤❡ s❤♦rt t❡st

❞✉r❛t✐♦♥s✱ ❛♥❞ t❤❡ s♠❛❧❧ ❞r❛✇❞♦✇♥s ✐♥ ❝♦♠♣❛r✐s♦♥ t♦ t❤❡ t♦t❛❧ t❤✐❝❦♥❡ss ♦❢ t❤❡ ❛q✉✐❢❡r✳

❋✐❣✉r❡ ✺✳✶✵ s❤♦✇s t❤❡ ❜❛s✐❝ ♠♦❞❡❧ s❡t✉♣✳ ■♥ ❜♦t❤ ♠♦❞❡❧s✱ t✇♦ s❡♣❛r❛t❡ ✉♥✐ts ❛r❡

❞❡✜♥❡❞ t❤❛t r❡♣r❡s❡♥t t❤❡ ❣r❛✈❡❧ ♣❛❝❦ ✭r❡❞ ✉♥✐ts ✐♥ ❋✐❣✉r❡ ✺✳✶✵✮ ❛♥❞ ❝❧❛② ✜❧❧ ✭❣r❛②

✉♥✐ts ✐♥ ❋✐❣✉r❡ ✺✳✶✵✮ ♦❢ t❤❡ ✜❧t❡r ♣❛❝❦ ✐♥st❛❧❧❡❞ ❛r♦✉♥❞ t❤❡ ♣✉♠♣✐♥❣ ✇❡❧❧✳ ❚♦ ❡❛❝❤ ✉♥✐t

❛♥ ✐s♦tr♦♣✐❝ ❤②❞r❛✉❧✐❝ ❝♦♥❞✉❝t✐✈✐t② Kgp ❛♥❞ Kcl ❛r❡ ❛ss✐❣♥❡❞✱ r❡s♣❡❝t✐✈❡❧②✳ ❚❤❡ ❜❧❛❝❦

❞❛s❤❡❞ ❤♦r✐③♦♥t❛❧ ❧✐♥❡s ✐♥ ❋✐❣✉r❡ ✺✳✶✵ ✐♥❞✐❝❛t❡ t❤❡ ❧❛②❡r ❜♦✉♥❞❛r✐❡s ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ ✐♥ t❤❡

✺✲❧❛②❡r ♠♦❞❡❧✳ ■ ✉s❡❞ t❤❡ ❡①✐st✐♥❣ ✜❡❧❞ ❞❡s❝r✐♣t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❞r✐❧❧ ❝♦r❡ ♦❢ ♣✉♠♣✐♥❣ ✇❡❧❧ ❘✵✶

✭❋✐❣✉r❡ ✺✳✶✵✱ ❋✐❣✉r❡ ✺✳✶✶❛✮ t♦ ❞❡✜♥❡ t❤❡ ❛❝t✉❛❧ ❧♦❝❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❧❛②❡rs ✶ t♦ ✺ ✐♥ t❤❡ ✺✲❧❛②❡r

♠♦❞❡❧✱ ♥✉♠❜❡r❡❞ ❢r♦♠ t❤❡ ❛q✉✐❢❡r t♦♣ t♦ t❤❡ ❜♦tt♦♠✳ ❆s ❛ s❡❧❡❝t✐♦♥ ❝r✐t❡r✐♦♥✱ ■ ❛ss✉♠❡❞

✺✻
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❋✐❣✉r❡ ✺✳✶✵✿ ❈♦♥❝❡♣t✉❛❧ r❡♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ✶✲❧❛②❡r ❛♥❞ ✺✲❧❛②❡r ♠♦❞❡❧✱ ❞✐st✐♥❣✉✐s❤❡❞
❜② ❞❛s❤❡❞ ❤♦r✐③♦♥t❛❧ ❧✐♥❡s✳ ❚❤❡ ❞r✐❧❧✐♥❣ ♣r♦✜❧❡ ✐s ❞✐s♣❧❛②❡❞ ❧❡❢t t♦ t❤❡ ♣✉♠♣✐♥❣ ✇❡❧❧
s❤♦✇✐♥❣ ❧✐t❤♦❧♦❣✐❝ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ❛t t❤❡ ♣✉♠♣✐♥❣ ✇❡❧❧ ❧♦❝❛t✐♦♥✳ ❆❧s♦✱ t❤❡ ❣r❛✈❡❧ ♣❛❝❦
✭r❡❞✮ ❛♥❞ ❝❧❛② s❡❛❧ ✭❣r❛②✮ ❛r❡ ❞✐s♣❧❛②❡❞ r✐❣❤t t♦ t❤❡ ♣✉♠♣✐♥❣ ✇❡❧❧✳ ❚❤❡ ❜❧❛❝❦ ❝r♦ss❡s
❝♦rr❡s♣♦♥❞ t♦ ✐♥❞✐✈✐❞✉❛❧ ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥ ♣♦✐♥ts✱ ♣❧❛❝❡❞ ❛t r❛❞✐❛❧ ❞✐st❛♥❝❡s r1 ≈ ✸✳✺ ♠✱ r2 ≈
✻✳✺ ♠✱ r3 ≈ ✶✵✳✺ ♠ ❛♥❞ r4 ≈ ✷✶ ♠✳ ❚❤❡ ♠♦❞❡❧ ❞♦♠❛✐♥ r❡❛❝❤❡s ❢r♦♠ t❤❡ s❛t✉r❛t❡❞
❛q✉✐❢❡r t❤✐❝❦♥❡ss ❛t ztop ❂ ✹✶✳✵✺ ♠ t♦ t❤❡ ❛q✉✐❢❡r ❜♦tt♦♠ ❛t zbot ❂ ✵ ♠✳ ◆♦t❡ t❤❛t ❛①❡s
❛r❡ ♥♦t t♦ s❝❛❧❡ ❛♥❞ t❤❛t t❤❡ ❝♦♥t♦✉r ❧✐♥❡s ♦❢ ❞r❛✇❞♦✇♥ ❝♦rr❡s♣♦♥❞ t♦ ❛♥ ❡①❡♠♣❧❛r②
r❡s♣♦♥s❡ ✐♥ ❛ ❤♦♠♦❣❡♥❡♦✉s ❛q✉✐❢❡r s②st❡♠✱ ✐✳❡✳ ❝♦♥s✐❞❡r✐♥❣ ❛ ✶✲❧❛②❡r ♠♦❞❡❧✳

❛ ❝♦♥t✐♥✉♦✉s ❤♦r✐③♦♥t❛❧ ❧❛②❡r t♦ ❜❡ ♣r❡s❡♥t ❛t ❞❡♣t❤s ✐♥ ✇❤✐❝❤ t❤❡ s❛♥❞ ❢r❛❝t✐♦♥ ❝❧❡❛r❧②

❡①❝❡❡❞s t❤❛t ♦❢ t❤❡ ❣r❛✈❡❧ ❛♥❞ s♣❛♥s ♠♦r❡ t❤❛♥ ❤❛❧❢ ❛ ♠❡t❡r ✐♥ t❤✐❝❦♥❡ss ✭❋✐❣✉r❡ ✺✳✶✶❜✮✳

■ ❞❡✜♥❡❞ t❤❡ t❤r❡s❤♦❧❞ ❝r✐t❡r✐♦♥ ♦❢ ✵✳✺ ♠ ❛ss✉♠✐♥❣ t❤❛t ❛ ❧❛②❡r ♦❢ ❧❛r❣❡r t❤✐❝❦♥❡ss ✐s

♠♦r❡ ❧✐❦❡❧② t♦ ♦❝❝✉r ♠♦r❡ ♦r ❧❡ss ❝♦♥s✐st❡♥t ✇✐t❤ ❞❡♣t❤ t❤r♦✉❣❤♦✉t t❤❡ ❞♦♠❛✐♥ t❤❛♥ ❛

❧❛②❡r ♦❢ s♠❛❧❧❡r t❤✐❝❦♥❡ss ❛♥❞ t❤✉s✱ ❝❛♥ ❜❡ r❡s♦❧✈❡❞ ✐♥ ❛ ♠♦❞❡❧ ✐♥ t❤❡ ✜rst ♣❧❛❝❡✳

❚♦ s✐♠✉❧❛t❡ t❤❡ ❤②❞r❛✉❧✐❝ t❡sts✱ ■ ✉s❡❞ ❛ ❋✐♥✐t❡✲❊❧❡♠❡♥t ♠♦❞❡❧ ✐♠♣❧❡♠❡♥t❡❞ ✐♥ ▼❛t✲

❧❛❜ t❤❛t s♦❧✈❡s t❤❡ ❛①✐s②♠♠❡tr✐❝ st❡❛❞②✲st❛t❡ ❣r♦✉♥❞✇❛t❡r ✢♦✇ ❡q✉❛t✐♦♥ ♦♥ r❡❝t❛♥❣✉❧❛r

❡❧❡♠❡♥ts✳ ❚❤❡ r❛❞✐❛❧ ❣r✐❞ s♣❛❝✐♥❣ ✐♥❝r❡❛s❡s ❧♦❣❛r✐t❤♠✐❝❛❧❧②✱ ✇❤❡r❡❛s t❤❡ ✈❡rt✐❝❛❧ r❡s♦❧✉✲

t✐♦♥ ✐s ✉♥✐❢♦r♠ ✇✐t❤ ❛ ❣r✐❞ s♣❛❝✐♥❣ ♦❢ ✵✳✶✼ ♠✳ ❚♦ ♦❜t❛✐♥ s✐♠✉❧❛t✐♦♥ r❡s✉❧ts ❛t ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥

♣♦✐♥ts t❤❛t ❞✐❞ ♥♦t ❢❛❧❧ ♦♥t♦ ♥♦❞❡s ♦❢ t❤❡ ❣r✐❞✱ ❛ ❜✐❧✐♥❡❛r ✐♥t❡r♣♦❧❛t✐♦♥ ✇❛s ♣❡r❢♦r♠❡❞

❝♦♥s✐st❡♥t ✇✐t❤ t❤❡ ❋✐♥✐t❡ ❊❧❡♠❡♥t ❢♦r♠✉❧❛t✐♦♥✳
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❋✐❣✉r❡ ✺✳✶✶✿ ❛✳ ❘❡❧❛t✐✈❡ ❣r❛✈❡❧ ❛♥❞ s❛♥❞ ❢r❛❝t✐♦♥s ❢r♦♠ t❤❡ ✜❡❧❞ ❞❡s❝r✐♣t✐♦♥ ♦❢ t❤❡
❞r✐❧❧✐♥❣ ❝♦r❡ ♦❢ t❤❡ ❧❛r❣❡ ❞✐❛♠❡t❡r ✇❡❧❧ ❘✵✶ ❛t t❤❡ ✜❡❧❞ s✐t❡ ❑❛♣♣❡❧✲●r❛❢❡♥❤❛✉s❡♥ ✭✇❤✐t❡
❣❛♣s ❂ ❝♦r❡ ❧♦ss✮✳ ❜✳ ❉❡✜♥✐t✐♦♥ ♦❢ ✜✈❡ ❤♦r✐③♦♥t❛❧ ❧❛②❡rs ❝♦♥s✐❞❡r✐♥❣ ❞❡♣t❤s ♦❢ ♠♦r❡ t❤❛♥
❤❛❧❢ ❛ ♠❡t❡r ✐♥ t❤✐❝❦♥❡ss ✐♥ ✇❤✐❝❤ t❤❡ s❛♥❞ ❢r❛❝t✐♦♥ ❝❧❡❛r❧② ❡①❝❡❡❞s t❤❡ ❣r❛✈❡❧ ❢r❛❝t✐♦♥✳
❝✳ ❈❛❧✐❜r❛t❡❞ r❛❞✐❛❧ ✭❜❧✉❡✮ ❛♥❞ ✈❡rt✐❝❛❧ ❤②❞r❛✉❧✐❝ ❝♦♥❞✉❝t✐✈✐t✐❡s ✭r❡❞✮ ♦❢ t❤❡ ✶✲❧❛②❡r
✭❞❛s❤❡❞ ❧✐♥❡s✮ ❛♥❞ ✺✲❧❛②❡r ♠♦❞❡❧ ✭s♦❧✐❞ ❧✐♥❡s✮✳

✺✳✻ ▼♦❞❡❧ ❈❛❧✐❜r❛t✐♦♥

❆❢t❡r s❡tt✐♥❣ ✉♣ t❤❡ ❣r♦✉♥❞✇❛t❡r ✢♦✇ ♠♦❞❡❧s✱ t❤❡ ✶✲❧❛②❡r ❛♥❞ ✺✲❧❛②❡r ♠♦❞❡❧s ✇❡r❡

❝❛❧✐❜r❛t❡❞ ✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥t❧② ✉s✐♥❣ t❤❡ ❚r✉st✲❘❡❣✐♦♥ ❘❡✢❡❝t✐✈❡ ▲❡❛st✲❙q✉❛r❡ ♠❡t❤♦❞ ♦❢ t❤❡
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❢✉♥❝t✐♦♥ ❧sq♥♦♥❧✐♥ ✐♥ t❤❡ ♦♣t✐♠✐③❛t✐♦♥ t♦♦❧❜♦① ♦❢ ▼❛t❧❛❜ ✭❈♦❧❡♠❛♥ ❛♥❞ ▲✐✱ ✶✾✾✻✮✳

❆❧❧ t❤r❡❡ ❤②❞r❛✉❧✐❝ t❡sts ✇❡r❡ ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ ❥♦✐♥t❧② ✐♥ t❤❡ ❝❛❧✐❜r❛t✐♦♥✱ ✇✐t❤ nmeas ❂ ✶✼✶

❞r❛✇❞♦✇♥ ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥s✳

❆s ♠❡♥t✐♦♥❡❞ ✐♥ s❡❝t✐♦♥ ✷✳✷ ❛♥❞ ✺✳✸✱ ■ ❝♦♥s✐❞❡r ❛ st❡❛❞②✲s❤❛♣❡ ♣✉♠♣✐♥❣ r❡❣✐♠❡✱

✐♥ ✇❤✐❝❤ ❞r❛✇❞♦✇♥ ❞✐✛❡r❡♥❝❡s ❜❡t✇❡❡♥ ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥ ❧♦❝❛t✐♦♥s r❡♠❛✐♥ ❝♦♥st❛♥t✳ ❚②♣✐✲

❝❛❧❧②✱ t❤✐s r❡q✉✐r❡s t❤❡ s♣❡❝✐✜❝❛t✐♦♥ ♦❢ ♣❛✐rs ♦❢ ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥ ♣♦✐♥ts ❜② ❡✐t❤❡r s❡tt✐♥❣ ♦♥❡

♦❜s❡r✈❛t✐♦♥ ❧♦❝❛t✐♦♥ ❛s t❤❡ s✉♣❡r♦r❞✐♥❛t❡ r❡❢❡r❡♥❝❡ ♣♦✐♥t ✭▼❛✐❡r ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✷✵✮ ♦r ❜②

❝♦♥s✐❞❡r✐♥❣ ❛❧❧ ❢❡❛s✐❜❧❡ ♣❛✐rs ♦❢ ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥ ♣♦✐♥ts ✭❇♦❤❧✐♥❣ ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✵✷✮✳ ❊❛❝❤ ✜❡❧❞

♠❡❛s✉r❡♠❡♥t✱ ❤♦✇❡✈❡r✱ ✐s s✉❜❥❡❝t t♦ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥t ❡rr♦rs ♦❢ ❞✐✛❡r❡♥t t②♣❡s✱ ✐♥❝❧✉❞✐♥❣

♠❡❛s✉r❡♠❡♥t ♥♦✐s❡ ♦r t❤❡ ♠✐s♣❧❛❝❡♠❡♥t ♦❢ ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥ ✇❡❧❧s ✭▼❛✐❡r ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✷✵✮✳ ■

❤❛✈❡ t❡st❡❞ t❤❡ ❡✛❡❝t ♦❢ ❝♦♥s✐❞❡r✐♥❣ ❞✐✛❡r❡♥t ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥ ♣♦✐♥ts ❛s t❤❡ r❡❢❡r❡♥❝❡ ♣♦✐♥t✱

②✐❡❧❞✐♥❣ ❞✐✛❡r❡♥t ♠♦❞❡❧✲❝❛❧✐❜r❛t✐♦♥ r❡s✉❧ts ❞✉❡ t♦ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥t ❡rr♦r✳ ❚♦ ❛✈♦✐❞ t❤❡

♣r♦♣❛❣❛t✐♦♥ ♦❢ ✉♥❝❡rt❛✐♥t✐❡s ✐♥ t❤❡ ❣❡♥❡r❛t✐♦♥ ♦❢ ♣❛✐rs ♦❢ ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥ ♣♦✐♥ts✱ ■ ✐♥❝❧✉❞❡❞

❛ ✈✐rt✉❛❧ r❡❢❡r❡♥❝❡ ♣♦✐♥t ✐♥ t❤❡ ♠♦❞❡❧ ❝❛❧✐❜r❛t✐♦♥✳ ❚❤❛t ✐s✱ ❢♦r ❡❛❝❤ ❤②❞r❛✉❧✐❝ t❡st t❤❡

s✐♠✉❧❛t❡❞ ❞r❛✇❞♦✇♥ ✇❛s ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ ❛s ssim❂⑤st − sref ⑤ ✐♥ ✇❤✐❝❤ st ✐s t❤❡ s✐♠✉❧❛t❡❞

st❡❛❞②✲st❛t❡ ❞r❛✇❞♦✇♥ ❛♥❞ sref ✐s t❤❡ ❞r❛✇❞♦✇♥ ❛t ❛ ✈✐rt✉❛❧ r❡❢❡r❡♥❝❡ ♣♦✐♥t✱ t❤❛t ✐s

❛❧s♦ ❡st✐♠❛t❡❞✳

❚❤❡♥✱ t❤❡ ❞✐✛❡r❡♥❝❡s ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ s✐♠✉❧❛t❡❞ ❛♥❞ ♠❡❛s✉r❡❞ ❞r❛✇❞♦✇♥s ssim ❛♥❞

smeas ✇❡r❡ ❝♦♠♣✉t❡❞ ❛♥❞ ♥♦r♠❛❧✐③❡❞ ❜② t❤❡ ❡rr♦r σi ♦❢ ❡❛❝❤ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥t i✱ ✇❤✐❝❤ ✐s

❞❡✜♥❡❞ ❜② ❛♥ ❡rr♦r ♠♦❞❡❧ ❞✐s❝✉ss❡❞ ❜❡❧♦✇✳

❚❤❡ ♦❜❥❡❝t✐✈❡ ❢✉♥❝t✐♦♥ ϕ ✇❛s t♦ ♠✐♥✐♠✐③❡ t❤❡ s✉♠ ♦❢ sq✉❛r❡❞ ♥♦r♠❛❧✐③❡❞ r❡s✐❞✉❛❧s✿

ϕ =
nmeas
∑

i=1

(

ssim,i(♣)− smeas,i)

σi

)2

✭✺✳✺✮

✐♥ ✇❤✐❝❤ ♣ ✐s t❤❡ ♣❛r❛♠❡t❡r ✈❡❝t♦r ✐♥❝❧✉❞✐♥❣ t❤❡ ❧♦❣❛r✐t❤♠s ♦❢ Kr ❛♥❞ Kz ♦❢ ❛❧❧ ❤♦r✐✲

③♦♥t❛❧ ❧❛②❡rs ❝♦♥s✐❞❡r❡❞✱ t❤❡ ❧♦❣✲❤②❞r❛✉❧✐❝ ❝♦♥❞✉❝t✐✈✐t✐❡s Kgp ❛♥❞ Kcl ♦❢ t❤❡ ✜❧t❡r ♣❛❝❦✱

❛♥❞ t❤❡ ❞r❛✇❞♦✇♥ sref ❢♦r ❡❛❝❤ ♦❢ t❤❡ t❤r❡❡ ❤②❞r❛✉❧✐❝ t❡sts✳ ❚❤✉s✱ ✐♥ t♦t❛❧✱ t❤❡ ✶✲❧❛②❡r

❛♥❞ ✺✲❧❛②❡r ♠♦❞❡❧s ✐♥❝❧✉❞❡❞ npar ❂ ✼ ❛♥❞ npar ❂ ✶✺ ❝❛❧✐❜r❛t✐♦♥ ♣❛r❛♠❡t❡rs✱ r❡s♣❡❝t✐✈❡❧②✳

❚♦ ♥♦r♠❛❧✐③❡ t❤❡ r❡s✐❞✉❛❧s ♦❢ s✐♠✉❧❛t❡❞ ❛♥❞ ♠❡❛s✉r❡❞ ❞r❛✇❞♦✇♥s ✐♥ ♠♦❞❡❧ ❝❛❧✐❜r❛✲

t✐♦♥✱ ■ ❝❤♦s❡ ❛♥ ❡rr♦r ♠♦❞❡❧ t❤❛t ❛❝❝♦✉♥ts ❢♦r t❤❡ ❝♦♠❜✐♥❡❞ ❡✛❡❝ts ♦❢ t❤❡ r❡♣r♦❞✉❝✐❜✐❧✐t②

❡rr♦r✱ ❛ ♣♦t❡♥t✐❛❧ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥t ❜✐❛s ✭❡✳❣✳✱ ❞✉❡ t♦ t❤❡ ♠✐s♣❧❛❝❡♠❡♥t ♦❢ t❤❡ ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥

♣♦✐♥ts✮✱ ❛♥❞ ♠♦st ✐♠♣♦rt❛♥t❧② t❤❡ ♠♦❞❡❧✲❝♦♥❝❡♣t✉❛❧ ❡rr♦r ✭❡✳❣✳✱ ❞✉❡ t♦ ❛ s✉❜♦♣t✐♠❛❧

✺✾
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❞❡✜♥✐t✐♦♥ ♦❢ ❧❛②❡rs ♦r ❧❛❝❦✐♥❣ ✸✲❉ ❤❡t❡r♦❣❡♥❡✐t②✮✳ ■♥ ❡ss❡♥❝❡✱ ■ ❞♦♥✬t ❝❧❛✐♠ t♦ ❤❛✈❡

❞❡✜♥❡❞ ♠♦❞❡❧s t❤❛t ❛r❡ ♣❡r❢❡❝t r❡♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥s ♦❢ r❡❛❧✐t② ❛♥❞ ❛❝❝❡♣t ♠✐s✜ts t❤❛t ❛r❡

❜✐❣❣❡r t❤❛♥ t❤❡ ❡rr♦r ♦❢ t❤❡ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥ts t❤❡♠s❡❧✈❡s ❢♦r t❤❡ s❛❦❡ ♦❢ ❦❡❡♣✐♥❣ t❤❡ ❤②✲

❞r♦❣❡♦❧♦❣✐❝❛❧ ♠♦❞❡❧s ❝♦♠♣❛r❛❜❧② s✐♠♣❧❡ ❛♥❞ t❤❡ ✜tt❡❞ ♣❛r❛♠❡t❡rs ♠❡❛♥✐♥❣❢✉❧✳ ■♥ t❤✐s

❢r❛♠❡✇♦r❦✱ ❛ ❤❡t❡r♦s❝❡❞❛st✐❝ ❡rr♦r ♠♦❞❡❧ ♠✉st ❜❡ ❞❡✜♥❡❞ ✇✐t❤ ❛ s❡t ♦❢ ♣❛r❛♠❡t❡rs t❤❛t

❜❡❝♦♠❡ ♣❛rt ♦❢ t❤❡ ✜tt✐♥❣ ♣r♦❝❡❞✉r❡✳ ❆s ❞✐✛❡r❡♥t ♠♦❞❡❧s ❤❛✈❡ ❞✐✛❡r❡♥t ❞❡✜❝✐❡♥❝✐❡s✱

t❤❡② ❤❛✈❡ ❞✐✛❡r❡♥t ♠♦❞❡❧ ❡rr♦rs✱ ❛♥❞ ❥✉❞❣✐♥❣ t❤❡ q✉❛❧✐t② ♦❢ t❤❡ ❞✐✛❡r❡♥t ♠♦❞❡❧s ✐s ❜❛s❡❞

♦♥ t❤❡ ✜tt❡❞ ❝♦❡✣❝✐❡♥ts ♦❢ t❤❡ ❡rr♦r ♠♦❞❡❧✳

■ ❤❛✈❡ t❡st❡❞ ❞✐✛❡r❡♥t ❡rr♦r ♠♦❞❡❧s ❛♥❞ ✉♣♦♥ ❛♥❛❧②③✐♥❣ t❤❡ r❡s✐❞✉❛❧s✱ ■ ❤❛✈❡ ❝❤♦s❡♥

t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ♣❛r❛♠❡t❡r✐③❛t✐♦♥✿

σ = a+
b · s2meas

c+ smeas

✭✺✳✻✮

✇✐t❤ a✱ b ❛♥❞ c ❜❡✐♥❣ t❤❡ ❡rr♦r✲♠♦❞❡❧ ♣❛r❛♠❡t❡rs✳ ❚❤✐s s♣❡❝✐✜❝ ❡rr♦r ♠♦❞❡❧ st❛rts ♦✛

✇✐t❤ ❛ ❝♦♥st❛♥t ❡rr♦r ✇✐t❤ lim
smeas→0

σ = a ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ t♦ t❤❡ ❛❜s♦❧✉t❡ ❡rr♦r✱ t❤❡♥ s❤♦✇s

❛ q✉❛❞r❛t✐❝ ✐♥❝r❡❛s❡ ✇✐t❤ t❤❡ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥t✱ ❛♥❞ ❝♦♥✈❡r❣❡s t♦ ❛ ❧✐♥❡❛r ❞❡♣❡♥❞❡♥❝❡ ♦♥

smeas ❢♦r ❧❛r❣❡ ✈❛❧✉❡s ✇✐t❤ lim
smeas→∞

σ

smeas

= b ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ t♦ t❤❡ r❡❧❛t✐✈❡ ❡rr♦r✳ ❚❤❡

♣❛r❛♠❡t❡r c q✉❛♥t✐✜❡s ❤♦✇ q✉✐❝❦❧② t❤❡ ❡rr♦r ♠♦❞❡❧ ❝♦♥✈❡r❣❡s ❢r♦♠ t❤❡ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥t✲

✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥t t♦ t❤❡ ❧✐♥❡❛r r❡❣✐♠❡✳

❚❤❡ ❡rr♦r ♠♦❞❡❧ ♣❛r❛♠❡t❡rs ✇❡r❡ ❞❡t❡r♠✐♥❡❞ ❜② ❝❛❧✐❜r❛t✐♥❣ t❤❡ ✶✲❧❛②❡r ❛♥❞ ✺✲❧❛②❡r

♠♦❞❡❧ ❛❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ t❤❡ ❡①♣❡❝t❛t✐♦♥✲♠❛①✐♠✐③❛t✐♦♥ ♠❡t❤♦❞ ✭❉❡♠♣st❡r ❡t ❛❧✳✱ ✶✾✼✼✮✳ ❚❤❛t

✐s✱ t❤❡ ♦❜❥❡❝t✐✈❡ ❢✉♥❝t✐♦♥ ✇❛s ✐t❡r❛t✐✈❡❧② ♠✐♥✐♠✐③❡❞ ✇✐t❤ t❤❡ ❚r✉st✲❘❡❣✐♦♥ ❘❡✢❡❝t✐✈❡

▲❡❛st✲❙q✉❛r❡ ♠❡t❤♦❞ ♦❢ t❤❡ ❢✉♥❝t✐♦♥ ❧sq♥♦♥❧✐♥ ✐♥ t❤❡ ♦♣t✐♠✐③❛t✐♦♥ t♦♦❧❜♦① ♦❢ ▼❛t❧❛❜

✭❈♦❧❡♠❛♥ ❛♥❞ ▲✐✱ ✶✾✾✻✮ ❛♥❞ t❤❡ ❡rr♦r✲♠♦❞❡❧ ♣❛r❛♠❡t❡rs ✇❡r❡ ✉♣❞❛t❡❞ ❜② ♣❡r❢♦r♠✐♥❣

❛ ❧❡❛st✲sq✉❛r❡ ✜t ♦❢ t❤❡ ❡rr♦r ♠♦❞❡❧ t♦ t❤❡ ❛❜s♦❧✉t❡ r❡s✐❞✉❛❧s ⑤ssim(♣) − smeas ⑤ ♦❢ t❤❡

♠♦❞❡❧ ✜t t♦ t❤❡ ♠❡❛s✉r❡❞ ❞r❛✇❞♦✇♥ smeas✳ ❲✐t❤ t❤✐s✱ t❤❡ ❡rr♦r ♠♦❞❡❧ ♣❛r❛♠❡t❡rs a✱ b

❛♥❞ c ✇❡r❡ ✐♥❝❧✉❞❡❞ ✐♥ t❤❡ ♦♣t✐♠✐③❛t✐♦♥ ♣r♦❝❡ss ❛❧♦♥❣ ✇✐t❤ ❛❧❧ ♠♦❞❡❧ ♣❛r❛♠❡t❡rs✳ ❚❤❡

✐t❡r❛t✐✈❡ ❝❛❧✐❜r❛t✐♦♥ ♣r♦❝❡❞✉r❡ ✇❛s ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ ❝♦♠♣❧❡t❡❞ ✇❤❡♥ t❤❡ ❝❤❛♥❣❡ ✐♥ ❛❧❧ ♠♦❞❡❧

❛♥❞ ❡rr♦r ♣❛r❛♠❡t❡rs ✇❛s ❧❡ss t❤❛♥ ✶✪✳

❚❤❡ ❝♦♠♣❛r✐s♦♥ ♦❢ t❤❡ ❞✐✛❡r❡♥t ♠♦❞❡❧s ✐s ♥♦✇ ♥♦t ❜❛s❡❞ ♦♥ ♠❡❡t✐♥❣ t❤❡ ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥s

✇✐t❤✐♥ t❤❡ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥t ❡rr♦r ❜✉t ♦♥ t❤❡ ♠❛❣♥✐t✉❞❡ ♦❢ t❤❡ ♠♦❞❡❧ ❡rr♦r ♥❡❡❞❡❞ t♦ ❛❝❝❡♣t

t❤❡ ❞✐✛❡r❡♥t ♠♦❞❡❧s✳
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❆❢t❡r ✜tt✐♥❣ t❤❡ ♠♦❞❡❧s✱ t❤❡ ❛ss♦❝✐❛t❡❞ st❛♥❞❛r❞ ❞❡✈✐❛t✐♦♥ σ̂pi ♦❢ ❡st✐♠❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡

♠♦❞❡❧ ♣❛r❛♠❡t❡r i ✇❛s ❝♦♠♣✉t❡❞ ❜② ❧✐♥❡❛r✐③❡❞ ❡rr♦r ♣r♦♣❛❣❛t✐♦♥✿

σ̂pi =
√

Cpp(i, i) ✭✺✳✼✮

✇✐t❤ t❤❡ ♣❛r❛♠❡t❡r ❝♦✈❛r✐❛♥❝❡ ♠❛tr✐① Cpp ❝♦♠♣✉t❡❞ ❜②✿

Cpp = (JTCyy
−1J)−1 ✭✺✳✽✮

✐♥ ✇❤✐❝❤ t❤❡ ❏❛❝♦❜✐❛♥ J ❝♦♥t❛✐♥s t❤❡ ♣❛rt✐❛❧ ❞❡r✐✈❛t✐✈❡s ♦❢ ❛❧❧ s✐♠✉❧❛t❡❞ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥ts

✇✐t❤ r❡s♣❡❝t t♦ ❛❧❧ ♣❛r❛♠❡t❡rs✱ ❛♥❞ Cyy ✐s t❤❡ ❞✐❛❣♦♥❛❧ ♠❛tr✐① ♦❢ t❤❡ sq✉❛r❡❞ ❡rr♦rs

❛❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ t❤❡ ❡rr♦r ♠♦❞❡❧✳ ❇❡❝❛✉s❡ t❤❡ ♣❛r❛♠❡t❡rs a ❛♥❞ b ♦❢ t❤❡ ❡rr♦r ♠♦❞❡❧ ❛r❡

❜✐❣❣❡r ✐❢ t❤❡ ♠♦❞❡❧ s❤♦✇s ❧❛r❣❡r ♠✐s✜ts✱ t❤❡ r❡s✉❧t✐♥❣ ♣❛r❛♠❡t❡r st❛♥❞❛r❞ ❞❡✈✐❛t✐♦♥s ♦❢

❡st✐♠❛t✐♦♥ ❛r❡ ❛❧s♦ ❜✐❣❣❡r✳

✺✳✼ ❘❡s✉❧ts ❛♥❞ ❉✐s❝✉ss✐♦♥

✺✳✼✳✶ ●♦♦❞♥❡ss ♦❢ ▼♦❞❡❧ ❈❛❧✐❜r❛t✐♦♥

❋✐❣✉r❡ ✺✳✶✷❛ ❛♥❞ ❋✐❣✉r❡ ✺✳✶✷❜ s❤♦✇ t❤❡ ❛❜s♦❧✉t❡ ❞✐✛❡r❡♥❝❡s ❜❡t✇❡❡♥ s✐♠✉❧❛t❡❞ ❛♥❞

♠❡❛s✉r❡❞ ❞r❛✇❞♦✇♥s ⑤ssim− smeas⑤ ✈❡rs✉s t❤❡ ♠❡❛s✉r❡❞ ❞r❛✇❞♦✇♥s smeas ♦❢ t❤❡ ✶✲❧❛②❡r

❛♥❞ ✺✲❧❛②❡r ♠♦❞❡❧ ❝❛❧✐❜r❛t✐♦♥ ❝♦♥s✐❞❡r✐♥❣ t❤❡ ✜♥❛❧ ❡rr♦r ♠♦❞❡❧ ✉♣❞❛t❡✳ ❈♦♠♣❛r✐♥❣

❋✐❣✉r❡ ✺✳✶✷❛ ❛♥❞ ❋✐❣✉r❡ ✺✳✶✷❜ s❤♦✇s t❤❛t t❤❡ ❞✐✛❡r❡♥❝❡s ❜❡t✇❡❡♥ s✐♠✉❧❛t❡❞ ❛♥❞ ♠❡❛✲

s✉r❡❞ ❞r❛✇❞♦✇♥s ❛r❡ s✐❣♥✐✜❝❛♥t❧② ❤✐❣❤❡r ❢♦r t❤❡ ✶✲❧❛②❡r t❤❛♥ ❢♦r t❤❡ ✺✲❧❛②❡r ♠♦❞❡❧✳ ■♥

❜♦t❤ ❝❛s❡s✱ t❤❡ ❡rr♦r✲♠♦❞❡❧ ✜t ❛❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ ❡q✳ ✭✺✳✻✮ ✐s ❛❜❧❡ t♦ ❝❛♣t✉r❡ t❤❡ ♠❛❥♦r✐t② ♦❢

♠❡❛s✉r❡♠❡♥ts ❛♥❞ ✐ts ❡rr♦rs✱ ✇❤✐❧❡ s♦♠❡ ♦✉t❧✐❡rs ❡①✐st✳ ❋✐❣✉r❡ ✺✳✶✷❝ ❛♥❞ ❋✐❣✉r❡ ✺✳✶✷❞

♣r❡s❡♥t ❛ ❝♦♠♣❛r✐s♦♥ ❜❡t✇❡❡♥ ♠❡❛s✉r❡❞ ❛♥❞ s✐♠✉❧❛t❡❞ ❞r❛✇❞♦✇♥ ✈❛❧✉❡s✱ smeas ❛♥❞

ssim✱ ❢♦r t❤❡ ❜❡st ✜tt✐♥❣ ✶✲❧❛②❡r ❛♥❞ ✺✲❧❛②❡r ♠♦❞❡❧s ❛ss♦❝✐❛t❡❞ ✇✐t❤ t❤❡ ❡rr♦r ♠♦❞❡❧s

❞❡t❡r♠✐♥❡❞ ✐♥ ❋✐❣✉r❡ ✺✳✶✷❛ ❛♥❞ ❋✐❣✉r❡ ✺✳✶✷❜✱ r❡s♣❡❝t✐✈❡❧②✳ ❋✐❣✉r❡ ✺✳✶✷❝ r❡✈❡❛❧s t❤❛t t❤❡

✶✲❧❛②❡r ♠♦❞❡❧ s②st❡♠❛t✐❝❛❧❧② ✉♥❞❡r❡st✐♠❛t❡s t❤❡ ❞r❛✇❞♦✇♥ ✐♥ t❤❡ s❡❝♦♥❞ ❤②❞r❛✉❧✐❝ t❡st✱

✐♥ ✇❤✐❝❤ ✇❛t❡r ✇❛s ❡①tr❛❝t❡❞ ❢r♦♠ t❤❡ ♠✐❞❞❧❡ s❝r❡❡♥ s❡❝t✐♦♥✱ ✇❤❡r❡❛s t❤❡ ✺✲❧❛②❡r ♠♦❞❡❧

❝❛♥ ❞❡❝❡♥t❧② ✜t ❛❧❧ t❤r❡❡ ❤②❞r❛✉❧✐❝ t❡sts ✭❋✐❣✉r❡ ✺✳✶✷❞✮✳ ❆s ❞✐s❝✉ss❡❞ ✐♥ s❡❝t✐♦♥ ✺✳✹✱ t❤❡

❞r❛✇❞♦✇♥ ✈❛❧✉❡s ✇❡r❡ ❤✐❣❤❡r ✐♥ t❤❡ s❡❝♦♥❞ t❡st s❡r✐❡s t❤❛♥ ✐♥ t❤❡ t❡sts ✇❤❡r❡ ✇❛t❡r

✇❛s ❡①tr❛❝t❡❞ ❢r♦♠ t❤❡ ❜♦tt♦♠ ❛♥❞ t♦♣ s❝r❡❡♥✱ r❡s♣❡❝t✐✈❡❧②✳ ❚❤❡ ✺✲❧❛②❡r ♠♦❞❡❧ ❝❛♥
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❋✐❣✉r❡ ✺✳✶✷✿ ❆ss❡ss♠❡♥t ♦❢ ♠♦❞❡❧ r❡s✉❧ts✿ ❆❜s♦❧✉t❡ ❞✐✛❡r❡♥❝❡ ❜❡t✇❡❡♥ s✐♠✉❧❛t❡❞ ❛♥❞
♠❡❛s✉r❡❞ ❞r❛✇❞♦✇♥ ✈❡rs✉s t❤❡ ♠❡❛s✉r❡❞ ❞r❛✇❞♦✇♥s ♦❢ t❤❡ ✶✲❧❛②❡r ❛♥❞ ✺✲❧❛②❡r ♠♦❞❡❧
❛♥❞ t❤❡ t❤❡r❡t♦ ✜tt❡❞ ❡rr♦r ♠♦❞❡❧s ✭❛ ❛♥❞ ❜✮✳ ❋✐❡❧❞ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥ts ✈❡rs✉s s✐♠✉❧❛t❡❞
r❡s✉❧ts ♦❢ t❤❡ ✶✲ ❛♥❞ ✺✲❧❛②❡r ♠♦❞❡❧s ✭❝ ❛♥❞ ❞✮ ✇✐t❤ ❡rr♦r❜❛rs ❛❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ t❤❡ ❡rr♦r
♠♦❞❡❧✳ ❚❤❡ ❜❧❛❝❦ ❞✐❛❣♦♥❛❧ ❧✐♥❡s r❡♣r❡s❡♥t t❤❡ ✶✿✶ ✐❞❡♥t✐t② ❧✐♥❡s✳

r❡♣r♦❞✉❝❡ t❤✐s ♣❛tt❡r♥ ❜② ✜tt✐♥❣ ❛ ❧♦✇❡r ❤♦r✐③♦♥t❛❧ ❤②❞r❛✉❧✐❝✲❝♦♥❞✉❝t✐✈✐t② ✈❛❧✉❡ t♦ t❤❡

♠✐❞❞❧❡ ❞❡♣t❤ ♦❢ t❤❡ ❛q✉✐❢❡r ✭s❡❡ ❚❛❜❧❡ ✺✳✸✮✱ ✇❤❡r❡❛s t❤❡ ✶✲❧❛②❡r ❝❛♥ ❡✐t❤❡r ✜t t❤❡ ❤✐❣❤

❞r❛✇❞♦✇♥ ✈❛❧✉❡s ♦❢ t❤❡ s❡❝♦♥❞ ❤②❞r❛✉❧✐❝ t❡st ♦r t❤❡ s♠❛❧❧❡r ❞r❛✇❞♦✇♥ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥ts

♦❢ t❤❡ ✜rst ❛♥❞ t❤✐r❞ t❡sts✳

■♥ ❣❡♥❡r❛❧✱ t❤❡ ✺✲❧❛②❡r ♠♦❞❡❧ ♠❡❡ts t❤❡ ♠❛❥♦r✐t② ♦❢ ♠❡❛s✉r❡❞ ❞r❛✇❞♦✇♥s ✭❋✐❣✉r❡

✺✳✶✷❞✮✱ ✇✐t❤ ♦♥❧② ❛ ❢❡✇ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥ts ❢❛❧❧✐♥❣ ❢❛r ♦✛ t❤❡ ✐❞❡♥t✐t② ❧✐♥❡✳ ❆s ✐♥❞✐❝❛t❡❞ ❜②

t❤❡ ❞✐✛❡r❡♥t ♠❛r❦❡r st②❧❡s ✐♥ ❋✐❣✉r❡ ✺✳✶✷❞✱ t❤❡r❡ ✐s ♥♦ ❝❧❡❛r r❡❧❛t✐♦♥s❤✐♣ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡
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❞✐r❡❝t✐♦♥s ♦❢ t❤❡ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥t ❧♦❝❛t✐♦♥s ✭♥♦rt❤✱ ❡❛st✱ ✇❡st✱ ❛♥❞ s♦✉t❤ ♦❢ t❤❡ ♣✉♠♣✐♥❣

✇❡❧❧✮ ❛♥❞ t❤❡ t❡♥❞❡♥❝② t♦✇❛r❞s ♦✈❡r✲ ♦r ✉♥❞❡r❡st✐♠❛t✐♥❣ t❤❡ ♠❡❛s✉r❡❞ ❞r❛✇❞♦✇♥ ✈❛❧✉❡s✱

♦❜✈✐❛t✐♥❣ ❤♦r✐③♦♥t❛❧ ❛♥✐s♦tr♦♣②✳

✺✳✼✳✷ ❋✐tt❡❞ P❛r❛♠❡t❡r ❱❛❧✉❡s

❚❛❜❧❡ ✺✳✸ ❛♥❞ ❚❛❜❧❡ ✺✳✹ ❧✐st t❤❡ ♣❛r❛♠❡t❡rs ❡st✐♠❛t❡❞ ❢♦r ❜♦t❤ ♠♦❞❡❧s✳ ❆s ♠❡♥t✐♦♥❡❞

✐♥ s❡❝t✐♦♥ ✺✳✻✱ t❤❡ ♠♦❞❡❧ ♣❛r❛♠❡t❡rs ✐♥❝❧✉❞❡❞ t❤❡ r❛❞✐❛❧ ❛♥❞ ✈❡rt✐❝❛❧ ❤②❞r❛✉❧✐❝ ❝♦♥✲

❞✉❝t✐✈✐t✐❡s Kr ❛♥❞ Kz ♦❢ ❡❛❝❤ ❤♦r✐③♦♥t❛❧ ❧❛②❡r ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ ✐♥ t❤❡ ♠♦❞❡❧✱ t❤❡ ❤②❞r❛✉❧✐❝

❝♦♥❞✉❝t✐✈✐t✐❡s ♦❢ t❤❡ ❣r❛✈❡❧ ✜❧❧ Kgp ❛♥❞ ❝❧❛② ✜❧❧ Kcl ♦❢ t❤❡ ✜❧t❡r ♣❛❝❦✱ ❛♥❞ t❤❡ ❞r❛✇❞♦✇♥

sref ❛t ❛ ✈✐rt✉❛❧ r❡❢❡r❡♥❝❡ ♣♦✐♥t t♦ ❛✈♦✐❞ ❝♦♠♣✉t✐♥❣ t❤❡ ❞r❛✇❞♦✇♥ ❞✐✛❡r❡♥❝❡s ❜❡t✇❡❡♥

tr✉❡ ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥ ♣♦✐♥ts ✐♥ t❤❡ st❡❛❞②✲s❤❛♣❡ r❡❣✐♠❡✳ ❲❤✐❧❡ ❚❛❜❧❡ ✺✳✹ ❝♦♥t❛✐♥s t❤❡ ✜tt❡❞

✈❛❧✉❡s ♦❢ sref ✱ t❤❡② ❞♦♥✬t ❤❛✈❡ ❛♥② r❡❛❧ ♣❤②s✐❝❛❧ ♠❡❛♥✐♥❣✳

❋✐❣✉r❡ ✺✳✶✶❝ ✐♥❝❧✉❞❡s t❤❡ r❛❞✐❛❧ ✭❜❧✉❡ ❧✐♥❡s✮ ❛♥❞ ✈❡rt✐❝❛❧ ✭r❡❞ ❧✐♥❡s✮ ❤②❞r❛✉❧✐❝ ❝♦♥✲

❞✉❝t✐✈✐t✐❡s ❡st✐♠❛t❡❞ ❢♦r t❤❡ ✶✲❧❛②❡r ♠♦❞❡❧ ✭❞❛s❤❡❞ ❧✐♥❡s✮ ❛♥❞ t❤❡ ✺✲❧❛②❡r ♠♦❞❡❧ ✭s♦❧✐❞

❧✐♥❡s✮✳ ■♥ ❜♦t❤ ❝❛s❡s✱ t❤❡ r❛❞✐❛❧ ❤②❞r❛✉❧✐❝ ❝♦♥❞✉❝t✐✈✐t✐❡s ❛r❡ ❤✐❣❤❡r t❤❛♥ t❤❡ ✈❡rt✐❝❛❧

❝♦✉♥t❡r♣❛rts✱ ❡①❝❡♣t ❢♦r ❧❛②❡r ✹ ♦❢ t❤❡ ✺✲❧❛②❡r ♠♦❞❡❧ ✭❚❛❜❧❡ ✺✳✸✮✳

❚❤❡ r❛❞✐❛❧ ❛♥❞ ✈❡rt✐❝❛❧ ❤②❞r❛✉❧✐❝ ❧♦❣✲❝♦♥❞✉❝t✐✈✐t✐❡s ❡st✐♠❛t❡❞ ❢♦r t❤❡ s❛♥❞ ❧❛②❡r ✹

❤❛✈❡ ❝♦♥s✐❞❡r❛❜❧② ❤✐❣❤❡r ❛ss♦❝✐❛t❡❞ st❛♥❞❛r❞ ❞❡✈✐❛t✐♦♥s σ̂(lnK) ♦❢ ❡st✐♠❛t✐♦♥ t❤❛♥ ❛❧❧

♦t❤❡r ❝♦♥❞✉❝t✐✈✐t② ❡st✐♠❛t❡s ✭❚❛❜❧❡ ✺✳✸✮✱ ✐♥❞✐❝❛t✐♥❣ t❤❛t t❤❡ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥ts ❛r❡ ✐♥s❡♥s✐✲

t✐✈❡ t♦ t❤❡ ❝♦♥❞✉❝t✐✈✐t✐❡s ❡st✐♠❛t❡❞ ❢♦r t❤❛t ❧❛②❡r✳ ❆❧s♦✱ t❤❡ ✜tt❡❞ ❝♦♥❞✉❝t✐✈✐t② ✈❛❧✉❡s

♦❢ t❤❡ ✺✲❧❛②❡r ♠♦❞❡❧ r❡✈❡❛❧ t❤❛t t❤❡ s❛♥❞ ❧❛②❡r ✷ ✐s q✉✐t❡ s✐♠✐❧❛r t♦ ❧❛②❡r ✶✳ ❚❤✐s ✐♠♣❧✐❡s

t❤❛t t❤❡ s❛♥❞ ❧❛②❡rs✱ ✇❤✐❝❤ ✇❡r❡ ❞❡❧✐♥❡❛t❡❞ ❜② t❤❡ ❛♥❛❧②s✐s ♦❢ t❤❡ ❞r✐❧❧✐♥❣ ❝♦r❡✱ ♠❛② ♥♦t

♥❡❝❡ss❛r✐❧② ❝♦♥st✐t✉t❡ ❞✐st✐♥❝t ✐♥❞✐✈✐❞✉❛❧ ❧❛②❡rs✱ ❜✉t r❛t❤❡r r❡♣r❡s❡♥t tr❛♥s✐t✐♦♥ ③♦♥❡s

❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ t❤r❡❡ ♠❛✐♥ ❛q✉✐❢❡r s❡❣♠❡♥ts✳ ■♥ ❤✐♥❞s✐❣❤t✱ t❤❡ ✐♥✈❡st✐❣❛t❡❞ ❛q✉✐❢❡r ♣♦rt✐♦♥

♠❛② ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ s✉❜❞✐✈✐❞❡❞ ✐♥t♦ t❤r❡❡ ♠❛✐♥ s❡❝t✐♦♥s✱ ✇✐t❤♦✉t ♠✉❝❤ ✐♠♣❛❝t✳ ❚❤❡ ❤♦r✐③♦♥✲

t❛❧ ❤②❞r❛✉❧✐❝ ❝♦♥❞✉❝t✐✈✐t② Kr ❢♦r t❤❡ t♦♣ ❛♥❞ ❜♦tt♦♠ ♦❢ t❤❡ ✐♥✈❡st✐❣❛t❡❞ ❛q✉✐❢❡r ♣♦rt✐♦♥

s❤♦✇ s✐❣♥✐✜❝❛♥t ❤✐❣❤❡r ✈❛❧✉❡s t❤❛♥ t❤❡ ♠✐❞❞❧❡ s❡❝t✐♦♥✱ ✇❤❡r❡❛s t❤❡ ✜tt❡❞ ✈❡rt✐❝❛❧ ❝♦♥✲

❞✉❝t✐✈✐t② Kz s②st❡♠❛t✐❝❛❧❧② ✐♥❝r❡❛s❡s ✇✐t❤ ❞❡♣t❤✳ ❚❤❡ r❡❞✉❝❡❞ ❤♦r✐③♦♥t❛❧ ❝♦♥❞✉❝t✐✈✐t②

♦❢ t❤❡ ♠✐❞❞❧❡ s❡❝t✐♦♥ ✭❧❛②❡r ✸✮ ❝❛♥ ❡①♣❧❛✐♥ t❤❡ ❧❛r❣❡r ❞r❛✇❞♦✇♥ ✈❛❧✉❡s ✐♥ t❤❡ s❡❝♦♥❞

t❡st s❡r✐❡s✱ ✐♥ ✇❤✐❝❤ ❣r♦✉♥❞✇❛t❡r ✇❛s ❡①tr❛❝t❡❞ ❢r♦♠ t❤❡ ♠✐❞❞❧❡ s❝r❡❡♥✳
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❚❛❜❧❡ ✺✳✸✿ ❈❛❧✐❜r❛t❡❞ r❛❞✐❛❧ ❛♥❞ ✈❡rt✐❝❛❧ ❤②❞r❛✉❧✐❝ ❝♦♥❞✉❝t✐✈✐t✐❡s ❛♥❞ t❤❡ ❛ss♦❝✐❛t❡❞
st❛♥❞❛r❞ ❞❡✈✐❛t✐♦♥s σ̂ ♦❢ ❡st✐♠❛t✐♦♥ ♦❢ ❡❛❝❤ ❤♦r✐③♦♥t❛❧ ❧❛②❡r ✐♥ t❤❡ ✶✲❧❛②❡r ❛♥❞ ✺✲❧❛②❡r
♠♦❞❡❧s✳

▲❛②❡r Kr❬♠✴s❪ σ̂lnKr
Kz❬♠✴s❪ σ̂lnKz

✶✲❧❛②❡r ♠♦❞❡❧ 1.1× 10−3 ✵✳✵✺✽✶ 1.9× 10−4 ✵✳✶✺✹

✺✲❧❛②❡r ♠♦❞❡❧

✶ 2.0× 10−3 ✵✳✺✽✶ 2.6× 10−5 ✶✳✵✻✸
✷ 4.6× 10−3 ✵✳✾✶✷ 1.8× 10−5 ✵✳✻✵✺
✸ 2.6× 10−4 ✵✳✶✼✶ 7.2× 10−5 ✵✳✶✾✵
✹ 1.0× 10−6 ✶✾✺✳✾✹✷ 8.1× 10−3 ✸✼✳✶✶✸
✺ 2.4× 10−3 ✵✳✶✻✹ 2.9× 10−4 ✵✳✸✹✾✾

■♥ ❜♦t❤ ♠♦❞❡❧s✱ t❤❡ ❡st✐♠❛t❡❞ ❤②❞r❛✉❧✐❝ ❝♦♥❞✉❝t✐✈✐t② ♦❢ t❤❡ ❣r❛✈❡❧ ♣❛❝❦Kgp ✐s ❤✐❣❤❡r

t❤❛♥ ❛♥② ❝♦♥❞✉❝t✐✈✐t② ✈❛❧✉❡ ♦❢ t❤❡ ❛q✉✐❢❡r✱ ✇❤❡r❡❛s t❤❡ ✜tt❡❞ ❝♦♥❞✉❝t✐✈✐t② ♦❢ t❤❡ ❝❧❛②

s❡❛❧ Kcl ✐s s♦ s♠❛❧❧ t❤❛t ✐t ❝❛♥ ❜❡ ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ ✐♠♣❡r♠❡❛❜❧❡ ✭❚❛❜❧❡ ✺✳✹✮✳

❚❛❜❧❡ ✺✳✹✿ ❈❛❧✐❜r❛t✐♦♥ r❡s✉❧ts ♦❢ t❤❡ ❧♦❝❛❧❧② ❛♥✐s♦tr♦♣✐❝ ✶✲❧❛②❡r ❛♥❞ ✺✲❧❛②❡r ♠♦❞❡❧s✳

✶✲❧❛②❡r ♠♦❞❡❧ ✺✲❧❛②❡r ♠♦❞❡❧
Keff

r [m/s] 1.1× 10−3 1.9× 10−3

Keff
z [m/s] 1.9× 10−4 9.5× 10−5

ϑ[−] ✺✳✾ ✶✾✳✼
Kgp[m/s] 1.5× 10−1 8.8× 10−1

Kcl[m/s] 2.2× 10−8 7.9× 10−8

sref ,I/sref ,II/sref ,III ✵✳✵✼✽ ✴ ✵✳✵✺✽ ✴ ✵✳✵✻✾ ✵✳✵✸✺ ✴ ✵✳✵✷✾ ✴ ✵✳✵✷✻
a[m] ✵✳✵✵✸ ✵✳✵✵✶
b[−] ✵✳✽✽ ✵✳✷✼
c[m] ✵✳✷✾ ✵✳✵✷

❋✐♥❛❧❧②✱ ■ ❝♦♠♣❛r❡ t❤❡ ❞❡t❡r♠✐♥❡❞ ❛❜s♦❧✉t❡ ❛♥❞ r❡❧❛t✐✈❡ ❡rr♦rs ♦❢ t❤❡ ✶✲❧❛②❡r ❛♥❞

✺✲❧❛②❡r ♠♦❞❡❧s ✭❚❛❜❧❡ ✺✳✹✮ t♦ ❛ss❡ss t❤❡ ❣♦♦❞♥❡ss ♦❢ t❤❡ ♠♦❞❡❧✲❝❛❧✐❜r❛t✐♦♥ ✜t✳ ❲❤✐❧❡

t❤❡ ✶✲❧❛②❡r ♠♦❞❡❧ s❤♦✇s ❛♥ ❛❜s♦❧✉t❡ ❡rr♦r ♦❢ a ❂ ✸ ♠♠ ❛♥❞ ❛ r❡❧❛t✐✈❡ ❡rr♦r ♦❢ b = 88%✱

t❤❡ ✺✲❧❛②❡r ♠♦❞❡❧ ❤❛s ❛♥ ❛❜s♦❧✉t❡ ❡rr♦r ♦❢ ✶ ♠♠ ❛♥❞ ❛ ❝♦♥s✐❞❡r❛❜❧② ❧♦✇❡r r❡❧❛t✐✈❡ ❡rr♦r

♦❢ ✷✼✪✱ ♣r♦✈✐♥❣ t♦ ❜❡ t❤❡ ♣r❡❢❡rr❡❞ ♠♦❞❡❧ ❝❤♦✐❝❡✳

✺✳✼✳✸ ❆ss❡ss✐♥❣ t❤❡ ❊✛❡❝t✐✈❡ ❈♦♥❞✉❝t✐✈✐t② ❊st✐♠❛t❡s

❙✉❜s❡q✉❡♥t t♦ ♠♦❞❡❧ ❝❛❧✐❜r❛t✐♦♥✱ t❤❡ r❛❞✐❛❧ ❛♥❞ ✈❡rt✐❝❛❧ ❝♦♥❞✉❝t✐✈✐t② ❡st✐♠❛t❡s ♦❢ ❛❧❧

❛✈❛✐❧❛❜❧❡ ❤♦r✐③♦♥t❛❧ ❧❛②❡rs ✇❡r❡ ❢✉❧❧② ✉♣s❝❛❧❡❞ t♦ ♦❜t❛✐♥ t❤❡ ❡✛❡❝t✐✈❡ r❛❞✐❛❧ ❛♥❞ ❡✛❡❝t✐✈❡
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✈❡rt✐❝❛❧ ❤②❞r❛✉❧✐❝ ❝♦♥❞✉❝t✐✈✐t✐❡s Keff
r ❛♥❞ Keff

z ✱ r❡s♣❡❝t✐✈❡❧② ✭❚❛❜❧❡ ✺✳✹✮✳ ■♥ t❤❡ ✶✲

❧❛②❡r ♠♦❞❡❧✱ t❤❡ ✜tt❡❞ ❤♦r✐③♦♥t❛❧ ❛♥❞ ✈❡rt✐❝❛❧ ❝♦♥❞✉❝t✐✈✐t✐❡s Kr ❛♥❞ Kz ❝♦rr❡s♣♦♥❞

t♦ t❤❡ ❡✛❡❝t✐✈❡ ✈❛❧✉❡s Keff
r ❛♥❞ Keff

z ✱ r❡s♣❡❝t✐✈❡❧②✳ ❚❤❡ ❡st✐♠❛t❡❞ ❡✛❡❝t✐✈❡ ❤♦r✐③♦♥t❛❧

❝♦♥❞✉❝t✐✈✐t✐❡s Keff
r ♦❢ t❤❡ ✺✲❧❛②❡r ♠♦❞❡❧ ✐s ❛❜♦✉t t✇✐❝❡ ❛s ❤✐❣❤ ❛s t❤❡ ❡st✐♠❛t❡❞ ✈❛❧✉❡

♦❢ t❤❡ ✶✲❧❛②❡r ♠♦❞❡❧ ✭s❡❡ ❚❛❜❧❡ ✺✳✹✮✱ ✇❤✐❧❡ t❤❡ ✉♣s❝❛❧❡❞ ✈❡rt✐❝❛❧ ❝♦♥❞✉❝t✐✈✐t② Keff
z ♦❢

t❤❡ ✺✲❧❛②❡r ♠♦❞❡❧ ✐s ❛❜♦✉t ❤❛❧❢ t❤❡ ✜tt❡❞ ✈❛❧✉❡ ♦❢ t❤❡ ✶✲❧❛②❡r ♠♦❞❡❧✳ ❆s ❛ ❝♦♥s❡q✉❡♥❝❡✱

t❤❡ ❛♥✐s♦tr♦♣② r❛t✐♦ ϑ = Keff
r /Keff

z ❞✐✛❡rs ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ t✇♦ ♠♦❞❡❧s ❜② ❛ ❢❛❝t♦r ♦❢ ♠♦r❡

t❤❛♥ ✸ ✭≈ ✻ ✈❡rs✉s ≈ ✷✵✮✳ ❇♦t❤ ❡st✐♠❛t❡❞ ❛♥✐s♦tr♦♣② r❛t✐♦s ❛r❡ ✇✐t❤✐♥ r❡❛s♦♥❛❜❧❡ r❛♥❣❡s

❡①♣❡❝t❡❞ ❢♦r ✢✉✈✐❛❧ ❞❡♣♦s✐ts ✭❋r❡❡③❡ ❛♥❞ ❈❤❡rr②✱ ✶✾✼✾❀ ❑r✉s❡♠❛♥ ❛♥❞ ❞❡ ❘✐❞❞❡r✱ ✶✾✾✹✮✳

❋✐❣✉r❡ ✺✳✶✸✿ ❙✐♠✉❧❛t❡❞ ❞r❛✇❞♦✇♥s ✈❡rs✉s ♠❡❛s✉r❡❞ ❞r❛✇❞♦✇♥s ✇❤❡♥ r✉♥♥✐♥❣ t❤❡
✶✲❧❛②❡r ♠♦❞❡❧ ✇✐t❤ t❤❡ ❡✛❡❝t✐✈❡ ❝♦♥❞✉❝t✐✈✐t② ❡st✐♠❛t❡s ♦❜t❛✐♥❡❞ ❢r♦♠ t❤❡ ✺✲❧❛②❡r ♠♦❞❡❧
❝❛❧✐❜r❛t✐♦♥✳ ❚❤❡ ❜❧❛❝❦ ❞✐❛❣♦♥❛❧ ❧✐♥❡ ♣r❡s❡♥t t❤❡ ✶✿✶ ✐❞❡♥t✐t② ❧✐♥❡✳

❚♦ ❡①❛♠✐♥❡ t❤❡ ✈❛❧✉❡ ♦❢ t❤❡ ❡✛❡❝t✐✈❡ ❝♦♥❞✉❝t✐✈✐t② ❡st✐♠❛t❡s✱ ■ ❤❛✈❡ r✉♥ t❤❡ ✶✲❧❛②❡r

♠♦❞❡❧ ❝♦♥s✐❞❡r✐♥❣ t❤❡ ❡✛❡❝t✐✈❡ ❝♦♥❞✉❝t✐✈✐t② r❡s✉❧ts ♦❜t❛✐♥❡❞ ❜② ❢✉❧❧② ✉♣s❝❛❧✐♥❣ t❤❡ ✺✲

❧❛②❡r ♠♦❞❡❧✳ ❋✐❣✉r❡ ✺✳✶✸ s❤♦✇s t❤❡ r❡s✉❧t✐♥❣ s✐♠✉❧❛t❡❞ ❞r❛✇❞♦✇♥s ✈❡rs✉s t❤❡ ♠❡❛s✉r❡❞

❞r❛✇❞♦✇♥s ❛♥❞ t❤❡ ✶✿✶ ✐❞❡♥t✐t② ❧✐♥❡ ✭❜❧❛❝❦ ❧✐♥❡ ✐♥ ❋✐❣✉r❡ ✺✳✶✸✮✳ ■ ❝♦♠♣❛r❡ t❤❡ ♠❡❛✲

s✉r❡♠❡♥t ✜t ♦❢ t❤❡ ✶✲❧❛②❡r ♠♦❞❡❧ ✇❤❡♥ ✉s✐♥❣ t❤❡ ❡✛❡❝t✐✈❡ ✈❛❧✉❡s ❢r♦♠ t❤❡ ✺✲❧❛②❡r ♠♦❞❡❧

✭❋✐❣✉r❡ ✺✳✶✸✮ ✇✐t❤ t❤❡ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥t ✜t ❜❛s❡❞ ♦♥ t❤❡ ❡✛❡❝t✐✈❡ ✈❛❧✉❡s r❡s✉❧t✐♥❣ ❢r♦♠ t❤❡

✶✲❧❛②❡r ♠♦❞❡❧ ❝❛❧✐❜r❛t✐♦♥ ✭❋✐❣✉r❡ ✺✳✶✷❝✮✳ ❈♦♠♣❛r✐♥❣ ❋✐❣✉r❡ ✺✳✶✸ ❛♥❞ ❋✐❣✉r❡ ✺✳✶✷❝ ✐♥❞✐✲

❝❛t❡s t❤❛t ❝♦♥s✐❞❡r✐♥❣ ❛ ❤♦♠♦❣❡♥❡♦✉s ♠♦❞❡❧ ✇✐t❤ t❤❡ ❡✛❡❝t✐✈❡ ❝♦♥❞✉❝t✐✈✐t② ❡st✐♠❛t❡s
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♦❜t❛✐♥❡❞ ❢r♦♠ ❛ ♠✉❧t✐❧❛②❡r ♠♦❞❡❧ ❞♦❡s ♥♦t ②✐❡❧❞ ❛♥② ✐♠♣r♦✈❡♠❡♥t ♥♦r ❛♥② ❞❡t❡r✐♦r❛t✐♦♥

✐♥ ✜tt✐♥❣ t❤❡ tr✉❡ ❞r❛✇❞♦✇♥ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥ts✳ ❚❤✐s s✉❣❣❡sts t❤❛t t❤❡ ❡✛❡❝t✐✈❡ ❤♦r✐③♦♥t❛❧

❤②❞r❛✉❧✐❝ ❝♦♥❞✉❝t✐✈✐t② ❛♥❞ ❡✛❡❝t✐✈❡ ✈❡rt✐❝❛❧ ❤②❞r❛✉❧✐❝ ❝♦♥❞✉❝t✐✈✐t② ❛r❡ ❧✐tt❧❡ ✐♥❢♦r♠❛t✐✈❡

✇❤❡♥ ♥❡❣❧❡❝t✐♥❣ ✈❡rt✐❝❛❧ ❞✐✛❡r❡♥❝❡s ♦❢ t❤❡ ❤②❞r❛✉❧✐❝ ❝♦♥❞✉❝t✐✈✐t② ✇✐t❤✐♥ t❤❡ ❛q✉✐❢❡r✳

✺✳✼✳✹ ❈♦♠♣❛r✐s♦♥ t♦ ▲♦❝❛❧❧② ■s♦tr♦♣✐❝ ▼♦❞❡❧s

❚♦ ❝❤❡❝❦ ✇❤❡t❤❡r t❤❡ ❤♦r✐③♦♥t❛❧ ❧❛②❡rs s❤♦✉❧❞ r❡❛❧❧② ❜❡ ❧♦❝❛❧❧② ❛♥✐s♦tr♦♣✐❝✱ t❤❡ ✶✲❧❛②❡r

❛♥❞ ✺✲❧❛②❡r ♠♦❞❡❧s ✇❡r❡ ❝❛❧✐❜r❛t❡❞ ❝♦♥s✐❞❡r✐♥❣ t❤❡ ❤②❞r❛✉❧✐❝ ❝♦♥❞✉❝t✐✈✐t② ♦❢ ❡❛❝❤ ❛✈❛✐❧✲

❛❜❧❡ ❧❛②❡r t♦ ❜❡ ✐s♦tr♦♣✐❝✱ ✐✳❡✳ Kr = Kz✳ ❇② t❤✐s✱ t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ♠♦❞❡❧ ♣❛r❛♠❡t❡rs ✐s

r❡❞✉❝❡❞ t♦ ✻ ❛♥❞ ✶✵ ❢♦r t❤❡ ✶✲❧❛②❡r ❛♥❞ ✺✲❧❛②❡r ♠♦❞❡❧✱ r❡s♣❡❝t✐✈❡❧②✳ ❋♦r ❞✐✛❡r❡♥t✐❛t✐♦♥✱

■ ♥♦✇ r❡❢❡r t♦ t❤❡ ❣r♦✉♥❞✇❛t❡r ✢♦✇ ♠♦❞❡❧s ❛s ❡✐t❤❡r ❧♦❝❛❧❧② ✐s♦tr♦♣✐❝ ♦r ❛♥✐s♦tr♦♣✐❝

✶✲❧❛②❡r ❛♥❞ ✺✲❧❛②❡r ♠♦❞❡❧s✳ ❋✐❣✉r❡ ✺✳✶✹❛ ❛♥❞ ❜ s❤♦✇ t❤❡ ❛❜s♦❧✉t❡ ❞✐✛❡r❡♥❝❡s ❜❡t✇❡❡♥

t❤❡ s✐♠✉❧❛t❡❞ ❛♥❞ ♠❡❛s✉r❡❞ ❞r❛✇❞♦✇♥s ♦❢ t❤❡ ❧♦❝❛❧❧② ✐s♦tr♦♣✐❝ ✶✲❧❛②❡r ❛♥❞ ✺✲❧❛②❡r

♠♦❞❡❧s ❝♦♥s✐❞❡r✐♥❣ t❤❡ ✜♥❛❧ ❡rr♦r ♠♦❞❡❧ ✉♣❞❛t❡✳ ❙✐♠✐❧❛r t♦ t❤❡ r❡s✉❧ts ♦❢ t❤❡ ❧♦❝❛❧❧②

❛♥✐s♦tr♦♣✐❝ ♠♦❞❡❧ ❝❛❧✐❜r❛t✐♦♥s✱ t❤❡ ❧♦❝❛❧❧② ✐s♦tr♦♣✐❝ ✺✲❧❛②❡r ♠♦❞❡❧ r❡✈❡❛❧s s♠❛❧❧❡r ❞✐✛❡r✲

❡♥❝❡s ❜❡t✇❡❡♥ s✐♠✉❧❛t❡❞ ❛♥❞ ♠❡❛s✉r❡❞ ❞r❛✇❞♦✇♥s t❤❛♥ t❤❡ ✶✲❧❛②❡r ♠♦❞❡❧ ❝♦✉♥t❡r♣❛rt✳

❋✐❣✉r❡ ✺✳✶✹❝ ❛♥❞ ❞ s❤♦✇ t❤❡ s✐♠✉❧❛t❡❞ ✈❡rs✉s t❤❡ ♠❡❛s✉r❡❞ ❞r❛✇❞♦✇♥s ❢♦r t❤❡

❝❛❧✐❜r❛t✐♦♥ r❡s✉❧t ♦❢ t❤❡ ❧♦❝❛❧❧② ✐s♦tr♦♣✐❝ ✶✲❧❛②❡r ❛♥❞ ✺✲❧❛②❡r ♠♦❞❡❧s ❝♦♥s✐❞❡r✐♥❣ t❤❡ ❡rr♦r✲

♠♦❞❡❧ ✜t ❞✐s♣❧❛②❡❞ ✐♥ ❋✐❣✉r❡ ✺✳✶✹❛ ❛♥❞ ❜✳ ❚❤❡ s②st❡♠❛t✐❝ ✉♥❞❡r❡st✐♠❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❧❛r❣❡✲

❞r❛✇❞♦✇♥ ✈❛❧✉❡s ❜② t❤❡ ❧♦❝❛❧❧② ❛♥✐s♦tr♦♣✐❝ ✶✲❧❛②❡r ♠♦❞❡❧ ✭s❡❡ ❋✐❣✉r❡ ✺✳✶✷❝✮ ✐s ❡♥❤❛♥❝❡❞

✇❤❡♥ ❛ss✉♠✐♥❣ ❛ s✐♥❣❧❡ ✐s♦tr♦♣✐❝ ❝♦♥❞✉❝t✐✈✐t② ✈❛❧✉❡ ♦❢ t❤❡ ❡♥t✐r❡ ❢♦r♠❛t✐♦♥ ✭s❡❡ ❋✐❣✉r❡

✺✳✶✹❝✮✳ ❚❤✐s ✐s ❝♦♥s✐st❡♥t ✇✐t❤ ❛ r❡❧❛t✐✈❡ ❡rr♦r ♦❢ ✶✵✵✪ ❢♦r t❤❡ ✐s♦tr♦♣✐❝ ✶✲❧❛②❡r ♠♦❞❡❧

❧✐st❡❞ ✐♥ ❚❛❜❧❡ ✺✳✺✳ ◗✉✐t❡ ♦❜✈✐♦✉s❧②✱ ❛ss✉♠✐♥❣ ❛ ✉♥✐❢♦r♠ ✐s♦tr♦♣✐❝ ❝♦♥❞✉❝t✐✈✐t② ✐s ♥♦t

❛♣♣r♦♣r✐❛t❡✳

❋✐❣✉r❡ ✺✳✶✹❞ s❤♦✇s t❤❡ ✜t ♦❢ t❤❡ ❧♦❝❛❧❧② ✐s♦tr♦♣✐❝ ✺✲❧❛②❡r ♠♦❞❡❧✱ ✇❤✐❝❤ ♣❡r❢♦r♠s

❜❡tt❡r t❤❛♥ ❜♦t❤ t❤❡ ✐s♦tr♦♣✐❝ ❛♥❞ ❛♥✐s♦tr♦♣✐❝ ✶✲❧❛②❡r ♠♦❞❡❧s✳ ❚❤❡ ❝♦♠♣❛r✐s♦♥s ❜❡✲

t✇❡❡♥ ❋✐❣✉r❡ ✺✳✶✷❞ ❛♥❞ ❋✐❣✉r❡ ✺✳✶✹❞ ❛s ✇❡❧❧ ❛s ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ❝♦❡✣❝✐❡♥ts ♦❢ t❤❡ ❡rr♦r

♠♦❞❡❧ ✭✷✼✪ r❡❧❛t✐✈❡ ❡rr♦r ❢♦r t❤❡ ❧♦❝❛❧❧② ❛♥✐s♦tr♦♣✐❝ ♠♦❞❡❧ ✈❡rs✉s ✸✼✪ ❢♦r t❤❡ ❧♦❝❛❧❧②

✐s♦tr♦♣✐❝ ❝♦✉♥t❡r♣❛rt✱ ✐♥ ❜♦t❤ ❝❛s❡s ✇✐t❤ s♠❛❧❧ t♦ ♥❡❣❧✐❣✐❜❧❡ ❛❜s♦❧✉t❡ ❡rr♦rs✮ ✐♥❞✐❝❛t❡s

t❤❛t ❛❝❝♦✉♥t✐♥❣ ❢♦r ❞✐✛❡r❡♥t ❤♦r✐③♦♥t❛❧ ❛♥❞ ✈❡rt✐❝❛❧ ❤②❞r❛✉❧✐❝ ❝♦♥❞✉❝t✐✈✐t✐❡s ✇✐t❤✐♥ t❤❡

❧❛②❡rs ✐♠♣r♦✈❡s ✜tt✐♥❣ t❤❡ ❞❡♣t❤ ♦r✐❡♥t❡❞ ❞r❛✇❞♦✇♥ ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥s✳
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❋✐❣✉r❡ ✺✳✶✹✿ ❆ss❡ss♠❡♥t ♦❢ ♠♦❞❡❧ r❡s✉❧ts ✇❤❡♥ ❝♦♥s✐❞❡r✐♥❣ ✐s♦tr♦♣✐❝ ❤②❞r❛✉❧✐❝ ❝♦♥✲
❞✉❝t✐✈✐t②✿ ❆❜s♦❧✉t❡ ❞✐✛❡r❡♥❝❡ ❜❡t✇❡❡♥ s✐♠✉❧❛t❡❞ ❛♥❞ ♠❡❛s✉r❡❞ ❞r❛✇❞♦✇♥ ✈❡rs✉s t❤❡
♠❡❛s✉r❡❞ ❞r❛✇❞♦✇♥s ♦❢ t❤❡ ✶✲❧❛②❡r ❛♥❞ ✺✲❧❛②❡r ♠♦❞❡❧ ❛♥❞ t❤❡ t❤❡r❡t♦ ✜tt❡❞ ❡rr♦r ♠♦❞❡❧s
✭❛ ❛♥❞ ❜✮✳ ❋✐❡❧❞ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥ts ✈❡rs✉s s✐♠✉❧❛t❡❞ r❡s✉❧ts ♦❢ t❤❡ ✶✲ ❛♥❞ ✺✲❧❛②❡r ♠♦❞❡❧s ✭❝
❛♥❞ ❞✮ ✇✐t❤ ❡rr♦r❜❛rs ❛❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ t❤❡ ❡rr♦r ♠♦❞❡❧✳ ❚❤❡ ❜❧❛❝❦ ❞✐❛❣♦♥❛❧ ❧✐♥❡s r❡♣r❡s❡♥t
t❤❡ ✶✿✶ ✐❞❡♥t✐t② ❧✐♥❡s✳

❚❛❜❧❡ ✺✳✺ ❛❧s♦ ❧✐sts t❤❡ ❝♦♥❞✉❝t✐✈✐t② ❡st✐♠❛t❡s ❛♥❞ t❤❡ ❛ss♦❝✐❛t❡❞ st❛♥❞❛r❞ ❞❡✈✐❛t✐♦♥s

♦❢ ❡st✐♠❛t✐♦♥ ❢♦r ❡❛❝❤ ❧❛②❡r ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ ✐♥ t❤❡ ❧♦❝❛❧❧② ✐s♦tr♦♣✐❝ ✶✲❧❛②❡r ❛♥❞ ✺✲❧❛②❡r ♠♦❞❡❧s✳

❚❤❡ ❝♦♥❞✉❝t✐✈✐t② ❡st✐♠❛t❡s ♦❢ t❤❡ ✐♥❞✐✈✐❞✉❛❧ ❧❛②❡rs ♦❢ t❤❡ ❧♦❝❛❧❧② ✐s♦tr♦♣✐❝ ✺✲❧❛②❡r ♠♦❞❡❧

♦❢ ❧❛②❡rs ✷ ❛♥❞ ✸ ❛r❡ ✈❡r② s✐♠✐❧❛r✱ ♣✉tt✐♥❣ t❤❡ ❝❤♦✐❝❡ ♦❢ t❤❡ ❧❛②❡rs ✐♥t♦ q✉❡st✐♦♥✳ ❆s

❞✐s❝✉ss❡❞ ✐♥ s❡❝t✐♦♥ ✺✳✼✳✷✱ ❧❛②❡rs ✷ ❛♥❞ ✹ ♠❛② ♥♦t ♥❡❝❡ss❛r✐❧② ❝♦♥st✐t✉t❡ ✐♥❞✐✈✐❞✉❛❧

❤♦r✐③♦♥t❛❧ ❧❛②❡rs t❤r♦✉❣❤♦✉t t❤❡ ❛q✉✐❢❡r ❜✉t r❛t❤❡r r❡♣r❡s❡♥t ♣❛ss❛❣❡s ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡

❛❞❥♦✐♥✐♥❣ ❧❛②❡rs✳ ❈♦♠♣❛r✐♥❣ t❤❡ ❝♦♥❞✉❝t✐✈✐t② ❡st✐♠❛t❡s ♦❢ t❤❡ ❧♦❝❛❧❧② ✐s♦tr♦♣✐❝ ❛♥❞
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❚❛❜❧❡ ✺✳✺✿ ❈❛❧✐❜r❛t❡❞ ✐s♦tr♦♣✐❝ ❤②❞r❛✉❧✐❝ ❝♦♥❞✉❝t✐✈✐t✐❡s ❛♥❞ t❤❡ ❛ss♦❝✐❛t❡❞ st❛♥❞❛r❞
❞❡✈✐❛t✐♦♥s σ̂lnK ♦❢ ❡st✐♠❛t✐♦♥ ♦❢ ❡❛❝❤ ❤♦r✐③♦♥t❛❧ ❧❛②❡r ✐♥ t❤❡ ✶✲❧❛②❡r ❛♥❞ ✺✲❧❛②❡r ♠♦❞❡❧s✳
❊rr♦r ♠♦❞❡❧ ♣❛r❛♠❡t❡rs ♦❢ t❤❡ ✐s♦tr♦♣✐❝ ✶✲❧❛②❡r ❛♥❞ ✐s♦tr♦♣✐❝ ✺✲❧❛②❡r ♠♦❞❡❧✳

❧❛②❡r K[m/s] σ̂lnK a[m] b[− ] c[m]
✶✲❧❛②❡r ♠♦❞❡❧ 1.4× 10−3 ✵✳✶✹✷ ✵✳✵✵✻ ✶✳✵✵ ✵✳✶✽

✺✲❧❛②❡r ♠♦❞❡❧

✶ 2.9× 10−3 ✵✳✶✸✷
✷ 1.3× 10−4 ✵✳✸✷✵
✸ 1.3× 10−4 ✵✳✶✵✾ 2.23× 10−14 ✵✳✸✼ ✵✳✵✷
✹ 9.2× 10−3 ✵✳✻✹✷
✺ 1.0× 10−3 ✵✳✹✷✺

Keff
r [m/s] 1.10× 10−3

Keff
z [m/s] 3.72× 10−4

❛♥✐s♦tr♦♣✐❝ ✺✲❧❛②❡r ♠♦❞❡❧s s❤♦✇s t❤❛t t❤❡ ✜tt❡❞ ✐s♦tr♦♣✐❝ ❝♦♥❞✉❝t✐✈✐t✐❡s ♦❢ ❧❛②❡rs ✶✱

✸ ❛♥❞ ✺ ❛r❡ s✐♠✐❧❛r t♦ t❤❡ r❛❞✐❛❧ ❝♦♥❞✉❝t✐✈✐t✐❡s ♦❢ t❤❡ ❧♦❝❛❧❧② ❛♥✐s♦tr♦♣✐❝ ♠♦❞❡❧ ✇✐t❤

s✐♠✐❧❛r st❛♥❞❛r❞ ❞❡✈✐❛t✐♦♥s✳

❯♣♦♥ ❢✉❧❧ ✉♣s❝❛❧✐♥❣✱ t❤❡ ❡✛❡❝t✐✈❡ ❤②❞r❛✉❧✐❝ ❝♦♥❞✉❝t✐✈✐t② ♦❢ t❤❡ ❧♦❝❛❧❧② ✐s♦tr♦♣✐❝ ✶✲

❧❛②❡r ♠♦❞❡❧ ✐s ✇✐t❤ 1.4×10−3 ♠✴s ✐♥ ❛ s✐♠✐❧❛r r❛♥❣❡ ❛s t❤❡ ❡✛❡❝t✐✈❡ r❛❞✐❛❧ ❝♦♥❞✉❝t✐✈✐t②

r❡s✉❧t✐♥❣ ❢r♦♠ t❤❡ ❧♦❝❛❧❧② ❛♥✐s♦tr♦♣✐❝ ✶✲❧❛②❡r ♠♦❞❡❧ ❝❛❧✐❜r❛t✐♦♥ ✭❢♦r ❝♦♠♣❛r✐s♦♥ s❡❡ ❚❛❜❧❡

✺✳✹✮✳ ■♥ ❝❛s❡ ♦❢ t❤❡ ❧♦❝❛❧❧② ✐s♦tr♦♣✐❝ ✺✲❧❛②❡r ♠♦❞❡❧ t❤❡ ❞✐r❡❝t✐♦♥❛❧ ❞❡♣❡♥❞❡♥❝❡ ♦❢ t❤❡

❡✛❡❝t✐✈❡ ❤②❞r❛✉❧✐❝ ❝♦♥❞✉❝t✐✈✐t② Keff
r ✐s ✇✐t❤ 1.1× 10−3 ♠✴s s✐♠✐❧❛r t♦ t❤❡ ❛♥✐s♦tr♦♣✐❝

❝♦✉♥t❡r♣❛rt ❜✉t Keff
z ✐s ✇✐t❤ 3.72 × 10−4 ♠✴s ❢♦✉r t✐♠❡s ❧❛r❣❡r ✭❢♦r ❝♦♠♣❛r✐s♦♥ s❡❡

❚❛❜❧❡ ✺✳✹✮✳ ❈♦♠♣❛r✐♥❣ t❤❡ r❡s✉❧t✐♥❣ ❛♥✐s♦tr♦♣② r❛t✐♦s ❛♠♦♥❣ t❤❡ ❧♦❝❛❧❧② ❛♥✐s♦tr♦♣✐❝ ✺✲

❧❛②❡r ♠♦❞❡❧ ✭ϑ ❂ ✶✾✳✼✮ ❛♥❞ t❤❡ ❧♦❝❛❧❧② ✐s♦tr♦♣✐❝ ✺✲❧❛②❡r ♠♦❞❡❧ ✭ϑ ❂ ✸✳✵✮ ✐♥❞✐❝❛t❡s t❤❛t

♥❡❣❧❡❝t✐♥❣ ❧♦❝❛❧ ❞✐✛❡r❡♥❝❡s ✐♥ r❛❞✐❛❧ ❛♥❞ ✈❡rt✐❝❛❧ ❤②❞r❛✉❧✐❝ ❝♦♥❞✉❝t✐✈✐t② s✐❣♥✐✜❝❛♥t❧②

r❡❞✉❝❡s t❤❡ ❛♥✐s♦tr♦♣② r❛t✐♦ ♦♥ ❧❛r❣❡r s❝❛❧❡s✳

❋♦r ❜♦t❤ t❤❡ ❧♦❝❛❧❧② ✐s♦tr♦♣✐❝ ❛♥❞ ❛♥✐s♦tr♦♣✐❝ ✺✲❧❛②❡r ♠♦❞❡❧s t❤❡ ✜tt❡❞ ❡rr♦r ♠♦❞❡❧s

❛♣♣r♦①✐♠❛t❡ ❛ ❧✐♥❡❛r ❡rr♦r ♠♦❞❡❧ ✇✐t❤ ❛♥ ✐♥t❡r❝❡♣t ♦❢ ③❡r♦✳ ❋♦r ❝♦♥s✐st❡♥❝② ■ ❤❛✈❡

❛♣♣❧✐❡❞ t❤❡ s❛♠❡ ❡rr♦r ♠♦❞❡❧ t♦ t❤❡ ✶✲❧❛②❡r ❛♥❞ ✺✲❧❛②❡r ♠♦❞❡❧s✱ ②❡t✱ t❤❡ s✐❣♥✐✜❝❛♥❝❡ ♦❢

t❤❡ ❛❜s♦❧✉t❡ ❡rr♦r ♠❛② ❜❡ q✉❡st✐♦♥❡❞ ❢♦r t❤❡ ✺✲❧❛②❡r ♠♦❞❡❧s✳

✺✳✼✳✺ ❯♣❞❛t✐♥❣ t❤❡ ▼♦❞❡❧ ❙❡t✉♣

❆s ❞✐s❝✉ss❡❞ ✐♥ s❡❝t✐♦♥ ✺✳✼✳✷ ❛♥❞ s❡❝t✐♦♥ ✺✳✼✳✹✱ t❤❡ s❛♥❞ ❧❛②❡rs ✷ ❛♥❞ ✹ ❞❡✜♥❡❞ ✐♥ t❤❡

❧♦❝❛❧❧② ❛♥✐s♦tr♦♣✐❝ ❛♥❞ ❧♦❝❛❧❧② ✐s♦tr♦♣✐❝ ✺✲❧❛②❡r ♠♦❞❡❧s ♠❛② ❜❡ ♠❡r❣❡❞ t♦ t❤❡ t❤r❡❡ ♠❛✐♥
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❛q✉✐❢❡r s❡❣♠❡♥ts r❛t❤❡r t❤❛♥ ❝♦♥s✐❞❡r✐♥❣ t❤❡♠ ❛s ✐♥❞✐✈✐❞✉❛❧ ❤♦r✐③♦♥t❛❧ ❧❛②❡rs✳ ❚♦ t❡st

t❤✐s ❤②♣♦t❤❡s✐s✱ ■ s❡t✉♣ ❛ ❣r♦✉♥❞✇❛t❡r ✢♦✇ ♠♦❞❡❧ ♦❢ t❤r❡❡ ❤♦r✐③♦♥t❛❧ ❧❛②❡rs ✭✸✲❧❛②❡r

♠♦❞❡❧✮ ❜② r❡♠♦✈✐♥❣ t❤❡ ❧♦✇❡r ❛♥❞ ✉♣♣❡r ❜♦✉♥❞❛r✐❡s ♦❢ s❛♥❞ ❧❛②❡r ✷ ❛♥❞ ✹✱ r❡s♣❡❝t✐✈❡❧②✳

❙✐♠✐❧❛r t♦ t❤❡ ♣r❡✈✐♦✉s❧② ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ ❧♦❝❛❧❧② ❛♥✐s♦tr♦♣✐❝ ❣r♦✉♥❞✇❛t❡r ✢♦✇ ♠♦❞❡❧s✱ t❤❡

✸✲❧❛②❡r ♠♦❞❡❧ ✇❛s ❝❛❧✐❜r❛t❡❞ ❡st✐♠❛t✐♥❣ t❤❡ r❛❞✐❛❧ ❛♥❞ ✈❡rt✐❝❛❧ ❤②❞r❛✉❧✐❝ ❝♦♥❞✉❝t✐✈✐t✐❡s

Kr ❛♥❞ Kz ♦❢ ❡❛❝❤ ❤♦r✐③♦♥t❛❧ ❧❛②❡r✱ t❤❡ ❝♦♥❞✉❝t✐✈✐t✐❡s ♦❢ t❤❡ ❣r❛✈❡❧ ✜❧❧ ❛♥❞ ❝❧❛② ✜❧❧✱

Kgp ❛♥❞ Kcl✱ ❛♥❞ t❤❡ ❞r❛✇❞♦✇♥ ❛t ❛ ✈✐rt✉❛❧ r❡❢❡r❡♥❝❡ ♣♦✐♥t sref ✳ ❆❣❛✐♥✱ ❛♥ ✐t❡r❛t✐✈❡

❝❛❧✐❜r❛t✐♦♥ ♣r♦❝❡❞✉r❡ ✇❛s ♣❡r❢♦r♠❡❞ ✐♥ ✇❤✐❝❤ t❤❡ ❡rr♦r ♠♦❞❡❧ ♣❛r❛♠❡t❡rs a✱ b ❛♥❞ c

✇❡r❡ ❞❡t❡r♠✐♥❡❞✳ ■♥ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣✱ ■ ❝♦♠♣❛r❡ t❤❡ r❡s✉❧ts ♦❢ t❤❡ ✸✲❧❛②❡r ♠♦❞❡❧ t♦ t❤❡

r❡s✉❧ts ♦❢ t❤❡ ✺✲❧❛②❡r ♠♦❞❡❧✱ ❜♦t❤ ❝♦♥s✐❞❡r✐♥❣ ❧♦❝❛❧ ❛♥✐s♦tr♦♣②✳

❋✐❣✉r❡ ✺✳✶✺❛ s❤♦✇s t❤❡ ❛❜s♦❧✉t❡ ❞✐✛❡r❡♥❝❡ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ s✐♠✉❧❛t❡❞ ❛♥❞ ♠❡❛s✉r❡❞

❞r❛✇❞♦✇♥ ✈❛❧✉❡s ⑤ssim− smeas⑤ ✈❡rs✉s t❤❡ ♠❡❛s✉r❡❞ ❞r❛✇❞♦✇♥ ✈❛❧✉❡s smeas ❝♦♥s✐❞❡r✐♥❣

t❤❡ ✜♥❛❧ ❡rr♦r ♠♦❞❡❧ ✉♣❞❛t❡✳ ❙✐♠✐❧❛r t♦ t❤❡ ✺✲❧❛②❡r ♠♦❞❡❧✱ t❤❡ ❡rr♦r ♠♦❞❡❧ ✜t ♦❢ t❤❡

✸✲❧❛②❡r ♠♦❞❡❧ ♠❡❡ts t❤❡ ♠❛❥♦r✐t② ♦❢ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥ts ❛♥❞ ✐ts ❡rr♦rs ✇✐t❤ ❢❡✇ ❡①❝❡♣t✐♦♥s

✭❢♦r ❝♦♠♣❛r✐s♦♥ s❡❡ ❋✐❣✉r❡ ✺✳✶✷❜✮✳ ❋✐❣✉r❡ ✺✳✶✺❜ ♣r❡s❡♥ts t❤❡ ♠❡❛s✉r❡❞ ❞r❛✇❞♦✇♥ smeas

❋✐❣✉r❡ ✺✳✶✺✿ ❆❜s♦❧✉t❡ ❞✐✛❡r❡♥❝❡ ❜❡t✇❡❡♥ s✐♠✉❧❛t❡❞ ❛♥❞ ♠❡❛s✉r❡❞ ❞r❛✇❞♦✇♥ ✈❡rs✉s
t❤❡ ♠❡❛s✉r❡❞ ❞r❛✇❞♦✇♥ ♦❢ t❤❡ ✸✲❧❛②❡r ♠♦❞❡❧ ❛♥❞ t❤❡ t❤❡r❡t♦ ✜tt❡❞ ❡rr♦r ♠♦❞❡❧ ✭❛✮✳
❋✐❡❧❞ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥ts ✈❡rs✉s s✐♠✉❧❛t❡❞ r❡s✉❧ts ♦❢ t❤❡ ✸✲❧❛②❡r ♠♦❞❡❧ ✭❜✮ ✇✐t❤ ❡rr♦r❜❛rs
❛❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ t❤❡ ❡rr♦r ♠♦❞❡❧✳ ❚❤❡ ❜❧❛❝❦ ❞✐❛❣♦♥❛❧ ❧✐♥❡ r❡♣r❡s❡♥ts t❤❡ ✶✿✶ ✐❞❡♥t✐t② ❧✐♥❡✳
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✈❡rs✉s t❤❡ s✐♠✉❧❛t❡❞ ❞r❛✇❞♦✇♥ ssim r❡s✉❧t✐♥❣ ❢r♦♠ ♠♦❞❡❧ ❝❛❧✐❜r❛t✐♦♥ ✇✐t❤ t❤❡ ✸✲❧❛②❡r

♠♦❞❡❧ ❝♦♥s✐❞❡r✐♥❣ t❤❡ ❡rr♦r ♠♦❞❡❧ ✜t ✐♥ ❋✐❣✉r❡ ✺✳✶✺❛✳ ❈♦♠♣❛r✐♥❣ ❋✐❣✉r❡ ✺✳✶✺❜ ❛♥❞

✺✳✶✷❞ r❡✈❡❛❧s t❤❛t ❜♦t❤ t❤❡ ✺✲❧❛②❡r ♠♦❞❡❧ ❛♥❞ t❤❡ ✸✲❧❛②❡r ♠♦❞❡❧ ❛r❡ ❛❜❧❡ t♦ r❡♣r♦❞✉❝❡

t❤❡ tr✉❡ ❞r❛✇❞♦✇♥ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥ts s✐♠✐❧❛r❧② ✇❡❧❧✱ t❛❦✐♥❣ ✐♥t♦ ❛❝❝♦✉♥t ✐♥❞✐✈✐❞✉❛❧ ♦✉t❧✐❡rs✳

❚❤✐s ✐♥❞✐❝❛t❡s t❤❛t ❡①❝❧✉❞✐♥❣ t❤❡ s❛♥❞ ❧❛②❡rs ✷ ❛♥❞ ✹ ✐♥ ♠♦❞❡❧ ❝❛❧✐❜r❛t✐♦♥ ❞♦❡s ♥♦t

❣❡♥✉✐♥❡❧② ❛✛❡❝t t❤❡ r❡♣r♦❞✉❝t✐♦♥ ♦❢ ♠❡❛s✉r❡❞ ❞r❛✇❞♦✇♥✳

❚❛❜❧❡ ✺✳✻ ❛♥❞ ✺✳✼ ❧✐st t❤❡ ♣❛r❛♠❡t❡rs ❡st✐♠❛t❡❞ ❢♦r t❤❡ ✸✲❧❛②❡r ♠♦❞❡❧✳ ❇♦t❤ t❤❡

r❛❞✐❛❧ ❝♦♥❞✉❝t✐✈✐t✐❡s Kr ❛♥❞ ✈❡rt✐❝❛❧ ❝♦♥❞✉❝t✐✈✐t✐❡s Kz ❡st✐♠❛t❡❞ ❢♦r ❧❛②❡r ✶✱ ✷ ❛♥❞

✸ ♦❢ t❤❡ ✸✲❧❛②❡r ♠♦❞❡❧ ✭❚❛❜❧❡ ✺✳✻✮ r❡s❡♠❜❧❡ t❤❡ r❡s♣❡❝t✐✈❡ ❝♦♥❞✉❝t✐✈✐t② ❡st✐♠❛t❡s ♦❢

t❤❡ ❡q✉✐✈❛❧❡♥t ❛q✉✐❢❡r s❡❣♠❡♥ts ❛ss✐❣♥❡❞ t♦ ❧❛②❡rs ✶✱ ✸ ❛♥❞ ✺ ♦❢ t❤❡ ✺✲❧❛②❡r ♠♦❞❡❧ ❛t

st❛♥❞❛r❞ ❞❡✈✐❛t✐♦♥s ♦❢ t❤❡ ❡st✐♠❛t✐♦♥ ✐♥ t❤❡ s❛♠❡ ♦r❞❡r ♦❢ ♠❛❣♥✐t✉❞❡ ✭❢♦r ❝♦♠♣❛r✐s♦♥

s❡❡ ❚❛❜❧❡ ✺✳✸✮✳

❈♦♠♣❛r✐♥❣ t❤❡ ❡✛❡❝t✐✈❡ r❛❞✐❛❧ ❛♥❞ ✈❡rt✐❝❛❧ ❝♦♥❞✉❝t✐✈✐t✐❡s Keff
r ❛♥❞ Keff

z ❛❢t❡r ❢✉❧❧

✉♣s❝❛❧✐♥❣ ❛♠♦♥❣ t❤❡ ✺✲❧❛②❡r ❛♥❞ ✸✲❧❛②❡r ♠♦❞❡❧ ✐♥❞✐❝❛t❡s ✈❡r② s✐♠✐❧❛r r❡s✉❧ts✳ ❚❤❡

❛♥✐s♦tr♦♣② r❛t✐♦s ♣r❡❞✐❝t❡❞ ✇✐t❤ t❤❡ ✸✲❧❛②❡r ♠♦❞❡❧ ❛♥❞ ✺✲❧❛②❡r ♠♦❞❡❧ ❛r❡ ✇✐t❤✐♥ t❤❡

s❛♠❡ ♦r❞❡r ♦❢ ♠❛❣♥✐t✉❞❡✱ ②❡t✱ t❤❡ ♣r❡❞✐❝t❡❞ ❛♥✐s♦tr♦♣② r❛t✐♦ ❢♦r t❤❡ ✸✲❧❛②❡r ♠♦❞❡❧ ✐s

✇✐t❤ ϑ = 15.9 s♠❛❧❧❡r t❤❛♥ t❤❡ ♣r❡❞✐❝t❡❞ ❛♥✐s♦tr♦♣② r❛t✐♦ ♦❢ ϑ = 19.7 ♦❢ t❤❡ ✺✲❧❛②❡r

♠♦❞❡❧✳

❚❛❜❧❡ ✺✳✻✿ ❈❛❧✐❜r❛t❡❞ r❛❞✐❛❧ ❛♥❞ ✈❡rt✐❝❛❧ ❤②❞r❛✉❧✐❝ ❝♦♥❞✉❝t✐✈✐t✐❡s ❛♥❞ t❤❡ ❛ss♦❝✐❛t❡❞
st❛♥❞❛r❞ ❞❡✈✐❛t✐♦♥s σ̂ ♦❢ ❡st✐♠❛t✐♦♥ ♦❢ ❡❛❝❤ ❤♦r✐③♦♥t❛❧ ❧❛②❡r ✐♥ t❤❡ ✸✲❧❛②❡r ♠♦❞❡❧✳

▲❛②❡r Kr❬♠✴s❪ σ̂lnKr
Kz❬♠✴s❪ σ̂lnKz

✸✲❧❛②❡r ♠♦❞❡❧
✶ 2.6× 10−3 ✵✳✶✸✵ 3.2× 10−5 ✵✳✸✹✽
✷ 3.0× 10−4 ✵✳✸✷✹ 8.2× 10−5 ✵✳✶✽✼
✸ 2.2× 10−3 ✵✳✶✹✶ 3.1× 10−4 ✵✳✷✽✸

■♥ ❛ ❧❛st st❡♣✱ ■ ❛ss❡ss t❤❡ ♠♦❞❡❧ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ♦❢ t❤❡ ✸✲❧❛②❡r ♠♦❞❡❧ ❜❛s❡❞ ♦♥ t❤❡

❛❜s♦❧✉t❡ ❛♥❞ r❡❧❛t✐✈❡ ❡rr♦rs ♦❢ t❤❡ ❞❡t❡r♠✐♥❡❞ ❡rr♦r ♠♦❞❡❧ ✜t ✭❚❛❜❧❡ ✺✳✼✮✳ ❙✐♠✐❧❛r t♦

t❤❡ ✜tt❡❞ ❡rr♦r ♠♦❞❡❧ ♦❢ t❤❡ ✺✲❧❛②❡r ♠♦❞❡❧✱ t❤❡ ❡rr♦r ♠♦❞❡❧ ✜t ♦❢ t❤❡ ✸✲❧❛②❡r ♠♦❞❡❧

❛♣♣r♦①✐♠❛t❡s ❛ ❧✐♥❡❛r ❡rr♦r ♠♦❞❡❧ ✇✐t❤ ❛♥ ✐♥t❡r❝❡♣t ♦❢ ③❡r♦✳ ❚❤❡ r❡❧❛t✐✈❡ ❡rr♦r ♦❢ t❤❡

✸✲❧❛②❡r ♠♦❞❡❧ ✐s ✇✐t❤ b ❂ ✷✺✪ s❧✐❣❤t❧② s♠❛❧❧❡r t❤❛♥ t❤❡ r❡❧❛t✐✈❡ ❡rr♦r r❡s✉❧t✐♥❣ ❢r♦♠

♠♦❞❡❧ ❝❛❧✐❜r❛t✐♦♥ ✇✐t❤ t❤❡ ✺✲❧❛②❡r ♠♦❞❡❧ ✭b ❂ ✷✼✪✮✳ ❚❤✐s ✐♥❞✐❝❛t❡s t❤❛t t❤❡ ✐♥✈❡st✐❣❛t❡❞

❛q✉✐❢❡r ♠❛② ❛s ✇❡❧❧ ❜❡ r❡♣r❡s❡♥t❡❞ ❜② t❤r❡❡ ✐♥st❡❛❞ ♦❢ ✜✈❡ ❛q✉✐❢❡r s❡❣♠❡♥ts✳
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❚❛❜❧❡ ✺✳✼✿ ❈❛❧✐❜r❛t✐♦♥ r❡s✉❧ts ♦❢ t❤❡ ❧♦❝❛❧❧② ❛♥✐s♦tr♦♣✐❝ ✸✲❧❛②❡r ♠♦❞❡❧✳

✸✲❧❛②❡r ♠♦❞❡❧
Keff

r [m/s] 1.7× 10−3

Keff
z [m/s] 1.1× 10−4

ϑ[−] ✶✺✳✾
Kgp[m/s] 1.0× 100

Kcl[m/s] 1.0× 10−6

sref ,I/sref ,II/sref ,III ✵✳✵✸✾ ✴ ✵✳✵✸✻ ✴ ✵✳✵✸✵
a[m] 2.2× 10−14

b[−] ✵✳✷✺
c[m] 7.1× 10−3

✺✳✼✳✻ ❈♦♥s✐❞❡r✐♥❣ ❲❛t❡r ❊①tr❛❝t✐♦♥ ❢r♦♠ ❛ ❙✐♥❣❧❡ ❲❡❧❧ ❙❝r❡❡♥

❚❤❡ r❡s✉❧ts ♣r❡s❡♥t❡❞ s♦ ❢❛r ❛r❡ ❜❛s❡❞ ♦♥ ❥♦✐♥t ✐♥✈❡rs✐♦♥ ♦❢ ♣✉♠♣✐♥❣✲t❡st ❞❛t❛ ✐♥ ✇❤✐❝❤

✇❛t❡r ✐s ❡①tr❛❝t❡❞ ❢r♦♠ ❞✐✛❡r❡♥t ❞❡♣t❤s ♦❢ t❤❡ ❛q✉✐❢❡r✳ ■♥st❛❧❧✐♥❣ ❛ ♣❛rt✐❛❧❧② ♣❡♥❡tr❛t✐♥❣

✇❡❧❧ ❛♥❞ s❡❛❧✐♥❣ ♦✛ t❤❡ ♥♦♥✲❛❝t✐✈❡ ✇❡❧❧ s❝r❡❡♥s ❢♦r ❡①tr❛❝t✐♥❣ ✇❛t❡r ❢r♦♠ ❞✐✛❡r❡♥t ❞❡♣t❤s✱

❤♦✇❡✈❡r✱ ❝❛✉s❡s ❛ ❝♦♥s✐❞❡r❛❜❧❡ ✜❡❧❞ ❡✛♦rt✳ ❚❤✐s r❛✐s❡s t❤❡ q✉❡st✐♦♥ ♦❢ ❤♦✇ ♠✉❝❤ ❜❡♥❡✜t

✐s ❣❛✐♥❡❞ ❢r♦♠ t♦♠♦❣r❛♣❤✐❝ ♣✉♠♣✐♥❣ t❡sts ❝♦♠♣❛r❡❞ t♦ t❡sts ✐♥ ✇❤✐❝❤ ✇❛t❡r ✐s ❡①tr❛❝t❡❞

❢r♦♠ ❛ s✐♥❣❧❡ ✇❡❧❧ s❝r❡❡♥ ♦♥❧② ✇❤❡♥ t❤❡ t❛r❣❡t q✉❛♥t✐t② ✐s t❤❡ ❤②❞r❛✉❧✐❝ ❛♥✐s♦tr♦♣②✳

❚♦✇❛r❞s t❤✐s ❡♥❞✱ ■ ✐♥✈❡rt❡❞ t❤❡ ❞❛t❛ ❛ss♦❝✐❛t❡❞ ✇✐t❤ ❤②❞r❛✉❧✐❝ t❡st ■✱ ■■✱ ❛♥❞ ■■■

s❡♣❛r❛t❡❧② ❛♥❞ ❝♦♠♣❛r❡❞ t❤❡ r❡s✉❧ts t♦ t❤❡ ❥♦✐♥t ✐♥✈❡rs✐♦♥ ♦❢ ❛❧❧ t❤r❡❡ t❡sts✳ ▲✐❦❡ ❜❡❢♦r❡✱ ■

❝❛❧✐❜r❛t❡❞ ❛ ❧♦❝❛❧❧② ❛♥✐s♦tr♦♣✐❝ ✶✲❧❛②❡r ♠♦❞❡❧ ❛♥❞ ❛ ❧♦❝❛❧❧② ❛♥✐s♦tr♦♣✐❝ ♠♦❞❡❧ ♦❢ ♠✉❧t✐♣❧❡

❧❛②❡rs ❡st✐♠❛t✐♥❣ t❤❡ r❛❞✐❛❧ ❛♥❞ ✈❡rt✐❝❛❧ ❝♦♥❞✉❝t✐✈✐t✐❡s Kr ❛♥❞ Kz ♦❢ ❡❛❝❤ ❤♦r✐③♦♥t❛❧

❧❛②❡r✱ t❤❡ ❝♦♥❞✉❝t✐✈✐t✐❡s ♦❢ t❤❡ ❣r❛✈❡❧ ❛♥❞ ❝❧❛② ✜❧❧ Kgp ❛♥❞ Kcl✱ ❛♥❞ t❤❡ ❞r❛✇❞♦✇♥ ❛t ❛

✈✐rt✉❛❧ r❡❢❡r❡♥❝❡ ♣♦✐♥t sref ✳ ❇❛s❡❞ ♦♥ t❤❡ r❡s✉❧ts ♣r❡s❡♥t❡❞ ✐♥ s❡❝t✐♦♥ ✺✳✼✳✺✱ ■ ❝♦♥s✐❞❡r

❛ ♠✉❧t✐✲❧❛②❡r ♠♦❞❡❧ t❤❛t ❝♦♥s✐sts ♦❢ t❤r❡❡ ❤♦r✐③♦♥t❛❧ ❧❛②❡rs ✭✸✲❧❛②❡r ♠♦❞❡❧✮✳

❋✐❣✉r❡ ✺✳✶✻ s❤♦✇s ❛ ❝♦♠♣❛r✐s♦♥ ♦❢ t❤❡ ♠❡❛s✉r❡❞ ❛♥❞ s✐♠✉❧❛t❡❞ ❞r❛✇❞♦✇♥ smeas ❛♥❞

ssim r❡s✉❧t✐♥❣ ❢r♦♠ t❤❡ ✶✲❧❛②❡r ❛♥❞ ✸✲❧❛②❡r ♠♦❞❡❧ ❝❛❧✐❜r❛t✐♦♥✳ ❚❤❡ ✜♥❞✐♥❣s ❝♦rr❡s♣♦♥❞

t♦ t❤❡ r❡s✉❧ts ✇❤❡♥ ❝♦♥s✐❞❡r✐♥❣ t❤❡ ✜♥❛❧ ❡rr♦r✲♠♦❞❡❧ ✉♣❞❛t❡ ✐♥ ♠♦❞❡❧ ❝❛❧✐❜r❛t✐♦♥✳

❆s ❞✐s❝✉ss❡❞ ✐♥ s❡❝t✐♦♥ ✺✳✹✱ t❤❡ s✐❣♥❛❧ str❡♥❣t❤ ♦❢ ❞r❛✇❞♦✇♥ ✈❛r✐❡s ❛♠♦♥❣ t❤❡ t❤r❡❡

❤②❞r❛✉❧✐❝ t❡sts✱ s❤♦✇✐♥❣ ❧❛r❣❡r ❞r❛✇❞♦✇♥ ✈❛❧✉❡s ✇❤❡♥ ✇❛t❡r ✇❛s ❡①tr❛❝t❡❞ ❢r♦♠ t❤❡

♠✐❞❞❧❡ s❝r❡❡♥ t❤❛♥ ❢r♦♠ t❤❡ ✉♣♣❡r ♦r ❧♦✇❡r s❝r❡❡♥✳ ❲❤❡♥ ✐♥✈❡rt✐♥❣ ❞❛t❛ ❢r♦♠ ❛❧❧ t❤r❡❡

❤②❞r❛✉❧✐❝ t❡sts ❥♦✐♥t❧②✱ t❤❡ ✶✲❧❛②❡r ♠♦❞❡❧ ✐s ♥♦t ❛❜❧❡ t♦ r❡♣r♦❞✉❝❡ t❤❡ ♦❜s❡r✈❡❞ ❞✐✛❡r❡♥❝❡s

✐♥ ❞r❛✇❞♦✇♥ ❛♠♦♥❣ t❤❡ t❤r❡❡ ❤②❞r❛✉❧✐❝ t❡sts ✭❢♦r ❝♦♠♣❛r✐s♦♥ s❡❡ ❋✐❣✉r❡ ✺✳✶✷❝✮✳ ■♥

✼✶



❈❍❆P❚❊❘ ✺✳ ❋■❊▲❉ ❆PP▲■❈❆❚■❖◆

❝♦♥tr❛st✱ t❤❡ ✶✲❧❛②❡r ♠♦❞❡❧ ✐s ❛❜❧❡ t♦ ♠❡❡t t❤❡ ♠❛❥♦r✐t② ♦❢ ♠❡❛s✉r❡❞ ❞r❛✇❞♦✇♥s ❢♦r ❛❧❧

❤②❞r❛✉❧✐❝ t❡sts ✇❤❡♥ ❡❛❝❤ t❡st ✐s ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ ✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥t❧② ✐♥ ♠♦❞❡❧ ❝❛❧✐❜r❛t✐♦♥✱ ❜✉t

t❤❡ ❡st✐♠❛t❡❞ ❝♦❡✣❝✐❡♥ts ❞✐✛❡r ✭❋✐❣✉r❡ ✺✳✶✻❛✲❝✮✳

❋✐❣✉r❡ ✺✳✶✻✿ ❋✐❡❧❞ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥ts ✈❡rs✉s s✐♠✉❧❛t❡❞ r❡s✉❧ts ♦❢ t❤❡ ✶✲❧❛②❡r ♠♦❞❡❧ ✇❤❡♥
s❡♣❛r❛t❡❧② ✐♥✈❡rt✐♥❣ ❞❛t❛ ❢r♦♠ ❤②❞r❛✉❧✐❝ t❡st ■ ✭❛✮✱ ■■ ✭❜✮✱ ❛♥❞ ■■■ ✭❝✮ ✇✐t❤ ❡rr♦r❜❛rs
❛❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ t❤❡ ❡rr♦r ♠♦❞❡❧✳ ❋✐❡❧❞ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥ts ✈❡rs✉s s✐♠✉❧❛t❡❞ r❡s✉❧ts ♦❢ t❤❡ ✸✲
❧❛②❡r ♠♦❞❡❧ ✇❤❡♥ s❡♣❛r❛t❡❧② ✐♥✈❡rt✐♥❣ ❞❛t❛ ❢r♦♠ ❤②❞r❛✉❧✐❝ t❡st ■ ✭❞✮✱ ■■ ✭❡✮✱ ❛♥❞ ■■■ ✭❢✮
✇✐t❤ ❡rr♦r❜❛rs ❛❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ t❤❡ ❡rr♦r ♠♦❞❡❧✳ ❚❤❡ ❜❧❛❝❦ ❞✐❛❣♦♥❛❧ ❧✐♥❡s r❡♣r❡s❡♥t t❤❡ ✶✿✶
✐❞❡♥t✐t② ❧✐♥❡s✳

■♥ ❝❛s❡ ♦❢ t❤❡ ✸✲❧❛②❡r ♠♦❞❡❧ ❜♦t❤ t❤❡ ❞❛t❛ ✐♥✈❡rs✐♦♥ ♦❢ ♣✉♠♣✐♥❣ t❡sts ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ t❤❡

t♦♠♦❣r❛♣❤✐❝ ❛♣♣r♦❛❝❤ ❛♥❞ t❤❡ s❡♣❛r❛t❡ ❞❛t❛ ✐♥✈❡rs✐♦♥ ♦❢ ❡❛❝❤ ❤②❞r❛✉❧✐❝ t❡st s❤♦✇ ❛

❣♦♦❞ ✜t ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ s✐♠✉❧❛t❡❞ ❛♥❞ ♠❡❛s✉r❡❞ ❞r❛✇❞♦✇♥s ✭❋✐❣✉r❡ ✺✳✶✷❞ ❛♥❞ ❋✐❣✉r❡

✺✳✶✻❞✲❢✮✳

■♥ ❛ ♥❡①t st❡♣✱ ■ ❝♦♠♣❛r❡ t❤❡ ❡st✐♠❛t❡❞ r❛❞✐❛❧ ❛♥❞ ✈❡rt✐❝❛❧ ❝♦♥❞✉❝t✐✈✐t✐❡s Kr ❛♥❞ Kz

♦❢ ❡❛❝❤ ❤♦r✐③♦♥t❛❧ ❧❛②❡r ❛✈❛✐❧❛❜❧❡ ✐♥ t❤❡ ✶✲❧❛②❡r ❛♥❞ ✸✲❧❛②❡r ♠♦❞❡❧ ❛♠♦♥❣ t❤❡ ❞✐✛❡r❡♥t

✐♥✈❡rs✐♦♥ ❛♣♣r♦❛❝❤❡s✳

Kr ❛♥❞ Kz ❡st✐♠❛t❡❞ ✇✐t❤ t❤❡ ✶✲❧❛②❡r ♠♦❞❡❧ ❝♦rr❡s♣♦♥❞ t♦ t❤❡ ❡✛❡❝t✐✈❡ r❛❞✐❛❧ ❛♥❞

✈❡rt✐❝❛❧ ❝♦♥❞✉❝t✐✈✐t✐❡s Keff
r ❛♥❞ Keff

z ❛♥❞ s❤♦✇ s✐♠✐❧❛r ✈❛❧✉❡s ❢♦r t❤❡ ❞❛t❛ ✐♥✈❡rs✐♦♥

✼✷



✺✳✼✳ ❘❊❙❯▲❚❙ ❆◆❉ ❉■❙❈❯❙❙■❖◆

♦❢ ❤②❞r❛✉❧✐❝ t❡st ■ ❛♥❞ ■■■ ✭❚❛❜❧❡ ✺✳✽ ❛♥❞ ❋✐❣✉r❡ ✺✳✶✼❛✲❜✮✳ ■♥ ❝♦♥tr❛st✱ Keff
r ❛♥❞ Keff

z

r❡s✉❧t✐♥❣ ❢r♦♠ ❞❛t❛ ✐♥✈❡rs✐♦♥ ♦❢ ❤②❞r❛✉❧✐❝ t❡st ■■ ❛r❡ ❝♦♥s✐❞❡r❛❜❧② s♠❛❧❧❡r ✭❚❛❜❧❡ ✺✳✽

❛♥❞ ❋✐❣✉r❡ ✺✳✶✼❛✲❜✮✳ ❚❤✐s ❝♦♥✜r♠s t❤❡ ❛ss✉♠♣t✐♦♥ ♦❢ ✈❡rt✐❝❛❧ ✈❛r✐❛t✐♦♥s ♦❢ ❤②❞r❛✉❧✐❝

❝♦♥❞✉❝t✐✈✐t② s❤♦✇✐♥❣ t❤❛t t❤❡ ✉♣♣❡r ❛♥❞ ❧♦✇❡r ♣❛rt ♦❢ t❤❡ ❛q✉✐❢❡r ❛r❡ ♠♦r❡ ❝♦♥❞✉❝t✐✈❡

t❤❛♥ t❤❡ ♠✐❞❞❧❡ ♣❛rt ✭❢♦r ❝♦♠♣❛r✐s♦♥ s❡❡ s❡❝t✐♦♥ ✺✳✹ ❛♥❞ s❡❝t✐♦♥ ✺✳✼✳✷✮✳ ❋♦r t❤❡ ✐♥✈❡r✲

s✐♦♥ ❛♣♣r♦❛❝❤ ❝♦♥s✐❞❡r✐♥❣ ❞❛t❛ ❢r♦♠ t♦♠♦❣r❛♣❤✐❝ ♣✉♠♣✐♥❣ t❡sts t❤❡ ❧❛r❣❡ ❞r❛✇❞♦✇♥s

♠❡❛s✉r❡❞ ✐♥ ❤②❞r❛✉❧✐❝ t❡st ■■ ❛r❡ ❤✐❣❤❧② ❡rr♦♥❡♦✉s s♦ t❤❛t t❤❡② ❤❛✈❡ ❧✐tt❧❡ ✐♥✢✉❡♥❝❡

♦♥ t❤❡ ❛❞❥✉st♠❡♥t ♦❢ ❤②❞r❛✉❧✐❝ ♣❛r❛♠❡t❡rs✳ ❆s ❛ ❝♦♥s❡q✉❡♥❝❡✱ t❤❡ ❡st✐♠❛t❡❞ ❡✛❡❝t✐✈❡

❝♦♥❞✉❝t✐✈✐t✐❡s ❢r♦♠ ❞❛t❛ ✐♥✈❡rs✐♦♥ ❝♦♥s✐❞❡r✐♥❣ t❤❡ t♦♠♦❣r❛♣❤✐❝ ♣✉♠♣✐♥❣ t❡sts r❡s❡♠❜❧❡

t❤❡ ❡st✐♠❛t❡s r❡s✉❧t✐♥❣ ❢r♦♠ t❤❡ s❡♣❛r❛t❡ ❞❛t❛ ✐♥✈❡rs✐♦♥ ♦❢ ❤②❞r❛✉❧✐❝ t❡st ■ ❛♥❞ ■■■ ✭s❡❡

❋✐❣✉r❡ ✺✳✶✼❛✲❜✮✳

❋✐❣✉r❡ ✺✳✶✼❝ ❛♥❞ ❞ ❞✐s♣❧❛② t❤❡ st❛♥❞❛r❞ ❞❡✈✐❛t✐♦♥s σ̂(lnK) ♦❢ ❡st✐♠❛t✐♦♥ ❛ss♦❝✐❛t❡❞

✇✐t❤ t❤❡ ❡st✐♠❛t❡❞ r❛❞✐❛❧ ❛♥❞ ✈❡rt✐❝❛❧ ❧♦❣✲❝♦♥❞✉❝t✐✈✐t✐❡s✱ r❡s♣❡❝t✐✈❡❧②✳ ❆❧❧ st❛♥❞❛r❞ ❞❡✲

✈✐❛t✐♦♥s ♦❢ ❡st✐♠❛t✐♦♥ ❛r❡ ✇✐t❤✐♥ ❛♥ ♦r❞❡r ♦❢ ♠❛❣♥✐t✉❞❡ ♦❢ 10−1 ♠ ❛♥❞ ❞♦ ♥♦t s❤♦✇ ❛♥②

s✐❣♥✐✜❝❛♥t tr❡♥❞ ❛♠♦♥❣ t❤❡ ❞✐✛❡r❡♥t ✐♥✈❡rs✐♦♥ ❛♣♣r♦❛❝❤❡s✳

■♥❞❡♣❡♥❞❡♥t ♦❢ t❤❡ ✐♥✈❡rs✐♦♥ ❛♣♣r♦❛❝❤✱ t❤❡ ✸✲❧❛②❡r ♠♦❞❡❧ ❡st✐♠❛t❡s ❤✐❣❤❡r r❛❞✐❛❧ ❝♦♥✲

❞✉❝t✐✈✐t✐❡s Kr ❢♦r t❤❡ ✉♣♣❡r ❛♥❞ ❧♦✇❡r ❧❛②❡r t❤❛♥ ❢♦r t❤❡ ♠✐❞❞❧❡ ❧❛②❡r ✭❋✐❣✉r❡ ✺✳✶✼❡✮✳ ■♥

❝♦♥tr❛st✱ t❤❡ ✈❡rt✐❝❛❧ ❝♦♥❞✉❝t✐✈✐t✐❡s Kz s❤♦✇ ❛♥ ✐♥❝r❡❛s✐♥❣ tr❡♥❞ ✇✐t❤ ✐♥❝r❡❛s✐♥❣ ❞❡♣t❤

❢♦r ❛❧❧ ✐♥✈❡rs✐♦♥ ❛♣♣r♦❛❝❤❡s ✭❋✐❣✉r❡ ✺✳✶✼❢✮✳ ❉❡s♣✐t❡ t❤❡ s✐♠✐❧❛r ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ♦❢ Kr ❛♥❞

Kz ❛♠♦♥❣ t❤❡ ❞✐✛❡r❡♥t ✐♥✈❡rs✐♦♥ ❛♣♣r♦❛❝❤❡s✱ t❤❡ ❡st✐♠❛t❡❞ ♣❛r❛♠❡t❡rs str♦♥❣❧② ❞✐✛❡r✳

❈♦♥s❡q✉❡♥t❧②✱ ❛❧s♦ t❤❡ r❡s✉❧t✐♥❣ ❡✛❡❝t✐✈❡ r❛❞✐❛❧ ❛♥❞ ✈❡rt✐❝❛❧ ❤②❞r❛✉❧✐❝ ❝♦♥❞✉❝t✐✈✐t✐❡s

Keff
r ❛♥❞Keff

z str♦♥❣❧② ❞✐✛❡r ✭s❡❡ ❚❛❜❧❡ ✺✳✽✮ ❛♥❞ r❛♥❣❡ ❢r♦♠Keff
r = 9.53×10−4♠✴s ✭❤②✲

❞r❛✉❧✐❝ t❡st ■■✮ t♦ Keff
r = 1.39×10−2♠✴s ✭❤②❞r❛✉❧✐❝ t❡st ■✮✱ ❛♥❞ Keff

z = 6.88×10−7♠✴s

✭❤②❞r❛✉❧✐❝ t❡st ■■■✮ t♦Keff
z = 1.47×10−4♠✴s ✭❤②❞r❛✉❧✐❝ t❡st ■✮✳ ❚❤✐s ❧❡❛❞s t♦ ❛♥✐s♦tr♦♣②

r❛t✐♦s ✈❛r②✐♥❣ ✉♣ t♦ t❤r❡❡ ♦r❞❡rs ♦❢ ♠❛❣♥✐t✉❞❡✳

❚♦ ❡①❛♠✐♥❡ t❤❡ str♦♥❣ ✈❛r✐❛t✐♦♥s ♦❢ ❡st✐♠❛t❡❞ ♣❛r❛♠❡t❡rs✱ ■ ❝♦♥s✐❞❡r t❤❡ st❛♥❞❛r❞

❞❡✈✐❛t✐♦♥s σ̂(lnK) ♦❢ ❡st✐♠❛t✐♦♥ ❛ss♦❝✐❛t❡❞ ✇✐t❤ t❤❡ ❡st✐♠❛t❡❞ r❛❞✐❛❧ ❛♥❞ ✈❡rt✐❝❛❧ ❧♦❣✲

❝♦♥❞✉❝t✐✈✐t✐❡s ✭❋✐❣✉r❡ ✺✳✶✼❣✲❤✮✳ ■♥ ❣❡♥❡r❛❧✱ t❤❡ st❛♥❞❛r❞ ❞❡✈✐❛t✐♦♥s ♦❢ ❡st✐♠❛t✐♦♥ ❛r❡

s✐❣♥✐✜❝❛♥t❧② ❤✐❣❤❡r ✇❤❡♥ ✐♥✈❡rt✐♥❣ ❞❛t❛ ❢r♦♠ ❤②❞r❛✉❧✐❝ t❡st ■✱ ■■✱ ❛♥❞ ■■■ s❡♣❛r❛t❡❧②

t❤❛♥ ✇❤❡♥ ✐♥✈❡rt✐♥❣ t❤❡ ❞❛t❛ ❢r♦♠ ❛❧❧ t❤r❡❡ ❤②❞r❛✉❧✐❝ t❡sts ❥♦✐♥t❧②✳ ❚❤❡ s❡♣❛r❛t❡ ❞❛t❛

✐♥✈❡rs✐♦♥s ♦❢ ❤②❞r❛✉❧✐❝ t❡st ■✱ ■■✱ ❛♥❞ ■■■ s❤♦✇ t❤❛t t❤❡ st❛♥❞❛r❞ ❞❡✈✐❛t✐♦♥s ♦❢ ❧♦❣✲

❝♦♥❞✉❝t✐✈✐t✐❡s ✐♥❝r❡❛s❡ ✇✐t❤ ✐♥❝r❡❛s✐♥❣ ❞✐st❛♥❝❡ t♦ t❤❡ ❧❛②❡r ✐♥ ✇❤✐❝❤ t❤❡ ❛❝t✐✈❡ ✇❡❧❧

s❝r❡❡♥ ✐s ❧♦❝❛t❡❞✳ ❚❤✉s✱ t❤❡ ❡st✐♠❛t❡❞ ♣❛r❛♠❡t❡rs ❛r❡ ❛✤✐❝t❡❞ ✇✐t❤ ❤✐❣❤❡r ✉♥❝❡rt❛✐♥✲

t✐❡s ❢♦r ❧❛②❡rs t❤❛t ❛r❡ ❧♦❝❛t❡❞ ❜❡②♦♥❞ t❤❡ ❧❛②❡r ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ ❢♦r ✇❛t❡r ❡①tr❛❝t✐♦♥✳
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❋✐❣✉r❡ ✺✳✶✼✿ ❘❛❞✐❛❧ ❛♥❞ ✈❡rt✐❝❛❧ ❝♦♥❞✉❝t✐✈✐t✐❡s Kr ❛♥❞ Kz ❡st✐♠❛t❡❞ ❢♦r ❡❛❝❤ ❛✈❛✐❧✲
❛❜❧❡ ❤♦r✐③♦♥t❛❧ ❧❛②❡r ♦❢ t❤❡ ✶✲❧❛②❡r ♠♦❞❡❧ ✭❛✲❜✮ ❛♥❞ ✸✲❧❛②❡r ♠♦❞❡❧ ✭❡✲❢✮ ❝♦♥s✐❞❡r✐♥❣ t❤❡
❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ✐♥✈❡rs✐♦♥ ❛♣♣r♦❛❝❤❡s✿ ✐♥✈❡rt✐♥❣ ❞❛t❛ ❢r♦♠ ♣✉♠♣✐♥❣ t❡sts ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ t❤❡ t♦♠♦✲
❣r❛♣❤✐❝ ❛♣♣r♦❛❝❤✱ ✐♥✈❡rt✐♥❣ ❞❛t❛ ❢r♦♠ ❤②❞r❛✉❧✐❝ t❡st ■ ✭✇❛t❡r ❡①tr❛❝t✐♦♥ ❢r♦♠ t❤❡ ✉♣♣❡r
s❝r❡❡♥✮✱ ■■ ✭✇❛t❡r ❡①tr❛❝t✐♦♥ ❢r♦♠ t❤❡ ♠✐❞❞❧❡ s❝r❡❡♥✮✱ ❛♥❞ ■■■ ✭✇❛t❡r ❡①tr❛❝t✐♦♥ ❢r♦♠
t❤❡ ❧♦✇❡r s❝r❡❡♥✮✱ ❛♥❞ ✐♥✈❡rt✐♥❣ ❛ r❡❞✉❝❡❞ ❞❛t❛ s❡t✳ ❆ss♦❝✐❛t❡❞ st❛♥❞❛r❞ ❞❡✈✐❛t✐♦♥s ♦❢
❧♦❣✲❝♦♥❞✉❝t✐✈✐t✐❡s r❡s✉❧t✐♥❣ ❢r♦♠ t❤❡ ✶✲❧❛②❡r ✭❝✲❞✮ ❛♥❞ ✸✲❧❛②❡r ♠♦❞❡❧ ❝❛❧✐❜r❛t✐♦♥ ✭❣✲❤✮
✉s✐♥❣ ❞✐✛❡r❡♥t ✐♥✈❡rs✐♦♥ ❛♣♣r♦❛❝❤❡s✳

❋✐♥❛❧❧②✱ ■ ❛ss❡ss t❤❡ r❡s✉❧t✐♥❣ ❡rr♦r✲♠♦❞❡❧ ♣❛r❛♠❡t❡rs ✭❚❛❜❧❡ ✺✳✽ ❛♥❞ ❚❛❜❧❡ ✺✳✾✮✳

❚❤❡ ❛❜s♦❧✉t❡ ❡rr♦rs ♦❢ t❤❡ ✶✲❧❛②❡r ♠♦❞❡❧ s❤♦✇ ♥♦ s✐❣♥✐✜❝❛♥t ❛❜♥♦r♠❛❧✐t✐❡s ❛♠♦♥❣ t❤❡

❞✐✛❡r❡♥t ✐♥✈❡rs✐♦♥ ❛♣♣r♦❛❝❤❡s✳ ❲❤✐❧❡ t❤❡ ❞❛t❛ ✐♥✈❡rs✐♦♥ ♦❢ ♣✉♠♣✐♥❣ t❡sts ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ t❤❡

✼✹
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❚❛❜❧❡ ✺✳✽✿ ❈❛❧✐❜r❛t✐♦♥ r❡s✉❧ts ♦❢ t❤❡ ❧♦❝❛❧❧② ❛♥✐s♦tr♦♣✐❝ ✶✲❧❛②❡r ♠♦❞❡❧ ✇❤❡♥ s❡♣❛r❛t❡❧②
✐♥✈❡rt✐♥❣ ❞❛t❛ ♦❢ ❤②❞r❛✉❧✐❝ t❡st ■✱ ■■✱ ❛♥❞ ■■■✳

❯♣♣❡r ❙❝r❡❡♥ ▼✐❞❞❧❡ ❙❝r❡❡♥ ▲♦✇❡r ❙❝r❡❡♥
Keff

r [m/s] 9.9× 10−4 4.2× 10−4 1.1× 10−3

Keff
z [m/s] 2.4× 10−4 4.0× 10−5 2.9× 10−4

ϑ[−] ✹✳✶ ✶✵✳✻ ✸✳✼
Kgp[m/s] 4.0× 10−1 2.1× 10−1 2.4× 10−1

Kcl[m/s] 1.2× 10−8 4.4× 10−8 1.4× 10−8

sref 8.3× 10−2 2.3× 10−1 7.4× 10−2

a[m] 6.5× 10−3 2.3× 10−2 2.2× 10−14

b[−] ✵✳✸✷ ✵✳✷✵ ✵✳✸✺
c[m] 2.5× 10−1 6.9× 10−6 1.1× 10−2

t♦♠♦❣r❛♣❤✐❝ ❛♣♣r♦❛❝❤ ❤❛s s❤♦✇♥ ❛ ❝♦♥s✐❞❡r❛❜❧② ❤✐❣❤ r❡❧❛t✐✈❡ ❡rr♦r ♦❢ b ❂ ✽✽✪ ✭s❡❡

❚❛❜❧❡ ✺✳✹✮✱ t❤❡ s❡♣❛r❛t❡ ❞❛t❛ ✐♥✈❡rs✐♦♥s ♦❢ ❤②❞r❛✉❧✐❝ t❡st ■✱ ■■✱ ❛♥❞ ■■■ r❡✈❡❛❧ s♠❛❧❧❡r

r❡❧❛t✐✈❡ ❡rr♦rs r❛♥❣✐♥❣ ❜❡t✇❡❡♥ ✷✵✪ ❛♥❞ ✸✺✪ ✭❚❛❜❧❡ ✺✳✽✮✳

❚❤❡ ❛❜s♦❧✉t❡ ❡rr♦rs ❢♦r t❤❡ s❡♣❛r❛t❡ ❞❛t❛ ✐♥✈❡rs✐♦♥s ♦❢ ❤②❞r❛✉❧✐❝ t❡st ■✱ ■■✱ ❛♥❞ ■■■

✇✐t❤ t❤❡ ✸✲❧❛②❡r ♠♦❞❡❧ ❛r❡ ✇✐t❤✐♥ t❤❡ ♠♠✲r❛♥❣❡ ✭❚❛❜❧❡ ✺✳✾✮✳ ❲❤✐❧❡ t❤❡ r❡❧❛t✐✈❡ ❡rr♦rs

❛r❡ s✐♠✐❧❛r ❢♦r t❤❡ s❡♣❛r❛t❡ ❞❛t❛ ✐♥✈❡rs✐♦♥ ♦❢ ❤②❞r❛✉❧✐❝ t❡st ■■ ❛♥❞ t❤❡ ✐♥✈❡rs✐♦♥ ♦❢

❞❛t❛ ❝♦♥s✐❞❡r✐♥❣ t❤❡ t♦♠♦❣r❛♣❤✐❝ ❛♣♣r♦❛❝❤✱ t❤❡ r❡❧❛t✐✈❡ ❡rr♦r ♦❢ t❤❡ ❞❛t❛ ✐♥✈❡rs✐♦♥ ♦❢

❤②❞r❛✉❧✐❝ t❡st ■■■ ✐s t✇✐❝❡ ❛s ❤✐❣❤✳ ■♥✈❡rt✐♥❣ ❞❛t❛ ❢r♦♠ ❤②❞r❛✉❧✐❝ t❡st ■ r❡✈❡❛❧s ❛ ✈❡r②

❧❛r❣❡ r❡❧❛t✐✈❡ ❡rr♦r ♦❢ b = 296 ❛♥❞ ❛ ♣❤②s✐❝❛❧❧② ✉♥r❡❛s♦♥❛❜❧❡ ❝♦❡✣❝✐❡♥t c ♦❢ ✹✺✸ ♠✳

❚❛❜❧❡ ✺✳✾✿ ❈❛❧✐❜r❛t✐♦♥ r❡s✉❧ts ♦❢ t❤❡ ❧♦❝❛❧❧② ❛♥✐s♦tr♦♣✐❝ ✸✲❧❛②❡r ♠♦❞❡❧ ✇❤❡♥ s❡♣❛r❛t❡❧②
✐♥✈❡rt✐♥❣ ❞❛t❛ ♦❢ ❤②❞r❛✉❧✐❝ t❡st ■✱ ■■✱ ❛♥❞ ■■■✳

❯♣♣❡r ❙❝r❡❡♥ ▼✐❞❞❧❡ ❙❝r❡❡♥ ▲♦✇❡r ❙❝r❡❡♥
Keff

r [m/s] 1.4× 10−2 9.5× 10−4 2.3× 10−3

Keff
z [m/s] 1.5× 10−4 7.3× 10−5 6.9× 10−7

ϑ[−] ✾✹✳✺ ✶✸✳✵ ✸✸✽✷✳✷
Kgp[m/s] 8.0× 10−2 5.1× 10−1 2.3× 10−4

Kcl[m/s] 1.8× 10−9 1.0× 10−6 3.7× 10−9

sref 1.0× 10−8 8.1× 10−2 1.0× 10−8

a[m] 5.0× 10−3 7.5× 10−3 1.4× 10−3

b[−] ✷✾✻ ✵✳✷✶ ✵✳✹✸
c[m] ✹✺✹ 7.2× 10−6 2.3× 10−1

❖✈❡r❛❧❧✱ t❤❡ ✶✲❧❛②❡r ♠♦❞❡❧ s❤♦✇s ❛ ❜❡tt❡r ❛❣r❡❡♠❡♥t ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ s✐♠✉❧❛t❡❞ ❛♥❞

♠❡❛s✉r❡❞ ❞r❛✇❞♦✇♥s ❢♦r t❤❡ ❞❛t❛ ✐♥✈❡rs✐♦♥ ❢r♦♠ ♣✉♠♣✐♥❣ t❡sts ✇✐t❤ ❛ s✐♥❣❧❡ ✇❡❧❧ s❝r❡❡♥✳
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❆❧s♦✱ t❤❡ r❡s✉❧t✐♥❣ r❡❧❛t✐✈❡ ❡rr♦rs ❛r❡ s♠❛❧❧❡r ❝♦♠♣❛r❡❞ t♦ t❤❡ ❞❛t❛ ✐♥✈❡rs✐♦♥ ❝♦♥s✐❞❡r✐♥❣

t❤❡ t♦♠♦❣r❛♣❤✐❝ ♣✉♠♣✐♥❣✲t❡st ❛♣♣r♦❛❝❤✳ ❚❤❡ ❝♦♥❞✉❝t✐✈✐t② ❡st✐♠❛t❡s r❡s✉❧t✐♥❣ ❢r♦♠

t❤❡ s❡♣❛r❛t❡ ❞❛t❛ ✐♥✈❡rs✐♦♥s✱ ❤♦✇❡✈❡r✱ ❞✐✛❡r ❢♦r t❤❡ ❞✐✛❡r❡♥t ❤②❞r❛✉❧✐❝ t❡sts✳ ❚❤✉s✱

❝♦♥s✐❞❡r✐♥❣ ♣✉♠♣✐♥❣ t❡sts ✇✐t❤ ❛ s✐♥❣❧❡ ✇❡❧❧ s❝r❡❡♥ ❝❛♥ ❧❡❛❞ t♦ t❤❡ ✇r♦♥❣ ✐♥t❡r♣r❡t❛t✐♦♥

t❤❛t t❤❡ ❛q✉✐❢❡r ✐s ❛♥✐s♦tr♦♣✐❝ ❜✉t ✈❡rt✐❝❛❧❧② ❤♦♠♦❣❡♥❡♦✉s✳

❆❧s♦ t❤❡ ✸✲❧❛②❡r ♠♦❞❡❧ r❡✈❡❛❧s ❞✐✛❡r❡♥t ♣❛r❛♠❡t❡r ❡st✐♠❛t❡s ❢♦r ♣✉♠♣✐♥❣ t❡sts ✇✐t❤

❛ s✐♥❣❧❡ ✇❡❧❧ s❝r❡❡♥ ✇❤✐❝❤ str♦♥❣❧② ❞❡♣❡♥❞ ♦♥ t❤❡ ❝❤♦s❡♥ ✇❡❧❧ s❝r❡❡♥✳ ❚❤❡ ❛ss♦❝✐❛t❡❞

st❛♥❞❛r❞ ❞❡✈✐❛t✐♦♥s ♦❢ ❡st✐♠❛t✐♦♥ ✐♥❞✐❝❛t❡ t❤❛t ✐♥❝❧✉❞✐♥❣ ❛ s✐♥❣❧❡ ✇❡❧❧ s❝r❡❡♥ ②✐❡❧❞s

❛❝❝❡♣t❛❜❧❡ ✉♥❝❡rt❛✐♥t✐❡s ♦♥❧② ❢♦r t❤❡ ❡st✐♠❛t❡❞ ❝♦♥❞✉❝t✐✈✐t✐❡s ♦❢ t❤❡ ❧❛②❡r ✐♥ ✇❤✐❝❤ t❤❡

❛❝t✐✈❡ ✇❡❧❧ s❝r❡❡♥ ✐s ❧♦❝❛t❡❞✳ ❚❤❡r❡❢♦r❡✱ ✐t ♦♥❧② ♠❛❦❡s s❡♥s❡ t♦ ❝❛❧✐❜r❛t❡ ❛ ♠✉❧t✐✲❧❛②❡r

♠♦❞❡❧ ✇❤❡♥ ✇❛t❡r ✐s ❡①tr❛❝t❡❞ ❢r♦♠ ❞✐✛❡r❡♥t ❞❡♣t❤s ❛♥❞ t❤❡ ❞❛t❛ ✐s ❥♦✐♥t❧② ❝♦♥s✐❞❡r❡❞

✐♥ t❤❡ ✐♥✈❡rs✐♦♥✳

✺✳✼✳✼ ❘❡❞✉❝✐♥❣ t❤❡ ◆✉♠❜❡r ♦❢ ❖❜s❡r✈❛t✐♦♥ P♦✐♥ts

❚❤❡ ✜❡❧❞ ❡✛♦rt ♦❢ t❤❡ t♦♠♦❣r❛♣❤✐❝ ♣✉♠♣✐♥❣ t❡sts ✐s ♥♦t ♦♥❧② r❡❧❛t❡❞ t♦ t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢

❡①tr❛❝t✐♦♥ s❝r❡❡♥s ♦❢ t❤❡ ♣✉♠♣✐♥❣ ✇❡❧❧ ❜✉t ❛❧s♦ t♦ t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥ ✇❡❧❧s✳ ■♥

t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣✱ ■ t❤❡r❡❢♦r❡ ❛ss❡ss t❤❡ ❞❛t❛ ✐♥✈❡rs✐♦♥ ♦❢ t♦♠♦❣r❛♣❤✐❝ ♣✉♠♣✐♥❣ t❡sts ❝♦♥✲

s✐❞❡r✐♥❣ ❛ r❡❞✉❝❡❞ ❞❛t❛s❡t✳ ❚❤❡ r❡❞✉❝❡❞ ❞❛t❛s❡t ✐s ❜❛s❡❞ ♦♥ ❞r❛✇❞♦✇♥ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥ts

❢r♦♠ ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥ ✇❡❧❧s ✐♥ ♦♥❡ ❞✐r❡❝t✐♦♥ t♦ t❤❡ ♣✉♠♣✐♥❣ ✇❡❧❧ ♦♥❧②✳ ■ ❝❛❧✐❜r❛t❡❞ t❤❡ ❧♦❝❛❧❧②

❛♥✐s♦tr♦♣✐❝ ✶✲❧❛②❡r ❛♥❞ ✸✲❧❛②❡r ♠♦❞❡❧✱ ❝♦♥s✐❞❡r✐♥❣ ❛❧❧ ✜❡❧❞ ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥s ❢r♦♠ ✇❡❧❧s t❤❛t

❛r❡ ❧♦❝❛t❡❞ ❡❛st t♦ t❤❡ ♣✉♠♣✐♥❣ ✇❡❧❧ s✐♥❝❡ t❤❡s❡ ❛r❡ t❤❡ ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥ ✇❡❧❧s t❤❛t r❡✈❡❛❧

t❤❡ ❧❛r❣❡st ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❞❡♣t❤✲♦r✐❡♥t❡❞ ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥ ♣♦✐♥ts✳

❋✐❣✉r❡ ✺✳✶✽❛ ❛♥❞ ❜ s❤♦✇ t❤❛t t❤❡ ✶✲❧❛②❡r ♠♦❞❡❧ ❛♥❞ ✸✲❧❛②❡r ♠♦❞❡❧ r❡♣r♦❞✉❝❡ t❤❡

tr✉❡ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥ts ✇✐t❤ ❛ r❡❞✉❝❡❞ ❞❛t❛s❡t s✐♠✐❧❛r❧② ✇❡❧❧ ❛s ✇✐t❤ t❤❡ ❝♦♠♣❧❡t❡ ❞❛t❛s❡t

✭❢♦r ❝♦♠♣❛r✐s♦♥ s❡❡ ❋✐❣✉r❡ ✺✳✶✷❝ ❛♥❞ ❋✐❣✉r❡ ✺✳✶✺❜✮✳ ❋♦r t❤❡ r❡❞✉❝❡❞ ❞❛t❛s❡t t❤❡ ✸✲❧❛②❡r

♠♦❞❡❧ ❡✈❡♥ r❡✈❡❛❧s ❛ ❞✐st✐♥❝t✐✈❡❧② ❣♦♦❞ ✜t✳ ❚❤✐s ❝❛♥ ❜❡ ❛ttr✐❜✉t❡❞ t♦ t❤❡ s♠❛❧❧ ✐♥✢✉❡♥❝❡

♦❢ ♣♦t❡♥t✐❛❧ ❧♦❝❛❧ ❤❡t❡r♦❣❡♥❡✐t✐❡s ❛♥❞ ❤♦r✐③♦♥t❛❧ ❛♥✐s♦tr♦♣② ✇❤❡♥ ✜❡❧❞ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥ts ❛r❡

❝♦♥s✐❞❡r❡❞ ❢r♦♠ ♦♥❡ ❞✐r❡❝t✐♦♥ ♦♥❧②✳

❚❤❡ ❡st✐♠❛t❡❞ r❛❞✐❛❧ ❛♥❞ ✈❡rt✐❝❛❧ ❝♦♥❞✉❝t✐✈✐t✐❡s Kr ❛♥❞ Kz ❢r♦♠ t❤❡ ✶✲❧❛②❡r ❛♥❞

✸✲❧❛②❡r ♠♦❞❡❧ ❝❛❧✐❜r❛t✐♦♥s ✇✐t❤ ❛ r❡❞✉❝❡❞ ❞❛t❛s❡t ❛r❡ s✐♠✐❧❛r t♦ t❤❡ r❡s✉❧ts ♦❢ t❤❡ ✶✲❧❛②❡r

❛♥❞ ✸✲❧❛②❡r ♠♦❞❡❧ ❝❛❧✐❜r❛t✐♦♥s ✇✐t❤ t❤❡ ❝♦♠♣❧❡t❡ ❞❛t❛s❡t ✭❝♦♠♣❛r❡ ❚❛❜❧❡ ✺✳✶✵ ✇✐t❤ ❚❛✲

❜❧❡ ✺✳✸ ❛♥❞ ❚❛❜❧❡ ✺✳✻✮✳ ❈♦♥s❡q✉❡♥t❧②✱ ❛❧s♦ t❤❡ ❡✛❡❝t✐✈❡ r❛❞✐❛❧ ❛♥❞ ✈❡rt✐❝❛❧ ❝♦♥❞✉❝t✐✈✐t✐❡s✱
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❛♥❞ t❤❡ r❡s✉❧t✐♥❣ ❛♥✐s♦tr♦♣② r❛t✐♦s ❛r❡ ❝♦♠♣❛r❛❜❧❡✳ ❆❞❞✐t✐♦♥❛❧❧②✱ t❤❡ st❛♥❞❛r❞ ❞❡✈✐❛✲

t✐♦♥s ♦❢ t❤❡ ❧♦❣✲❝♦♥❞✉❝t✐✈✐t✐❡s ❛r❡ ✈❡r② s✐♠✐❧❛r ❢♦r t❤❡ r❡❞✉❝❡❞ ❛♥❞ ❝♦♠♣❧❡t❡ ❞❛t❛s❡t✱

❢♦r ❜♦t❤ t❤❡ ✶✲❧❛②❡r ✭❋✐❣✉r❡ ✺✳✶✼❝✲❞✮ ❛♥❞ ✸✲❧❛②❡r ♠♦❞❡❧ ✭❋✐❣✉r❡ ✺✳✶✼❣✲❤✮✳

❋✐❣✉r❡ ✺✳✶✽✿ ❋✐❡❧❞ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥ts ✈❡rs✉s s✐♠✉❧❛t❡❞ r❡s✉❧ts ♦❢ t❤❡ ✶✲❧❛②❡r ♠♦❞❡❧ ✭❛✮
❛♥❞ ✸✲❧❛②❡r ♠♦❞❡❧ ✭❜✮ ❝♦♥s✐❞❡r✐♥❣ ❞❛t❛ ✐♥✈❡rs✐♦♥ ♦❢ t♦♠♦❣r❛♣❤✐❝ ♣✉♠♣✐♥❣ t❡sts ✇✐t❤ ❛
r❡❞✉❝❡❞ ❞❛t❛s❡t ❛♥❞ ✇✐t❤ ❡rr♦r❜❛rs ❛❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ t❤❡ ❡rr♦r ♠♦❞❡❧✳ ❚❤❡ ❜❧❛❝❦ ❞✐❛❣♦♥❛❧
❧✐♥❡s r❡♣r❡s❡♥t t❤❡ ✶✿✶ ✐❞❡♥t✐t② ❧✐♥❡s✳

❋✐♥❛❧❧②✱ ■ ❝♦♥s✐❞❡r t❤❡ ♣❛r❛♠❡t❡rs ♦❢ t❤❡ ❡rr♦r ♠♦❞❡❧ r❡s✉❧t✐♥❣ ❢r♦♠ t❤❡ ✶✲❧❛②❡r ❛♥❞

✸✲❧❛②❡r ♠♦❞❡❧ ❝❛❧✐❜r❛t✐♦♥ ✇✐t❤ ❛ r❡❞✉❝❡❞ ❞❛t❛ s❡t ✭❚❛❜❧❡ ✺✳✶✵✮✳ ❋♦r ❜♦t❤ t❤❡ ✶✲❧❛②❡r

❛♥❞ ✸✲❧❛②❡r ♠♦❞❡❧ t❤❡ ❛❜s♦❧✉t❡ ❡rr♦rs ❛r❡ ❤✐❣❤❡r ❢♦r t❤❡ r❡❞✉❝❡❞ ❞❛t❛s❡t ✭a = 1.6×10−2

♠ ❛♥❞ a = 1.1 × 10−2 ♠✮ t❤❛♥ ❢♦r t❤❡ ❝♦♠♣❧❡t❡ ❞❛t❛s❡t ✭a = 3.1 × 10−3 ♠ ❛♥❞

a = 2.2 × 10−14 ♠✮✳ ■♥ ❝♦♥tr❛st✱ t❤❡ r❡❧❛t✐✈❡ ❡rr♦rs ❛r❡ r❡❞✉❝❡❞ ❢r♦♠ b = 0.88 ❢♦r t❤❡

❝♦♠♣❧❡t❡ ❞❛t❛s❡t t♦ b = 0.81 ❢♦r t❤❡ r❡❞✉❝❡❞ ❞❛t❛s❡t ✇✐t❤ t❤❡ ✶✲❧❛②❡r ♠♦❞❡❧✱ ❛♥❞ ❢r♦♠

b = 0.25 ✭❝♦♠♣❧❡t❡ ❞❛t❛s❡t✮ t♦ b = 0.06 ✭r❡❞✉❝❡❞ ❞❛t❛s❡t✮ ✇✐t❤ t❤❡ ✸✲❧❛②❡r ♠♦❞❡❧✳

❖✈❡r❛❧❧✱ t❤❡ r❡s✉❧ts ❝♦♥s✐❞❡r✐♥❣ ❛ r❡❞✉❝❡❞ ❞❛t❛s❡t ❞♦ ♥♦t s❤♦✇ s✐❣♥✐✜❝❛♥t ❞✐✛❡r❡♥❝❡s

t♦ t❤❡ r❡s✉❧ts ❜❛s❡❞ ♦♥ t❤❡ ❝♦♠♣❧❡t❡ ❞❛t❛s❡t✳ ❚❤✐s s✉❣❣❡sts t❤❛t ✐♥st❛❧❧✐♥❣ ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥

✇❡❧❧s ✐♥ ♦♥❡ ❞✐r❡❝t✐♦♥ t♦ t❤❡ ♣✉♠♣✐♥❣ ✇❡❧❧ ♦♥❧② ✇♦✉❧❞ ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ s✉✣❝✐❡♥t✳ ❨❡t✱ t♦

✐❞❡♥t✐❢② ❤♦r✐③♦♥t❛❧ ❤❡t❡r♦❣❡♥❡✐t② ❛♥❞ ❛♥✐s♦tr♦♣② ✐♥ t❤❡ ✜rst ♣❧❛❝❡✱ ✐♥❞✐✈✐❞✉❛❧ ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥

♣♦✐♥ts ✐♥ ❞✐✛❡r❡♥t ❞✐r❡❝t✐♦♥s t♦ t❤❡ ♣✉♠♣✐♥❣ ✇❡❧❧ ❛r❡ r❡q✉✐r❡❞✳
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❚❛❜❧❡ ✺✳✶✵✿ ❈❛❧✐❜r❛t✐♦♥ r❡s✉❧ts ♦❢ t❤❡ ❧♦❝❛❧❧② ❛♥✐s♦tr♦♣✐❝ ✶✲❧❛②❡r ❛♥❞ ✸✲❧❛②❡r ♠♦❞❡❧
❝♦♥s✐❞❡r✐♥❣ ❛ r❡❞✉❝❡❞ ❞❛t❛s❡t✳

✶✲❧❛②❡r ♠♦❞❡❧ ✸✲❧❛②❡r ♠♦❞❡❧
Keff

r [m/s] 1.0× 10−3 2.1× 10−3

Keff
z [m/s] 2.1× 10−4 1.2× 10−4

ϑ[−] ✹✳✽ ✶✻✳✺
Kgp[m/s] 1.9× 10−3 7.2× 10−3

Kcl[m/s] 2.3× 10−7 1.0× 10−6

sref ,I/sref ,II/sref ,III ✵✳✵✽✵ ✴ ✵✳✵✻✾ ✴ ✵✳✶✸✶ ✵✳✵✸✽ ✴ ✵✳✵✸✷ ✴ ✵✳✵✶✽
a[m] 1.6× 10−2 1.1× 10−2

b[−] ✵✳✽✶ ✵✳✵✻
c[m] 4.2× 10−1 4.8× 10−12

✼✽



❈❤❛♣t❡r ✻

❈♦♥❝❧✉s✐♦♥s ❛♥❞ ❖✉t❧♦♦❦

❚❤✐s t❤❡s✐s ✇❛s ♠♦t✐✈❛t❡❞ ❜② t❤❡ s❤♦rt❛❣❡ ♦❢ ❤②❞r♦❣❡♦❧♦❣✐❝❛❧ ♠❡t❤♦❞s ♦♥ ❡st✐♠❛t✐♥❣ t❤❡

❤②❞r❛✉❧✐❝ ❛♥✐s♦tr♦♣② ✐♥t❡rr❡❧❛t❡❞ ✇✐t❤ t❤❡ ✈❡rt✐❝❛❧ ✈❛r✐❛❜✐❧✐t② ♦❢ ❤②❞r❛✉❧✐❝ ❝♦♥❞✉❝t✐✈✐t②✳

❑♥♦✇❧❡❞❣❡ ♦❢ ❞✐✛❡r❡♥❝❡s ✐♥ t❤❡ ❤♦r✐③♦♥t❛❧ ❛♥❞ ✈❡rt✐❝❛❧ ❤②❞r❛✉❧✐❝ ❝♦♥❞✉❝t✐✈✐t✐❡s ✐s ❝r✉❝✐❛❧

❢♦r ♠❛♥② ❤②❞r♦❣❡♦❧♦❣✐❝❛❧ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s✱ ❡s♣❡❝✐❛❧❧② ✇❤❡r❡ ❛ str♦♥❣ ✈❡rt✐❝❛❧ ✢♦✇ ❝♦♠♣♦✲

♥❡♥t ✐s ♣r❡s❡♥t✱ ❡✳❣✳ ✐♥ t❤❡ ❞❡s✐❣♥ ♦❢ ❤♦r✐③♦♥t❛❧ ❝♦❧❧❡❝t♦r ✇❡❧❧s✱ ✐♥ r✐✈❡r❜❛♥❦✲✜❧tr❛t✐♦♥

s❡t✉♣s ♦r ✐♥ t❤❡ ❞❡s✐❣♥ ♦❢ ❣❡♦t❡❝❤♥✐❝❛❧ ❞❡✇❛t❡r✐♥❣ s②st❡♠s✳ ❚❤❡ ♠❛✐♥ ❣♦❛❧ ♦❢ t❤✐s t❤❡s✐s

✇❛s t♦ ✐♥✈❡st✐❣❛t❡ t❤❡ ♣♦t❡♥t✐❛❧ ♦❢ ❛ ✜❡❧❞ ♠❡t❤♦❞ s✐♠✐❧❛r t♦ t❤❛t ♦❢ ❤②❞r❛✉❧✐❝ t♦♠♦❣✲

r❛♣❤② ❢♦r ❡st✐♠❛t✐♥❣ t❤❡ ❧❛r❣❡✲s❝❛❧❡ ❤②❞r❛✉❧✐❝ ❛♥✐s♦tr♦♣② ✐♥ str❛t✐✜❡❞ ❛q✉✐❢❡rs ✐♥❞✉❝❡❞

❜② t❤❡ ✈❡rt✐❝❛❧ ❤❡t❡r♦❣❡♥❡✐t② ♦♥ s♠❛❧❧❡r s❝❛❧❡s✳ ❚❤❡ ❛♣♣r♦❛❝❤ ✐s ❜❛s❡❞ ♦♥ ❝❛❧✐❜r❛t✐♥❣

❣r♦✉♥❞✇❛t❡r ✢♦✇ ♠♦❞❡❧s ✉s✐♥❣ ❞❛t❛ ♦❢ s❡q✉❡♥t✐❛❧ ♣✉♠♣✐♥❣ t❡sts ✇✐t❤ ♣❛rt✐❛❧❧② ♣❡♥❡✲

tr❛t✐♥❣ ✇❡❧❧s✱ ❞✉r✐♥❣ ✇❤✐❝❤ ✇❛t❡r ✐s ❡①tr❛❝t❡❞ ❢r♦♠ ❞✐✛❡r❡♥t ❛q✉✐❢❡r s❡❝t✐♦♥s ❛♥❞ t❤❡

❤②❞r❛✉❧✐❝ r❡s♣♦♥s❡ ✐s ♠❡❛s✉r❡❞ ❛t ❞✐✛❡r❡♥t r❛❞✐❛❧ ❛♥❞ ✈❡rt✐❝❛❧ ❞✐st❛♥❝❡s t♦ ❛♥ ❡①tr❛❝t✐♦♥

s❝r❡❡♥✳

■♥ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣✱ ■ s✉♠♠❛r✐③❡ t❤❡ ♠❛✐♥ ✜♥❞✐♥❣s ♦❢ t❤✐s ✇♦r❦ ❛♥❞ ❞r❛✇ ❝♦♥❝❧✉s✐♦♥s

r❡❣❛r❞✐♥❣ t❤❡ r❡s❡❛r❝❤ q✉❡st✐♦♥s ❛♥❞ ❣♦❛❧s ❞❡✜♥❡❞ ✐♥ s❡❝t✐♦♥ ✶✳✶✳

❙❤♦✉❧❞ ❞❛t❛ ❜❡ ❝♦❧❧❡❝t❡❞ ❜❛s❡❞ ♦♥ ❛ ♣r❡❞❡✜♥❡❞ ♠♦❞❡❧ ♦r ✈✐❝❡ ✈❡rs❛❄

❚♦ ❛❞❞r❡ss t❤❡ ❝❤❛❧❧❡♥❣❡ ♦❢ ♠♦❞❡❧ s❡❧❡❝t✐♦♥ ❛♥❞ ❞❛t❛ ❝♦❧❧❡❝t✐♦♥✱ ■ ❞❡✈❡❧♦♣❡❞ ❛♥ ♦♣✲

t✐♠✐③❛t✐♦♥ ❢r❛♠❡✇♦r❦ ✐♥ ✇❤✐❝❤ ❜♦t❤ ❝❤❛❧❧❡♥❣❡s ❛r❡ ❥♦✐♥t❧② ❛❞❞r❡ss❡❞✳ ❚❤❡ ♣r♦♣♦s❡❞

❢r❛♠❡✇♦r❦ ✐s ❜❛s❡❞ ♦♥ ♠✐♠✐❝❦✐♥❣ ❜❡st✲✜t ♠♦❞❡❧ ❝❛❧✐❜r❛t✐♦♥ ✉s✐♥❣ s✐♠✉❧❛t❡❞ ❛♥❞ ♣❡r✲

t✉r❜❡❞ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥ts ✐♥ ❛♥ ❡♥s❡♠❜❧❡ ♦❢ ✈✐rt✉❛❧ r❡❛❧✐t✐❡s ❛♥❞ s❡❧❡❝t✐♥❣ t❤❡ s✐♠✉❧❛t❡❞

♠❡❛s✉r❡♠❡♥ts ♦❢ ❡♥s❡♠❜❧❡s ♦❢ r❡❛s♦♥❛❜❧❡ ♠♦❞❡❧ ❝❛♥❞✐❞❛t❡s✳ ■♥ ❛❞❞✐t✐♦♥✱ t❤❡ ❝❛❧✐❜r❛✲

t✐♦♥ ✐s ♣❡r❢♦r♠❡❞ ❢♦r ❛ ✈❛r✐❡t② ♦❢ ❢❡❛s✐❜❧❡ ❞❛t❛✲❛❝q✉✐s✐t✐♦♥ str❛t❡❣✐❡s ❞❡✜♥❡❞ ✐♥ ❞✐✛❡r❡♥t



❈❍❆P❚❊❘ ✻✳ ❈❖◆❈▲❯❙■❖◆❙ ❆◆❉ ❖❯❚▲❖❖❑

♦❜s❡r✈❛t✐♦♥ ❞❡s✐❣♥s✳ ❚❤❡ ❛♣♣r♦❛❝❤ ✇❛s t❡st❡❞ ❢♦r t❤❡ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ❝❛s❡ ♦❢ r❛❞✐❛❧ ✢♦✇

✐♥ str❛t✐✜❡❞ ❛q✉✐❢❡rs✱ ❢♦r ✇❤✐❝❤ t❤❡ ✈✐rt✉❛❧ r❡❛❧✐t✐❡s ❡①❤✐❜✐t❡❞ ❛ ❤✐❣❤ r❡s♦❧✉t✐♦♥ ♦❢ t❤❡

✈❡rt✐❝❛❧ ❤②❞r❛✉❧✐❝✲❝♦♥❞✉❝t✐✈✐t② ♣r♦✜❧❡s✱ ✇❤✐❧❡ t❤❡ ♠♦❞❡❧ ❝❛♥❞✐❞❛t❡s ♣r♦♣♦s❡❞ ❝♦♥s✐❞✲

❡r❡❞ ✶✱ ✷✱ ✸✱ ♦r ✻ ❤♦r✐③♦♥t❛❧ ❧❛②❡rs ♦❢ ✉♥✐❢♦r♠✱ ❛♥✐s♦tr♦♣✐❝ ❝♦♥❞✉❝t✐✈✐t②✳ ❚❤❡ ❝♦♥❝❡♣t✉❛❧

q✉❡st✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♠♦❞❡❧ s❡❧❡❝t✐♦♥ ✇❛s t❤❡r❡❢♦r❡ ✇❤❡t❤❡r ♦♥❡ s❤♦✉❧❞ ❡st✐♠❛t❡ ♠❛❝r♦s❝♦♣✐❝

❤②❞r❛✉❧✐❝ ❛♥✐s♦tr♦♣②✱ ♦r ❤②❞r❛✉❧✐❝ ❤❡t❡r♦❣❡♥❡✐t②✱ ♦r ❛ ❝♦♠❜✐♥❛t✐♦♥ ♦❢ ❜♦t❤✱ ✇❤❡r❡❛s

t❤❡ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥t✲❞❡s✐❣♥ q✉❡st✐♦♥ ✇❛s ✇❤❡t❤❡r ♠✉❧t✐✲❧❡✈❡❧ ♣✐❡③♦♠❡t❡rs s❤♦✉❧❞ ❜❡ ♣❧❛❝❡❞

♣❛rt✐❝✉❧❛r❧② ❝❧♦s❡ t♦ t❤❡ ♣✉♠♣✐♥❣ ✇❡❧❧ ✭✇❤❡r❡ ❞r❛✇❞♦✇♥ s✐❣♥❛❧s ❛r❡ str♦♥❣ ❛♥❞ ❡①✲

❤✐❜✐t str♦♥❣ ✈❡rt✐❝❛❧ ❞✐✛❡r❡♥❝❡s ❜✉t ❛r❡ ♣❛rt✐❝✉❧❛r❧② ♣r♦♥❡ t♦ s♣❛t✐❛❧ ♠✐s♣❧❛❝❡♠❡♥ts ♦❢

t❤❡ ♣✐❡③♦♠❡t❡rs✮ ♦r ❢✉rt❤❡r ❛✇❛② ✭✇❤❡r❡ ❜♦t❤ t❤❡ s✐❣♥❛❧ ❛♥❞ s②st❡♠❛t✐❝ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥t

❡rr♦rs ❛r❡ s♠❛❧❧❡r✮✳

■♥st❡❛❞ ♦❢ ❥✉❞❣✐♥❣ t❤❡ ❝❛❧✐❜r❛t❡❞ ❝♦♥❝❡♣t✉❛❧ ♠♦❞❡❧s ❛♥❞ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥t ❞❡s✐❣♥s ❜②

t❤❡ ❛❜✐❧✐t② ♦❢ t❤❡ ♠♦❞❡❧s t♦ r❡♣r♦❞✉❝❡ t❤❡ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥ts ✐♥ ❝❛❧✐❜r❛t✐♦♥✱ ■ ❞❡✜♥❡❞ t❤❡

❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ♣r❡❞✐❝t✐♦♥ t❛r❣❡ts ♦❢ t❤❡ ❝❛❧✐❜r❛t❡❞ ♠♦❞❡❧s✿ t❤❡ ❡✛❡❝t✐✈❡ r❛❞✐❛❧ ❛♥❞ ✈❡rt✐❝❛❧

❤②❞r❛✉❧✐❝ ❝♦♥❞✉❝t✐✈✐t✐❡s ❛♥❞ t❤❡ ❞❡✇❛t❡r✐♥❣ ✢✉① ♦❢ ❛ ❤②♣♦t❤❡s✐③❡❞ ❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ♣✐t✳

❚❤❡ ♣r❡❞✐❝t✐♦♥ t❛r❣❡ts ♦❢ t❤❡ ♠♦❞❡❧s s❤♦✉❧❞ ❜❡ ❛s ❝❧♦s❡ t♦ t❤❡ ♣r❡❞✐❝t✐♦♥s ♦❢ t❤❡ ✈✐rt✉❛❧

r❡❛❧✐t✐❡s ❛s ♣♦ss✐❜❧❡✳

❚❤❡ ♠♦st ❝♦♠♣❧❡① ❝♦♥❝❡♣t✉❛❧ ♠♦❞❡❧ ♣❡r❢♦r♠❡❞ ❜❡st ✇✐t❤ r❡s♣❡❝t t♦ ♠❡❡t✐♥❣ t❤❡

✏tr✉❡✑ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥ts ❞✉r✐♥❣ ❝❛❧✐❜r❛t✐♦♥✳ ❈❤♦♦s✐♥❣ t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❧❛②❡rs t♦ ❜❡ ✐❞❡♥t✐❝❛❧

t♦ t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥ ❞❡♣t❤s ✇❛s ❛❞✈❛♥t❛❣❡♦✉s✱ s✐♥❝❡ t❤✐s s❡❧❡❝t✐♦♥ ♥♦t ♦♥❧② ❧❡❞

t♦ t❤❡ ❜❡st ✜t ♦❢ ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥s ❜✉t ❛❧s♦ t♦ t❤❡ ❜❡st ♣r❡❞✐❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❡✛❡❝t✐✈❡ ✈❡rt✐❝❛❧

❤②❞r❛✉❧✐❝ ❝♦♥❞✉❝t✐✈✐t② ❛♥❞ t❤❡ ❞❡✇❛t❡r✐♥❣ ✢✉① ♥❡❝❡ss❛r② t♦ ❦❡❡♣ t❤❡ ❤②♣♦t❤❡s✐③❡❞

❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ♣✐t ❞r②✳ ❋♦r t❤❡ ❡✛❡❝t✐✈❡ ❤♦r✐③♦♥t❛❧ ❝♦♥❞✉❝t✐✈✐t② ❝❤♦s❡♥ ❛s t❛r❣❡t q✉❛♥t✐t②✱

t❤❡ s✉♣❡r✐♦r✐t② ♦❢ t❤❡ ✻✲❧❛②❡r ♠♦❞❡❧ ✇❛s ❧❡ss ♣❡rs✐st❡♥t ♦✈❡r t❤❡ ❞✐✛❡r❡♥t ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥

❞❡s✐❣♥s✳

◗✉✐t❡ ❝❧❡❛r❧②✱ ✐❣♥♦r✐♥❣ t❤❡ ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥ ❞❡s✐❣♥ ✐♥ ♠♦❞❡❧ s❡❧❡❝t✐♦♥ ✇♦✉❧❞ ❞❡t❡r✐♦r❛t❡

t❤❡ ♠♦❞❡❧ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡✳ ❋♦r ❡①❛♠♣❧❡✱ ♣❧❛❝✐♥❣ ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥ ✇❡❧❧s ❛t ❢❛r r❛❞✐❛❧ ❞✐st❛♥❝❡s

t♦ t❤❡ ♣✉♠♣✐♥❣ ✇❡❧❧ ❤❛♠♣❡rs r❡s♦❧✈✐♥❣ ❤②❞r❛✉❧✐❝✲❝♦♥❞✉❝t✐✈✐t② ✈❛❧✉❡s ♦❢ s❡✈❡r❛❧ ❧❛②❡rs✳

▲✐❦❡✇✐s❡✱ ✐❣♥♦r✐♥❣ t❤❡ ♠♦❞❡❧ ❝❤♦✐❝❡ ✇❤❡♥ ♦♣t✐♠✐③✐♥❣ t❤❡ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥t str❛t❡❣② ✇♦✉❧❞

♠❛❦❡ ❧✐tt❧❡ s❡♥s❡✳ ❚❤❡ ❛♥❛❧②s✐s ❛❧s♦ s❤♦✇❡❞ t❤❛t t❤❡ ❥♦✐♥t s❡❧❡❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❝♦♥❝❡♣t✉❛❧

♠♦❞❡❧ ❛♥❞ t❤❡ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥t str❛t❡❣② ❞❡♣❡♥❞s ♦♥ t❤❡ ✉❧t✐♠❛t❡ ♦❜❥❡❝t✐✈❡ ♦❢ t❤❡ ♠♦❞❡❧

❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥✳ ❘❡❞✉❝✐♥❣ t❤❡ ♣r❡❞✐❝t✐♦♥ ✉♥❝❡rt❛✐♥t② ✐♥ t❤❡ ❡✛❡❝t✐✈❡ ❤♦r✐③♦♥t❛❧ ❝♦♥❞✉❝t✐✈✐t②

r❡q✉✐r❡❞ ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥ ♣♦✐♥ts ✇✐t❤ ❧❛r❣❡ r❛❞✐❛❧ ❞✐st❛♥❝❡✱ ✇❤❡r❡❛s r❡❞✉❝✐♥❣ t❤❡ ♣r❡❞✐❝t✐♦♥

✽✵



✉♥❝❡rt❛✐♥t② ✐♥ t❤❡ ❡✛❡❝t✐✈❡ ✈❡rt✐❝❛❧ ❝♦♥❞✉❝t✐✈✐t② ❛♥❞ t❤❡ ❞❡✇❛t❡r✐♥❣ ✢✉① r❡q✉✐r❡❞ ♠✉❧t✐✲

❧❡✈❡❧ ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥ ✇❡❧❧s ❛t s♠❛❧❧ r❛❞✐❛❧ ❞✐st❛♥❝❡s✱ ✇❤❡r❡ t❤❡ ✈❡rt✐❝❛❧ ❤②❞r❛✉❧✐❝ ❣r❛❞✐❡♥ts

❛r❡ t❤❡ ❜✐❣❣❡st✳

❉❡s✐❣♥ ❛ ✇❡❧❧ ♥❡t✇♦r❦ t♦ r❡s♦❧✈❡ ❤②❞r❛✉❧✐❝ ❛♥✐s♦tr♦♣②

❲❤✐❧❡ t❤❡ st✉❞② ♦❢ ❥♦✐♥t❧② ♦♣t✐♠✐③✐♥❣ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥t ❛♥❞ ♠♦❞❡❧✐♥❣ str❛t❡❣✐❡s ✇❛s ❜❛s❡❞

♦♥ ❤②♣♦t❤❡t✐❝❛❧ ✜❡❧❞ s❝❡♥❛r✐♦s ❛♥❞ s②♥t❤❡t✐❝ ❞❛t❛ ♦♥❧②✱ ■ ❛❧s♦ ✐♥✈❡st✐❣❛t❡❞ ❛ ✜❡❧❞ ❛♣✲

♣❧✐❝❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❤②❞r❛✉❧✐❝ t❡sts✳ ❚♦ ♣❡r❢♦r♠ ♣✉♠♣✐♥❣ t❡sts ✇✐t❤ ❛ t♦♠♦❣r❛♣❤✐❝ s❡t✉♣ ❛

♥❡✇ r❡s❡❛r❝❤ s✐t❡ ✇❛s ❡st❛❜❧✐s❤❡❞ ✐♥ ❛ ✢✉✈✐❛❧ ❣r❛✈❡❧ ❛q✉✐❢❡r ✐♥ t❤❡ ❯♣♣❡r ❘❤✐♥❡ ❱❛❧❧❡②✳

❆t t❤❡ s✐t❡✱ ❛ ✇❡❧❧ ♥❡t✇♦r❦ ✇❛s ✐♥st❛❧❧❡❞ ✇✐t❤ ❛ ❧❛r❣❡ ❞✐❛♠❡t❡r ♣✉♠♣✐♥❣ ✇❡❧❧ ✐♥ t❤❡

❝❡♥t❡r ♦❢ t❤❡ ♥❡t✇♦r❦ ❛♥❞ ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥ ✇❡❧❧s ✇❡r❡ ♣❧❛❝❡❞ ❛t ❞✐✛❡r❡♥t r❛❞✐❛❧ ❞✐st❛♥❝❡s

t♦ t❤❡ ♣✉♠♣✐♥❣ ✇❡❧❧✳ ❚❤❡ ♣✉♠♣✐♥❣ ✇❡❧❧ ✇❛s ❞❡s✐❣♥❡❞ ✇✐t❤ t❤r❡❡ ✐s♦❧❛t❡❞ ✇❡❧❧ s❝r❡❡♥s

t♦ ❡♥❛❜❧❡ ✇❛t❡r ❡①tr❛❝t✐♦♥ ❢r♦♠ ❞✐✛❡r❡♥t ❞❡♣t❤s✳ ❇② ❡①tr❛❝t✐♥❣ ✇❛t❡r ❢r♦♠ ❛ ♣❛rt✐❛❧❧②

♣❡♥❡tr❛t✐♥❣ ✇❡❧❧✱ ❛ str♦♥❣ ✈❡rt✐❝❛❧ ✢♦✇ ❝♦♠♣♦♥❡♥t ✐s ✐♥❞✉❝❡❞ ✇❤✐❝❤ ✐s r❡q✉✐r❡❞ t♦ r❡✲

s♦❧✈❡ t❤❡ ❞✐r❡❝t✐♦♥❛❧ ❞❡♣❡♥❞❡♥❝❡ ♦❢ ❤②❞r❛✉❧✐❝ ❝♦♥❞✉❝t✐✈✐t② ✐♥ str❛t✐✜❡❞ ❛q✉✐❢❡rs✳ ❚❤❡

♦❜s❡r✈❛t✐♦♥ ✇❡❧❧s ✇❡r❡ ✐♥st❛❧❧❡❞ ❡✐t❤❡r ❛s ♠✉❧t✐✲❧❡✈❡❧ ✇❡❧❧s ♦r ❛s ❝❧✉st❡rs ♦❢ ♣❛rt✐❛❧❧② ♣❡♥✲

❡tr❛t✐♥❣ ✇❡❧❧s✱ ❢❛❝✐❧✐t❛t✐♥❣ t❤❡ ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥ ♦❢ ❤②❞r❛✉❧✐❝ r❡s♣♦♥s❡s ❛t ❞✐✛❡r❡♥t ❞❡♣t❤s✳ ❚♦

❛❝❝♦✉♥t ❢♦r ❤♦r✐③♦♥t❛❧ ❛♥✐s♦tr♦♣②✱ ❛t ❧❡❛st ❛ ❢❡✇ ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥ ✇❡❧❧s ♥❡❡❞ t♦ ❜❡ ♣❧❛❝❡❞ ✐♥

❛ ❞✐✛❡r❡♥t ❞✐r❡❝t✐♦♥ t♦ t❤❡ ♣✉♠♣✐♥❣ ✇❡❧❧ t❤❛♥ ❛❧♦♥❣ ❛ ♠❛✐♥ tr❛♥s❡❝t ♦♥❧②✳

❍♦✇ s❤♦✉❧❞ ❧❛r❣❡ ✜❡❧❞ ❞❛t❛s❡ts ❜❡ ❤❛♥❞❧❡❞ ❛♥❞ ✇❤✐❝❤ ❞❛t❛ ❝♦♠♣r❡ss✐♦♥

s❤♦✉❧❞ ❜❡ ✉s❡❞ ❜❡❢♦r❡ ✐♥✈❡rs✐♦♥❄

❆ t♦t❛❧ ♦❢ ✷✷ ♣✉♠♣✐♥❣✲t❡st s❡r✐❡s ✇❡r❡ ♣❡r❢♦r♠❡❞ ✐♥ ✇❤✐❝❤ ✇❛t❡r ✇❛s s❡q✉❡♥t✐❛❧❧② ❡①✲

tr❛❝t❡❞ ❢r♦♠ t❤❡ t❤r❡❡ ❞✐✛❡r❡♥t ✇❡❧❧ s❝r❡❡♥s✱ ♠❡❛s✉r✐♥❣ ♠♦r❡ t❤❛♥ ✶✵✵✵ tr❛♥s✐❡♥t ❞r❛✇✲

❞♦✇♥ r❡s♣♦♥s❡s ✐♥ t❤❡ ✇❡❧❧ ♥❡t✇♦r❦ ♦❢ ✺✽ ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥ ♣♦✐♥ts✳ ❇② r❡♣❡❛t✐♥❣ t❤❡ t❡sts

✇✐t❤ ❞✐✛❡r❡♥t ♣✉♠♣✐♥❣ r❛t❡s ❛♥❞ t❤❡♥ r❡s❝❛❧✐♥❣ t❤❡ r❡s✉❧ts t♦ ❛ ❝♦♠♠♦♥ r❛t❡ ❛❧❧♦✇❡❞

❝❤❡❝❦✐♥❣ t❤❡ r❡♣r♦❞✉❝✐❜✐❧✐t② ♦❢ t❤❡ ♣❡r❢♦r♠❡❞ ♣✉♠♣✐♥❣ t❡sts✳ ❈♦♥s✐❞❡r✐♥❣ ❡①tr❛❝t✐♦♥

❢r♦♠ ❡❛❝❤ ✇❡❧❧ s❝r❡❡♥ ❛t ❛ t✐♠❡✱ ■ ❛✈❡r❛❣❡❞ ❛❧❧ r❡♣r♦❞✉❝✐❜❧❡ ❞❛t❛ ♦❢ ❛♥ ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥ ♣♦✐♥t

r❡❞✉❝✐♥❣ t❤❡ ❧❛r❣❡ ❞❛t❛ ✈♦❧✉♠❡ t♦ ❛ ♠❛♥❛❣❡❛❜❧❡ s✐③❡✳

❆♥❛❧②③✐♥❣ t❤❡ st❡❛❞②✲s❤❛♣❡ r❡❣✐♠❡ ♦❢ t❤❡ ♣✉♠♣✐♥❣ t❡sts ♣r♦✈✐❞❡❞ ❛ ❜❡♥❡✜❝✐❛❧ ❛♣✲

♣r♦❛❝❤ ✐♥ ❞❛t❛ ❛♥❛❧②s✐s✱ ✇✐t❤ ✇❤✐❝❤ t❤❡ ❝❤❛❧❧❡♥❣❡s r❡❧❛t❡❞ t♦ ❛♥❛❧②③✐♥❣ tr❛♥s✐❡♥t ❞❛t❛

♦r ♦❢ r❡❛❝❤✐♥❣ st❡❛❞② st❛t❡ ❞r❛✇❞♦✇♥ ✐♥ ✜❡❧❞ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s ✇❡r❡ ❛✈♦✐❞❡❞ ✭❇♦❤❧✐♥❣ ❡t

❛❧✳ ✷✵✵✷✱ ❇♦❤❧✐♥❣ ❡t ❛❧✳ ✷✵✵✼✮✳ ■♥ ♣♦st❡r✐♦r ❞❛t❛ ❝❛❧✐❜r❛t✐♦♥✱ ■ ❤❛✈❡ ❞❡♠♦♥str❛t❡❞

t❤❛t ✐♠♣❧❡♠❡♥t✐♥❣ ❛ ✈✐rt✉❛❧ r❡❢❡r❡♥❝❡ ♣♦✐♥t t♦ ❝♦♠♣✉t❡ ❞r❛✇❞♦✇♥ ❞✐✛❡r❡♥❝❡s ✐s ❛ r❡❛✲
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❈❍❆P❚❊❘ ✻✳ ❈❖◆❈▲❯❙■❖◆❙ ❆◆❉ ❖❯❚▲❖❖❑

s♦♥❛❜❧❡ ❛❧t❡r♥❛t✐✈❡ t♦ t❤❡ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥ ♦❢ ❞r❛✇❞♦✇♥ ❞✐✛❡r❡♥❝❡s ❜❛s❡❞ ♦♥ ♣❛✐rs ♦❢ tr✉❡

♦❜s❡r✈❛t✐♦♥ ♣♦✐♥ts✱ ❢♦r ✇❤✐❝❤ ✐♥❤❡r❡♥t ♠❡❛s✉r❡♠❡♥t ❡rr♦rs ♠✐❣❤t ❜❡ ♣r♦♣❛❣❛t❡❞✳

❍♦✇ s❤♦✉❧❞ ❛ ❣r♦✉♥❞✇❛t❡r ✢♦✇ ♠♦❞❡❧ ❜❡ s❡t✉♣ t♦ r❡♣r❡s❡♥t ✇❡❧❧ t❤❡ tr✉❡

s②st❡♠ ❛♥❞ ❤♦✇ s❤♦✉❧❞ ♠♦❞❡❧ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ❜❡ ❡✈❛❧✉❛t❡❞❄

❚♦ ❛ss❡ss t❤❡ ❡✛❡❝ts ♦❢ ❞✐✛❡r❡♥t ♠♦❞❡❧ s❡tt✐♥❣s✱ ■ ✜tt❡❞ t❤❡ r❡s♣♦♥s❡ ♦❢ ❛♥ ❛♥✐s♦tr♦♣✐❝

s✐♥❣❧❡✲❧❛②❡r❡❞ ❤♦♠♦❣❡♥❡♦✉s ♠♦❞❡❧✱ ❛♥❞ ❛ ❧♦❝❛❧❧② ❛♥✐s♦tr♦♣✐❝ ♠✉❧t✐✲❧❛②❡r ♠♦❞❡❧ t♦ t❤❡

✜❡❧❞ ❞❛t❛ ♦❢ t❤❡ ♣✉♠♣✐♥❣ t❡sts ✇✐t❤ ✇❛t❡r ❡①tr❛❝t✐♦♥ ❢r♦♠ ❞✐✛❡r❡♥t ❞❡♣t❤s✳ ❚♦ s❡t✉♣

t❤❡ ♠✉❧t✐✲❧❛②❡r ♠♦❞❡❧✱ ■ ✉s❡❞ ❛✈❛✐❧❛❜❧❡ ❧✐t❤♦❧♦❣✐❝ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ❢r♦♠ t❤❡ ❞r✐❧❧✐♥❣ ♣r♦✜❧❡

♦❢ t❤❡ ♣✉♠♣✐♥❣ ✇❡❧❧✳ ■♥ ❛❞❞✐t✐♦♥ t♦ ❝❛❧✐❜r❛t❡ r❛❞✐❛❧ ❛♥❞ ✈❡rt✐❝❛❧ ❤②❞r❛✉❧✐❝ ❝♦♥❞✉❝t✐✈✐t②

❢♦r ❡❛❝❤ ❤♦r✐③♦♥t❛❧ ❧❛②❡r✱ ■ ❝❛❧✐❜r❛t❡❞ t❤❡ ❡rr♦r ♠♦❞❡❧ ♣❛r❛♠❡t❡rs ❢♦r ❛ss❡ss✐♥❣ ♠♦❞❡❧

♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡✳

❚❤❡ r❡s✉❧ts s❤♦✇❡❞ t❤❛t ✐❢ s✉✣❝✐❡♥t ❞❛t❛ ❛r❡ ❛✈❛✐❧❛❜❧❡✱ ✐t ✐s ♣r❡❢❡r❛❜❧❡ t♦ r❡s♦❧✈❡

t❤❡ ♠❛✐♥ ✈❡rt✐❝❛❧ str✉❝t✉r❡ ♦❢ ❤②❞r❛✉❧✐❝ ❝♦♥❞✉❝t✐✈✐t② ♦✈❡r ✜tt✐♥❣ ❛ ✉♥✐❢♦r♠ ❡✛❡❝t✐✈❡

❝♦♥❞✉❝t✐✈✐t② t❡♥s♦r✳ ❆ ❜❡tt❡r ❛❣r❡❡♠❡♥t ✇❛s ♦❜t❛✐♥❡❞ ❜❡t✇❡❡♥ s✐♠✉❧❛t❡❞ ❛♥❞ ♠❡❛s✉r❡❞

❞r❛✇❞♦✇♥✱ ❛♥❞ s②st❡♠❛t✐❝ ❜✐❛s ✇❛s ❛✈♦✐❞❡❞✱ ✇✐t❤ t❤❡ ♠✉❧t✐✲❧❛②❡r ♠♦❞❡❧ t❤❛♥ ✇✐t❤ t❤❡

s✐♥❣❧❡✲❧❛②❡r ♦♥❡✳ ❚❤❡ r❡s✉❧t✐♥❣ ❡✛❡❝t✐✈❡ r❛❞✐❛❧ ❛♥❞ ✈❡rt✐❝❛❧ ❝♦♥❞✉❝t✐✈✐t✐❡s ♦❢ t❤❡ ♠✉❧t✐✲

❧❛②❡r ♠♦❞❡❧ t✉r♥❡❞ ♦✉t t♦ ❜❡ ✐♥❢♦r♠❛t✐✈❡ ♦♥❧② ✇❤❡♥ t❤❡ ✈❡rt✐❝❛❧ ✈❛r✐❛❜✐❧✐t② ✐♥ ❤②❞r❛✉❧✐❝

❝♦♥❞✉❝t✐✈✐t② ✇✐t❤✐♥ t❤❡ ❛q✉✐❢❡r ✇❛s ❝♦♥s✐❞❡r❡❞✳

■♥ ❣❡♥❡r❛❧✱ t❤❡ ❞❡t❡r♠✐♥❛t✐♦♥ ♦❢ ❧♦❝❛❧❧② ❛♥✐s♦tr♦♣✐❝ ❤♦r✐③♦♥t❛❧ ❧❛②❡rs ❝♦✉❧❞ ❜❡ ✈❛❧✐✲

❞❛t❡❞ ❜② ❝♦♠♣❛r✐♥❣ t❤❡ ❧♦❝❛❧❧② ❛♥✐s♦tr♦♣✐❝ ❣r♦✉♥❞✇❛t❡r ♠♦❞❡❧s t♦ ♣♦♦r❧② ♣❡r❢♦r♠✐♥❣

❧♦❝❛❧❧② ✐s♦tr♦♣✐❝ ❣r♦✉♥❞✇❛t❡r ♠♦❞❡❧s✳ ❚❤❡ ❧♦❝❛❧❧② ❛♥✐s♦tr♦♣✐❝ ♠✉❧t✐✲❧❛②❡r ♠♦❞❡❧ ❤❛❞ ❛

❜❡tt❡r ♦✈❡r❛❧❧ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ❛♥❞ ✇❛s ❢✉rt❤❡r ❡♥❤❛♥❝❡❞ ❜② ❛❞❛♣t✐♥❣ t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❤♦r✲

✐③♦♥t❛❧ ❧❛②❡rs t♦ t❤♦s❡ ✐♥❞✐❝❛t❡❞ ❜② t❤❡ ❝❛❧✐❜r❛t✐♦♥ r❡s✉❧ts✱ s❤♦✇✐♥❣ t❤❛t ❛ ♠✉❧t✐✲❧❛②❡r

♠♦❞❡❧ ✇✐t❤ ♦♥❡ ❧❛②❡r ♣❡r ✇❡❧❧ s❝r❡❡♥ ✐s ❛❞✈❛♥t❛❣❡♦✉s✳ ❚♦ ❞❡✜♥❡ t❤❡ ♣♦s✐t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❧❛②❡r

❜♦✉♥❞❛r✐❡s✱ t❤❡ ✐♥✐t✐❛❧❧② ✐♠♣❧❡♠❡♥t❡❞ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ❢r♦♠ t❤❡ ❞r✐❧❧✐♥❣ ♣r♦✜❧❡ ♣r♦✈❡❞ t♦ ❜❡

✈❛❧✉❛❜❧❡✱ ❜✉t ❛ss✉♠✐♥❣ ♠♦r❡ ❧❛②❡rs t❤❛♥ ❡①tr❛❝t✐♦♥ ❞❡♣t❤s ✇❛s ♥♦t r❡❛❧❧② ♥❡❝❡ss❛r② ❛t

t❤❡ s✐t❡✳

❋✐♥❛❧❧②✱ ■ ❝♦♠♣❛r❡❞ t❤❡ ❞❛t❛ ✐♥✈❡rs✐♦♥ ♦❢ ♣✉♠♣✐♥❣ t❡sts ✇✐t❤ ✇❛t❡r ❡①tr❛❝t✐♦♥ ❢r♦♠

❞✐✛❡r❡♥t ❞❡♣t❤s t♦ ❛♥ ❛♣♣r♦❛❝❤ ✐♥ ✇❤✐❝❤ ❞❛t❛ ❛ss♦❝✐❛t❡❞ ✇✐t❤ ✇❛t❡r ❡①tr❛❝t✐♦♥ ❢r♦♠ ❛

s✐♥❣❧❡ ✇❡❧❧ s❝r❡❡♥ ✇❛s ✐♥✈❡rt❡❞✳ ❲❤❡♥ ❛♥❛❧②③✐♥❣ ❞❛t❛ ✉s✐♥❣ ❛ ♣❛rt✐❛❧❧② ♣✉♠♣✐♥❣ ✇❡❧❧

✇✐t❤ ❛ s✐♥❣❧❡ ✇❡❧❧ s❝r❡❡♥✱ ❛♥✐s♦tr♦♣✐❝ ♦♥❡✲❧❛②❡r ♠♦❞❡❧s ❝♦✉❧❞ ❜❡ ✜tt❡❞ t♦ t❤❡ ❞❛t❛ r❡❛✲

s♦♥❛❜❧② ✇❡❧❧✱ ❜✉t t❤❡ ❝♦❡✣❝✐❡♥ts ❤✐❣❤❧② ❞❡♣❡♥❞❡❞ ♦♥ t❤❡ ❞❡♣t❤ ♦❢ ✇❛t❡r ❡①tr❛❝t✐♦♥✳ ❚❤❡

❛❜✐❧✐t② ♦❢ r❡♣r♦❞✉❝✐♥❣ t❤❡ ❞❛t❛ ❝♦✉❧❞ ❡❛s✐❧② ❜❡ ♠✐s✐♥t❡r♣r❡t❡❞ ❛s ❤❛✈✐♥❣ ✉♥❞❡rst♦♦❞ t❤❡

✽✷



✻✳✶✳ ❘❊❈❖▼▼❊◆❉❆❚■❖◆❙

❤②❞r❛✉❧✐❝ str✉❝t✉r❡ ♦❢ t❤❡ ❛q✉✐❢❡r✳ ❚❤❡ r❡s✉❧ts s❤♦✇❡❞ t❤❛t ❛ ❝♦♠❜✐♥❛t✐♦♥ ♦❢ ♣✉♠♣✐♥❣

t❡sts ✇✐t❤ ✇❛t❡r ❡①tr❛❝t✐♦♥ ❢r♦♠ ❞✐✛❡r❡♥t ❞❡♣t❤s ✐s ♥❡❝❡ss❛r② t♦ ❡st✐♠❛t❡ t❤❡ ✈❡rt✐❝❛❧

✈❛r✐❛❜✐❧✐t② ❛♥❞ ❛♥✐s♦tr♦♣② ♦❢ str❛t✐✜❡❞ ❛q✉✐❢❡rs✳

✻✳✶ ❘❡❝♦♠♠❡♥❞❛t✐♦♥s

■ ❤❛✈❡ ❞❡♠♦♥str❛t❡❞ t❤❡ ❛♣♣❧✐❝❛❜✐❧✐t② ♦❢ ✐♥✈❡rt✐♥❣ t♦♠♦❣r❛♣❤✐❝ ♣✉♠♣✐♥❣ t❡sts t❤❛t

t❛r❣❡t t❤❡ ✈❡rt✐❝❛❧ ✈❛r✐❛❜✐❧✐t② ❛♥❞ ❛♥✐s♦tr♦♣② ♦❢ ♣♦t❡♥t✐❛❧❧② str❛t✐✜❡❞ ❛q✉✐❢❡rs✳ ❖❢ ❝♦✉rs❡✱

t❤❡ ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ ❡✛♦rt ♦❢ ✐♥st❛❧❧✐♥❣ ❛ ♠✉❧t✐✲s❡❝t✐♦♥ ♣❛rt✐❛❧❧② ♣❡♥❡tr❛t✐♥❣ ✇❡❧❧ ♦❢ ❛ ❧❛r❣❡

❞✐❛♠❡t❡r ❝♦♠❡s ✇✐t❤ ❛ ❝♦♥s✐❞❡r❛❜❧② ❤✐❣❤ ❡✛♦rt✳ P❡r❢♦r♠✐♥❣ t❤❡ ♣✉♠♣✐♥❣ t❡sts✱ ❤♦✇❡✈❡r✱

✐s ♥♦t r❡str✐❝t❡❞ t♦ s✉❝❤ ❛ ❧❛r❣❡✲❞✐❛♠❡t❡r ✇❡❧❧ ♦r t♦ t❤❡ s❝r❡❡♥ ❧❡♥❣t❤s ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ ✐♥ t❤✐s

st✉❞②✳ ❚❤❡ ✇❡❧❧ ✇❛s ❞❡s✐❣♥❡❞ t♦ ❛❧❧♦✇ ❛ ♣✉♠♣✐♥❣ r❛t❡ t❤❛t ✐♥❞✉❝❡s ❛ s✉✣❝✐❡♥t❧② ❧❛r❣❡

❞❡♣r❡ss✐♦♥ ❝♦♥❡ ✇✐t❤✐♥ ❛ ♠❡❛s✉r❛❜❧❡ s✐❣♥❛❧ r❛♥❣❡ ✐♥ ❛ ❤✐❣❤❧② ♣r♦❞✉❝t✐✈❡ ❣r❛✈❡❧ ❛q✉✐❢❡r✳

❋♦r ♦t❤❡r ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s✱ t❤❡ ❞✐❛♠❡t❡r ❛♥❞ s❝r❡❡♥ ❧❡♥❣t❤s ♦❢ t❤❡ ❡①tr❛❝t✐♦♥ ✇❡❧❧ ❝♦✉❧❞ ❜❡

❛❞❥✉st❡❞ ❞❡♣❡♥❞✐♥❣ ♦♥ t❤❡ s❝❛❧❡ ❛♥❞ ❛q✉✐❢❡r ✉♥❞❡r ✐♥✈❡st✐❣❛t✐♦♥✳

❚♦ ❥✉st✐❢② t❤❡ ❛ss✉♠♣t✐♦♥ ♦❢ r❛❞✐❛❧ s②♠♠❡tr✐❝ ✢♦✇ ✭♥❡❣❧❡❝t✐♥❣ ❤♦r✐③♦♥t❛❧ ❤❡t❡r♦❣❡♥❡✲

✐t② ❛♥❞✴♦r ❛♥✐s♦tr♦♣②✮ ✐t ✇❛s ✐♠♣♦rt❛♥t t♦ ✐♥st❛❧❧ ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥ ✇❡❧❧s ✐♥ s❡✈❡r❛❧ ❞✐r❡❝t✐♦♥s

❢r♦♠ t❤❡ ♣✉♠♣✐♥❣ ✇❡❧❧✳ ❚♦ ❢✉rt❤❡r ✐♠♣r♦✈❡ t❤❡ ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ ❞❡s✐❣♥✱ ■ r❡❝♦♠♠❡♥❞ t♦

t❛✐❧♦r t❤❡ ✐♥st❛❧❧❛t✐♦♥ ♦❢ ♠✉❧t✐✲❧❡✈❡❧ ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥ ✇❡❧❧s✳ ❚❤❡ ❡✛♦rts r❡q✉✐r❡❞ t♦ ✐♥st❛❧❧

♠✉❧t✐✲❧❡✈❡❧ ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥ ✇❡❧❧s✱ t♦ ♦❜s❡r✈❡ t❤❡ ❤②❞r❛✉❧✐❝ r❡s♣♦♥s❡ ✐♥ t❤♦s❡ ✇❡❧❧s✱ ❛♥❞ t♦

♣r♦❝❡ss t❤❡ ♦❜t❛✐♥❡❞ ✜❡❧❞ ❞❛t❛ ♠❛② ❜❡ r❡❞✉❝❡❞ ❜② ❞❡✈❡❧♦♣✐♥❣ ❛ ❞❡♣t❤✲♦r✐❡♥t❡❞ ♠❡❛s✉r❡✲

♠❡♥t ♥❡t✇♦r❦ ♣❛rt✐❝✉❧❛r❧② ✐♥ ♦♥❡ ❞✐r❡❝t✐♦♥ ✇❤✐❧❡ ❝♦♥s✐❞❡r✐♥❣ ✐♥❞✐✈✐❞✉❛❧ ❝♦♥tr♦❧ ♣♦✐♥ts

✐♥ ❢✉rt❤❡r ❞✐r❡❝t✐♦♥s✳

❆s ♠❡♥t✐♦♥❡❞ ♣r❡✈✐♦✉s❧②✱ t❤❡ ♠✉❧t✐✲❧❛②❡r ♠♦❞❡❧ ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ ❢♦r t❤❡ ✐♥✈❡rs✐♦♥ ♦❢ t❤❡

✜❡❧❞ t❡st ❞❛t❛ ✇❛s ❜❛s❡❞ ♦♥❧② ♦♥ ❣❡♦❧♦❣✐❝❛❧ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ♦❜t❛✐♥❡❞ t❤r♦✉❣❤ t❤❡ ❞r✐❧❧✐♥❣

♣r♦✜❧❡ ♦❢ t❤❡ ♣✉♠♣✐♥❣ ✇❡❧❧✳ ❚♦ ✐♠♣r♦✈❡ t❤❡ ❞❡❧✐♥❡❛t✐♦♥ ♦❢ ❤②❞r❛✉❧✐❝❛❧❧② r❡❧❡✈❛♥t ❧❛②❡rs✱

■ s✉❣❣❡st ♣❡r❢♦r♠✐♥❣ ✢♦✇♠❡t❡r ❛♥❞ ❞✐r❡❝t✲♣✉s❤ ✐♥❥❡❝t✐♦♥✲❧♦❣❣✐♥❣ t❡sts✳ ❲✐t❤ t❤✐s✱ t❤❡

❡①✐st❡♥❝❡ ♦❢ ❝♦♥s✐st❡♥t ❧❛②❡rs ✇✐t❤ ❤✐❣❤❡r ♦r ❧♦✇❡r ❝♦♥❞✉❝t✐✈✐t✐❡s ❛❝r♦ss s❡✈❡r❛❧ ✈❡rt✐❝❛❧

♣r♦✜❧❡s ❝♦✉❧❞ ❜❡ ✈❡r✐✜❡❞✳

❖✈❡r❛❧❧✱ t❤❡ ❤②❞r❛✉❧✐❝✲t♦♠♦❣r❛♣❤② ❛♣♣r♦❛❝❤ ✐♥✈❡st✐❣❛t❡❞ ✐♥ t❤✐s t❤❡s✐s s❤♦✇s ✐ts

♣♦t❡♥t✐❛❧ ❢♦r ❡st✐♠❛t✐♥❣ t❤❡ ❤②❞r❛✉❧✐❝ ❛♥✐s♦tr♦♣② ✐♥t❡rr❡❧❛t❡❞ ✇✐t❤ t❤❡ ✈❡rt✐❝❛❧ ❤❡t❡r♦✲

❣❡♥❡✐t② ✐♥ str❛t✐✜❡❞ ❛q✉✐❢❡rs✳ ❨❡t✱ t❤❡ ❛♣♣r♦❛❝❤ r❡q✉✐r❡s ♣r❡❝✐s❡ ❦♥♦✇❧❡❞❣❡ ♦♥ ✈❡rt✐❝❛❧

✽✸



❈❍❆P❚❊❘ ✻✳ ❈❖◆❈▲❯❙■❖◆❙ ❆◆❉ ❖❯❚▲❖❖❑

✈❛r✐❛t✐♦♥s ✐♥ ❤②❞r❛✉❧✐❝ ❝♦♥❞✉❝t✐✈✐t②✳ ❋✉rt❤❡r r❡s❡❛r❝❤ ✐s ♥❡❝❡ss❛r② t♦ r❡❞✉❝❡ t❤❡ ✉♥❝❡r✲

t❛✐♥t② ♦❢ ❛♥✐s♦tr♦♣② ❡st✐♠❛t❡s ❜② ✐♠♣r♦✈✐♥❣ t❤❡ ✐♥t❡❣r❛t✐♦♥ ♦❢ s✉❜s✉r❢❛❝❡ ❤❡t❡r♦❣❡♥❡✐t②✳

■ r❡❝♦♠♠❡♥❞ t♦ ❝♦♠❜✐♥❡ t❤❡ ❛♣♣r♦❛❝❤ ✇✐t❤ ❢✉rt❤❡r ❤②❞r♦❣❡♦❧♦❣✐❝❛❧ s✉❜s✉r❢❛❝❡ ✐♥✈❡st✐✲

❣❛t✐♦♥ t❡❝❤♥✐q✉❡s✳ ❋♦r ❡①❛♠♣❧❡✱ ✉s✐♥❣ tr❛❝❡r t♦♠♦❣r❛♣❤② t♦ ❞❡❧✐♥❡❛t❡ ♣r❡❢❡r❡♥t✐❛❧ ✢♦✇

♣❛t❤s ❝❛♥ ♣r♦✈✐❞❡ ✈❛❧✉❛❜❧❡ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ r❡❣❛r❞✐♥❣ ✈❡rt✐❝❛❧ ❝♦♥❞✉❝t✐✈✐t② ✈❛r✐❛t✐♦♥s✳ ❲✐t❤

t❤✐s✱ ♠♦❞❡❧ ❡rr♦rs ♠✐❣❤t ❜❡ r❡❞✉❝❡❞ ❛♥❞ t❤❡ ♣r❡❞✐❝t✐♦♥ ✉♥❝❡rt❛✐♥t② ♦❢ ❛♥✐s♦tr♦♣② ❝♦✉❧❞

❜❡ ❞❡❝r❡❛s❡❞✳ ❚❤❡ s❛♠❡ ♠♦♥✐t♦r✐♥❣ ♥❡t✇♦r❦ ✉s❡❞ ❢♦r t❤❡ ❤②❞r❛✉❧✐❝ t♦♠♦❣r❛♣❤② ❝♦✉❧❞

❜❡ ✉s❡❞ t♦ ♠♦♥✐t♦r t❤❡ ❡✈♦❧✉t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ tr❛❝❡r ♣❧✉♠❡✱ ♠✐♥✐♠✐③✐♥❣ t❤❡ ❡①tr❛ ✜❡❧❞ ✇♦r❦✳

❊✈❡♥ t❤♦✉❣❤ t❤❡ ❤♦r✐③♦♥t❛❧ ✈❛r✐❛❜✐❧✐t② ✐s ♦❢t❡♥ s♠❛❧❧❡r t❤❛♥ t❤❡ ❞✐✛❡r❡♥❝❡s ❛♠♦♥❣

t❤❡ ✈❡rt✐❝❛❧ ❧❛②❡rs✱ t❤❡ ❛ss✉♠♣t✐♦♥ ♦❢ t✇♦✲❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧ r❛❞✐❛❧ s②♠♠❡tr✐❝ ✢♦✇ ♠❛② ♥♦t

❛❧✇❛②s ❜❡ ✈❛❧✐❞ ❛t ♦t❤❡r ✜❡❧❞ s✐t❡s ❛♥❞ ❛ t❤r❡❡ ❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧ ♣r♦❜❧❡♠ ♠✐❣❤t ❤❛✈❡ t♦ ❜❡

❝♦♥s✐❞❡r❡❞✳

✽✹



❘❡❢❡r❡♥❝❡s

❆✐❣♥❡r✱ ❚✳✱ ❍❡✐♥③✱ ❏✳✱ ❍♦r♥✉♥❣✱ ❏✳✱ ❛♥❞ ❆s♣r✐♦♥✱ ❯✳ ✭✶✾✾✽✮✳ ❆ ❤✐❡r❛r❝❤✐❝❛❧ ♣r♦❝❡ss✲

❛♣♣r♦❛❝❤ t♦ r❡s❡r✈♦✐r ❤❡t❡r♦❣❡♥❡✐t②✿ ❊①❛♠♣❧❡s ❢r♦♠ ♦✉t❝r♦♣ ❛♥❛❧♦❣✉❡s✳ ❇✉❧❧✳ ❈❡♥t✳

❘❡❝❤✳ ❊❧❢ ❊①♣❧♦r✳ Pr♦❞✳ ✷✷✱ ✶✲✶✶✳

❇❛✐r✱ ❊✳ ❙✳ ❛♥❞ ▲❛❤♠✱ ❚✳ ❉✳ ✭✶✾✾✻✮✳ ❱❛r✐❛t✐♦♥s ✐♥ ❝❛♣t✉r❡✲③♦♥❡ ❣❡♦♠❡tr② ♦❢ ❛ ♣❛rt✐❛❧❧②

♣❡♥❡tr❛t✐♥❣ ♣✉♠♣✐♥❣ ✇❡❧❧ ✐♥ ❛♥ ✉♥❝♦♥✜♥❡❞ ❛q✉✐❢❡r✳ ●r♦✉♥❞ ❲❛t❡r✱ ✸✹✭✺✮✿✽✹✷✕✽✺✷✳

❇❛r❧❡❜♦✱ ❍✳ ❈✳✱ ❍✐❧❧✱ ▼✳ ❈✳✱ ❛♥❞ ❘♦s❜❥❡r❣✱ ❉✳ ✭✷✵✵✹✮✳ ■♥✈❡st✐❣❛t✐♥❣ t❤❡ ♠❛❝r♦❞✐s♣❡rs✐♦♥

❡①♣❡r✐♠❡♥t ✭♠❛❞❡✮ s✐t❡ ✐♥ ❝♦❧✉♠❜✉s✱ ♠✐ss✐ss✐♣♣✐✱ ✉s✐♥❣ ❛ t❤r❡❡✲❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧ ✐♥✈❡rs❡

✢♦✇ ❛♥❞ tr❛♥s♣♦rt ♠♦❞❡❧✳ ❲❛t❡r ❘❡s♦✉r❝❡s ❘❡s❡❛r❝❤✱ ✹✵✭✹✮✳

❇❡❛r✱ ❏✳ ✭✶✾✼✷✮✳ ❉②♥❛♠✐❝s ♦❢ ❋❧✉✐❞s ✐♥ P♦r♦✉s ▼❡❞✐❛✳ ❉♦✈❡r P✉❜❧✐❝❛t✐♦♥s✱ ■♥❝✳✱ ◆❡✇

❨♦r❦✳

❇❡♥♥❡tt✱ ❏✳ P✳✱ ❍❛s❧❛✉❡r✱ ❈✳ P✳✱ ❛♥❞ ❈✐r♣❦❛✱ ❖✳ ❆✳ ✭✷✵✶✼✮✳ ❚❤❡ ✐♠♣❛❝t ♦❢ s❡❞✐♠❡♥✲

t❛r② ❛♥✐s♦tr♦♣② ♦♥ s♦❧✉t❡ ♠✐①✐♥❣ ✐♥ st❛❝❦❡❞ s❝♦✉r✲♣♦♦❧ str✉❝t✉r❡s✳ ❲❛t❡r ❘❡s♦✉r❝❡s

❘❡s❡❛r❝❤✱ ✺✸✭✹✮✿✷✽✶✸✕✷✽✸✷✳

❇❡♥♥❡tt✱ ❏✳ P✳✱ ❍❛s❧❛✉❡r✱ ❈✳ P✳✱ ❘♦ss✱ ▼✳✱ ❛♥❞ ❈✐r♣❦❛✱ ❖✳ ❆✳ ✭✷✵✶✾✮✳ ❆♥ ♦♣❡♥✱

♦❜❥❡❝t✲❜❛s❡❞ ❢r❛♠❡✇♦r❦ ❢♦r ❣❡♥❡r❛t✐♥❣ ❛♥✐s♦tr♦♣② ✐♥ s❡❞✐♠❡♥t❛r② s✉❜s✉r❢❛❝❡ ♠♦❞✲

❡❧s✳ ●r♦✉♥❞✇❛t❡r✱ ✺✼✭✸✮✿✹✷✵✕✹✷✾✳

❇❡✈❡♥✱ ❑✳ ✭✷✵✵✷✮✳ ❚♦✇❛r❞s ❛ ❝♦❤❡r❡♥t ♣❤✐❧♦s♦♣❤② ❢♦r ♠♦❞❡❧❧✐♥❣ t❤❡ ❡♥✈✐r♦♥♠❡♥t✳ Pr♦✲

❝❡❡❞✐♥❣s ♦❢ t❤❡ ❘♦②❛❧ ❙♦❝✐❡t② ♦❢ ▲♦♥❞♦♥✳ ❙❡r✐❡s ❆✿ ▼❛t❤❡♠❛t✐❝❛❧✱ P❤②s✐❝❛❧ ❛♥❞ ❊♥❣✐✲

♥❡❡r✐♥❣ ❙❝✐❡♥❝❡s✱ ✹✺✽✭✷✵✷✻✮✿✷✹✻✺✕✷✹✽✹✳

❇♦❤❧✐♥❣✱ ●✳ ❈✳ ✭✷✵✵✾✮✳ ❙❡♥s✐t✐✈✐t② ❛♥❞ r❡s♦❧✉t✐♦♥ ♦❢ t♦♠♦❣r❛♣❤✐❝ ♣✉♠♣✐♥❣ t❡sts ✐♥ ❛♥

❛❧❧✉✈✐❛❧ ❛q✉✐❢❡r✳ ❲❛t❡r ❘❡s♦✉r❝❡s ❘❡s❡❛r❝❤✱ ✹✺✿❆rt♥ ❲✵✷✹✷✵✳



❘❊❋❊❘❊◆❈❊❙

❇♦❤❧✐♥❣✱ ●✳ ❈✳✱ ❇✉t❧❡r✱ ❏✳ ❏✳✱ ❩❤❛♥✱ ❳✳ ❨✳✱ ❛♥❞ ❑♥♦❧❧✱ ▼✳ ❉✳ ✭✷✵✵✼✮✳ ❆ ✜❡❧❞ ❛ss❡ss♠❡♥t

♦❢ t❤❡ ✈❛❧✉❡ ♦❢ st❡❛❞② s❤❛♣❡ ❤②❞r❛✉❧✐❝ t♦♠♦❣r❛♣❤② ❢♦r ❝❤❛r❛❝t❡r✐③❛t✐♦♥ ♦❢ ❛q✉✐❢❡r

❤❡t❡r♦❣❡♥❡✐t✐❡s✳ ❲❛t❡r ❘❡s♦✉r❝❡s ❘❡s❡❛r❝❤✱ ✹✸✭✺✮✳

❇♦❤❧✐♥❣✱ ●✳ ❈✳✱ ❩❤❛♥✱ ❳✳ ❨✳✱ ❇✉t❧❡r✱ ❏✳ ❏✳✱ ❛♥❞ ❩❤❡♥❣✱ ▲✳ ✭✷✵✵✷✮✳ ❙t❡❛❞② s❤❛♣❡ ❛♥❛❧②s✐s

♦❢ t♦♠♦❣r❛♣❤✐❝ ♣✉♠♣✐♥❣ t❡sts ❢♦r ❝❤❛r❛❝t❡r✐③❛t✐♦♥ ♦❢ ❛q✉✐❢❡r ❤❡t❡r♦❣❡♥❡✐t✐❡s✳ ❲❛t❡r

❘❡s♦✉r❝❡s ❘❡s❡❛r❝❤✱ ✸✽✭✶✷✮✳

❇♦r❣❤✐✱ ❆✳✱ ❘❡♥❛r❞✱ P✳✱ ❛♥❞ ❈♦✉rr✐♦✉①✱ ●✳ ✭✷✵✶✺✮✳ ●❡♥❡r❛t✐♦♥ ♦❢ ✸❞ s♣❛t✐❛❧❧② ✈❛r✐❛❜❧❡

❛♥✐s♦tr♦♣② ❢♦r ❣r♦✉♥❞✇❛t❡r ✢♦✇ s✐♠✉❧❛t✐♦♥s✳ ●r♦✉♥❞✇❛t❡r✱ ✺✸✭✻✮✿✾✺✺✕✾✺✽✳

❇♦✉r❞❡t✱ ❉✳✱ ❆②♦✉❜✱ ❏✳✱ ❛♥❞ P✐r❛r❞✱ ❨✳ ✭✶✾✽✾✮✳ ❯s❡ ♦❢ Pr❡ss✉r❡ ❉❡r✐✈❛t✐✈❡ ✐♥ ❲❡❧❧ ❚❡st

■♥t❡r♣r❡t❛t✐♦♥✳ ❙P❊ ❋♦r♠❛t✐♦♥ ❊✈❛❧✉❛t✐♦♥✱ ✹✭✵✷✮✿✷✾✸✕✸✵✷✳

❇✉t❧❡r✱ ❏✳ ❏✳✱ ❉✐❡tr✐❝❤✱ P✳✱ ❲✐tt✐❣✱ ❱✳✱ ❛♥❞ ❈❤r✐st②✱ ❚✳ ✭✷✵✵✼✮✳ ❈❤❛r❛❝t❡r✐③✐♥❣ ❤②❞r❛✉❧✐❝

❝♦♥❞✉❝t✐✈✐t② ✇✐t❤ t❤❡ ❞✐r❡❝t✲♣✉s❤ ♣❡r♠❡❛♠❡t❡r✳ ●r♦✉♥❞ ❲❛t❡r✱ ✹✺✭✹✮✿✹✵✾✕✹✶✾✳

❇✉t❧❡r✱ ❏✳ ❏✳✱ ❍❡❛❧❡②✱ ❏✳ ▼✳✱ ▼❝❈❛❧❧✱ ●✳ ❲✳✱ ●❛r♥❡tt✱ ❊✳ ❏✳✱ ❛♥❞ ▲♦❤❡✐❞❡✱ ❙✳ P✳ ✭✷✵✵✷✮✳

❍②❞r❛✉❧✐❝ t❡sts ✇✐t❤ ❞✐r❡❝t✲♣✉s❤ ❡q✉✐♣♠❡♥t✳ ●r♦✉♥❞ ❲❛t❡r✱ ✹✵✭✶✮✿✷✺✕✸✻✳

❈❛r❞✐✛✱ ▼✳ ❛♥❞ ❇❛rr❛s❤✱ ❲✳ ✭✷✵✶✶✮✳ ✸✲❞ tr❛♥s✐❡♥t ❤②❞r❛✉❧✐❝ t♦♠♦❣r❛♣❤② ✐♥ ✉♥❝♦♥✜♥❡❞

❛q✉✐❢❡rs ✇✐t❤ ❢❛st ❞r❛✐♥❛❣❡ r❡s♣♦♥s❡✳ ❲❛t❡r ❘❡s♦✉r❝❡s ❘❡s❡❛r❝❤✱ ✹✼✿❆rt♥ ❲✶✷✺✶✽✳

❈❛r❞✐✛✱ ▼✳✱ ❇❛rr❛s❤✱ ❲✳✱ ❑✐t❛♥✐❞✐s✱ P✳ ❑✳✱ ▼❛❧❛♠❛✱ ❇✳✱ ❘❡✈✐❧✱ ❆✳✱ ❙tr❛❢❛❝❡✱ ❙✳✱ ❛♥❞

❘✐③③♦✱ ❊✳ ✭✷✵✵✾✮✳ ❆ ♣♦t❡♥t✐❛❧✲❜❛s❡❞ ✐♥✈❡rs✐♦♥ ♦❢ ✉♥❝♦♥✜♥❡❞ st❡❛❞②✲st❛t❡ ❤②❞r❛✉❧✐❝

t♦♠♦❣r❛♣❤②✳ ●r♦✉♥❞ ❲❛t❡r✱ ✹✼✭✷✮✿✷✺✾✕✷✼✵✳

❈❤❛❧♦♥❡r✱ ❑✳ ❛♥❞ ❱❡r❞✐♥❡❧❧✐✱ ■✳ ✭✶✾✾✺✮✳ ❇❛②❡s✐❛♥ ❊①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ ❉❡s✐❣♥✿ ❆ ❘❡✈✐❡✇✳

❙t❛t✐st✐❝❛❧ ❙❝✐❡♥❝❡✱ ✶✵✭✸✮✿✷✼✸✕✸✵✹✳

❈❤❡♥✱ ❳✳ ❍✳✱ ❇✉r❜❛❝❤✱ ▼✳✱ ❛♥❞ ❈❤❡♥❣✱ ❈✳ ✭✷✵✵✽✮✳ ❊❧❡❝tr✐❝❛❧ ❛♥❞ ❤②❞r❛✉❧✐❝ ✈❡rt✐❝❛❧ ✈❛r✐✲

❛❜✐❧✐t② ✐♥ ❝❤❛♥♥❡❧ s❡❞✐♠❡♥ts ❛♥❞ ✐ts ❡✛❡❝ts ♦♥ str❡❛♠✢♦✇ ❞❡♣❧❡t✐♦♥ ❞✉❡ t♦ ❣r♦✉♥❞✲

✇❛t❡r ❡①tr❛❝t✐♦♥✳ ❏♦✉r♥❛❧ ♦❢ ❍②❞r♦❧♦❣②✱ ✸✺✷✭✸✲✹✮✿✷✺✵✕✷✻✻✳

❈❤❡♥✱ ❳✳ ❍✳✱ ❙♦♥❣✱ ❏✳ ❳✳✱ ❛♥❞ ❲❛♥❣✱ ❲✳ ❑✳ ✭✷✵✶✵✮✳ ❙♣❛t✐❛❧ ✈❛r✐❛❜✐❧✐t② ♦❢ s♣❡❝✐✜❝ ②✐❡❧❞

❛♥❞ ✈❡rt✐❝❛❧ ❤②❞r❛✉❧✐❝ ❝♦♥❞✉❝t✐✈✐t② ✐♥ ❛ ❤✐❣❤❧② ♣❡r♠❡❛❜❧❡ ❛❧❧✉✈✐❛❧ ❛q✉✐❢❡r✳ ❏♦✉r♥❛❧ ♦❢

❍②❞r♦❧♦❣②✱ ✸✽✽✭✸✲✹✮✿✸✼✾✕✸✽✽✳
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❈❤✐♦❣♥❛✱ ●✳✱ ❈✐r♣❦❛✱ ❖✳ ❆✳✱ ❘♦❧❧❡✱ ▼✳✱ ❛♥❞ ❇❡❧❧✐♥✱ ❆✳ ✭✷✵✶✺✮✳ ❍❡❧✐❝❛❧ ✢♦✇ ✐♥ t❤r❡❡✲

❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧ ♥♦♥st❛t✐♦♥❛r② ❛♥✐s♦tr♦♣✐❝ ❤❡t❡r♦❣❡♥❡♦✉s ♣♦r♦✉s ♠❡❞✐❛✳ ❲❛t❡r ❘❡s♦✉r❝❡s

❘❡s❡❛r❝❤✱ ✺✶✭✶✮✿✷✻✶✕✷✽✵✳

❈✐r♣❦❛✱ ❖✳ ❆✳✱ ❈❤✐♦❣♥❛✱ ●✳✱ ❘♦❧❧❡✱ ▼✳✱ ❛♥❞ ❇❡❧❧✐♥✱ ❆✳ ✭✷✵✶✺✮✳ ❚r❛♥s✈❡rs❡ ♠✐①✐♥❣ ✐♥ t❤r❡❡✲

❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧ ♥♦♥st❛t✐♦♥❛r② ❛♥✐s♦tr♦♣✐❝ ❤❡t❡r♦❣❡♥❡♦✉s ♣♦r♦✉s ♠❡❞✐❛✳ ❲❛t❡r ❘❡s♦✉r❝❡s

❘❡s❡❛r❝❤✱ ✺✶✭✶✮✿✷✹✶✕✷✻✵✳

❈♦❧❡♠❛♥✱ ❚✳ ❋✳ ❛♥❞ ▲✐✱ ❨✳ ❨✳ ✭✶✾✾✻✮✳ ❆♥ ✐♥t❡r✐♦r tr✉st r❡❣✐♦♥ ❛♣♣r♦❛❝❤ ❢♦r ♥♦♥❧✐♥❡❛r

♠✐♥✐♠✐③❛t✐♦♥ s✉❜❥❡❝t t♦ ❜♦✉♥❞s✳ ❙✐❛♠ ❏♦✉r♥❛❧ ♦♥ ❖♣t✐♠✐③❛t✐♦♥✱ ✻✭✷✮✿✹✶✽✕✹✹✺✳

❉❡♠♣st❡r✱ ❆✳ P✳✱ ▲❛✐r❞✱ ◆✳ ▼✳✱ ❛♥❞ ❘✉❜✐♥✱ ❉✳ ❇✳ ✭✶✾✼✼✮✳ ▼❛①✐♠✉♠ ❧✐❦❡❧✐❤♦♦❞ ❢r♦♠

✐♥❝♦♠♣❧❡t❡ ❞❛t❛ ✈✐❛ ❡♠ ❛❧❣♦r✐t❤♠✳ ❏♦✉r♥❛❧ ♦❢ t❤❡ ❘♦②❛❧ ❙t❛t✐st✐❝❛❧ ❙♦❝✐❡t② ❙❡r✐❡s

❇✲▼❡t❤♦❞♦❧♦❣✐❝❛❧✱ ✸✾✭✶✮✿✶✕✸✽✳

❉✐❡tr✐❝❤✱ ❈✳ ❘✳ ❛♥❞ ◆❡✇s❛♠✱ ●✳ ◆✳ ✭✶✾✾✸✮✳ ❆ ❢❛st ❛♥❞ ❡①❛❝t ♠❡t❤♦❞ ❢♦r ♠✉❧t✐❞✐♠❡♥✲

s✐♦♥❛❧ ❣❛✉ss✐❛♥ st♦❝❤❛st✐❝ s✐♠✉❧❛t✐♦♥s✳ ❲❛t❡r ❘❡s♦✉r❝❡s ❘❡s❡❛r❝❤✱ ✷✾✭✽✮✿✷✽✻✶✕✷✽✻✾✳

❉✐❡tr✐❝❤✱ P✳✱ ❇✉t❧❡r✱ ❏✳ ❏✳✱ ❛♥❞ ❋❛✐ss✱ ❑✳ ✭✷✵✵✽✮✳ ❆ r❛♣✐❞ ♠❡t❤♦❞ ❢♦r ❤②❞r❛✉❧✐❝ ♣r♦✜❧✐♥❣

✐♥ ✉♥❝♦♥s♦❧✐❞❛t❡❞ ❢♦r♠❛t✐♦♥s✳ ●r♦✉♥❞ ❲❛t❡r✱ ✹✻✭✷✮✿✸✷✸✕✸✷✽✳

❉♦❤❡rt②✱ ❏✳ ❛♥❞ ❈❤r✐st❡♥s❡♥✱ ❙✳ ✭✷✵✶✶✮✳ ❯s❡ ♦❢ ♣❛✐r❡❞ s✐♠♣❧❡ ❛♥❞ ❝♦♠♣❧❡① ♠♦❞❡❧s t♦

r❡❞✉❝❡ ♣r❡❞✐❝t✐✈❡ ❜✐❛s ❛♥❞ q✉❛♥t✐❢② ✉♥❝❡rt❛✐♥t②✳ ❲❛t❡r ❘❡s♦✉r❝❡s ❘❡s❡❛r❝❤✱ ✹✼✳

❊✐♥❛rs♦♥✱ ▼✳ ❉✳ ❛♥❞ ❈❤❡rr②✱ ❏✳ ❆✳ ✭✷✵✵✷✮✳ ❆ ♥❡✇ ♠✉❧t✐❧❡✈❡❧ ❣r♦✉♥❞ ✇❛t❡r ♠♦♥✐t♦r✲

✐♥❣ s②st❡♠ ✉s✐♥❣ ♠✉❧t✐❝❤❛♥♥❡❧ t✉❜✐♥❣✳ ●r♦✉♥❞ ❲❛t❡r ▼♦♥✐t♦r✐♥❣ ❛♥❞ ❘❡♠❡❞✐❛t✐♦♥✱

✷✷✭✹✮✿✺✷✕✻✺✳

❊r❞❛❧✱ ❉✳ ❛♥❞ ❈✐r♣❦❛✱ ❖✳ ❆✳ ✭✷✵✶✾✮✳ ●❧♦❜❛❧ s❡♥s✐t✐✈✐t② ❛♥❛❧②s✐s ❛♥❞ ❛❞❛♣t✐✈❡ st♦❝❤❛st✐❝

s❛♠♣❧✐♥❣ ♦❢ ❛ s✉❜s✉r❢❛❝❡✲✢♦✇ ♠♦❞❡❧ ✉s✐♥❣ ❛❝t✐✈❡ s✉❜s♣❛❝❡s✳ ❍②❞r♦❧♦❣② ❛♥❞ ❊❛rt❤

❙②st❡♠ ❙❝✐❡♥❝❡s✱ ✷✸✭✾✮✿✸✼✽✼✕✸✽✵✺✳

❋r❡❡③❡✱ ❘✳ ❛♥❞ ❈❤❡rr②✱ ❏✳ ✭✶✾✼✾✮✳ ●r♦✉♥❞✇❛t❡r✳ ✵✲✶✸✲✸✻✺✸✶✷✲✾✳ Pr❡♥t✐❝❡✲❍❛❧❧✳

●✐❛♥♥✐✱ ●✳✱ ❉♦❤❡rt②✱ ❏✳✱ ❛♥❞ ❇r✉♥♥❡r✱ P✳ ✭✷✵✶✾✮✳ ❈♦♥❝❡♣t✉❛❧✐③❛t✐♦♥ ❛♥❞ ❝❛❧✐❜r❛t✐♦♥ ♦❢

❛♥✐s♦tr♦♣✐❝ ❛❧❧✉✈✐❛❧ s②st❡♠s✿ P✐t❢❛❧❧s ❛♥❞ ❜✐❛s❡s✳ ●r♦✉♥❞✇❛t❡r✱ ✺✼✭✸✮✿✹✵✾✕✹✶✾✳

●♦tt❧✐❡❜✱ ❏✳ ❛♥❞ ❉✐❡tr✐❝❤✱ P✳ ✭✶✾✾✺✮✳ ■❞❡♥t✐✜❝❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♣❡r♠❡❛❜✐❧✐t② ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ✐♥

s♦✐❧ ❜② ❤②❞r❛✉❧✐❝ t♦♠♦❣r❛♣❤②✳ ■♥✈❡rs❡ Pr♦❜❧❡♠s✱ ✶✶✭✷✮✿✸✺✸✕✸✻✵✳
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❍✐❧❧✱ ▼✳ ❈✳ ❛♥❞ ❚✐❡❞❡♠❛♥✱ ❈✳ ❘✳ ✭✷✵✵✼✮✳ ❊✛❡❝t✐✈❡ ❣r♦✉♥❞✇❛t❡r ♠♦❞❡❧ ❝❛❧✐❜r❛t✐♦♥ ✇✐t❤

❛♥❛❧②s✐s ♦❢ ❞❛t❛✱ s❡♥s✐t✐✈✐t✐❡s✱ ❛♥❞ ✉♥❝❡rt❛✐♥t②✳ ❍♦❜♦❦❡♥✱ ◆❡✇ ❏❡rs❡②✿ ❏♦❤♥ ❲✐❧❡②

❛♥❞ ❙♦♥s✳

❍♦❣❡✱ ▼✳✱ ❲♦❤❧✐♥❣✱ ❚✳✱ ❛♥❞ ◆♦✇❛❦✱ ❲✳ ✭✷✵✶✽✮✳ ❆ ♣r✐♠❡r ❢♦r ♠♦❞❡❧ s❡❧❡❝t✐♦♥✿ ❚❤❡

❞❡❝✐s✐✈❡ r♦❧❡ ♦❢ ♠♦❞❡❧ ❝♦♠♣❧❡①✐t②✳ ❲❛t❡r ❘❡s♦✉r❝❡s ❘❡s❡❛r❝❤✱ ✺✹✭✸✮✿✶✻✽✽✕✶✼✶✺✳

❑❧❛♠♠❧❡r✱ ❍✳✱ ❍❛t✜❡❧❞✱ ❑✳✱ ◆❡♠❡r✱ ❇✳✱ ❛♥❞ ▼❛t❤✐❛s✱ ❙✳ ❆✳ ✭✷✵✶✶✮✳ ❆ tr✐❣♦♥♦♠❡tr✐❝ ✐♥✲

t❡r♣♦❧❛t✐♦♥ ❛♣♣r♦❛❝❤ t♦ ♠✐①❡❞✲t②♣❡ ❜♦✉♥❞❛r② ♣r♦❜❧❡♠s ❛ss♦❝✐❛t❡❞ ✇✐t❤ ♣❡r♠❡❛♠❡t❡r

s❤❛♣❡ ❢❛❝t♦rs✳ ❲❛t❡r ❘❡s♦✉r❝❡s ❘❡s❡❛r❝❤✱ ✹✼✿❆rt♥ ❲✵✸✺✶✵✳

❑❧❛♠♠❧❡r✱ ❍✳✱ ▲❛②t♦♥✱ ▲✳✱ ◆❡♠❡r✱ ❇✳✱ ❍❛t✜❡❧❞✱ ❑✳✱ ❛♥❞ ▼♦❤s❡♥✐✱ ❆✳ ✭✷✵✶✼✮✳ ❚❤❡♦r❡t✐❝❛❧

❛s♣❡❝ts ❢♦r ❡st✐♠❛t✐♥❣ ❛♥✐s♦tr♦♣✐❝ s❛t✉r❛t❡❞ ❤②❞r❛✉❧✐❝ ❝♦♥❞✉❝t✐✈✐t② ❢r♦♠ ✐♥✲✇❡❧❧ ♦r

❞✐r❡❝t✲♣✉s❤ ♣r♦❜❡ ✐♥❥❡❝t✐♦♥ t❡sts ✐♥ ✉♥✐❢♦r♠ ♠❡❞✐❛✳ ❆❞✈❛♥❝❡s ✐♥ ❲❛t❡r ❘❡s♦✉r❝❡s✱

✶✵✹✿✷✹✷✕✷✺✹✳

❑r✉s❡♠❛♥✱ ●✳ ❛♥❞ ❞❡ ❘✐❞❞❡r✱ ◆✳ ✭✶✾✾✹✮✳ ❆♥❛❧②s✐s ❛♥❞ ❊✈❛❧✉❛t✐♦♥ ♦❢ P✉♠♣✐♥❣ ❚❡st

❉❛t❛✱ ✈♦❧✉♠❡ ✹✼✳ ■♥t❡r♥❛t✐♦♥❛❧ ■♥st✐t✉t❡ ❢♦r ▲❛♥❞ ❘❡❝❧❛♠❛t✐♦♥ ❛♥❞ ■♠♣r♦✈❡♠❡♥t✱

❲❛❣❡♥✐♥❣❡♥✱ ❚❤❡ ◆❡t❤❡r❧❛♥❞s✳

▲❡ss♦✛✱ ❙✳ ❈✳✱ ❙❝❤♥❡✐❞❡✇✐♥❞✱ ❯✳✱ ▲❡✈❡♥✱ ❈✳✱ ❇❧✉♠✱ P✳✱ ❉✐❡tr✐❝❤✱ P✳✱ ❛♥❞ ❉❛❣❛♥✱ ●✳

✭✷✵✶✵✮✳ ❙♣❛t✐❛❧ ❝❤❛r❛❝t❡r✐③❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❤②❞r❛✉❧✐❝ ❝♦♥❞✉❝t✐✈✐t② ✉s✐♥❣ ❞✐r❡❝t✲♣✉s❤ ✐♥✲

❥❡❝t✐♦♥ ❧♦❣❣✐♥❣✳ ❲❛t❡r ❘❡s♦✉r❝❡s ❘❡s❡❛r❝❤✱ ✹✻✿❆rt♥ ❲✶✷✺✵✷✳

▲❡✉❜❡✱ P✳ ❈✳✱ ●❡✐❣❡s✱ ❆✳✱ ❛♥❞ ◆♦✇❛❦✱ ❲✳ ✭✷✵✶✷✮✳ ❇❛②❡s✐❛♥ ❛ss❡ss♠❡♥t ♦❢ t❤❡ ❡①♣❡❝t❡❞

❞❛t❛ ✐♠♣❛❝t ♦♥ ♣r❡❞✐❝t✐♦♥ ❝♦♥✜❞❡♥❝❡ ✐♥ ♦♣t✐♠❛❧ s❛♠♣❧✐♥❣ ❞❡s✐❣♥✳ ❲❛t❡r ❘❡s♦✉r❝❡s

❘❡s❡❛r❝❤✱ ✹✽✳

▲●❘❇ ✭✷✵✵✹✮✳ ●❡♦❧♦❣✐❝❛❧ ♠❛♣ ♦❢ ❇❛❞❡♥✲❲ürtt❡♠❜❡r❣✱ ●❡r♠❛♥②✳ ▲❛♥❞❡s❛♠t ❢ür ●❡✲

♦❧♦❣✐❡✱ ❘♦❤st♦✛❡ ✉♥❞ ❇❡r❣❜❛✉ ❇❛❞❡♥✲❲ürtt❡♠❜❡r❣✳

▼❛✐❡r✱ ❘✳✱ ●♦♥③❛❧❡③✲◆✐❝♦❧❛s✱ ❆✳✱ ▲❡✈❡♥✱ ❈✳✱ ◆♦✇❛❦✱ ❲✳✱ ❛♥❞ ❈✐r♣❦❛✱ ❖✳ ❆✳ ✭✷✵✷✵✮✳ ❏♦✐♥t

♦♣t✐♠✐③❛t✐♦♥ ♦❢ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥t ❛♥❞ ♠♦❞❡❧✐♥❣ str❛t❡❣✐❡s ✇✐t❤ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ t♦ r❛❞✐❛❧ ✢♦✇

✐♥ str❛t✐✜❡❞ ❛q✉✐❢❡rs✳ ❲❛t❡r ❘❡s♦✉r❝❡s ❘❡s❡❛r❝❤✱ ✺✻✭✼✮✿❆❘❚◆ ❡✷✵✶✾❲❘✵✷✻✽✼✷✳

▼❛✐❡r✱ ❘✳✱ ❙tr❛ss❡r✱ ❉✳✱ ❈✐r♣❦❛✱ ❖✳ ❆✳✱ ❛♥❞ ▲❡✈❡♥✱ ❈✳ ✭✷✵✷✶✮✳ ❉❛t❛ s❡t

♦♥ ♣✉♠♣✐♥❣ t❡sts ✐♥ ❛ ♣❛rt✐❛❧❧② ♣❡♥❡tr❛t✐♥❣ ✇❡❧❧ t♦ r❡s♦❧✈❡ ✈❡rt✐❝❛❧ ❛q✉✐❢❡r

❤❡t❡r♦❣❡♥❡✐t② ❛♥❞ ❤②❞r❛✉❧✐❝ ❛♥✐s♦tr♦♣②✳ ❊❜❡r❤❛r❞ ❑❛r❧s ❯♥✐✈❡rs✐tät ❚ü❜✐♥❣❡♥✳

❤tt♣✿✴✴❤❞❧✳❤❛♥❞❧❡✳♥❡t✴✶✵✾✵✵✳✶✴✷✼✹❡❛❜❝✾✲✵❡❞❞✲✹✵❜✶✲✾❡✸✹✲✺✹✶❝✵✾❝✹✹✼✾❝✳

✽✽
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▼ü❧❧❡r✱ P✳ ✭✷✵✵✺✮✳ ❙✐♠✉❧❛t✐♦♥ ❇❛s❡❞ ❖♣t✐♠❛❧ ❉❡s✐❣♥✳ ■♥ ❉❡②✱ ❉✳ ❑✳ ❛♥❞ ❘❛♦✱ ❈✳ ❘✳✱

❡❞✐t♦rs✱ ❍❛♥❞❜♦♦❦ ♦❢ ❙t❛t✐st✐❝s✱ ✈♦❧✉♠❡ ✷✺ ♦❢ ❇❛②❡s✐❛♥ ❚❤✐♥❦✐♥❣✱ ♣❛❣❡s ✺✵✾✕✺✶✽✳ ❊❧✲

s❡✈✐❡r✳

❖r❡s❦❡s✱ ◆✳ ✭✶✾✾✽✮✳ ❊✈❛❧✉❛t✐♦♥ ✭♥♦t ✈❛❧✐❞❛t✐♦♥✮ ♦❢ q✉❛♥t✐t❛t✐✈❡ ♠♦❞❡❧s✳ ❊♥✈✐r♦♥♠❡♥t❛❧

❍❡❛❧t❤ P❡rs♣❡❝t✐✈❡s✱ ✶✵✻✿✶✹✺✸✕✶✹✻✵✳

P❛r❛❞✐s✱ ❉✳✱ ●❧♦❛❣✉❡♥✱ ❊✳✱ ▲❡❢❡❜✈r❡✱ ❘✳✱ ❛♥❞ ●✐r♦✉①✱ ❇✳ ✭✷✵✶✺✮✳ ❘❡s♦❧✉t✐♦♥ ❛♥❛❧②s✐s

♦❢ t♦♠♦❣r❛♣❤✐❝ s❧✉❣ t❡st ❤❡❛❞ ❞❛t❛✿ ❚✇♦✲❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧ r❛❞✐❛❧ ❝❛s❡✳ ❲❛t❡r ❘❡s♦✉r❝❡s

❘❡s❡❛r❝❤✱ ✺✶✭✹✮✿✷✸✺✻✕✷✸✼✻✳

P❛r❛❞✐s✱ ❉✳✱ ●❧♦❛❣✉❡♥✱ ❊✳✱ ▲❡❢❡❜✈r❡✱ ❘✳✱ ❛♥❞ ●✐r♦✉①✱ ❇✳ ✭✷✵✶✻✮✳ ❆ ✜❡❧❞ ♣r♦♦❢✲♦❢✲❝♦♥❝❡♣t

♦❢ t♦♠♦❣r❛♣❤✐❝ s❧✉❣ t❡sts ✐♥ ❛♥ ❛♥✐s♦tr♦♣✐❝ ❧✐tt♦r❛❧ ❛q✉✐❢❡r✳ ❏♦✉r♥❛❧ ♦❢ ❍②❞r♦❧♦❣②✱

✺✸✻✿✻✶✕✼✸✳

P❛r❛❞✐s✱ ❉✳ ❛♥❞ ▲❡❢❡❜✈r❡✱ ❘✳ ✭✷✵✶✸✮✳ ❙✐♥❣❧❡✲✇❡❧❧ ✐♥t❡r❢❡r❡♥❝❡ s❧✉❣ t❡sts t♦ ❛ss❡ss t❤❡

✈❡rt✐❝❛❧ ❤②❞r❛✉❧✐❝ ❝♦♥❞✉❝t✐✈✐t② ♦❢ ✉♥❝♦♥s♦❧✐❞❛t❡❞ ❛q✉✐❢❡rs✳ ❏♦✉r♥❛❧ ♦❢ ❍②❞r♦❧♦❣②✱

✹✼✽✿✶✵✷✕✶✶✽✳

P♦❡t❡r✱ ❊✳ P✳ ❛♥❞ ❍✐❧❧✱ ▼✳ ❈✳ ✭✶✾✾✼✮✳ ■♥✈❡rs❡ ♠♦❞❡❧s✿ ❆ ♥❡❝❡ss❛r② ♥❡①t st❡♣ ✐♥ ❣r♦✉♥❞✲

✇❛t❡r ♠♦❞❡❧✐♥❣✳ ●r♦✉♥❞ ❲❛t❡r✱ ✸✺✭✷✮✿✷✺✵✕✷✻✵✳

❘❛❢t❡r②✱ ❆✳ ❊✳ ✭✶✾✾✺✮✳ ❇❛②❡s✐❛♥ ▼♦❞❡❧ ❙❡❧❡❝t✐♦♥ ✐♥ ❙♦❝✐❛❧ ❘❡s❡❛r❝❤✳ ❙♦❝✐♦❧♦❣✐❝❛❧ ▼❡t❤♦❞✲

♦❧♦❣②✱ ✷✺✿✶✶✶✕✶✻✸✳

❘❛♠❛❘❛♦✱ ❇✳ ❙✳✱ ▲❛❱❡♥✉❡✱ ❆✳ ▼✳✱ ❉❡ ▼❛rs✐❧②✱ ●✳✱ ❛♥❞ ▼❛r✐❡tt❛✱ ▼✳ ●✳ ✭✶✾✾✺✮✳ P✐✲

❧♦t ♣♦✐♥t ♠❡t❤♦❞♦❧♦❣② ❢♦r ❛✉t♦♠❛t❡❞ ❝❛❧✐❜r❛t✐♦♥ ♦❢ ❛♥ ❡♥s❡♠❜❧❡ ♦❢ ❝♦♥❞✐t✐♦♥❛❧❧②

s✐♠✉❧❛t❡❞ tr❛♥s♠✐ss✐✈✐t② ✜❡❧❞s✿ ✶✳ t❤❡♦r② ❛♥❞ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥❛❧ ❡①♣❡r✐♠❡♥ts✳ ❲❛t❡r

❘❡s♦✉r❝❡s ❘❡s❡❛r❝❤✱ ✸✶✭✸✮✿✹✼✺✕✹✾✸✳

❘❡♥❛r❞✱ P✳✱ ●❧❡♥③✱ ❉✳✱ ❛♥❞ ▼❡❥✐❛s✱ ▼✳ ✭✷✵✵✾✮✳ ❯♥❞❡rst❛♥❞✐♥❣ ❞✐❛❣♥♦st✐❝ ♣❧♦ts ❢♦r ✇❡❧❧✲

t❡st ✐♥t❡r♣r❡t❛t✐♦♥✳ ❍②❞r♦❣❡♦❧♦❣② ❏♦✉r♥❛❧✱ ✶✼✭✸✮✿✺✽✾✕✻✵✵✳

❘✉❜✐♥✱ ❨✳ ✭✷✵✵✸✮✳ ❆♣♣❧✐❡❞ ❙t♦❝❤❛st✐❝ ❍②❞r♦❣❡♦❧♦❣②✳ ❖①❢♦r❞ ❯♥✐✈❡rs✐t② Pr❡ss✱ ◆❡✇ ❨♦r❦✳

❙❛♥❝❤❡③✲▲❡♦♥✱ ❊✳✱ ▲❡✈❡♥✱ ❈✳✱ ❍❛s❧❛✉❡r✱ ❈✳ P✳✱ ❛♥❞ ❈✐r♣❦❛✱ ❖✳ ❆✳ ✭✷✵✶✻✮✳ ❈♦♠❜✐♥✐♥❣

✸❞ ❤②❞r❛✉❧✐❝ t♦♠♦❣r❛♣❤② ✇✐t❤ tr❛❝❡r t❡sts ❢♦r ✐♠♣r♦✈❡❞ tr❛♥s♣♦rt ❝❤❛r❛❝t❡r✐③❛t✐♦♥✳

●r♦✉♥❞✇❛t❡r✱ ✺✹✭✹✮✿✹✾✽✕✺✵✼✳

✽✾



❘❊❋❊❘❊◆❈❊❙

❙t♦❧❧✱ ▼✳ ✭✷✵✷✵✮✳ ❆ss❡ss✐♥❣ ❣r♦✉♥❞✇❛t❡r ✐♥ t❤❡ ❘❤✐♥❡ ❱❛❧❧❡② ✲ ◆✉♠❡r✐❝❛❧ ✐♥✈❡rs✐♦♥ ♦❢

❛ st❡♣✲❞r❛✇❞♦✇♥ ♣✉♠♣✐♥❣ t❡st ❢♦r ❡st✐♠❛t✐♥❣ ❤②❞r❛✉❧✐❝ ❛♥✐s♦tr♦♣②✳ ▼❛st❡r t❤❡s✐s✱
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