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UBERSICHT UBER DIE ARBEIT

Ubersicht iiber die Arbeit

David W. Miller méchte in seinem Artikel ,Some Restricted Lindenbaum-
theorems Equivalent to the Aziom of Choice® im Wesentlichen die Aquivalenz
zweier Varianten des Satzes von Lindenbaum, die im Kontext von deduktiven
Systemen formuliert werden, ohne Riickgriff auf das Auswahlaxiom beweisen.

Miller skizziert zunéchst, dass beide Varianten des Satzes von Lindenbaum zum
Auswahlaxiom (AC) dquivalent sind. Damit ist offenbar auch schon die Aquiva-
lenz beider Varianten untereinander gegeben. Das Wesentliche am Miller’schen
Projekt ist damit sein Anspruch, im Aquivalenzbeweis nicht auf das AC zuriick-
zugreifen, sondern die Aquivalenz direkt zu zeigen.

Die eine Richtung ist dabei trivial gegeben; um die andere Richtung zu zeigen,
versucht Miller schrittweise mithilfe weiterer Varianten des Satzes zum Ziel zu
gelangen. Dabei gelingt es ihm aber nicht, alle benotigten Konsequenzen zu
etablieren.

Aufgabenstellung dieser Diplomarbeit ist, das Miller’sche Projekt fortzufiihren.
Das bedeutet: Es sollen weitere Konsequenzen zwischen den verschiedenen, dqui-
valenten Varianten des Satzes von Lindenbaum ohne Riickgriff auf das AC
bewiesen werden. Die Etablierung dieser Konsequenzen wird durch spezielle
Konstruktionen ermoglicht: Aus gegebenen deduktiven Systemen werden der-
art neue deduktive Systeme konstruiert, dass bei den resultierenden Systemen
gezielt bestimmte Eigenschaften erzwungen werden. Zusétzlich diirfen bei die-
sen Konstruktionen wesentliche Informationen iiber das urspriingliche System
nicht verloren gehen. Dieses Ziel wird im ersten, ausfiithrlichen Teil dieser Arbeit
verfolgt.

Um der Aufgabenstellung zu entsprechen, ist es notig, Konsequenzoperationen
(K-Operationen) und deduktive Systeme einzufithren. Erstere sind spezielle Ab-
bildungen auf der Potenzmenge eines Grundraumes; ein Grundraum zusammen
mit einer K-Operation bildet ein deduktives System. In diesem Kontext kénnen
dann auch die verschiedenen Varianten des Satzes von Lindenbaum formuliert
und das Miller’sche Projekt detailliert vorgestellt werden. Dies erfolgt in den
ersten beiden Paragraphen dieser Arbeit.

In den beiden néchsten Paragraphen werden deduktive Systeme im Allgemeinen
untersucht: Zunéchst wird der Zusammenhang zwischen einer K-Operation und
der Menge ihrer Bildpunkte besprochen; dies erdffnet eine weitere Perspektive
auf deduktive Systeme und erleichtert damit den Umgang mit diesen. Anschlie-
Bend werden einige grundlegende Konstruktionsmethoden — wie etwa Schnitt
und Vereinigung von deduktiven Systemen — vorgestellt, mithilfe derer neue
deduktive Systeme gewonnen werden kénnen.

Nach diesen eher allgemeinen Betrachtungen werden in den darauf folgenden
Paragraphen spezielle Konstruktionen untersucht, mithilfe derer das Miller’sche
Projekt vorangebracht wird: Die resultierenden Systeme werden, wie oben an-
gedeutet, in Hinblick auf das Miller’sche Projekt untersucht und fithren dann
jeweils zur Etablierung neuer Konsequenzen zwischen verschiedenen Varianten
des Satzes von Lindenbaum.
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Im Einzelnen werden in dieser Arbeit die folgenden Typen von Konstruktionen
fiir deduktive Systeme diskutiert:

(1) Allgemeine Konstruktionen (§4): Zunichst wird die Einschrinkung ei-
nes deduktiven Systems auf einen Teilraum vorgestellt; damit kann dann
der Schnitt von zwei beliebigen Systemen definiert werden. Anschlieflend
wird die Vereinigung zweier disjunkter Systeme eingefiihrt, um schlieflich
den Ubergang auf Restklassensysteme zu skizzieren.

(2) Beschrinkte Schnitte (§5):  Beschrinkte Schnitte sind ein Spezialfall
der Schnitte von deduktiven Systemen bei dem ein gegebenes System mit
einem besonders einfachen System geschnitten wird.

(3) Doppelung (§6): Bei der Doppelung wird der Grundraum eines deduk-
tiven Systems verdoppelt und darauf eine neue K-Operation definiert, die
sich auf der Kopie wie die urspriingliche verhélt.

(4) Angereicherte Systeme (§7):  Angereicherte Systeme entstehen dadurch,
dass dem Grundraum eines gegebenen Systems neue Elemente hinzugefiigt
werden. Die darauf erkldrte K-Operation verhélt sich — solange nicht zu
viele neue Elemente im Urbild sind — wie die urspriingliche.

(5) Charakteristische Systeme (§8): In charakteristischen Systemen wird —
dhnlich zu den bekannten charakteristischen Funktionen — festgestellt, ob
eine bestimmte Menge im Bild einer gegebenen K-Operation liegt.

Miller selbst fiithrt in seinem Artikel einen Spezialfall der charakteristischen
Systeme ein; hier wird diese Methode allgemeiner diskutiert.

Im Anhang B dieser Arbeit wird eine weitere spezielle Konstruktionsmethode,
die Extremifikation, vorgestellt; diese zeigt zunéchst ein ausgezeichnetes Ver-
halten hinsichtlich der Eigenschaften, die im konstruierten System erzwungen
werden sollen. Da aber bei dieser Konstruktion zu viele Informationen iiber
das urspriingliche System verloren gehen, ist sie im Miller’schen Projekt nicht
verwertbar.

Es gelingt zwar in dieser Arbeit mit den oben angedeuteten Konstruktionsme-
thoden einige neue Konsequenzen zwischen den einzelnen Varianten des Satzes
von Lindenbaum zu etablieren und so das Miller’sche Projekt ein gutes Stiick
voranzubringen. Dennoch konnte das Projekt hier nicht vollendet werden; im
Anhang A wird durch eine Diskussion der Struktur von deduktiven Systemen
die Schwierigkeit angedeutet, weitere geeignete Konstruktionen zu finden, die
eine Vollendung im Sinne Millers ermdglichen kénnten.

Im anschlieBenden zweiten Teil dieser Arbeit wird ergéinzend eine Ubertragung
des Miller’schen Projektes auf Varianten des Satzes von Lindenbaum &quivalent
zum Boole’schen Primidealtheorem diskutiert. Dem wird dort eine ausfiihrliche
Beschreibung des Vorgehens vorangestellt.

An dieser Stelle wird noch abschlieend auf Anhang C verwiesen, in dem die
grundsétzliche Problematik, die Aufgabenstellung dieser Arbeit mathematisch
prézise zu fassen, diskutiert wird.



TERMINOLOGIE

Terminologie

Axiomatische Theorien: Bei der Bezeichnung axiomatischer Theorien wird
in dieser Arbeit der Terminologie Ulrich Felgners gefolgt:

(1)

ZFS: ZFS bezeichnet das Axiomensystem der Mengenlehre nach Zer-
melo, Fraenkel und Skolem; in der Literatur wird hierfiir auch die Be-
zeichnung ZF verwendet. Eine explizite Nennung der Axiome findet sich
etwa in [FgM, S.83].

DPA: DPA bezeichnet die Dedekind-Peano Arithmetik; in der Literatur
wird hierfiir auch PA verwendet. Eine explizite Nennung der Axiome findet
sich etwa in [DI, S. 87].

Mengentheoretische Bezeichnungen: Desweiteren werden in dieser Arbeit
die folgenden mengentheoretischen Bezeichnungen und Schreibweisen verwen-

det:

(1)
(2)

(3)

Potenzmenge:  Fiir jede Menge S: p(S) ={X; X C S}

Ausgezeichnete Teilmengen der Potenzmenge:
Fiir jede Kardinalzahl a:  po(S) ={X C S; |X| < a}

Spezielle Inklusionen:  Fiir zwei Mengen X, Y bedeutet die Schreibweise
X Cena1 Y, dass X endliche Teilmenge von Y ist. Es gilt also:

XCoaY = XCVY und |X|eN

Analog bedeutet fiir jede natiirliche Zahl n € N die Schreibweise X C,, Y,
dass X hochstens n-elementige Teilmenge von Y ist. Es gilt also:

X<, Y & XCY und |X|<n
Urbildmenge:
Fiir jede Abbildung f: A — B: Dom(f)=A

Bildmenge:
Fiir jede Abbildung f: A — B: Im(f)={ye B; Jx € A: f(x) =y}

Fizpunktmenge:
Fiir jede Abbildung f: A — B: Fir(f) = {z € Im(f); f(x) ==}
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DEDUKTIVE SYSTEME

81 Deduktive Systeme

In diesem Paragraphen werden die Grundlagen eingefiihrt, um im néchsten das
Miller’sche Projekt und Aufgabenstellung dieser Arbeit diskutieren zu kénnen.
Ausgehend von Konsequenzoperationen — im Folgenden kiirzer K-Operationen
genannt — und deduktiven Systemen werden hier einige, fiir diese Arbeit relevante
FEigenschaften deduktiver Systeme und das Konzept der Saturiertheit vorgestellt.

1.1 DEF (K-Operation & deduktives System, Tarski): Ist S # & eine
nichtleere Menge und Cn : p(S) — p(5) eine Abbildung auf der Potenzmenge
p(S) von S, dann heifit die Abbildung Cn K-Operation auf dem Grundraum S,
falls fiir alle Teilmengen X C S das Folgende erfiillt ist:

(1) Reflezivitit: X C Cn(X).
(2) Idempotenz: Cn(X) = Cn(Cn(X)).
(3) Endliche Reduzierbarkeit: Cn(X)=J{Cn(Y); ¥ Cepat X}

Ist die Abbildung Cn eine K-Operation auf dem Grundraum S, dann wird das
Paar S := (S,Cn) deduktives System und S der Grundraum von S genannt.!

Das folgende Kriterium erleichtert den Nachweis einer K-Operation, indem es die
etwas unhandliche endliche Reduzierbarkeit ersetzt. Im weiteren Verlauf dieser
Arbeit wird auf diese Ersetzung durchgehend zuriickgegriffen.

1.2 Kriterium (K-Operationen): Die Bedingung endliche Reduzierbarkeit
in obiger Definition 148t sich dquivalent durch die Konjunktion folgender beider
Bedingungen ersetzen:

(1) Monotonie: X CY = Cn(X)CCn(Y)
(2) Endlichkeit: x€Cn(X) = EsgibtY C.pgy X mit x € Cn(Y)

Beweis.  Es sind zwei Richtungen zu zeigen:

»,=“ Monotonie und Endlichkeit folgen sofort aus endlicher Reduzierbarkeit.

»<=“ Aus Monotonie folgt: Cn(X) 2 U{Cn(2); Z Cenar X}.

Ist hingegen = € Cn(X), gibt es mit der Endlichkeit ein ¥ C,.pq; X mit
z € Cn(Y) CU{Cn(2); Z Cenat X} Q.E.D.

1Vgl. hierzu auch die Axiomatisierung der Menge Cn aller Konsequenzen bei Tarski, etwa,
[TR1, S.31]. Tarski fordert dort zusiitzlich die Abzdhlbarkeit des Grundraums S und die
Existenz eines widerspriichlichen Elementes z € S. In [TR2, S. 63f] verzichtet Tarski darauf,
letzteres als Axiom zu fordern. Dort bezeichnet er oben angefiihrte Axiome (und die Abzihl-
barkeit des Grundraumes) als elementare Eigenschaften des Konzepts der Konsequenz, die in
allen bekannten formalen Disziplinen erfiillt sind. (Vgl. [TR2, S.63].)

Millers Projekt setzt notwendigerweise einen beliebigen Grundraum S voraus; entsprechend
kann dieser Einschrankung bei Tarski hier nicht gefolgt werden.

Im Gegensatz zu Tarski und Miller wird hier zusétzlich angenommen, dass der Grundraum
S # & nichtleer ist. Dies vermeidet die unnétige Betrachtung vieler trivialer Sonderfille.

Ebenfalls erwiahnenswert ist, dass Tarski den Begriff deduktives System im Gegensatz zu
dieser Arbeit fiir Teilmengen X C S des Grundraumes, die Cn(X) = X erfiillen, definiert.
(Vgl. hierzu etwa [TR1, S.33].)



LINDENBAUMSATZE AQUIVALENT zZUM AC

Beispiel (Klassisches System): Tarski mochte durch die Axiomatisierung
deduktiver Systeme das Wesentliche des formalen Schlieflens fassen.

Ist also £* C £ die Menge aller Aussagen einer formalen Sprache £ der Logik
erster Stufe, dann ist die Abbildung

Th:p(L*) - p(L*): T+ Th() :={¢p € £%; T+ ¢}

das zentrale motivierende Beispiel fiir eine K-Operation.? Das deduktive System
8. := (£*,Th) wird im Folgenden auch als klassisches System bezeichnet.

Beispiele (K-Operation): Es werden weitere Beispiele und ein Gegenbei-
spiel fiir K-Operationen gegeben,? die im Folgenden immer wieder Verwendung
finden. Sei dazu ein nichtleerer Grundraum S # & gegeben.

(1) Minimale K-Operation:  Cnpin : p(S) — p(S) : X — X.
Offensichtlich ist Cnpyin = Idp ().
(2) Mazimale K-Operation:  Cimax : p(S) — p(S) : X — S.

(3) Beschrinkte K-Operation: Zu einem beliebigen Grundraum S # @ fiir
jedes n € N:

) X falls | X|<n
Cngm : X { S sonst
Cng,, wird als beschrinkte K-Operation zur Schranke n € N auf dem

Grundraum S bezeichnet.

(4) Gegenbeispiel:  Ist der Grundraum S unendlich, dann ist die folgende
Abbildung keine (!) K-Operation:

) X falls | X|eN
f“'X'_){ S sonst

(Ist s € S beliebiges Element, dann ist sicherlich s € S = f,(S\{s}). Fiir
alle endlichen Teilmengen Y C.,q; S\{s} gilt aber s ¢ Y = f,(Y). Damit
ist f,, nicht endlich, also keine K-Operation.)

Sprechweisen der Logik: Die aus der Logik bekannte Begrifflichkeit wird
gelegentlich im Kontext deduktiver Systeme verwendet. Sei dazu ein deduktives
System & := (5, Cn), eine Teilmenge X C S und ein Element = € S beliebig
gegeben.

x heiit beweisbar aus X, falls © € Cn(X). X heiBt Theorie, falls X = Cn(X).
Desweiteren heifit X konsistent (oder widerspruchsfrei), falls Cn(X) # S. An-
sonsten heifft X inkonsistent (oder widerspriichlich).

X heif3t vollstindig, falls alle echten Erweiterungen Y 2 X von X widerspriich-
lich sind. SchlieBlich heifit X mazimal (oder mazimal-konsistent), falls X kon-
sistent und vollstiindig ist.*

2Je nach verwendetem Beweis-Kalkiil ist der Nachweis, dass Th eine K-Operation ist, eine
leichte Ubung, auf die hier verzichtet wird. Vgl. hierzu auch die Propositionen zur endlichen
Ableitbarkeit und den Strukturregeln der Ableitbarkeit in [SH1, §6].

3Der Nachweis, dass die angegebenen Abbildungen tatsichlich K-Operationen sind, besteht
aus einfachem Nachrechnen, auf das hier verzichtet wird.

4Es lassen sich weitere Begriffe der Logik allgemein auf den Kontext deduktiver Systeme
iibertragen; vgl. hierzu auch die Definitionen im zweiten Teil dieser Arbeit.

8-
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Notation: Zur Lese- und Arbeitserleichterung werden folgende Vereinbarun-
gen getroffen:

(1) Standardvariablen: Im Folgenden werden in der Regel K-Operationen
durch kleine lateinische Buchstaben f,g und h bezeichnet. Dies betont
einerseits deren Funktionalitét, andererseits erleichtert es die Bezeichnung
mehrerer K-Operationen zur gleichen Zeit.

(2) Schreibweisen fiir Argumente: Ist S = (S, f) ein deduktives System,
dann werden folgende vereinfachende Schreibweisen verwendet:

Fiir endliche Mengen {z1,...z,} C S wird anstelle von f({z1,...2,})
auch f(x1,...x,) geschrieben. Analog f(X,z) fiir eine Menge X U {z},
f(X,Y) fir zwei Mengen X,Y C S etc.

Diesen Paragraphen abschliefilend werden einige (mogliche) Eigenschaften de-
duktiver Systeme und das Konzept der Saturiertheit vorgestellt. Damit stehen
dann geniigend Mittel zur Verfiigung, das Miller’sche Projekt zu diskutieren.

Sei dazu ein beliebiges deduktives System S := (S, f) gegeben.

1.3 DEF (Relevante Eigenschaften):

(a) extrem:  f heifit extrem, falls fiir alle X C S gilt:  f(X) € {X,S}.
(b) punkttreu:  f heifit punkttreu, falls fiir alle z € S gilt:  f(z) = {z}.
(¢) 2-kompakt:  f heifit 2-kompakt, falls fir alle X C S gilt:
f(X)=S§ = 3 C,X:f(Y)=6.
(d) gleichbleibend:  f heiit gleichbleibend, falls fiir alle x,y,z € S gilt:
fle,y)=S=fy,z2) undx#2z = f(z,2)=2S5.
Das System S hat genau die Figenschaften, die die zugehotrige K-Operation f

hat. Systeme, die alle oben genannten Eigenschaften haben, werden auch Dzik-
Systeme genannt.’

Gelegentlich werden die oben eingefiihrten Eigenschaften auch im Kontext be-
liebiger Abbildungen auf der Potenzmenge eines Grundraums verwendet.

Bemerkungen (Relevante Eigenschaften):

(1) Relevanz der Eigenschaften: Das klassische System S. hat, wie man
sich leicht iiberzeugen kann, keine der oben genannten Eigenschaften;®
die relevanten Eigenschaften werden erst durch das Miller’'sche Projekt
motiviert und gewinnen dort ihre Relevanz fiir diese Arbeit.

5Auch Miller definiert diese Eigenschaften in [ML, S.187]; bei ihm heifilen diese auf eng-
lisch: (a) extreme, (b) punctillious, (¢) 2-compact und (d) equilateral. Die Gleichschenkligkeit
(equilateral) bezieht sich dabei auf und wird motiviert durch verbandwertige Metriken. (Vgl.
dazu [ML, S. 188].) Da im Folgenden darauf kein Bezug genommen wird, geniigt fiir die Zwecke
dieser Arbeit die leicht verfilschte Ubertragung , gleichbleibend.

6Zur Widerlegung von 2-kompakt betrachte die Menge {¢,, ~¢ V =9}, zur Widerlegung
von gleichbleibend die Elemente ¢, 7¢ A =), 1), wobei ¢, € £* kontingente Aussagen sind.

-9-
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(2) Kompaktheit:  Analog zur 2-Kompaktheit wird fiir jede natiirliche Zahl
k € N die k-Kompaktheit definiert; wird lediglich die Existenz einer endli-
chen Menge Y C.,q; X (mit beliebiger Kardinalitét) gefordert, dann heifit
f einfach nur kompakt.

(3) Abhingigkeit der Figenschaften: Miller zeigt, dass die relevanten Eigen-
schaften logisch abhéngig voneinander sind. Konkret zeigt er:  'Wenn eine
K-Operation sowohl extrem als auch gleichbleibend ist, dann ist sie auch
punkttreu oder 2-kompakt.”

Das folgende Kriterium erleichtert fiir extreme Abbildungen den Nachweis, dass
diese K-Operationen sind, indem es erlaubt, lediglich Monotonie und Endlichkeit
zu priifen.

1.4 Kriterium (Extreme Abbildungen): Ist f:p(S) — p(S) eine extreme
Abbildung auf einem nichtleeren Grundraum S # &, dann ist f schon reflexiv
und idempotent.

Bew. (Skizze):  Der Beweis erfolgt durch banales Nachrechnen mit trivialen
Fallunterscheidungen; darauf wird hier verzichtet. Q.E.D.

Abschlielend wird noch das Konzept der Saturiertheit eingefiihrt.

1.5 DEF (Saturiertheit): Sei wieder S := (S, f) ein beliebiges deduktives
System und x € S beliebiges Element aus dem Grundraum.

(1) z-Saturiertheit: Eine Menge X C S heifit x-saturiert, falls das Folgende
erfiillt ist:

(a) o ¢ f(X) und
(b) fiir jedes y € S\X gilt: z € f(X,y)

(2) Saturiertheit: Eine Menge X C S heifit saturiert, falls es ein « € S gibt,
so dass X schon z-saturiert ist.

(3) Erlaubt Saturierung:  Das System S erlaubt Saturierung, falls fir alle
Teilmengen X C S und alle Elemente z € S, die nicht aus X beweisbar
sind — also z ¢ f(X) — das Folgende gilt:

Es gibt eine Erweiterung Y 2 X von X, so dass Y schon z-saturiert ist.

Bemerkung (Saturiertheit): Im klassischen System S, = (£*, Th) sind die
saturierten Mengen genau die vollstdndigen, widerspruchsfreien Theorien. Diese
Mengen sind also insbesondere |-saturiert. In der intuitionistischen Logik ge-
winnt obige Definition an Stérke. Dort impliziert die Saturiertheit einer Theorie
noch nicht ihre Vollstandigkeit.

Der klassische Satz von Lindenbaum sagt in der vorgestellten Terminologie aus,
dass das System S, Saturierung erlaubt und wird zumeist mit der einen oder
anderen Variante des Auswahlaxioms (AC) bewiesen.®

"Vgl. hierzu [ML, S. 188]. Da diese Aussage im weiteren Verlauf der Arbeit nicht verwendet
wird, kann hier auf einen Beweis verzichtet werden.

8Tatsichlich geniigt fiir einen Beweis das etwas schwichere Boole’sche Primidealtheorem
(BP). Vergleiche hierzu auch die Diskussion im zweiten Teil dieser Arbeit.

-10-
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§2  Das Miller’sche Projekt

In diesem Paragraphen wird das Miller’sche Projekt ausfiihrlich vorgestellt; an
einigen Stellen werden dabei die Ideen Millers in leicht abgewandelter Form
dargestellt, um so einen besseren Zugang zur Thematik zu bekommen. Insbe-
sondere wird auch eine eigene Notation bei der Bezeichnung der verschiedenen
Varianten des Satzes von Lindenbaum verwendet.

Im Anschluss an die Vorstellung des Miller’schen Projekts wird die Aufgaben-
stellung einer Analyse unterzogen und die Zielsetzung dieser Arbeit entwickelt.

Der Ausgangspunkt der Miller’schen Uberlegungen ist der folgende Aquivalenz-
satz.? Zur Formulierung des Satzes und zu seinem Beweis wird die folgende
mengentheoretische Begrifflichkeit bendtigt.

2.1 DEF (Auswahl & Vorauswahl): Sei J Familie nichtleerer, paarweise
disjunkter Mengen.

(1) Auswahl: Eine Menge A C |JTJ heiit Auswahl auf 7, falls fir alle M € J
der Schnitt AN M genau einelementig ist.

(2) Vorauswahl:  Gilt fiir ein A C (J7J lediglich, dass die Schnitte héchstens
einelementig sind, dann wird A als Vorauswahl bezeichnet.

2.2 Theorem (Aquivalenzsatz): Die folgenden drei Aussagen sind (in der
Mengenlehre ZFS) dquivalent:

(1) Disjunktes Auswahlaziom (d AC):

Jede Familie nichtleerer, paarweise disjunkter Mengen hat eine Auswahl.

(2) Allgemeiner Satz von Lindenbaum:

Jedes deduktive System erlaubt Saturierung.

(3) Spezieller Satz von Lindenbaum:

Jedes Dzik-System erlaubt Saturierung.

Bew. (Skizze):  Es wird im Kreis geschlossen.!?

(1) = (2):  Es ist zunéchst zu zeigen, dass d AC dquivalent zum AC ist.

Damit kann die Konsequenz (1) = (2) etwa durch eine Anwendung des
Zornschen Lemmas, ebenfalls dquivalent zum AC, gezeigt werden.

Miller selbst zeigt die Konsequenz mithilfe des Wohlordnungssatzes (WO).
(2) = (3):  Triviale Abschwéchung der Aussage.

9Miller weist in seinem Artikel darauf hin, dass die folgenden Ergebnisse schon linger
bekannt sind; die eine Richtung wurde nach Miller unter anderem von Los, die andere von
Dzik bewiesen. Vgl. hierzu Bemerkung von Miller in [ML, S. 185f].

10 Auf Details in der folgenden Beweisskizze kann, soweit diese fiir den Verlauf der Arbeit
keine Rolle spielen, weitgehend verzichtet werden. Vgl. fiir einen ausfiihrlicheren Beweis auch
Millers Artikel, §2 ([ML, S. 185ff]).
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(3) = (1):  Von einem trivialen Fall abgesehen wird zu einer beliebigen Familie
J nichtleerer, paarweise disjunkter Mengen die folgende K-Operation auf
dem Grundraum S := [T definiert:

X falls X Vorauswahl auf J ist

CH:XH{ S sonst

Da der triviale Fall ausgeschlossen wurde, kann leicht gezeigt werden, dass
Cn eine K-Operation mit den relevanten Eigenschaften (a) — (d) ist und
entsprechend (S, Cn) auch ein Dzik-System.

Der spezielle Satz von Lindenbaum (3) garantiert die Existenz einer ge-
eigneten saturierten Erweiterung der leeren Menge @ C S, die schon die
gesuchte Auswahl ist. Q.E.D.

Das folgende Korollar wird in der Mengenlehre ZFS ohne AC bewiesen und er-
laubt eine einfache Behandlung der (meist endlichen) Sonderfille, die ansonsten
eine aufwindige Einzelbehandlung erfordern wiirden.

2.3 Korollar (Wohlordenbare Systeme, ZFS): Ist S = (S, Cn) ein deduk-
tives System mit wohlordenbarem Grundraum S, dann erlaubt S Saturierung.
Dies gilt insbesondere fiir abzihlbare und endliche Grundriume S.

Bew. (Skizze):

Wenn S wohlordenbar ist, dann wird das AC nicht fiir den Beweis der Existenz
einer Wohlordnung von S bendtigt. Anschlielend kann der Beweis analog zu
Miller fiir (1) = (2) im Aquivalenzsatz iibernommen werden.'!

Insbesondere sind alle endlichen und abzéhlbaren Mengen wohlordenbar.

Q.E.D.

Miller definiert nun eine Reihe weiterer Varianten des Satzes von Lindenbaum,
die allesamt dquivalent zum AC sind, wie folgt:

2.4 DEF (Varianten des Satzes von Lindenbaum): Sei o C {a,b,c,d}
Menge der in §1 definierten relevanten Eigenschaften. Mit LB « wird die folgende
Variante des Satzes von Lindenbaum bezeichnet:

LBa: Jedes deduktive System, das die in « aufgefiihrten Eigenschaften hat,
erlaubt Saturierung.

Sétze der Form LB a (und gelegentlich auch weitere Varianten des Satzes von
Lindenbaum) werden im Folgenden auch Lindenbaumsitze genannt.

Offensichtlich wird der allgemeine Satz von Lindenbaum in dieser Terminologie
durch LB @ und der spezielle Satz von Lindenbaum durch LB abed bezeichnet.!?

1Vgl. hierzu Millers Beweis zu Theorem 2.3 in [ML, S. 185].

12Bei der konkreten Bezeichnung der verschiedenen Varianten des Satzes von Lindenbaum
werden anstelle von Mengen — wie etwa die Menge {a, b, ¢, d} — zumeist die entsprechenden
endlichen Listen verwendet — hier also abcd. Dies sollte aber zu keiner Verwirrung fiithren.
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2.5 Korollar (zum Aquivalenzsatz): Fiir jede Teilmenge o C {a, b, c,d} ist
die Variante LB « des Satzes von Lindenbaum &quivalent zum AC. Insbesondere
sind damit alle eingefiithrten Varianten des Satzes von Lindenbaum #quivalent.

Beweis.

Sei o C {a,b,c,d} beliebig. Sowohl die Konsequenz LB@ = LB« als auch
die Konsequenz LBar = LBuabed sind triviale Abschwichungen. Mit dem
Aquivalenzsatz folgt die Behauptung. Q.E.D.

2.6 Das Miller’sche Projekt: Bisher wurde skizziert, wie die Konsequenz
LBabcd = LB @ mit einen Umweg iiber das AC bewiesen werden kann. Der
Beweis hat also (in der Mengenlehre ZFS) die folgende Struktur:

ZFS: LBabed = dAC = AC = Zom/WO = LBg

Die wesentliche Idee des Miller’schen Projekts ist, diesen Umweg zu vermeiden
und ohne Riickgriff auf das AC die Konsequenz LBabcd = LB @ zu zeigen.
Dabei erlaubt Miller, die verschiedenen, hier eingefithrten Varianten des Satzes
von Lindenbaum zu verwenden.

Miller gelingt es in [ML], dieses Problem teilweise zu ldsen; seine fiir dieses
Projekt wesentlichen Ergebnisse lassen sich wie folgt zusammenfassen:

ZFS: LBabed = LBab £ LBa £ LBg

An der mit ,,7“ markierten Stelle konnte Miller die Liicke nicht schliefen. Die
anderen Markierungen verweisen auf die einzelnen Paragraphen in [ML].

Bezeichnung (Millersidtze): Fiir beliebige Teilmengen «, 8 C {a, b, ¢, d} der
Menge der relevanten Eigenschaften werden die Sédtze der Form LBa = LB
im Folgenden auch Millersditze genannt.

2.7 Zielsetzung dieser Arbeit: Wesentliche Aufgabenstellung fiir diese Ar-
beit ist die Fortsetzung des Miller’schen Projekts. Dazu werden zunéchst allge-
mein deduktive Systeme und Konstruktionsmethoden von deduktiven Systemen
untersucht. Anschliefend werden spezielle Konstruktionsmethoden betrachtet
und zugehorig eine Reihe von Millersétzen bewiesen.

Erginzend wird in zweiten Teil dieser Arbeit erkundet, inwieweit sich das Mil-
ler’sche Projekt vom AC auf das etwas schwichere Boole’sche Primidealtheorem
(BP) iibertragen la8t. Dadurch wird ein Bezug zu deduktiven Systemen, die dem
klassischen System der Logik zumindest dhneln, hergestellt. Eine ausfiihrliche
Diskussion des Vorgehens bei der Ubertragung findet sich am Anfang des zwei-
ten Teils dieser Arbeit.
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Bevor in den néchsten Paragraphen tatsichlich die Zielsetzung dieser Arbeit
verfolgt wird, erfolgt hier eine detaillierte Analyse der Aufgabenstellung. Dies
verdeutlicht einerseits die diesem Projekt innewohnende Problematik und klért
andererseits das prinzipielle Vorgehen, das notwendig ist, um dem Projekt ge-
recht zu werden.

Prinzipielles Vorgehen: Es werden zunéchst einige Gedanken zum prinzi-
piellen Vorgehen in dieser Arbeit notiert.

(1)

(2)

Klassifikation von Millersdtzen:  Die Millersidtze LBa = LB lassen
sich wie folgt klassifizieren:

(a) @« C B: Millersiitze dieser Form sind triviale Abschwiichungen und
bediirfen keines weiteren Beweises.
Desweiteren helfen sie nicht, das Miller’sche Projekt voranzubringen,
da das Ziel des Projekts im Schlieflen auf (scheinbar) stérkere Lin-
denbaumsitze besteht.

(b) @ D B: Von dieser Form sind die beiden Millersétze, die Miller
selbst bewiesen hat und die fiir die Zielsetzung des Projektes primér
benétigt werden.

(¢) sonst:  Millersitze dieser Form kénnten indirekt zum Gelingen des
Projekts beitragen, indem sie eine Liicke zwischen zwei Millersétzen
schlieflen, ohne dabei notwendig mit einem schwécheren Lindenbaum-
satz einen (scheinbar) stérkeren zu beweisen.

Konstruktives Vorgehen: Um neue Millersétze LB a = LB 3 ohne Riick-
griff auf das AC zu etablieren, kann wie folgt konstruktiv vorgegangen
werden:

Es wird ein beliebiges deduktives System S, mit den Eigenschaften aus a
betrachtet; daraus wird vermoége einer Konstruktion K ein neues deduk-
tives System S mit allen Eigenschaften aus 3 erzeugt.

AnschlieBend wird gezeigt: Falls Sg Saturierung erlaubt, dann auch S,.

Triviale Korollare:  Wurde ein Millersatz LB o = LB 3 bewiesen, lassen
sich sofort triviale Korollare angeben, indem « beliebig verkiirzt oder
beliebig erweitert wird.

Solche Korollare finden lediglich in der Zusammenfassung der Ergebnisse
am Ende dieser Arbeit Erwahnung, um dort einige Stellen anzuzeigen, an
denen keine weiterern Millersatz gesucht werden miissen.

Problematik des Miller’schen Projekts: Im Folgenden werden einige dem
Miller’schen Projekt innewohnende Probleme vorgestellt und der Umgang mit
diesen kurz diskutiert.

(1)

Ohne Rickgriff auf das AC: Das Wesentliche am Miller’schen Projekt
kristallisiert sich in der Wendung ,,ohne Riickgriff auf das AC*“. Miller
selbst bezeichnet die daraus resultierende Aufgabenstellung als ,,vage, aber

mathematisch klar“.13

13[ML, S.189]
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Um einen Millersatz LB a = LB 8 zu beweisen, ist es ndmlich notwendig,
den zum AC &dquivalenten Satz LB « als Voraussetzung anzunehmen. Die
Verwendung anderer zum AC #quivalenter Sitze — wie etwa AC selbst,
WO, dAC, das Lemma von Zorn oder auch unbekannte Varianten des
AC - ist im Miller’'schen Projekt nicht erlaubt. Es ist also notwendig,
logisch-dquivalente Sitze formal zu unterscheiden, um formal entscheiden
zu konnen, ob diese Arbeit den eigenen Anforderungen gerecht wird.

Die mathematische Intuition nennt hierfiir den Kontext, in denen diese
Séatze formuliert werden, als Kriterium ihrer Unterscheidung. Im Anhang C
dieser Arbeit finden sich Gedanken dazu, wie man sich aus dieser Abhéngig-
keit von der Intuition 16sen und das Kriterium mathematisch prézisieren
kann.™

Kontingenz der relevanten Figenschaften: Die relevanten Eigenschaften,
die ein Dzik-System charakterisieren, sind zuféllig erkannt. Moglicherweise
lassen sich — wie Miller selbst richtig bemerkt — andere finden, die ein
Dzik-System besser charakterisieren.'® Diese Eigenschaften wiirden andere
Varianten des Satzes von Lindenbaum generieren; moglicherweise liefle sich
mithilfe dieser das Miller’sche Projekt leichter vollenden.®

Selbst die Anzahl der relevanten Eigenschaften ist zuféllig. Hitte Miller
lediglich die Eigenschaften (a) und (b) als relevant erkannt, wire das Mil-
ler’sche Projekt an dieser Stelle schon beendet.

Im Anhang A iiber die Struktur deduktiver Systeme in Abhéngigkeit der
relevanten Eigenschaften wird unter anderem skizziert, dass diese Eigen-
schaften durchaus ausgezeichnet gewéhlt sind, insofern diese genau die im
Aquivalenzsatz benétigen deduktiven Systeme charakterisieren.’” Damit
geben diese vier Eigenschaften dieser Arbeit einen sinnvollen Rahmen.'®
Davon unberiihrt bleibt, dass man eine andere Menge von Eigenschaften
finden kann, die genau die Dzik-Systeme beschreiben.

Kontingenz des Weges:  Ebenfalls merkt Miller an, dass der von ihm
eingeschlagene Weg, die Konsequenz LB abcd = LBQ zu zeigen, durch
die zufillig gewshlte Reihenfolge der Eigenschaften bedingt ist.!?

Dessen eingedenk wird in dieser Arbeit nicht versucht, zu einem bestimm-
ten Millersatz eine geeignete Konstruktionsmethode zu finden. Vielmehr
werden allgemein Konstruktionsmethoden fiir deduktive Systeme disku-
tiert und daraufhin untersucht, welche (interessanten) Millerséitze mithilfe
dieser Methoden bewiesen werden kénnen.

™ An dieser Stelle danke ich Herrn Rainer Liidecke, der durch sein beharrliches Nachfragen
die Problematik zu Bewufltsein brachte.

15Der spezielle Satz von Lindenbaum miifite zwar anders formuliert werden; wesentlich fiir
den Beweis des Aquivalenzsatzes ist aber die Verwendung der dort konstruierten K-Operation,
nicht die Beschreibung ihrer Eigenschaften.

16Vgl. hierzu auch [ML,§8].

"Miller selbst stellt fest, dass die Dzik-Systeme genau diejenigen sind, die fiir den Beweis
von d AC benétigt werden. Vgl. hierzu [ML, §6].

18Es lassen sich durchaus auBerhalb dieses Rahmens weitere Varianten des Satzes von Lin-
denbaum finden, die dquivalent zum AC sind. So diskutiert Miller in [ML, §7] eine Variante
des Satzes von Lindenbaum, der in Dzik-Systemen (scheinbar) die Existenz einer einzigen
saturierten Theorie gewéhrleistet. Er zeigt dort, dass aus dieser Variante LB abed folgt.
9Vgl. dazu wieder [ML,§8].

-15-



LINDENBAUMSATZE AQUIVALENT zZUM AC

Letzteres hingt wesentlich davon ab, wie sich die diskutierte Konstruk-
tion in Hinsicht auf die relevanten Eigenschaften verh#lt. Dabei lassen
sich prinzipiell zwei Arten von Bezug fiir das Miller’sche Projekt sinnvoll
verwerten:

(a)

Erzeugen neuer Eigenschaften: Fiir die Verwertung einer Konstruk-
tionsmethode im Miller’schen Projekt ist wesentlich, dass diese min-
destens eine Eigenschaft erzeugt, die das urspriingliche System nicht
hat. Dies sorgt dafiir, dass die aus der Konstruktion resultierenden
Millersétze nicht trivial sind.

Erhalt von FEigenschaften: Im Folgenden wird sich herausstellen,
dass neben den neu erzeugten Eigenschaften eine Reihe von Eigen-
schaften von der Konstruktion unberiihrt bleiben. Setzt man diese
FEigenschaften bei dem urspriinglichen System voraus, dann hat das
resultierende System sie auch.

Je nachdem, ob beim Nachweis, dass sich Saturiertheit aus den resul-
tierenden auf das urspriingliche tibertrégt, diese Eigenschaften vor-
ausgesetzt werden, ergeben sich verschiedene Millerséitze aus der glei-
chen Konstruktionsmethode.

In dieser Arbeit wird einer dieser Millersitze ausfiihrlich bewiesen,
die anderen als Korollare skizziert.

Damit wurde das Miller’sche Projekt zu Geniige analysiert, um im Folgenden
die Aufgabenstellung zu verfolgen.
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83 Bildmenge einer K-Operation

Bevor in den néchsten Paragraphen, wie angekiindigt, Konstruktionsmethoden
deduktiver Systeme diskutiert werden, wird in diesem Paragraphen vorbereitend
der Zusammenhang zwischen einer K-Operation f und ihrer Bildmenge Jm(f)
besprochen. Dies fiihrt zwar nicht zur Etablierung neuer Millerséitze, erweitert
aber des Verstindnis deduktiver Systeme und schafft neue Begrifflichkeit; dies
erleichtert die anschliefende Diskussion wesentlich.

Dieser Paragraph ist in mehrere Abschnitte gegliedert:

(1) Bildmenge einer K-Operation: Die Bildmenge Jm(f) einer K-Operation
f wird auf ihre Eigenschaften hin untersucht.

(2) Induzierte Abbildungen: Umgekehrt wird anschlieend versucht, aus be-
stimmten Teilmengen 9 C p(.S) der Potenzmenge des Grundraumes eine
durch 91 induzierte K-Operation fsn zu rekonstruieren.

(3) Korrespondenz: Die Ergebnisse der ersten beiden Abschnitte werden in
einem Korrespondenzsatz zusammengefafit.

- Bildmenge einer K-Operation -

Die Untersuchung der Bildmenge Jm(f) vorbereitend wird ein einfacher Hilfs-
satz fiir beliebige Abbildungen bewiesen und einige mengentheoretische Begriffe
werden eingefiihrt.

3.1 Hilfssatz (Idempotenz): Ist f: Dom(f) — Im(f) eine beliebige Abbil-
dung, dann ist f genau dann idempotent, wenn IJm(f) = Fix(f) gilt.

Beweis.  Sei f idempotent gegeben. Fiz(f) C Im(f) gilt trivial. Sei also um-
gekehrt y € Jm(f) beliebig. Dann gibt es ein Urbild € Dom(f) mit f(x) = y.
Aus der Idempotenz folgt:  f(y) = f(f(z)) = f(x) = y. Also ist y € Fir(f) und
es gilt Im(f) = Fir(f).

Ist umgekehrt f gegeben mit Jm(f) = Fig(f) und = € Dom(f) beliebig, dann
gilt f(z) € Im(f) = Fir(f). Also ist f(f(x)) = f(z) und f ist idempotent.

Q.E.D.

3.2 DEF (N-stabil):  Eine Teilmenge 9 C p(S) der Potenzmenge einer
Menge S heiit durchschnittstabil (N-stabil), falls fiir alle nichtleeren Teilmengen
@ # X C M das Folgende gilt:2°

Nx=[)Xem

XeX

20Tn dieser Arbeit wird bevorzugt, den Schnitt iiber eine Familie von Mengen allgemein
aufzufassen und nicht von vornherein auf ein vorgegebenes Universum p(S) einzuschrénken.
Damit muss an dieser Stelle X # @ gefordert werden, da ansonsten der Schnitt ()@ iiber
die leere Menge die Allklasse V' wire, die insbesondere keine Menge ist. Vgl. hierzu auch
Diskussion in [FgM, §8 & §9].
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3.3 DEF (Uberdeckung): Sei eine Menge S gegeben. Ist X C S Teilmenge
von S und 9 C p(S) eine Teilmenge der Potenzmenge von S, dann bezeichnet

My :={Y eM; X CY}

die Menge aller Uberdeckungen von X durch Mengen aus 9 (oder kiirzer die
Uberdeckung von X in 90).

Mit oben eingefiihrter Begrifflichkeit kénnen die zentralen Eigenschaften der
Bildmenge Jm(f) einer K-Operation f diskutiert werden.?!

Sei dazu im Folgenden ein deduktives System S = (S, f) gegeben.

3.4 Satz (Eigenschaften der Bildmenge): Die Menge Jm(f) der Bilder
der K-Operation f hat die folgenden Eigenschaften:

(1) Nichtleere:  Die Bildmenge Jm(f) ist nicht leer. Es gilt: S € TJm(f).
(2) Fizpunktmenge: Es gilt: Im(f) = Fir(f)

(3) Schnitteigenschaft: ~ Das Bild einer Menge X C S unter der K-Operation
f ist der Schnitt iiber die Uberdeckung von X im Bild Jm(f). Es gilt also:

FX) = Im(f)x
(4) N-Stabilitat: Die Bildmenge Jm(f) ist N-stabil.
Beweis. Die einzelnen Aussagen werden iiberpriift.

(1) Nichtleere:  Aufgrund der Monotonie von f ist S = f(S) € IJm(f).

(2) Fizpunktmenge:  Folgt sofort, da f idempotent ist, mit obigem Krite-
rium.

(3) Schnitteigenschaft: — Sei X C S beliebig.

Aufgrund der Reflexivitit von f ist X C f(X). Damit ist das Bild f(X)
Element der Uberdeckung Jm(f)x von X. Daraus folgt:

(Im(f)x = F(X)N[)Im(f)x € f(X)

Zeige nun die Umkehrung: Betrachte dazu beliebiges Y € Jm(f)x.

(a) Aus der Definition der Uberdeckung folgt sofort X C Y.

(b) Ebenfalls gilt, dass Y € Jm(f)x C Im(f) ist. Mit (2) gilt dann weiter
Y € Jm(f) = Fiz(f) und Y ist ein Fixpunkt von f.

Aus (a) und (b) folgt mit der Monotonie von f:

fX)cfy)=vy

21Tm Folgenden wird unter anderem die Schnitteigenschaft von K-Operationen bewiesen;
diese war Tarski schon bekannt. Vgl. dazu etwa [TR2, S.63].
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Da Y beliebig aus der Uberdeckung Jm(f)x gewihlt war, gilt:

f(X) < mjm(f)x
Damit ist aber die geforderte Gleichheit gezeigt.

N-stabil:  Sel @ # X C Jm(f) nichtleere Teilmenge von Jm(f). Zu zeigen
ist, dass X := (X € Jm(f).

Da X = (X ist, gilt firalleY € X: X CY € Im(f).
Also ist X C Im(f)x und mit der Reflexivitit von f folgt:
XCfX)=(m(fHx (X=X

Insbesondere ist also (X = f(X) € IJm(f) und Im(f) ist N-stabil.

Q.E.D.

Damit ist die Bildmenge Jm(f) einer K-Operation f geeignet beschrieben. Er-
ginzend werden noch einige zentrale Begriffe mit der Bildmenge von f in Bezug
gesetzt.

3.5 Kriterium (Zentrale Begriffe): Die folgenden Eigenschaften einer
K-Operation f und die Saturiertheit lassen sich wie folgt mithilfe der Bildmenge
Jm(f) charakterisieren:

(1)

Charakterisierung von extrem:  f ist genau dann extrem, wenn fiir alle
nichttrivialen Bildpunkte S # X € Jm(f) das Folgende gilt:

YCX = Yeim()

Charakterisierung von punkttreu:  f ist genau dann punkttreu, wenn das
Folgende gilt:
{{z}; = € S} € Tm(/)

Hinreichende Bedingung fiir gleichbleibend:  f ist gleichbleibend, falls das
Folgende gilt:
{{z,y}; v,y € S} C Tm(f)

Notwendige Bedingung fiir Saturiertheit:
Ist X C S saturiert, dann ist X € Jm(f) ein Bildpunkt.

Hinreichende Bedingung fiir Saturiertheit:  Sei X € IJm(f) gegeben mit
x ¢ f(X)=X firein z € S. X ist genau dann z-saturiert, wenn fiir alle
Y € Jm(f) gilt:

XCY = zeY

Bew. (Skizze):  Das Kriterium (4) zeigt Miller in [ML, S. 185]; die restlichen
folgen direkt aus den jeweiligen Definitionen. Q.E.D.
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- Induzierte Abbildungen -

Die Perspektive des letzten Abschnittes wird im Folgenden umgekehrt. Vorgege-
bene Teilmengen M C p(.5) der Potenzmenge des Grundraumes induzieren, falls
zumindest S € M gilt, Abbildungen auf der Potenzmenge p(S); einige davon
(nicht alle) sind K-Operationen. Dies wird im Folgenden konkret ausgefiihrt.

Sei dazu im Folgenden ein nichtleerer Grundraum S # @ und eine beliebige
Teilmenge M C p(S) der Potenzmenge p(5) mit S € MM gegeben.

3.6 DEF (Induzierte Abbildung): Die Abbildung
foo: X (Mx =Y €M X CY}

heif}t die von M induzierte Abbildung. Die Menge 9 wird auch die Abbildung f

erzeugende Menge genannt.

Bemerkung (Wohldefiniertheit): Die Abbildung fon ist wohldefiniert, da
mit S € 9 fir alle Teilmengen X C S gilt, dass S € Mx. Damit wird nicht
iiber die leere Menge geschnitten.

3.7 Satz (Eigenschaften der induzierten Abbildung): Die induzierte
Abbildung f = fon hat die folgenden Eigenschaften:

(1) Reflexivitit: Die Abbildung f ist reflexiv.
(2) Monotonie: Die Abbildung f ist monoton.

(3) Idempotenz: Die Abbildung f ist idempotent. Insbesondere gilt also:
Jm(f) = Fix(f).

(4) Teilmengenbezichungen: Es gilt M C Tm(f).
(5) Gleichheit:  Ist 9 zudem N-stabil, gilt oben Gleichheit: 9 = Jm(f).

Beweis.  Es ist Mehreres zu priifen.

(1) Reflezivitit:  Sei X C S beliebig.

Nach Konstruktion gilt fiir jedes Y € Mx: X C Y. Damit gilt aber auch
schon:

X C ﬂfmx = fm(X)

(2) Monotonie: Seien X,Y C S gegeben mit X C Y.

Damit ist auch MMy C M. Daraus folgt wiederum:
f(X) = mfmx c ﬂimy = f(Y)

(3) Idempotenz: Es ist lediglich die Idempotenz zu priifen; die Gleichheit
folgt dann direkt aus obigem Kriterium. Sei dazu X C S beliebig.

Es werden die Uberdeckungen von X und f(X) in 9 betrachtet.
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Es gilt f(X) = NP x und damit fir jedes Y € Mx: f(X) CY. Also ist
Y € My (x). Das bedeutet aber, dass Mx C My x) ist.

Ist hingegen Y € M (x beliebig, dann gilt nach Konstruktion f(X) C Y.
Aus der Reflexivitéit von f folgt daraus: X C f(X) C Y. Also ist wieder
nach Konstruktion Y € MM x und es gilt My x) C Mx.

Bisher wurde Mx = M x) gezeigt. Daraus folgt aber:
fX) = ﬂmx = ﬂmf(X) = f(f(X))

Teilmengenbeziehung: Sei X € 9 beliebig. Daraus folgt nach Konstruk-
tion, dass X € My ist. Damit gilt:

fon(X) = ﬂﬁmx = Xﬂﬂimx cX
Mit der Reflexivitéit von f folgt sofort, dass X = f(X) € IJm(f) ist.

Gleichheit: ~ Mit oben nachgewiesener Teilmengenbeziehung ist hier ledig-
lich Jm(f) C 9 zu zeigen. Sei dazu M N-stabil und Y € Jm(f) beliebig.

Dann gibt es ein X C S mit Y = f(X) = (Mx. Da @ # Mx C M ist,
folgt mit N-Stabilitdt: Y = [Mx € M. Es ist also WM = Tm(f).

Q.E.D.

Bemerkungen:

(1)

(2)

Voraussetzung S € 9M: Die Voraussetzung S € 9 gewihrleistet die
Wohldefiniertheit der induzierten Abbildung f und geht insofern wesent-
lich in den Beweis ein.

Gleichheit:  Die N-Stabilitét ist wesentlich fiir 9 = Jm(f) und gilt im
Allgemeinen nicht.
Betrachte dazu S := N und 9 := {{1, 2}, {2,3},N}.
Es gilt:
fon(2) = (12 = {2} € Im(F)\M
Endlichkeit: Im Allgemeinen ist die induzierte Abbildung f nicht endlich

und damit keine K-Operation. Betrachte dazu die Mengen S := N und
M= pr, N) U{N} ={X CN; |X| < oo} U{N}. Es gilt:

L X falls |X|eN
fm—fw'XH{ S sonst

f. ist nicht endlich und damit keine K-Operation.??

3.8 Korollar (Induzierte K-Operationen): Ist die Abbildung f = fm
endlich, dann ist f eine K-Operation auf dem Grundraum S.

Beweis.  Ist die induzierte Abbildung f endlich, dann hat sie mit obigem Satz
alle benotigten Eigenschaften und somit ist nichts zu zeigen. Q.E.D.

22Vgl. hierzu Beispiele von K-Operationen in §1.
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3.9 Korollar (Selbstinduktion): Ist f eine K-Operation, dann wird sie von
ihrer eigenen Bildmenge Jm(f) induziert; es gilt also f = fym(s) -

Beweis.  Sei f eine K-Operation auf einem Grundraum .S. Dann ist die Bild-
menge Jm(f) N-stabil mit S € Jm(f).

Fiir die induzierte Abbildung fyn (s folgt aufgrund der N-Stabilitét mit obigem
Satz, dass Jm(fym(s)) = Im(f) ist. Damit gilt aber fiir jede Teilmenge X C S
des Grundraumes:

F(X) = Im(f)x = famn(X)
Also ist tatséchlich f = fym(s)- Q.E.D.

- Korrespondenz -

Obige Ergebnisse lassen sich als Korrespondenz zwischen K-Operationen f auf
einem Grundraum S und geeigneten Teilmengen 9 C p(S) der Potenzmenge
des Grundraumes zusammenfassen. Dies wird im Folgenden ausformuliert:

3.10 Satz (Korrespondenz): Es gibt eine 1:1 Korrespondenz zwischen den
folgenden Mengen:

(1) 2A:={MCp(S); SeM, Mist N-stabil und fon endlich}
(2) B:={f; fist K-Operation auf S}
Beweis.  Betrachte dazu die folgende Abbildung:
O:A—B:M— fon

(1) Wohldefiniertheit: @ ist wohldefiniert, da fon eine K-Operation auf dem
Grundraum S ist.

(2) Injektivitit:  Sind geeignete Mengen 9t und D verschieden, dann gilt:
Im(fon) = M # N = Im(fn)
Also ist auch fon # for und ® injektiv.
(3) Surjektivitit:  Fiir jede K-Operation f gilt f = fymr) = ®(Im(f)).
Damit besteht tatséchlich die 1:1 Korrespondenz. Q.E.D.

Bemerkung: Ergiinzend zum Korrespondenzsatz lifit sich (hier ohne Beweis)
festhalten, dass die Abbildung

U:B —2A: f—TIm(f)

die Umkehrabbildung von @ ist.
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84  Allgemeine Konstruktionen

Nachdem im letzten Paragraphen der Zusammenhang zwischen einer K-Opera-
tion f und ihrer Bildmenge Jm(f) diskutiert wurde, werden in diesem einige
allgemeine Konstruktionsmethoden von K-Operationen als erste Anwendung
der vorherigen Ergebnisse vorgestellt.

- Einschriankung auf Teilmengen -

Sei im Folgenden ein deduktives System S = (S, f) gegeben.

4.1 DEF (Einschrinkung auf Teilmengen): Seien @ # X C S nichtleere
Teilmenge des Grundraums S und MM := {Y N X; Y € Im(f)} gegeben. Die
induzierte Abbildung

Ix = fm
heifit Finschrinkung der K-Operation f auf X und das Tupel Sx := (X, fx)
die Finschrinkung des deduktiven Systems S auf X.

Bemerkung (Wohldefiniertheit): Mit S € Jm(f)ist X = SNX € M # o;
damit ist die Einschrankung fx wohldefiniert.

4.2 Satz (Einschrinkung auf Teilmengen): Die Einschrinkung fx der
K-Operation f auf X ist eine K-Operation mit fx(Y) = f(Y) N X fiir jedes
Y C X; entsprechend ist das Tupel Sx = (X, fx) ein deduktives System. Zudem
gﬂt jm(fx) =9Im.

Beweis. M ist N-stabil nach Konstruktion direkt aufgrund der N-Stabilitdt von
Jm(f); damit ist mit dem Satz iiber die Eigenschaften der induzierten Abbildung
tatsdchlich Jm(fx) = 9. Nach Konstruktion gilt weiter fiir alle Y C X:

fx(YV) =My = X0 \Im(f)y = fF(Y)NX

Mit dem Korollar iiber induzierte K-Operationen geniigt nun der Nachweis,
dass fx endlichist: Ist z € fx(Y) = f(Y)NX, dann ist € f(Y) und es gibt
aufgrund der Endlichkeit von f eine endliche Teilmenge Z C.,4; Y von Y mit
x € f(Z). Offenbar ist auch z € X, also auch z € f(Z)N X = fx(Z).?* qE.D.

- Schnittoperationen -

Seien im Folgenden deduktive Systeme und S = (S, f) und 7 = (T, g) gegeben.

4.3 DEF (Schnittoperation): Seien R := SUT die Vereinigung der Grund-
rdume und die Menge 9 := Im(f) UTm(g) U {R} # @ gegeben. Die induzierte
Abbildung

h = fom = fam(f)uam(g)u{R}
auf dem Grundraum R wird Schnittoperation von f und g genannt, das Tupel
R := (R, h) Schnitt-System von f und g auf dem Grundraum R.

23Miller rechnet in seinem Lemma 8.5 [ML, S. 198] direkt nach, dass die Einschrankung fx
auf eine Teilmenge X eine K-Operation ist.
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Falls der gemeinsame Grundraum S N7 # & nichtleer ist, wird die Einschran-
kung h' := hgnry eingeschrinkte Schnittoperation von f und g auf dem ge-
meinsamen Grundraum SNT und das Tupel Syng = (SNT, K') eingeschrinktes
Schnitt-System von f und g auf dem gemeinsamen Grundraum S NT genannt.

Bemerkung (Wohldefiniertheit): Nach Konstruktion ist R € 9t und die
induzierte Schnittoperation h wohldefiniert.

4.4 Satz (Schnittoperation): Die Schnittoperation h ist eine K-Operation
auf dem Grundraum R; ist 9 zudem N-stabil, dann ist Jm(h) = M.

Beweis.

Aus der N-Stabilitét von 9 folgt sofort Jm(h) = 9. Damit ist nur noch die
Endlichkeit der Schnittoperation h zu zeigen. Dazu werden zunéchst die beiden
Mengen My = Im(f) U {R} und M, := Tm(g) U {R} betrachtet. Fiir jede
Teilmenge X C R gilt:

h(X) =[Mx =) x N[ M) x

Sei nun zum Nachweis der Endlichkeit 2z € h(X) fiir eine beliebige Teilmenge
X C R gegeben. Es sind einige Félle zu unterscheiden:

Ist X C SNT, soist h(X) = f(X)Ng(X). Insbesondere ist also z € f(X)
und z € ¢g(X). Dann folgt aus der Endlichkeit von f und g die Existenz zweier
endlicher Mengen Yy Cepgy X und Yy Cepgy X mit € f(Yy) und = € g(Yy).
Aufgrund der Monotonie von f und g gilt fiir die Menge Y := YUY, Cepar X:
z € f(Y)und z € g(Y), also y € h(Y'). Damit ist eine geeignete endliche Menge
gefunden.

Ist hingegen X ¢ S und X € T, so ist h(X) = RN R. Dann existiert s € X\T
und ¢ € X\S. Fiir die endliche Menge Y := {s,t} Cena; X gilt, dass Y € S und
Y ¢ T. Damit ist h(Y) = RN R = R. Jedenfalls ist x € R und wieder wurde
geeignete endliche Menge gefunden.

Die Argumentation in den iibrigen Féllen ist eine Kombination der bisherigen
Argumente; entsprechend wird hier auf eine Ausfithrung verzichtet.

Jedenfalls wurde die Endlichkeit von h gezeigt. Q.E.D.

4.5 Korollar (Funktionswerte der Schnittoperation): Die Schnittope-
ration h hat fiir jedes X C R die folgenden Funktionswerte:

1) falls X CSNT: h(X)=f(X)Nng(X)

(1)

(2) falls X CS\T: h(X)=f(X)NR=f(X)
(3) falls X CT\S: h(X)=RnNg(X)=g9g(X)
(4)

4) sonst: h(X)=R

Beweis.  Folgt direkt aus der Feststellung h(X) = N(My)x NN(M,) x im
obigen Beweis. Q.E.D.
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4.6 Korollar (Eingeschrinkte Schnittoperation): Falls SNT # & nicht-
leer ist, ist auch die eingeschriinkte Schnittoperation h’ eine K-Operation auf
dem gemeinsamen Grundraum S N7T.

Insbesondere ist b’ = fNg der Schnitt beider K-Operationen und falls die Menge
M N-stabil ist, dann ist Im(R') ={X N(SNT); X € M}.

Beweis.  Falls 9t N-stabil ist, dann ist Jm(h) = M und es gilt mit dem Satz
iiber Einschrankungen auf Teilmengen:

Im() = {XN(SNT); X €Im(h)} = {XN(SNT); X € M}

Da h eine K-Operation ist, folgt mit dem gleichen Satz, dass I’ auch eine ist.
SchlieBlich folgt h' = f N g direkt aus dem ersten Korollar zum obigem Satz.

Q.E.D.

- Vereinigungsoperationen -

Es wird zunéchst ein wenig mengentheoretische Begrifflichkeit benétigt:
4.7 DEF (Einschriinkung von Mengensystemen): Seien X,Y zwei Men-
gen mit X C Y. Fiir eine nichtleere Teilmenge @& # X C p(Y’) bezeichnet
Xy ={ZnX; ZeX}

die Einschrinkungen der Mengen in X auf die Menge X.
4.8 DEF (Erweiterte Summe): Seien zwei Mengen X,Y gegeben. Fiir
nichtleere Teilmengen @ # X C p(X) und @ # Y C p(Y) bezeichnet

X®Y:={ZxUZy; Zx €X, Zy €YD} Cp(XUY)

die Menge aller Vereinigungen von Elementen aus den Mengen X und ) oder
auch die erweiterte Summe der Mengen X und ).

Fiir den Grenzfall, dass X = @ oder 9 = @ leer sind, wird aus technischen
Griinden festgesetzt:
Xe) =09

Bemerkung: Die folgenden Zusammenhinge lassen sich festhalten:

(1) Ist Z= X UY, dann gilt fiir nichtleere Teilmengen & # X C p(Z2):
xC X B X),

Gleichheit gilt im Allgemeinen nicht. Betrachte hierzu zwei disjunkte,
nichtleere Mengen X # @ #Y und X := {X,Y} C p(X UY).

Dann gilt:  X|, = {X, 2} und X|,, = {Y,o}.
Damit ist X|, & X|,, = {2, X, Y, X UY} #X

(2) Sind X,Y zwei disjunkte Mengen, dann gilt fiir nichtleere Teilmengen
o # % Cp(X) und @ £9 Cp(Y):

X=(X09), wd P=(X0),

_25-



LINDENBAUMSATZE AQUIVALENT zZUM AC

4.9 Satz (Vereinigungseigenschaft): Sind X,Y zwei disjunkte Mengen,
dann gilt fir g £ X Cp(X), @ #Y Cp(Y) und M := X ¢ Y das Folgende:

ﬂfm - mqu U ﬂimhf
Beweis.  Es sind zwei Richtungen zu zeigen:

»C“ Sei € (N X. Dann gilt fiir jedes Z € X: =z € Z.

Ohne Einschrankung gelte x € X. Damit ist fiir jedes Z € X mit Z = XUY
insbesondere z € X. Es gilt also fiir jedes X € Xy velX.

Daraus folgt aber z € (1 X|, also z € (1 X], U X].

2 Umgekehrte Argumentation wie eben mit analoger Fallunterscheidung.

Q.E.D.

Mit obiger Begrifflichkeit 148t sich die Vereinigungsoperation definieren. Seien
dazu im Folgenden zwei deduktive Systeme S = (S, f) und 7 = (T, g) mit
disjunkten Grundriumen gegeben.

4.10 DEF (Vereinigungsoperation): Die induzierte Abbildung

h = frm(r)@Im(g)

heifit Vereinigungsoperation auf dem gemeinsamen Grundraum R := SUT. Das
Tupel R := (R, h) wird Vereinigungssystem genannt.

Bemerkungen:

(1) Wohldefiniertheit: ~ Mit S € TJm(f) und T € Tm(g) folgt direkt nach
Konstruktion, dass die Menge R = SUT € 9 ist. Damit ist die induzierte
Abbildung h wohldefiniert.

(2) Eindeutige Darstellbarkeit: ~ Aufgrund der Disjunktheit der Grundriume
S und T lassen sich alle Teilmengen Z C R eindeutig (!) als disjunkte
Vereinigung Z = X UY darstellen, wobei X = ZNS und Y = ZNT sind.

Diese Darstellung und ihre Eindeutigkeit wird im Folgenden implizit vor-
ausgesetzt und zumeist ohne weitere Erwdhnung verwendet.

4.11 Satz (Vereinigungs-Operation): Oben konstruierte Abbildung h ist
eine K-Operation auf dem Grundraum R = SUT mit Bildmenge Jm(h) = 9.
Insbesondere ist: h = fUg.

Beweis.  Es ist Mehreres zu priifen

(1) N-Stabilitdt: Sei @ # X C M = Im(f) S Im(g) nichtleere Teilmenge von
M. Dann gilt:
X|gCIm(f) und X|.CIm(g)

Aufgrund der N-Stabilitdt von Jm(f) und Jm(g) gilt:

X:=X|geIm(f) und Y :=[)X|, € Im(g)
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Damit ist X UY € Jm(f) @ Jm(g) = 9 und mit der Vereinigungseigen-
schaft folgt:
x=)Xu( X, =XUYem

Damit ist 9t N-stabil und Jm(h) = M.
(2) h=fUg: Esist nur noch festzuhalten, dass fiir jedes Z =X UY C R

gilt:
Mz|,=Tm(f)x und Mz| =Im(g)y

Der Rest folgt direkt aus obiger Argumentation:
O UY) = (90 = (Yo, U0,

=()Im(f)x U[)Im(g)y = f(X) Ug(Y)

(3) Endlichkeit: Seix € h(XUY) = f(X)Ug(Y) fiir eine Menge XUY C R.
Aufgrund der Disjunktheit von S und T ist entweder z € S oder x € T.
Ohne Einschrankung gelte = € S.

Damit ist zunédchst z € f(X) und es gibt eine endliche Menge X’ Copa; X
mit 2 € f(X') C f/(X)Ug(2) = h(X).
Da X’ C X C X UY ist, wurde eine geeignete endliche Menge gefunden.

Q.E.D.

- Restklassen-Systeme -

Als letzte allgemeine Konstruktionsmethode wird, der Vollstandigkeit halber,
der Ubergang auf den Restklassenraum vorgestellt. Hierbei steht die Diskussion
iiber den Zusammenhang einer K-Operation f mit ihrem Bild Jm(f) weitgehend
im Hintergrund; zumeist wird ein direkter Zugang bevorzugt.

Desweiteren ist anzumerken, dass beim Ubergang auf Restklassenstrukturen In-
formationen verloren gehen; entsprechend hoffnungslos scheint es, mithilfe der
Saturiertheit einer Menge im Restklassensystem auf Saturiertheit im urspriing-
lichen System zu schlieflen.

Damit geben sich die Restklassensysteme fiir das Miller’sche Projekt ungeeignet
und dementsprechend wird hier diese Methode lediglich skizziert, nicht aber im
Detail besprochen.

Sei im Folgenden ein beliebiges deduktives System (S, f) und eine Aquivalenz-
relation ~C S x S gegeben.

4.12 Konstruktion (Restklassenraum):

(1) 2 ={y € S; © ~ y} bezeichnet die Aquivalenzklasse eines Elementes
x € S beziiglich ~ und X = {Z; = € X} die entsprechende Erweiterung
auf Teilmengen X C S.

Die Menge S = S /~ wird dann Restklassenraum oder auch Restklassen-
menge genannt.
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2) ©: 95— 8S: z — T bezeichnet die kanonische surjektive Abbildung in die
Menge aller Aquivalenzklassen. Kanonisch wird ® fiir Teilmengen X C S
erweitert:

O(X):={P(z); zeX}={T;2€X}=XCS

4.13 Konstruktion (Restklassen-Operation): Fiir jede Teilmenge X C S

ist die Abbildung f’ : p(S) — p(S) wie folgt definiert:
(X)) = @(f(e7'(X)))

[’ wird als Restklassen-Operation bezeichnet, das Tupel S’ = (S, f’) als Rest-
klassen-System.

4.14 Satz (Eigenschaften von f’): Oben definierte Restklassen-Operation
/! ist reflexiv, monoton und endlich.

Bemerkung: Die Restklassen-Operation f! ist im Allgemeinen keine K-Ope-
ration auf der Restklassenmenge .S, da sie im Allgemeinen nicht idempotent ist.
Dies zu belegen, geniigt ein Beispiel:

Auf dem Grundraum S := {1,2,3,4} wird durch die Menge 9 := {{1,2}, S}
eine K-Operation f := foq induziert. Die Relation ~C S x S sei die kleinste
Aquivalenzrelation auf S, so dass 2 ~ 3 gilt.

Dann gilt fiir die wie oben definierte induzierte Abbildung f':

1) f@O=2(f(e'(D)) =2(f(1)) = 2({1,2}) = {12}
(2) Da2~3ist ®7(1,2) = {1,2,3}. Damit gilt:
F1@) = f1(1,2) = 2(f(271(1,2))) = 2(f(1,2.3))

Damit ist die Abbildung f’ tatséchlich nicht idempotent und dementsprechend
auch keine K-Operation.

In diesem Beispiel wurde ausgenutzt, dass sich das Bild f(1) = {1,2} nicht
mit der Aquivalenzrelation ~ vertrdgt. Dies kann behoben werden. Es muss
gefordert werden, dass sich einige (nicht alle) Bilder von f mit ~ vertragen.

4.15 DEF (Vertriglichkeit):

(1) Vertriglichkeit von Mengen: Eine Menge X C S heifit mit der Aquiva-
lenzrelation ~ vertrdglich, falls X = ®~1(®(X)) ist.

(2) Vertriglichkeit von Abbildungen: Die K-Operation f heiit mit der Aqui-
valenzrelation ~ vertrdglich, falls fiir alle Teilmengen X C S gilt:

X=0"12(X) = [f(X)=0 HP(f(X)))
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Bemerkung (Vertriglichkeit): Tatsichlich wurde bei der Vertriglichkeit
nicht (!) gefordert, dass jedes Bild von f sich mit der Relation ~ vertrigt; es
miissen lediglich die Bilder von vertriglichen Mengen unter der K-Operation f
vertréglich sein.

Das folgende Kriterium erleichtert den Nachweis der Vertriiglichkeit von Aqui-
valenzrelationen und K-Operationen:

4.16 Kriterium (Vertriglichkeit extremer K:Operationen): Ist f eine
extreme K-Operation auf S, dann ist f mit jeder Aquivalenzrelation ~C S x S
vertréglich.

Der folgende Satz stellt fest, dass beim Ubergang auf den Restklassenraum aus
vertriglichen K-Operationen erneut K-Operationen entstehen:

4.17 Satz (Restklassen-Operation): Sei S = (S, f) eine K-Operation und
~C § x S eine Aquivalenzrelation auf S die sich mit f vertréigt.

Dann ist die oben definierte Restklassen-Operation f’ eine K-Operation auf S
und damit &' = (S, ') ein deduktives System.

Bew. (Skizze):  Es ist hier lediglich noch die Idempotenz zu priifen. Erneut
wird auf diese einfache Rechnung hier verzichtet. Q.E.D.

Bemerkung (Bild der Restklassen-Operation): Ist f eine mit ~ vertrég-
liche K-Operation, dann hat die Restklassen-Operation f’ die folgende Bild-
menge:

Jm(f') = {®(X); X € Im(f) ist mit ~ vertriglich}

Bisher wurde ein deduktives System S = (S, f) betrachtet und durch den Uber-
gang auf die Restklassenmenge ein neues deduktives System S’ = (S, f’) kon-
struiert.

Umgekehrt induziert auch jede K-Operation f’ auf S ein deduktives System auf
dem urspriinglichen Raum. Dies wird hier ergéinzend festgehalten. Sei dazu eine
nichtleere Menge S # @, eine Aquivalenzrelation ~C S x S und ein deduktives
System &’ = (S, f’) auf der Restklassenmenge S gegeben und die Abbildung
®: S — S wie eben definiert.

4.18 Konstruktion (Riickinduzierte Operation): Fiir alle Teilmengen
X C S ist die Abbildung f : p(S) — p(S) wie folgt definiert:

X = e (f(X))

f wird als riickinduzierte Operation und das Tupel S = (S, f) als rickinduziertes
System bezeichnet.
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4.19 Satz (Riickinduzierte Operation): Oben definierte riickinduzierte
Operation f ist eine K-Operation auf dem Grundraum S und damit S = (S, f)
ein deduktives System.

Beweis.  Lediglich der Nachweis der Endlichkeit ist erwdhnenswert:

Sei dazu X C S beliebig und = € f(X) ein beliebiges, aus X beweisbares
Element. Zu zeigen ist die Existenz einer endlichen Menge Y C.,q; X mit

ze f(Y).

Jedenfalls ist T € ®(f(X)) = ®(®~1(f'(X))) = f'(X).

Damit existiert eine endliche Menge Y C.pq; X mit Z € f/(Y).

Im Allgemeinen ist ®~1(Y) nicht endlich. Es existiert aber eine endliche Menge
Z Cd 1Y) mit ZC X und Z =Y. (Wihle aus jeder Aquivalenzklasse § € Y
ein Element z € g N X aus.)

DaY =Z, istz € f(Z) und x € ®-(f"(2)) = f(Z).

Damit wurde eine geeignete endliche Menge gefunden und (S, f) ist tatséchlich
ein deduktives System. Q.E.D.

Bemerkungen:

(1) Bildmenge: Die riickinduzierte Operation f hat die folgende Bildmenge:
Im(f) =@~ (Im(f)) = {27H(X) € S5 X € Im(f")}

Es 148t sich leicht iiberpriifen: Ist f die riickinduzierte Operation zu f’,
dann ist f zunéchst mit ~ vertraglich. Ist dann weiter f” die Restklassen-
Operation zu f, dann gilt f/ = f”.

(2) Auswahl: Im Beweis der Endlichkeit findet eine Auswahl statt. Diese
erfordert aber nicht das AC, da lediglich eine Auswahlfunktion auf einer
endlichen (!) Familie nichtleerer Mengen bendétigt wird. Deren Existenz ist
aber in ZFS beweisbar.

(3) Informationsverlust: — An dieser Stelle ist weiterhin bemerkenswert, dass
im Beweis der Endlichkeit tatséchlich eine Auswahl stattfinden muss. Bei
der kanonischen Richtung, in der die Restklassen-Operationen auf dem
Restklassenraum konstruiert werden, ist keine Auswahl notig; dort erfolgt
der Nachweis, dass Restklassen-Operationen tatsichlich K-Operationen
sind, direkt und ohne Auswahl.

Dies korrespondiert mit der Tatsache, dass mit dem Ubergang auf den
Restklassenraum immer ein Informationsverlust verbunden ist.
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85  Beschrinkte Schnitte

In diesem Paragraphen wird eine spezielle Klasse von Schnittoperationen®* be-
trachtet: die beschrdnkten Schnitte. Dabei handelt es sich um den Schnitt einer
beliebigen K-Operation mit einer beschrinkten K-Operation.

Es werden zunéchst die relevanten FEigenschaften der beschriinkten Schnitte und
die Saturiertheit in den resultierenden Systemen untersucht, um schlieflich neue
Millersétze zu etablieren.

Sei dazu im Folgenden ein deduktives System S = (S, f) gegeben.

Zunéchst werden hier die beschrinkten K-Operationen adidquat als induzierte
Abbildung eingefiihrt, da diese bisher lediglich erw#hnt wurden.2?

5.1 Konstruktion (Beschrinkte K-Operation): Fiir jede natiirliche Zahl
n € N seien erzeugende Menge und beschréankte K-Operation wie folgt definiert:

(1) Erzeugende Menge: M, :=p,(S)U{S}={X CS; |X|<n}U{S}

(2) Beschrinkte K-Operation: Die Abbildung g, := fom, heilit beschrinkte
K-Operation zur Schranke n auf dem Grundraum S.

5.2 Hilfssatz (Beschrinkte K-Operation): Fir alle n € N ist die be-
schrinkte K-Operation g, eine K-Operation auf dem Grundraum S mit Bild
Jm(gn) = pn(S) U {S}; ferner stimmen die g, mit den in §1 eingefithrten be-
schrénkten K-Operationen Cng,, iiberein. Es gilt also:

B ) X falls [ X[ <n
gn =Cnsp: X { S sonst

Beweis.  Es ist Mehreres zu priifen:

(1) N-Stabilitat:  Offenbar ist fiir jedes n € N die Menge 9t,, N-stabil; ent-
sprechend ist Jm(g,) = M.
(2) Endlichkeit:  Sei dazu X C S gegeben mit g,(X) = S.

Ohne Einschrinkung ist X (und damit auch S) unendlich. Dann existieren
n paarweise verschiedene Elemente xg,...x,_1 € X und offenbar ist die
Menge Y := {xg,... Zn—1} Cenar X endliche Teilmenge von X.

Nach Konstruktion der erzeugenden Menge ist Im(g, )y = {S},da|Y| =n
gilt. Also ist g,(Y) = (Im(gn)y = S und eine geeignete endliche Menge
wurde gefunden.

Damit ist g, tatsichlich eine K-Operation.?®

(3) Gleichheit: — Die hier definierten beschrinkten K-Operationen g, stim-
men offensichtlich mit den Cng,, aus §1 iiberein. Q.E.D.

24Vgl. hierzu §4 iiber allgemeine Konstruktionen.

25Vgl. hierzu Beispiele von K-Operationen in §1.

26Zur Konstruktion der Menge Y mussten endlich viele Elemente aus der Menge X aus-
gewéahlt werden; dafiir wird das AC nicht bendotigt.
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Mithilfe der beschrinkten K-Operation g,, wird nun der beschrénkte Schnitt f,,
von g, und f eingefiihrt:

5.3 Konstruktion (Beschrinkter Schnitt): Fiir jede natiirliche Zahl n € N
wird die Abbildung

fn = fjm(f)ujm(gn)

als beschrinkter Schnitt von f zur Schranke n genannt, das Tupel S, := (S, f,,)
beschrinktes Schnitt-System zur Schranke n.

5.4 Satz (Beschrinkter Schnitt): Fiir jedes n € N ist der beschrinkte
Schnitt f,, eine K-Operation auf S mit Jm(f,) = Im(f) U IJm(g,), dement-
sprechend S, ein deduktives System. Desweiteren ist der beschrankte Schnitt
fn = fNgy, der Schnitt der urspriinglichen K-Operation f mit der beschrinkten
K-Operation g,. Es gilt also:

. X falls|X|<n
f"'XH{ f(X) sonst

Beweis.

Da f und g, denselben Grundraum haben, gilt:
Jm(f) UIm(gn) = Im(f) UTm(gn) U{SUS}

Aus den Sétzen iiber Schnittoperationen und eingeschrinkte Schnittoperationen
folgt, dass f,, eine K-Operation auf S ist. Desweiteren folgt aus den gleichen
Sétzen, dass f, = f N gy ist. Da Jm(f) N-stabil ist, ist es auch IJm(f) UTm(gy).
(Ist ndmlich fiir @ # X C Jm(f) UIm(g,) der Schnitt X N p,(S) # &, dann ist
(% € Im(gy,); ansonsten ist (| X € Jm(f).) Damit ist Im(f,,) = TJm(f)UTm(gp).

Weiter gilt fiir alle Mengen X C S mit |X]| > n, dass g,(X) = S ist. Daraus
folgt fiir diese Mengen:
fo(X) = F(X) Ngn(X) = f(X)N S = f(X)
Fiir Mengen X C S mit |X| < n gilt hingegen, da X C f(X) ist:
fo(X) = f(X)Ngn(X) = F(X)NX =X

Q.E.D.

Im Folgenden werden die relevanten Eigenschaften des beschrinkten Schnittes
untersucht.

Vereinfachung: Ist n =0, dann ist f = f,,. Damit &ndern sich die relevanten
Eigenschaften nicht und fj ist fiir das Miller’sche Projekt nicht verwendbar.

Desweiteren folgt aus n > |S|, dass Im(f,,) = p(S) und f,, = Id ist. Die Identitéit
Id erlaubt trivialerweise Saturierung; entsprechend kann die Saturiertheit in S,
nicht in Bezug zur Saturiertheit in S gesetzt werden und erneut ist f,, nicht fiir
das Miller’sche Projekt verwendbar.

Es wird also im Folgenden angenommen, dass 0 < n < |S| gilt.

_392-



Tabelle (Eigenschaften von f,):

BESCHRANKTE SCHNITTE

Falls 0 < n < |S| ist, hat der beschrénkte

Schnitt f,, in Abhéngigkeit von der Schranke n die folgenden relevanten Eigen-

schaften:
Eigenschaften n=1 n=2 \ n>3
a: extrem falls f extrem falls f extrem | falls f extrem
b: punkttreu f punkttreu immer immer
c:  2-kompakt f 2-kompakt f 2-kompakt nie
d: gleichbleibend || f gleichbleibend | f gleichbleibend immer

5.5 Satz (Relevante Eigenschaften von f,):

Der beschrénkte Schnitt f,

hat die in obiger Tabelle beschriebenen relevanten Eigenschaften.

Beweis.

(1)

Die einzelnen Aussagen werden gezeigt.

extrem: Sei f extreme K-Operation.

Dann gilt fiir jedes X C S, dass f(X) € {X,S}. Da auch g, extrem ist,
gilt dasselbe fiir g, (X). Damit ist auch f,(X) = f(X)Ng(X) € {X, S}.
Damit ist aber f,, extrem.

Die Umkehrung gilt im Allgemeinen nicht:
noch f im Allgemeinen nicht extrem.

Betrachte dazu die auf N induzierte Abbildung f := f{(1}n). f ist eine
K-Operation und, da f(2) = {1} ist, insbesondere nicht extrem. Dennoch
ist der beschrinkte Schnitt f,, fiir jedes 0 # n € N extrem.

Ist f,, extrem, dann ist den-

punkttreu:  Falls n > 2, dann ist offenbar

{{z}; = € 5} Cpn(S) S Tm(fn)

und f,, damit trivialerweise punkttreu.

Falls hingegen n = 1 ist, dann gilt genau dann {{z}; = € S} C Im(fy),
wenn {{z}; = € S} C Jm(f) ist. (Nach Voraussetzung ist |\S| > n und
p1(5) = {2,5}.)

2-kompakt:  Jedenfalls gilt nach Voraussetzung |S| > n > 1.

Falls n > 3 ist, dann ist zunéchst f,(S) = S; da 2 < n ist, gilt aber fiir
jede hochstens 2-elementige Teilmenge X Co S, dass g,(X) = X # S.

Also ist fr(X) = f(X)NX = X # S und f,, nicht 2-kompakt.

Ansonsten ist n < 2. Es ist nun zu zeigen, dass f genau dann 2-kompakt
ist, wenn es auch f, ist.

Sei zunéchst f 2-kompakt und es gelte fiir eine Teilmenge X C S, dass
S = fu(X) = f(X) N gn(X). Daraus folgt, dass f(X) = gn(X) = S ist.
Insbesondere gilt damit | X| > n. (Sonst wére ¢,(X) = X # S und auch
fo(X) #9).

Da f 2-kompakt ist, gibt es eine hochstens 2-elementige Teilmenge Z Co X
mit f(Z) = S. Da |X| > 2 ist, folgt daraus die Existenz einer genau
2-elementigen Erweiterung Y von Z mit Z C Y C X.
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Aufgrund der Monotonie von f gilt S = f(Z) C f(Y) C S.
Daraus folgt: f,(Y)=f(Y)Ng,(Y)=SNnS=S5.
Damit wurde eine geeignete hochstens 2-elementige Teilmenge Y Co X

gefunden und f, ist 2-kompakt.

Ist umgekehrt f nicht 2-kompakt, dann gibt es eine Menge X C S mit
f(X) = S und fiir alle héchstens 2-elementigen Teilmengen ¥ Co X von
X gilt, dass f(Y') # S. Insbesondere folgt daraus, dass | X| > 3 ist. (Sonst
wire X Co X mit f(X) = S gegeben.)

Damit ist f,(X) = f(X)Ng,(X)=5NS=S5.

Weiterhin gilt nach Wahl von X fiir jede hochstens 2-elementige Teilmenge
Y Cy X wie schon festgestellt f(Y) # S.

Daraus folgt sofort f,,(Y) = f(X)Ngn(X) # S und f, ist nicht 2-kompakt.

gleichbleibend:  Sei zunéchst n < 2.

Fiir alle 2-elementigen Mengen {z,y} C S gilt mit dem Satz zu beschriank-
ten Schnitten: f,(x,y) = f(z,y).

Falls f nicht gleichbleibend ist, dann gibt es x,y,z € S mit x # z und
flz,y) = S = f(y,2z) und f(x,z) # S. Insbesondere folgt daraus, dass
x # y (sonst S # f(x,z) = f(y,z) = S) und analog y # z. Damit gilt
aber mit obiger Bemerkung f,(z,y) = f(z,y) = S = f(y,2) = fuly,2)
und f,(x, z) # S und f, ist ebenfalls nicht gleichbleibend.

Ist umgekehrt f,, nicht gleichbleibend, dann gibt es wie oben x,y,z € S.
Aus fo(z,y) =S = fu(y, 2) folgt sofort f(z,y) =S = f(y, z). Da weiter
x # z gilt ebenfalls f(x,z) = fu(z,z) # S und f ist ebenfalls nicht
gleichbleibend.

Ist weiter n > 3, dann gilt fiir alle z,y € S:

falz,y) = gn(z,y) = {z,y} # S

Damit ist f,, trivialerweise gleichbleibend. Q.E.D.

Bemerkungen:

(1)

k-Kompaktheit:  Mit einem analogen Beweis wie bei der 2-Kompaktheit
(und denselben Voraussetzungen fiir den Grundraum) 148t sich fur alle
natiirlichen Zahlen k,n € N mit k > n zeigen:

Genau dann ist f,, k-kompakt, wenn f k-kompakt ist.
Ist hingegen die Schranke n > k, dann ist f,, keinesfalls k-kompakt.
Miller’sches Projekt: — Aus obigem Satz folgt, dass im Allgemeinen der
beschriankten Schnitt f; zur Schranke n = 1 keine neuen Eigenschaften

gegeniiber der urspriinglichen K-Operation f hat. Dementsprechend ist
diese Konstruktion fiir das Miller’sche Projekt nicht verwertbar.

Die Betrachtung beschrénkter Schnitte zu einer Schranke n > 3 ist im
Miller’schen Projekt redundant, da diese Schnitte dieselben relevanten Ei-
genschaften haben, wie der beschrénkte Schnitt f3 zur Schranke n = 3.
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(3) Punkttreuer Schnitt:  Der beschrankte Schnitt fs zur Schranke n = 2
hat die kennzeichnende Eigenschaft, jedenfalls punkttreu zu sein. Entspre-
chend wird im Folgenden f, auch als punkttreuer Schnitt f, bezeichnet.

(4) Gleichbleibender Schnitt:  Der beschrénkte Schnitt f3 zur Schranke n = 3
hat die kennzeichnende Eigenschaft, jedenfalls (trivial) gleichbleibend zu
sein, mit der sie sich vom punkttreuen Schnitt abhebt. Entsprechend wird
im Folgenden f3 auch als gleichbleibender Schnitt f, bezeichnet.

5.6 Satz (Saturiertheit in beschréinkten Schnitt-Systemen): Sein € N
beliebige Schranke, = € S beliebiges Element. Eine Menge X C S mit |X| > n
ist genau dann beziiglich § z-saturiert, wenn X beziiglich S,, x-saturiert ist.

Beweis.  Mit dem Satz iiber beschrinkte Schnitte gilt fiir alle X C S mit
|X| > n: fn(X)= f(X). Daraus folgt sofort die Behauptung. Q.E.D.

Im Folgenden werden die bisherigen Ergebnisse dieses Paragraphen verwendet,
um einige Millerséitze zu beweisen. Dazu wird zunéchst der punkttreue und
anschliefend der gleichbleibende Schnitt verwendet.

Mit dem Korollar iiber wohlordenbare Systeme (§2) wird ab hier ohne Einschrin-
kung angenommen werden, dass die betrachteten Systeme zumindest unendlich
sind, also einen unendlichen Grundraum S haben.

5.7 Satz (LBb = LB@): Falls alle punkttreuen Systeme Saturierung erlau-
ben, dann erlauben dies schon alle deduktiven Systeme.

Beweis.  Sei § := (S, Cn) beliebiges deduktives System. Zu zeigen ist unter
Voraussetzung von LB b, dass S Saturierung erlaubt.

Sei dazu X C S und x ¢ f(X) gegeben. Zunichst wird |X| > 2 vorausgesetzt.

Der punkttreue Schnitt f, = f Mg ist eine K-Operation auf S und S, = (S, f,)
punkttreues System. Da « ¢ f(X) ist, gilt ebenfalls x ¢ f,(X) = f(X)Ng2(X).
Aus LBb folgt die Existenz einer z-saturierten Erweiterung ¥ O X von X
beziiglich S, .

Da |X| > 2 ist, ist auch |Y] > 2. Mit obigem Satz iiber Saturiertheit in be-
schrankten Schnitt-Systemen folgt, dass Y auch x-saturiert ist beziiglich S. Da-
mit wurde eine geeignete Erweiterung gefunden.

Falls nun | X| = 1 ist, dann gibt es zwei Moglichkeiten: Entweder gilt fiir jedes
y € S\X: z € f(X,y). Dann ist aber X schon z-saturiert beziiglich S und es
ist nichts zu zeigen. Andernfalls gibt es ein y € S\X mit = ¢ f(X,y). Dann
ist aber | X U {y}| = 2 > 2, und mit obiger Argumentation hat X U {y} eine
x-saturierte Erweiterung Y O X U {y} D X.

Falls schlieBlich | X| = 0 ist, dann ist analog zu eben die Menge X entweder schon
selbst z-saturiert oder besitzt eine l-elementige Erweiterung Z, die ihrerseits
eine x-saturierte Erweiterung Y besitzt.

Jedenfalls erlaubt das System S also Saturierung. Q.E.D.
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5.8 Korollar (zu LBb = LB@): Fiir alle Teilmengen o C {a,c,d} gilt der
Millersatz LBba = LBa.

Beweis. Seia C {a,c,d} beliebige Teilmenge und S = (S, f) beliebiges deduk-
tives System mit allen Figenschaften aus . Dann hat der punkttreue Schnitt
fp von f mit dem Satz iiber die relevanten Eigenschaften von f,, zusétzlich zur
Punkttreue ebenfalls alle Eigenschaften aus «. Aus LB b« folgt mit analoger
Argumentation wie oben LB a. Q.E.D.

Bemerkung: Miller hat den hier bewiesenen Millersatz LB ab = LB a mit
anderen Methoden gezeigt; er hat das System S auf eine geeignete Teilmenge
des Grundraumes eingeschrinkt, sodass die Einschriankung punkttreu geworden
ist.2”

5.9 Satz (LBbd = LB@): Falls alle punkttreuen und gleichbleibenden Sy-
steme Saturierung erlauben, dann schon alle deduktiven Systeme.

Beweis. Sei S := (S, Cn) ein beliebiges deduktives System. Zu zeigen ist unter
Voraussetzung von LB bd, dass S Saturierung erlaubt.

Sei dazu X C S und x ¢ f(X) gegeben. Zunichst wird |X| > 3 vorausgesetzt.

Der gleichbleibende Schnitt f, = f N g3 ist eine K-Operation auf S und ent-
sprechend S, = (S, f,) punkttreues und gleichbleibendes System. Da x ¢ f(X)
ist, gilt ebenfalls x ¢ f,(X) = f(X)Ngs(X). Aus LB bd folgt die Existenz einer
z-saturierten Erweiterung Y 2 X von X beziiglich S, .

Da |X| > 3 ist, ist auch |Y| > 3. Mit obigem Satz iiber Saturiertheit in be-
schriankten Schnitt-Systemen folgt, dass Y auch x-saturiert ist beziiglich S. Da-
mit wurde eine geeignete Erweiterung gefunden.

Analog zur Argumentation im vorherigen Satz ist wieder jede Teilmenge X C S
mit |X| = 2 entweder schon z-saturiert beziiglich S oder es ldfit sich eine
3-elementige Erweiterung X’ C S finden mit x ¢ f(X').

Mit bisheriger Argumentation hat X’ und damit auch X eine z-saturierte Er-
weiterung Y beziiglich Sg und damit auch beziiglich S hat. Anschlielend folgt
dies fiir alle 1-elementigen X C S und schlieflich fiir die leere Menge.

Jedenfalls erlaubt das System S Saturierung. Q.E.D.

5.10 Korollar (zu LBbd = LB@): Es gilt der Millersatz LB abd = LBa

Beweis.  Setzt man voraus, dass das System S = (5, f) extrem ist, dann ist
der gleichbleibende Schnitt f; von f zusétzlich extrem. Dann folgt aus LB abd
mit analoger Argumentation zu eben LB a. Q.E.D.

27Vgl. hierzu [ML, §5].
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86  Doppelung

In diesem Paragraphen wird die Konstruktionsmethode der Doppelung vorge-
stellt. Zentrale Idee dieser Konstruktion ist, ein deduktives System S = (S, f) als
isomorphe, disjunkte Kopie seiner selbst zu verdoppeln und anschliefend beide
Systeme als Schnittsystem geeignet zu vereinen. Anschlieflend wird das resul-
tierende deduktive System auf seine relevanten Eigenschaften und Saturiertheit
hin untersucht; abschliefend werden neue Millerséitze etabliert.

Sei dazu im Folgenden ein deduktives System S = (S, f) gegeben.

6.1 Konstruktion (Disjunkte Kopie des Systems): Zum deduktiven
System S 143t sich wie folgt eine disjunkte, isomorphe Kopie S’ konstruieren:

(1) Kopie des Grundraums: Die Menge S’ sei isomorphe, disjunkte Kopie
des Grundraumes S und @ : S — S’ die entsprechende Bijektion zwischen
beiden Grundriumen S und S’.28

(2) Kopie der Bildmenge: Die Menge M := {®(X); X € Tm(f)} sei die
isomorphe Kopie der Bildmenge der K-Operation f.

(3) Kopie der K-Operation: Die induzierte Abbildung f’ := fox sei die Kopie
der urspriinglichen K-Operation f auf dem Grundraum S’

(4) Kopie des Systems: Das Tupel &’ := (S, f') wird disjunkte Kopie des
deduktiven Systems S genannt.

Bemerkung: Durch ein direktes Nachrechnen ldt sich das Folgende leicht
iiberpriifen: f’ ist eine K-Operation auf S’, entsprechend ist S’ ein deduktives
System. Weiterhin gilt fiir alle X C S: ®(f(X)) = f/(P(X)); also fiir jede
Teilmenge X' C §': f/(X') = ®(f(®~1(X"))).

Damit ist zunéchst 9 = TJm(f’) und weiter sind S = &’ isomorphe Systeme
und haben insbesondere dieselben relevanten Eigenschaften.

6.2 Konstruktion (Gedoppeltes System): Mithilfe der isomorphen Kopie
von S 148t sich das gedoppelte System wie folgt einfiihren:

(1) Erweiterter Grundraum: T :=SUS".
(2) Erzeugende Menge: O :=Jm(f)UIm(f)u{a,T}.

(3) Gedoppeltes System: Die induzierte Abbildung fy := fom wird gedoppelte
Operation zu f genannt, das Tupel Sg := (T, f4) gedoppeltes System zu S.

Bemerkungen:

(1) Leere Menge: Im Gegensatz zur Definition der Schnittoperation wird in
I die leere Menge @ in die erzeugende Menge hinzugenommen. Aus der
Disjunktheit von S und S’ folgt, dass fo\(1(2) = @ = fn(@) ist. Damit
erzeugen N und N\ {2} dieselben Abbildungen und fy ist tatséchlich die
Schnittoperation zu f und f’

28Dje Existenz einer solchen Menge samt Bijektion ist ohne AC beweisbar!
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(2)

N-Stabilitit: ~ Aus der Disjunktheit der Grundriume S und S’ folgt mit
der N-Stabilitdt von Jm(f) und Im(f’), dass fiir nichtleere Teilmengen
@ # X C M der Schnitt (X in Jm(f), Jm(f’) oder in der Menge {T, @}
liegt. Damit ist durch die Hinzunahme der leeren Menge in 91 diese offenbar
N-stabil und es gilt Jm(fy) = N.

Damit wurde das gedoppelte System S, eingefithrt und es werden nun seine
relevanten Eigenschaften und die Saturiertheit untersucht. Es wird zur Vermei-
dung von Sonderfillen, die eine aufwendigere Formulierung erfordern und kaum
Erkenntnisgewinn bringen, angenommen, dass |S| > 1 ist.

6.3 Satz (Relevante Eigenschaften von f;): Die gedoppelte Operation
fa zur K-Operation f ist genau dann extrem, wenn f = Id ist, genau dann
punkttreu, wenn es f ist, jedenfalls 2-kompakt und keinesfalls gleichbleibend.

Beweis.  Es sind mehrere Eigenschaften zu priifen:

(1)

extrem: Es gelte f # Id.
Jedenfalls gilt mit dem Korollar iiber die Funktionswerte von Schnittope-
rationen (§4) fiir alle X C S\S', dass fq(X) = f(X) #T.

Falls @ C S einzige Teilmenge X C S ist mit f(X) # X, dann ist fiir
jedes s € S die Menge {s} € Jm(f) im Bild von f. Da nach Voraussetzung
|S] > 1 ist, gilt:

f@) =)o < ({{s} seSt=2
Das ist ein WIDERSPRUCH; entsprechend gibt es eine Menge @ # X C S
mit X # f(X) = f4(X). Damit ist aber f4(X) ¢ {X,T} und f4 ist nicht
extrem.

Ist hingegen f = Id,(g), dann ist auch f’ = Id, (g und mit oben erwéhn-
tem Korollar {iber die Funktionswerte folgt direkt, dass fy extrem ist.

punkttreu:  Genau dann, wenn die urspriingliche K-Operation f punkt-
treu ist, ist die Menge {{z}; = € S} C Jm(f) C N. Genau in diesem Fall
ist auch die Menge {{z'}; 2’ € §'} = {®({z}); x € S} C M.

Damit ist also fy genau dann punkttreu, wenn es f schon ist.

2-kompakt: ~ Mit oben erwiihntem Korollar ist genau dann fy(X) = T,
wenn sowohl X Z S als auch X € S’. Dann aber existieren zwei Elemente
zreSNX #@und 2/ € S’NX # @. Fiir die Menge Y := {z,2'} Co X
gilt f(Y)=T.

Damit wurde eine geeignete hichstens 2-elementige Menge gefunden und
fa ist tatsédchlich 2-kompakt.

gleichbleibend:  Da nach Voraussetzung |S| > 1 ist, gibt es zwei Elemente
x,z € S mit x # z und ein Element y € S’. Es gilt wieder mit demselben
Korollar:

fa(x,y) =T = fa(y,z) und fa(x,2) S also fa(x,2) #T
Damit ist f; nicht gleichbleibend. Q.E.D.
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Weiterhin wird das Korollar iiber die Funktionswerte von Schnittoperationen
(84) verwendet; es wird darauf verzichtet, dies jedesmal explizit zu erwihnen.

6.4 Satz (Saturiertheit in gedoppelten Systemen): Eine nichtleere Teil-
menge @ # X C S ist fiir ein Element € S genau dann beziiglich S z-saturiert,
wenn X beziiglich S5 z-saturiert ist.

Beweis.  Sei x € S und X C S beliebig.

»,=“ Sei X z-saturiert beziiglich S.
Dann ist zunichst « ¢ f(X) = fq(X).
Desweiteren gilt fiir jedes y € S\X: =z € f(X,y) = fa(X,y).
Ist hingegen y € T\\S, dann gilt ebenfalls: = € T = f4(X,y).

Damit ist X beziiglich S; x-saturiert.

»<=" Die Umkehrung folgt genauso direkt. Q.E.D.

Die Ergebnisse des Paragraphen werden zur Etablierung neuer Millersétze ver-
wendet.

6.5 Satz (LBc=LB@): Wenn jedes 2-kompakte deduktive System Saturie-
rung erlaubt, dann schon jedes deduktive System.

Beweis.  Zunichst wird wieder ohne Einschrinkung angenommen, dass |S| > 1
ist. (Deduktive Systeme mit 1-elementigem Grundraum erlauben trivialerweise
Saturierung.)

Sei nun S = (S, f) beliebiges deduktives System, X C S und = ¢ f(X) gegeben.
Zu zeigen ist beziiglich S die Existenz einer z-saturierten Erweiterung ¥ D X.

Ohne Einschrinkung kann angenommen werden, dass X # & ist. (Falls & nicht
x-saturiert ist, dann gibt es z € S mit & ¢ f(z); jede Erweiterung von {z} ist
auch eine Erweiterung von @.)

Die Doppelung fy ist 2-kompaktes deduktives System und es gilt ebenfalls:
x ¢ f(X) = fa(X). Nach Voraussetzung existiert beziiglich Sy eine x-saturierte
Erweiterung Y von X.

Angenommen, dass Y ¢ S ist. Dann gibt es y € S’ NY. Da & # X C Y,
gibt es zudem z € SNY. Damit ist z € T = fy(z,y) C f4(Y) und Y ist nicht
z-saturiert beziiglich S;. WIDERSPRUCH

Alsoist Y C Sund da @ # X C Y ist, folgt mit dem Satz iiber die Saturiertheit
in gedoppelten Systemen, dass Y beziiglich S z-saturiert ist.

Damit wurde geeignete saturierte Erweiterung ¥ von X gefunden. Q.E.D.

6.6 Korollar (zu LBc= LB@): Es gilt der Millersatz LB bc = LB b.

Beweis.  Wird im obigem Satz vorausgesetzt, dass f punkttreu ist, dann ist
es auch die Doppelung f;. Der Beweis erfolgt analog. Q.E.D.
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87  Angereicherte Systeme

In diesem Paragraphen wird das Konzept der Anreicherung eines deduktiven
Systems untersucht. Dabei wird der Grundraum eines deduktiven Systemes um
neue Elemente erweitert, anschliefend eine geeignete K-Operation aus der ur-
spriinglichen konstruiert. Zunéchst wird dieses Konzept hier allgemein disku-
tiert; anschlieend werden einige spezielle Anreicherungen verwendet, um neue
Millersétze zu beweisen.

Sei dazu im Folgenden ein deduktives System S := (S, f) gegeben.

7.1 Konstruktion (Angereicherter Grundraum): Sei M eine Menge, die
disjunkt zum Grundraum S ist (SN M = @). Dann heifit T := S U M der mit
M angereicherte Grundraum zu S.

Bemerkungen:

(1) Existenz disjunkter Mengen: Im Folgenden wird sich zeigen, dass die
konkrete Wahl der Menge M unerheblich, lediglich deren Gréfle entschei-
dend ist. Dennoch wird benétigt, dass solche Mengen existieren.

Dies ist aber gegeben: Zu jeder Menge M ist
M':=M x {S} ={(m,S); me M}
eine zu S disjunkte Menge gleicher Grofle.

(2) Pindeutige Darstellbarkeit: Es wird an dieser Stelle an die eindeutige
Darstellbarkeit von Teilmengen Z = X UY CT mit X C Sund Y C M
erinnert.

Im Folgenden wird zu der urspriinglichen K-Operation f eine ganze Klasse neuer
K-Operationen auf dem angereicherten Grundraum 7 = S U M eingefiihrt.
Diese K-Operationen eignen sich zur Priifung, wie viele neue Elemente in einer
Menge enthalten sind. Dazu wird fiir jede dieser K-Operationen eine natiirli-
che Schranke n € N vorgegeben; erreicht die Anzahl der neuen Elemente in
einer Menge diese Schranke, dann wird sie auf 7', ansonsten im Wesentlichen
wie unter der urspriinglichen K-Operation abgebildet. Durch Letzteres wird es
moglich, eine Korrespondenz zwischen den saturierten Mengen beider Systeme
herzustellen.

Sei im Folgenden eine Menge M, disjunkt zu S, und eine natiirliche Zahl n € N
gegeben. Sei desweiteren T'= S U M der angereicherte Grundraum.

7.2 Konstruktion (Angereicherte K-Operation f),): Die Abbildung
favam p(T) — p(T) ist wie folgt definiert:

T falls IN| >n

fM’":XUN'_){ f(X)UN sonst

Die Abbildung fas, wird die beziglich der Menge M zur Schranke n angerei-
cherte K-Operation von f genannt; das System Sysp, = (T, far,n) wird entspre-
chend angereichertes System genannt.
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Bemerkungen (Konstruktion von fis,):

(1)

(2)

(3)

Wohldefiniertheit: Da die Darstellung X UN C T mit obiger Bemerkung
zur Darstellbarkeit eindeutig ist, ist die Abbildung fas,, wohldefiniert.

Notation: Sind M und n durch den Kontext bestimmt, wird anstelle
von far,, auch f’ geschrieben; S’ analog.

Bildmenge:  Im(fan) = (Im(f) & p,(M)) U{T} := M.

Mit dem Nachweis, dass far,, eine K-Operation ist, folgt die N-Stabilitét
von M und frr, = fon.

Sonderfille: Oben eingefithrte Konstruktion der Anreicherung erlaubt die
Unterscheidung einiger Sonderfélle; diese werden die folgenden Untersuchungen
einschrinken und somit erleichtern:

(1)

n=0: f]y[’() =Cnpax : X UN — T.29

Die Abbildung far ist trivialerweise eine K-Operation auf dem Grund-
raum 7. Aus Jm(f) @ po(M) = Im(f) ® @ = @ folgt obige Charakterisie-
rung der Bildmenge.?°

Offenbar 148t Cnyax keinen Riickschluf3 auf die Saturiertheit beziiglich S
zu; entsprechend ist diese Anreicherung fiir das Miller’sche Projekt nicht
verwertbar.

n#0und M =0: fg,: XU f(X)Uo = f(X).

Die Abbildungen fz , und f stimmen iiberein; zunéchst ist damit fg ,
tatsdchlich eine K-Operation. Mit Jm(f)®p, (@) = Im(f)® {2} = Im(f
und T'= S U@ = § folgt erneut obige Charakterisierung des Bildes.

Desweiteren ist diese Anreicherung wieder im Miller’schen Projekt nicht
verwertbar, da die resultierenden deduktiven Systeme gegeniiber den ur-
spriinglichen neue relevante Eigenschaften benétigen.

0 <n <|M|: Der typische Fall der Anreicherung. In obiger Konstruk-
tion der Anreicherung besteht die Fallunterscheidung aus zwei disjunkten
Féllen, die beide eintreten konnen. Von der Adadquatheit der Charakteri-
sierung der Bildmenge kann man sich leicht iiberzeugen; in diesem Fall ist
nachzuweisen, dass die Anreicherung eine K-Operation ist.

0<|M|<n: fun:XUN— f(X)UN = f(X)UIdya)(N).

Mit T € Jm(f) @ p(M) = Im(f) ® p,(M) folgt obige Charakterisierung
der Bildmenge leicht. Erneut ist nachzuweisen, dass fy,, eine K-Operation
ist. Dann ist sie aber eine Vereinigungsoperation, wie sie in §4 eingefiihrt
wurde; es gilt dann also fur, = fUIdyan-

Wie der typische Fall wird diese K-Operation auch fiir die Zwecke des
Miller’schen Projekts untersucht; hierbei geniigt offensichtlich die Betrach-
tung der Schranke n = |[M|+ 1.

Jedenfalls gilt hier mit M # @, dass n > 2 ist.

29Vgl. hierzu auch Beispiele von K-Operationen in §1.
30In der Definition der erweiterten Summe, §4, wurde fiir beliebige X festgelegt: X® @ = @.
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Notation: Im typischen Fall 0 < n < |M| wird sich weisen, dass die Eigen-
schaften des angereicherten Systems lediglich von der Schranke n abhéingen und
es irrelevant ist, ob und wieviel grofler die Menge M ist. Entsprechend werden
im Folgenden Anreicherungem mit 0 < n < |M| durch f,, bezeichnet.

Der Fall n = |M|+ 1 wird gesondert untersucht; hier werden die angereicherten
K-Operationen durch f;F bezeichnet; analog die resultierenden Systeme.

7.3 Satz (K-Operation): Fiir 0 < n < |M]| ist die angereicherte K-Operation
f" == fun eine K-Operation auf T = S U M und damit S’ := (T, f’) ein
deduktives System mit Jm(fy, as) = 9T wie oben angegeben.

Beweis.  Es sind 4 Eigenschaften zu priifen.

(1) Reflezivitit: Sei X UN C T gegeben.
Falls |[N| > n, dann ist offenbar X UN C T = f/(X UN).
Ansonsten ist |N| < n. Mit der Reflexivitit von f gilt:

XUNCf(X)UN = f(XUN)

(2) Idempotenz: Sei wieder X UN C T.
Falls |[N| > n gilt mit | M| > n:
f(ff(XUN) =f(T)=f(SUM)=T=f(XUN)
Ansonsten ist |[N| < n und es gilt mit der Idempotenz von f:

F(f(XUN)) = Ff(f(X)UN)
= f(f(X)UN = f(X)UN = f(XUN)
(3) Monotonie: Sei XUN CY UL CT gegeben.
Falls |L| > n ist, dann gilt: f(XUN)CT = f(YUL)

Ansonsten ist | L| < n. Insbesondere gilt X C Y und N C L. Aus letzterem
folgt sofort |N| < n. Damit gilt mit der Monotonie von f:

F(XUN) = f(X)UNC f(Y)UL=f(YUL)

(4) Endlichkeit: Sei XUN CT und z € f/(X UN) gegeben.

Falls [N| > n, dann existiert eine Menge L C N mit |L| = n.3!

Damit gilt: L Cepgt XUN und z € T = f/(dUL) = f'(L).

Ansonsten ist [N| < n und damit f(X UN) = f(X)UN.

1. Fall (x € f(X)):  Aufgrund der Endlichkeit von f gibt es eine endliche
Menge Y Cepat X CXUN mit z € f(Y) = f/(Y).

2. Fall (x ¢ f(X)): Esgilt dann 2 € N. Damit ist aber N C.pqp X UN
mit z € f(F)UN = f'(N).

Jedenfalls wurde eine geeignete endliche Menge gefunden.

/! ist also K-Operation und &’ = (T, f’) deduktives System. Q.E.D.

31Zum Beweis der Existenz von L muss man endlich viele Elemente aus N auswéhlen. Fiir
diese Auswahl wird aber nicht das AC benétigt.
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7.4 Korollar (K-Operation): Firn = |M|+1 > 2ist f' := fa, eine
K-Operation auf T'= SUM und damit S’ := (T, f’) ein deduktives System mit
Jm(fn, ) = D wie oben angegeben. Insbesondere sind damit alle angereicherten
Systeme deduktive Systeme.

Beweis. Man kann obigen Beweis analog iibernehmen, wenn man sich auf die
Betrachtung der Fille |N| < n beschrénkt. Q.E.D.

Bemerkung (Isomorphie angereicherter Systeme): Gibt es zwischen
zwei Mengen M, L eine Bijektion ¢ und gilt zudem SN (M U L) = &, dann
sind fiir alle n € N die angereicherten Systeme (S UM, farn) und (SUL, fL n)
isomorph. (Sei dazu ¥ : SUM — S U L wie folgt definiert:

bz x falls z € S
o ¢(x) sonst

Betrachte nun die durch v auf die Potenzmengen kanonisch induzierte Bijektion;
diese ist offenbar ein Isomorphismus.) Das bedeutet, dass die konkrete Wahl der
Menge M vernachléssigbar ist. Es kommt also lediglich auf die Wahl von n und
die Groe von M an.

Im Folgenden werden die relevanten Eigenschaften und die Saturiertheit ange-
reicherter Systeme untersucht; dazu werden die beiden ersten Sonderfille n = 0
und M = @ ausgeschlossen.

Tabelle (Relevante Eigenschaften von f);,): Die relevanten Eigenschaf-
ten angereicherter K-Operationen fjs, werden in folgender Tabelle zusammen-
gefafit.

Dabei bezieht sich die erste Spalte auf den 4. Sonderfall mit n = |M| + 1, die
restlichen drei Spalten auf den typischen Fall in Abhéngigkeit der Schranke n.

Eigenschaften || r | n=1 | n =2 | n>3
a: extrem f=1d f=1d f=1Id f=1d

: f(@)=0 - f@)=2 | f(o)=0
b: punkttreu & f pt. nie & f pt. & f pt.
c: 2-kompakt manchmal immer immer nie
d: gleichbleibend || manchmal | |S|=1 immer immer

Hierbei steht pt. abkiirzend fiir punkttreu, der Eintrag manchmal wird im fol-
genden Satz prézisiert.

7.5 Satz (Relevante Eigenschaften von f;7): Fiir jedes 0 < n € N hat
f = [, die in obiger Tabelle angegebenen relevanten Eigenschaften.

Insbesondere ist f’ genau dann 2-kompakt, wenn f = Cnpay und | M| < 2 oder
wenn f 1-kompakt und |[M| = 1. f’ ist genau dann nicht gleichbleibend, falls
n=2ist und es z,y € S gibt mit z # y und f(z) =5 = f(y).
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Beweis. Esist f/(XUN) = f(X)UN und mit M # @ auch S # T und n > 2.

Es sind mehrere Eigenschaften zu tiberpriifen:

(1)

extrem: Es sei zunéchst f # Id. Damit gibt es ein X C S mit f(X) # X
und es gilt, dass f'(X) = f(X)U@ € p(S)\{X}.

Damit ist f/(X) ¢ {X,T} und f’ nicht extrem.

Ist hingegen f = Id, also fiir jedes X C S f(X) = X, dann ist auch
S(XUN)=f(X)UId(N) =X UN und [’ ist tatséchlich extrem.

Damit wurde hier gezeigt, dass f’ genau dann extrem ist, wenn f die
Identitét ist.

punkttreu:  Fiir jedes € S gilt:  f'(z) = f(z) U@ = f(x).

Fiir jedes m € M gilt:  f'(m) = f(&) U {m}

Mit M # @ folgt oben behauptete Aquivalenz.

2-kompakt:  Jedenfalls folgt sofort fiir jede Menge X UN C T aus dem
Gelten von T'= f/(X UN) = f(X)UN, dass f(X) =S und N = M ist.
Damit rechnet man leicht oben angegebene Bedingungen nach.
gleichbleibend:  Es sei n = 2, also M = {m} fiir ein geeignetes m. Weiter
selen x,y € S mit « # y und f(z) =S = f(y) gegeben.

Dann ist f'(z,n) = f(z) U{n} =T = f'(n,y), aber f'(x,y) =SUS #T
und damit f’ nicht gleichbleibend.

Andernfalls ist f/ (in jedem Unterfall) trivial gleichbleibend; auf das Nach-
rechnen wird hier verzichtet. Q.E.D.

7.6 Satz (Relevante Eigenschaften von f,): Die angereicherte K-Opera-
tion f,, hat die in obiger Tabelle angegebenen relevanten Eigenschaften.

Beweis.

(1)

extrem:  Sei zunéichst f = Id und X U N C T beliebig.

Falls |N| < n, dann ist f,(X UN) = f(X)UN = X U N. Ansonsten ist
fn(X UN) =T und f, ist offenbar extrem.

Ist umgekehrt f # Id, dann gibt es X C Smit f(X) # X. Da|g|=0<n
ist und f(X) C S # T gilt, ist fr,(X U @) = f(X)U@ ¢ {X,T}. Damit
ist f,, nicht extrem.

punkttreu:  Sei zunéchst n = 1. Da nach Voraussetzung |M| > 0 ist, gibt
eseseinme M. Dan=12> |[{m}| ist, gilt:

film) = fi(@U{m}) =T # {m}

Damit ist f, fiir n = 1 nicht punkttreu.
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Ansonsten ist n > 2 und es sind zwei Richtungen zu zeigen:

»= (Kontraposition) Es geniigt zu zeigen: ~Wenn eine der Bedingungen nicht
gilt, dann ist f,, nicht punkttreu.
Sei @ # f(2) C S. Jedenfalls gibt es ein m € M und es gilt:

fa(m) = fa(@ U {m}) = f(2) U {m} # {m}
Bei (%) gilt Gleichheit, da [{m}| < 2 < n; die Ungleichheit, da M NS = @.
Damit ist f, nicht punkttreu.
Ist f wiederum nicht punkttreu, dann gibt es ein s € S mit f(s) # {s}.
Aus fr(s) = f(s) U@ = f(s) folgt wieder, dass f, nicht punkttreu ist.
»<=“ Es gelte nun, dass f punkttreu und f(@) = @ ist.
Firse ScTgilt:  fo(s) = f(s) Uz = {s}.
Firme M C T gilt:  fo(m) = f(@)U{m} = {m}.
Damit ist f,, punkttreu.
(3) 2-kompakt: Da |[M| > n ist, gilt f,(X UN) = T genau dann, wenn
|N| > n ist. Fiir n < 2 sind zwei Félle zu unterscheiden:
(a) |N| <2: Dannist N Cy X UN geeignete Menge mit f,(N) =1T.

(b) |N|] > 2: In diesem Fall besitzt N eine genau 2-elementige Teil-
menge L Co N C X UN mit f,(L) = T. Wieder wurde geeignete
Menge gefunden

Jedenfalls ist f,, 2-kompakt.
Sei also n > 3. Genau dann ist f,(X UN) =T, wenn |N| > 3. Damit gibt

es keine hochstens 2-elementige Teilmenge XUN Cy T mit f,,(XUN) =T.
Da f,(T) =T ist, kann f,, nicht 2-kompakt sein.

(4) gleichbleibend: Wieder folgt aus f,(X U N) =T sofort |[N| > n.

Falls n > 3 ist, dann gibt es keine zwei x,y € T mit f,(x,y) = T. Also ist
fn trivialerweise gleichbleibend.

Falls n = 2 ist, dann folgt aus fa(x,y) = T sofort, dass z,y € M und

x # y ist. Gibt es nun z € T mit f3(y, 2) = T, dann ist weiter z € M und
aus x # z folgt weiter fo(x,2) = T. Damit ist f gleichbleibend.

Falls nun n = 1 ist, dann gilt das Folgende:

Falls |S| > 1, dann gibt es s,t € S mit s # ¢t und m € M. Dann gilt:
fi(s,m) =T = fi(m,t) aber fi(s,t) = f(s,t) # T. Damit ist f; nicht
gleichbleibend.

Sei nun |S| =1, also S = {s}. Es gelte fi(z,y) =T = f1(y,2) mit = # z.
Wire fi(x,2) # T, dann wiire x, z € {s}, also z = z. Das kann aber nicht
sein. Also ist tatséchlich fi(x,z) =T und f; gleichbleibend. Q.E.D.

Bemerkung (Punkttreue): Die Eigenschaft punktireu iibertrégt sich aus
dem urspriinglichen System bei der Anreicherung lediglich dann, wenn zusétzlich
f(@) = @ gilt. Dies ist aber keine Einschréinkung:
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In punkttreuen Systemen folgt aus f(2&) # @ sofort mit der Monotonie, dass fiir
alle s € S schon f(@) = {s} gilt. Das bedeutet aber, dass S = {s} einelementig
ist. Dieses System erlaubt aber trivialerweise Saturierung.

Also kann an entsprechender Stelle im Folgenden angenommen werden, dass
punkttreue Systeme mindestens 2-elementig sind.

Im Folgenden wird die Saturiertheit in &' = (S U M, f') fir f' = f, bezie-
hungsweise f/ = f,I untersucht. Weiterhin werden die ersten beiden Sonderflle
ausgeschlossen; es wird also angenommen, dass n # 0 und M # & gilt.

Dadurch, dass der dritte (n < |M|) und vierte Fall (n > |M]) gemeinsam
untersucht werden, ergeben sich etwas komplizierter zu lesende Bedingungen fiir
die Saturiertheit. Dies vereinfacht sich bei der Betrachtung konkreter deduktiver
Systeme radikal.

Bei der folgenden Untersuchung der Saturiertheit im deduktiven System S’ wer-
den zur Vereinfachung der Argumentation zwei Fille unterschieden: Zuerst
wird m-Saturiertheit in Bezug auf neue Elemente m € M diskutiert; anschlie-
Bend die z-Saturiertheit in Bezug auf Elemente z € S aus dem urspriinglichen
Grundraum.

7.7 Satz (m-Saturiertheit): Sei m € M beliebig. Eine Menge X UN C T
ist genau dann m-saturiert (bzgl. '), wenn m ¢ N, |[N| < n und X = S ist und
zusétzlich |[N| =n — 1 oder M\ N einelementig ist.

Beweis.  Es sind zwei Richtungen zu zeigen.

,=“ Sei X UN C T fiir ein m € M schon m-saturiert.

Aufgrund der Saturiertheit ist m ¢ f/(X U N). Damit ist f/(X UN) # T,
also |N| < n. Mit der Reflexivitiit von f’ folgt ebenfalls m ¢ N.

Angenommen, dass X # S. Damit gibt es ein Element y € S\ X. Aufgrund
der Disjunktheit von M und S folgt sofort, dass y ¢ (X U N) ist.

Da f(X,y) C S ist, folgt:
m¢ f(X,y) UN = f((X U{y}UN) = f(X UN,y)

Das ist aber ein WIDERSPRUCH zur m-Saturiertheit von X U N. Also ist
doch X = S.

Es sei nun [N| #n—1,also |[N| <n—1.

Dann gilt fiir jedes y € M\N zunichst y ¢ f(X)UN = f(X UN) und
mit der m-Saturiertheit auch:

m e f(XUN,y) = f(X)UNU{y} = SUNU{y}

Dam ¢ SUN, folgt daraus, dass m € {y}. Da dies fiir alle y € M\N gilt,
folgt daraus schon M = N U {m}.

»<=“ Sei X UN C T mit den angegebenen Eigenschaften gegeben.

Da |N| <nund m ¢ N ist,ist m ¢ f(X)UN = f/(XUN) #T. Aus der
Reflexivitit von f’ folgt insbesondere auch m ¢ N C X U N.
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Sei y ¢ X UN beliebig. Da X = S ist, folgt y € M\N.
Falls nun |[N| =n — 1 ist, dann ist f/(X UN,y) =T, da [N U {y}| = n.

Ansonsten ist nach Voraussetzung M = N U{m}. Daraus folgt aber sofort
y = m. Da desweiteren X = S ist, gilt wieder:

F(XUN,y)=f(S)UNU{m})=SUM =T

Jedenfalls ist m € T = f'(X UN,y). Q.E.D.

7.8 Korollar: Ist eine Menge X U N fiir ein m € M m-saturiert, dann ist
X U N schon maximal-konsistent.

Beweis.  Falls X U N m-saturiert ist fiir ein m € M, dann haben X und N
die im obigen Satz angegebenen Eigenschaften. Im Beweis der Riickrichtung im
obigen Satz wurde ferner die m-Saturiertheit von X U N dadurch nachgewiesen,
dass fiir jedes y € T\(X U N) gezeigt wurde, dass f/(X UN,y) =T ist. Damit
ist X U N insbesondere maximal. (Die Konsistenz ist durch die Saturiertheit
sofort gegeben.) Q.E.D.

7.9 Satz (x-Saturiertheit): Sei x € S beliebig. Eine Menge X UN C T ist
genau dann z-saturiert (bezgl. &), wenn X schon z-saturiert beziiglich S ist
und zudem gilt: Esist [N|=n —1oder esist |[N| <n—1und N = M.

Beweis.  Es sind zwei Richtungen zu zeigen.

,=“ Sei X UN C T z-saturiert.

Aus der Saturiertheit von X U N folgt, dass ¢ f/(X U N). Damit ist
fXUN)#T, Nl <nund f(XUN)= f(X)UN.Dazx € S ist, gilt
zudem z ¢ f(X).

Angenommen, dass X beziiglich S nicht z-saturiert ist. Dann gibt es ein
y € S\X mit z ¢ f(X,y). Da S und M disjunkt sind, ist y ¢ N. Daraus
folgt weiter z ¢ f(X,y)UN = f/( X U{y}UN) = f'(X UN,y)

Das ist aber ein WIDERSPRUCH zur z-Saturiertheit von X UN und damit
X ist beziiglich S doch z-saturiert.

Falls [N| # n — 1 ist, dann ist jedenfalls |[N| <n — 1.

Angenommen nun, dass N # M wire. Dann giibe es ein y € M\ N. Damit
wire y ¢ X UN und |[N U {y}| < n.

Dann wire auch « ¢ f(X)U N U {y} = f/(X U N,y). Das kann aber

aufgrund der Saturiertheit von X U N nicht sein. Also ist doch N = M.
»<=“ Sei X UN C T mit den angegebenen Eigenschaften gegeben.

Jedenfalls ist |N| < n und damit f/(X UN) = f(X)UN.

Da X beziiglich S z-saturiert ist, ist ¢ f(X). Insbesondere ist damit
z¢ f(X)UN=f(XUN).

Sei nun y € T\(X U N) beliebig.

Falls y € S ist, dann ist auch y ¢ X. Aufgrund der z-Saturiertheit von X
beziiglich S ist z € f(X,y) C f(X,y) UN = f/( X UN,y).
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Ist hingegen y ¢ S, dann ist y € M. Insbesondere ist auch y ¢ N und
damit N # M. Damit ist |[N| = n — 1 und somit auch |N U {y}| = n.
Daraus folgt, dass z € T = f(X U N, y).

Jedenfalls ist € f/(X U N,y) und damit ist X U N beziiglich S’ schon
r-saturiert. Q.E.D.

Bemerkung (Implizite Voraussetzung): In beiden Sétzen zur Saturiert-
heit geht implizit die Bedingung n > 0 durch Klauseln wie etwa |[N| = n—1 ein.
Das ist auch zu erwarten, da durch die K-Operation fyro = Cipax : Y — T
alle Teilmengen Y auf T abgebildet werden und es somit trivialerweise keine
saturierten Mengen gibt.

Die bisherigen Ergebnisse in diesem Paragraphen erlauben, neue Millersitze
zu beweisen. Da die angereicherten Systeme zur Schranke n = 2 die meisten
Eigenschaften haben, werden eben diese hierfiir verwendet.

7.10 Satz (LBcd = LB@): Falls alle deduktiven Systeme mit den Eigen-
schaften 2-kompakt und gleichbleibend Saturierung erlauben, dann auch schon
alle deduktiven Systeme.

Beweis. Sei S := (S, f) beliebiges deduktives System, X C S beliebige Teil-
menge und = € S ein beliebiges nicht aus X beweisbares Element (x ¢ f(X)).
Zu zeigen ist die Existenz einer z-saturierten Erweiterung ¥ von X.

Betrachte dazu ein zur Schranke n = 2 angereichertes System S’ = (S U M, f3)
mit geeigneter Menge M. Nach dem Satz iiber die relevanten Eigenschaften von
fn ist die angereicherte K-Operation fo und damit das System S’ 2-kompakt
und gleichbleibend.

Esgilt: z ¢ f(X)U@ = f/(X). Mit LBcd folgt die Existenz einer (bzgl. des
Systems §’) z-saturierten Erweiterung Y U N von X. Da x € S, folgt mit dem
Satz iiber xz-Saturiertheit, dass Y bezgl. S z-saturiert ist.

Ebenfalls ist klar, dass X CY = (YUN)N Sist,da X C Sund X CYUN.
Damit ist Y die gesuchte z-saturierte Erweiterung von X. Da z und X belie-
big gewéhlt waren, erlaubt S Saturierung, da S beliebig gew#hlt war, ist die
Behauptung gezeigt. Q.E.D.

7.11 Korollar (zu LBed = LB@): Es gilt der Millersatz LB bed = LB b.

Beweis. Sei § = (S, f) punkttreues deduktives System. Ohne Einschrinkung
kann — wie bemerkt — angenommen werden, dass f(@) = @ gilt. Damit ist
die angereicherte K-Operation fo, konstruiert wie oben, mit dem Satz iiber die
relevanten FEigenschaften von f, zusétzlich punkttreu. Obiger Satz kann nun
analog unter Verwendung von LB bed iibernommen werden. Q.E.D.

Bemerkung (Weitere Korollare): Insbesondere aus der Anreicherung zur
Schranke n = 3 konnten hier analog zu oben zwei weitere Millersétze explizit
bewiesen werden; auf dies wird hier verzichtet, da die resultierenden Millersétze
triviale Korollare der hier bewiesenen sind, die aus der Verkiirzung des Ante-
zedens LB cd auf LB d, beziehungsweise LB bed auf LB bd, entstehen.??

32Vgl. hierzu §2, Bemerkungen zum prinzipiellen Vorgehen.
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§8  Charakteristische Systeme

In diesem Paragraphen werden charakteristische Systeme diskutiert. Ahnlich
zu den bekannten charakteristischen Funktionen wird in diesen Systemen auf
gewisse Art beschrieben, ob eine endliche Menge im Bild einer vorgegebenen
K-Operation liegt.

Zunichst werden charakteristische Systeme allgemein behandelt; daran anschlie-
Bend werden mithilfe von Spezialfillen weitere Millersitze bewiesen. Insbeson-
dere erweist sich Millers Konstruktion fiir den Satz LB a = LB @ im Wesentli-
chen als Spezialfall dieser Konstruktion.

Sei im Folgenden ein deduktives System S = (S, f) und eine endliche Teilmenge
M Cenar S des Grundraums gegeben.

Bei der Konstruktion des charakteristischen Systems bleibt der Grundraum S
unveréindert erhalten; dementsprechend muss hier lediglich die charakteristische
K-Operation fj; beziiglich der Menge M als induzierte Abbildung konstruiert
werden.

8.1 Konstruktion (Charakteristische K-Operation f)/):

(1) Erzeugende Menge: 9M:={X CS; M < f(X)}u{S}
(2) Induzierte Abbildung:  far := fon

Die induzierte Abbildung fy; wird charakteristische K-Operation zu f beziiglich
M und das Tupel Syy = (S, far) charakteristisches System zu S beziiglich M
genannt; die Menge M auch charakterisierte Menge.>?

8.2 Satz (K-Operation): Die charakteristische K-Operation fps ist eine
K-Operation mit Jm(fys) = M, entsprechend Sy; ein deduktives System. Ins-
besondere gilt fiir alle X C S:

[ S falls M C f(X)
fu(X) = { X sonst

Beweis.  Es ist Mehreres zu priifen:

(1) N-Stabilitit: Sei @ # X C 9 nichtleere Teilmenge von M.

Ohne Einschrinkung sei S ¢ X. Da @ # X, gibt es ein X € X. Da nach
Voraussetzung X # S ist, gilt M € f(X). Weiter folgt aus X € X, dass
N X C X gilt. Mit der Monotonie von f folgt f(()X) C f(X). Damit ist
M Z f(NX), also N X € M.

Damit ist 9t N-stabil und Jm(f) = M.

33Induzierte Abbildungen und charakteristische K-Operationen werden #hnlich notiert; da
erstere Teilmengen der Potenzmenge und zweitere Teilmengen des Grundraumes als Index
haben, sollte dennoch eine Verwechselung im Folgenden ausgeschlossen sein.
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(2)

Funktionswerte:  Angegebene Gleichheit ist zu priifen:

Falls M ¢ f(X), dann ist jedenfalls X € Mx. Es gilt also fi(X) C X,
und damit fu(X) = X.

Ansonsten ist M C f(X), also X ¢ 9M\{S}. Weiter gilt fiir alle Y O X
mit der Monotonie von f ebenfalls M C f(Y) und wieder Y ¢ 9M\{S}.

Daraus folgt aber Mx = {S} und damit fr(X)=S.

Endlichkeit: Sei X C S und x € f'(X) gegeben.

Falls M C f(X), dann gibt es aufgrund der Endlichkeit von f fiir jedes
m € M eine endliche Teilmengen Y, Cepnar X mit m € f(Yy,).

Betrachte Y := (J,,,c s Yim- Als endliche Vereinigung endlicher Teilmengen
ist Y Cengr X. Aufgrund der Monotonie von f gilt fiir jedes m € M:
m € f(Y). Also ist M C f(Y) und es gilt 2 € S = f/(Y).

Ansonsten ist M ¢ f(X). Damit ist aber z € f/(X) = X. Weiter gilt
x € {z} Cengy X und mit der Reflexivitit von f’ auch schon = € f/(x)
und es wurde erneut eine geeignete endliche Teilmenge gefunden.

Insgesamt wurde die Behauptung gezeigt. Q.E.D.

Bemerkungen:

(1)
(2)

(3)

Trivialer Sonderfall:  Ist M = @&, dann ist offenbar fj; = Cnpax.-

Endlichkeit:  Im obigen Beweis der Endlichkeit wurde nicht (!) vorausge-
setzt, dass M # & gilt; in diesem Fall ist | Y, die leere Vereinigung
und damit gleich der leeren Menge.

med

Notation: Ist die Menge M aus dem Kontext ersichtlich, dann wird
anstelle von fp; wie gewohnt oft nur f’ geschrieben.

Miller:  Miller selbst verwendet in [ML, §4] bei leicht anderer Schreib-
weise charakteristische K-Operationen beziiglich 1-elementiger Mengen
M = {z} zur Etablierung des Millersatzes LB a = LB @.

Seine Notationsweise — er priift in der Definition der charakteristischen
K-Operation f’ die Elementschaft @ € f(X) anstelle der Teilmengenbe-
ziehung {z} C f(X) — fithrt nicht direkt zu der hier vorgestellten Verall-
gemeinerung auf beliebige endliche Teilmengen.

8.3 Diskussion (Endlichkeit und Eindeutigkeit von M): Im Folgenden
werden einige Eigenschaften der charakterisierten Menge M diskutiert:

(1)

Endlichkeit von M : Die Endlichkeit von M geht in den Beweis der End-
lichkeit der charakteristischen K-Operation fj; im Allgemeinen wesentlich
ein.

Wire allgemeiner in obiger Konstruktion die Verwendung unendlicher
Teilmengen M C S erlaubt, dann wiirden dabei Abbildungen entstehen,
die ihrerseits im Allgemeinen nicht mehr endlich wéren.
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Betrachte dazu: Fiir die Menge G := {2n; n € N} aller geraden Zahlen
sei die Abbildung ¢ auf p(N) zur K-Operation Id : p(N) — p(N) wie folgt

definiert:
N falls G CId(X)

¢:X'_){X sonst

Es gilt 1 € N = ¢(G). Dennoch gibt es keine endliche Menge X C.nq1 G
mit 1 € X = ¢(X). Also ist ¢ nicht endlich und keine K-Operation.

(2) Mdglichkeit der Unendlichkeit: ~ Andererseits folgt aus der Unendlichkeit
von M nicht notwendig, dass die resultierende Abbildung keine K-Ope-
ration ist.3* Betrachte dazu die beschriankte K-Operation zur Schranke 2
auf dem Grundraum N:

o _ X falls [X] <2
fi= Oz X { N sonst

Fiir M = G ist die resultierende Abbildung v wie folgt definiert:

. N falls G C f(X)
Y X { X sonst

Offensichtlich gilt G C f(X) genau dann, wenn f(X) = N ist. Entspre-
chend ist damit ¢ = f und doch eine K-Operation.

(3) PEindeutigkeit von M : Im obigen Beispiel wurde schon angedeutet: Aus
der resultierenden Abbildung kann man im Allgemeinen die Menge M
nicht rekonstruieren. (Nimmt man wie eben f = Cny 2 als urspriingliche
K-Operation, dann sind fir M = {1,2} und N = {1,2,3} # M die
resultierenden Abbildungen fy und fjs gleich.)

Die fehlende Eindeutigkeit von M wird insbesondere bei der Charakteri-
sierung der 2-Kompaktheit Schwierigkeiten bereiten.

Im Folgenden werden wieder die relevanten Eigenschaften von fj; untersucht.
Das Gelten der Eigenschaften 2-kompakt und gleichbleibend 148t sich dabei nicht
einfach charakterisieren; entsprechend bleiben beide Eigenschaften im folgenden
Satz zunéichst unerwihnt.

Daran anschliefend wird zunéchst das Gelten der Eigenschaft gleichbleibend
diskutiert. Dann wird weiter die (reine) Kompaktheit besprochen, um schliefllich
Bedingungen anzugeben, die fiir natiirliche Zahlen [ € N die I-Kompaktheit einer
charakteristischen K-Operation beschreiben.

8.4 Satz (Relevante Eigenschaften von fj/): Sei & und S’ wie eben
gegeben. Dann ist f’ extrem. Falls |S| = 1 ist, ist f’ punkttreu; ist hingegen
|S] > 1, dann ist f' genau dann punkttreu, wenn |M| > 1 ist.

Beweis.  Es sind drei Eigenschaften zu priifen:

(1) eatrem: Nach Konstruktion banal.

34Dije Unendlichkeit von M wiirde im obigen Beweis fiir die Endlichkeit der induzierten
Abbildung dazu fithren, dass die Menge Y = UmeM Y,n eine unendliche Vereinigung endlicher
Mengen wire; auch diese kann aber immer noch endlich sein.
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(2) punkttreu:  Jede beliebige K-Operation iiber einem 1-elementigen Grund-
raum S = {s} ist aufgrund der Monotonie punkttreu.

Sei also |S] > 1. Wenn auch |[M] > 1 ist, dann gilt fiir jedes = € S schon
M & {z}. Damit ist f'(x) = {z} und f’ punkttreu.

Ist hingegen |M| < 1, dann gibt es ein z € S mit M C {z}. Damit ist
fiir dieses = schon f(z) = S # {z} und f’ ist nicht punkttreu. Die letzte
Ungleichheit gilt, da nach Voraussetzung |S| > 1 ist. Q.E.D.

8.5 Diskussion (Gleichbleibend): Falls |S| < 2 oder M = & gilt, dann ist
f! trivialerweise gleichbleibend; ansonsten im Allgemeinen weder gleichbleibend
noch nicht gleichbleibend.

Wenn |S| < 2 ist, dann gilt fiir alle x, 2 € S mit  # z aufgrund der Monotonie
von f’, dass f'(x,z) =S = {x,z} und [’ ist trivial gleichbleibend. Ist weiter
M = @, dann ist f’ = Cnyay und wieder trivial gleichbleibend.

Ansonsten betrachte die folgenden Beispiele:

(1) Urspringliche K-Operation:  f := Cny

(2) Charakterisierte Menge: M :={1,2,3}
Fiir alle z,z € N mit « # z gilt, dass f(z,z) = N. Also ist M C f(x, z). Damit
ist f'(z,2) = fa(z,2z) = S und f' trivial gleichbleibend.

Ferner betrachte:

(1) Erzeugende Menge: I := {{1,2},N}
(2) Charakterisierte Menge: M := {0}

Es gilt fiir f:= fon:  f(1,0) =S = f(0,2) und f(1,2) = {1,2}.

Damit gilt fiir ' := fa: f/(1,0) = S = f/(0,2), da M C S ist, und weiter
f1(1,2) ={1,2} # S, da M € f(1,2) ist. Damit ist f’ nicht gleichbleibend.

Etwas allgemeiner 148t sich zeigen: Wenn die Menge

X = {Xem(f); IV CS: (Y] =2 F(V) = X)}
mindestens 2-elementig ist, dann gibt es ein x € S so, dass die charakteristische
Funktion f’:= fr,) beziiglich der Menge {z} nicht gleichbleibend ist.
Erfiillt ndmlich X oben genannte Voraussetzungen, dann gibt es X, Y € X mit
X # Y. Ohne Einschridnkung gibt es x € X\Y und a,b € S mit a # b und
&Y = f(a,b).
Weiterhin gilt aufgrund der Reflexivitéit von f auch z € f(a,z)N f(x,b). Damit
ist f'(a,z) =S = f'(x,b) und f'(a,b) = {a,b} #S.
Also ist f’ nicht gleichbleibend.

Sicher lassen sich die Bedingungen fiir das Gelten von gleichbleibend weiter er-
kunden; jedenfalls ist aber klar, dass dies lediglich in Sonderfillen der Fall ist.
Entsprechend wird fiir die Belange des Miller’schen Projekts im Folgenden an-
genommen, dass die charakteristische K-Operation f’ nicht gleichbleibend ist.
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Im Folgenden wird wie oben angekiindigt die Kompaktheit der charakteristi-
schen K-Operationen diskutiert.

8.6 Satz (Kompaktheit von fyr): Sei S = (S, f) wie eben gegeben und
S' := (S, fu) charakteristisches System beziiglich einer endlichen Menge M.
Dann ist 8’ kompakt.

Beweis.  Sei X C S mit f/(X) = 5. Zu zeigen ist die Existenz einer endlichen
Teilmenge Y C.pq; X mit f/(Y) = S.

Nach Konstruktion ist klar, dass X = S ist oder M C f(X) gilt. Damit gilt
jedenfalls, dass M C f(X) ist. Weiter gibt es aufgrund der Endlichkeit von f fiir
jedes m € M ein endliches Y, € X mit m € f(Yin). Y := Uners Ym Cenat X
ist als endliche Vereinigung endlicher Mengen endlich. Aufgrund der Monotonie
ist jedes m € M in f(Y;,) C f(Y). Da also M C f(Y) ist, gilt f/(Y) =S und
Y ist die gesuchte Menge. Q.E.D.

Bemerkung (k-Kompaktheit): Im obigem Beweis wird eine erste Schwie-
rigkeit deutlich, fiir ein k& € N die k-Kompaktheit von f’ zu charakterisieren:
Selbst wenn k-Kompaktheit fiir f angenommen wird, kann die Grofle der ein-
zelnen endlichen Y, nicht beschrankt werden, da die Existenz der Y,, durch
die Endlichkeit garantiert wird. Dieses Problem kann gel6st werden, indem man
starkere Anforderungen an die urspriingliche K-Operation f stellt.

8.7 Satz (I-Kompaktheit von fj/): Sei S = (S, f) wie eben gegeben und
S' := (S, fu) charakteristisches System beziiglich einer endlichen Menge M.
Falls das deduktive System S extrem und fiir ein & € N auch k-kompakt ist,
dann ist das charakteristische System S’ l-kompakt, wobei | = max{k, |M|} ist.
Insbesondere ist fiir | = 2 = | M| das resultierende System 2-kompakt.

Beweis.  Sei X C S mit f/(X)=S5. Zu zeigen ist die Existenz einer hochstens
l-elementigen Teilmenge Y C; X mit f/(Y) = S.

Wie eben ist klar, dass M C f(X).

Falls f(X) = X ist, dann ist sofort M C X. Es gilt aufgrund der Reflexivitéit
von f ebenfalls M C f(M), also f/(M) = S. Die Menge M ist zudem hochstens
l-elementig.

Andernfalls ist f(X) # X. Da f extrem ist, ist f(X) = S. Da f zusitzlich
k-kompakt ist, existiert eine hochstens k-elementige und damit auch hochstens
l-elementige Teilmenge ¥ C; X mit f(Y) = S. Mit M C S = f(Y) folgt
fy)=Ss.

Jedenfalls wurde geeignete Menge gefunden und f’ ist I-kompakt. Q.E.D.

Bemerkung (Notwendige Bedingungen): Es wurden im obigen Satz le-
diglich hinreichende Bedingungen fiir die [-Kompaktheit angegeben. Diese sind
aber nicht notwendig.

Betrachte dazu etwa die folgende K-Operation auf dem Grundraum N:

) {0} falls X € {@,{0}}
frXe { N sonst

Es 148t sich leicht priifen, dass f eine nichtextreme, 2-kompakte K-Operation ist.
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Betrachte nun fiir M = {0,1,2} mit |M| > 2 die charakteristische K-Operation
fu-Da M C f(X) genau dann gilt, wenn f(X) = N ist, unterscheiden sich f
und fps nur bei X = @. Daraus folgt leicht, dass fj; 2-kompakt ist.

Im obigen Beweis sind die angegebenen Eigenschaften dennoch unverzichtbar, da
sie wesentlich in die Argumentation eingegangen sind. Damit ist nicht anzuneh-
men, dass obiges Ergebnis verbessert werden kann. Da aufgrund der Argumen-
tationsweise beim Beweis von Millersétzen hinreichende Bedingungen geniigen,
wird an dieser Stelle darauf verzichtet, notwendige Bedingungen zu suchen.

Im néchsten Schritt wird die Saturiertheit in charakteristischen Systemen néher
betrachtet.

8.8 Satz (Saturiertheit): Sei S = (S, f) wie eben, eine Teilmenge X C S
von S, eine endliche Teilmenge M C.,4; S und ein Element z € S gegeben.
Falls M\{z} C X ist, dann gilt das Folgende:

Die Menge X ist beziiglich S genau dann z-saturiert, wenn X in Bezug auf das
System S’ := (S, f') w-saturiert fiir ' = fasuga)-

Beweis.  Es sind zwei Richtungen zu zeigen.

»= Sei X beziiglich § z-saturiert.
Dann gilt zunéchst « ¢ f(X) und mit der Reflexivitét von f insbesondere
x ¢ X. Damit ist M U{z} € X und es gilt = ¢ X = f/(X).
Sei nun y € S\X beliebig. Da X in Bezug auf S z-saturiert ist, gilt
x € f(X,y).

Da M\{z} C X C f(X) ist, gilt zudem, dass M U {z} C f(X,y). Also ist
x €S =f(X,y) und X ist a-saturiert beziiglich S’.

Sei nun X beziiglich S’ z-saturiert. Dann gilt zunéchst = ¢ f/(X).

Da f’ extrem ist, folgt X = f/(X) # S. Damit ist M U{z} € f(X). Aus
M\{z} C X C f(X), folgt sofort = ¢ f(X).

Sei y € S\X. Da X beziiglich &' a-saturiert ist, gilt « € f/(X, y).
Falls x = y, ist trivial € f(X,y). Sei also x # y.

Damit ist aber X U {y} # f'(X,y). Da f’ extrem ist, folgt daraus, dass
f(X,y) = S. Also ist nach Konstruktion M U {z} C f(X,y).

Wieder ist z € f(X,y) und X ist beziiglich S schon z-saturiert.  Q.E.D.

¢
”<:

Die bisherigen Ergebnisse erlauben die Etablierung weiterer Millersétze. Dazu
werden charakteristische Systeme beziiglich 2-elementiger Mengen verwendet.

8.9 Satz (LBab = LB@): Falls jedes deduktive System, das extrem und
punkttreu ist, Saturierung erlaubt, dann erlaubt schon jedes deduktive System
Saturierung.

Beweis.  Sei S := (S, f) beliebiges deduktives System. Zu zeigen ist, dass S
unter Voraussetzung von LB ab Saturierung erlaubt.

Falls S = {s} einelementig ist, dann erlaubt S mit dem Satz iiber wohlordenbare
Systeme (§2) Saturierung. Sei also ohne Einschriankung |S| > 1.
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Seinun X C Sund x ¢ f(X) gegeben. Zu zeigen ist in Bezug auf S die Existenz
einer z-saturierten Erweiterung ¥ von X.

Zunichst wird vorausgesetzt, dass die Menge X # @ nicht leer ist. ()

Dann gibt es ein a € X. Aufgrund der Reflexivitét von f ist x ¢ X und damit
x # a. Es wird das charakteristische System S’ := (S, fas) beziiglich der zwei-
elementigen Menge M = {x,a} betrachtet. Damit ist nach dem Satz iiber die
relevanten Eigenschaften f' = fj; extrem und, da |S| > 1 und |M| > 1 gilt,
auch punkttreu.

Aus z ¢ f(X) folgt M € f(X). Alsoist x ¢ X = f'(X).

Aus LB ab folgt beziiglich S’ die Existenz einer z-saturierten Erweiterung Y von
X. Da die Menge N := {a} € X und f" = fyu(ey ist, folgt mit dem Satz iiber
Saturierung, dass Y schon beziiglich S z-saturiert ist.

Bei (%) wurde vorausgesetzt, dass X # @& nicht leer ist. Sei nun X = @.

Falls es ein a € S gibt, so dass z ¢ f(a), dann gibt es, wie schon oben gezeigt,
beziiglich S eine a-saturierte Erweiterung Y O {a} von {a}. Offensichtlich ist
Y O @ = X auch eine Erweiterung von X.

Gilt hingegen fiir jedes a € S, dass € f(a), dann ist offensichtlich die leere
Menge X = & selbst beziiglich S schon x-saturiert und es ist nichts mehr zu
zeigen.

In jedem Fall wurde eine geeignete x-saturierte Erweiterung Y von X gefunden
und die Behauptung gezeigt. Q.E.D.

Das folgende Korollar wurde schon mithilfe des punkttreuen Schnittes bewiesen:

8.10 Korollar (zu LBab = LB@): Es gilt der Millersatz LB abc = LB ac

Beweis. Es wird vorausgesetzt, dass die urspriingliche K-Operation f extrem
und 2-kompakt ist. Mit obigem Satz iiber [-Kompaktheit ist dann die charak-
teristische K-Operatiomn fj;, wie oben konstruiert, schon [-kompakt zur Zahl
I = max{k,|M|} = 2, also 2-kompakt. Weiterhin ist fp; immer noch extrem
und punkttreu.

Damit kann anstelle von LB ac der Lindenbaumsatz LB abc als Voraussetzung
verwendet werden. Im Ubrigen verlduft der Beweis analog. Q.E.D.

Bemerkung (Charakteristische Systeme bei Miller): Miller verwendet
in [ML] wie schon erwihnt charakteristische K-Operationen beziiglich 1-elemen-
tiger Mengen M = {z}. Der Satz iiber die relevanten Eigenschaften zeigt, dass
damit fjs bis auf einen trivialen Fall lediglich extrem ist. Entsprechend konnte
Miller in [ML] mit dieser Methode nur die Konsequenz LB a = LB & zeigen.

Damit sind, wie der Satz iiber die relevanten Eigenschaften und die anschlie-
Bende Diskussion zeigt, auch alle Millersétze (bis auf triviale Korollare) bewiesen
worden, die durch die Anreicherung gezeigt werden konnen.

-55-






II Lindenbaumsitze dquivalent zum BP






UBERTRAGUNG DES PROJEKTS

Ubertragung des Projekts

Wie im ersten Paragraphen angemerkt wurde, entsteht das motivierende Bei-
spiel fiir deduktive Systeme aus dem Begriff der Ableitbarkeit (Beweisbarkeit)
in der klassischen Logik. Der Saturiertheit von Teilmengen des Grundraums
entspricht dort die Vollstandigkeit widerspruchsfreier Theorien. Der Beweis des
klassischen Modellexistenzsatzes, zentraler Bestandteil des Vollstandigkeitssatz
nach Godel und Henkin, benttigt wesentlich den klassischen Satz von Linden-
baum (kLB):

Klassischer Satz von Lindenbaum (kLB): Jede widerspruchsfreie Aussa-
genmenge einer formalen Sprache erster Stufe 148t sich zu einer vollstédndigen,
widerspruchsfreien Theorie erweitern.

Zum Beweis von k LB wird zumeist das AC in der einen oder anderen Variante
bemiiht. Jedoch geniigt an dieser Stelle aufgrund der Struktur einer formalen
Sprache das etwas schwichere Boole’sche Primidealtheorem (BP):

Boole’sches Primidealtheorem (BP): Jede Boole’sche Algebra besitzt ein
Primideal.

Tatséchlich sind k LB und BP sogar #quivalent.?® Diese Aquivalenz motiviert,
das Miller’sche Projekt in Bezug zum BP zu setzen und Varianten des Satzes von
Lindenbaum, die lediglich zum BP &quivalent sind, zu betrachten. Da Theorien
nicht den Idealen, sondern den zu diesen dualen Filtern entsprechen, ist es ein-
facher, mit der folgenden zum BP &quivalenten Variante des Ultrafiltertheorems
(UT) zu arbeiten:3¢

Ultrafiltertheorem (UT): Ist U <z ‘B ein echter Filter in einer Boole’schen
Algebra B = (B, ...) und z € B\U ein Element aulerhalb des Filters U, dann
gibt es einen Ultrafilter 4 mit « ¢ 4L D U.

Ziel: FEs wird im Folgenden untersucht, inwieweit sich das Miller’sche Projekt
sinnvoll vom AC auf das BP iibertragen 1a8it. Dem entsprechend werden also
Varianten des Satzes von Lindenbaum gesucht, die dquivalent zum BP sind. Da-
mit einhergehend werden Klassen von deduktiven Systemen gefunden, in denen
diese Varianten giiltig sind.

Vorgehen: Zunichst wird der klassische Aquivalenzbeweis von k LB und UT
betrachtet; daraus resultiert sofort eine leicht speziellere Variante von kLB.
Ergénzend wird anschlieffend noch eine aussagenlogische Variante von k LB dis-
kutiert. In den darauf folgenden Paragraphen wird gepriift, wieweit man das
deduktive System der klassischen Logik verallgemeinern kann, so dass das BP
geniigt, um die Existenz saturierter Erweiterungen zu zeigen.

35Der kanonische Beweis dieser Aquivalenz wird im folgenden Paragraphen skizziert.

36Der Beweis der Aquivalenz von UT und BP involviert die Dualitiit der Begriffe Ideal und
Filter, Primideal und Ultrafilter und gelingt durch Betrachtung von geeigneten Faktoralgebren.
Auf eine Ausfithrung des Beweises wird hier verzichtet.
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89 Klassisches System

Aufgrund der Aquivalenz von BP und kLB ist die Betrachtung des klassischen
deduktiven Systems der natiirliche Ausgangspunkt, um das Miller’sche Projekt
vom AC auf das BP zu iibertragen.

Entsprechend werden in diesem Paragraphen das klassische System und der ka-
nonische Aquivalenzbeweis von UT und kLB kurz skizziert. Den Paragraphen
abschliefflend wird eine erste, neue Variante des Satzes von Lindenbaum &quiva-
lent zum BP vorgestellt.

9.1 Klassisches deduktives System: Das deduktive System der klassischen
Logik wird eingefiihrt:

(1) Grundraum: Die Menge £ = {¢ € £; Fr(¢) = @} aller Aussagen
einer formalen Sprache £ erster Stufe ist der Grundraum des klassischen
deduktiven Systems.3”

(2) Ableitbarkeit: Es wird der Begriff der Ableitbarkeit (Beweisbarkeit), ge-
geben durch einen vollstdndigen Kalkiil, vorausgesetzt. Hierfiir sind als
Beispiel der Felgner-Kalkiil oder der Kalkiil des Natiirlichen Schlieens
nach Gentzen in der einen oder anderen Variante zu nennen.3?

(3) K-Operation: Die Abbildung
Th:p(£*) - p(L): T'— {p € £%; THo}
ist eine K-Operation auf dem Grundraum £*.

(4) Deduktives System: Das Tupel S, = (£*, Th) wird klassisches deduktives
System zur formalen Sprache £ genannt.

Vorbemerkung: Die Formulierung von k LB weicht leicht von den anderen
vorgestellten Varianten des Satzes von Lindenbaum ab; kanonisch wiére die Aus-
sage, dass das klassische System Saturierung erlaubt.

Das macht aber keinen Unterschied: im klassischen System S, fallen die Be-
griffe Saturiertheit und Maximalkonsistenz zusammen, desweiteren kann man
die Erweiterung I" einer Theorie T mit ¢ ¢ T ohne Probleme so wihlen, dass

weiterhin ¢ ¢ T gilt, falls es denn iiberhaupt maximalkonsistente Erweiterungen
gibt.39

Der Formulierung vom k LB entsprechend wird im Folgenden lediglich die Exi-
stenz eines Ultrafilters iiber jedem echten Filter benttigt. Dies folgt aber offen-
sichtlich aus der hier vorgestellten Variante des UT.

3"Nimmt man als Grundraum die gesamte Sprache £, dann wird der Nachweis, dass der
deduktive Abschluss idempotent ist, zumindest problematisch.

38Vgl. zum Felgner-Kalkiil [FgL,§6 und §12] und zum Kalkiil des Natiirlichen SchlieBens
etwa [SH1, §6 und §11].

39st ¢ ¢ T, dann ist T U {—¢} konsistent. Erweitert man diese Menge, dann ist —¢ in der
Erweiterung und aufgrund ihrer Konsistenz ¢ selbst nicht enthalten.
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9.2 Theorem (UT = kLB): Falls sich jeder echte Filter in einer Boole’schen
Algebra zu einem Ultrafilter erweitern 14t, dann besitzt jede widerspruchsfreie
Aussagenmenge eine widerspruchsfreie, vollsténdige Erweiterung.

Bew. (Skizze):

Sei I C £* widerspruchsfreie Aussagenmenge in einer formalen Sprache £ erster
Stufe. Die Existenz einer widerspruchsfreien, vollstindigen Erweiterung wird in
mehreren Schritten nachgewiesen:

(1) Lindenbaum-Algebra:  Die Relation
~i= {(B) € £ X £55 F o ) C L x £
ist eine Aquivalenzrelation. Das Tupel
B = (Y/,nu, - L] [T])

ist eine Boole’sche Algebra, falls die Operationen fiir alle ¢, € £* wie
folgt definiert sind:

(a) Schnitt: 9] [4] = [ A ]
(b) Vereinigung: 4] U] := 6V 9]
(¢c) Komplement: —[¢] := [—¢]

B wird als Lindenbaum-Algebra bezeichnet.

Auf B 148t sich kanonisch eine Halbordnung definieren:

[0l <[¢] & Th(y) < Th(g)

Dabei ist die Umkehrung der Inklusion zu beachten: Je grofler die resul-
tierende Theorie, umso kleiner die Restklasse; damit ist das Wahre ([T])
grofites Element der Lindenbaum-Algebra, das Falsche ([L]) das kleinste.

Sei zudem @ : £ — £ /~ : ¢+ [¢] der kanonische Epimorphismus.

(2) Euzistenz eines Ultrafilters: T ist widerspruchsfreie Aussagenmenge, ent-
sprechend T := Th(T") eine widerspruchsfreie Theorie. Das Bild ®(T") von
T unter dem kanonischen Epimorphismus ist ein echter Filter auf 8.

Aus dem UT folgt die Existenz eines Ultrafilters ®(7") <z il in der Linden-
baum-Algebra 9B.

(3) Volistindige Erweiterung: Das Urbild A := ®~1(8f) des Ultrafilters ist
eine vollstdndige, widerspruchsfreie Theorie. Zudem gilt nach Konstruk-
tion I' C A.

Q.E.D.

Bemerkung (Alternativer Beweis): Obiger Beweis kann variiert werden,
indem man anstelle von ~ die Relation ~p:= {(¢,v¢) € £*x £*; T'F¢ < ¢} zur
Partitionierung des Grundraums verwendet. Damit betrachtet man im Beweis
zwar die kleinere Lindenbaum-Algebra beziiglich I'; im Wesentlichen &ndert sich
aber nichts im Beweis.
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9.3 Theorem (kLB = UT): Besitzt jede widerspruchsfreie Aussagenmenge
eine widerspruchsfreie, vollstdndige Erweiterung, dann 148t sich auch in jeder
Boole’schen Algebra jeder echte Filter zu einem Ultrafilter erweitern.

Bew. (Skizze):

Sei eine Boole’sche Algebra 8 = (B,M,U, —,0,1) und ein beliebiger, echter Fil-
ter F <z ‘B gegeben. Der Beweis wird in seinen wesentlichen Schritten skizziert:

(1)

Geeignete Sprache:  Es wird eine formale Sprache £ betrachtet, die genau
die folgenden nichtlogischen Zeichen besitzt:
(a) Fiir jedes Element b € B eine Individuen-Konstante ¢

(b) Die beiden 2-stelligen Funktionszeichen M und U und das 1-stellige
Funktionszeichen —.

(¢) Das 1-stellige Priidikatzeichen F'.

Damit kann in der formalen Sprache £ {iber die Elemente der Boole’schen
Algebra 9 und einen Filter F gesprochen werden.

Reprasentation von B: Ap enthilt genau die folgenden Axiome:

a) fiir alle a,b € B mit a £ b: ¢4 # &
b) fir alle a,b € B: ¢, M ¢ = Carw
c

(
(
(c) fir alle a,b € B: ¢, U ¢y = Cai
(d) fur allea € B: —¢éq =¢_q
Definition eines Filters: ~ Ap enthilt genau die folgenden Axiome:
(a) Va,y : (F(x) A F(y) — F(zMy))

(b) Yo,y (F(e) Az My = o — F(y))

Das naheliegende Axiom ® gy := F(¢1) wird hier nicht benétigt, da im Fol-
genden der konkret gewéhlte Filter F betrachtet wird. Die Représentation
von F erzwingt die Giiltigkeit von ®p.

Reprdsentation des Filters F: A := {F(éa); a € F C B}.

Widerspruchsfreiheit: — Die Aussagenmenge I' := A UAr UA C £ ist
erfiillbar, da die Struktur 98 zusammen mit dem Filter F ein Modell von
I ist. Also ist I widerspruchsfrei.

Anwendung kLB: kLB gewahrleistet die Existenz einer widerspruchs-
freien, vollstédndigen Theorie 7" mit I' C T'.

Euistenz des Ultrafilters: Die Menge i := {b € B; F(&) € T} C B ist
ein Ultrafilter mit F C 4.

Insgesamt wurde das UT gezeigt. Q.E.D.
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An dieser Stelle 143t sich sofort eine neue Variante des Satzes von Lindenbaum
finden, die dquivalent zum UT ist.

Spezieller klassischer Satz von Lindenbaum (skLB): Ist £ eine formale
Sprache erster Stufe, in der neben (mindestens 2) Konstantenzeichen genau ein
1-stelliges Relationszeichen, sowie zwei 2-stellige und ein 1-stelliges Funktions-
zeichen als nichtlogisches Zeichen vorkommen, dann 148t sich jede widerspruchs-
freie Aussagenmenge in £* zu einer vollstdndigen, widerspruchsfreien Theorie
erweitern.

9.4 Korollar (zu kLB < UT): Es gilt skLB < UT.

Beweis.  Im obigen Beweis wurde die Existenz von Ultrafiltern lediglich mit-
hilfe von Sprachen nachgewiesen, die den Anforderungen von sk LB geniigen.
Dementsprechend kann im obigen Beweis sk LB anstelle von kLB verwendet
werden.

Damit folgt aus sk LB schon UT, daraus wiederum k LB und als Spezialisierung
folgt daraus schliellich wieder sk LB und die Aquivalenz ist gezeigt. Q.E.D.

Bemerkung (skLB): Im Beweis kLB = UT wurde eine (recht) reichhal-
tige Sprache mit Funktionszeichen fiir Schnitt, Vereinigung und Komplement
gewihlt, um die Boole’sche Algebra zu reprisentieren; diese Zeichen haben di-
rekt die Formulierung des sk LB vorgegeben. Es ist moglich, die Zahl der nichtlo-
gischen Zeichen zu reduzieren. Damit wiirde man eine scheinbar noch speziellere
Variante des Satzes von Lindenbaum finden.

Wesentlich werden im obigen Beweis aber die folgenden nichtlogischen Zeichen
benotigt: das 1-stellige Funktionszeichen F' und die Individuenkonstanten ¢,
fiir jedes Element b € B der Boole’schen Algebra. Dies kann auch in ande-
ren speziellen Varianten von k LB nicht vermieden werden, insofern sie von der
gleichen Art sind, wie die hier vorgestellte Variante sk LB.

Die Frage, wie man Boole’sche Algebren am Besten beschreiben kann, erin-
nert an die Diskussion Millers, in der er erwéhnt, dass Dzik-Systeme moglicher-
weise durch eine andere Menge relevanter Eigenschaften geeigneter charakteri-
siert werden konnen.*? Hier wie dort &ndert sich nichts an seiner grundlegenden
Idee: Man formuliert eine spezielle Variante des Satzes von Lindenbaum, die an
die tatsichlichen Verhiltnisse im Aquivalenzbeweis angepaft ist.

Im folgenden Paragraphen wird eine leicht andere Variante des Satzes von Lin-
denbaum vorgestellt, in der tatsédchlich die Boole’sche Algebra samt Filter auf
eine andere Art wie hier repréisentiert und nicht nur die Beschreibung der Alge-
bra optimiert wird.

40Vg]. hierzu auch die Bemerkungen zur Kontingenz der relevanten Eigenschaften in §2.
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§10 Exkurs: Aussagenlogik

In diesem Paragraphen soll angedeutet werden, dass es auch andersartige de-
duktive Systeme geben kann, die dennoch zum BP &quivalent sind. Es wird
dazu ein Lindenbaumsatz dquivalent zum BP fiir ein aussagenlogisches System
formuliert.

Anpassung der Aussagenlogik: Damit der Aquivalenzbeweis zum BP ge-
lingen kann, miissen die Moglichkeiten der klassischen Aussagenlogik — dort ist
nédmlich die Sprache abzdhlbar und die erforderliche Variante des Satzes von
Lindenbaum ohne BP beweisbar — erweitert werden. Anstelle der Klausel fiir
abz#hlbar vielen Aussagevariablen A,, (n € N) im Alphabet soll gelten:

(1) Fiir eine beliebige, nichtleere Indexmenge M # & ist fiir jedes m € M das
Symbol A,, eine Aussagevariable.

Es wird angenommen, dass die Sprache {iber der vollstdndigen Junktorenmenge
{—, L} aufgebaut wird; die anderen Junktoren in {1, T, A,V, —, <>, =} werden
als (die bekannten) Abkiirzungen verstanden. Die weiteren Definitionen der Aus-
sagenlogik werden analog den neuen Verhiltnissen angepafit. Die resultierende
Sprache wird im Folgenden mit £y, bezeichnet.

Der deduktive Abschluss Cnar(I') = {¢ € La; T'H ¢} ist eine K-Operation;
das Tupel Sar, = (£y,Cnar) wird als aussagenlogisches System bezeichnet.

Die meisten Sétze der klassischen Aussagenlogik lassen sich unbesehen iiber-
nehmen. Insbesondere die Existenz maximalkonsistenter Erweiterungen kann
hier aber ohne weitere Voraussetzung nicht mehr bewiesen werden, da sich im
Allgemeinen die Sprache £j; nicht mehr wohlordnen 14ft.

Diese Wohlordenbarkeit der Sprache ist zusammen mit der Abz#ihlbarkeit der
Aussagevariablen verlorengegangen. Konsequenz davon ist, dass — wie im Fol-
genden skizziert wird — zumindest das BP zum Beweis des folgenden Satzes
benétigt wird:

Aussagenlogischer Satz von Lindenbaum (LBap): Jede widerspruchs-
freie Aussagenmenge lif3t sich zu einer maximalkonsistenten erweitern.

Bemerkung (UT = LBap): Der Beweis, dass aus BP schon LB,y folgt,
erfolgt in voller Analogie zum klassischen Fall vermoge UT: es wird eine Lin-
denbaumalgebra konstruiert, in der Theorien und maximalkonsistente Theorien
mit Filtern und Ultrafiltern in Bezug gesetzt werden. Es wird darauf verzichtet,
dies hier auszufiithren.

Die Umkehrung obiger Aussage kann nur gelingen, falls eine beliebige Boole’sche
Algebra B = (B,...) und ein beliebiger echter Filter F <z B in einem aus-
sagenlogischen System zur einer geeigneten Sprache £, représentiert wird. Sei
dazu eine Boole’sche Algebra 8 und ein echter Filter F gegeben.
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Reprisentation (Boole’sche Algebra):

(1) Geeignete Sprache:  Es wird die aussagenlogische Sprache £ betrachtet.

(2) Reprisentation der Boole’schen Algebra:  Genau die folgenden Axiome
seien in der Menge Apg enthalten:

(a) Fir 0,1 € B: Ay < T und Ag < L.
(b) Fiir alle a,b € B:  Aarp < Ag A Ap und Agp < Ag V Ay
(¢) Fiir alle a,b € B mit b= —a: Ap < —A,.

(3) Reprisentation des Filters:  Genau die folgenden Axiome seien in der
Menge Ap enthalten:

(a) Fiir jedes a € F das Axiom A,.

Bemerkung: Anstatt — wie im klassischen Fall — den Filter durch Eigenschaf-
ten eines 1-stelligen Pradikates zu axiomatisieren, muss hier direkter vorgegan-
gen und der Filter direkt durch den boole’schen Aufbau der Sprache reprisen-
tiert werden.

10.1 Satz (LBar, = UT): Aus dem aussagenlogischen Lindenbaumsatz folgt
das Ultrafiltertheorem.

Bew. (Skizze):  Seien eine beliebige Boole’sche Algebra B = (B,...) und ein
beliebiger echter Filter F' <z B gegeben und wie oben in der Sprache £p
reprisentiert.

Zu zeigen ist die Existenz eines geeigneten Ultrafilters 4 O F.

(1) Reprisentation des Filters: Es sei T := Cnar(Ap,Ar). Damit ist T
eine Theorie mit
A, eT & acF

(2) Anwendung von LBayp: Nach dem Nachweis, dass T widerspruchsfrei
ist, folgt mit LBay, die Existenz einer maximalkonsistenten Erweiterung
I'von T.

(3) Reprisentation der Theorie: Die Menge i := {a € B; A, € T'} ist ein
Ultrafilter, der F' erweitert.

Insgesamt wurde die Behauptung gezeigt. Q.E.D.

Bemerkung (Eingliederung in den klassischen Fall): Insofern O-stellige
Prédikatszeichen in einer formalen Sprache erster Stufe zugelassen sind, kann
die aussagenlogische Variante LBay, des Satzes von Lindenbaum als Spezialfall
des k LB aufgefaflt werden.

Es fillt aber in diesem Fall dennoch schwer, zu entscheiden, ob LBajp, oder
sk LB spezieller ist. Entsprechend wurden hier im Gegensatz zum eigentlichen
Miller’schen Projekt zumindest zwei Varianten des Satzes von Lindenbaum ge-
funden, die nebeneinander stehen.
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Bemerkung (Vorgehen): Das Vorgehen hier steht bisher in Analogie zum
Vorgehen im Miller’schen Projekt: In [ML] betrachtet Miller den Beweis fiir
LB@ = AC und gewinnt eine scheinbar schwichere Variante des Satzes von
Lindenbaum, indem er die Aussage des Satzes auf die zum Beweis benotigten
deduktiven Systeme einschriankt. Auf dieselbe Art wurden hier sogar zwei spe-
zielle Varianten gefunden.

Im Folgenden wird umgekehrt vorgegangen. Es wird eine mdoglichst allgemeine
Variante von k LB gesucht, so dass dennoch das UT zum Beweis dieses Satzes
verwendet werden kann.

Das hat zur Folge, dass im Wesentlichen die relevanten Eigenschaften eines
deduktiven Systems identifiziert werden miissen, die die Konstruktion einer
Boole’schen Algebra und die Ubertragung des Beweises zulassen. Dies wird in
den néchsten beiden Paragraphen schrittweise durchgefiihrt.
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8§11 Konstruktion einer Boole’schen Algebra

In diesem Paragraphen wird wie angekiindigt versucht, schrittweise aus einem
beliebigen deduktiven System eine Boole’sche Algebra zu konstruieren. Im Ver-
lauf dieser Konstruktion werden Einschréinkungen an das System notwendig;
diese Einschrankungen entsprechen den relevanten Eigenschaften, die Systeme
dquivalent zum BP haben miissen.

Dieses Vorgehen — beliebige Systeme immer weiter einzuschréinken — fithrt recht
natiirlich zu den gesuchten relevanten Eigenschaften. Zudem verdeutlicht es die-
jenigen Stellen, an denen diese Eigenschaften wesentlich in den Beweis eingehen
und zeigt dort deren Relevanz.

Sei also im Folgenden ein beliebiges (!) deduktives System S = (S, f) gegeben.

In einem ersten Schritt wird ein geeignetes Universum fiir die Boole’sche Alge-
bra konstruiert; dies geschieht — wie schon im klassischen Fall — mithilfe einer
geeigneten Partitionierung des Grundraums S.

11.1 DEF (Logische Aquivalenz):

(1) Die logische Aquivalenz ~C S x S ist wie folgt fiir alle Elemente z,y € S
definiert:
r~y = ye f(z)und z € f(y)

(2) Sei A C S beliebige Teilmenge des Grundraums. Die logische Aquivalenz
~4 C S xS beziiglich der Menge A ist wie folgt fiir alle Elemente z,y € S
definiert:

r~ay & y€E f(Az)undax € f(4Ay)

Bemerkungen (Logische Aquivalenz):

(1) Bezeichnung: Die Bezeichnung als logische Aquivalenz ist der Tatsache
geschuldet, dass die Relationen Verallgemeinerungen dieser Begrifflichkeit
aus dem klassischen System sind. Die Bezeichnung als Aquivalenz wird im
folgenden Satz gerechtfertigt.

(2) Konservativitit: ~ Die logische Aquivalenz ist der Spezialfall der logischen
Aquivalenz beziiglich der Menge A := @ C S. (Offenbar gilt fiir alle z € S:

f(z) = f(2,2).)

11.2 Satz (Logische Aquivalenz): Zwei Elemente z,y € S sind beziiglich
einer Menge A C S genau dann logisch dquivalent, wenn das Folgende gilt:

f(A,l‘) :f(A,SL’,y> :f(A7y)

Insbesondere ist damit die logische Aquivalenz eine Aquivalenzrelation.

Beweis.

»<=“ Aufgrund der Reflexivitidt von f folgt sofort = ~ 4 y.
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»= Sel x ~4 y. Es gilt zunéchst y € f(A4,2) =N Im(f)as-

Damit gilt fiir jedes Z € IJm(f)a,,, dass y € Z.
Daraus folgt aber Jm(f)a,. € Im(f)az,y-
Umgekehrt gilt trivial, dass Jm(f)a,z.4 C Im(f)A 4.

Damit ist f(A4,z) = f(A,x,y). Analog gilt f(A,z,y) = f(A,vy).

Aus obiger Charakterisierung der logischen Aquivalenz folgt, dass diese eine
Aquivalenzrelation ist, da die Gleichheit schon eine ist. Q.E.D.

Mithilfe der logischen Aquivalenz 148t sich der Grundraum partitionieren und
eine partielle Ordnung auf der resultierenden Menge konstruieren.

Es wird hierbei — wie schon im klassischen Beweis — zur besseren Anschaulichkeit
A = & vorausgesetzt.

11.3 Konstruktion (Restklassenraum):

(1)

(2)

(3)

Restklasse:  [z] := {y € S; x ~ y} heiit Restklasse von x. x selbst wird
der Reprdsentant der Restklasse [x] genannt.

(Ist A # @ wird [z]4 geschrieben.)

Restklassenraum: B := {[z]; = € S} ist die Menge aller Restklassen
beziiglich der logischen Aquivalenz.

Partielle Ordnung: [x] <[y] & f(y) C f(x)

Bemerkungen:

(1)

Halbordnung: < ist jedenfalls reflexiv und transitiv. Auf B ist < nach
Konstruktion zudem antisymmetrisch. Entsprechend ist B = (B, <) eine
partielle Ordnung.

(Auf S hingegen ist < im Allgemeinen nur asymmetrisch. Entsprechend
ist hier — wie auch schon in der klassischen Logik — der Ubergang zu
Restklassen notwendig.)

Umkehrung der Inklusion: Zu beachten ist die Umkehrung der Inklusion
bei der Definition der partiellen Ordnung. Dies ist der Tatsache geschul-
det, dass das Wahre in der resultierenden Boole’schen Algebra das grofite
Element sein soll. Je kleiner die Menge aller Konsequenzen eines Elemen-
tes ist, umso n#her ist ein Element an der Allgemeingiiltigkeit und umso
grofler ist es.
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Im Folgenden muss, um eine Boole’sche Algebra zu gewinnen, die partielle Ord-
nung schrittweise mit einer geeigneten Struktur versehen werden: Zunéchst
wird die Existenz eines grofiten und eines kleinsten Elementes — also von 1 und
0 — diskutiert; anschlieBend die Existenz von Infimum und Supremum je zweier
Elemente, mithilfe derer Schnitt und Vereinigung definiert werden kann. Daraus
resultiert ein Verband mit 0 und 1. Um tatséichlich zu einer Boole’schen Algebra
zu gelangen, werden weiter die Distributivitdt und die Existenz einer Negation
benstigt.

11.4 Diskussion (Groéfltes und kleinstes Element): Die Bildmenge Jm(f)
besitzt das kleinste Element f(@) = (Im(f)z = (Im(f) und auBerdem das
grofite Element S = f(S). Haben zwei Elemente z,y € S diese beiden Mengen
als Bild, dann sind ihre Restklassen offenbar gréfites und kleinstes Element*!
von B beziiglich <. Dies ist im Allgemeinen nicht gegeben; betrachte dazu ein
punkttreues System auf hinreichend groflem Grundraum.

Dies motiviert zu folgenden Definitionen:

(1) tautologisch: Ein Element x € S heiit tautologisch oder Tautologie, falls
f(z) = f(2).

(2) kontradiktorisch: ~ Ein Element z € S heiit kontradiktorisch oder Kon-
tradiktion, falls f(z) = f(S) = S.

(3) punktextrem: Eine K-Operation f heifit punktextrem, falls es sowohl eine
Tautologie x € S als auch eine Kontradiktion y € S gibt.

Ist die K-Operation f also punktextrem, dann hat offenbar B ein grofites Ele-
ment (Menge der Tautologien) und ein kleinstes Element (Menge der Kontra-
diktionen).

Die Umkehrung gilt nicht:

Die Menge M := {{0,n}; n € N} U{@, N} induziert eine K-Operation g := fon
auf den Grundraum N. Es gilt fiir jedes n € N:  ¢(0) = {0} C {0,n} = g(n).

Also ist das Element [0] € B zwar grotes Element beziiglich <, aber offenbar
nicht tautologisch. Entsprechend ist g nicht punktextrem.

Aus der Existenz eines kleinsten Elementes [z] € B folgt jedoch, dass der Re-
prasentant x € S kontradiktorisch ist: Es gilt dann nédmlich fiir alle y € 5,
dass y € f(y) C f(x). Also gilt schon f(z) = S und z ist eine Kontradiktion.

Jedenfalls 148t sich die Eigenschaft punktextrem echt verallgemeinern:

(1) pseudotautologisch:  Ein Element z € S heifit pseudotautologisch oder
Pseudotautologie, falls fiir alle y € S gilt:  f(z) C f(y).

(2) pseudopunktextrem: Eine K-Operation f heifit pseudopunktextrem, falls
es eine Pseudotautologie x € S und eine Kontradiktion y € S gibt.

Mit obigen Uberlegungen ist hier klar, dass f genau dann pseudopunktextrem
ist, wenn in B ein kleinstes und ein groBites Element existieren.

41 Aufgrund der Umkehrung der Inklusion bei der Defiition der partiellen Ordnung in genau
dieser Reihenfolge!
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11.5 Konstruktion (Ausgezeichnete Elemente): Sei die K-Operation f
pseudopunktextrem. Bezeichne dann:

(1) Grofites Element: 1:={x € S; z ist Pseudotautologie}

(2) Kleinstes Element: 0:={x € S; x ist Kontradiktion}
0,1 € B sind bei pseudopunktextremen K-Operationen f wohldefiniert.

11.6 Diskussion (Infimum): Damit B ein Verband ist, muss zu je zwei
Elementen a,b € B das Infimum ¢ = inf(a,b) € B existieren. Damit 148t sich
dann auch ein Schnitt auf B definieren.

Zu je zwei Elementen x,y € S im Grundraum gibt es eine kleinste Bildmenge
X € Jm(f), die sowohl iiber f(z) als auch iiber f(y) liegt, ndmlich X = f(z,y).

Wieder ist die Existenz eines Elementes z € S mit f(z) = f(z,y) im Allgemeinen
nicht gegeben. (Zum Nachweis geniigt dasselbe punkttreue Beispiel wie in obiger
Diskussion.)

Dies motiviert zur folgenden Definition:

(1) Konjunktion: Ein Element z € S heifit Konjunktion von zwei Elementen
t,y € S, falls f(z) = f(x,y).

(2) Erlaubt Konjunktion: Eine K-Operation f erlaubt Konjunktion, falls zu
je zwei Elementen x,y € S eine Konjunktion z € S existiert.

Erlaubt eine K-Operation f Konjunktion, dann existiert zu je zwei Elementen
[z], [y] € B das Infimum [z] = inf([z], [y]) € B.

Die Umkehrung gilt jedoch nicht:

Die Menge M := {&,{0},{1},{0,1},{0,1,2},N} induziert eine K-Operation
g := for auf den Grundraum N. Es gilt, g(2) = {0,1,2} # ¢(0,1). Dennoch ist
[2] = inf([0], [1]).

Dies erlaubt wieder, die Definitionen zu verallgemeinern:

(1) Allgemeine Konjunktion: Ein Element z € S heifit allgemeine Konjunk-
tion von zwei Elementen z,y € S, falls f(x,y) C f(2) und fur alle 2/ € S
gilt, dass aus f(z,y) C f(2') schon f(z) C f(z') folgt.

(2) Erlaubt allgemeine Konjunktion: Eine K-Operation f erlaubt allgemeine
Konjunktion, falls zu je zwei Elementen z,y € S eine allgemeine Konjunk-
tion z € S existiert.

Falls z eine allgemeine Konjunktion von x und y ist, dann ist der Représentant
[2] = inf([z], [y]) schon das Infimum von [z] und [y]; umgekehrt ist schon jeder
Représentant z eines Infimums [z] = inf([z], [y]) nach Konstruktion (zumindest)
eine allgemeine Konjunktion der Représentanten z und y.

(In einen ausfiihrlichen Nachweis letzterer Behauptung geht wesentlich die Aus-
sage des Satzes iiber die logische Aquivalenz ein: Fiir je zwei Représentanten
x,x’ € [z] einer Restklasse [z] gilt f(x) = f(2').)
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11.7 Konstruktion (Schnitt): Falls f (zumindest) allgemeine Konjunktion
erlaubt, wird der Schnitt in B wie folgt definiert:

[z] N [y] := inf([z], [y]) = {z € S; =z ist allgemeine Konjunktion von = und y}

Letztere Gleichheit gilt, da nach Voraussetzung allgemeine Konjunktionen z € S
existieren und diese nach Konstruktion unter f dasselbe Bild haben, also in einer
Aquivalenzklasse liegen.*?

11.8 Diskussion (Supremum): Damit B zum Verband wird, ist ebenfalls
die Existenz des Supremums sup(a,b) € B von je zwei Elementen a,b € B
notwendig. Damit kann wie im dualen Fall des Infimums auch die Vereinigung
zweier Elemente definiert werden.

Sind zwei Elemente x,y € S gegeben, dann existiert aufgrund der N-Stabilitét
von der Bildmenge Jm(f) eine maximale Menge X = f(x)N f(y) unterhalb f(x)
und f(y). Erneut ist die Existenz eines Elementes z € S im Allgemeinen nicht
gegeben, so dass f(z) = f(x)N f(y) gilt. (Wieder geniigt ein hinreichend grofies
punkttreues System.)

Analog zu eben wird definiert:

(1) Disjunktion: Ein Element z € S heifit Disjunktion von zwei Elementen

z,y €5, falls f(2) = f(z) 0 f(y).

(2) Erlaubt Disjunktion: Eine K-Operation f erlaubt Disjunktion, falls zu
je zwei Elementen x,y € S eine Disjunktion z € S existiert.

Falls die K-Operation f Disjunktion erlaubt, dann gibt es zu allen x,y € S ein
z € S, so dass [z] = sup([z], [y]) das Supremum von [x] und [y] ist.

Hier gilt sogar die Umkehrung:

Sei z € S derart, dass [z] = sup([z], [v])-

Damit ist [z] > [z], [y], also f(2) C f(x), f(y) und damit f(2) C f(z) N f(y).
Gilt hier keine Gleichheit, dann gibt es 2z’ € (f(x) N f(y))\f(z). Jedenfalls ist
z' ¢ f(z), also gilt insbesondere 2’ € f(2') € f(z), also [2'] 2 [2].

Da weiter 2/ € f(z) N f(y) C f(x) ist, folgt mit Monotonie und Idempotenz
von f, dass f(2') C f(f(z)) = f(z) gilt; analog auch f(z') C f(y). Damit
[2] =[], [y]-

Daraus folgt [2'] > sup([z], [y]) = [2]. Das ist ein WIDERSPRUCH zu [2] # [z].
Es gilt also f(z) = f(z) N f(y) und z ist eine Disjunktion von x und y.

Weiter 148t sich festhalten: die Disjunktion 148t sich (im Gegensatz zur Konjunk-
tion) nicht weiter verallgemeinern. B besitzt also genau dann ein Supremum zu
je zwei Elementen, wenn f Disjunktion erlaubt.

42Wieder wird der Satz iiber die logische Aquivalenz verwendet.
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11.9 Konstruktion (Vereinigung): Erlaubt f Disjunktion, dann wird die
Vereinigung in B wie folgt definiert:

[z] U y] := sup([z], [y]) = {z € S; =z ist Disjunktion von = und y}

Letztere Gleichheit gilt (wie auch schon bei der Vereinigung), da nach Voraus-
setzung eine Disjunktion existiert und alle Disjunktionen in derselben Restklasse
liegen.

Zwischenbemerkung: FEs wurden relevante Eigenschaften dafiir gefunden,
dass B ein Verband mit 0 und 1 ist. Es wurden zum Teil spezielle Eigenschaften
gefunden, die die Verhiltnisse aus der klassischen Logik widerspiegeln, zum Teil
konnten diese soweit verallgemeinert werden, dass auch deduktive Systeme, die
echt allgemeiner als das klassische System sind, diese erfiillen kénnen.

Weitere Eigenschaften werden benétigt, damit aus B tatséchlich eine Boole’sche
Algebra wird: die oben definierten Verkniipfungen Schnitt und Vereinigung
miissen distributiv sein und zu jedem Element muss das Komplement existieren.

Bisher wurden die Eigenschaften eines Verbandes unabhéngig voneinander rein
auf Grundlage der logischen Aquivalenz diskutiert. Dies ist im Folgenden nicht
mehr moglich: Zur Diskussion von Distributivitdt wird Schnitt und Vereinigung
und der Negation zudem 0 und 1 benétigt.

11.10 Diskussion (Distributivitit): B ist im Allgemeinen nicht distributiv,
selbst wenn man die stérkeren der bisher erarbeiteten relevanten Eigenschaften
voraussetzt. Dazu geniigt das folgende Beispiel:*3

Die Menge 91 :=

{0,1,2,3,4,5} e f(5)

{0,1,2,3} & (1)
{0,3,4} o f(4)
{0,2,3} o f(2)

{0,3} e £(3)

{0} o £(0)

induziert auf S = {0,1,2,3,4,5} eine K-Operation f := fon. f ist punktextrem,
erlaubt Konjunktion und Disjunktion. Damit induziert f — wie bisher diskutiert
— einen Verband B8 mit 0 und 1.%*

43Die Erkenntnis, wie Verbéinde aussehen, die nicht distributiv sind, verdanke ich einer
Ubungsaufgabe aus der Vorlesung Mathematische Logik I bei Herrn Schroeder-Heister.

44 Aufgrund der Umkehrung der Inklusion bei der Definition der partiellen Ordnung auf 98
steht der resultierende Verband kopfiiber zum obigem Schaubild.
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Der induzierte Verband ist aber nicht distributiv. Es gilt ndmlich:

(1) (RInE) o] =[Blu) =[]

Analog gilt auch das andere Distributivgesetz nicht. Dies motiviert zu folgender
Definition fiir K-Operationen f, die allgemeine Konjunktion und Disjunktion
erlauben:

(1)  Erlaubt Distributivitit:  f erlaubt Distributivitdt, falls im resultierenden
Verband beide Distributivgesetze gelten.

11.11 Diskussion (Komplement): Als letzte Eigenschaft zur Konstruktion
einer Boole’schen Algebra wird ein Komplement benttigt. Das Komplement —a
eines Elementes a € B ist dadurch bestimmt, dass der Schnitt von a¢ und —a
das kleinste Element und die Vereinigung das grofite des Verbandes ist.

Das korrespondiert mit der klassischen Charakterisierung der Negation: die
Konjunktion von Formel und Negation ist kontradiktorisch und deren Disjunk-
tion tautologisch.

Erneut gibt es Gegenbeispiele. In der intuitionistischen Logik gilt fiir kontingente
Formeln ¢ € £ £, ¢V —¢. Also ist im Allgemeinen ¢V —¢ keine Tautologie.*
Dies hat zur Folge, dass der durch die intuitionistische Logik induzierte Verband
zwar 0 und 1 besitzt und distributiv ist, aber kein Komplement hat.*5

Dies motiviert zur folgenden Definition fiir K-Operationen f, die allgemeine
Konjunktion und Disjunktion erlauben und zudem pseudopunktextrem sind.
Bezeichne dabei mit T eine Pseudotautologie und mit 1 eine Kontradiktion
von f:

(1) Negation: Ein Element y € S heifit Negation von einem Element x € S,
falls T eine Disjunktion von = und y ist und falls L eine allgemeine Kon-
junktion von x und y ist.

(2) Erlaubt Negation: Eine K-Operation f erlaubt Negation, falls zu jedem
Element x € S eine Negation y € S existiert.

Damit wird das Komplement in 98 wie folgt konstruiert:

11.12 Konstruktion (Komplement): Erlaubt f Negation, dann wird das
Komplement fiir B wie folgt definiert:

—[z] :={y € S; y ist Negation von z}

Da mindestens ein Komplement nach Voraussetzung existiert und alle Komple-
mente in derselben Aquivalenzklasse liegen,*” ist das Komplement wohldefiniert.

45Vgl. hierzu etwa [DL, S. 165] zusammen mit der Vollstindigkeit der Kripke-Semantik.
46Zur Distributivitit der intuitionistischen Logik vgl. etwa [DI, S.156].
47Es 148t sich nachweisen, dass das Komplement, wenn es denn existiert, eindeutig ist.
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11.13 DEF (Allgemeine logische Systeme): Sei S = (5, f) ein deduktives
System.

(1) Allgemeines logisches System: Ist f pseudopunktextrem und erlaubt f
allgemeine Konjunktion, Disjunktion, Distributivitdt und Negation, dann
wird f allgemeines logisches System genannt.

(2) Logisches System: Ist f punktextrem und erlaubt f Konjunktion, Dis-
junktion, Distributivitdt und Negation, dann wird f logisches System ge-
nannt.

Bemerkungen:

(1) Allgemeine Eigenschaften: Nach Konstruktion ist klar, dass die oben
eingefithrten allgemeinen Eigenschaften die speziellen konservativ erwei-
tern. Das bedeutet: jede Tautologie ist eine Pseudotautologie und jede
Konjunktion auch eine allgemeine Konjunktion.

Insbesondere ist damit jedes logische System ein allgemeines logisches Sy-
stem.

(2) Induzierte Boole’sche Algebra:  Die Boole’sche Algebra 9B, wie in der Dis-
kussion sukzessive konstruiert, wird die von der K-Operation f induzierte
Boole’sche Algebra genannt.

Aus bisheriger Diskussion ist klar, dass eine K-Operation f genau dann
eine Boole’sche Algebra induziert, wenn f ein allgemeines logisches System
ist.

(3) Klassisches System: Das klassische System ist ein logisches System im
obigen Sinne; die von ihm induzierte Boole’sche Algebra ist die im letzten
Paragraphen konstruierte Lindenbaumalgebra.

Den Paragraphen abschliefend werden einige grundlegende Eigenschaften (all-
gemeiner) logischer Systeme diskutiert.

11.14 Satz (Kompaktheit): Allgemeine logische Systeme sind kompakt.

Beweis.  Sei § = (S, f) allgemeines logisches System, X C S widerspriichlich,
also f(X) = S. Es gibt eine Kontradiktion L € S = f(X). Mit der Endlichkeit
von f gibt es eine endliche Teilmenge Y C.pq; X mit L € f(Y). Mit Monotonie
von f gilt S = f(L) C f(f(Y)) = f(Y) und es wurde geeignete endliche
Teilmenge gefunden, die widerspriichlich ist. Q.E.D.

Bemerkung (Kompaktheit): Die Aussage des obigen Satzes 148t sich ver-
bessern: Im Beweis wurde lediglich verwendet, dass eine Kontradiktion 1 € S
existiert. So induziert — wie oben bemerkt — die intuitionistische Logik keine
Boole’sche Algebra, da die intuitionistische Logik keine Negation im Sinne die-
ser Arbeit erlaubt. Dennoch ist sie kompakt.
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Desweiteren soll hier die Verallgemeinerung der Konjunktion in (allgemeinen)
logischen Systemen auf endlich viele Konjunkte diskutiert werden; dies erleich-
tert im folgenden Paragraphen die Diskussion. Der folgende Hilfssatz weist eine
leichte Verstirkung der Idempotenz nach; dies erleichtert die Diskussion der
Konjunktion.

11.15 Hilfssatz (Starke Fixpunkteigenschaft): In beliebigen deduktiven
Systemen S = (S, f) gilt fiir jede Menge X C S und jedes Element z € S:

Beweis.  Es sind zwei Richtungen zu zeigen:

»=“ Esgilt X C f(X), also X U{z} C f(X)U{x}.
Mit Monotonie gilt auch f(X,z) C f(f(X),

).
»<=“ Umgekehrt ist zundchst mit Monotonie f(X)
rer

C f(X,z) und weiter mit
Reflexivitat « € f(X,x); also f(X)U{z} C f(X,z). Mlt Monotonie und
Idempotenz folgt: f(f(X),z) C f(f(X,x)) = f(X,x). Q.E.D.

11.16 Diskussion (Endliche Konjunktionen): Mit obigem Hilfssatz 148}t
sich in logischen Systemen die Konjunktion zweier Elemente auf endlich viele
induktiv verallgemeinern: Jedes Element y mit f(x) = f(y) ist Konjunktion
eines einzigen Elementes x; ist 2’ eine Konjunktion von n Elementen zq, ... Z,_1
und z eine Konjunktion von z’ und z,, dann ist z auch eine Konjunktion von
X, - . . Tn. Weiterhin gilt fir z:  f(2) = f(zo,...2n).

Mit Induktionsvoraussetzung gilt ndmlich f(z') = f(zo,...Zn—1) und damit:
f(Z) = f(Z/,.’L‘n) = f(f(Z/),.’Bn) = f(f(.’l?o, .. ..fn,l), xn) = f(.’L’O7 e J}n)

Ahnlich kénnte an dieser Stelle die Verallgemeinerung der Konjunktion in be-
liebigen allgemeinen Systemen eingefiihrt werden. Diese Diskussion miifite aber
die etwas sperrigere Definition der allgemeinen Konjunktion samt Minimalitéts-
bedingung beriicksichtigen.

Dies wird hier mit einem Verweis auf die induzierte Boole’sche Algebra und
den dort herrschenden Gesetzméfigkeiten vermieden: Dort existiert zu endlich
vielen Elementen [2¢], ... [2,_1] der Schnitt [2] =[], ., [zx]. Weiterhin gilt dort
[2] < [zo],. .. [xn-1]- Aus Ersterem folgt die Existenz einer allgemeinen Konjunk-
tion z endlich vieler Elemente im deduktiven System und es gilt mit Zweiterem
fiir jedes k € n: f(zx) C f(2). Daraus folgt mit Reflexivitét zo, ... zn—1 € f(2)
und weiter mit Monotonie und Idempotenz:

f(@o, . an1) C f(f(2) = f(2)

Gleichheit gilt hier offenbar im Allgemeinen lediglich in logischen Systemen.
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8§12 Theorien und Filter

Im letzten Paragraphen wurden aus allgemeinen logischen Systemen Boole’sche
Algebren konstruiert. Damit das UT nun verwendet werden kann, um Varianten
des Satzes von Lindenbaum zu beweisen, miissen dariiber hinaus Theorien und
Filter in Beziehung zueinander gesetzt werden.

In diesem Paragraphen wird diskutiert, unter welchen Umsténden dies moglich
ist. Dabei soll eine moglichst allgemeine Variante von k LB gefunden werden,
die aus dem UT noch bewiesen werden kann.

Sei dazu im Folgenden ein allgemeines logisches System S = (S, f) und die
induzierte Boole’sche Algebra B = (B,...) mit B := S/N gegeben.

12.1 DEF (Kanonische Abbildungen): Es lassen sich die folgenden kano-
nischen Abbildungen ausmachen:

(1) Grundraum: Die Abbildung ® : S — B : z — [z] ist der kanonische
Epimorphismus auf dem Grundraum S in die Boole’sche Algebra 9.

(2) Potenzmenge: Die Abbildung @ : p(S) — p(B) : X — {[z]; = € X}
ist die kanonische Erweiterung des kanonischen Epimorphismus auf die
Potenzmengen.

Bemerkung (Wohldefiniertheit): Beide Abbildungen sind wohldefiniert,
die Verwendung des gleichen Buchstaben, um beide Abbildungen zu bezeichnen,
ist unproblematisch.

In den folgenden Sétzen wird konkret der Bezug zwischen Theorien und Filtern
untersucht. Nach einem Hilfssatz iiber die Vertriglichkeit von Theorien mit
dem kanonischen Epimorphismus werden in einem ersten Satz die Bilder von
Theorien behandelt, im darauf folgenden Satz dann die Urbilder von Filter.

12.2 Hilfssatz (Vertriglichkeit von Theorien mit ®): Ist F = ®(T)
Bild einer Theorie T' € Jm(f) und a € F ein Element von F', dann ist fiir jedes
x € ®71(a) schon z € T.

Beweis. Seia € F = ®(T). Dann gibt es ein ¢ € T mit [z] = ®(z) = a. Sei
nun y € [z] beliebig. Es gilt damit = ~ y, also f(z) = f(y). Mit Reflexivitit und
Monotonie von f folgt: y € f(y) = f(x) C f(T) = T. Die letzte Gleichheit
gilt, da T' € Jm(f) eine Theorie ist. Q.E.D.

Bemerkung (Vertriglichkeit): Aus obigem Satz folgt insbesondere, dass
sich die K-Operation f mit der logischen Aquivalenz ~ im Sinne der Konstruk-
tion von Restklassensystemen vertrigt. Damit konnte auf der Boole’schen Al-
gebra jedenfalls eine Restklassenoperation f’ definiert werden.*® Dies wird hier
aber nicht weiter verfolgt.

48V gl. hierzu die Konstruktion von Restklassensystemen in §4.
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Damit kénnen nun die Bilder von Theorien in der induzierten Boole’schen Al-
gebra diskutiert werden.

12.3 Satz (Bilder von Theorien): Ist das System S logisch, T' € Jm(f)
eine Theorie, dann ist F' := ®(T) ein Filter von B. Ist zudem 7" maximal wi-
derspruchsfrei, dann ist F' sogar ein Ultrafilter. Fiir allgemeine logische Systeme

s =

(S, f') gilt obige Aussage im Allgemeinen nicht; lediglich die Abgeschlos-

senheit nach oben kann gezeigt werden.

Beweis. Sei § = (S, f) logisches System. Es ist Mehreres zu priifen:

(1)

Nichtleere (es gilt 1 € F):

Da f punktextrem ist, gibt es eine Tautologie T € S. Fiir jede Teilmenge
X C S gilt damit:  f(T) = f(@) C f(X).

Alsoist T € f(T)C f(T) =T und 1 = [T] € &(T) = F.

Gibt es in &' lediglich Pseudotautologien, dann ist f/(&) = @. Damit ist
& einerseits eine Theorie, andererseits gilt 1 ¢ & = ®(2).

Endliche Schnitte (ist a,b € F, dann auch afb e F):

Seien also [z],[y] € ®(T'). Mit obigem Hilfssatz sind z,y € T. Da f die
Konjunktion erlaubt, gibt es z mit f(z) = f(z,y). Da {x,y} C T ist, folgt
aus Reflexivitdt und Monotonie z € f(z) = f(z,y) C f(T) =T.

Also gilt auch [z] 1 [y] = [2] € ®(T).

Gibt es in &' fiir zwei Elemente x,y € S lediglich eine allgemeine Konjunk-
tion z € S, die keine Konjunktion ist, dann gilt sofort f'(z) 2 f'(z,y).
Damit gilt fiir die Theorie T' = f'(z,y) zunichst [z], [y] € ®(T'), aber mit
2 ¢ T gilt [2] ¢ ®(T).

Abgeschlossenheit nach oben (ist a € F und b > a, dann ist b € F):

Sei also [z] € ®(T), [y] > [z]. Dann ist wieder x € T und f(y) C f(x).
Aus der Reflexivitét von f folgt y € f(y) C f(z) C f(T)=T.

Also ist tatsiichlich [y] = ®(y) € ®(T).

Alle Eigenschaften, die hier in die Argumentation eingingen, gelten auch
in beliebigen allgemeinen logischen Systemen; entsprechend gilt die Abge-
schlossenheit nach oben auch in allgemeinen Systemen S’.

Ultrafilter (fir alle a € B gilt, dass entweder a € F' oder —a € F):

Sei T" maximal und widerspruchsfrei. Es gilt also: T # S und fiir alle
x € S\T ist f(T,z) = S. Zunichst ist klar, dass es kein [z] € B gibt, so
dass [z], —[z] € F ist. Sonst gibe es xz,y € T so, dass y eine Negation von
x ist. Damit wére deren Konjunktion eine Kontradiktion 1 und es wiirde
gelten:

S=fL)=flzy) CfT)=T#S

Sei nun [z] € B\F beliebig, also x € S\T. Hier ist fiir eine Negation y
von z zu zeigen, dass y € T ist. Ware = eine Kontradiktion, dann wére
y eine Tautologie und damit trivialerweise Element von T'. Sei also ohne
Einschrankung x keine Kontradiktion.
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Jedenfalls gilt aufgrund der Maximalitit von T, dass f(T,x) = S ist.
Aus der Kompaktheit von f folgt die Existenz endlich vieler Elemente
X1,...%n € T mit f(x1,...2,,2) = S. Da = keine Kontradiktion ist,
ist n > 1. Damit gibt es auch eine Konjunktion z von z1,...x, und es
gilt: 2z € f(2) = f(x1,...2,) C f(T) = T. Also z € T und damit
[2] € ®(T) =F.

Weiterhin gilt x4, ...2,,z € f(z,2). Damit ist mit Monotonie von f schon
S = f(x1,...xn,z) C f(f(z,2)) = f(z,2). Also ist f(z,2) =S = f(1)
fiir eine Kontradiktion L und es gilt [2] M [z] = 0. Daraus folgt aber, dass
—[z] > [#] ist. Aus der Abgeschlossenheit nach oben folgt weiter —[z] € F.

Ist schlieBlich —[z] ¢ F fiir ein [z] € B, dann folgt mit obiger Argumen-
tation —(—[z]) € F' und aus —(—[z]) = [z] schon [z] € F.

Damit wurde gezeigt, dass F' ein Ultrafilter ist.

Fiir allgemeine Systeme S’ 148t sich festhalten: Da die Bilder von Theo-
rien im Allgemeinen nicht unter endlichen Schnitten abgeschlossen sind,
148¢ sich leicht ein allgemeines System konstruieren, in dem durch die Hin-
zunahme der allgemeinen Konjunktion die Theorie widerspriichlich wird.

Q.E.D.

12.4 Satz (Urbilder von Filtern): Ist S = (S, f) allgemeines logisches
System und F <z 9B ein Filter mit [z] ¢ F, dann gilt fiir 7 := ®~1(F) C S das
Folgende:

(1)

(2)

Zunichst ist © ¢ T. Ist L € S eine Kontradiktion, dann ist L ¢ T', und
ist schliefilich T € S eine Pseudotautologie, dann gilt T € T'.

T ist eine Theorie; ist zusétzlich F ein Ultrafilter, dann ist 7" maximal-
konsistent und damit insbesondere z-saturiert.

Beweis.

(1)
(2)

Erste Behauptung:  Offenbar gelten die Behauptungen in (1).

Urbild ist Theorie:  Angenommen, dass T' keine Theorie ist.

Dann gibt es ein Element s € f(T)\T. Aufgrund der Endlichkeit von f gibt
es endliches V = {v1,...vn} Cepnar U mit s € f(V). Ohne Einschrinkung
kann angenommen werden, dass V # & nichtleer ist.

Jedenfalls ist ®(V) C F, damit gibt es auch, da Filter unter endlichen
Schnitten abgeschlossen sind, ein v € S mit

V] =[] ... [vn] € F

Es gilt, dass s € f(vy,...v,) C f(v),* also f(s) C f(f(v)) = f(v). Damit
ist [s] > [v]. Da Filter nach oben abgeschlossen sind, folgt hieraus [s] € F.
Das ist aber ein WIDERSPRUCH zu s ¢ T'.

Also ist T tatsichlich eine Theorie.

49Vgl. hierzu auch die Diskussion iiber endliche Konjunktionen im letzten Paragraphen.
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(3) Mazimalkonsistenz des Urbildes:  Sei F zusitzlich ein Ultrafilter.

Klar ist bisher, dass T eine Theorie ist mit « ¢ T = f(T). Insbesondere
ist damit T # S widerspruchsfrei.

Sei nun y ¢ T beliebiges Element. Dann ist [y] ¢ F, und da F ein Ultra-
filter ist, gibt es eine Negation v € S von y mit [v] = —[y] € F. Somit ist
zunéchst v € T und damit f(T,y) D f(y,v) = S.

Also ist jede echte Erweiterung von 7" widerspriichlich und 7' ist tatséch-
lich vollstiindig. Da zudem = ¢ T ist, ist T' auch z-saturiert. Q.E.D.

Zwischenbemerkung: Im Folgenden soll mithilfe des UT gezeigt werden,
dass in (moglichst vielen) allgemeinen logischen Systemen saturierte Erweite-
rungen existieren. Im klassischen Fall wurde das Bild einer Theorie betrachtet;
dieses Bild war ein Filter, der zu einem geeigneten Ultrafilter erweitert werden
konnte. Dieses Vorgehen versagt in allgemeinen Systemen, da hier die Bilder
von Theorien im Allgemeinen keine Filter sind.

Man kann dieses Problem in den Griff bekommen, wenn es im allgemeinen lo-
gischen System relativ wenige Theorien gibt, deren Bild kein Filter ist. Dabei
bedeutet ,relativ wenig“, dass man die Menge aller Problemstellen (mit einer
beliebigen Ordinalzahl) (transfinit) wohlordnen kann. Dies geht in den folgenden
Erweiterungssatz ein; vorher werden noch einige Definitionen benotigt:

12.5 DEF (Problemstellen und geeignete Systeme):

(1) Problemstelle:  Eine Menge X € Jm(f) aus dem Bild der K-Operation
f heifit Problemstelle, falls ®(X) kein Filter von 9B ist.

Bezeichne mit Ps := {X € Jm(f); X ist Problemstelle} die Menge aller
Problemstellen von S.

(2) Geeignetes System:  Ein allgemeines logisches System S wird als geeigne-
tes System bezeichnet, falls sich die Menge Ps aller Problemstellen wohl-
ordnen lafit, es also eine Ordinalzahl a € € gibt mit:

Psz{Xﬁ; ﬁea}

(3) Geeignete Erweiterung: Ist S ein geeignetes System, X C S Teilmenge
und z ¢ f(X). Dann heifit eine Menge Y geeignete Erweiterung von X,
falls X CY € Jm(f) ist, so dass ¢ Y ist und zudem fiir alle Problem-
stellen Z echt iiber Y schon x € Z gilt. Letzteres formal:

VZE(Ps)y:(1‘§éZ—>Z=Y)

Bemerkungen:

(1) Logische Systeme: Ein allgemeines System S ist genau dann logisch,
wenn Ps = @ gilt.

(2) Geeignete Erweiterungen: Es wurde bei der Definition einer geeigneten
Erweiterung Y nicht gefordert, dass Y selbst eine Problemstelle ist. Weiter
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folgt daraus, dass Y eine geeignete Erweiterung ist, im Allgemeinen noch
nicht, dass Y auch saturiert ist.

Dennoch ermoéglichen geeignete Erweiterungen, wie im Folgenden gezeigt
wird, die Existenz saturierter Erweiterungen in geeigneten Systemen mit-
hilfe des UT zu beweisen.

Es werden noch die beiden Varianten des Satzes von Lindenbaum eingefiihrt,
die im Folgenden diskutiert werden:

Satz von Lindenbaum fiir logische Systeme (1LB): Jedes logische Sy-
stem erlaubt Saturierung.

Satz von Lindenbaum fiir geeignete Systeme (gLB): Jedes geeignete
System erlaubt Saturierung.

Bevor die beiden Varianten des Satzes von Lindenbaum mithilfe des UT bewie-
sen werden, muss zunéchst die Existenz geeigneter Erweiterungen in geeigneten
Systemen gezeigt werden. Der Beweis dieses Existenzsatzes wird durch den fol-
genden Hilfssatz erleichert, in dem gezeigt wird, dass die Vereinigung einer linear
geordneten Menge von Theorien erneut eine Theorie ist.?°

12.6 Hilfssatz (Vereinigung linear geordneter Theorien): Sei S = (S, f)
beliebiges deduktives System, & # M := {X;; i € I} C Jm(f) eine nichtleere
Menge von Theorien zu einer beliebigen Indexmenge I.

Falls M durch die Mengeninklusion linear geordnet wird, dann ist

X :=JM=[]JXieom(s)

icl

eine Theorie. Gilt zudem fiir ein Element z € S des Grundraumes, dass fiir
jeden Index i € I = ¢ X, dann ist auch z ¢ X = f(X).

Beweis.  Ohne Einschrankung kann hier angenommen werden, dass X # @.
(Sonst wiire fiir jeden Index i € I X; = & und die Behauptung gilt trivial.)

Sei y € f(X) ein aus X beweisbares Element. Aufgrund der Endlichkeit von
f gibt es endlich viele Elemente x1,...2, € X mit y € f(z1,...2,). (Mit
X # @ kann hier aufgrund der Monotonie von f tatsdchlich n > 1 angenommen
werden.) Nach Konstruktion von X gibt es Y7,...Y,, € M mit xy € Y} fiir jedes
k € {1,...n}. Da die Elemente von M linear geordnet sind, erreicht man durch
Umnummerierung, dass fir 1 < k <[ < n gilt, dass Y} C Y] ist. Damit gilt,
dass z1,...x, €Y, sind.

Aufgrund der Monotonie von f ist y € f(z1,...2,) € Y, C X. Damit ist

X = f(X) eine Theorie. Ist zudem fiir jeden Index i € I ¢ X;, dann ist nach
Konstruktion = ¢ X = f(X). Q.E.D.

50Der folgende Hilfssatz, formuliert fiir die klassische Logik, erfreute mich aufgrund seiner
Schonheit lange Jahre als immer wiederkehrende Ubungsaufgabe in meinen Tutorien; hier
endlich habe ich einen Ort gefunden, wo er zudem noch niitzlich wird.
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12.7 Satz (Existenz geeigneter Erweiterungen): Sei & = (S, f) ein
geeignetes System, X C S eine Teilmenge des Grundraumes und = € S ein
Element mit 2 ¢ f(X). Dann gibt es eine geeignete Erweiterung Y von X.

Beweis.  Ohne Einschrinkung kann angenommen werden, dass Ps # @ ist.
(Sonst ist YV := f(X) trivialerweise geeignete Erweiterung.)

Da S geeignet ist, 148t sich Ps wohlordnen. Damit gibt es also eine Ordinalzahl
@ #a€Qmit: Ps={Xg; 8¢ a}. Konstruiere entlang o wie folgt rekursiv:

Xp fallsz ¢ Xg und f(X) C Xp

8 =@: Setze Yy = { F(X) sonst

(3 Nachfolgerzahl: ~ Dann ist 3 = v U {~} fiir eine Ordinalzahl v € Q.

Xp fallsx ¢ Xgund Y, C X

Setze Yp := { Y, sonst

B Limeszahl: ~ Dann ist 8 = J,_57. Setze zunéchst hilfsweise Z := J,_;Y5.

Mit obigem Hilfssatz gilt © ¢ Z = f(Z) und fiir alle v < 8 ist Y3 C Z.

-
Setze Yy i { Xp fallsz ¢ Xgund Z C Xj .
Z sonst
Falls nun « keine Limeszahl ist, gibt es eine Ordinalzahl v mit o = vy U {~v}.
Setze dann Y :=Y,. Ansonsten setze Y :=J, _, Y.

Analog zur Argumentation im Limesschritt ist nach Konstruktion (falls o keine
Limeszahl ist) oder mit obigem Hilfssatz (sonst) klar, dass X C f(X) C Y
eine Theorie ist mit ¢ Y = f(Y). Weiterhin kann es nach Konstruktion keine
Problemstelle Z € (Ps)y geben mit ¢ Z # Y. Damit ist Y eine geeignete
Erweiterung von X. Q.E.D.

Mit dem Existenzsatz sind nun geniigend Mittel vorhanden, die Aquivalenz von
gLB und UT zu zeigen. Da aus gLB insbesondere der speziellere Satz kLB
trivial und aus diesem wiederum UT folgt, geniigt es also, die Umkehrung zu
zeigen.

12.8 Satz (UT = gLB): Sei S = (S, f) geeignetes System, X C S Teilmenge
des Grundraums mit x ¢ T := f(X) fiir ein Element = € S. Falls UT gilt, dann
gibt es eine x-saturierte Erweiterung Y von X.

Beweis.

Betrachte F' := ({F <z B; ®(T) C F}, den Schnitt aller Filter iiber dem
kanonischen Bild von T in %B. Jedenfalls ist F' ein Filter von 98.%!

Falls nun [z] ¢ F, dann gibt es mit UT einen Ultrafiter U < 9B mit [z] ¢ U und
®(T) C F C U. Nach dem Satz iiber Urbilder von Filtern ist Y := ®~1(U) eine
z-saturierte Erweiterung von X.

Ansonsten ist [¢] € F; insbesondere ist damit [x] in allen Filtern iiber ®(T);
damit ist fiir jede Theorie Z € Jm(f)r, die keine Problemstelle ist, z ¢ Z.

51 F ist nicht notwendigerweise ein echter Filter. Falls T keine Problemstelle ist, dann gilt
F = ®(T'), ansonsten ist lediglich ®(T") C F.
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Weiterhin besitzt T eine geeignete Erweiterung Y wie oben im Satz konstruiert
mit 2 ¢ Y = f(Y).

Fiir jedes Y # Z € Im(f)y gilt, dass Z entweder eine Problemstelle ist mit
x ¢ Z (da 'Y geeignete Erweiterung ist), oder Z keine Problemstelle ist und
wieder © ¢ Z gilt (da Z insbesondere echt iiber T liegt).

Damit ist aber Y z-saturierte Erweiterung von X und S erlaubt Saturierung.

Q.E.D.

12.9 Korollar (zu UT = gLB): Esgilt ILB < UT.

Beweis.  1LB folgt aus gLB. Aus ersterem folgt weiter kLB und dann UT.
SchlieBlich folgt aus UT wieder gLB und die Aquivalenz ist im Ringschluss
gezeigt. Q.E.D.

Bemerkungen:

(1) Verwendung des AC: Im obigen Beweis geht das AC nicht ein, inso-
fern nicht gefordert wird, dass jedes allgemeine System geeignet ist. Ins-
besondere wird auch keine Wohlordnung des Grundraumes S oder deren
Potenzmenge p(S) gefordert.

(2) Schénheit:  An dieser Stelle mag eingewandt werden, dass die Variante
g LB des Satzes von Lindenbaum aufgrund der vorausgesetzten Wohlor-
denbarkeit der Problemstellen nicht schon ist; die Aussage iiber logische
Systeme viel natiirlicher erscheint.

Das ist zwar richtig, wird aber dem Projekt nicht gerecht. Hier sollen
Grenzen gefunden werden, innerhalb derer Lindenbaumsitze dquivalent
zum BP formuliert werden kénnen.

(3) Bezug zur klassischen Logik:  Die Sitze und Beweise in diesem Paragra-
phen erfolgten — soweit sie logische Systeme betreffen — in voller Analogie
zum klassischen Fall. Dies deutet darauf hin, dass das klassische System
durchaus ausgezeichnet ist.

Abschlieflende Bemerkung: In den letzten Paragraphen wurden einige Lin-
denbaumsitze dquivalent zum BP gefunden. Dies wurde jeweils mit Riickgriff
auf das BP in Form des UT zumindest skizziert.

Im Sinne des Miller’schen Projekts kénnten nun fiir diese Aquivalenzen direkte
Beweise ohne Riickgriff auf das BP gesucht werden. Darauf wird hier verzichtet.
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Zusammenfassung der Ergebnisse

Erster Teil: Im ersten Teil dieser Arbeit wurden deduktive Systeme zunéchst
allgemein eingefiihrt und untersucht. Desweiteren wurden einige allgemeine Kon-
struktionsmethoden fiir deduktive Systeme vorgestellt. Daran anschlieBend wur-
den spezielle Konstruktionsmethoden diskutiert, mithilfe derer in dieser Arbeit
neue Millersétze bewiesen werden konnten.

Vollendung des Miller’schen Projekts: Es gelang in dieser Arbeit nicht,
das Miller’sche Projekt zu vollenden. In Anhang A wird die Struktur deduktiver
Systeme in Abhéngigkeit der relevanten Eigenschaften und in Anhang B eine
weitere Konstruktionsmethode diskutiert; diese Untersuchungen kénnen einen
Einblick in die Schwierigkeiten geben, geeignete Konstruktionen fiir deduktive
Systeme mit vielen relevanten Eigenschaften anzugeben und so das Miller’sche
Projekt tatsdchlich zu vollenden.

Bewiesene Millersétze: Im Folgenden werden, nach Konstruktionsmethode
sortiert, die in dieser Arbeit bewiesenen nichttrivialen Millersétze aufgefiihrt:

(1) Beschrinkte Schnitte:

e (Punkttreuer Schnitt) Fiir alle o C {a,¢,d}: LBba=LB&
Den Spezialfall LB ab = LB a zeigt Miller auf anderem Weg.

e (Gleichbleibender Schnitt): LBbd = LB @, LBabd = LBa
(2) Doppelung: LBc¢=LB@, LBbc= LBb

(3) Angereicherte Systeme: LBed = LB@, LBbed = LBb
Nicht explizit ausgefithrt: LBd = LB@, LBbd = LBb

(Die letzten beiden Millersitze sind auch triviale Korollare der ersten bei-
den durch Anreicherung bewiesenen.)

(4) Charakteristische Systeme: LBab= LB @, LBabc = LBac

Desweiteren resultiert aus dieser Methode LB a = LB &; dieser Spezialfall
charakteristischer Systeme wurde aber schon von Miller selbst gefunden.

Die Ubersicht auf der niichsten Seite illustriert oben genannte Ergebnisse. Dabei
werden Lindenbaumsétze LB a (o # &) durch die Angabe der Elemente von «
und der allgemeine Satz von Lindenbaum LB @ wird durch die Angabe von 0
angedeutet.

Durchgezogene Pfeile verweisen auf Millersétze, die in dieser Arbeit bewiesen
wurden; gestrichelte Pfeile auf Millersétze, die auch von Miller bewiesen wur-
den. Desweiteren werden einige — der Ubersichtlichkeit halber nicht alle — triviale
Korollare von stérkeren, hier bewiesenen Millerséitzen durch gepunktete Pfeile
eingezeichnet, um anzudeuten, wo keine weiteren Untersuchungen fiir das Mil-
ler’sche Projekt benttigt werden.

Die Zahlen an den Pfeilen beziehen sich auf obige Aufzihlung der bewiesenen
Millersétze.
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Ubersicht (Bewiesene Millersiitze):
(1)&4)

abc ——————— ac

abd -

abcd

bed ~—

acd

Zweiter Teil: Im zweiten Teil dieser Arbeit wurde diskutiert, wie das Mil-
ler’sche Projekt auf Lindenbaumsitze dquivalent zum BP iibertragen werden
kann.

Ausgehend vom klassischen Satz von Lindenbaum (k LB) wurden zunéchst zwei
spezielle Varianten sk LB und LBay, auf analogem Weg wie bei Miller dadurch
gefunden, dass lediglich diejenigen Systeme im Lindenbaumsatz genannt werden,
die zum Beweis des BP tatséchlich benttigt werden.

In einem weiteren Schritt wurde die klassische Variante k LB weiter verallge-
meinert, indem relevante Eigenschaften eines deduktiven Systems identifiziert
wurden, die zur Konstruktion einer induzierten Boole’schen Algebra bendtigt
werden. Hierbei wurden die logischen Systeme und noch allgemeiner die geeig-
neten Systeme gefunden; es wurde skizziert, dass die entsprechenden Varianten
1LB und gLB des Satzes von Lindenbaum zum BP dquivalent sind.

Diese Art der Verallgemeinerung kann sich bei Miller fiir das AC nicht finden, da
er sein Projekt schon bei der allgemeinsten Variante des Satzes fiir Lindenbaum
beginnt.
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Ausblicke: Die Ergebnisse dieser Arbeit abrundend werden einige Ausblicke
darauf gegeben, in welcher Richtung die Gedanken an dieser Stelle weitergehen
konnen:

(1)

Ausarbeitung der Problematik: Es wurde angedeutet, dass die Wendung
,ohne Riickgriff auf das AC“, auf die das Miller’sche Projekt und diese
Arbeit im Wesentlichen beruhen, mathematisch problematisch ist. In An-
hang C wird eine Moglichkeit skizziert, dieses Kriterium mathematisch zu
prézisieren.

Diese Skizze bedarf einer weiteren Ausarbeitung. Moglicherweise 18t sich
auch ein anderer Ansatz in der Logik finden, dieses Kriterium geeignet zu
interpretieren.

Weitere Konstruktionsmethoden: Diese Arbeit zeichnet sich im Haupt-
teil durch die Einfiihrung von Methoden aus, mithilfe derer aus deduktiven
Systemen neue konstruiert werden kénnen. Erst in einem zweiten Schritt
wurden die resultierenden Systeme auf ihre Tauglichkeit fiir das Miller’sche
Projekt untersucht.

Dies kann beliebig fortgesetzt werden; insbesondere kénnen — wie etwa
die Konstruktion von Restklassen-Systemen — weitere Methoden um ih-
rer selbst Willen gefunden werden, die sich nicht im Miller’schen Projekt
verwenden lassen.

Weiter ist es moglich, diese Konstruktionsmethoden daraufhin zu untersu-
chen, ob sie zum Beweis neuer Millerséitze verwendet werden kénnen und
so gegebenenfalls das Miller’sche Projekt zu vollenden.

Vollendung der Ubertragung: —In dieser Arbeit wurden lediglich einige
Varianten von Lindenbaumsétzen dquivalent zum BP vorgestellt. Auf eine
direkte Ausfithrung der Aquivalenzbeweise im Sinne des Miller’schen Pro-
jektes wurde hier verzichtet.

Erweiterung der Ubertragung: — Es ist sicher moglich, weitere Varianten
des Satzes von Lindenbaum zu suchen, die d&quivalent zum BP sind. Hierfiir
konnten bekannte Varianten des BP betrachtet und aus diesen Kontexten
neue deduktive Systeme analog zum Vorgehen im zweiten Teil konstruiert
werden.

Beziige zu anderen Kontexten: Durch die Allgemeinheit der Definition
deduktiver Systeme lassen sich solche in den unterschiedlichsten Kontex-
ten ausmachen: So ist etwa ein Vektorraum zusammen mit der Abbildung,
die einer Menge von Vektoren deren Erzeugnis zuordnet, ein deduktives
System. Diese Kontexte kénnen untereinander in Bezug gesetzt und Er-
gebnisse aus den einzelnen Gebieten fiir die anderen fruchtbar gemacht
werden.
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ANHANG A: STRUKTURSATZE

Anhang A: Struktursitze

Bei der Suche nach weiteren Millerséitzen wurde die Struktur von deduktiven
Systemen in Abhéngigkeit von den relevanten Eigenschaften niher untersucht.
Dabei gelang nebenbei die Klassifikation aller Dzik-Systeme.®? In diesem An-
hang werden die Ergebnisse dieser Betrachtungen zusammengstellt.

- Gleichbleibende Systeme -

Zunéchst wird ein kurzer Blick auf die Eigenschaft gleichbleibend geworfen. Sei
dazu ein beliebiges (!) deduktives System S = (S, f) gegeben.

1.1 DEF (Grundlegende Relation): Die grundlegende Relation ~s auf
dem Grundraum S beziiglich der K-Operation f ist wie folgt definiert:

Falls die grundlegende Relation ~g eine Aqui“valenzrelation ist, dann wird fiir
jedes x € S mit [z]s = {y € S; « ~s y} die Aquivalenzklasse von x beziiglich
~g bezeichnet.

Notation: Ist aus dem Kontext der Bezug auf das deduktive System S klar,
wird auch anstelle von ~g lediglich ~ geschrieben; falls ~g Aquivalenzrelation
ist, dann analog auch [z] anstelle von [z]s.

1.2 Satz (Grundlegende Relation): Die grundlegende Relation ~ ist genau
dann eine Aquivalenzrelation, wenn die K-Operation f gleichbleibend ist.??

Beweis.

Die grundlegende Relation ist nach Konstruktion reflexiv und nach Definition
einer K-Operation symmetrisch. Es ist lediglich Transitivitat zu priifen:

»= Offenbar folgt fiir alle z,y,z € S aus f(x,y) = S = f(y,2) und = # 2
sofort x ~ y ~ z. Aus der Transitivitit folgt x ~ z und da = # z ist, gilt
auch schon f(z,z) = S. Damit ist f gleichbleibend.

»,<=* Ist umgekehrt ~ nicht transitiv, dann gibt es z,y, 2z € S mit z ~ y ~ z so,
dass x o z. Jedenfalls ist dann x # y # z. Daraus folgt sofort f(z,z) # S
und f(z,y) =S = f(y,z) und f ist nicht gleichbleibend. Q.E.D.

52 Auch Miller klassifiziert in [ML, §6] Dzik-Systeme. Dabei nimmt er eine leicht andere
Perspektive als hier ein und zeigt die Klassifizierung direkt. Der hier gewiahlte Zugang ist
aufschlussreicher, da sich der Klassifikation sukzessive durch Betrachtung schwicherer Sy-
steme, mit weniger relevanten Eigenschaften, gendhert wurde; das Wirken der verschiedenen
relevanten Eigenschaften wird dabei deutlicher.

53Miller formuliert in [ML, §6] diesen einfachen Satz ebenfalls, fiihrt dort aber den Beweis
nicht aus.
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Die folgende mengentheoretische Definition hilft bei der Diskussion gleichblei-
bender Systeme; ihre eigentliche Stérke entfaltet sie aber erst in Systemen, die
zusétzlich die Eigenschaften punkttreu und 2-kompakt besitzen.

1.3 DEF (Trivialer & exakter Schnitt): Sei ~C S x S Aquivalenzrelation
auf einer nichtleeren Menge S und X C S beliebige Teilmenge.

(1) Trivialer Schnitt:  Die Menge X schneidet die Relation ~ genau dann
trivial, wenn fiir alle z € S der Schnitt X N [z] hochstens 1-clementig ist.

(2) Ezakter Schnitt: Die Menge X schneidet die Relation ~ genau dann
exakt, wenn fiir alle z € S der Schnitt X N [z] genau l-elementig ist.

Bemerkung: Eine Menge X schneidet die grundlegende Relation ~ in gleich-
bleibenden Systemen genau dann exakt (bzw. trivial), wenn X eine Auswahl
(bzw. Vorauswahl) auf der Partitionierung {[z]; z € S} des Grundraumes S
beziiglich der Aquivalenzrelation ~ ist.?*

- bcd-Systeme -

Im Folgenden wird angenommen, dass das disktutierte System S punkttreu,
2-kompakt und gleichbleibend ist und einen nichttrivialen Grundraum S mit
|S| > 2 besitzt.

1.4 Satz (Widerspriichliche Mengen): Eine Menge X C S ist genau dann
widerspriichlich, wenn X die grundlegende Relation ~ nicht trivial schneidet.

Beweis.  Es sind zwei Richtungen zu priifen:

»= Gilt fiir eine Teilmenge X C S des Grundraums, dass f(X) = S, dann
gibt es aufgrund der 2-Kompaktheit Elemente z,y € X mit f(z,y) = S.
Aus Punkttreue und |S| > 2 folgt f(z) = {z} # S. Also ist  # y und
damit[z] = [y] nicht triviale Aquivalenzklasse. Da {z,y} C X N [z] ist,
schneidet X die Relation ~ nicht trivial.

Schneidet hingegen die Menge X die Relation ~ nicht trivial, dann gibt
es T,y € X mit ¢ # y und x ~ y. Daraus folgt nach Definition der
grundlegenden Relation, dass f(z,y) = S gilt, und mit der Monotonie
von f sofort auch f(X)=S. Q.E.D.

1.5 Korollar (Nichttriviale Aquivalenzklasse): Es gibt eine nichttriviale
Restklasse [x] # {z} beziiglich der grundlegenden Relation ~.

Beweis.

Jedenfalls ist f(S) = S und mit obigem Satz schneidet S die grundlegende Re-
1.:.1tion ~ nicht trivial. Das bedeutet aber insbesondere, dass es eine nichttriviale
Aquivalenzklasse [z] # {«} geben muss. Q.E.D.

54V/gl. hierzu auch die Definitionen von Vorauswahl und Auswahl in §2.
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1.6 Korollar (Grofie der Bildpunkte): Die Kardinalitét widerspruchsfreier
Theorien X € Jm(f) ist durch die Anzahl der Aquivalenzklassen beziiglich der
grundlegenden Relation ~ beschrinkt.

Bew. (Skizze):  Folgt direkt aus dem Schubfachprinzip. Q.E.D.

1.7 Satz (Maximalkonsistenz): Eine Menge X C S ist genau dann maxi-
malkonsistent, wenn X die grundlegende Relation ~ exakt schneidet. Insbeson-
dere gilt fiir maximalkonsistente Mengen X: f(X) = X.

Beweis.  Schneidet eine Menge X die grundlegende Relation ~ exakt, dann ist
zunéchst f(X) # S. Fiir jedes € S\ X schneidet X U{z} die Relation ~ nicht
mehr trivial und es ist f(X,2) = S. Damit ist X maximalkonsistent.

Schneidet umgekehrt X die Relation ~ nicht exakt, dann ist entweder f(X) = S,
X nicht konsistent, oder es gibt ein z € S so, dass X U{z} die Relation ~ trivial
schneidet. Dann wire f(X,z) # S und X selbst nicht vollsténdig. Jedenfalls ist
X dann nicht maximalkonsistent.

Wiire schliellich f(X) # X, dann wire f(X) echte Erweiterung von X und
wiirde ~ nicht trivial schneiden. Also wire f(X) = f(f(X)) = S, was aber ein
WIDERSPRUCH zur Konsistenz von X ist. Q.E.D.

1.8 Satz (Saturiertheit): Seiz € S ein Element mit nichttrivialer Restklasse
[x] # {«}. Dann ist eine Menge X C S genau dann x-saturiert, wenn x ¢ X gilt
und X die grundlegende Relation ~ exakt schneidet.

Beweis.

»=“ Sei X z-saturiert. Jedenfalls ist ¢ f(X) # S. Damit ist insbesondere
x ¢ X und weiter schneidet X die grundlegende Relation ~ zumindest
trivial. (Sonst wire x € S = f(X).)

Angenommen, X schneidet ~ nicht exakt.
Falls [z]N X = @ gilt, dann gibt es ein z € [z]\{z}. Weiterhin ist aufgrund
der Saturiertheit von X z € f(X,z). Damit schneidet f(X,z) ~ nicht

trivial und es gilt S = f(f(X, z)) = f(X, z). Damit schneidet auch X U{z}
die Relation ~ nicht trivial. Das kann aber nicht sein.

Ansonsten ist [z] N X # @5 es gibt also z € X N [z] mit z # z. (Sonst
wire z € X C f(X).) Weiter gibt es, da X die Relation ~ nicht exakt
schneidet, ein y € S mit X N [y] = @. Es gilt zudem [y] # [z].

Wie eben ist aufgrund der z-Saturiertheit z € f(X,y) und damit gilt
schon S = f(f(X,y)) = f(X,y). Damit schneidet wieder X U {y} die
Relation ~ nicht trivial und das kann wieder nicht sein.

Damit schneidet X die Relation ~ tatséchlich exakt.

»<=“ Essei x ¢ X und X schneide ~ exakt.

Da X die Relation ~ exakt schneidet, ist X maximalkonsistent und es
gilt x ¢ X = f(X). Fiir jedes y € S\X ist X U {y} widerspriichlich, also
zeS=f(X,y). Q.E.D.
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Bemerkung (Triviale Restklasse): Obiges Ergebnis 18t sich nicht auf Ele-
mente x € S mit trivialer Restklasse [x] = {z} iibertragen. Da nidmlich [z] = {z}
ist, muss fiir eine x-saturierte Menge X gelten: X N[z] = @. Also schneidet X
die grundlegende Relation ~ lediglich trivial und nicht exakt. Insbesondere ist
damit X nicht maximalkonsistent. Es lassen sich sogar leicht Beispiele konstru-
ieren, dass auch X U {z} nicht maximalkonsistent ist:

Betrachte hierfiir zu 9 := {{n}; n € N} U {2z, N\{0},N\{1}, N} die induzierte
Abbildung f := fon. Es li8t sich leicht nachrechnen, dass (N, f) ein bed-System
ist.?® Fiir alle n € N\{0,1} ist [n] = {n} trivial und fiir jedes n # m € N ist
die Menge {m} n-saturiert. Die Menge {m, n} ist nicht einmal eine Theorie und
damit insbesondere nicht maximalkonsistent.

- Dzik-Systeme -

Es werden im Folgenden Dzik-Systeme betrachtet. Wie bemerkt diskutiert auch
Miller in [ML, §6] die Klassifikation dieser Systeme; entsprechend finden sich
die meisten der folgenden Aussagen auch dort.

1.9 Satz (Klassifikation von Dzik-Systemen): Sei S = (S, f) deduktives
System mit |S| > 2. Dann ist S genau dann ein Dzik-System, wenn das Folgende
erfiillt ist:

(1) Die grundlegende Relation ~ ist eine Aquivalenzrelation,

(2) es gibt eine nichttriviale Restklasse [z] # {z} beziiglich ~ und

(3) fiir alle X C S gilt: f(X) = { X falls X trivial ~ schneidet

S sonst

Beweis.  Es sind zwei Richtungen zu zeigen; es wird verwendet, dass Dzik-
Systeme insbesondere auch bed-Systeme sind:

»,=“ Mit obigem Abschnitt iiber bcd-Systeme ist hier lediglich zu zeigen, dass
fiir alle X C S mit f(X) # S schon f(X) = X gilt. Da aber Dzik-Systeme
extrem sind, folgt dies sofort.

,<=“ Nach Konstruktion ist klar, dass f extrem ist. Wohldefiniertheit und die
restlichen Eigenschaften folgen mit obigem Abschnitt. Q.E.D.

Bemerkung (bcd-Systeme): bed-Systeme lassen sich eindeutig einem Dzik-
System zuordnen, nédmlich dem Dzik-System mit derselben grundlegenden Re-
lation. Die Umkehrung gilt nicht.’® Es gilt sogar, dass das bed-System und das
zugehorige Dzik-System dieselben maximalkonsistenten Mengen besitzen. Diese
Korrespondenz erstreckt sich nicht auf die saturierten Mengen, wie im Folgenden
festgehalten wird.

55Insbesondere folgt aus f(X) = N sofort {0,1} Ceng; X mit f(0,1) = N; damit ist f schon
2-kompakt.
56Es gibt bed-Systeme, die keine Dzik-Systeme sind!
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Die einfache Struktur von Dzik-Systemen ermdéglicht, die saturierten Mengen zu
identifizieren.

Sei dazu im Folgenden ein Dzik-System S = (S, f) gegeben.

1.10 Korollar (Saturiertheit): Sei z € S beliebiges Element und X C S
eine Menge mit z ¢ X. Dann gilt das Folgende:

(1) Falls [z] = {x} triviale Restklasse ist, dann ist X genau dann z-saturiert,
wenn X U {z} die grundlegende Relation ~ exakt schneidet.

Insbesondere ist dann X U {z} maximal-konsistent.
(2) Ansonsten ist X genau dann z-saturiert, wenn X selbst die grundlegende
Relation ~ exakt schneidet.

Insbesondere ist dann X maximal-konsistent.
Beweis.  Mit obiger Klassifikation von Dzik-Systemen trivial. Q.E.D.

Die Untersuchung von Dzik-Systemen in diesem Abschnitt wird mit einer Be-
merkung zu Permutationen auf dem Grundraum S abgeschlossen:

1.11 DEF (Permutationen): Sei ~C S x S eine Aquivalenzrelation auf
einer nichtleeren Menge S, II := {7 : S — S; 7 ist bijektiv} die Menge aller
Permutationen auf S.

(1) ~-Vertraglichkeit: ~Eine Permutation 7 : S — S € II heifit ~-vertrdglich,
falls sie die Relation ~ erhélt, also fiir alle z € S gilt: =w(z) € [z].

(2) X-Stabilitat: Eine Permutation w : § — S € II heifit X -stabil fiir ein
Menge X C S, falls die Einschrankung | = Id die Identitét ist.
Ist X = {z} dabei einelementig, wird 7 auch als a-stabil bezeichnet.

(3) Permutationsmenge: IL. x := {m € II; m ist ~-vertriglich & X-stabil}
ist die Menge aller ~-vertrdiglichen und X -stabilen Permutationen.

Analog zu oben bezeichnet IT. , :=TL. (,y

1.12 Satz (Klassifikation saturierter Mengen): Sei S = (S, f) beliebiges
Dzik-System, X C S z-saturiert fiir ein z € S und ~ die grundlegende Relation.
Dann gilt:

{Y C S, Y ist x-saturiert} = {n(X); m € II .}

Beweis.  Folgt direkt aus obigem Korollar zur Saturiertheit. Q.E.D.
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- abd-Systeme -

Deduktive Systeme mit lediglich den relevanten Eigenschaften extrem, punkt-
treu und gleichbleibend sind — wie schon die bed-Systeme — echt allgemeiner als
Dzik-Systeme. Dennoch lassen sie sich recht einfach klassifizieren:

Sei dazu ein abd-System S = (S, f) mit |S| > 2 gegeben.

Grundlegende Relation: Es ist moglich, dass die grundlegende Relation ~
nur triviale Restklassen besitzt. Die Identitdt Id, ) ist ein Beispiel hierfiir.
Damit lassen sich zwei Typen von abd-Systemen unterscheiden, je nachdem, ob
es eine nichttriviale Restklasse gibt oder nicht.

Ist S ein abd-System, so dass alle Restklassen trivial sind, dann 148t sich S der
Identitét Id, gy zuordnen; andernfalls gibt es ein Dzik-System &’ = (S, f’) mit
gleicher grundlegender Relation und f 148t sich f’ zuordnen.

Wie der folgende Satz zeigt, ist diese Zuordnung kanonisch:

1.13 Satz (Zuordnung): Ist S’ = (S, f’) das wie oben zugeordnete System
zu S, dann gilt fiir alle S # X C S das Folgende:

(1) Ist f(X) # f/(X), dann ist f(X)=S.
Weiter gilt dann fir alle Y O X:  f(Y)=S.

(2) Ist f(X) = f'(X), dann gilt fir alle Y C X: f(Y) = f'(Y).

Bew. (Skizze):  Beide Aussagen folgen sofort aus der Tatsache, dass f und f’
extreme K-Operationen sind. (Fiir die zweite Aussage bei (1) wird die Monotonie
von f benotigt.) Q.E.D.

Bemerkung (Zuordnung): Damit wird deutlich, dass abd-Systeme und zu-
geordnete Systeme sich von unten her (ein Stiick weit) nicht unterscheiden.
Sobald sie sich unterscheiden, werden die Mengen widerspriichlich (in Bezug
auf die abd-Systeme).

Damit ist auch klar, dass sich keine Korrespondenz zwischen abd-Systemen
und den zugehorigen Systemen hinsichtlich Maximalkonsistenz und Saturiert-
heit etablieren 148t; damit kann diese Zuordnung nicht — zumindest nicht direkt
— fiir das Miller’sche Projekt fruchtbar gemacht werden.
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Anhang B: Extremifikation

In diesem Anhang wird eine weitere Konstruktionsmethode fiir deduktive Sy-
steme, die Fxtremifikation, vorgestellt. Dabei werden aus kompakten Systemen
extreme Systeme mit denselben relevanten Eigenschaften konstruiert.

Dennoch ist die Extremifikation (bisher) nicht fiir das Miller’sche Projekt ver-
wertbar, da im Allgemeinen keine Moglichkeit gefunden wurde, die Saturiertheit
im extremifizierten System mit der im urspriinglichen in Bezug zu setzen.

Sei dazu ein beliebiges (!) deduktives System S = (S, f) gegeben.

Bemerkung (Grundraum): Der Grundraum bleibt bei der Extremifikation
unverdndert; dementsprechend geniigt es hier, die extremifizierte K-Operation
als induzierte Abbildung einzufiihren.

2.1 Konstruktion (Extremifizierte Abbildung): Aus der Bildmenge
Jm(f) wird eine neue Teilmenge M der Potenzmenge p(S) des Grundraumes
konstruiert:

M:={Z cp(S); I¥ €Im(f): (Y#SAZCY)}U{S}

Die induzierte Abbildung f. := fon heiit extremifizierte Abbildung von f, das
Tupel S, = (S, f.) extremifiziertes System.

Der folgende Hilfssatz erleichtert die weitere Diskussion der extremifizierten
Abbildung f.; insbesondere auch die Priifung, ob sie eine K-Operation ist.

2.2 Hilfssatz (Eigenschaften von f.): Die erzeugende Menge 9 ist N-stabil,
also ist Jm(f.) = M. Weiterhin ist die extremifizierte Abbildung f. extrem und
es gilt genau dann f.(X) =S, wenn f(X) =9 ist.

Beweis.  Es ist Mehreres zu zeigen:

(1) 9 ist N-stabil: Sei @ # X C M nichtleere Teilmenge von M.

Ohne Einschrankung sei S ¢ X. (Dies &ndert nichts am Schnitt, aufler im
Fall X = {S}; dann ist aber nichts zu zeigen.) Dann gibt es fiir alle X € X
nach Konstruktion ein S # Yx € Jm(f) mit X C Yx. Damit gilt:

xc({vx Xext=X

Aufgrund der N-Stabilitdt von Jm(f) ist S # X € Im(f). Daraus folgt,
da (X C X ist, nach Konstruktion: (X € M.

(2) fe ist extrem: Da 9 N-stabil ist, gilt: Im(f,) = M. Weiterhin gilt
offenbar fiir alle X € 9t und ¥ C X, dass Y € 9. Damit ist aber f.
tatsichlich extrem.?”

57Vgl. hierzu das Kriterium fiir zentrale Begriffe, Charakterisierung von extrem, §3.
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(3) Aquivalenz:  Zunichst gilt f(S) =S = f.(S).

Sei also ohne Einschriinkung X # S. Dann gilt f.(X) = S genau dann,
wenn X ¢ 9. Das aber gilt genau dann, wenn X ¢ Jm(f) und fur alle
Mengen Y mit X CY # S gilt, dass Y ¢ Jm(f). Das ist aber genau dann
der Fall, wenn f(X)=S. Q.E.D.

2.3 Korollar (Maximalkonsistenz): Falls f. eine K-Operation ist, dann
haben f und f. dieselben maximalkonsistenten Mengen.?®

Beweis.  Die Behauptung folgt sofort daraus, dass f(X) = S genau dann gilt,
wenn fo(X) =S gilt. Q.E.D.

2.4 Satz (K-Operation): Falls die K-Operation f kompakt ist, dann ist die
extremifizierte Abbildung f. ebenfalls eine K-Operation mit Jm(f) = 9t und
entsprechend S, = (S, f.) ein deduktives System.

Beweis.  Zu zeigen ist hier lediglich noch die Endlichkeit von f..
Sei dazu X C S und z € f.(X) gegeben.

Falls f.(X) = S gilt, dann ist mit obigem Hilfssatz f(X) = S. Aufgrund der
Kompaktheit von f gibt es endliches Y C.pq; X mit f(Y) = S. Erneut gilt mit
obigem Hilfssatz, dass € S = f.(Y).

Ansonsten ist S # f.(X). Da f. extrem ist, gilt f.(X) = X. Also ist z € X.
Damit gilt aber {z} Cengi X und aufgrund der Reflexivitit von induzierten
Abbildungen ist x € fo(x).

Jedenfalls wurde geeignete endliche Menge gefunden und f, ist tatséchlich end-
lich. Q.E.D.

Bemerkung (Kompaktheit): Es wurde im obigen Satz die Kompaktheit
der K-Operation f vorausgesetzt. Im Miller’schen Projekt ist diese Eigenschaft
zunéichst nicht relevant. Dort werden aber (unter anderem) 2-kompakte de-
duktive Systeme betrachtet. Aus 2-Kompaktheit folgt insbesondere auch schon
Kompaktheit. Um also im Rahmen des Miller’schen Projektes die Extremifika-
tion sinnvoll zu diskutieren, wird im Folgenden vorausgesetzt, dass die betrach-
teten K-Operationen f zumindest 2-kompakt sind.

2.5 Satz (Relevante Eigenschaften von f.): Die extremifizierte Abbildung
fe von f ist extrem. Falls |S| > 1 ist, ist sie ist genau dann punkttreu, falls fiir
alle z € S f(x) # S gilt, jedenfalls 2-kompakt und, falls f gleichbleibend ist,
auch gleichbleibend.

Beweis.  Es sind mehrere Aussagen zu priifen:

(1) extrem: Wurde im obigen Hilfsatz gezeigt.

58Die Einschriankung, dass fe eine K-Operation ist, muss gemacht werden, da Maximalkon-
sistenz lediglich im Kontext deduktiver Systeme definiert wurde.
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punkttreu:  Sei |S| > 1. Falls es ein z € S gibt mit f(z) = S, dann ist
auch f.(z) = S und f, nicht punkttreu.

Ansonsten gilt fiir jedesx € S: {2} C f(x) # S und damit {} € TJm(f.).
Damit ist fe(x) = {z} und f. punkttreu.

2-kompakt: ~ Nach Voraussetzung ist f 2-kompakt.

Sei X C S mit f.(X) =S. Mit obigem Hilfssatz folgt, dass f(X) = S.

Damit gibt es hochstens 2-elementige Teilmenge Y Co X mit f(Y) = S.
Wieder folgt mit obigem Hilfssatz f.(Y) = S.

Damit ist f. ebenfalls 2-kompakt.
gleichbleibend: ~ Da mit obigem Hilfssatz f.(X) = S genau dann gilt,

wenn f(X) = S ist, ist auch f. genau dann gleichbleibend, wenn es auch
f ist. Q.E.D.

Bemerkungen:

(1)

(2)

Punkttreue:  Insbesondere folgt aus der Punkttreue von f, dass auch f,
punkttreu ist.

bed-Systeme:  In Anhang A {iber die Struktursitze wurde angemerkt,
dass die bed-Systeme sich eindeutig einem Dzik-System zuordnen lassen
vermoge der grundlegenden Relation. Hier kann dies konkretisiert werden:
Ist S ein bed-System, dann ist S, das korrespondierende Dzik-System.

Saturiertheit: ~ Wie es schon fiir den Fall der bed-Systeme festgehalten
wurde, konnte keine Methode gefunden werden, aus der Saturiertheit im
extremifizierten System auf die Saturiertheit im urspriinglichen zu schlie-
Ben. Damit konnte die Extremifikation nicht im Miller’schen Projekt ver-
wertet werden.
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Anhang C: Problematik des Riickgriffs

Schon eingangs wurde festgestellt, dass Miller in seinem Projekt bereits bewie-
sene Sitze erneut und diesmal ,,ohne Riickgriff auf das AC* zeigen mochte. Es
wurde ebenfalls schon angedeutet, dass diese Wendung — das Wesentliche des
Miller’schen Projektes — problematisch ist. In diesem Anhang soll diese Proble-
matik skizziert und ein Weg angedeutet werden, wie ein formales Kriterium zur
Entscheidung dieser Problematik entwickelt werden kann.

- Ausgangspunkt -

Wie von Miller festgestellt gibt es zwei prinzipiell unterschiedliche Weisen, den
Millersatz LB abcd = LB @ zu zeigen. Der klassische Umweg iiber das AC:

ZFS: LBabed = dAC = AC = WO = LB@ (x)
Oder ein Weg, wie Miller ihn beschreiten méchte. Etwa:
ZFS: LBabed = LBbed = LBed = LB@ (%)

Aufgrund seines Vorgehens ist klar, dass Miller in [ML] eine Losung sucht, wie
sie bei (%) gegeben ist, und dies im Gegensatz zu einer Losung wie bei (x).
Als Unterscheidungsmerkmal zwischen beiden Beweisvarianten nennt Miller den
,Riickgriff auf das AC«.

Intuitiv erscheint es auch klar, dass sich beide Varianten unter diesem Krite-
rium unterscheiden. Offensichtlich findet in (x) ein Riickgriff auf das AC statt,
wohingegen in (xx) ausschlieflich im Kontext deduktiver Systeme mit Linden-
baumséatzen argumentiert wird.

- Problematisierung -

5

Sofort lassen sich zwei prinzipielle Probleme mit dieser naiven®® mathematischen

Intuition ausmachen:

(1) Ein Beweis wie in (%), der aber direkt die Konsequenz d AC = WO zeigt,
wiirde auf eine explizite Verwendung des AC verzichten, wére aber nicht
im Sinne Millers.

Analog wire ein Beweis wie in (%%), bei dem aber zwischendurch eine
im Sinne Millers nicht geeignete (und vielleicht bisher noch unbekannte)
Variante des AC bewiesen und verwendet wird, nicht akzeptabel.

(2) In (xx) geht das AC logisch insofern ein, dass jeder einzelne Satz, der als
Voraussetzung bei der Etablierung der Konsequenzen verwendet wird, fiir
sich schon adquivalent zum AC ist.

59Das Wort ,naiv“ wird hier analog zur Verwendung in ,naive Mengenlehre* gebraucht;
insbesondere also nicht pejorativ. Vgl. dazu [FgM, S.1]. Ein naiver Zugang ist gerechtfertigt,
solange er nicht zu logischen Problemen fiihrt. Dann aber muss dieser reflektiert und mit
tiefergehenden Reflexionen gestiitzt werden.
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Es ist also eine tragfahige Unterscheidung der beiden Beweisvarianten und der
darin vorkommenden Sitzen zu finden, die zudem die Miller’schen Intuition
hinsichtlich des Riickgriffes auf das AC unterstiitzt.

- Vagheit -

Miller selbst nennt den Riickgriff auf das AC ein vages Kriterium.®® Das er-
scheint zumindest philosophisch fragwiirdig.

Das klassische Beispiel von Vagheitsproblemen ist das Soritenparadoxon: Dabei
wird zunéchst festgehalten, dass jeder einige Sandkdrner von einem ganzen Hau-
fen von Sandkornern unterscheiden kann. Anschlieend wird argumentiert, dass
durch Hinzulegen eines einzelnen Sandkorns niemals aus einem Nicht-Haufen
ein Haufen entstehen kann. Jeder Versuch, zwischen beiden Extremen eine klare
Grenze zu ziehen, scheitert. Daraus wird geschlossen, dass es keine klare Grenze
zwischen den klar unterschiedenen Begriffen Sandkorner und Sandhaufen gibt.

Ganz im Gegensatz dazu erscheint das hier diskutierte Problem. Die mathe-
matische Intuition spricht eindeutig fiir eine scharfe Grenze. Man kann das AC
nicht nur ein wenig, ein wenig mehr oder zu sehr verwenden. Entweder findet
ein Riickgriff statt, oder eben nicht.

Beim Riickgriff auf das AC liegt die im klassischen Soritenparadoxon gegebene,
klare Unterscheidung der beiden Extreme im Dunkeln. Intuitiv wird hier er-
kannt, dass sich die beiden Beweisvarianten wesentlich unterscheiden; es kann
aber (bisher) nicht prézisiert werden, worin diese Unterscheidung begriindet
ist. Entsprechend wird in dieser Arbeit darauf verzichtet, die hier diskutierte
Problematik vage zu nennen.

- Prizisierung der Unterscheidung -

Oben vorgestellte Beweisvarianten unterscheiden sich, insofern das AC in der
Beweisvariante (%) sowohl als Antezedens als auch als Sukzedens einer der oben
genannten, direkten Konsequenzen vorkommt. Beides passiert in (%) nicht.

Die Wendung ,,Riickgriff“ spricht dafiir, dass diejenige Konsequenz, die das AC
als Voraussetzung hat, wesentlich verhindert, dass die Variante (%) im Sinne des
Miller’schen Projektes akzeptabel ist.

Damit wire eine Konsequenz, in der das AC aus einer Variante des Satzes von
Lindenbaum bewiesen wird, im Miller’schen Projekt erlaubt. Da das AC aber
nicht weiter verwendet werden diirfte, wire eine solche Beweisvariante sicherlich
derart verkiirzbar, dass diese Konsequenz nicht mehr darin vorkime.%!

Weiterhin muss hier noch hinzugefiigt werden, dass es fiir das Miller’sche Projekt
unwesentlich ist, ob tatsichlich das AC selbst als Voraussetzung einer Konse-
quenz dient. Vielmehr ist im Sinne Millers wesentlich, ob als Voraussetzung eine
Variante des Satzes von Lindenbaum verwendet wird. Falls ja, dann findet im

60Vgl. dazu [ML,§8].

61Hstte man an dieser Stelle ein Kriterium, um die erlaubten Konsequenzen zu bestimmen,
dann kénnte man damit auch sogleich die niitzlichen Konsequenzen finden. Man muss das
Kriterium dann lediglich auf das Sukzedens anwenden!
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Sinne von Miller kein Riickgriff auf das AC statt. Wird hingegen irgendeine
andere Variante des AC verwendet (das Lemma von Zorn, WO, AC oder eine
ginzlich unbekannte), dann findet ein Riickgriff statt.

Damit miifite die Anforderung ,,ohne Riickgriff auf das AC“ préziser ,nur mit
Riickgriff auf Lindenbaumsiitze“ lauten. Es bleibt an dieser Stelle noch anzu-
merken, dass aufgrund der Tatsache, dass alle diskutierten Sitze dquivalent zum
AC und in der Mengenlehre nicht beweisbar sind, ein solcher Riickgriff auf eine
Voraussetzung jedenfalls notwendig ist.

- Reduktion auf Sitze -

Es ist also zu priifen, ob in den einzelnen Teilbeweisen als Voraussetzung ein
Lindenbaumsatz oder eine andere Variante des AC eingeht. Hier deutet sich an,
dass das Problem mithilfe der Gédelisierung der Mengenlehre ZFS geltst werden
konnte, indem néamlich eine einstellige Formel ®yfij1er € EDP A 1D der Sprache der
Arithmetik angegeben wird, die die Intuition Millers in der Arithmetik DPA re-
prasentiert. Das bedeutet:

(1) Falls © ein Beweis ist, der den Miller’schen Intuitionen geniigt, dann gilt:
DPA F ®ppijier (TD7).

(2) Anderenfalls gilt: DPAF = Pppijer (TD7).

Dabei ist "® " die Godelnummer des Beweises ©. Auf eine konkrete Ausfithrung
dieser Godelisierung kann hier verzichtet werden.

Welche Sitze iiberhaupt — insbesondere solche, die zum AC dquivalent sind,
oder auch solche, die nicht in der Mengenlehre beweisbar sind — in einen Beweis
eingehen, 148t sich beweistheoretisch recht einfach fassen. Damit reduziert sich
das Problem darauf, eine tragfihige Unterscheidung logisch dquivalenter Sétze
zu finden, die sich hinsichtlich ihres Kontexts unterscheiden.

Dann wire es mathematisch beweisbar, ob ein vorgegebener Beweis © den Intui-
tionen hinsichtlich des Riickgriffs auf das AC und damit Millers Anforderungen
genigt.

- Syntaktische Unterscheidung -

Im Folgenden wird das syntaktische Vorgehen weiter diskutiert. Es wird ein
repréasentierbares Kriterium gesucht, um Lindenbaumsétze von anderen zu un-
terscheiden, damit die Definition eines einstelligen Pradikates, wie oben ange-
deutet, gelingen kann.

Dazu wird zunéchst ein sehr einfaches Kriterium vorgestellt; anschliefend wird
diskutiert, wie man aus diesem zu einem angemessenen gelangen kann. Auf eine
konkrete Ausfithrung dieser Erweiterungen wird hier verzichtet.

3.1 Kriterium (Lindenbaumsatz): Eine Aussage ¢ ist genau dann ein

Lindenbaumsatz, wenn ¢ syntaktisch gleich mit einer Variante LB « ist, wobei
a C {a,b,c,d} eine geeignete Teilmenge ist.
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Es ist offenbar, das mit diesem Kriterium die Beweisvariante () ausgeschlossen
werden kann, und alle Millersétze, die Miller beweist beziehungsweise die in
dieser Arbeit bewiesen wurden, diesem Kriterium geniigen.

Weiter 148t sich festhalten, dass dieses Kriterium ohne Probleme in der Sprache
der Arithmetik reprisentiert werden kann.

- Erweiterung des Kriteriums -

Im Folgenden wird obiges Kriterium analysiert und aufgezeigt, welche Probleme
mindestens noch zu 16sen sind, um ein addquates Kriterium zu erhalten.

(1) Gebundene Umbenennung: Varianten des Satzes von Lindenbaum, die
aus den oben aufgelisteten durch gebundene Umbenennung hervorgehen,
diirfen sicher auch im Miller’schen Projekt verwendet werden. (Derartige
Varianten wurden wohl auch bei Miller und in dieser Arbeit verwendet.)

Diese Erweiterung des vorgelegten Kriteriums ist aber relativ einfach.

(2) Logische Varianten: Zu jedem der oben festgelegten Sitze gibt es logisch
dquivalente Varianten. Einige davon — etwa LB @VLB @ oder auch ein Satz
der Form ,,Jedes deduktive System, das extrem oder punkttreu ist, erlaubt
Saturierung“ — miiften vom obigen Kriterium ebenfalls erfafit werden.

Diese Erweiterung sollte durch gegeignete rekursive Aufzihlung der er-
laubten Varianten l6sbar sein.

Andere logische Varianten sind hingegen problematisch: Die Verwendung
von LB@ vV AC wire sicher nur dann im Miller’'schen Projekt erlaubt,
wenn im Beweis tatséchlich lediglich auf die erste Hélfte der Disjunktion
zuriickgegriffen wurde. In diesem Fall kann man den Satz ersetzen durch
einen Satz, der génzlich im Kontext deduktiver Systeme formuliert wird.

Hier kénnten Normalformen der vorgelegten Beweise verwendet werden.

(3) Unbekannte Varianten:  Verschérfen la8t sich das Problem der Unbe-
kannten durch den Hinweis auf weitere, bisher nicht entdeckte Varian-
ten des Satzes von Lindenbaum. Die im §2 diskutierte Zufilligkeit der
relevanten Eigenschaften hat schon einen Ausblick darauf gegeben, dass
mit weiteren Varianten des Satzes von Lindenbaum zu rechnen ist. Die
Verwendung dieser neuen Lindenbaumsétze wére nicht mehr durch dieses
Kriterium gedeckt, aber immer noch im Sinne Millers.

Dieses Problem koénnte dadurch gelost werden, dass man beliebige rele-
vante Eigenschaften bei der Beschreibung des deduktiven Systems zuldfit
und zusétzlich auf Aquivalenz zum AC priift.

(4) Neue Satzformen: Desweiteren sind unbekannte Varianten des Satzes
von Lindenbaum problematisch, die eine andere Satzstruktur haben als
die bisherigen. Miller selbst diskutiert in [ML] eine weitere Variante LBy
des Satzes von Lindenbaum, in der lediglich die Existenz einer saturierten
Menge gewéhrleistet wird. Dieser Satz hat eine andere Form als die bisher
eingefithrten Varianten. Dennoch ist sie zum AC &dquivalent und damit im
Miller’schen Projekt verwendbar.
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Mit dem letzten Punkt deutet sich an, dass das hier vorgelegte Kriterium (samt
allen Erweiterungen) ein vorldufiges bleiben wird, welches neuen Erkenntnissen
immer wieder angepaft werden muss.

Die umgangssprachliche Beschreibung kann hier nur prézisierend interpretiert
werden. So kann es nur Ziel sein, eine moglichst grofile Klasse von Sdtzen zu
definieren, die dem Kriterium ,,ein Lindenbaumsatz zu sein® geniigen.

- Logische Unterscheidung -

Abschlielend soll auf eine weitere Methode der Unterscheidung verschiedener,
in der Mengenlehre dquivalenter Sétze aufmerksam gemacht werden: die Un-
tersuchung echter Fragmente der Mengenlehre. Ziel wéire dabei, zumindest ein
Fragment zu finden, in dem die Aquivalenz der Sitze nicht mehr bewiesen wer-
den kann.%2

Daraus konnte eine mathematisch tragfahige Unterscheidung von in der Men-
genlehre dquivalenten Sdtzen resultieren. Dennoch kann auf diese Weise nicht
garantiert werden, dass die Problematik des Miller’schen Projektes gelost wird.

Es miifite zunéchst ein Fragment gefunden werden, in der alle (!) im Miller’schen
Projekt erlaubten Sétze von den verbotenen unterschieden werden kénnen. Der
Nachweis, dass in diesem Fragment alle im Projekt erlaubten Sétze von den
verbotenen unterschieden werden kénnen, setzt an dieser Stelle schon das Wissen
voraus, welche Sétze erlaubt und welche verboten sind. Damit wird genau das
Kriterium vorausgesetzt, welches gerade gesucht wird.

- Zusammenfassung -

Es wurde skizziert, wie rein syntaktisch ein Kriterium gefunden werden kann,
Lindenbaumsitze vorldufig von anderen Sétzen zu unterscheiden. Es wurden
einige technische Schwierigkeiten genannt und Ideen zur Losung vorgeschlagen.
Weiter wurde angedeutet, dass mit dieser syntaktischen Unterscheidung der
Sétze ein formales Kriterium entwickelt werden kann, im Sinne des Miller’schen
Projekts geeignete Beweisvarianten von ungeeigneten zu unterscheiden. Auf eine
tiefergehende, formale Ausfithrung der Skizze wird hier verzichtet, da diese Ideen
geniigend Raum fiir eine eigenstéindige Arbeit bieten.

62Den Hinweis auf diese Methode verdanke ich Herrn Reinhard Kahle.
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