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Regeln lehren und Vorstellungen verankern

Rebecca Roy & Walther Paravicini

1. Regeln und Vorstellungen in der Mathematik

Das Lernen von Mathematik spielt sich hiufig im Spannungsverhiltnis zwischen
konzeptuellem und prozeduralem Wissen ab (Rittle-Johnson & Siegler, 1998; Byr-
nes & Wasik, 1991; Lenz & Wittmann, 2021; Hallett et al., 2012). Konzeptuelles
Wissen wird dabei als solches Wissen verstanden, welches mit mathematischen Be-
griffen, den mit ihnen verbundenen Vorstellungen und den Zusammenhingen der
Begriffe untereinander zu tun hat; prozedural hingegen bedeutet, dass es darum geht,
wie mathematische Objekte manipuliert, mit ihnen gearbeitet und gerechnet wird —
hiufig geht es dabei auch um das Durchfiihren von Algorithmen.

Beispiele, bei denen diese Unterscheidung weiterhilft, gibt es vom Grundschulbereich
bis zur Oberstufe und weiter ins Studium hinein. Was bedeutet das Zeichen ,+
eigentlich im Ausdruck,17 + 7°? Was versteht man unter dem Integral einer Funktion
und wie hingt dieser Begriff mit dem Ableitungsbegriff zusammen? Dies sind zwei
Beispiele fiir konzeptuelles Wissen.

Wie berechne ich das Ergebnis der Aufgabe ,17 + 7 =...? Wie kann ich das Integral
einer konkret gegeben Funktion bestimmen? Dies sind Beispiele fiir eher prozedura-
les Wissen.

Das prozedurale Wissen tritt uns in der Schule hiufig als das Anwenden von Rechen-
regeln entgegen. Wie bestimme ich beispielsweise das Ergebnis der Aufgabe
,(-2) - (-3) = ...? Konzeptuelles Wissen kann dabei helfen, die notwendigen Rechen-
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regeln zu memorieren und, wichtiger noch, die Verbindung zwischen formelhaften
Ausdriicken und ihrer Interpretation in Kontexten herzustellen. Hier wire etwa die
Frage, wie man einen Term wie ,(-2) - (-3)‘ zu deuten habe; welche Vorstellungen und
Kontexte bieten giinstige und tragfihige Interpretationen?

Besonders spannend sind in diesem Zusammenhang diejenigen Phasen im Mathema-
tik-Curriculum, in welchen neue Zahlbereiche eingefiihrt werden, also wenn etwa die
negativen ganzen Zahlen zu den natiirlichen Zahlen hinzukommen oder wenn die
Bruchzahlen, sogenannte rationale Zahlen, erarbeitet werden. Hier gibt es neben al-
ten Regeln (z. B. den Kommutativgesetzen) auch neue, die es einzuiiben gilt, und es
gibt neben den neuen Zahlen selbst neue Phinomene und Begriffe, zu denen Vor-
stellungen aufgebaut werden sollten (z. B. das Kiirzen und Erweitern von Briichen).
Auf der prozeduralen Seite gilt es, bekannte Schemata auf die neue Situation anzu-
passen — so, wie 2 - 3 = 3 - 2 gilt, gilt auch 2 - (-3) = (-3) - 2. Oder man muss neue
Schemata formen, fiir die es im bereits bekannten Zahlbereich keine Entsprechung
gibt, etwa fir das Addieren von Bruchzahlen (Piaget & Cook, 1952; Lortie-Forgues
etal., 2015).

Auf der konzeptuellen Seite gibt es Vorstellungen, welche sich vom alten Zahlbereich
auf den neuen erweitern lassen (etwa lisst sich die Vorstellung von der Addition als
Zusammenfiigen von natiirlichen Zahlen gut auf positive Bruchzahlen iibertragen).
Allerdings gibt es auch Stellen, an denen sich bereits erlernte Konzepte und Vorstel-
lungen als nicht mehr tragfihig erweisen und ein Konzeptwechsel (conceptual change)
notwendig ist. Dieser Konzeptwechsel stellt oft eine Bruchstelle dar. In einer Liste
von bekannten Bruchstellen, die beim Ubergang von den ganzen Zahlen zu den ra-
tionalen Zahlen auftreten kénnen, findet man etwa die Tatsache, dass die Anordnung
der rationalen Zahlen anders als bei ganzen Zahlen keinen ausgezeichneten Nach-
folger einer Zahl zulisst oder dass das Ergebnis einer Division zweier positiver Bruch-
zahlen grofler als der Dividend ausfallen kann (Vosniadou et al., 2008; Lortie-For-
gues et al., 2015).

Spannend ist in diesem Zusammenhang die Frage, wie man als Lehrkraft im Unter-
richt das prozedurale Wissen im Vergleich zum konzeptuellen Wissen gewichtet und
auch, in welcher zeitlichen Abfolge diese beiden Bereiche thematisiert werden.

Die deutschsprachige Mathematikdidaktik legt traditionell einiges Gewicht auf das
Anlegen geeigneter Grundvorstellungen, setzt tendenziell also einen konzeptuellen
Schwerpunkt, aber es ist auch wohlbekannt, dass das konzeptuelle Wissen nicht im-
mer notwendig am Anfang des Lernens steht. Ein differenziertes Bild je nach Lern-
inhalt gibt bereits Rittle-Johnson und Siegler (1998), wobei man inzwischen weitere
Fortschritte beim Verstindnis der Relation von prozeduralem und konzeptuellen
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Wissen gemacht hat und auch individuellere Empfehlungen aussprechen kann (Ritt-
le-Johnson et al., 2001; Hallett et al., 2012, Lenz & Wittmann, 2021).

Fiir das konkrete Unterrichtsgesprich benotigt die Lehrkraft also einerseits selbst ein
hinreichend umfassendes und reichhaltiges konzeptuelles Verstindnis, sie muss ferner
wissen, welche Vorstellungen wichtig und tragfihig sind, welche Konzepte beibehal-
ten werden konnen und wo Konzeptwechsel notwendig sind. Sie muss einschitzen
konnen, bei welchen prozeduralen Schwierigkeiten konzeptuelles Wissen weiterhel-
fen kann, und sie muss schliefSlich Schiileriuflerungen und Fragen schnell diagnosti-
zieren, um dann addquat reagieren zu kénnen.

Dieses Zusammenspiel ldsst sich in der vorliegenden Unterrichtsstunde gut beobach-
ten, da Rechenaufgaben thematisiert werden, die zwar mit prozeduralem Wissen zii-
gig bearbeitet werden kénnen, zu deren inhaltlicher Durchdringung aber auch kon-
zeptuelles Wissen notig ist. Gerade beim Rechnen mit rationalen Zahlen gibt es
einige tragfihige Vorstellungen, auf die man sich fiir den Aufbau des konzeptuellen
Wissens stiitzen kann.

2. Die Einflihrung neuer Zahlbereiche

In der vorliegenden Unterrichtstunde werden Ubungsaufgaben zum Addieren von
Briichen bearbeitet. Damit ist die Stunde Teil der Unterrichtseinheit, in welcher der
Zablbereich der rationalen Zahlen eingefithrt wird. Im Folgenden werden unter-
schiedliche Konzepte und Vorgehensweisen zur Einfiihrung neuer Zahlbereiche dar-
gestellt.

Aus der Grundschule kennen die Schiilerinnen und Schiiler bereits die natiirlichen
Zahlen N = {0;1;2;3 ...} und wissen, wie man mit diesen Objekten rechnet. In der
weiterfithrenden Schule werden weitere Zahlbereiche eingefiihrt, etwa zunichst die
ganzen Zahlen Z = {... -3;-2;-1;0;1;2;3 ...}, dann die rationalen Zahlen Q = {a/b: a
€ Z,b €N, b # 0}, also die Bruchzahlen — mehr zu Zahlbereichen z. B. in Reiss &
Schmieder (2014).

Im Schulkontext stellen diese Zahlbereichserweiterungen Schritte dar, um neue und
interessantere Phinomene quantitativ erfassen zu konnen. Gleichzeitig dienen gerade
diese Phinomene dazu, die neuen Zahlen tiberhaupt erst einzufiihren.

Wenn man im Schulkontext etwa fragt: ,\Was ist -12¢, so fragt man nicht nach einer
abstrakten Definition, sondern in der Regel nach einer tragfihigen Deutung. Hier
konnen Modelle wie Temperaturskalen oder Guthaben/Schulden niitzlich sein.
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Dementsprechend ist die Frage ,Was ist (-1) - (-1)?° am ehesten als Frage nach
einer im entsprechenden Modell abgeleiteten Deutung des Malnehmens zu ver-
stehen.

Eine zweite Perspektive auf die Einfiihrung neuer Zahlbereiche, inklusive der Art und
Weise, wie mit den neuen Objekten gerechnet wird, ist die der Fachmathematik. Hier
werden die neuen Zahlen weniger gedeutet, sondern auf Basis der bereits bekannten
Zahlen konstruiert und dann die Rechenoperationen definiert.

Wir wollen die beiden Perspektiven hier niher beschreiben, um dann spiter die Kon-
sequenzen fiir den Schulunterricht an Beispielen aus der betrachteten Unterrichts-
stunde zu veranschaulichen.

2.1. Neue Zahlbereiche aus Schiilersicht

Die Einfiihrung eines neuen Zahlbereichs an der Schule sollte schrittweise erfolgen,
da dabei fiir die Lernenden manche Hiirden zu tiberwinden sind, von denen einige
konzeptioneller, andere prozeduraler Natur sind.

In einem ersten Schritt miissen Schiilerinnen und Schiiler die neuen Objekte erken-
nen und als neue Zahlen begreifen. Damit verbunden ist auch die Vermittlung der
Schreibweise dieser neuen Zahlen. Im besten Fall entwickeln die Schiilerinnen und
Schiiler dabei einen Bestand an unterschiedlichen tragfihigen Vorstellungen zu die-
sen neuen Zahlen. So kann eine Zahl als etwas interpretiert werden, was auf der Zah-
lengeraden einen festen Platz einnimmt. Fiir eine Bruchzahl ist eine tragfihige Vor-
stellung etwa die, einen Bruch als Beschreibung eines Anteils an einem Ganzen zu
betrachten (Malle, 2004). Der Weg zu diesen Vorstellungen beginnt in der Regel bei
dem, was Schiilerinnen und Schiiler aus ihrem Alltag bekannt ist (Buck et al., 2015).
Sie sind zum Beispiel mit Briichen im Zusammenhang mit Einheiten vertraut (eine
Viertelstunde, ein halber Liter, ein Drittel eines Eishockeyspiels). Um dies zu einer
reinen Zahlvorstellung weiterzuentwickeln, muss der Bruch von den Schiilerinnen
und Schiilern isoliert von der Einheit als eigenes Objekt wahrgenommen und inter-
pretiert werden.

Ist dieser Schritt gemacht, kann in einem zweiten Schritt die Frage der Anordnung
geklirt werden, das heifSt, die Schiilerinnen und Schiilern miissen lernen, wie solche
Objekte der Grofle nach geordnet werden. Orientieren wir uns an der Vorstellung
von Zahlen als Punkten auf der Zahlengeraden, so wird die Anordnung durch die
Lage der Zahlen auf der Zahlengeraden anschaulich gemacht: Alles, was ,weiter
rechts’ liegt, ist grof3er. Bei den ganzen Zahlen ist entscheidend, dass (— 3) kleiner als
(= 2) ist, obwohl 3 grofler als 2 ist.
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Bei den rationalen Zahlen geschieht es nun erstmals, dass zwei unterschiedlich aus-
sehende Objekte weder mit dem kleiner- noch mit dem grofer-Zeichen gereiht wer-
den kénnen, sondern dass sie identisch sind, da sie auf der Zahlengeraden den glei-
chen Platz besetzen, was am Beispiel der Zahlen %2 und 714 ersichtlich wird:

1
0 2 1
i
14 14
Abbildung 8

Hier fihrt der Aspekt der Anordnung also zum Thema ,Kiirzen und Erweitern‘. Bei-
des sind Umformungen, die den Wert des Bruchs unverindert lassen und daher zum
Vergleich zweier Briiche unerlisslich sind.

Sind diese Sachverhalte verinnerlicht, kann mit dem letzten Schritt die Erschlie-
Bung des neuen Zahlbereichs vollendet werden: Es bleibt zu kliren, wie mit den
neuen Objekten sinnvoll und korrekt gerechnet wird.

Bei den ganzen Zahlen Z muss erarbeitet werden, wie man negative Zahlen addiert,
subtrahiert, multipliziert und dividiert. Besonders herausfordernd ist hier, das Ver-
standnis fiir ,minus mal minus gibt plus‘ zu generieren.

Dass dies schwierig ist, wenn man sich als Lehrperson lediglich auf die Deutung in Mo-
dellen bezieht, wird plausibel, wenn man die aus der Grundschule vermutlich bekannten
Modelle fiir die Multiplikation darauthin untersucht, wie tragfihig sie fiir die Deutung
von (-1) - (-1) sind. So ist beispielsweise die Deutung der Multiplikation als fortgesetzte
Addition zwar noch tragfihig, wenn wir 3 - (-1) als (-1) + (-1) + (-1) interpretieren, aber
schon bei (-1) - 3 wird es schwierig. Dies heifSt nicht, dass man nicht Modelle finden
kann, die im Prinzip tragfihig wiren, aber diese Stelle beansprucht besondere Aufmerk-
samkeit, da hier ein Bruch mit den bisherigen Vorstellungen entstehen kann.

Dass auch das Rechnen mit rationalen Zahlen nicht anspruchslos ist, zeigt sich etwa
darin, dass Schiilerinnen und Schiiler immer wieder Schwierigkeiten beim Rechnen
mit Briichen zeigen (Lortie-Forgues et al., 2015). Ein Grund (von vielen) hierfiir ist,
dass oft nur reine Regeln oder Verfahren abgespeichert werden, ohne diese mit dem
ndtigen Verstindnis, das heifSt mit dem nétigen konzeptuellen Wissen, anzuwenden.
Insbesondere beim Bruchrechnen kann dies zu Verwechslungen fiihren, da sich die
Verfahren der Strichrechnungen (+ und -) zu denen der Punktrechnungen (- und :)
wesentlich unterscheiden.
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Wir werden sehen, dass sich aus der fachmathematischen Perspektive wichtige Aspek-
te und Ansitze fiir den Aufbau von konzeptuellem Wissen ergeben.

2.2. Die Konstruktion neuer Zahlbereiche in der Fachmathematik

Wie oben bereits erwihnt, werden in der Fachmathematik Zahlbereiche konstru-
iert und zugehorige Rechenoperationen gesetzt. Dass Zahlbereichserweiterungen not-
wendig sind, ldsst sich ohne direkten Bezug auf inhaltliche Deutungen der Zahlen
dabei alleine schon so begriinden, dass es Gleichungen gibt, die im urspriinglichen
Zahlbereich nicht l6sbar sind. In N lisst sich beispielsweise keine Losung der Glei-
chung 4 + x = 3 finden, da -1 kein Element von N ist. In Z lasst sich keine Losung der
Gleichung 4- x = 3 finden, da % kein Element von Z ist.

Ausgehend von den natiirlichen Zahlen N und den zugehérigen Rechenoperatio-
nen, die pragmatischerweise als ,gottgegeben (Weber, 1893) aufgefasst und axio-
matisch definiert werden, werden weitere Zahlbereiche konstruiert. Dies geschieht
stets im Riickgriff auf das bereits Bekannte, das heift, bei der Konstruktion von Z
bezieht man sich auf N und das Rechnen in N; hat man Z konstruiert, konstruiert
man daraus den Zahlbereich Q, indem man auf Z und das Rechnen in Z Bezug
nimmt.

Wie kann man nun etwa die Zahl -1 definieren, indem man nur auf natiirliche Zahlen
zuriickgreift? Der formale Trick ist der, dass man Zahlen als (formale) Differenzen
von natiirlichen Zahlen schreibt. Es gilt etwa 3 = (5 - 2), und so kdnnen wir 3 auch
als Paar (5; 2) auffassen (oder als Paar (10; 7) oder (4; 1) ...). Ist nun die zweite Zahl
in einem solchen Paar grofer als die erste, so erhalten wir als Differenz eine negative
Zahl. Damit kénnen wir etwa -1 durch das Paar (3; 4) beschreiben (oder durch (10; 11))
oder irgendeines von unendlich vielen anderen Paaren natiirlicher Zahlen, bei denen
die zweite Zahl um eins grofSer ist als die erste). Der Clou ist nun, dass diese Beschrei-
bung gar nicht verlangt, dass wir schon wissen, was negative Zahlen sind. Auch ohne
dieses Wissen konnen wir -1 durch das Paar (3; 4) definieren (oder durch eines der
genannten Paare).

In einer sauberen fachmathematischen Entwicklung muss man sich nun noch Ge-
danken machen, wie man geschickt formuliert, welche Paare natiirlicher Zahlen je-
weils dieselbe ganze Zahl beschreiben, ohne schon dabei auf das Rechnen mit negati-
ven Zahlen zuriickzugreifen (Reiss & Schmieder, 2014, Abschnitt 6.1).

Diese fachmathematisch notigen Schritte werden hier nicht weiter verfolgt. Der
kurze wissenschaftliche Einblick soll bewusst machen, dass in der Fachmathematik
neue Zahlbereiche aus bereits vorhandenen Zahlbereichen formal und ohne An-
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schauung konstruiert werden. Sind neue Zahlbereiche konstruiert, so miissen in
einem nichsten Schritt die Rechenoperationen fiir diesen neuen Zahlbereich defi-
niert werden. Diese werden nun festgesezzt. Beispielsweise kann man (3; 4) - (5; 6) =
(3-5+4-6;3-6+4-5)=1(39; 38) setzen, also (-1) - (-1) = 1. Dies ist zunichst
eine rein willkiirliche Setzung. Man kénnte es auch ganz anders machen und die
Sache so einrichten, dass (-1) - (-1) = 5 gilt. Prinzipiell hitte man diese Freiheit, aber
nun gilt es Argumente zu priifen, welche der unzihlig vielen Méoglichkeiten, (-1) -
(-1) zu setzen, sinnvoll wire.

Eine denkbare Argumentationslinie kénnte sein, in einem relevanten und fiir die
bisherigen Rechenoperationen tragfihigen Modell die Setzung durch eine prakti-
sche Deutung zu stiitzen. Interpretiert man z. B. negative Zahlen als Schulden, so
kann man die Multiplikation 2 - (-1) im Kontext ,Schulden® interpretieren. Man hat
,zwei mal einen Euro Schulden’, was bedeutet, dann man insgesamt ,zwei Euro
Schulden® hat. Dies stiitzt die Setzung ,minus mal plus gibt minus".

Eine andere Argumentationslinie wire die Forderung nach einer moglichst stheti-
schen oder einfachen Definition. Fine isthetische und einfache Definition wire eine,
bei der moglichst viele Rechengesetze, die fiir die bereits bekannten Zahlen gelten,
auch im neu konstruierten Zahlbereich erhalten bleiben, wie zum Beispiel das Dis-
tributivgesetz. Diese Forderung nach der Ubertragbarkeit von Rechengesetzen nennt
man das Hankelsche Permanenzprinzip (Ziegenbalg, 1999).

Fiir den schulisches Einsatz ist dieses Vorgehen des Definierens beziechungsweise Set-
zens offenkundig zu abstrakt. Wie bereits geschildert, werden in der Schule die neuen
Objekte beziehungsweise Zahlen nicht theoretisch konstruiert. Stattdessen kniipft
man an bereits vorhandene Alltagserfahrungen der Schiilerinnen und Schiiler an und
baut darauf Grundvorstellungen zu den neuen Objekten auf.

Fiir die Lehrperson ist es aber wichtig, auch auf die fachmathematische Perspektive
zuriickgreifen zu konnen. Dies heifit insbesondere, bei Bedarf die Freiheit erlebbar
machen zu kénnen, Setzungen selbst vorzunehmen und sie dann auf ihre Konsequen-
zen hin zu priifen. Was handeln wir uns etwa ein, wenn wir % so oder so definieren?
Wie konnte man (-1) - (-1) noch setzen? Wofiir konnte 3" stehen? Oder: Kann man
mit V-1 rechnen?

Den fachmathematischen Hintergrund zu kennen heif$t in all diesen Fillen nicht nur
zu wissen, wie man es standardmiflig macht, sondern auch, Alternativen durchspie-
len und bewerten zu kénnen.

Wir wollen nun Sequenzen in der vorliegenden Unterrichtsstunde analysieren, an
welchen uns die genannten Blickwinkel ein vertieftes Nachdenken tiber Handlungen
und Handlungsmaglichkeiten erlauben.
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3. Erster Fall: Der gemeinsame Bruchstrich

3.1. Fallbeschreibung

Die Klasse hat sich in der vorangegangenen Stunde mit der Addition beziechungs-
weise Subtraktion rationaler Zahlen beschiftigt und bereits ein Verfahren erarbeitet,
das im spiteren Verlauf der beobachteten Stunde anhand eines von der Lehrkraft vor-
formulierten Merkzettels festgehalten wird:

1. Bringe zuerst die Briiche auf einen gemeinsamen Nenner.
2. Addiere beziechungsweise subtrahiere die Zihler.
Tipp: Schreibe die Briiche mit einem gemeinsamen Bruchstrich.

Zu Beginn der beobachteten Stunde notiert die Lehrkraft die Rechnung % - % an die
Tafel, anhand derer die Schiilerinnen und Schiiler das Vorgehen beim Addieren/Sub-
trahieren beschreiben sollen. Beide Briiche werden von den Schiilerinnen und Schiilern
problemlos auf den gleichen Nenner gebracht (1%24 - 2924) und auch die Subtraktion
wird sicher durchgefiihrt (-%24) (Mathematik_Lehrkraftkamera_Minute 13:41-16:03).

1<

Abbildung 1: Die Lehrkraft lisst eine Liicke fiir den Zwischenschritt (Mathematik_Lehr-
kraftkamera_Minute 16:04).

L: Aha, richtig. [L notiert das Endergebnis, lisst aber eine Liicke fiir einen
Zwischenschritt] Was konnte man noch machen bevor man, ihm, die Zihler sub-
trahiert, damit es, ja, damit es manchmal ein bisschen leichter noch ist mit den
Zihlern, was konnte man da vorher noch machen? [Ruft S auf]

S: Ein ldngerer Strich, also ein lingerer Bruchstrich

L:Ja

S: und dann beide Zahlen, also fiinfzehn minus zwanzig.
[L notiert den Zwischenschritt]

S: Vierundzwanzigstel.

L: Ja, genau, richtig.
(Mathematik_Lehrkraftkamera_Minute 15:57—-16:30)
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3.2. Fachliche und fachdidaktische Analyse

Sowohl hier als auch im weiteren Verlauf der Stunde wird durchgingig sichtbar,
dass dieser von der Lehrkraft gewiinschte Zwischenschritt nicht immer problemlos
verlduft. Warum ist die Lehrkraft dennoch der Ansicht, dass die Durchfiihrung der
Rechenoperation mit einem gemeinsamen Bruchstrich ,leichter” ist?

Hat man die zwei zu addierenden/subtrahierenden Briiche auf den gleichen Nen-
ner gebracht und verwendet dann die Schreibweise mit dem gemeinsamen Bruch-
strich, um die Addition/Subtraktion durchzufithren, dann fithrt man damit die
Rechnung mit Briichen, das heifit, eine Rechnung in Q, auf eine Rechnung mit
ganzen Zahlen, das heif§t, auf eine Rechnung in Z zuriick, was natiirlich nur funk-
tioniert, wenn die beiden Briiche schon gleichnamig sind. Dies spiegelt das fach-
wissenschaftliche Vorgehen wider, bei dem Rechenoperationen einer Zahlbereichs-
erweiterung (hier Q) auf die des erweiterten Zahlbereichs (hier Z) zuriickgefiihrt
werden. Man startet bei einer beliebigen Addition/Subtraktion in @, formt die
Bestandteile der Rechnung um (gleiche Nenner), um dann die eigentliche Rech-
nung in Z durchzufihren.

Dieser Prozess entspricht einer (mathematischen) Problemldsestrategie (Bruder &
Collet, 2011): Man transformiert ein Problem, dessen Losung unbekannt ist, zu ei-
nem Problem, dessen Lésung man kennt und kann mithilfe der bekannten Losung
das urspriingliche Problem bewiltigen.

Damit scheint dieses Vorgehen seine Berechtigung zu haben — allerdings nur auf den
ersten Blick, denn fithrt man die Rechenoperation in Q auf eine Rechnung in Z zuriick,
geht dabei verloren, dass eigentlich mit rationalen Zahlen gerechnet werden sollte.
Anders als im fachwissenschaftlichen Kontext werden in der Schule die rationalen
Zahlen nicht aus den ganzen Zahlen abstrakt konstruiert, sondern die Schiilerinnen
und Schiiler lernen basierend auf ihren Alltagserfahrungen die rationalen Zahlen als
neue, sinntragende Objekte kennen, zu denen sie Grundvorstellungen entwickeln.
Das Ziel ist, dass sie mit diesen Objekten vertraut werden und die damit verbundenen
Grundvorstellungen eine solche Tragkraft entwickeln, dass sie den sicheren und ver-
standigen Umgang mit dem Objekt ,rationale Zahl® erméglichen — und das insbeson-
dere beim Rechnen.

In der Unterrichtsstunde zeigt sich immer wieder, dass die Schiilerinnen und Schii-
ler auch ohne den Verfahrensschritt ,gemeinsamer Bruchstrich® in der Lage sind,
eine Rechnung wie % - % korrekt durchzufiihren. Dabei stiitzen sie sich auf die
Grundvorstellung des Bruchs als Quasikardinalzahl und verstehen % als fiinf Stiick
,ein Achtel‘, wobei das ,ein Achtel‘ die Rolle einer Einheit einnimmt (Malle, 2004).
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Der Bruch 3 bedeutet dann fiinf Stiick ,ein Sechstel® und es wird deutlich, dass
JAchtel’ und ,Sechstel® unterschiedlich sind. Da man nur gleiche Einheiten addieren/
subtrahieren kann, entsteht die Notwendigkeit, eine gemeinsame Einheit zu finden.
Ahnlich verfahren die Schiilerinnen und Schiiler bei Rechnungen wie 1 dm + 0,2 m,
bei denen sie zunichst auch nach einer gemeinsamen Einheit suchen. Bei % und %
ist diese gemeinsame Einheit ,ein Vierundzwanzigstel’, die sich ergebende Rech-
nung %24 - 294 lisst sich nun mit der Einheiten-Vorstellung losen: 15 Stiick der
gemeinsamen Einheit minus 20 Stiick davon ergeben -5 Stiick der gemeinsamen
Einheit.

Nun fithrt man eine Rechnung in den ganzen Zahlen (15 - 20 = -5) durch, was man
beim Vorgehen mit dem Verfahrensschritt ,gemeinsamer Bruchstrich® auch tut. Der
wichtige Vorteil des hier geschilderten Wegs ist jedoch, dass dabei die Objekte mit
einer tragfihigen Grundvorstellung verkniipft sind, was den verstindigen Umgang
mit den rationalen Zahlen vertieft und fordert.

4. Zweiter Fall: Der Umgang mit Vorzeichen

Die Ubungsaufgaben, die in der gezeigten Stunde bearbeitet werden, behandeln die
Addition und Subtraktion von Briichen. Elementare Ubungen dazu wurden in voran-
gegangenen Stunden beziehungsweise in der Hausaufgabe bearbeitet. Bei den Aufga-
ben dieser Doppelstunde liegt ein Fokus auf dem Rechnen mit negativen Briichen,
somit spielt der Umgang mit den Vorzeichen eine wichtige Rolle.

4.1. Erste Situation: Vorzeichen bei Briichen

Als eine der ersten solcher Aufgaben wird das Ergebnis von -%2 + ¥ bestimmt.
Die Lehrerin leitet dabei das Unterrichtsgesprich (unter Verwendung der Dokumen-
tenkamera) wie folgt ein:

L: Dann schauen wir uns jetzt folgende Aufgabe an (4) und zwar kann man natiir-
lich auch mit negativen Briichen rechnen, also sprich addieren und subtrahieren.
Schaut euch mal die Aufgabe an, wie wiirdet ihr die jetzt 16sen?
(Mathematik_Lehrkraftkamera_Minute 26:52)

Der gemeinsame Nenner ist schnell gefunden (-1%4 + 324), so dass nun der Um-
gang mit dem Vorzeichen die zentrale Rolle in der weiteren Bearbeitung der Aufgabe
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spielt. Die von der Lehrkraft vorgegebene Strategie verlangt den gemeinsamen Bruch-
strich. Intuitiv entsteht dabei der Bruch 19344, wobei dies korrekterweise die Gleich-
heit von -1%4 und "1%24 , bezichungsweise allgemein von -(n/m) und -n/m erfordert.
Diese Gleichheit wird auch dann benutzt, wenn beim Weiterrechnen aus 744 das
Ergebnis -724 wird.

Abbildung 2: Die von der Lehrkraft entwickelte Rechnung
(Mathematik_Lehrkraftkamera_Minute 29:17)

Zum Ende dieser Episode ergibt sich folgendes Gesprich:

L: Wir haben vorhin schon gesehen, man kann das Minus vor dem Bruch einfach
hochziehen in den Zihler. Beim Ergebnis ziehen wir es wieder runter und schrei-
ben es vor den Bruch, dann heif§t der Bruch minus sieben Vierunzwanzigstel, das
wire das Ergebnis.

S: Aber, ihm,

L: Ja.

S: Andert es was, ihm, an (.) dem Wert oder an dem Ergebnis, wenn Minus vor
dem Zihler und nicht vor dem ganzen Bruchstrich steht?

L: (.) Ahm nein, also, das Minus kann man generell immer nur hochziehen in den
Zihler.

S: Weil, aber, macht es was anderes aus, also ist jetzt, dhm, das Endergebnis was
anderes als der Bruch davor, also wo das Minus vor der Sieben war.

L: (3) Meinst Du, dass, wenn du jetzt hier, wenn du das Minus hier vorne lisst [L
deutet auf den Beginn der letzten Zeile]

S: Nein, nein, daneben, rechts daneben.

L: Da? [L deutet auf die letzte Gleichung]

S: Ja.

L: Das da, ob das was anderes ist als das da? Nein, das ist genau dasselbe. Weil man
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das Minus wie gesagt entweder hoch in den Zihler zichen kann oder wieder vor
den Bruch, aber man kann es nicht in den Nenner ziehen.
(Mathematik_Lehrkraftkamera_Minute 29:02—30:08)

4.2. Fachliche und fachdidaktische Analyse der Situation Vorzeichen bei Briichen’

Zunichst bleibt festzuhalten, dass man das Minus sehr wohl in den Nenner ziehen
kann, was auch im eingesetzten Schulbuch dargestellt, sehr nachvollziehbar erldutert
und auch in Aufgaben thematisiert wird (Buck et al., 2015).

Doch selbst wenn die Lehrkraft das In-den-Nenner-Ziehen des Minus-Zeichens nicht
thematisieren mochte, wire es an dieser Stelle sinnvoll, den Schiilerinnen und Schii-
lern eine nachvollziehbare Begriindung zu liefern, warum es sich bei den beiden
Schreibweisen trotz der unterschiedlichen Positionen des Minuszeichens um die glei-
che Zahl handelt. Sie formuliert zwar, dass die Schiilerinnen und Schiiler ,gesehen'
haben, dass man wie vorgefiihrt mit dem Minus vor einem Bruch umgehen kénne.
Dabei handelt es sich aber um rein prozedurales Vorgehen, das nicht durch eine mit-
gelieferte Begriindung konzeptuell verstindlich gemacht wird. Wir halten dies aber
fur zentral fiir den Aufbau eines tieferen Verstindnisses der Rechenoperationen in Q,
das nachhaltig und tragfihig ist, zumindest bei einem substantiellen Teil der Schiile-
rinnen und Schiiler (Malle, 2004; Lenz und Wittmann, 2021).

Maglicherweise erzeugt aber auch der Verfahrensschritt ,gemeinsamer Bruchstrich
bei der Vorzeichenfrage eine zusitzliche Schwierigkeit. Ohne den Rechenausdruck
mit dem gemeinsamen Bruchstrich konnten sich die Schiilerinnen und Schiiler wie-
der auf die Grundvorstellung des Bruchs als Quasikardinalzahl stiitzen und -1924 + 324
berechnen, indem sie gedanklich ,minus zehn Stiick Vierundzwanzigstel plus drei
Stick Vierundzwanzigstel® zu ,minus sieben Stiick Vierundzwanzigstel® berechnen,
den Nenner also als Einheit behandeln (analog zu ,minus zehn Grad plus drei Grad
gibt minus sieben Grad®). Beim Zwischenschritt ,gemeinsamer Bruchstrich® birgt das
Verschieben des Minus in den Zihler einige Schwierigkeiten, wie sich auch in der
Stunde zeigt: Ein Schiiler meinte, dass man bei ,-10 + 3 im gemeinsamen Nenner
dann ,-10 - 3° rechnen miisse (Mathematik_Lehrkraftkamera_Minute 28:34—-28:41).
Bei ihm kénnte das Missverstindnis vorliegen, dass er das in den Zihler geschriebene
Minus als Minus vor dem gesamten Zihler interpretiert, das heifSt, es wire -(10 + 3)
zu berechnen, was die Anwendung der Minusklammer-Regel notwendig machen
wiirde. Auch im weiteren Verlauf der Stunde (z. B. Mathematik_Lehrkraftkamera_
Minute 01:16:35-01:17:02) zeigen sich Schwierigkeiten mit dem ,gemeinsamen
Bruchstrich® in Kombination mit den Vorzeichen. Die Lehrkraft gibt einer Schiilerin
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als nichsten Schritt bei -324 - %24 den Hinweis, dies auf einen gemeinsamen Bruch-
strich zu schreiben, worauf die Schiilerin die Antwort -2 gibt. Auch sie kénnte -(3-1)
statt -3-1 gerechnet haben.

Aber auch losgelst vom Zwischenschritt ,gemeinsamer Bruchstrich® muss erklirt
werden, warum -1924="194 gilt. Hier konnte auf eine weitere Grundvorstellung zu
den rationalen Zahlen zuriickgegriffen werden, die zwar etwas abstrakt ist und gezielt
im Unterricht entwickelt werden muss, die aber grundlegend fiir die Notwendigkeit
der Zahlbereichserweiterung ist und sich als nachhaltig und belastbar erweist: Man
kann eine rationale Zahl n/m als Ergebnis der Division der zwei ganzen Zahlen n und
m betrachten, das heiflt, es ist n:m=n/m beziehungsweise die rationale Zahl n/m ist
die Losung der Gleichung m-x=n. Mit Hilfe dieser Grundvorstellung der rationalen
Zahl als Ergebnis einer Division ldsst sich — aufbauend auf den bereits vorhandenen
Regeln zur Multiplikation in Z — verstindlich begriinden, dass -(n/m)=-n/m=n/-m
gilt. Denn: Einerseits ist das Ergebnis von (-n):m die rationale Zahl -n/m. Anderer-
seits berechnet man (-n):m, indem man zunichst n:m=n/m bestimmt und anschlie-
Bend das korrekte Vorzeichen erginzt: -(n/m). Somit ist -(n/m)=-n/m gezeigt, ganz
analog folgt -(n/m)=n/-m.

4.3. Zweite Situation: Vorzeichen bei der Addition und Subtraktion

Ob man nun auf Basis der Grundvorstellung des Bruchs als Quasikardinalzahl oder
mit dem ,gemeinsamen Bruchstrich® rechnet, in beiden Fillen miissen positive und
negative Zahlen addiert und subtrahiert werden, was einen sicheren Umgang beim
Rechnen mit ganzen Zahlen voraussetzt. Hilfesuchend wendet sich eine Schiilerin in
der Arbeitsphase an die Lehrkraft und gesteht, dass sie sich das nie merken kann ,mit
minus und plus’. Es entsteht folgender Dialog:

S: Das war auch bei mir in der Arbeit so, ich kann es mir nie merken, also minus
und plus sind so und so.
L: Also weifSt du, minus minus gibt?
S: (..) Minus.
[L schiittelt den Kopf]
S: Plus.
L: Plus minus gibt?
S: Minus.
L: Minus plus gibt?
S: Minus.
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L: Plus plus gibt?

S: Plus.

L: Plus. Das musst Du Dir erst mal merken!
(Mathematik_Lehrkraftkamera_Minute o1:17:47—-01:18:08)

4.4. Fachliche und fachdidaktische Analyse der Situation
Norzeichen bei der Addition und Subtraktion’

Die hier im Einzelgesprich stattgefundene Unterstiitzung durch die Lehrkraft be-

zieht sich rein auf das prozedurale Wissen der Schiilerin. Die Lehrkraft hilft ihr beim
Merken der Regeln, indem sie diese aussprechen ldsst. In der Hektik des Unterrichts-
alltags geht das ziigig und es bewirke, dass die Schiilerin mit dieser Information wei-
terarbeiten kann. Zusitzlich ist die Lehrkraft nach dieser kurzen Intervention wieder
frei, um weiteren Lernenden ihre Unterstiitzung zukommen zu lassen. Allerdings
kénnten Beziige zu tragfihigen Konzepten der Schiilerin Impulse geben, durch die
der Aufbau des zugehorigen konzeptuellen Wissens angestoflen werden kénnte. Dies
wiirde langfristig zu einer reflektierten und damit auch sichereren Anwendung der
Regeln fiihren.
Fiir eine konzeptuell weiterfithrende Antwort auf die Frage der Schiilerin hitte es
eine Reihe von Moglichkeiten gegeben, welche jeweils auf die oben skizzierten Blick-
winkel auf die Einfithrung neuer Zahlbereiche und Operationen Bezug nehmen. In
der Vorstellung von Guthaben/Schulden fiir positive beziehungsweise negative Zah-
len kénnte man etwa das Vermindern (das Minus als Rechenzeichen) von Schulden
(das Minus als Vorzeichen) als einen Vermagenszuwachs identifizieren (Bicker & Oss-
mann, 2004). Mit dem oben beschriebenen Hankelschen Permanenzprinzip kann
man entweder direkt oder indirekt argumentieren. Eine direkte Argumentation wire
etwa: Fiir jede Zahl x soll x-x=0 gelten, also beispielsweise auch -3-(-3)=0. Es gilt aber
auch -3+3=0, weshalb es plausibel ist, dass -(-3) und +3 dieselbe Operation beschrei-
ben. Eine indirekte Argumentation ginge beispielsweise iiber sogenannte Permanenz-
reihen (Ziegenbalg, 1999): Wenn man in der Folge -(-2), -(-1), -(0) die Zahl in der
Klammer jeweils um 1 verringert, wichst das Ergebnis jeweils um 1. Es ist also plau-
sibel, dass -(-1), -(-2), -(-3) jeweils wiederum um 1 grofler wire, also gleich 1, 2 be-
zichungsweise 3.
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5. Fazit

Insgesamt sicht man in dieser Stunde, dass Schiilerinnen und Schiiler Rechnungen
durchfithren, indem sie Verfahrensschritte abarbeiten, die sie sich merken sollen. Dies
kann den Eindruck vermitteln, dass das Betreiben von Mathematik lediglich das An-
wenden auswendig gelernter Regeln und Vorgehensweisen bedeutet. In der gezeigten
Stunde steht der Erwerb prozeduralen Wissens deutlich im Vordergrund. Maéglicher-
weise hat sich die Lehrkraft dazu entschieden, zunichst das Rechnen einzuiiben, um
danach — basierend auf den Erfahrungen der Schiilerinnen und Schiiler beim Bruch-
rechnen — das konzeptuelle Wissen dazu aufzubauen, welches fiir das Verstindnis und
die inhaltliche Durchdringung des Lerngegenstandes unverzichtbar ist.

Es ist allerdings das konzeptuelle Wissen, was die Fachdisziplin Mathematik auszeich-
net und charakterisiert: Alles lisst sich deduktiv aus wenigen axiomatisch gegebenen
Sachverhalten ableiten und verstehen. Lernende kénnen ihr mathematisches Wissen
und ihre Fihigkeiten ausgehend von Grundgegebenheiten selbst konstruieren, inhalt-
lich durchdringen und verstindig anwenden — die Lehrkraft steuert diesen Prozess.
Im gezeigten Beispiel bedeutet dies, dass auf der Basis tragfihiger Grundvorstellungen
zu den rationalen Zahlen und zu den Rechenoperationen, Regeln zum Rechnen mit
Briichen entdeckt und verstanden werden konnen. Dieses Verstindnis ist zentral,
wenn es darum geht, die verschiedenen Rechenoperationen auch langfristig sicher
anwenden zu kénnen. Beim Bruchrechnen heifst dies insbesondere, dass man die ver-
schiedenen Rechenoperationen gegeneinander abgrenzen und verstindig das korrekte
Verfahren fiir die jeweilige Rechenart auswihlen kann. Dass einige Schiilerinnen und
Schiiler dabei immer wieder Unsicherheiten zeigen, macht deutlich, wie wichtig ein
befruchtendes Miteinander von konzeptuellem und prozeduralem Wissen ist.
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