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VORWORT
VON PROF. TORSTEN GRUST, UNIVERSITAT TUBINGEN

Schriftsteller fiirchten die leere Seite. Maler fiirchten die weiffe Leinwand. Fir Architekten ist es
die griine Wiese. Fiir Programmierer ist es der Cursor, der fordernd im leeren Fenster des Editors
blinkt ... Wie geht man eine Programmieraufgabe an, wenn zu Beginn keine einzige Zeile Code
existiert, wenn keine Funktion oder Datenstruktur Orientierung bietet, und wenn zwar a/les mog-
lich aber gerade deshalb schwer greifbar erscheint?

Mike Sperber und Herbert Klaeren haben in Schreibe Dein Programm! hierzu gute Nachrich-
ten. Programme lassen sich nimlich sehr systematisch konstruieren und - teilweise nahezu auto-
matisch — aus der gegebenen Problemstellung ableiten. Uber das gesamte Buch verstreut finden
sich Konstruktionsanleitungen, deren Programmskelette konkrete Hinweise auf die Struktur der
Lésung des Problems geben. Steht das Skelett erst einmal, lassen sich dessen Liicken oft unmit-
telbar vervollstindigen, teils durch die Nutzung weiterer derartiger Konstruktionen, teils weil sich
die Komplettierung direkt aus dem Problem ergibt. Programmierung mittels dieser Konstruktions-
anleitungen kommt dem disziplinierten ingenieursmifSigen Bauen niher als alles andere.

Aus meinen Vorlesungen /nformatik I an der Universitit Ttbingen kommen die Studieren-
den nicht heraus, ohne sich ordentlich «die Finger schmutzig gemacht zu haben». In der Vorlesung
selbst, den wéchentlichen Ubungsblittern und zusitzlichen betreuten Programmierstunden wird
Code geschrieben, was das Zeug hilt. Dabei konnte ich bereits Hunderte von Studierenden — typi-
scherweise echte Anfinger, die noch keine Programmiersprache kennen — beobachten, wie mittels
Konstruktionsanleitungen die Herausforderung des leeren Editors angenommen und gemeistert
wurde. Die resultierenden Programme sind (zumeist ; -) ) korrekt, kompakt und, vor allem, lesbar
und nachvollziehbar. Wir kdnnen so in der [nformatik I erstaunlich anspruchsvolle Aufgaben an-
gehen und sind am Ende des zweiten Drittels der Vorlesung in der Lage, die Studierenden PacMan,
Tetris oder Asteroids nachbauen zu lassen.

Schreibe Dein Programmd! ist gleichzeitig eine Einfithrung in die funktionale Programmierung
mit Scheme. Scheme selbst tritt mit seiner einfachen Syntax in den Hintergrunund gibt den Blick
frei auf die essentiellen Ideen des Denkens und Programmierens mit (mathematischen) Funktio-
nen. Genau wie Mike Sperber und Herbert Klaeren bin ich tiberzeugt, dass dieses elegante Pro-
grammierparadigma «gekommen ist, um zu bleiben» und auf lange Sicht Programmierstil und

-sprachen weitreichend beeinflussen wird. Zusammen mit den Konstruktionsanleitungen gibt die-

! Wo wir tblicherweise einen Zoo von Notationen x + 1, sin(z), 2, |z|, v, !, ...nutzen, begnlgt sich Scheme
uniform mit der Notation (£ x).
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ses Buch Programmieranfingern daher gleich zwei Superkrifte mit auf den Weg. Das nenne ich
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O WIE DU DAS MEISTE AUS DIESEM BUCH HERAUSHOLST

Der Inhalt dieses Buchs ist iiber viele Jahre weiterentwickelt worden, was dazu gefithrt hat, dass es

sich von vielen anderen Biichern zur Einfihrung in die Programmierung deutlich unterscheidet.
Bevor es mit dem eigentlichen Stoff losgeht, enthilt dieses Kapitel einige Hinweise dazu, wie

Du am effektivsten damit umgehst, damit Du méglichst schnell Deine eigenen Programme selbst

schreiben kannst.

01 VORKENNTNISSE

Das Buch richtet sich an alle, die Programmieren lernen méchten. Es kann auflerdem als Einfiih-
rung in die sogenannte funktionale Programmierung fir diejenigen dienen, die bereits in einem
anderen Paradigma (zum Beispiel objektorientierte Programmierung) programmieren konnen.
Die bendtigten Vorkenntnisse haben wir versucht, auf ein Minimum zu reduzieren. Grund-
kenntnisse in Mathematik sind hilfreich, aber nur in geringem Mafle notwendig. Alles, was dariiber

hinausgeht, ist im Buch erldutert.

0.2 ANREDE

Dieses Buch benutzt in der Anrede «Du» und «wir». Mit «Du» bist Du, also die Leserin, der Leser
oder das Lesy gemeint. Mit «wir» meinen wir uns, die Autoren. Wir benutzen oft Formulierun-
gen wie «Zunichst schreiben wir eine Signatur», wenn wir tiber die Beispiele im Buch schreiben,
die wir uns fiir Dich ausgedacht haben. Wenn das Buch Dich mit «Du> anspricht, haben wir ein

konkretes Anliegen fiir Dich.

0.3 SOFTWARE

Die Programmierbeispiele dieses Buchs bauen auf der Programmierumgebung DrRacket auf, die

speziell fiir die Programmierausbildung entwickelt wurde. DrRacket ist kostenlos im Internet auf
https://www.racket-lang.org/

erhiltlich und liuft auf Windows-, Mac- und Unix-/Linux-Rechnern.
Achte darauf, dass Du mindestens Version 8.6 bekommst. Das ist besonders relevant, wenn Du
einen anderen Installationsweg wihlst, wie zum Beispiel einen Package-Manager fur eine Linux-

Distribution.


https://www.racket-lang.org/

4 AUFGABEN

0.4 PROGRAMMIERSPRACHE

Wer Programmieren lernt, muss sich mit ziemlich vielen Dingen herumschlagen: den Konzepten
einer konkreten Programmiersprache, den dort benutzten Schreibweisen, einer Programmierum-
gebung und den sonstigen Werkzeugen, die fir das Programmieren benétigt werden.

Die meisten Programmiersprachen und deren Werkzeuge sind fiir professionelle Entwickler
entwickelt worden und setzen damit viele Kenntnisse voraus, die Du ja erst noch lernen willst.

Aus diesem Grund verwendet der vorliegende Text eine Serie von speziell fiir die Lehre entwi-
ckelten Programmiersprachen, die auf Racket und Scheme basieren und beim Racket-System mit-
geliefert werden. Im Lieferumfang von Racket st die Entwicklungsumgebung DrRacker enthalten,

die es Dir erlaubt, einfach Programme in diesen Sprachen zu schreiben und laufen zu lassen.

0.5 ENGLISCH

Das Buch ist natiirlich auf Deutsch, und auch die Programmierumgebung DrRacket kann ihre
Meniis und sonstigen Texte auf Deutsch darstellen.

Die Programmiersprachen benutzen allerdings englische Worter, und wir benutzen in Pro-
grammen englische Namen fiir alles mogliche. Das erfordert keine fortgeschrittenen Englischkennt-
nisse. Bei selteneren Wortern liefern wir die Ubersetzung. (Du kannst gern deutsche Namen in Dei-
nen Programmen benutzen.)

Auflerdem haben wir noch nicht alle Fehlermeldungen ins Deutsche iibersetzt, arbeiten aber

daran.

0.6 EXKURSE

Generell wurde das Buch so geschrieben, dass die Kapitel und die Abschnitte innerhalb der Kapitel
aufeinander aufbauen. Ab und zu jedoch gibt es Abschnitte (in der Regel solche mit Mathema-
tik), die wir interessant finden, die aber nicht notwendig sind, um das darauf folgende Material zu

verstehen. Diese Abschnitte sind mit dem Wort «Exkurs» gekennzeichnet.

0.7 AUFGABEN

Das Buch enthiilt viele Ubungsaufgaben. Es ist unerlisslich, dass Du zumindest einige davon bear-

beitest, wenn Du lernen willst, eigenstindig zu programmieren.



ZUSATZMATERIAL 5

Jedes Kapitel enthilt in den Text eingebettet Aufgaben, die sich auf den unmittelbar voran-
gehenden Stoff beziehen. (Das Zeichen O markiert jeweils, wenn die Aufgabe zu Ende ist und es
mit dem Text weitergeht.) Diese solltest Du bearbeiten, um sicherzustellen, dass Du diesen Stoff

verstanden hast. Von den Aufgaben am Kapitelende kannst Du Dir die aussuchen, die Dir gefallen.

0.8 ZUSATZMATERIAL

Das Buch ist aus dem DEINPROGRAMM-Projekt entstanden, das sich allgemein mit der effektiven

Ausbildung im Programmieren beschiftigt. Das Projekt hat seine Homepage hier:
https://www.deinprogramm.de/

Dort kannst Du die aktuelle Version des Buches herunterladen und weiteres Material, wie zum

Beispiel Publikationen zum didaktischen Konzept.

0.9 CODE

In diesem Buch arbeiten wir mit vielen Beispielprogrammen, die zumeist nach und nach entwickelt
werden. Unsere langjihrige Erfahrung hat gelehrt, dass es ermiidend und vielleicht auch langweilig
sein kann, diese Programme nur zu lesen. Du wirst wahrscheinlich mehr davon haben, wenn Du die
Entwicklungen zumindest teilweise am Rechner nachvollziehst und die Programme ausprobierst,
erweiterst oder damit experimentierst. Du musst den Code dieser Programme daftir nicht abtippen,
sondern kannstihn einfach herunterladen. Dafiir gibt es zwei Méglichkeiten: Auf der Webseite zum
Buch gibt es den Code unter dem Link «Zusatzmaterialien» zum Herunterladen. Den genauen

Dateinamen weisen wir im Text immer so aus:

elemente/tile.rkt Code

Falls Du eine elektronische Version des Buches liest, ist der Dateiname auflerdem ein Link: Draufkli-

cken und Du kommst zum Code.

010 BUROKRATISCHE DIDAKTIK

Wir wollen ehrlich sein: Programmieren ist eine komplexe Titigkeit und damit schwierig. Wir — die
Autoren — verbringen bereits weit iber die Hilfte unseres Lebens damit und lernen immer noch

dazu. Aber Programmieren macht auch immens Freude, wenn man erfolgreich eigenstindig aus


https://www.deinprogramm.de/
https://raw.githubusercontent.com/deinprogramm/schreibe-dein-programm/master/elemente/tile.rkt

6 VERBESSERUNGEN

puren Gedanken etwas machen kann, das liuft und kommuniziert. Der Lernaufwand lohnt sich
also.

Aber niemand hat Freude daran, bei der Lésung einer Programmieraufgabe steckenzubleiben
und in einer Sackgasse zu landen. Wir wollen Dir darum mit diesem Buch nicht einfach nur sché-
ne Beispielprogramme prisentieren, sondern Dir Schritt ftir Schritt vermitteln, wie sie geschrieben
wurden und - vor allem — wie Du Deine eigenen schreibst.

Die Methode, die wir daftir entwickelt haben und erfolgreich bei Hunderten von Program-
mieranfingerinnen und -anfingern angewendet haben, wird Dir auf den ersten Augenblick enorm
biirokratisch erscheinen: Dieses Buch behandelt sozusagen die deutsche Beamtenmethode des Pro-
grammierens.

Gelegentlich wirst Du Dich gegingelt fiihlen und vielleicht auch etwas genervt. Aber Du wirst
(hoffentlich!) diese Techniken nach und nach einsetzen kénnen, um nicht nur Ubungsaufgaben
anderer zu l6sen, sondern auch Deine eigenen Ideen umzusetzen und Deiner eigenen Kreativitit
freien Lauf zu lassen: Dafiir brauchst Du die Methoden dieses Buchs, inklusive der Biirokratie.

Zwei Elemente tragen besonders zum Lernerfolg bei:

* Die Konstruktionsanleitungen schreiben Dir Schritte vor, mit denen Du von einer Problem-
stellung zur Lésung kommst — die deutschen Beamtenvorschriften sozusagen.
* Die Mantras sind wiederkehrende Prinzipien der Programmierung, die es lohnt, immer parat

zu haben. Zum Gliick gibt es nur eine Handvoll.

011 VERBESSERUNGEN

Ein letzter Punkt noch dazu, wie wir das meiste aus dem Buch herausholen: Falls Duim Buch einen
Fehler bemerkst oder einen Vorschlag hast, wie wir es besser machen konnten, freuen wir uns tiber
Riickmeldung. Das kannst Du entweder per E-Mail an|sdp@deinprogramm.de machen oder —
noch besser — iiber einen «Issuex» oder «Pull Request» zum Quelltext des Buchs. Diesen Quelltext,
der derzeit iiber dem Onlinedienst GitHub verwaltet wird, erreichst Du iiber die Webseite zum
Buch:

https://www.deinprogramm.de/sdp/


mailto:sdp@deinprogramm.de
https://www.deinprogramm.de/sdp/

1 ELEMENTE DES PROGRAMMIERENS

Dieses Kapitel gibt einen Uberblick {iber das wichtigste Handwerkszeug des Programmierens. Fiir

den Einstieg solltest Du Racket heruntergeladen haben. In Abschnitt@auf Seitesteht wo.

11 DRRACKET

Zu Racket gehort ein Programm namens DrRacket: starte es. Es erscheint ein Fenster, das un-
gefihr so aussehen sollte wie in AbbildungE. Die Benutzeroberfliche kannst Du auf Deutsch
umstellen, indem Du im Help-Menii auf Deutsche Benutzeroberflédche fir DrRacket
driickst. Wenn Du die Auswahl bestitigst, wird DrRacket danach beendet und Du musst es noch
einmal starten; dann sollten die Meniis auf Deutsch sein.

DrRacket ist eine Entwicklungsumgebung, mit der Du Programme schreiben und austiithren
kannst. DrRacket unterstiitzt nicht nur eine einzige Programmiersprache, sondern viele. Darum
musst Du die richtige Programmiersprache fur dieses Buch noch auswihlen. Wihle dazu den Meni-
punkt Sprache — Sprache auswéahlen (Language — Choose language in der engli-
schen Fassung), worauf ein neues Fenster mit einem Dialog erscheint. In dem Dialog gibt es ei-
ne Abteilung Lehrsprachen, und darunter eine Uberschrift namens DeinProgramm, unterhalb
dessen mehrere Eintrige erscheinen, die speziell auf die Kapitel dieses Buchs zugeschnitten sind.

Fiir den ersten Teil des Buchs ist die Ebene Schreibe Dein Programm! - Anfénger zu-
stindig: Wihle diese aus und driicke dann einmal oben rechts auf den Knopf Start (beziehungs-
weise Run), damit die Auswahl aktiv wird. Das Ergebnis sollte dann so aussehen wie in Abbil-
dung

Das DrRacket-Fenster besteht aus zwei Teilen:

1. In der oberen Hilfte des Fensters (dem Editor- oder Definitionsfenster) steht der Programm-
text. Der Editor funktioniert zhnlich wie ein regulires Textverarbeitungsprogramm. Was dort
steht, kannst Du abspeichern. Wenn Du ein Programm abspeicherst, benutze die Endung
.rkt fiir «Racket».

2. Inder unteren Hilfte des Fensters — dem Interaktionsfenster oder der sogenannten REPwer—
den die Ausgaben des Programms angezeigt. Auflerdem kannst Du einzelne Programmteile

gezielt testen.

! «REPL» steht flir «<Read-Eval-Print-Loop» — wir werden spater zeigen, warum.
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[ XN Untitled - DrRacket
Untitled  (define ...} Check Syntax [N Debug @[>] Macro Stepper ] Run[> Stop [l
#lang racket

Welcome to DrRacket, version 7.2.0.5--2019-02-09(e60b24c1a9/a) [3m].
Language: racket, with debugging; memory limit: 128 MB.
>

Determine language from source » 2:0 437.71 MB l:‘ % [ ]

Abbildung 1.4: DrRacket nach dem ersten Start

12 AUSDRUCKE UND DIE REPL

Fangen wir mit der REPL an: Wenn Du gerade Start gedriickt hast, dann erscheint der Cursor
rechts von dem >-Zeichen: Hier kannst Du etwas eingeben und Return driicken. DrRacket zeigt
dann das Ergebnis darunter an.

Wenn Du zum Beispiel 123 eintippst, zeigt DrRacket gleich darunter 123 an. DrRacket kann
auch rechnen. Daftir musst Du allerdings die Rechenaufgaben etwas anders aufschreiben als sonst.

Zum Beispiel so:
(+ 123 42)

Wenn Du das in die REPL eingibst, zeigt DrRacket 165 an, die Summe von 123 und 42. Diese
«Rechenaufgabe» ist ein sogenannter Ausdruck. Ausdriicke, die etwas ausrechnen sollten, haben

in den Lehrsprachen immer die gleiche Form:
(Operator Operand . . .)

Es stehen zmmer Klammern drumherum (und die kénnen auch nirgendwo sonst stehen). Dann
folgt der Operator, der bestimmt, was gemacht wird (die Operation). Danach kommen die Operan-
den, welche die Eingaben fiir die Operation bestimmen.

Zum Merken ist es hilfreich, Ausdriicke entsprechend vorzulesen: Also nicht mehr «hun-
dertdreiundzwanzig plus zweiundvierzig», sondern «die Summe von hundertdreiundzwanzig und

zweiundvierzig».
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Namenlosw  (define ...) v Stepper |5 Syntaxprifung [Sef Start[> Stop [

Willkommen bei DrRacket, Version 7.2.0.5--2019-02-09(e60b24¢1a9/a) [3m].
Sprache: Schreibe Dein Programm! - Anfanger; memory limit: 128 MB.
>

Schrelbe Dein Programm - Anfanger v 3:2  368.12MB[ | ¢

Abbildung 1.2: DrRacket mit ausgewahlter Lehrsprache

Wenn Du Klammern vergisst, konnen verwirrende Ergebnisse herauskommen. Wenn Du zum
Beispiel + 123 42 in der REPL eintippst, sicht das so aus:

> + 123 42
#<function:+>
123

42

Das liegt daran, dass ohne Klammern + 123 32 aus dres Ausdriicken besteht und die REPL des-
halb auch drei Ergebnisse ausdruckt: Die Funktion +, dann die 123, dann 42. (Die Operation +
ist eine sogenannte Funktion — das erldutern wir spiter noch genauer.) Ahnlich verhilt es sich mit
123 + 42 - probiere es aus!

Wenn Du versehentlich die Klammern setzt, aber den Operator dazwischen schreibst, erscheint
in der REPL eine Fehlermeldung:

> (123 + 42)

Operator darf keine Zahl sein, ist aber 123

Etwas dhnliches passiert, wenn das Leerzeichen zwischen dem Operator und den Operanden fehle —

oder zwischen den Operanden. Das sicht zum Beispiel so aus:

> (+123 42)

Operator darf keine Zahl sein, ist aber 123



10 AUSDRUCKE UND DIE REPL

Das liegt daran, dass +123 zusammen die Zahl «plus hundertdreiundzwanzig» bildet und nicht
etwa in das +-Zeichen und 123 aufgeteilt wird.

Wenn ein Ausdruck wie (+ 123 42) ein Ergebnis wie 165 hat, schreiben wir das im Buch
zukiinftig so, etwas anders als die DrRacket-REPL:

(+ 123 42)
— 165

So lassen sich natiirlich nicht nur Summen, sonderen auch Differenzen, Produkte (mit dem Ope-

rator *) und Quotienten (mit dem Operator /) ausrechnen:

(- 123 42)
— 81

(x 123 42)
— 5166

(/ 123 42)
— 2.9285714

Beim letzen Ausdruck ist zu sehen, dass Dezimalzahlen mit Punkt und nicht mit Komma geschrie-
ben werden. Der Uberstrich bei 2. 9285714 ist eine Periode. Die Zahl ist also eigentlich

2.9285714285714285714285714285714. . .

Die REPL funktioniert also folgendermaflen: Sie /iest einen Ausdruck ein (auf Englisch «read»),
berechnet dessen Wert oder wertet diesen aus («eval», kurz fiir «evaluate») und zeigt das Ergebnis
an oder druckt dieses aus («print») — und dann geht es von vorn los, wie in einer Schleife («loop»).
Die Abfolge Read-Eval-Print-Loop gibt der REPL ihren Namen.

Ausdriicke konnen auch kombiniert werden, zum Beispiel so:

(x 123 (+ 20 22))

— 5166

(x 123 (+ (x 2 10) 22))
— 5166

Bei der Kombination verschiedener Ausdriicker ist es wichtig, dass um jeden Teilausdruck wieder
ein Klammernpaar kommt. Ist das nicht der Fall, erscheinen gelegentlich auch mal Fehlermeldun-

gen wie diese hier:

(x 123 (+ * 2 10 22))

+: Zahl als erstes Argument erwartet, #<function:*> bekommen
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Das liegt daran, dass das * hier an der Stelle eines Operanden steht. Das Wort Argument steht fir
den Wert des Operanden einer Funktion, darum steht da sinngemif, dass + eine Zahl als erstes
Argument etwartet, aber stattdessen die Funktion * bekommen hat. (Das Wort «Argument» de-
finieren wir genauer in Abschnittauf Seite )

Abspeichern geht mit der REPL nicht, und der REPL-Inhalt verschwindet auch jedesmal,
wenn Du Start bezichungsweise Run driickst. Du kannst aber frithere Eingaben zuriickholen,
indem Du Strg-1 beziehungsweise Control-1 (je nach Computertyp) driickst. (Das geht natiir-
lich auch nach unten mit Strg-| bezichungsweise Control-].) Das kannst Du auch benutzen,

um einen fehlerhaften Ausdruck zu korrigieren, bei dem Du schon Return gedriickt hast.

AUFGABE 11

Schreibe folgende «mathematischen» Ausdriicke in der Notation der Lehrsprache in die REPL

und lasse die REPL sie auswerten:

55 * 27
23 (44 4 27)
44
nt+:
(23 +42) * (12 + (14 % 2))

1.3 DAS DEFINITIONSFENSTER

Kommen wir zum Definitionsfenster oben. Dort schreibst Du Dein Programm, die REPL kannst

Du dann benutzen, um es auszuprobieren. Schreib in das Definitionsfenster folgende Definition:
(define alles (+ 20 22))

Diese Definition besagt, dass der Name alles fiir das Ergebnis von (+ 20 22) steht. Um das
auszuprobieren, driick auf den Knopf Start bezichungsweise Run rechts oben. Der Cursor landet

dann wieder in der REPL, wo Du das Programm ausprobieren kannst:

alles
— 42

Ein solcher Name in einem Programm heif3t Vsz'ﬂble

* Obwohl der Begriff «Variable» suggeriert, dass etwas daran verandert werden kann, bleibt der Wert einer Va-
riable immer gleich.
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Hier sind ein paar weitere Beispiele fiir Definitionen von Variablen:

(define one 1)
(define temperature 23)

(define birgit-prinz 9)

Du kannst auch diese Namen in die REPL eingeben und bekommst jeweils den dazugehdrigen

Wert, wenn Du Return driickst:

one
— 1
temperature
— 23
birgit-prinz
— 9

Bei der Gestaltung eines Namens gibt es weitgehende Freiheiten. Anders als in anderen Program-
miersprachen sind auch Bindestriche in Namen mdglich. Nur Leerzeichen sind nicht erlaubt.

Grofi- und Kleinschreibung ist bei Namen egal. Es funktioniert also auch:

Alles

— 42

ONE

— 1
tEmPeRaTuRe
— 23

In einem Programm kannst Du Zeilenumbriiche und Einriickung benutzen, um Dein Programm
tibersichtlicher zu gestalten. Zum Beispiel kannst Du nach alles die Return-Taste driicken, das

Ergebnis sicht so aus:

(define alles
(+ 20 22))

DrRacket riickt die zweite Zeile ein bisschen ein, um auszudriicken, dass sie noch in die Klammern

vom define gehort. Bei komplizierteren Ausdriicken ist das hilfreich:

(define alles
(+ 20
(x 11 2)))
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Hier stellt DrRacket die Operanden der Summe genau untereinander. DrRacket zwingt Dich niche,
die Einriickung genau so zu machen, und durch Anderungen im Programm gerit sie auch manch-
mal aus dem Lot. In dem Fall kannst Du die Tab-Taste driicken (auf den meisten Tastaturen steht
—>| auf der Tab-Taste) und in der Zeile, in welcher der Cursor steht, wird die Einriickung korri-
giert. Wenn Du einen Abschnitt im Programm markierst und dann Tab driickst, wird der ganze
Abschnitt neu eingertickt. Es gibt auflerdem einen MentipunktRacket — Alles einriicken
(bezichungsweise Racket — Reindent Al1l), der das fiir das gesamte Programm macht.

Ein weiterer praktischer Trick ist, dass Du einen geklammerten Ausdruck markieren (und dann
ausschneiden) kannst, indem Du auf die 6ffnende oder schliefende Klammer doppelt klickst. Ins-
besondere kannst Du den markierten Ausdruck dann mit einem Druck auf die Tab-Taste korrekt

einriicken.

AUFGABE 1.2

Bring bei einem mehrzeiligen Programm die Einriickung richtig durcheinander, zum Beispiel so:

(define nr
(+ 12
(- (x 42
13)
500)))

Benutze dann die Tab-Taste, um die Einriickung wieder zu korrigieren. O

Den Inhalt des Definitionsfenster kannst Du abspeichern, indem Du auf den Knopf mit dem Dis-
kettensymbol |H?_ driickst. Du bekommst dann ein Dialogfenster, in dem Du einen Dateinamen

vergeben kannst.

1.4, RECHNEN OHNE ZAHLEN

Computerprogramme kénnen nicht nur mit Zahlen rechnen. In diesem Abschnitt geht es um das

Rechnen mit Text und das Rechnen mit Bildern.

3 Disketten wurden im 20. Jahrhundert verwendet, um Daten zu speichern. Es gab damals noch keine Speicher-
karten oder USB-Sticks.
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Zeichenketten (auf Englisch Strings) reprisentieren Text. Literale fiir Zeichenketten haben folgen-
de Form:

"Z129 ... zZp"
Dabei sind die z; beliebige einzelne Zeichen, aufler " selbst. Beispiel:
"Herbert was here!"

Das Anfithrungszeichen (") kann nicht «ungeschiitzt» vorkommen, da es das Ende der Zeichen-
kette markiert. Es wird als «echtes» Anfithrungszeichen innerhalb einer Zeichenkette durch \"
dargestellt:

"Herbert sagt \"Hallo Mike\"!"

Abbildung 1.3: Zeichenketten

141 RECHNEN MIT TEXT

Aus Text kann durch doppelte Anfithrungszeichen ein Wert werden:

"Mike Sperber"
"Herbert Klaeren"

"Schreibe Dein Programm!"

Solche Text-Werte heiflen Zeichenketten.

Die einfachste Art, eine Zeichenkette herzustellen, ist, die Buchstaben hinzuschreiben, aus de-
nen sie besteht. Die Anftihrungszeichen miissen drumherum, damit die Zeichenketten von ande-
ren Ausdriicken unterschieden werden kénnen. Die Anfithrungszeichen gehdren aber nicht zu den
Buchstaben dazu, aus denen die Zeichenkette besteht — "abc" besteht aus den drei Buchstaben
abc.

Abbildungbeschreibt die genaue Schreibweise fiir solche «festen» Zeichenketten. Feste
Schreibweisen fiir Werte heifen allgemein Literale. Das kennen wir schon von den Zahlen: Die
Zeichenfolge 123 steht fir die Zahl «hundertdreiundzwanzig». Kisten wie Abbildungwerden
in diesem Buch noch oft dazu dienen, neue Sprachelemente einzufiihren.

Mit Text kann ein Programm auch rechnen, und zwar mit der eingebauten Funktion string-

append, die zwei Zeichenketten aneinanderhingt:

(string-append "Herbert" "Mike")

— "HerbertMike"

(string-append "Mike" " " "ist doof")
<~ '"Mike ist doof"
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Die eingebaute Funktion string-length liefert die Anzahl der Zeichen in einer Zeichenkette:

(string-length "Herbert")
— 7

(string-length "Mike")
— 4

Die Namen string-append und string-length sehen auf den ersten Blick «anders» aus als
+und * zum Beispiel, dieser Eindruck tduscht jedoch: Sie sind allesamt Namen von vordefinierten
Operationen, die Programme benutzen kdnnen, ohne sie selbst definieren zu missen.

Die vordefinierten Funktionen string->number und number->string konvertieren zwi-

schen Zahlen und den Zeichenketten, die diese darstellen:

(string->number "23")

— 23
(number->string 23)
c% l|23||

AUFGABE 1.3

Mache Dir den Unterschied zwischen der Zahl 23 und der Zeichenkette "23" klar. Probiere zum

Beispiel aus:

(_+_ nogn 42)
(string-append 23 "42")
(number->string "23")

142  RECHNEN MIT BILDERN

Programme kénnen auch mit Bildern rechnen. Dazu wird eine Erweiterung zu DrRacket bendtigt,
ein sogenanntes Teachpack. Um es zu aktivieren, wihle den Mentipunkt Sprache — Teachpack
hinzufiigen (Language — Add Teachpack). In dem folgenden Dialog wihle image . rkt
aus und driicke OK. Dann musst Du noch einmal auf Start driicken. Wenn alles geklappt hat,
steht unten in der REPL Teachpack: image.rkt.

Das Teachpack image . rkt enthilt zusitzliche vordefinierte Funktionen, mit denen wir Bilder

herstellen kénnen. Zum Beispiel square, circle und star-polygon:
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(square 40 "solid" "red")

%.

(circle 20 "solid" "green")

‘—>.

(star-polygon 20 10 3 "solid" "blue")

%

Schauen wir uns das eingebaute star-polygon etwas niher an: Es akzeptiert fiinf Eingaben, die
ersten drei davon sind Zahlen — die Seitenlinge, die Seitenanzahl und die Anzahl der Ecken, die fir
jede Seite tibersprungen wird. Danach kommen zwei Zeichenketten — "so01id" heift, dass das In-
nere des Sterns ausgeftilltist und "blue" ist die Farbe. Statt "solid" kannst Duauch "outline"

schreiben, dann wird auch etwas klarer, was «iiberspringen» heifit:

(star-polygon 20 10 3 "outline" "blue")
R

AUFGABE 1.4

Woftr stehen die Zahleneingaben bei square und circle? Probiere unterschiedliche Zahlen aus!
Es gibt auch eine eingebaute Funktion rectangle. Kannst Du ein funktionierendes Beispiel fiir
den Einsatz von rectangle konstruieren? AufSerdem gibt es eine eingebaute Funktion ellipse,

die genauso benutzt wird wie rectangle — probiere sie aus! O

Bilder sind Werte wie Zahlen und Zeichenketten auch. Du kannst mit Definitionen auch Namen

dafiir vergeben:

(define sl (square 40 "solid" "red"))
(define cl (circle 40 "solid" "green"))
(define pl (star-polygon 20 10 3 "solid" "blue"))

AUFGABE 1.5

Probiere diese Definitionen in der REPL aus, indem Du dort s1, c1 und p1 eingibst. Was passiert,

wenn Du (s1) eingibst? Warum? O
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AUFGABE 1.6

Du kannst auch Bilddateien oder Bilder von Webseiten in Dein Programm einfiigen, wie in einem
Textverarbeitungsprogramm. Das geht so:

* Um eine Bilddatei einzufiigen, wihle den Mentipunkt Einfiigen — Bild einfiigen be-
zichungsweise Insert — Insert Image.

* Um ein Bild aus einer Webseite einzufiigen, wihle aus dem Kontextmenii im Browser Bild
kopieren (oder Copy Image oder so dhnlich) aus. Du kannst das Bild dann in DrRacket
iiber den Mentipunkt Bearbeiten — Einfiigen beziechungsweise Edit — Paste ein-
fiigen.

Probier es aus und gib dem Bild einen Namen! O

Mit Bildern kann DrRacket auch rechnen:

(beside s1 p1)

;

(above sl cl1)

C%
(above (beside sl pl) (beside pl cl1))

C_>

AUFGABE 1.7
Probiere in der REPL folgende Ausdriicke aus:

(triangle 50 "outline" "red")
(square 100 "solid" "blue")

Schreibe mit Hilfe der Funktionen triangle und square einen Ausdruck, der ein ganz einfaches
Haus berechnet. O

Das heifit, above akzeptiert als Eingabe zwei (oder mehr) Bilder und macht daraus wieder ein Bild,

in dem die Teilbilder tibereinander stehen. Das gleiche gilt fur beside, nur dass die Bilder ne-
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beneinander angeordnet werden. Selbstverstindlich kénnen above und beside auch kombiniert

werden.

1.5  ABSTRAKTION UND APPLIKATION

’elemente/tile.rkt Code

Hier sind zwei Ausdriicke, welche die Bilder aus dem vorigen Abschnitt zu einem Muster kombi-

nieren:

(above
(beside s1 p1)
(beside pl s1))

N
R

(above
(beside p1l c1)
(beside c1 p1))

»
On

Beide Ausdriicke folgen dem gleichen Muster, sie «kacheln» jeweils zwei Bilder in einer quadrati-

schen Anordnung. Das Muster kénnte man so hinschreiben:

(above
(beside a b)
(beside b a))

Das erste Beispiel entsteht, indem fiir a s1 eingesetzt wird und fiir b p1, im zweiten fiir a p1 und
fiir b dann c1.

Dieses Muster kannst Du in ein Programm gieflen. Dann miissen wir nicht jedesmal above
... beside ... beside eintippen. Dazu schreibst Du es erst einmal genauso hin, also mit a und

b. Wenn es startet, erscheint folgende Meldung:


https://raw.githubusercontent.com/deinprogramm/schreibe-dein-programm/master/elemente/tile.rkt
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a: Variable nicht definiert

Das bedeutet, dass es keine Definition fiir a gibt. Du kénntest eine hinschreiben, zum Beispiel:
(define a s1)

Aber dann wire a auf s1 festgelegt. Wir wollen stattdessen das Muster verallgemeinern, so dass Du
es mehrmals mit unterschiedlichen Werten fiir a und b verwenden kannst. Dieser Verallgemeine-
rungsprozess heift beim Programmieren Abstraktion. Datiir miissen wir dem Muster noch etwas

hinzufiigen, um zu sagen, dass wir unterschiedliche Werte fiir a und b einsetzen wollen:

(lambda (a b)
(above
(beside a b)
(beside b a)))

Das lambda ist eine Art Zauberwort, es sagt soviel wie: «Fir die Variablen a und b méchte ich
spiter (und vielleicht mehrmals) Werte einsetzen.» Wenn Du das Programm jetzt startest, geht die

Fehlermeldung weg und in der REPL erscheint:
#<function>

Das deutet darauf hin, dass bei dem 1ambda eine Funktion herauskommt. Um etwas damit anzu-

fangen, gib ihr einen Namen mit define:

(define tile
(lambda (a b)
(above
(beside a b)
(beside b a))))

(Alles schon richtig einriicken! «To tile» heifft auf Deutsch «kacheln»@

Dadurch ist eine neue Operation entstanden. Die kannst Du direkt verwenden:

(tile s1 pl)

4 Wir mogen gern englischsprachige Namen fir Variablen. Das ist aber eine rein personliche Praferenz - gern
kannst Du deutschsprachige Variablen fur Deine eigenen Programme verwenden.
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(tile p1 c1)

*#0

O

Was ist da passiert? Am einfachsten kann man das in einem speziellen Werkzeug sehen, dem Stepper.

Um ihn zum Einsatz zu bringen, stelle sicher, dass im Definitionsfenster folgendes Programm steht:

(define s1 (square 40 "solid" "red"))
(define cl (circle 40 "solid" "green"))
(define pl (star-polygon 20 10 3 "solid" "blue"))

(define tile
(lambda (a b)
(above
(beside a b)
(beside b a))))

(tile s1 p1)
(tile pl c1)

Dann driick auf den Stepper-Knopf (beziechungsweise Step in der englischen Fassung) oben

rechts im DrRacket-Fenster. Es erscheint ein neues Fenster, das so aussieht:

Stepper

|4 Schritt Schritt »| Springen... anden Anfang

(define sl (define sl
(square

40 ind )
"solid"
" redll) )

Abbildung 1.4: Der Stepper in Aktion

Wenn Du jetzt den Knopf mit dem Vorwirts- beziehungsweise dem Riickwirts-Pfeil driickst, kannst
Du zusehen, wie DrRacket Dein Programm ausfithrt. Wenn Du ein paar Schritte vorwirts gehst,

sieht das so aus:
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Stepper

14 schritt Schritt »| Seringen.. anden Anfang

(define s1 .)

(define sl )

(define cl ) (define cl

-
(define p1
(define tile

(lambda (a b)
(above (beside a b) (beside b a))))

((lambda (a b)
(above (beside a b) (beside b a)))

(define pl )
(define tile
(lambda (a b)
(above (beside a b) (beside b a))))
(tile s1 p1)

Abbildung 1.5: Stepper: Variable ersetzen

Du kannst sehen, wie DrRacket jeweils einen Schritt auf einmal auswertet — der ist auf der linken
Seite griin — und dann rechts durch das Resultat ersetzt. Oben kannst Du sehen, wie der Stepper
die Variable tile durch den 1ambda-Ausdruck aus der Definition von tile ersetzt. Das macht

der Stepper auch mit den Definitionen von s1 und p1:

Schritt B| Seringen... anden Anfang

|4 Schritt

(define sl .)

(define sl )

(define c1 )

(define pl )
(define tile
(lambda (a b)
(above (beside a b) (beside b a))))
((lambda (a b)
(above (beside a b) (beside b a)))

pl)

= (define tile

(define c1

(define pl

(lambda (a b)
(above (beside a b) (beside b a))))
((lambda (a b)
{above (beside a b) (beside b a)))

*

Abbildung 1.6: Stepper: Variable

Interessant wird es danach. Die Variablen aus den Definitionen sind alle ersetzt. Hinter dem 1ambda-

Ausdruck stehen jetzt das Quadrat und der Stern, und die werden jetzt fiir die Variablen aus dem
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lambda-Ausdruck eingesetzt, also das Quadrat fiir a und der Stern fiir b:

Stepper

|4 Schritt Schritt »| Springen... an den Anfang

(define s1 .) (define s1 )

(define cl1 .) (define cl .)

(define pl (define pl
(define tile = (define tile
(lambda (a b) (lambda (a b)
(above (beside a b) (beside b a)))) {(above (beside a b) (beside b a))))
((lambda (a b) (above

(above (beside a b) (beside b a))) *
. (beside . )

*, I8

Abbildung 1.7: Stepper: Applikation

(beside

Dabei verschwindet auch das 1ambda.

AUFGABE 1.8

Probiere das Beispiel im Stepper aus und klicke Dich bis zum Ende durch. Mache Dir dabei klar,

wie jeweils die linke mit der rechten Seite zusammenhingt. O

(tile s1 pl) isteine sogenannte Applikation: ein Ausdruck mit Klammern drum. Der Opera-
tor und die Operanden der Applikation sind ebenfalls Ausdriicke. Der Operator ergibt eine Funkti-
on — entweder eingebaut oder aus einem 1ambda-Ausdruck. Eine Applikation wird auch oft Funk-
tionsaufruf oder Funktionsanwendung genannt.

Wenn die Funktion ein lambda-Ausdruck ist wie in Abbildung dann muss es genauso viele
Operanden geben wie der Lambda-Ausdruck Variablen hat. Dann wertet DrRacket den Ausdruck
wie folgt aus:

1. Die Operanden werden ausgewertet und ergeben die Eingaben fiir die Funktion, die sogenann-
ten Argumente.
2. Die Argumente werden fiir die Variablen des 1ambda-Ausdrucks — die sogenannten Parame-
ter — im Innenteil des 1ambda-Ausdrucks, dem Rumpf eingesetzt.
Lambda-Ausdriicke heiffen auch Abstraktionen. Abbildungfasst zusammen, wie Abstraktionen

und Applikationen aufgebaut sind und ausgewertet werden.
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Eine Abstraktion hat folgende Form:
(lambda (py...pn) €)

Die p; sind jeweils Namen, die Pazameter, und e ist der Rumpf'. In e diirfen die p; vorkommen.
Der Wert einer Abstraktion ist eine Funktion, welche fiir jeden Parameter eine Eingabe erwartet.
Eine Applikation einer Funktion hat folgende Form:

(f a1 ... ay)

f ist ein Ausdruck, der eine Funktion ergeben muss, die a; sind ebenfalls Ausdriicke, die Argu-
mente. Bei der Auswertung einer Applikation werden zunichst f und die a; ausgewertet; danach
geht es mit der Auswertung des Rumpfes der Funktion weiter, wobei fiir die Parameter p; jeweils
die Werte der Argumente a; eingesetzt werden.

Abbildung 1.8: Abstraktion und Applikation

Verwirrend ist vielleicht der Unterschied zwischen Abstraktion und Funktion: Die Abstrak-
tion ist der lambda-Ausdruck im Programm, die Funktion ist der Wert, der bei der Programm-
auswertung dabei herauskommt. Wir verwenden im Buch aber hiufig den Begrift «Funktion» fiir

eine Abstraktion, weil uns interessiert, was bei der Abstraktion herauskommt.

AUFGABE 1.9

Kannst Du das Ergebnis einer Applikation von tile wieder als Eingabe fiir ein erneutes tile

benutzen? Probier es aus! O

1.6 INFORMATION UND DATEN

Eine Definition wie
(define mehrwertsteuer 19)

suggeriert, dass die Zahl 19 an dieser Stelle eine Bedeutung «in der realen Welt» hat, zum Beispiel
in einem Programm, das eine Registrierkasse steuert oder das bei der Steuererklirung hilft. Die
Bedeutung konnte folgende Aussage sein: «Der Mehrwertsteuersatz betrigt 19%.» Dieser Satz re-
prisentiert /nformation, also einen Fakt tiber die Welt oder zumindest den Ausschnitt der Welt, in
dem das Programm arbeiten soll. In Computerprogrammen wird Information in eine vereinfachte
Form gebracht, mit der das Programm rechnen kann — in diesem Fall die Zahl 19. Diese vereinfachte
Form heif§t Daten: Daten sind Représentationen fur Information.

Eine der wichtigsten Aufgaben beim Programmieren ist, die richtige Form ftr die Daten zu

wihlen, um die fiir das Programm relevanten Informationen darzustellen und die Informationen
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Fin Semikolon ; kennzeichnet einen Kommentar. Der Kommentar erstreckt sich vom Semikolon
bis zum Ende der Zeile und wird von DrRacket ignoriert.

Abbildung 1.9: Kommentare

dann in Daten zu tibersetzen.
Nicht immer ist offensichtlich, welche Information durch bestimmte Daten reprisentiert wer-

den. Die Zahl 23 zum Beispiel konnte eine Reihe von Informationen darstellen:

* die Anzahl der Haare von Bruce Willis

* die aktuelle Aulentemperatur in °C in Tiibingen

* die maximale Auflentemperatur vom 1.7.2000 in °C in Tiibingen

* die Grofe in m? des Schlafzimmers

¢ die Riickennummer von Alexandra Popp
Welche gemeint ist, hingt vom Kontext ab. Damit andere unsere Programme lesen konnen, wer-
den wir also immer wieder klarstellen miissen, was der Kontext ist und wie Information in Daten
zu libersetzen ist und umgekehrt. An konkreten Beispielen konnen (und sollten) wir dazu einen

Kommentar anbringen:

(define bruce-willis 23) ; Anzahl der Haare
(define temperatur-tibingen 23) ; 23°C in Tibingen
(define temperatur-tibingen-2000-07-01 23)

; 23°C in Tiibingen am 7.1.2000
(define schlafzimmer 23) ; Schlafzimmer ist 23m2

(define alexandra-popp 23) ; Rickennummer

Das Semikolon kennzeichnet den Rest Zeile als Kommentar. DrRacket ignoriert diese Zeile beim
Auswerten, aber fiir menschliche Leserinnen ist sie niitzlich. Abbildung fasst zusammen, wie

das Semikolon funktioniert.

1.7 PROGRAMME SYSTEMATISCH KONSTRUIEREN

‘ elemente/stromtarif.rkt Code

In Abschnitthaben wir gezeigt, wie Abstraktion und Applikation bei der Programmauswer-
tung funktionieren. Das Verstindnis daftir ist wichtig, aber Du musst beim Schreiben Deines Pro-
gramms nicht die ganze Zeit daran denken, wie DrRacket Dein Programm auswertet. Entspre-
chend kiimmern wir uns in diesem Buch hauptsichlich darum, wie Du Programme systematisch

konstruierst. Schauen wir uns das anhand einer kleinen aber realistischen Aufgabe an:


https://raw.githubusercontent.com/deinprogramm/schreibe-dein-programm/master/elemente/stromtarif.rkt
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Betrachte folgende Stromtarife. Beide Tarife bestehen aus einer monatlichen Grundgebiihr und

einem Teil, der sich nach den verbrauchten Kilowattstunden (kWh) richtet.

Grundgebiihr pro Monat | Verbrauchspreis pro kWh

Tarif «Billig-Strom>» € 4,90 €0,19

Tarif «Watt fiir wenig» €38,20 € 0,16

1. Schreibe ein Programm, das den Monatsverbrauch in Kilowattstunden akzeptiert und den im
Tarif «Billig-Strom>» zu zahlenden monatlichen Rechnungsbetrag berechnet.

2. Schreibe ein Programm, das den Monatsverbrauch in Kilowattstunden akzeptiert und den im
Tarif «Watt fiir wenig» zu zahlenden monatlichen Rechnungsbetrag berechnet.

Fangen wir mit dem ersten Aufgabenteil an!

Funktion| Zunichst einmal: Da steht «Schreibe ein Programm ... ». In den Lehrsprachen dieses
Buchs heif$t das immer «Schreibe eine Funktion ...». Spiter werden wir Programme schreiben, die
neben der «Hauptfunktion» noch «Hilfsfunktionen» haben, aber das Prinzip bleibt immer das
gleiche.
Wenn dort steht, «das den Monatsverbrauch in Kilowattstunden akzeptiert», dann bedeutet
dies, dass die Funktion den Monatsverbraucht als Eingabe akzeptieren soll — also als Argument.
Ebenso bedeutet «und den ... zu zahlenden monatlichen Rechnungsbetrag berechnet, dass

die Funktion diesen Rechungsbetrag als Ergebnis liefern soll.

Geriist| Funktionen, die ein Problem aus einer Aufgabenstellung 1sen, sollten immer einen Na-
men haben — den sollten wir uns gleich am Anfang ausdenken. Der Name billig-strom bietet
sich an. Wir wissen schon, dass die Funktion den Verbrauch in Kilowattstunden akzeptiert. Wenn
wir uns fir Kilowattstunden auch noch einen Namen ausdenken, konnen wir direkt ein unfertiges

Programm hinschreiben, ohne grof nachzudenken:

(define billig-strom
(lambda (kWh)
ce))

Wichtig: Schreibe dieses Gersist unbedingt hin, auch wenn Du noch keine Vorstellung hast, wie es

danach weitergeht. Immer. Jedes Mal.

Rumpf| Fiir das Berechnen des Rechnungsbetrags kénnen wir eine Formel aufschreiben: Er ist
die Summe aus der Grundgebiithr und dem Produkt aus Energie (in Kilowattstunden) und dem

Preis einer Kilowattstunde. Entsprechend miissen wir den Rumpf der Funktion erginzen:
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(define billig-strom
(lambda (kWh)
(+ 4.90 (x 0.19 kWh))))

Die Funktion billig-strom kannst Du jetzt aufrufen:

(billig-strom 10)
— 6.8
(billig-strom 20)
— 8.7
(billig-strom 30)
— 10.6

Die Funktion billig-strom ist ein einigermaflen winziges Programm. Wenn Programme gré-
Ber werden, ist hiufig nicht mehr unmittelbar ersichtlich, was die Programmteile tun oder ob sie
tatsichlich korrekt sind. Es ist darum sinnvoll, die Funktion mit einigen Programmelementen zu
erginzen, welche die Verstindlichkeit erh6hen und auch die Wahrscheinlichkeit, dass die Funktion

korrekt ist. In den nichsten Abschnitten nehmen wir uns diese Programmelemente einzeln vor.

1.8 KURZBESCHREIBUNG

Als erste Unterstiizung der Lesbarkeit stellen wir einer Funktion eine kurze Beschreibung voran,
die sogenannte Kurzbeschreibung, die beschreibt, was die Funktion macht. Eine prignante Zeile ist

dafiir genug. Das kénnte so aussehen:

; monatlichen Rechnungsbetrag fir Tarif Billig-Strom berechnen

(define billig-strom ...)

1.9 SIGNATUR

Die Lesbarkeit des Programms wird auflerdem durch die Signatur unterstiitze, die beschreibt, wel-
che Art von Daten die Funktion als Argumente erwartet und welche sie liefert.

Die Anzahl der Kilowattstunden auf dem Zihlerableseblatt ist in der Regel eine ganze Zahl, die
nicht negativ sein kann. Die Ausgabe kann hingegen zwei Nachkommastellen enthalten, ist also ein
Bruch. Um die Signatur zu schreiben, benutzen wir fir die Beschreibung dieser Sorten mathema-

tische Namen. Eine ganze, nicht-negative Zahl heiflt auch natirliche Zahl. Ein Bruch heifit auch
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Eine Signatur beschreibt eine Menge oder Sorte von Werten.
Die Signatur string beschreibt eine Zeichenkette.

Folgende Signaturen fiir Zahlen sind eingebaut:

natural  natiirliche Zahlen (0,1,2...)

integer  ganze Zahlen(0,1,-1,2,-2,...)
rational Briiche beziehungsweise rationale Zahlen
real reelle Zahlen

number beliebige Zahlen

Diese Liste bildet einen «Turm»: Jede natiirliche Zahl ist auch eine ganze Zahl (da kommen noch
die negativen Zahlen hinzu), jede ganze Zahl ist auch eine rationale Zahl (Briiche mit Nenner
ungleich 1 kommen hinzu), jede rationale Zahl ist eine reelle Zahl (nicht-rationale Zahlen wie V2
kommen hinzu, und jede reelle Zahl ist auch eine Zahl (komplexe Zahlen kommen hinzu).

Signaturen fiir Funktionen haben die Form
(81 ... 8p => 8)

Die Signaturen S . . . 55, sind die Signaturen fiir die Argumente der Funktion und s die Signatur
fiir das Ergebnis.

Abbildung 1.40: Signaturen

Eine Signatur-Deklaration fir eine Funktion hat folgende Form:
C: f (s1 ... 85 => 8))

Sie sagt aus, dass das Verhalten der Funktion der Signatur entspricht: Wenn die Eingaben der
Funktion f den Signaturen s, .. . s, entspricht, dann entspricht die Ausgabe der Signatur s.

Abbildung 1.41: Signatur-Deklarationen

rationale Zabl. Die Signatur-Deklaration fiir billig-strom sollte gleich nach der Kurzbeschrei-

bung kommen und sieht so aus:
(: billig-strom (natural -> rational))

Die Signatur natural ist fiir die natirlichen Zahlen zustindig, rational fir Briiche.

Diese Signatur-Deklaration besteht aus der Form (: . ..), dem Namen der Funktion und
ihrer Signatur, (natural -> rational). Diese Signatur hat einen Pfeil => in der Mitte und
steht deshalb fiir eine Funktion. Links vom Pfeil steht, was die Funktion als Eingabe akzeptiert,
rechts vom Pfeil die Ausgabe. Die Signatur-Deklaration ist also so zu lesen: «Billig-strom ist
eine Funktion, die eine natiirliche Zahl als Eingabe akzeptiert und eine rationale Zahl als Ausgabe

produziert.»
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Ein Tést hat die folgende Form:
(check-expect t e)

Wenn das Programm liuft, wertet DrRacket den Test-Ausdruck ¢ aus und tiberpriift, ob er
mit dem Wert des Ausdrucks e Gibereinstimmt. Wenn nicht, schligt der Test fehl und wird von
DrRacket protokolliert.

Abbildung 1.42: Tests

Abbildungen@undbeschreiben das Format von Signaturen und Signatur-Deklarationen

genauer.

110 TESTS

Wir haben oben in der REPL die Funktion billig-strom ausprobiert, indem wir DrRacket
mehrere Aufrufe mit unterschiedlichen Eingaben haben auswerten lassen. Anhand dieser Beispiele
kénnen wir auch (vielleicht mit einem Taschenrechner) iiberpriifen, ob die Funktion dabei korrek-
te Ergebnisse produziert hat.

Diese Beispielaufrufe sind noch hilfreicher fiir Leserinnen und Leser, wenn sie im Programm
stehen. Gepaart mit den erwiinschten Ergebnissen erleichtern sie das Verstindnis. Im Programm

schreiben wir das folgendermafien, gleich nach der Signatur:

(check-expect (billig-strom 10) 6.8)
(check-expect (billig-strom 20) 8.7)
(check-expect (billig-strom 30) 10.6)

Wenn wir jetzt das Programm laufen lassen, steht in der REPL:
Alle 3 Tests bestanden!

Das neue Programmelement check-expect (siche Abbildung macht nimlich einen soge-
nannten 7Zestfall oder Test. In diesem Falle meldet DrRacket, dass mit den Tests alles geklappt hat.
Aber das Programm kénnte einen Fehler enthalten. Wenn wir in der Definition vonbillig-strom

statt 4. 90 «versehentlich» 5. 90 schreiben, sicht die Ausgabe anders aus:

Check-Fehler:

Der tatsdchliche Wert 7.8 ist nicht der erwartete Wert 6.8.
in stromtarif.rkt, Zeile 5, Spalte 0O

Der tatsdchliche Wert 9.7 ist nicht der erwartete Wert 8.7.
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in stromtarif.rkt, Zeile 6, Spalte O
Der tatsédchliche Wert 11.6 ist nicht der erwartete Wert 10.6.
in stromtarif.rkt, Zeile 7, Spalte O

(Wir haben den Code unter dem Namen stromtarif.rkt abgespeichert, darum taucht dieser
Dateiname in den Fehlermeldungen auf.)

Die Tests weisen also auf mogliche Fehler hin. Das ist so wertvoll, dass wir in Zukunft immer
Tests schreiben werden, und zwar nach der Signatur. Insbesondere werden wir die Tests schreiben,
bevor wir die Definition angehen. Das nervt manchmal, ist aber psychologisch sinnvoll, damit wir
uns vorher tiberlegen, wie das richtige Verhalten der Funktion aussehen soll. Wenn wir die Tests
hinterher schreiben, ist die Versuchung grofi, die Funktion einfach in der REPL aufzurufen und
das tatsichliche Ergebnis in den Test zu tibernehmen, ohne es auf Korrektheit zu tiberpriifen.

Bei den drei Tests oben miissten wir vielleicht einen Taschenrechner bemiihen. Es gibt aber

fast immer mindestens einen mdoglichen Test, der ganz einfach ist. In diesem Fall ist das:
(check-expect (billig-strom 0) 4.9)

Das gewtinschte Ergebnis kénnen wir direkt der Tabelle entnehmen. Der Test tiberpriift nur den
Grundbetrag und nicht den pro-kWh-Preis — es braucht also weitere Tests — ist daftir aber einfach
zu schreiben.

Wie viele Tests sollte man schreiben? Das hingt von der Komplexitit der Funktion ab. Aber
drei sollten es bei einfachen Funktionen sein, bei komplizierteren mehr.

Ein weiteres Kriterium ist, dass jeder Teil des Programms, das wir geschrieben haben, im Laufe
der Tests einmal ausgewertet werden sollte. DrRacket kann Dir dabei helfen. Wenn Du das Pro-
gramm nur auf die Funktionsdefinition reduzierst (also alle Tests und Beispielaufrufe entfernst)
und dann laufen lisst, ist der Rumpf von billig-strom blau hinterlegt. (AufSerdem Teile der
Signatur von billig-strom.) Diese Hinterlegung zeigt die sogenannte Abdeckung an: Die blau
hinterlegten Programmiteile sind noch nie gelaufen und wurden ergo auch noch nicht getestet. Es
fehlen also noch Tests. In Zukunft achten wir also darauf, dass nichts blaues tibrigbleibt — andern-
falls miissen wir mehr Tests schreiben. Wir kommen in Abschnitt[2.3]auf dieses Thema zuriick.

Bei Programmen, die Bilder erzeugen, ist es in der Regel nicht méglich, die Testfille vorher
zu schreiben. Du kannst aber Beispiele ausprobieren, die Du Dir vorher tiberlegt hast, und diese
visuell tiberpriifen. Wenn Dir ein Ergebnis richtig erscheint, kannst Du das Bild aus der REPL in

das Programm kopieren. In der REPL kénnte das so aussehen:

(square 40 "solid" "red")

‘—>.
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Du kannst dann das Quadrat aus der REPL kopieren, also zum Beispiel mit der Maus markieren
und dann mit Ctr1-C bezichungsweise Strg-C oder Command-C kopieren und dann ins Pro-
gramm mit Ctr1-V beziehungsweise Strg-V oder Command-V einfiigen und dann daraus folgen-

den Test machen:
(check-expect (square 40 "solid" "red") .)

AUFGABE 110

Schreibe fiir tile zwei Tests! U

Ubrigens ist eine Signatur-Deklaration auch so eine Art Testfall. Das sechen wir, wenn wir absicht-

lich einen Fehler wie diesen hier machen:
(check-expect (billig-strom "30") 13.0)

Probier es aus! Es erscheint zusammen mit den Meldungen tiber die Tests eine Meldung tiber eine

Signaturverletzung wie folgt:

Signaturverletzungen:

bekam "30" in stromtarif.rkt ..., Signatur in stromtarif.rkt

In der Meldung stehen klickbare Links, die Dir zeigen, wo die Signaturverletzung passiert ist und
welche Signatur verletzt wurde.
Wenn Signaturverletzungen erscheinen, solltest Du diese genau lesen, weil sie auf ein Problem

in Deinem Programm hinweisen und wertvolle Hinweise zu dessen Losung geben.

111 KONSTRUKTIONSANLEITUNGEN

Wir haben im vorigen Abschnitt folgende Arbeitsschritte kennengelernt, die zu einer Funktion
fihren:

* Gertist

* Kurzbeschreibung

* Signatur-Deklaration

o Tests

* Rumpf
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Diese Reihenfolge ist der Reihenfolge ihrer Einfiihrung in diesem Kapitel geschuldet. Zukiinftig ist
es sinnvoll, dass wir diese Schritte immer in der gleichen und zwar in folgender Reihenfolge durch-
fithren:

* Kurzbeschreibung

* Signatur

* Tests

* Gertist

* Rumpf
Dies entspricht auch der Reihenfolge, in der die entsprechenden Elemente im Programm stehen:
Wenn Du diese Reihenfolge befolgst, kannst Du Dein Programm einfach «herunterschreiben».

Eine solche Anleitung zur Konstruktion von Programmen nennen wir in diesem Buch Kon-

struktionsanleitung. Da noch viele weitere Konstruktionsanleitungen hinzukommen werden, be-
kommen sie Nummern. Die erste Konstruktionsanleitung legt den Ablauf fest und bekommt dar-
um die besondere Nummer o. Wir fiigen gleich noch zwei weitere Elemente hinzu — Datenanalyse

und Schablonen - die wir in spiteren Kapiteln erliutern werden.

KONSTRUKTIONSANLEITUNG O (ABLAUF)

Gehe bei der Konstruktion einer Funktion in folgender Reihenfolge vor:
1. Kurzbeschreibung

Datenanalyse

Signatur-Deklaration

Tests

Gertist

Schablonen

Rumpf

N N Ao»p

Fir jeden dieser Schritte gibt es jeweils eine Konstruktionsanleitung, fiir manche mehrere je nach
Situation. Es mag Dir tibermifig biirokratisch vorkommen, immer die gleiche Reihenfolge einzu-
halten und immer nach der jeweiligen Konstruktionsanleitung vorzugehen. Biirokratisch ist das in
jedem Fall, aber auch eine wertvolle Hilfestellung, die verhindert, dass Du in unnétige Sackgassen
geritst. Wenn Du irgendwann beim Losen einer Aufgabe in eine Sackgasse geritst, solltest Du als
erstes iberpriifen, ob Du auch nach den Konstruktionsanleitungen vorgegangen bist. Oft ist die
Ursache des Problems, dass einer der Schritte fehlt.

Zunichst einmal fihren wir Konstruktionsanleitungen fiir die Schritte des Ablaufs ein, die wir

schon auf der Liste haben:
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Die Kurzanleitung fiir die Datenanalyse, die Du vielleicht an dieser Stelle vermisst, gibt es erst
in Kapitel An dieser Stelle hier wird sie noch nicht benétigt.

Der letzte Satz der Konstruktionsanleitung ergibt, was das Beispiel bi11ig-strom betrifft, keinen

Sinn, da jeder einzelne der Tests bereits dafiir sorgt, dass die Addition und die Multiplikation in
billig-strom ausgewertet werden. In Abschnitt[o.3] werden wir aber Beispiele programmieren,

bei denen es nicht selbstverstindlich ist, dass die Tests alles auswerten.
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Diesen Ablauf demonstrieren wir anhand des zweiten Teils der Stromtarif-Aufgabe. Es ging

um den Tarif «Watt fiir Wenig».

Kurzbeschreibung| Fangen wir mit der Kurzbeschreibung an:

; monatlichen Rechnungsbetrag fiir Tarif Watt fiir wenig berechnen

Signatur | Auch die Signatur-Deklaration kdnnen wir analog zu «Billig-Strom>» formulieren —

wir miissen uns nur einen neuen Namen aussuchen:

(: watt-fur-wenig (natural -> rational))
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Tests| Die Tests missen wir neu formulieren. Es ist immer sinnvoll, mit dem einfachsten Beispiel

anzufangen:
(check-expect (watt-fir-wenig 0) 8.2)

Ansonsten nehmen wir wieder progressiv groflere Verbrauchswerte und rechnen den Rech-

nungsbetrag im Kopf aus:

(check-expect (watt-fir-wenig 10) 9.8)
(check-expect (watt-fiir-wenig 20) 11.4)
(check-expect (watt-fir-wenig 30) 13.0)

Geriist| Das Geriist ergibt sich direkt aus der Signatur:

(define watt-fur-wenig
(lambda (kWh)
o))

Rumpf| SchlieSlich miissen wir noch den Rumpf vervollstindigen, indem wir die entsprechende

Formel hineinschreiben:

(define watt-fur-wenig
(lambda (kWh)
(+ 8.20 (x 0.16 kWh))))

Fertig!

122 DIE MACHT DER ABSTRAKTION

Wir haben bei den Stromtarifen fiir die beiden Aufgabenteile vollig voneinander unabhingige Lo-
sungen geschrieben. Diese unterscheiden sich allerdings nur in Details — in beiden Fillen wird der
Stromtarif aus einer Grundgebiihr und einem Verbrauchspreis pro kWh mit der gleichen Formel

berechnet. Die Definitionen dhneln sich dementsprechend:

(define billig-strom
(lambda (kWh)
(+ 4.90 (* 0.19 kWh))))
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(define watt-fiur-wenig
(lambda (kWh)
(+ 8.20 (x 0.16 kWh))))

Diese «Verdoppelung» ist unbefriedigend und kann auch spiter Probleme machen: Wenn ein Feh-
ler bekannt wird, miissen mdglicherweise zwei Funktionen korrigiert werden.

Es wire also gut, wenn wir die Gemeinsamkeiten der beiden Funktionen irgendwie zusammen-
fassen kénnten, mithin tiber billig-stromund watt-flir-wenigabstrabieren konnten. Dazu
kopieren wir die Funktion ein letztes Mal und benennen sie um. Auflerdem ersetzen wir alle Stel-
len, bei denen sich die beiden Funktionen unterscheiden, jeweils durch eine Variable, zum Beispiel

grundgebiihr und pro-kWh:

(define stromtarif-rechnungsbetrag
(lambda (kWh)
(+ grundgebiihr (* pro-kWh kWh))))

Die beiden neuen Variablen sind noch nicht gebunden, wir miissen sie zu den Parametern des

lambda hinzufiigen:

(define stromtarif-rechnungsbetrag
(lambda (grundgebithr pro-kWh kWh)
(+ grundgebiihr (* pro-kWh kWh))))

Wir erginzen noch Kurzbeschreibung und Signatur. Die neuen Parameter sind auch beide rationale

Zahlen, das sieht also so aus:

; monatlichen Rechnungsbetrag fir Stromtarif berechnen

(: stromtarif-rechnungsbetrag (rational rational natural -> rational))

Auflerdem sollten wir Tests formulieren. Diese kdnnen wir aus den Tests fiir billig-stromund
watt-fiir-wenig abschreiben. Wir miissen nur jeweils zu den Argumenten noch die Grundge-

bithr beziehungsweise den Preis pro kWh hinzufiigen:

(check-expect (stromtarif-rechnungsbetrag 4.90 0.19 0) 4.9)
; Billig-Strom

(check-expect (stromtarif-rechnungsbetrag 4.90 0.19 10) 6.8)
; Billig-Strom

(check-expect (stromtarif-rechnungsbetrag 4.90 0.19 20) 8.7)
; Billig-Strom

(check-expect (stromtarif-rechnungsbetrag 4.90 0.19 30) 10.6)
; Billig-Strom
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(check-expect (stromtarif-rechnungsbetrag 8.20 0.16 0) 8.2)
; Watt fir wenig

(check-expect (stromtarif-rechnungsbetrag 8.20 0.16 10) 9.8)
; Watt fur wenig

(check-expect (stromtarif-rechnungsbetrag 8.20 0.16 20) 11.4)
; Watt fir wenig

(check-expect (stromtarif-rechnungsbetrag 8.20 0.16 30) 13.0)

; Watt fir wenig

Schliefilich kdnnen wir auch die Definitionen von billig-strom und watt-fir-wenig so in-
dern, dass sie nicht mehr «selbst» den Rechnungsbetrag ausrechnen, sondern dafiir die Funktion

stromtarif-rechnungsbetrag benutzen:

(define billig-strom
(lambda (kWh)
(stromtarif-rechnungsbetrag 4.90 0.19 kWh)))

(define watt-fur-wenig
(lambda (kWh)
(stromtarif-rechnungsbetrag 8.20 0.16 kWh)))

Zu dieser Technik werden wir in diesem Buch noch oft greifen. Sie erspart nicht nur Arbeit und
macht unsere Programme leichter zu handhaben, sondern fithrt manchmal zu ganz neuen Erkennt-

nissen — zu sehen zum Beispiel in Kapitel

113 MANTRAS FUR DIE PROGRAMMIERUNG

Nach den einfachen Programmen bisher werden wir in den folgenden Kapiteln immer interessante-
re Funktionen schreiben und dabei weitere Konstruktionsanleitungen fiir spezifische Situationen
einfiihren.

Es gibt aber einige ibergreifende Prinzipien des Programmierens, die wir immer wieder auf-
greifen werden. Nicht alle sind jetzt schon relevant, aber wir listen sie hier einmal auf, damit sie an
einer Stelle gesammelt sind und wir darauf in den folgenden Kapiteln Bezug nehmen konnen.

Das erste Mantra soll einem Phinomen entgegenwirken, das wir oft bei unseren Studierenden
beobachtet haben, die manchmal bei einer Aufgabe aufgeben, bevor sie alles hingeschrieben haben,

was sie wissen.



MANTRAS FUR DIE PROGRAMMIERUNG 37

MANTRA 1
Achte darauf, dass fiir alles, was Du weifit, tatsichlich auch etwas im Programm steht.

Das nichste Mantra klingt eigentlich wie Kinderkram:

MANTRA 2
Lies, was dort steht.

Das genaue Lesen fillt uns aber erstaunlich schwer. Fiir dieses Buch sind zwei Aspekte des Lesens
besonders wichtig. Am wichtigsten ist das Lesen der jeweiligen Aufgabenstellung, und zwar Schritt
fiir Schritt — gerade so, dass wir genug fiir den jeweils nichsten Schritt verstehen — anstatt alles auf
einmal. Aulerdem gibt DrRacket (oder andere Programmierumgebungen) oft niitzliche Rickmel-
dungen, die es sich zu lesen lohnt, auch wenn das manchmal miihsam ist.

Die Konstruktionsanleitungen geben Hilfestellung dabei, die Aufgabenstellung strukturiert

zu lesen und in Deinem Programm zu schreiben, was Du weif3t. Daraus folgt das nichste Mantra:

MANTRA 3
Gehe nach den Konstruktionsanleitungen vor. Wenn Du Dich in einer Sackgasse wiederfindest,

tberpriife, ob Du alle relevanten Konstruktionsanleitungen angewendet hast.

Die Konstruktionsanleitungen helfen uns, Fortschritte zu machen - auch wenn wir noch nicht
alles verstehen — zu lesen, was dort steht und aufzuschreiben, was wir wissen.

Das folgende Mantra haben wir schon in Abschnittauf Seitekennengelernt:

MANTRA 4
Wenn Du zwei Programmiteile siehst, die sich nur an wenigen Stellen unterscheiden und die inhalt-

lich verwandt sind, abstrahiere!

Bisher haben wir nur kleine Programme mit ein, zwei oder drei Funktionen geschrieben: GrofSere
Programme bestehen aus vielen Funktionen, und dieses Mantra benennt das Prinzip, nachdem wir

es in Funktionen aufteilen:

MANTRA 5
Wenn in Deinem Programm mehrere Dinge berechnet werden, denen Du verschiedene Namen

geben kannst, schreibe fiir jedes eine separate Funktion.
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Wir werden oft mathematische Einsichten in Form von Gleichungen benutzen, um unsere Pro-

gramme zZu verbessern:

MANTRA 6

Nutze Gleichungen aus, um Dein Programm zu vereinfachen.

Manchmal macht es Spaf, ein kompliziertes Programm zusammenzubasteln wie ein Puzzle. Leider
fithrt dies oft zu unerwiinschter Komplexitit: Komplexe Programme sind fehleranfillig, schwierig

zu verstehen und schwierig weiterzuentwickeln. Wir sollten uns davor hiiten:

MANTRA 7
Wenn Deine Funktion Dir kompliziert scheint, ist es wahrscheinlich, dass sie Fehler enthilt: Entwe-
der weil sie eigentlich einfacher sein sollte oder weil die Aufgabe kompliziert und damit ihre Lésung

fehleranfillig ist.

Das nichste Mantra beschreibt, wie Du besonders gute Reprisentationen entwickeln kannst. Worum

es genau geht, steht in Kapitelauf Seite @

MANTRA 8
Suche nach Kombinatoren fiir Deine Daten, die aus kleinen Dingen gréf8ere Dinge machen — und

daraus wieder gréfere Dinge machen.

AUFGABEN

AUFGABE 1.11

Sei C' eine Temperatur in Grad Celsius. Die Temperatur F' in Grad Fahrenheit ergibt sich als:

F=§C+32

1. Schreibe eine Funktion celsius->fahrenheit, die als Eingabe eine Temperatur in °C ak-
zeptiert und eine Temperatur in °F zurtickgibt. Benutze dazu die Konstruktionsanleitung.

2. Schreibe eine Funktion fahrenheit->celsius, die als Eingabe eine Temperatur in °F ak-
zeptiert und eine Temperatur in °C zuriickgibt. Benutze dazu ebenfalls die Konstruktionsan-

leitung!
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AUFGABE 112

Vervielfachung von Zeichenketten:

* Schreibe eine Funktion double-string, die eine Zeichenkette akzeptiert und diese «ver-
doppelt», das heifit, fir eine Eingabe "Sperber" den Riickgabewert "SperberSperber"
liefert.

* Schreibe eine Funktion quadruple-string, die eine Zeichenkette akzeptiert und «vervier-
facht».

* Schreibe eine Funktion octuple-string, die eine Zeichenkette akzeptiert und «veracht-
facht».

¢ Schreibe eine Funktion sixteentuple-string, die eine Zeichenkette akzeptiert und «ver-

sechzehnfacht».

AUFGABE 113

Die Internetzeit ist ein alternatives Konzept der Zeitmessung, bei dem der Tag nicht in 24 Stunden
4 60 Minuten a 6o Sekunden eingeteilt wird, sondern in 1000 sogenannte . beats. Ein solcher .beat
ist damit 1 Minute 26 Sekunden und 4 Zehntelsekunden lang, zur weiteren Unterteilung gibt es
zwei Nachkommastellen, aufier, wenn beide Nachkommastellen o sind: In diesem Fall gibt es nur
eine Nachkommastelle.

Notiert wird die Zeit durch ein @-Symbol vor dem Wert. @0. 0 ist gleichbedeutend mit o Uhr
mitteleuropiischer Zeit.

Zum Beispiel also entspricht die Uhrzeit 03:02, 9 Sekunden und 6 Zehntelsekunden @126 . 50
.beats.

Schreibe eine Funktion time->beats, die aus einer Uhrzeit aus Stunden, Minuten, Sekun-
den und Zehntelsekunden die Internetzeit in .beats berechnet. Die Funktion bekommt vier Einga-
ben: Stunden, Minuten, Sekunden und Zehntelsekunden.

Benutze Abstraktion und schreibe Hilfsfunktionen an den Stellen, an denen sie Teilprobleme
16sen!

Bei der Losung der Aufgabe sind die eingebauten Funktionen floor und round hilfreich:
Die erste Funktion rundet ab, die zweite rundet auf oder ab, je nachdem ob der Nachkommeanteil

unterhalb oder oberhalb von o,5 liegt.

AUFGABE 114

In den USA und in Europa gibt es unterschiedliche Mafe fiir die Energieeffizienz von Kraftfahr-

zeugen:
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* In Europa ist das gingige Maf der Verbrauch in Liter pro 100 km (1/100km);

* in den USA ist das gingige Maf§ die Rezchweite in Meilen pro Gallone (mi/gal).

Schreibe Funktionen, die zwischen beiden Mafleinheiten umrechnen. Gehe dazu wie folgt vor:

Halte Dich bei jeder Funktion, die Du schreibst, an den Ablauf: Schreibe zuerst die Kurzbe-

schreibung und die Signatur. Schreibe als Nichstes einige Testfalle. Leite danach das Geriist von

der Signatur her und vervollstindige den Rumpf der Funktion.

I.

Schreibe eine Funktion 1iters-per-hundred-kilometers, die eine Menge Benzin in Li-
ter und die Reichweite dieses Benzins in Kilometer akzeptiert und daraus den Verbrauch in

Liter pro 100 km berechnet.

. Schreibe eine Funktionmiles-per-gallon, die eine Entfernung in Meilen und den Benzin-

verbrauch auf diese Entfernung in Gallonen akzeptiert und daraus die Reichweite in Meilen

pro Gallone berechnet.

. Definiere eine Konstante kilometers-per-mile (eine US-Meile entspricht etwa 1, 61 Ki-

lometer) und schreibe zwei Funktionen kilometers->miles und miles->kilometers,
die jeweils eine Entfernung in einer Mafleinheit akzeptieren und die Entfernung in die jeweils

andere Mafeinheit umrechnen.

. Definiere eine Konstante 1iters—-per-gallon (eine Gallone entspricht etwa 3,79 Liter)

und schreibe zwei Funktionen 1iters->gallons und gallons->liters, dic jeweils ei-
ne Menge in einer Maf8einheit akzeptieren und die Menge in die jeweils andere Mafeinheit

umrechnen.

. Schreibe die Funktion 1/100km->mi/gal, die einen Verbrauch in Liter pro 100 km akzeptiert

und in die Reichweite in Meilen pro Gallone umrechnet. Benutze dafiir die Funktionen, die
Du in den anderen Teilaufgaben erstellt hast. Solltest Du auf weitere Teilprobleme stofSen,

abstrahiere diese Teilprobleme in eigene Funktionen.

. Schreibe die Funktion mi/gal->1/100km, die eine Reichweite in Meilen pro Gallone akzep-

tiert und in den Verbrauch in Liter pro 100 km umrechnet. Benutze dafiir die Funktionen,
die Du in den anderen Teilaufgaben erstellt hast. Solltest Du auf weitere Teilprobleme stofSen,

abstrahiere diese Teilprobleme in eigene Funktionen.

. Finde heraus, wie hoch der Benzinverbrauch verschiedener Kraftfahrzeuge ist, die Du tiglich

im Straflenverkehr in Deutschland siehst. Vergleiche diesen Verbrauch mit den Reichweiten-

angaben typischer Kraftfahrzeuge fiir den US-amerikanischen Markt.

AUFGABE 115

In einem Betrieb wird eine Stechuhr aufgebaut, die bei Arbeitsbeginn und bei Arbeitsende den

aktuellen Zeitpunkt auf eine Karte stempelt. Ein Zeitpunkt wird durch Stunden, Minuten und Se-
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kunden beschrieben. Durch geschickte Verhandlungen des Betriebsrats sind Nachtschichten ver-
boten. Arbeitsbeginn ist frithestens um 6 Uhr morgens und Arbeitsende ist spitestens um 22 Uhr.
Jeder Arbeiter in diesem Betrieb verdient pro Stunde € 72.

Schreibe eine Funktion money-earned, welche aus zwei gegebenen Zeitpunkten (Arbeitsbe-
ginn und Arbeitsende) berechnet, wie viel Geld in dieser Zeit verdient wurde. Es gentigt, wenn der
Betrag in Cent angegeben wird. Rechne die Uhrzeiten hierfiir zunichst in Sekunden um. Die Funk-
tion dafiir hat sechs Eingaben: Stunde-Beginn, Minute-Beginn, Sekunde-Beginn, Stunde-Ende,
Minute-Ende, Sekunde-Ende.

Benutze Abstraktion und schreibe Hilfsfunktionen an den Stellen, an denen sie Teilprobleme

16sen!

AUFGABE 116

(etwas schwieriger, mit Physik)
Ein Boot tiberquert einen Fluss mit Strémung und kommt durch die Strémung vom geplanten

Kurs ab. Dadurch wird die Strecke, die das Boot tatsichlich zurticklegt, linger.

Flussufer b Flussufer
/

' VFiuss /

Flussufer Flussufer

Gegeben ist die Breite des Flusses a, die Stromungsgeschwindigkeit des Flusses vgiuss und die
Geschwindigkeit des Bootes vpoo. Berechne die Linge der Strecke, die das Boot tatsichlich zurtick-

legt. Programmiere dazu Funktionen, die folgende Teilprobleme Iésen:
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. Schreibe eine Funktion crossing-time, welche die Zeit berechnet, die fiir das Uberqueren

des Flusses benotigt wird:
a

t =
UBoot

Schreibe dann eine Funktion other-shore-offset, die die Linge der Strecke berechnert,
die das Boot abgetrieben wird (also den Versatz am anderen Ufer, im Schaubild die Strecke b).

Um c zu berechnen, brauchst Du den Satz des Pythagoras:
2= 2

Schreibe eine Funktion hypotenuse, die ¢ der obigen Gleichung berechnet.
Um die Quadratwurzel einer Zahl zu berechnen, kannst du sqrt verwenden, die folgende

Signaturdeklaration hat:
(: sqrt (number -> number))

Solltest Du auf weitere Teilprobleme stof8en, abstrahiere diese Teilprobleme in eigene Funktio-
nen.
Schreibe schliefflich eine Funktion boat-travel-distance, die die tatsichliche Strecke be-

rechnet, die das Boot zuriicklegt. Benutze dafiir die bisher geschriebenen Funktionen.



2 FALLUNTERSCHEIDUNGEN UND VERZWEIGUNGEN

Computerprogramme miissen bei manchen Daten, die sie verarbeiten, zwischen verschiedenen
Maglichkeiten differenzieren: Ist die Wassertemperatur warm genug zum Baden? Welche von fiinf
Tupperschiisseln ist fiir eine bestimmte Menge Kartoffelsalat grof§ genug? Welches ist die richtige
Abzweigung nach Dortmund? Solche Entscheidungen sind daran festgemacht, dass ein Wert zu
einer von mehreren verschiedenen Kategorien gehéren kann - es handelt sich dann um eine so-
genannte Fallunterscheidung; Funktionen operieren auf Daten mit Fallunterscheidung durch Ver-
zweigungen.

In diesem Kapitel werden wir zunichst zwei besonders einfache Arten von Fallunterscheidun-
gen behandeln, nimlich Aufziblungen und Zablenbereiche. In Kapitelwerden wir die Fallunter-

scheidungen noch einmal aufgreifen und mit sogenannten gemischten Daten programmieren.

21 RECHNEN MIT BOOLESCHEN WERTEN

Fir die Programme dieses Kapitels bendtigen wir eine neue Art von Daten. Die ergeben sich, wenn

wir zum Beispiel zwei Zahlen vergleichen:

(< 0 5)
— #t

(< 0 5) ist die Schreibweise fiir 0 < 5. Das #t steht fiir «true» oder «wahr», denn die Aussage

«ist 0 kleiner als 5» stimmt ja. Umgekehrt kommt natiirlich nicht #t heraus:

(< 50)
— #f

Das #f steht fiir «false» oder «falsch», denn diese Aussage stimmt nicht.

«Wahr» und «falsch» heiflen zusammen boolesche Werte oder auch Wabrbeitswerte[JEin Aus-
druck, bei dem ein boolescher Wert herauskommt, heifit dementsprechend auch boolescher Aus-
druck.

Wir werden boolesche Ausdriicke oft Bedingungen nennen. Wenn eine Bedingung #t liefert,
werden wir auch die Sprachregelung benutzen, dass die Bedingung gz/¢ — beziehungsweise, dass,

wenn sie #f liefert, sie nicht gilt.

Die booleschen Werte sind benannt nach George Boole (1815-1864), der als Erster einen algebraischen Ansatz
fur die Behandlung von Logik mit den Werten «wahr» und «falsch» formulierte.
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<ist eine eingebaute Funktion, die auf «kleiner als» testet, also dem mathematischen Operator
< entspricht. Ebenso gibt es auch > fiir «grofier als» (Mathematik: >), = fiir «gleich» (Mathema-
tik: =), <= fiir «kleiner oder gleich» (Mathematik: <) und >= fiir «grofler oder gleich» (Mathe-
matik: >).

Analog zu = fiir Zahlen kénnen Zeichenketten mit string=7 verglichen werden:

(string=7 "Mike" "Mike")
— #t

(string=7 "Herbert" "Mike")
— #f

#t und #f sind Literale, wie Zahlen. Sie kénnen also auch in Programmen stehen:

#t
— #t
#£
— #f

Programme kénnen mit booleschen Werten auch rechnen. Ein Ausdruck der Form
(and e; €3 ... €e,)

ergibt immer dann #t, wenn alle e; #t ergeben, sonst #£. Bei zwei Operanden e; und ey ergibt

(and e; ep) immer dann #t, wenn e; und ey #t ergeben:

(and #t #t)
— #t
(and #f #t)
s #f
(and #t #f)
— #f
(and #f #f)
s #f

Entsprechend zu den and-Ausdriicken mit «und» gibt es auch Ausdriicke der Form, die «oder»

umsetzen:
(or e1 ey ... €e,)

die immer dann #t ergeben, wenn einer der e; #t ergibt, sonst #£. Bei zwei Operanden e; und ey

ergibt (or e; ep) immer dann #t, wenn ey oder e #t ergeben:
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(or #t #t)
— #t
(or #f #t)
— #t
(or #t #f)
— #t
(or #f #f)
— #f

Das or berechnet also ein inklusives Oder: (or e; e3) bedeutet «e; oder eo oder beides», im
Gegensatz zum exklusiven Oder «entweder e1 oder eo »
Des Weiteren gibt es noch eine eingebaute Funktion not, die einen booleschen Wert umdreht

bezichungsweise dessen Negation berechnet, sich also folgendermafien verhilt:

(not #f)
— #t
(not #t)
— #f

Fir boolesche Werte gibt es die Signatur boolean.

AUFGABE 21

Schreibe eine Funktion, die von zwei booleschen Werten das exklusive Oder berechnet. O

2.2 VERZWEIGUNGEN

‘ fallunterscheidungen/say-number.rkt Code

Um Fallunterscheidungen zu demonstrieren, nehmen wir uns folgende Beispielaufgabe vor: Wir

schreiben eine Funktion, die eine Zahl (auf Englisch) «aufsagen» soll. Sie soll sich so verhalten:

(say-number 0)
— '"zero"
(say—number 1)

— "one"

* In der Informatik ist mit «oder» ohne Zusatz fast immer das inklusive Oder gemeint. Wer das exklusive Oder
meint, sagt auch «exklusives Oder».


https://raw.githubusercontent.com/deinprogramm/schreibe-dein-programm/master/fallunterscheidungen/say-number.rkt

46 VERZWEIGUNGEN

Der Einfachheit halber beschrinken wir uns vorliufig auf die Zahlen von Null bis Drei. Die Funk-
tion hat folgende Kurzbeschreibung:

; Zahl zu Text machen
Die Funktion macht aus einer natiirlichen Zahl eine Zeichenkette und hat folgende Signatur:
(: say-number (natural -> string))

Die Signatur sagt leider nichts dariiber aus, dass die Funktion nur bis Drei funktioniert — spiter
werden wir noch beschreiben, wie die Signatur priziser werden kann. Hier wollen wir uns jedoch
erst einmal auf die Funktionsdefinition konzentrieren. Vorher machen wir aber die obigen Beispiele

zu Testfillen:

(check-expect (say-number 0) "zero")

(check-expect (say-number 1) "one'
Das Gertst ergibt sich direkt aus der Signatur:

(define say-number
(lambda (n)
o))

Aber wie kommen wir jetzt weiter? Die Eingabe zerfilltja in vier Fille - o, 1, 2 und 3 — sie bildet somit
eine Fallunterscheidung. Um eine Fallunterscheidung in der Eingabe einer Funktion verarbeiten zu
kénnen, bendtigen wir ein neues Programmelement, die Verzweigung. Verzweigungen beginnen
mit dem Wort cond und gehdren zu den kompliziertesten Programmelementen, die wir in diesem
Buch benutzen. Aber keine Sorge, so schlimm wird es nicht. Um eine Verzweigung zu schreiben,
missen wir wissen, wie viele Fille es gibt. In unserer Aufgabe sind das vier. Die Verzweigung dafiir

hat folgende Form:

(define say-number
(lambda (n)
(cond
cee oY)
Coov 0l
Coov 0o
(A

Jedes der Programmstiicke (... ...) ist ein sogenannter Zwezg. Der erste Teil eines Zweigs ist

immer eine Bedingung, der fiir den entsprechenden Fall #t liefern sollte und fiir die anderen Fille
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#£. In diesem Fall muss die Bedingung jedes Zweiges jeweils eine der Zahlen von Null bis Drei

identifizieren:

(define say-number

(lambda (n)
(cond
(=n0) ...
(n 1) ..0
((=n2) ...
((=n3) ...0))

Der jeweils zweite Teil des Zweiges ist das gewiinschte Ergebnis fiir den entsprechenden Fall. Wenn

wir das ausfiillen, sicht das Resultat so aus:

(define say-number

(lambda (n)
(cond

((=n 0) "zero"
((=n 1) "one")
((=n 2) "two™)
((=n 3) "three"))))

Fertig!

AUFGABE 2.2

Finde heraus was passiert, wenn Du die Funktion mit einer Zahl aufrufst, fiir die sie nicht gemacht

ist. O

Wie oben schon erwihnt, suggeriert die Signatur von say-number, dass sie eine beliebige natiirli-
che Zahl aufsagen kann, auch wenn sie nur bis Drei funktioniert. Gliicklicherweise konnen wir die

Signatur prizisieren, und zwar so:
(: say-number ((integer-from-to 0 3) -> string))

Die Funktion integer-from-to liefert also eine Signatur, die natiirliche Zahlen zwischen einer

Unter- und einer Obergrenze beschreibt.
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say-number.rkt - DrRacket

say-numberrd v (define )y = B Syntaxprifung @ +* Stepper | Start » Stop ™

; Zahl zu Text machen
(: say-number (natural -> string))

(check-expect (say-number @) "zero")
(check-expect (say-number 1) "one")

(define say-number
(lambda (n)
(cond
((=n @) “zero")
n 1) "one")
n 2) "“two")
n 3) "three"))))

e

Sprache: Schreibe Dein Programm!; memory limit: 128 MB.
Beide Tests waren erfolgreich.
>

Schreibe Dein Programm! v 4:2 4100Mell ¢

Abbildung 2.1: Anzeige von Abdeckung in DrRacket

2.3 ABDECKUNG

Vielleicht ist Dir bei der say-number-Funktion aus dem vorigen Abschnitt aufgefallen, dass bei
dem Programm unmittelbar, nachdem es gelaufen ist, zwei Zeilen farbig hinterlegt sind, wie in Ab-
bildungzu sehen. Das liegt daran, dass diese beiden Zeilen nie ausgewertet wurden, weil die Tests
nur die ersten beiden Fille tiberpriifen. Theoretisch kénnte in den beiden letzten Zweigen fiir 2 und
3 noch ein Fehler stecken, und die Tests wiirden es nicht bemerken.

Wenn Du folgende Testfille hinzufiigst, geht die farbige Hinterlegung weg:

(check-expect (say-number 2) "two'")

(check-expect (say-number 3) "three")

Probier es aus — am besten erst nur den einen, dann den anderen!

Die farbige Hinterlegung zeigt die Abdeckung an, wie wir es schon in Abschnitt@ auf Sei-
te@ kurz diskutiert haben: Ein Ausdruck im Programm, der durch die Tests ausgewertet wird,
heiflt abgedeckr. Die farbig hinterlegten Ausdriicke sind also nicht abgedeckt. Der letzte Satz von
Konstruktionsanleitungauf Seitesagt genau das: Eine Funktion sollte durch ihre Tests voll-

stindig abgedeckt werden. Die Abdeckung ist also eine Minimalanforderung an unsere Tests.
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2.4 AUFZAHLUNGEN

fallunterscheidungen/pet.rkt Code

Nichste Beispielaufgabe: Wir wollen Haustiere einteilen in niedliche und nicht so niedliche. Es
gibt in der Welt dieser Aufgabe nur drei verschiedene Haustiere: Katzen, Hunde und Schlangen.

Haustiere konnten wir in einem Kommentar im Programm so beschreiben:

; Ein Haustier ist eins der folgenden:
; — Katze

; — Hund

; — Schlange

Solch ein kurzer Kommentar, der die Daten beschreibt, die in unserer Aufgabe vorkommen, heif3t
Datendefinition. Mehr dazu in Abschnitt Die Formulierung der Datendefinition «eins der fol-
genden» deutet darauthin, dass auch diese Sorte Daten in mehrere Fille zerfillt — es handelt sich
also wieder um eine Fallunterscheidung.

Bevor wir die eigentliche Aufgabe 16sen (niedlich oder nicht), miissen wir uns zunichst tiber-
legen, wie wir Haustiere im Programm reprisentieren: Fir die Zwecke dieser Aufgabe reicht es zu
wissen, mit welcher der drei Moglichkeiten wir es zu tun haben. Wir benutzen die einfachste Még-
lichkeit, Zeichenketten mit dem entsprechenden Text, also "Katze", "Hund" und "Schlange".

Eine solche Auflistung von Werten bildet eine sogenannte Aufzihlung — ein Spezialfall einer
Fallunterscheidung.

Fir die Aufzihlung der Haustiere gibt es noch keine fertige Signatur, die miissen wir noch

definieren. Die Signatur-Definition sieht so aus:

(define pet

(signature (enum "Katze" "Hund" "Schlange")))

Da sind gleich zwei neue Programmelemente drin:
* Wir schreiben signature immer, wenn wir eine neue Signatur erzeugen.
* enum (das funktioniert nur innerhalb eines signature-Ausdrucks) ist fiir Aufzihlungen zu-

stindig. In einem enum-Ausdruck stehen die Werte, die zur Aufzihlung gehoren.

AUFGABE 2.3

Die Funktion say-number aus dem vorigen Abschnitt hat ja als Signatur-Deklaration die folgen-

de:

(: say-number ((integer-from-to O 3) -> string))
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Schreibe explizite Datendefinitionen fiir Ein- und Ausgabe der Funktion und mache ihre Signatur

mit Hilfe von Aufzihlungen priziser! O

Zurtick zu unserer Funktion zur Niedlichkeitsanalyse. Die definierte Signatur pet kénnen wir nun
in der Signatur-Deklaration unserer Funktion benutzen. Zusammen mit der Kurzbeschreibung

sieht das so aus:

; Ist Haustier niedlich?
(: cute? (pet -> boolean))

Das Fragezeichen gehrt zum Namen der Funktion und ist eine Konvention, die wir fiir die Namen
von Funktionen verwenden, die einen booleschen Wert zurtickgeben — also solche Funktionen, die
eine Ja-/Nein-Frage beantworten.

Da es nur drei Méglichkeiten fiir die Eingabe gibt, kdnnen wir fiir alle drei jeweils einen Test

schreiben:

(check-expect (cute? "Katze") #t)
(check-expect (cute? "Hund") #t)
(check-expect (cute? "Schlange") #f)

Kommen wir zur Funktion selbst. Zunichst einmal das Geriist:

(define cute?
(lambda (p)
..2))

Da es sich bei der Eingabe um eine Aufzihlung, also eine Fallunterscheidung handel, brauchen wir

eine Verzweigung im Rumpf. Da es drei Fille in der Aufzihlung gibt, braucht die Verzweigung

ebenfalls drei Zweige:
(define cute?
(lambda (p)
(cond
oo o))
(U
Coor 0D

Als Nichstes miissen wir die Bedingungen schreiben, und die sollten p jeweils mit "Katze", "Hund"
und "Schlange" vergleichen. Dabei kénnte man leicht auf die Idee kommen, (= p "Katze")

etc. zu schreiben. Dann kommt allerdings eine Fehlermeldung etwa so:
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=: Zahl als erstes Argument erwartet, "Katze" bekommen

Die Funktion = fithlt sich also nur fiir Zahlen zustindig, fiir Zeichenketten miissen wir die Funk-

tion string="7 verwenden:

(define cute?
(lambda (p)
(cond
((string=7 p "Katze") ...)
((string=7? p "Hund") ...)
((string=7 p "Schlange") ...))))

Bisher ergibt sich alles rein aus der Definition von pet. Schliefflich miissen wir noch die Antworten

erginzen. Katzen und Hunde sind niedlich, Schlangen nicht:

(define cute?
(lambda (p)
(cond
((string=7 p "Katze") #t)
((string=7 p "Hund") #t)
((string=7 p "Schlange") #f£))))

Fertig!

2.5 ZAHLENBEREICHE

fallunterscheidungen/heat-water.rkt Code

Eine weitere hiufig vorkommende Art der Fallunterscheidung gibt es bei Zahlenbereichen.

Um das zu demonstrieren, nehmen wir uns folgende Aufgabe vor: Wir schreiben eine Funkti-
on, die «Wasser erhitzt». Das heifdt, wir fligen einer bestimmten Menge Wasser bei einer bestimm-
ten Temperatur eine bestimmte Menge Wirme zu. Wir wollen berechnen, wie warm das Wasser
danach ist. Der Einfachheit halber messen wir die zugefigte Wirme — genau wie die Temperatur —
in Grad Celsius (°C)[? Wir schreiben dazu drei Versionen der Funktion:

* Die erste, naive Version addiert einfach auf die Anfangstemperatur die hinzugefiigte Wirme.

* Die zweite Version berticksichtigt, dass Wasser bei 100° C siedet und nicht heifSer werden kann.

3 Wir vereinfachen schon sehr stark, aber Temperaturerhohung und Warme sind tber die Warmekapazitat ver-
wandt.
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* Die dritte Version berticksichtigt zusitzlich, dass gefrorenem Wasser von 0°C eine Wirme von
80°C hinzugefiigt werden muss, damit es schmilzt und dann immer noch erst bei 0°C ist.
Wir berticksichtigen also schrittweise, dass die innere Energie des Wassers — die Warme — nicht das-

selbe ist wie dessen Temperatur.

Naive Version| Wir fangen mit der naiven Version an und gehen nach dem Ablauf der Konstruk-

tionsanleitungen vor. Zuerst kommt also eine Kurzbeschreibung:
; Wassertemperatur nach Erhitzen berechnen, naiv

Als Nichstes kommt die Signatur-Deklaration. Die Anfangstemperatur und die hinzugefiigte Wir-
me sind die Eingaben; sie stellen wir als reelle Zahlen dar. Heraus kommt die Endtemperatur, auch
eine reelle Zahl. Da wir schon wissen, dass diese Version etwas einfach ist, hingen wir eine -0 an

den Namen:
(: heat-water-0 (real real -> real))
Nun schreiben wir einige einfache Beispiele als Testfille hin:

(check-expect (heat-water-0 -10 20) 10)
(check-expect (heat-water-0 10 20) 30)
(check-expect (heat-water-0 90 20) 110)

Als Nichstes kommt das Geriist an die Reihe:

(define heat-water-0
(lambda (temp heat)
o))

Der Rumpf ist jetzt kein Hexenwerk, die beiden Eingaben werden einfach addiert:

(define heat-water-0
(lambda (temp heat)
(+ temp heat)))

Noch die Tests laufen lassen und fertig!

Siedendes Wasser| Als Nichstes wollten wir beriicksichtigen, dass Wasser bei normalen Druck-
verhiltnissen nicht tiber 100° C heiff werden kann. Die Kurzbeschreibung passen wir nur leicht an;
die Signatur bleibt ebenfalls fast unverindert — wir andern nur den Namen und machen aus der 0

eine 1:
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; Wassertemperatur nach Erhitzen berechnen, Sieden beriicksichtigen

(: heat-water-1 (real real -> real))

Bei den Tests konnen wir natiirlich die Tests von heat-water—0 kopieren, aber den letzten miis-

sen wir anpassen:

(check-expect (heat-water-1 -10 20) 10)
(check-expect (heat-water-1 10 20) 30)
(check-expect (heat-water-1 90 20) 100)

Beim Testen ist es immer sinnvoll, auch Grenzfille zu testen — schaltet die Funktion wirklich um,
wenn die 100 erreicht sind.

Dazu dienen folgende zwei Testfille:

(check-expect (heat-water-1 99 1) 100)
(check-expect (heat-water-1 99 2) 100)

Da die Signatur die gleiche ist, ist auch das Gertist identisch:

(define heat-water-1
(lambda (temp heat)
o))

Ab 100°C muss die Funktion ihr Ergebnis also anders berechnen. Oder, anders gesagt, die Eingaben
fallen in zwei verschiedene Klassen: die, bei denen die Summe unter 100 liegt und die, bei denen sie

dariiber liegt. Wir benétigen also ein cond mit zwei Zweigen:

(define heat-water-1
(lambda (temp heat)

(cond
Cove 0l))
Co.o oo

Wir brauchen nun eine Bedingung, die feststellt, ob die Summe aus temp und heat unterhalb
von 100 liegt (genauer: kleiner oder gleich, weil 100 gerade so erreichbar ist) und eine daftr, dass die

Summe dariiber liegt. Die kénnten so aussehen:

(<= (+ temp heat) 100)
(> (+ temp heat) 100)

Wenn wir diese beiden Bedingungen an die entsprechenden Stellen im Rumpf setzen, sicht das so

aus:
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(define heat-water-1
(lambda (temp heat)
(cond
((<= (+ temp heat) 100) ...)
((> (+ temp heat) 100) ...))))

An die Stellen nach den Bedingungen miissen wir Ausdriicke setzen, die das Ergebnis liefern, das

im jeweiligen Fall richtig ist. Das wire dann:

(define heat-water-1
(lambda (temp heat)
(cond
((<= (+ temp heat) 100) (+ temp heat))
((> (+ temp heat) 100) 100))))

Fertig!

AUFGABE 2.4

Miissen es bei den beiden Bedingungen unbedingt <=und > sein? Was passiert, wenn Du <= durch
< ersetzt und das Programm dann laufen lisst? Was passiert, wenn Du dann auch das > ersetzt —

durch >=? Warum funktioniert das Programm dann immer noch? O

Siedendes Wasser und Eis| Kommen wir zur «Vollversion». Zur Erinnerung: Da miissen wir
noch berticksichtigen, dass gefrorenem Wasser von 0°C eine Wirme von 80° C hinzugefiigt werden
muss, damit es schmilzt und dann immer noch 0°C hat.

Wir fangen wieder mit der Kurzbeschreibung an:
; Wassertemperatur nach Erhitzen berechnen, mit Eis & Sieden
Da diese Version die letzte ist, hat sie keine Nummer mehr. Ansonsten ist die Signatur unverindert:
(: heat-water (real real -> real))
Die Tests kdnnen wir nicht unverindert iibernehmen. Gleich der erste funktioniert nicht mehr:
(check-expect (heat-water -10 20) 10)

Das Aufwirmen des Wassers von —10°C auf 0°C erfordert nur 10°C Wirmezufuhr, dann aber
missen erst einmal 80° weitere Wirme zugefithrt werden, damit es weiter geht. Den Testfall miissen

wir also indern:
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(check-expect (heat-water -10 20) 0)
Die anderen Testfille heat-water-1 konnen so bleiben:

(check-expect (heat-water 10 20) 30)
(check-expect (heat-water 90 20) 100)
(check-expect (heat-water 99 1) 100)
(check-expect (heat-water 99 2) 100)

Ein paar weitere Tests sollten aber noch genau kliren, was um den Nullpunkt herum so passiert

und wo genau er iberschritten wird:

(check-expect (heat-water -10 5) -5)
(check-expect (heat-water -5 60) 0)
(check-expect (heat-water -5 90) 5)
(check-expect (heat-water -1 81) 0)
(check-expect (heat-water -1 82) 1)

Wieder sollten wir dariiber nachdenken, in welche Fille unsere Eingaben zerfallen. Da gibt es drei
naheliegende Fille:
1. Die Anfangstemperatur ist unter 0°C, es wird also Eis erwirmt.
2. Die Erwirmung wiirde die Wassertemperatur auf iiber 100°C erhéhen.
3. Alles andere — das Wasser fiangt fliissig an und bleibt durch die Erwirmung fliissig.
Der erste Fall hat auflerdem noch drei «Unterfillex»:
* Die Erwirmumg bleibt unter 0°C.
* Die Erwirmung bleibt bei 0°C «stecken»
* Die Erwirmung erhoht die Temperatur tiber den Nullpunkt hinaus.
So komplizierte Fallunterscheidungen sind relativ selten. Wenn sie doch einmal auftauchen, ist be-
sondere Sorgfalt gefragt. Deshalb exerzieren wir das hier als Beispiel durch.

Fangen wir wieder mit dem Gerst fiir die Funktion an:

(define heat-water
(lambda (temp heat)
L))

Wir wissen schon aus der Analyse der Fille, dass es drei Fille gibt. Deshalb brauchen wir auch wieder

ein cond mit drei Zweigen.

(define heat-water
(lambda (temp heat)

(cond
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(G
(G
Cooe oM

Jetzt erginzen wir Bedingungen, die den drei Fillen entsprechen. Um in diesem komplizierten Fall

die Zuordnung von Fillen und Bedingungen klar erkennbar zu machen, stehen diese jeweils als
Kommentar dariiber:

(define heat-water
(lambda (temp heat)
(cond

; Die Anfangstemperatur ist unter 0°C, es wird also Eis erwdrmt.
((< temp 0) ...)
; Erwdrmung wiirde Wassertemperatur auf iiber 100°C erhdhen.
((>= (+ temp heat) 100) ...)
; Wasser féngt flissig an und bleibt durch Erwdrmung flissig.
((and (>= temp 0) (< (+ temp heat) 100)) ...))))

Jetzt kénnen wir uns daran machen, die Zweige auszufiillen. Da der erste Zweig (das Eis) kom-
plizierter ist, schieben wir den erstmal vor uns her. Beim zweiten Zweig kommt einfach 100°C
raus. Ebenso einfach ist der dritte Zweig, bei dem das Wasser fliissig bleibt — die Antwort ist dort
(+ temp heat).Der Zwischenstand sieht so aus:

(define heat-water
(lambda (temp heat)
(cond

; Die Anfangstemperatur ist unter 0°C, es wird also Eis erwdrmt.
((< temp 0) ...)
; Erwdrmung wirde Wassertemperatur auf iber 100°C erhoéhen.
((>= (+ temp heat) 100) 100)
; Wasser fangt flissig an und bleibt durch Erwadrmung flissig.
((and (>= temp 0) (< (+ temp heat) 100))
(+ temp heat)))))

Dass wir die leichten Fille zuerst bearbeitet haben, mag wie Faulheit aussehen. Ist es auch — aber es

ist auch eine sinnvolle Strategie, die sich aus Mantraergibt:

MANTRA 1

Achte darauf, dass fiir alles, was Du weifit, tatsichlich auch etwas im Programm steht.
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Auch iiber den ersten Zweig wissen wir etwas, nimlich dass er selbst eine Fallunterscheidung ist mit

drei Fillen. Wir konnen also das cond (wieder einmal) schon hinschreiben:

(define heat-water
(lambda (temp heat)
(cond

; Anfangstemperatur ist unter 0°C, es wird also Eis erwdrmt.

((< temp 0)
(cond
(G
(G
G o))

; Erwdrmung wiirde die Wassertemperatur auf iiber 100°C erhéhen.
((>= (+ temp heat) 100) 100)

; Wasser féngt flissig an und bleibt durch Erwdrmung flissig.
((and (>= temp 0) (< (+ temp heat) 100))

(+ temp heat)))))

Auch hier ist es sinnvoll, die Beschreibungen der Fille tiber die Zweige zu schreiben. Danach ergin-

zen wir die Bedingungen mit folgendem Ergebnis:

(define heat-water
(lambda (temp heat)
(cond
; Anfangstemperatur ist unter 0°C, es wird also Eis erwirmt.
((< temp 0)
(cond
; Erwdrmumg bleibt unter 0°C.
((< (+ temp heat) 0)
L)
; Erwdrmung bleibt bei 0°C "stecken'.
((and (>= (+ temp heat) 0)
(< (+ temp heat) 80))
L)
; Erwdrmung erhoht Temperatur iiber den Nullpunkt hinaus.
((and (>= (+ temp heat) 0)
(>= (+ temp heat) 80))
o))
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; Erwdrmung wirde Wassertemperatur auf iber 100°C erhéhen.
((>= (+ temp heat) 100) 100)

; Wasser fangt flissig an und bleibt durch Erwadrmung flissig.
((and (>= temp 0) (< (+ temp heat) 100))

(+ temp heat)))))

Die Bedingungen sind jetzt noch komplizierter, aber erschliefen sich hoffentlich durch genauere
Betrachtungen:
* «Die Erwirmumg bleibt unter 0°C.»
Das heifSt, die Summe von Anfangstemperatur und Erwirmung ist kleiner als 0°C.
* «Die Erwirmung bleibt bei 0°C stecken.»
In diesem Fall muss die Summe von Temperatur und Erwdrmung zwischen 0°C und 80°C
liegen.
* «Die Erwirmung erhoht die Temperatur tiber den Nullpunkt hinaus.»
Das Summe von Temperatur und Erwirmung geht nicht nur tiber 0°C sondern auch tiber
80°C hinaus.

Die Antworten unter diesen Bedingungen sind vergleichsweise einfach zu erginzen:

(define heat-water
(lambda (temp heat)
(cond
; Anfangstemperatur ist unter 0°C, es wird also Eis erwdrmt.
((< temp 0)
(cond
; Erwdrmumg bleibt unter 0°C.
((< (+ temp heat) 0)
(+ temp heat))
; Erwdrmung bleibt bei 0°C "stecken'.
((and (>= (+ temp heat) 0)
(< (+ temp heat) 80))
0)
; Erwdrmung erhoht Temperatur iiber den Nullpunkt hinaus.
((and (>= (+ temp heat) 0)
(>= (+ temp heat) 80))
(- (+ temp heat) 80))))
; Erwdrmung wiirde Wassertemperatur auf iber 100°C erhoéhen.
((>= (+ temp heat) 100) 100)
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; Wasser féngt flissig an und bleibt durch Erwdrmung flissig.
((and (>= temp 0) (< (+ temp heat) 100))
(+ temp heat)))))

Fertig

Also fast tertig. Wenn wir das Programm niher betrachten, fillt etwas Verbesserungspotenzial

auf. Fangen wir an mit der Bedingung:

(and (>= (+ temp heat) 0)
(>= (+ temp heat) 80))

Eine Temperatur iiber 80°C liegt auch tiber 0°C. Wir kénnen das also vereinfachen zu:
(>= (+ temp heat) 80)

Das ist mathematisch einleuchtend, zur Sicherheit sollten wir aber die Tests nochmals laufen lassen:
Aber sie laufen alle noch erfolgreich durch.
Bevor wir die Funktion noch weiter vereinfachen, ist es sinnvoll, die Funktionsweise der Aus-

wertung von cond-Ausdriicken zu ergriinden:

AUFGABE 2.5

Lasse die heat-water-Funktion im Stepper laufen und beobachte, wie — vor allem in welcher

Reihenfolge — die Bedindungen in einem cond-Ausdruck ausgewertet werden. [l

Wenn Du diese Aufgabe erledigt hast, wirst Du beobachtet haben, dass DrRacket die Bedingungen
in einem cond-Ausdruck nacheinander auswertet. Sobald eine davon #t ergibt, macht DrRacket
mit dem Ausdruck dieses Zweiges weiter. Die restlichen Zweige werden gar nicht mehr beriicksich-
tigt, unabhingig davon, ob sie #t ergeben kénnten. Das kénnen wir ausnutzen, um die Funktion

weiter zu vereinfachen. Wir betrachten die ersten beiden Bedingungen im «inneren» cond:

(cond
((< (+ temp heat) 0) (+ temp heat))
((and (>= (+ temp heat) 0)
(< (+ temp heat) 80))
0)
)

4 Allerdings noch nicht ganz richtig: Vielleicht siehst Du, dass da noch etwas nicht ganz stimmt. Wir kommen
spater darauf zurtick.
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Wenn die erste Bedingung in diesem Ausschnitt #£ ergeben hat, also nicht stimmt, dann ist (+
temp heat) grofler oder gleich o. Das heifit, der Teilausdruck (>= (+ temp heat) 0) inder

ndichsten Bedingung liefert smmer #t. Wir kénnen also vereinfachen:

(cond
((< (+ temp heat) 0) (+ temp heat))
((and #t
(< (+ temp heat) 80))
0)

L)

Ein Ausdruck (and #t e) liefert immer das gleiche Ergebnis wie e — schau nochmal auf Seite

um Dich davon zu tiberzeugen! Wir kénnen also das innere cond weiter vereinfachen zu:

(cond
((< (+ temp heat) 0) (+ temp heat))
((< (+ temp heat) 80) 0)
L)

Wir benutzen also Mathematik (genauer gesagt Algebra, also die Lehre der Gleichungen), um unser
Programm zu vereinfachen. Algebra ist ein sehr michtiges Werkzeug in der Programmierung, und
wir werden es noch oft nutzen. Das fallt oft einfacher, wenn wir gar nicht iiber die konkrete Bedeu-
tung der Ausdriicke nachdenken sondern nur Gleichungen benutzen, wie oft in der Mathematik
und entsprechend Mantra auf Seite @

Wir sind aber mit dem Vereinfachen noch nicht fertig. Betrachten wir nun die drei «dufleren»

Bedingungen:

(cond
((< temp 0) ...)
((>= (+ temp heat) 100) ...)
((and (>= temp 0) (< (+ temp heat) 100)) ...))

Wenn die erste Bedingungen #£ ergibe, gilt automatisch (>= temp 0). Wir konnen die letzte Be-

dingung also vereinfachen zu:
(and #t (< (+ temp heat) 100))

Wenn auch die zweite Bedingung #£ ergibt, gilt auch (< (+ temp heat) 100). Wir kdnnen
also vereinfachen zu (and #t #t) und von dazu #t.
Wirkonnen die Funktion mit dieser Einsicht vereinfachen und #t als Bedingung hinschreiben.

(Probier es aus!) Allerdings finden manche das hisslich: Darum ist es auch méglich, statt #t das
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besondere Wort else («andernfalls» auf Englisch) hinzuschreiben. Der else-Zweig kommt also

zum Zug, wenn alle anderen «durchgefallen» sind. Das Ergebnis sieht dann so aus:

(define heat-water
(lambda (temp heat)
(cond

; Anfangstemperatur ist unter 0°C, es wird also Eis erwdrmt.

((< temp 0)

(cond
; Erwdrmumg bleibt unter 0°C.
((< (+ temp heat) 0) (+ temp heat))
; Erwdrmung bleibt bei 0°C "stecken".
((< (+ temp heat) 80) 0)
; Erwdrmung erhéht Temperatur iiber den Nullpunkt hinaus.
(else (- (+ temp heat) 80))))

; Erwdrmung wiirde Wassertemperatur auf iber 100°C erhdhen.

((>= (+ temp heat) 100) 100)

; Wasser féngt flissig an und bleibt durch Erwdrmung flissig.

(else

(+ temp heat)))))

Damit haben wir die komplette Funktionsweise von cond angewendet. Abbildung fasst sie
noch einmal zusammen.

Du kannst von vornherein else benutzen, wenn Du Dir sicher bist, dass alle anderen Fille
schon in den vorigen Zweigen abgedeckt sind. Im Zweifelsfall empfehlen wir aber immer den Weg
iiber die Mathematik, damit die Funktion auch korrekt wird.

Apropos korrekt: Ist heat-water korrekt? Hier ist ein weiterer Testfall:
(check-expect (heat-water -1 191) 100)

Von den 191°C wird 1°C bendtigt, um auf 0°C zu kommen, dann weitere 80°C, um tiber 0°C
hinauszukommen, bleiben 110°C. Aber tiber 100°C geht es natiirlich trotzdem nicht. Leider sicht

die Funktion das anders:

Check-Fehler:
Der tatsadchliche Wert 110 ist nicht der erwartete Wert 100.

Woran liegt das? Wenn wir die Verzweigungen im Kopf nachvollziehen, sehen wir, dass zunichst der

erste Zweig des dufleren cond greift, weil die Bedingung (< temp 0) als Wert #t hat. Im inneren
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In den Lehrsprachen werden Verzweigungen mit der Spezialform cond dargestellt. Ein cond-
Ausdruck hat die folgende Form:

(cond
(b1 CL1)
(bg az)
(bn—l an—l)
(else a,))

Dabei sind die b; und die a; ihrerseits Ausdriicke. Der cond-Ausdruck wertet nacheinander alle
Bedingungen b; aus; sobald eine Bedingung by, #t ergibt, wird der cond-Ausdruck durch das ent-
sprechende ay, ersetzt. Wenn alle Bedingungen fehlschlagen, wird durch a,, ersetzt. Die Paarungen
(b; a;) heiflen Zweige des cond-Ausdruckes, und der Zweig mit else heifit else-Zweig. Der
else-Zweig kann auch fehlen — dann sollte aber immer eine der Bedingungen #t ergeben. Wenn
doch einmal bei allen b; #£ herauskommen sollte, bricht DrRacket das Programm ab und gibt
eine Fehlermeldung aus.

Abbildung 2.2: Verzweigung

cond schliefilich ergeben die ersten beiden Bedingungen jeweils #£, es bleibt also der else-Zweig,
und addiert die Wirme «blind» auf die Anfangstemperatur.

Wir miissen also unser Programm korrigieren, weil dieser Fall noch nicht berticksichtigt ist: Die
Anfangstemperatur ist unter 0°C, die Erwirmung wiirde die Temperatur aber tiber 100°C heben.
Es greift also der else-Zweig des inneren cond des dufleren Zweigs mit (< temp 0), und dasist
in diesem Fall falsch. Die ersten beiden Zweige sind fiir Endtemperaturen bis 0°C zustindig, wir

missen also den neuen Zweig unmittelbar vor dem else-Zweig einfiigen. Der sicht so aus:

; Erwdrmung wirde die Temperatur auf tber 100°C bringen
((>= (- (+ temp heat) 80) 100) 100)

Jetzt ist das Programm endlich fertig und korrekt!

Doch wie konnte dieser Fehler unbemerkt bleiben, zumindest zunichst von uns? Das liegt dar-
an, dass die Fallunterscheidung, die der Aufgabe zugrundliegt, ziemlich komplex ist. Bei komplexen
Programmen ist das Risiko smmer grof3, dass sie Fehler enthalten. Bei komplexen Fallunterschei-
dungen bedeutet dies, dass fast immer ein Fall im Programm fehlt, zumindest beim ersten Anlauf.

Wir sollten uns bei der Gelegenheit an Mantraauf Seite[38 erinnern:

MANTRA 7
Wenn Deine Funktion Dir kompliziert scheint, ist es wahrscheinlich, dass sie Fehler enthilt: Entwe-
der weil sie eigentlich einfacher sein sollte oder weil die Aufgabe kompliziert und damit ihre Lésung

fehleranfillig ist.
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Bei komplizierten Fallunterscheidungen, teste deshalb griindlich und gehe davon aus, dass Du Zwei-

ge vergessen hast.

Einfacher Wasser erhitzen| Aus Mantra|y|kann man auch noch eine und bessere Schlussfolge-
rung ziehen, als einfach nur sorgfiltig zu priifen und zu testen. Wenn nimlich die Fallunterschei-
dungen so kompliziert sind, dann solltest Du griindlich priifen, ob es nicht auch einfacher geht.
Wir haben dieses Prinzip beim Schreiben dieses Buchs leider vernachlissigt. Gliicklicherweise
hat Nicolas Neuf$ von der Universitit Erlangen eine Vorabversion dieses Buches gelesen. Thm stief3

die Komplexitit der Funktion ebenfalls auf, und er machte folgenden Vorschlag:

Das Ganze wird meiner Meinung nach viel hiibscher, wenn man das physikalischer
angeht. Wenn man daher Konversionsroutinen E->T und T->E schreibt (E steht fiir
innere Energie, also die Wirme, und T fiir Temperatur), so sicht man erstens die Pro-

blematik und zweitens kann man die Temperaturerhéhung einfach berechnen.

Wir versuchen mal, Dr. Neuf?’ Idee nachzuvollziehen. Wir fangen mit der von ihm erwihnten Funk-
tion E->T an. In unserer Terminologie konnte die Funktion heat->temperature heiflen, mit

folgender Kurzbeschreibung und Signatur:

; Aus Warme Temperatur berechnen

(: heat->temperature (real -> real))

Entsprechend den Ausfithrungen am Anfang des Abschnitts entsprechen unterhalb von o°C die
Temperatur und die Wirme einander. Bei Wirme zwischen 0°C und 80°C ist die Temperatur kon-
stant 0°C. Ab 80°C Wirme fihrt jedes Grad Erh6hung auch zu einer Erhdhung der Temperatur,
bis 100°C Temperatur beziehungsweise 180°C Wirme erreicht sind. Ab da bleibt die Temperatur
bei 100°C, auch wenn die Wirme steigt.

Die Testfille dazu kénnten also so aussehen:

(check-expect (heat->temperature -50) -50)
(check-expect (heat->temperature 0) 0)
(check-expect (heat->temperature 20) 0)
(check-expect (heat->temperature 80) 0)
(check-expect (heat->temperature 81) 1)
(check-expect (heat->temperature 180) 100)
(check-expect (heat->temperature 200) 100)

Die Eingabe-Wirme zerfillt entsprechend der Beschreibung oben in vier Fille, die wir als vier Zweige

eines cond schreiben:
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(define heat->temperature
(lambda (heat)

(cond

cee )

oo o))

oo o))

(I

Die Bedingungen und Ausdriicke ergeben sich direkt aus der Beschreibung:

(define heat->temperature
(lambda (heat)
(cond
((<= heat 0) heat)
((and (< O heat)
(<= heat 80))
0)
((and (< 80 heat)
(<= heat 180))
(- heat 80))
((< 180 heat) 100))))

Wir brauchen auflerdem noch eine Funktion in die andere Richtung, wir nennen sie temperature->heat.
Diese Funktion ist einfacher: Temperaturen bis 0°C entsprechen der Wirme, Temperaturen dar-

tber brauchen 80°C mehr Wirme. Es gibt also nur zwei Fille und damit zwei Zweige:

; Aus Temperatur Warme berechnen

(: temperature->heat (real -> real))

(check-expect (temperature->heat -20) -20)
(check-expect (temperature->heat -1) -1)
(check-expect (temperature->heat 1) 81)
(check-expect (temperature->heat 100) 180)

(define temperature->heat
(lambda (temp)
(cond
((< temp 0) temp)
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((and (> temp 0)
(<= temp 100))
(+ temp 80)))))

Dr. Neuf$ schlug vor, diese beiden Funktionen dazu zu benutzen, um den Rumpfvonheat-water
zu schreiben. Wir versuchen das und schreiben eine neue Funktion heat-water-2, bevor wir die

alte wegwerfen:

; Wassertemperatur nach Erhitzen berechnen, mit Eis & Sieden

(: heat-water-2 (real real -> real))

(define heat-water-2
(lambda (temp heat)
..2))

(Wir nehmen die gleichen Testfille wie bei heat-water.) Wie kénnen wirheat->temperature
und temperature->heat einbringen? Nun, wir kénnen fiir temp die zugehéorige Wirme berech-

nen, heat addieren, und das Ganze wieder zuriick in eine Temperatur wandeln:

(define heat-water-2
(lambda (temp heat)
(heat->temperature
(+ (temperature->heat temp) heat))))

Die Funktion besteht alle Testfille. Besser noch, die beiden Funktionen heat->temperature
und temperature->heat sind viel einfacher zu verstehen als der Moloch heat-water.
Bei komplizierten Verzweigungen — generell bei allen komplizierten Programmen - ist es wert

zu untersuchen, ob es auch einfacher geht.

2.6 DATENANALYSE UND SCHABLONEN

In Abschnitt auf Seiteist zum ersten Mal eine Datendefinition aufgetaucht:

; Ein Haustier ist eins der folgenden:
; — Katze

; — Hund

; — Schlange
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Diese Datendefinition ist das Ergebnis eines Nachdenkprozesses, der sogenannten Datenanalyse.
Dieser Begriff ist schon in Abschnittauf Seiteaufgetaucht, als zweiter Schritt der Konstruk-
tionsanleitung: Ab sofort werden wir diesen Schritt immer durchfiihren, weil er zentral ist fiir die
systematische Konstruktion von Programmen.

Die Vorgehensweise bei einer Datenanalyse sicht im Allgemeinen so aus:

KONSTRUKTIONSANLEITUNG 6(DATENANAUGE)

Suche in der Aufgabenstellung nach problemrelevanten Gréfen; Kandidaten sind immer die
Substantive. Schreibe fiir jede dieser Grofien eine Datendefinition, es sei denn, diese ist aus
dem Kontext offensichtlich.

Wenn es fiir die Datendefinition noch keine Signatur gibt, schreibe eine Signatur-Definition
dazu. Schreibe aufierdem Beispiele auf und schreibe jeweils einen Kommentar, der die Bezie-

hung zwischen Daten und Information beschreibt.

Wie Du die Signatur-Definition schreibst, dafiir gibt es in diesem Buch eine Reihe spezialisierter
Konstruktionsanleitungen. Die Beziehung zwischen Daten und Information geht auf’ Abschnitt@
auf Seite[23 zuriick.

In diesem Fall ist «Haustier» eine problemrelevante Grofe, zu der wir eine Datendefinition
geschrieben haben. Bei der Erwirmung von Wasser haben wir allerdings nicht extra hingeschrieben,
dass die Wassertemperatur eine reelle Zahl ist, weil dies allgemein bekannt ist.

Fir die Formulierung der Datendefinition gibt es eine Reihe von typischen Mustern, die sich
immer wiederfinden. Eines ist bei der Definition von «Haustier» ersichtlich, nimlich «eins der

folgenden, das darauf hinweist, dass es sich bei «Haustier»> um eine Fallunterscheidung handelt.

KONSTRUKTIONSANLEITUNG 7 (FALLUNTERSCH EIDUNG: DATENANALYSE)

Versuche, fiir die Datendefinition eine Formulierung «... ist eins der folgenden» zu finden.
Wenn das mdglich ist, beschreibt Deine Datendefinition eine Fallunterscheidung. Schreibe
dann eine Auflistung aller Fille, jeder Fall auf eine separate Zeile:

; Ein X ist eins der folgenden:
; — Fall 1
; — Fall 2

; — Fall n

Fir den Sonderfall der Aufzihlung haben wir folgende Konstruktionsanleitung:
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KONSTRUKTIONSANLEITUNG 8 (AUFZAHLUNG: DATENANALYSE)

Falls Deine Datendefinition eine Fallunterscheidung beschreibt und jeder der Fille nur aus
einem einzelnen Wert besteht, handelt es sich um eine Aufzihlung.

Schreibe fiir jede Aufzihlung eine Signatur-Definition der Form:
(define s (signature (enum ...)))

Achte darauf, dass die Anzahl der Fille der Signatur-Definition der Anzahl der Fille der Da-

tendefinition entspricht.

Die Datenanalyse ist die wichtigste Methode zur Umsetzung der Mantrasund E:

MANTRA 1
Achte darauf, dass fiir alles, was Du weifit, tatsichlich auch etwas im Programm steht.

MANTRA 2
Lies, was dort steht.

Die Datenanalyse lenkt zunichst den Blick auf die Daten, zicht darauf, was mit ihnen gemacht
wird. (Das kommt spiter.) Auflerdem fiihrt sie immer zu Elementen in unserem Programm. Bei der

Funktion cute? haben wir aus der Datendefinition zunichst eine Signatur-Definition abgeleitet:

(define pet

(signature (enum "Katze" "Hund" "Schlange")))

Bei Aufzihlungen stehen alle Beispiele schon in der Signatur-Definition. Wir miissen deshalb nicht
noch separat Beispiele aufschreiben.

Da die Datendefinition fiir «Haustier» drei Fille hat, muss auch die Signatur-Definition drei
Fille haben. Aus der Signatur-Definition ergibt sich direkt eine Verzweigung im Rumpf, die sich
nur aus der Signatur (pet —-> boolean) beziehungsweise der Signatur-Definition von pet als

Aufzihlung mit drei Fillen ergibt:

(define cute?

(lambda (p)
(cond
Cove 00))
(G

Cooe oM
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Da cute? eine Eingabe zur Signatur pet erwartet und pet eine Aufzihlungssignatur mit dre:
Fillen ist, muss im Rumpf eine Verzweigung mit ihrerseits drei Zweigen auftauchen, ganz egal, was
die konkrete Aufgabenstellung ist. Wir betonen das Wort drez deshalb so, weil viele Fehler dadurch
passieren, dass die Anzahl der Zweige im cond einer solchen Funktion nicht der Anzahl der Fille
entspricht.

So ein unfertiges Programm, in dem sich einige Elemente aus der Analyse der Daten ergeben
haben ohne besondere Berticksichtigung der konkreten Aufgabenstellung, heildt Schablone. Zu be-

stimmten Arten von Datendefinitionen gehdren bestimmte Schablonen.

Die Schablone ist das niichste Werkzeug fiir die Umsetzung von Mantralt

MANTRA 1
Achte darauf, dass fiir alles, was Du weifit, tatsichlich auch etwas im Programm steht.

Fiir jede Sorte von Datendefinition schreiben wir neben der Konstruktionsanleitung fiir die Da-

tenanalyse auch eine fiir die Schablone. Hier die Schablone fiir Fallunterscheidungen:

Diese Konstruktionsanleitung mag Dir ziemlich biirokratisch vorkommen, und das ist sie auch.

Es mag Dir langweilig vorkommen, sie stur zu befolgen, und das ist bestimmt ab und zu der Fall.
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Dafiir nehmen die Konstruktionsanleitungen Dir viel Denkarbeit ab, und Du kannst Dein Gehirn
dann fir die Losung der eigentlichen Problemstellung verwenden, wenn erst einmal die Schablone
steht. Spitestens also wenn Du vor einer vermeintlich schweren Aufgabe stehst, wende erst einmal
die Konstruktionsanleitungen an, bevor Du Dir Sorgen machst, ob am Ende alles aufgeht. Was am

Ende tibrigbleibt, ist oft erstaunlich einfach.

2.7  EXKURS: VERZWEIGUNGEN IN DER MATHEMATIK

In der Mathematik gibt es auch Verzweigungen. Diese werden in der Regel mit einer grof8en ge-
schweiften Klammer geschrieben. In der Mathematik ist es allerdings tblich, alle Bedingungen
«auszuschreiben», also ihre Bedeutung nicht von der Reihenfolge der Auswertung abhingig zu
machen, wie wir es bei heat-water getan haben. Die Funktion schreiben wir den mathemati-
schen Gepflogenheiten entsprechend als einbuchstabige Funktion & mit Parametern ¢ fiir temp

.. def .. . . . .. .
und A fiir heat. Das = steht fiir «ist definiert als» und das mathematische Pendant fiir define:

t+h fallst 4+ h < 0
0 fallst +h > 0undt + h < 80
fallst < 0
100 t+h—80>100
h(t, h) & =
t+h—80 fallst+ h >80
100 fallst + A > 100
t+h fallst > Ound t + h < 100

Etwas schwer zu erkennen in dieser Schreibweise: Die Bedingung ¢ < 0 ist die Voraussetzung fiir

die ersten vier Fille.

2.8 BINARE VERZWEIGUNGEN

Bei manchen Fallunterscheidungen definiert sich die letzte Kategorie dadurch, dass ein Wert in kei-
ne der anderen Kategorien gehort. Dann ist die Benutzung eines else-Zweigs im cond sinnvoll.
Nehmen wir einmal an, dass Du ein Haustier (wie in Abschnitt |.4| auf Seite zum Ge-
burtstag geschenkt bekommen hast. Mit dem Geschenk kam das Angebot, das Haustier gegen ein
anderes auszutauschen, falls es Dir nicht gefillt. Nehmen wir weiter an, dass Du nur an niedlichen
Haustieren interessiert bist. Wir schreiben also eine Funktion, die ein Haustier gegen ein niedliches

austauscht, wenn es nicht niedlich ist — und sonst halt nicht austauscht.
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Die Funktion konnte folgende Kurzbeschreibung und Signatur haben:
(: exchange-for-cute (pet -> pet))

Das alte Haustier ist also die Eingabe fiir die Funktion, und das Haustier nach dem Umtausch

kommt heraus. Als Testfille bieten sich folgende an:

(check-expect (exchange-for-cute "Katze") "Katze")
(check-expect (exchange-for-cute "Hund") "Hund")

(check-expect (exchange-for-cute "Schlange") "Katze")
Das Gertist sieht folgendermafien aus:

(define exchange-for-cute
(lambda (p)
co))

Als Nichstes ist die Konstruktion der Schablone dran. Wir kénnten uns an der Definition von
pet orientieren und eine Fallunterscheidung mit drei Fillen als Grundlage nehmen. Allerdings ist
recht offensichtlich, dass sich das Ergebnis von exchange-for-cute danach richtet, ob cute?
#t oder #f£ liefert. #t und #f bilden hier eine Aufzihlung mit nur zwei Fillen. Wir kénnten also

eine Schablone mit nur zwei Fillen konstruieren:

(define exchange-for-cute

(lambda (p)
(cond
((cute? p) ...)
(else ...00))

Die Liicken sind einfach zu fiillen:

(define exchange-for-cute
(lambda (p)
(cond
((cute? p) p)
(else "Katze"))))

Diese boolesche Fallunterscheidungen bildet einen hiufig auftretenden Spezialfall: Der zweite Fall
ist gerade dadurch definiert, dass er nicht der erste ist, der entsprechende cond-Ausdruck hat also
immer zwei Zeige: einen mit Bedingung und einen mit e1se. Weil solche biniren Verzweigungen so
hiufg vorkommen, gibt es eine etwas kiirzere Spezialform fiir das «binire cond mit else» namens

if. Damit kdnnen wir exchange-for-cute etwas kiirzer schreiben:
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Eine binire Verzweigung hat die folgende Form:

(if b
Ik
a)

Dabei ist b die Bedingung und k und a sind die beiden Zweige: die Konsequente k und die Alter-
native a.

Abhingig vom Ausgang der Bedingung ist der Wert der Verzweigung entweder der Wert der Kon-
sequente oder der Wert der Alternative.

Abbildung 2.3: Bindre Verzweigung

(define exchange-for-cute
(lambda (p)
(if (cute? p)

p
"Katze")))

Das if spart also ein Paar Klammern und das else, aber daftir kann es eben nur binire Verzwei-

gungen. Abbildung zeigt die allgemeine Form von if-Ausdriicken. Fiir boolesche Fallunter-

scheidungen gibt es eine separate Konstruktionsanleitung:

AUFGABE 2.6

In der Mathematik es gibt den «Absolutbetrag» einer Zahl: Fiir eine negative Zahl liefert es die ent-
sprechende positive Zahl (aus —5 wird also 5), alle anderen Zahlen bleiben unverindert. Schreibe
eine Funktion, die den Absolutbetrag einer Zahl berechnet! O
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29 SYNTAKTISCHER ZUCKER

Tatsichlich ist if «primitiver» als cond: jede cond-Form kann in eine dquivalente if-Form tiber-

setzt werden, und zwar nach folgendem Schema:

(cond (t; ay) (tg as) ... (tp—1 an—1) (else ay,))
— (if t1 a1 (Af to ag ... (Af ... Gf t,—1 Ap_1 an)...)))

Die geschachtelte if-Form auf der rechten Seite der Ubersetzung wertet, genau wie die cond-Form,
nacheinander alle Bedingungen aus, bis eine #t liefert. Die rechte Seite des cond-Zweigs ist dann
gerade die Konsequente des i fs. Erst wenn alle Bedingungen fehlgeschlagen sind, ist die Alternative
des letzten if-Ausdrucks dran, nimlich a,, aus dem else-Zweig.

Da sich mit Hilfe dieser Ubersetzung jede cond-Form durch geschachtelte if-Formen ersetzen
ldsst, ist cond streng genommen gar nicht notwendig. Cond ist deswegen eine sogenannte abgeleite-
te Form. Da cond und andere abgeleitete Formen trotzdem praktisch und angenehm zu verwenden
sind und damit dem Programmierer die Arbeit verstifien, heiflen abgeleitete Formen auch synzak-

tischer Zucker.

AUFGABE 2.7

Schreibe die Funktion cute? aus Abschnittso um, dass sie if statt cond verwendet. O

AUFGABE 2.8

Wire es auch denkbar, dass i f syntaktischer Zucker fiir cond ist — kannst Du also eine Ubersetzung

eines 1f-Ausdrucks in einen cond-Ausdruck angeben? O

Auch and und or sind eigentlich syntaktischer Zucker: Es ist immer mdglich, einen and-

Ausdruck in ifs zu Gbersetzen. Es gelten folgende Ubersetzungsregeln:

(and e) — e
(and €1 ey ...) — (if e; (and ey ...) #f)

Ein and-Ausdruck mit mehreren Operanden wird so schrittweise in eine Kaskade von 1 f-Ausdriicken

iibersetzt:

(and a b ¢)

— (if a (and b c) #f)

— (if a (if b (and c) #f) #f)
— (if a (if b c #f) #f)
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Ebenso lassen sich or-Ausdriicke immer in if-Ausdriicke iibersetzen:

(or e) — e
(or e1 €3 ...) — (if ey #t (or ey ...))

Beispiel:

(or a b c)

— (if a #t (or b c))

— (if a #t (if b #t (or c)))
— (if a #t (if b #t c))

AUFGABE 2.9

Beim syntaktischen Zucker fiir and und or kénnten wir zusitzlich auch definieren, in was (and)
und (or) (also jeweils ohne Operanden) tibersetzt wird. Wir kénnten dann die Regeln fiir (and

e) und (or e) weglassen. Was wire jeweils die korrekte Ubersetzung? Du solltest einige Beispiele
durchspielen, um dies herauszufinden. (Achtung: Die korrekte Ubersetzung iiberrascht Dich viel-
leicht.) Ubersetze (and a b ¢) und (or a b ¢) jeweils mit Hilfe Deiner neuen Regeln so, als

ob die Regeln (and e) und (or e) nicht da wiren. O

210 UNSINNIGE DATEN ABFANGEN

Noch einmal zuriick zur Funktion heat-water aus Abschnitt E Die hat schon viele Zweige,

deckt aber immer noch nicht alles ab, zum Beispiel Anfangstemperaturen tiber 100°C:

(heat-water 150 0)
— 100

Das liegt daran, dass es gar kein verniinftiges Ergebnis gibt, wenn die Anfangstemperatur tiber
100°C liegt. Die Funktion berechnet aber trotzdem munter eines. Es wire gut, wenn wir melden
kénnten, dass die Funktion unsinnige Eingaben bekommen hat.

Dazu erweitern wir erst einmal die Verzweigung, gleich am Anfang:

(define heat-water
(lambda (temp heat)
(cond
; Anfangstemperatur ist iber 100°C, also unzuléssig
((> temp 100) ...)
o))
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Nur - was tun im Fehlerfall? Dazu gibt es eine eingebaute Funktion violation, die eine Fehler-
meldung als Zeichenkette akzeptiert und, wenn sie aufgerufen wird, das Programm abbricht und

die Fehlermeldung ausdrucke. Die vollstindige fertige Funktion sieht dann so aus:

(define heat-water
(lambda (temp heat)
(cond
; Anfangstemperatur ist tber 100°C, also unzuléssig
((> temp 100)
(violation "Anfangstemperatur iber 100°C"))
; Anfangstemperatur ist unter 0°C, es wird also Eis erwdrmt.
((< temp 0)
(cond
; Erwdrmung bleibt unter 0°C.
((< (+ temp heat) 0) (+ temp heat))
; Erwdrmung bleibt bei 0°C "stecken".
((< (+ temp heat) 80) 0)
; Die Erwadrmung wirde die Temperatur auf tber 100°C bringen
((>= (- (+ temp heat) 80) 100) 100)
; Erwdrmung erhéht Temperatur idber Nullpunkt hinaus.
(else
(- (+ temp heat) 80))))
; Erwdrmung wiirde Wassertemperatur auf iiber 100°C erhdhen.
((>= (+ temp heat) 100) 100)
; Wasser féngt flissig an und bleibt durch Erwdrmung flissig.
(else
(+ temp heat)))))

Natiirlich sollten wir auch den Fehlerfall testen — das geht nicht mit check-expect, das ja erwar-
tet, dass ein Testausdruck einen ordnungsgemifien Wert liefert. Fiir Fehlerfille gibtes check-error,

das Testfille erzeugt, die dann bestanden sind, wenn die Auswertung einen Fehler liefert:
(check-error (heat-water 150 0)) ; Anfangstemperatur iiber 100°C

Die einfachere Funktion heat-water-2 besteht diesen Test tibrigens auch, ganz ohne Verwen-

dung von violation. Warum ist das so? Hier ist die Fehlermeldung:

cond: alle Bedingungen ergaben #f
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Auflerdem markiert DrRacket die Funktion temperature->heat als Ubeltiter. Deren Bedin-
gungen schliefen Temperaturen iiber 100°C explizit aus. Auch hier ist also die einfachere Version

klar im Vorteil.

AUFGABE 210

Probiere die Ausdriicke (heat-water 0 0) und (heat-water-2 0 0) aus. Sie liefern unter-
schiedliche Ergebnisse. Warum? Welche Version hat recht? O

AUFGABEN

AUFGABE 211

An die «Flensburg»-Punkte, die es bei Verstoflen gegen die Verkehrsvorschriften gibt, kntpft § 4

des StrafSenverkehrsgesetzes die folgenden Sanktionen:

o Punkte Keine Sanktionen
1bis 3 Punkte  Vormerkung
4 bis s Punkte  Ermahnung
6 bis 7 Punkte ~ Verwarnung
8 Punkte Entzug

Schreibe eine Funktion, die zu einer gegebenen Punktezahl die daraus folgende Konsequenz be-

rechnet!

AUFGABE 212

Schreibe eine Funktion card-type, die den Umsatz ciner Kreditkarte akzeptiert und die eine
entsprechende Kategorie als Zeichenkette zuriickgibt. Verwende die Konstruktionsanleitungen:
Schreibe die Kurzbeschreibung auf, fithre eine Datenanalyse durch und schreibe die Signatur auf.
Erstelle dann die Testfille und das Gertiist. Vervollstindige danach den Rumpf der Funktion und

vergewissere Dich, dass die Tests erfolgreich laufen.

Umsatz < 15.000 = Weif
15.000 < Umsatz < 50.000 = Gold
50.000 < Umsatz < 150.000 — Platin
150.000 < Umsatz = Schwarz
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AUFGABE 213

1. Schreibe eine Funktion min-2, die als Argumente zwei Zahlen nimmt und die kleinere der
beiden Zahlen zuriickgibt. Schreibe aufierdem eine Funktion min-3, die als Argumente drei
Zahlen nimmt und die kleinste der drei Zahlen zurtickgibt. Verwende die Konstruktionsan-
leitung: Schreibe explizit Kurzbeschreibung und Signatur auf, erstelle dann das Geriist und
die Testfille. Vervollstindige danach den Rumpf der Funktion und vergewissere Dich, dass die
Tests erfolgreich laufen.

2. Schreibe analog eine Funktion max-2 und max-3.

3. Schreibe eine Funktion min-3, welche die kleinste von drei gegebenen Zahlen ausgibt.

4. Schreibe eine Funktion min-37, die iiberpriift, ob die erste von drei gegebenen Zahlen das
Minimum ist.

5. Schreibe eine Funktion valid-value?, die iiberpriift, ob die erste von drei gegebenen Zahlen
zwischen den beiden anderen liegt. Mit «zwischen» ist gemeint, dass die erste Zahl auch gleich
der zweiten oder der dritten sein kann.

6. clamp, die wie folgt definiert ist:

T min < x < max
clamp(z, min, maz) =< min  x < min

mar T > max

AUFGABE 214

Beim Fuf$ball lisst die Riickennummer einer Spielerin hiufig Riickschliisse auf ihre Position zu.
Wir machen dabei folgende Annahmen:

* Eine Torwdrtin hat die Riickennummer 1.

* Eine Abwebrspielerin hat die Riickennummer 2, 3, 4 oder s.

* Eine Mittelfeldspielerin hat die Rickennummer 6, 7, 8 oder 10.

* Eine Stirmerin hat die Riickennummer 9 oder 11.

* Eine Ersatzspielerin hat eine Riickennummer zwischen 12 und 99.

* Alle anderen Riickennummern sind ungiiltig.
Schreibe zunichst eine Datendefinition fiir die Positionen und dann eine passende Signatur-Defi-
nition mit dem Namen position.

Schreibe nun eine Funktion mit folgender Signatur:

(: nummer->position (natural -> position))
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Die Funktion soll dabei zu einer gegebenen Riickennummer die zugehérige Position berechnen.
Verwende beim Schreiben der Funktion die Konstruktionsanleitungen fiir Funktionen und
tir Fallunterscheidungen. Teste die Funktion nummer->position mit mindestens sechs Testfil-

len, so dass alle Fille abgedeckt sind.

AUFGABE 215

Schreibe ein Programm, mit dem Buf$- und Verwarnungsgelder automatisch bestimmt werden.
1. Programmiere eine Funktion zu-langes—-parken fiir die Bewertung von zu langem Parken
auf einem kostenpflichtigen Parkplatz. Diese bekommt eine Zeitspanne iibergeben und gibt
das entsprechende Verwarnungsgeld zuriick.

Diese Verwarnungen sind wie folgt festgelegt:

Uberschreitung der Héchstparkdauer bis 30 Minuten €5
bis zu einer Stunde €10
bis zu zwei Stunden €15
bis zu drei Stunden €20
linger als drei Stunden €25

2. Das Uberfahren einer roten Ampel kostet je nach Gefihrdungslage mehr, gibt Punkte und
Fahrverbote. Schreibe drei Funktionen, eine fir das Bufligeld rote-ampel-buBgeld, eine
fiir die Punkte in Flensburg rote-ampel-punkte und eine Funktion fur das Fahrverbot
rote-ampel-fahrverbot, welcheausgibt, ob ein Fahrverboterteilt wird. Ubergib den Funk-
tionen, wie lange die Ampel schon rot war und ob eine Gefihrdung oder Sachbeschidigung
vorlag.

Die Buf3gelder sind wie folgt definiert:

* Bei Rot tiber die Ampel innerhalb der ersten Sekunde €50 und 3 Punkte.

* Bei Rot tiber die Ampel innerhalb der ersten Sekunde mit Gefihrdung oder Sachbeschidi-
gung €125, 4 Punkte und 1 Monat Fahrverbot.

* Bei Rot iiber die Ampel nach der ersten Sekunde €125, 4 Punkte und 1 Monat Fahrverbot.

* Bei Rot tiber die Ampel nach der ersten Sekunde mit Gefihrdung oder Sachbeschidigung
€200, 4 Punkte und 1 Monat Fahrverbot.
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Viele Informationen, die in Programmen reprisentiert werden, haben mehrere Bestandteilen:
* Ein Festessen besteht aus Vorspeise, Hauptgang und Nachspeise.
* FEine Uhrzeit besteht aus Stunden und Minuten.
* Eine Tiir besteht aus Tiirblatt und Tiirgriff.
Es werden also mehrere Dinge zu einem zusammengesetzt. Eine andere Betrachtungsweise ist, dass
ein einzelnes Ding mebrere Eigenschaften hat:
* FEin Filzstift hat Dicke und Farbe.
* FEine Katze hat Alter und Geschlecht.
* Ein Lautsprecher hat Minimal- und Maximalfrequenz.
Um solche Informationen abzubilden, fithren wir in diesem Kapitel eine neue Art Daten ein, die

zummmenge.retztm Daten.

31 COMPUTER KONFIGURIEREN

‘ zusammengesetzte-daten/computer.rkt Code

Viele Computergeschifte erlauben, bestimmte Komponenten eines neues Computers auszuwih-

len, zum Beispiel Prozessor, Festplatte und Gréfie des RAM-Hauptspeichers:

Anders gesagt, ein Computer besteht aus:
* Prozessor
* RAM
* Festplatte
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Natiirlich besteht ein Computer auch noch aus anderen Teilen, die aber (zumindest in diesem Bei-
spiel) immer gleich oder irrelevant sind. In einer Bestellung miissen also nur diese drei Bestandteile
enthalten sein. Wir nehmen an, dass es beim Prozessor nur auf den Namen («Athlon», «Xeon»,
«Cell», ...) ankommt, beim RAM nur auf die Gréfe in Gigabyte, und auch bei der Festplatte nur
auf die Gréf3e in Gigabyte.

Wir konnen daraus eine amtliche Datendefinition machen:

; Ein Computer besteht aus:

; — Prozessor

; — Hauptspeicher-Kapazitdt in Gbyte
; — Festplatten-Kapazitdt in Gbyte

Wichtig ist hier die Formulierung «besteht aus», die auf zusammengesetzte Daten hindeutet. Die
Daten, die aus so einer Datendefinition fiir zusammengesetzte Daten entstehen, kdnnen als Tabelle

dargestellt werden:

Feld | Komponente

Prozessor | "Cell"
RAM | 8
Festplatte | 250

Computer

Diese Tabelle steht demnach fiir einen Computer mit Cell-Prozessor, 8 Gigabyte RAM und ei-
ner 250-Gigabyte-Festplatte. Sie hat also mehrere Bestandteile und ist damit zusammengesetzt. Die
Computerfirma wird viele Computer nach diesem Schema ausliefern, bei denen allesamt jeweils
Prozessor, RAM und Festplatte in der Bestellung stehen wird. Solche Informationen, die alle dem
gleichen Schema folgen, kdnnen also nach «Typ» sortiert werden, wobei der Typ festlegt, um was
fiir eine Art Information es geht und aus welchen Teilen sie zusammengesetzt ist. In der obigen
Tabelle ist das Feld die Allgemeinbezeichnung fiir ein Bestandteil, das alle Computer haben. Die
Komponente ist das konkrete Bestandteil eines einzelnen Computers.

Zusammengesetzte Daten bilden die Lehrsprachen durch sogenannte Records ab. Jeder Record
gehort zu einem bestimmeten Record-Typ, der festlegt, was fiir eine Sorte Information reprisentiert
wird und welche Felder die Records des Record-Typs haben.

Der Record-Typ fiir Computer sieht feste Felder vor («Prozessor», <R AM», «Festplatte»).
Ein einzelner Record dieses Typs besteht aus Komponenten, eine pro Feld. (In diesem Fall "Ce11",
8 und 250.)

Record-Typen miissen in einem Programm explizit mit Hilfe einer speziellen Record-Definition
definiert werden, die mit def ine-record beginnt. Hier ist die Record-Definition zur Datendefi-

nition fiir Computer:



COMPUTER KONFIGURIEREN 81

(define-record computer
make-computer
(computer-processor string)
(computer-ram natural)

(computer-hard-drive natural))

Diese etwas komplizierte Form erldutern wir Schritt fiir Schritt. Weil sie gleich mehrere Funktionen
definiert, die mit Records zu tun haben, heifit sie define-record. Nach define-record steht
der Name der Signatur fiir die Werte des Record-Typs, computer. Diese Signatur nennen wir ab
sofort die Record-Signatur.

Als Nichstes in der Record-Definition kommt make-computer, der Name einer Funktion,
die fur die Konstruktion eines Computer-Records zustindig ist. Analog zum Zusammenbauen ei-
nes Computers mit Cell-Prozessor, 8 Gigabyte RAM und 250 Gigabyte Festplatte wird der dazu-
gehorige Record mit der Funktion make-computer folgendermaflen hergestellt:

(make-computer "Cell" 8 250)
— #<record:computer "Cell" 8 250>

Make-computer hat folgende Signatur:
(: make-computer (string natural natural -> computer))

Die drei Eingaben sind der Reihe nach Prozessor, RAM und Festplatte. Make-computer macht
daraus einen Wert der Sorte computer der Computer-Records. Damake-computer einen Com-
puter=Record «konstruiert», heif§t die Funktion auch Konstruktor.

Mit der Schreibweise

#<record:... ...>

werden Record-Typ und ihre Komponenten in der REPL sichtbar.
Hier sind einige Beispiele fiir Computer-Records, mit Kommentaren, welche die Beziehung
zwischen Daten und Information (sieche Abschnitt|r.6 auf Seite23) herstellt:

; Cell, 4 Gbyte RAM, 1000 Gbyte Festplatte
(define gamer (make-computer "Cell" 4 1000))

gamer
— #<record:computer "Cell" 4 1000>

; Xeon, 2 Gbyte RAM, 500 Gbyte Festplatte

(define workstation (make-computer "Xeon" 2 500))
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workstation

< #<record:computer "Xeon" 2 500>

Umgekehrt zur Konstruktion nehmen manche Bastler aus dem Computer die Einzelteile wieder
heraus, zum Beispiel, um sie in einem anderen Computer zu verbauen. Fiir dieses Herausnehmen
sind die Funktionen computer-processor, computer-ramund computer-hard-drive zu-

stindig, die von der Record-Definition definiert werden:

(computer-processor gamer)
— "Cell"

(computer-ram gamer)

— 4

(computer-hard-drive gamer)
— 1000

Diese drei Funktionen heiflen Selektoren. Sie haben folgende Signaturen:

(: computer-processor (computer -> string))
(: computer-ram (computer -> natural))

(: computer-hard-drive (computer -> natural))

Genau genommen sind diese Signaturen redundant: In der Record-Definition steht ja schon, dass
die Felder die Signaturen string, natural und natural sind. Jeder Selektor hat computer
als Eingabe und die jeweilige Feld-Signatur als Ausgabe. Auch die Signatur-Deklaration fiir den

Konstruktor ist redundant.

AUFGABE 31

Wie ist der Zusammenhang zwischen der Record-Definition und der Signatur des Konstruktors?

O

Trotzdem ist es zumindest am Anfang hilfreich, sich die Arbeitsweise von Konstruktor und Selek-
toren anhand ihrer Signaturen klarzumachen. Wir schreiben sie darum in diesem Kapitel noch hin,
danach nicht mehr.

Mit Hilfe des Konstruktors und der Selektoren kdnnen wir weitergehende Funktionen defi-
nieren. Fir den Anfang kénnte das eine Funktion sein, die den Gesamtspeicher eines Computers
berechnet, also Hauptspeicher und Festplattenspeicher zusammen. Eine solche Funktion miisste

Kurzbeschreibung und Signatur wie folgt haben:
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; Gesamtspeicher berechnen

(: total-memory (computer -> natural))
Hier sind unsere Erwartungen an total-memory, als Testfille formuliert:

(check-expect (total-memory workstation) 502)
(check-expect (total-memory gamer) 1004)

Das Gertist ist wie folgt:

(define total-memory
(lambda (c)
o))

Um etwas aus dem Record zu berechnen, muss total-memory (und so gut wie jede andere Funk-
tion auch) die Bestandteile betrachten. Es ist deshalb sinnvoll, die Schablone mit den Aufrufen der

Selektoren zu bestiicken.

(define total-memory
(lambda (c)
(computer-processor c)
(computer-ram c)
(computer-hard-drive c) ...))

Jetzt wo die Schablone fertig ist, konnen wir uns mit dem Inhalt der Aufgabe beschiftigen: Der
Prozessor hat nichts mit der Speichermenge zu tun, wir kénnen den entsprechenden Selektoraufruf

also wieder loschen:

(define total-memory
(lambda (c)
(computer-ram c)

(computer-hard-drive c) ...))
Der Gesamtspeicher ist die Summe der beiden Komponenten:

(define total-memory
(lambda (c)
(+ (computer-ram c)

(computer-hard-drive c))))

Total-memory ist ein Beispiel fiir eine Funktion, die einen Record akzeptiert. Umgekehrt gibt
es auch Funktionen, die Records produzieren. Angenommen, unser Computerhindler bietet ne-

ben der Einzelkonfiguration von Prozessor, Hauptspeicher und Festplatte einige Standardmodelle



84 COMPUTER KONFIGURIEREN

an — sagen wir, ein Billigmodell, ein Modell fiir Profis (was immer eine «Profi» sein mag) und ein
Modell fiir Computerspieler. Je nachdem, welches der Modelle der Kunde auswihlt, muss die ent-
sprechende Konfiguration zusammengesetzt werden. Fir die Standardkonfiguration gibt es drei
feste Moglichkeiten, es handelt sich hier also um eine Aufzihlung.

Fir die Aufzihlung machen wir erst einmal — nach Konstruktionsanleitung auf Seite -

eine Daten- und eine Signatur-Definition:

; Ein Modell ist eins der folgenden:
; — Billigmodell
; — Profi-Modell
; — Gamer-Modell
(define model
(signature

(enum "cheap" "professional" "gamer")))

Eine Funktion, die zu einer Standardkonfiguration den passenden Computer fertigt, kénnte damit

folgende Kurzbeschreibung und Signatur haben:

; Standard-Computer zusammenstellen

(: standard-computer (model -> computer))
Die Testfille sollten alle drei Standardkonfigurationen abdecken:

(check-expect (standard-computer '"cheap")
(make-computer "Sempron" 2 500))

(check-expect (standard-computer "professional')
(make-computer "Xeon" 4 1000))

(check-expect (standard-computer "gamer')
(make-computer "Quad" 4 750))

Hier ist das Geriist:

(define standard-computer
(lambda (k)
ce))

Bei der Schablone gehen wir wieder nach Konstruktionsanleitung auf Seite vor. Da es sich
beim Argument von standard-computer um eine Fallunterscheidung — eine Aufzihlung mit
drei Alternativen — handelt, konnen wir die dazu passende Schablone - eine Verzweigung mit dre;

Zweigen — zum Einsatz bringen:



COMPUTER KONFIGURIEREN 85

(define standard-computer

(lambda (k)
(cond
oo o))
oo o))
Coor o)D)

Bei den Tests der Zweige miissen wir k mit den Elementen der Aufzihlung vergleichen. Da es sich
um Zeichenketten handelt, nehmen wir dazu string="7:

(define standard-computer
(lambda (k)
(cond
((string=7 k "cheap") ...)
((string=7 k "professional") ...)

((string=7 k "gamer") ...))))

In jedem Zweig miissen wir nun dafiir sorgen, dass der entsprechende Computer hergestellt wird.
Fir das Herstellen von Computer-Records ist der Konstruktor make-computer zustindig. Dem-

entsprechend missen wir in jedem Zweig einen Aufruf von make-computer platzieren, jeweils
mit drei Argumenten:

(define standard-computer
(lambda (k)
(cond

((string=7 k "cheap")
(make-computer ... ... ...))
((string=7 k "professional")
(make-computer ... ... ...))

((string=7 k "gamer")
(make-computer ... ... ...)))))

Jetzt miissen wir die Argumente fiir die Aufrufe von make-computer zur Verfiigung stellen. Fir
jeden Aufruf sind das der Prozessor, die Grofle des Hauptspeichers und die Grofle der Festplat-

te. Die entsprechenden Angaben kénnen wir zum Beispiel den Testfillen entnehmen. Folgendes
kommt dabei heraus:

(define standard-computer
(lambda (k)
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(cond
((string=7 k "cheap")
(make-computer "Sempron" 2 500))
((string=7 k "professional")
(make-computer "Xeon" 4 1000))
((string=7 k "gamer")
(make-computer "Quad" 4 750)))))

Fertig!

AUFGABE 3.2

Schreibe eine Funktion, die einen Computer klassifiziert als «fett», «Durchschnitt» oder «mii-

de». Definiere die Kriterien dafiir selbst. O

3.2 ZUSAMMENGESETZTE DATEN SELBST KONSTRUIEREN

zusammengesetzte-daten/wallclock-time.rkt Code

Fiir ein weiteres Beispiel greifen wir auf folgenden Satz aus der Einleitung zuriick, den wir schon

als Datendefinition auslegen kénnen:
; Eine Uhrzeit besteht aus Stunde und Minute.

Fur die Entwicklung der dazu passenden Record-Definition miissen wir uns einen Namen fiir den

Record-Typ ausdenken. Dann kénnen wir bereits ein karges Geriist hinschreiben:

(define-record wallclock-time

make-wallclock-time

)

Als Nichstes miissen wir festlegen, wie viele Bestandteile die Records haben sollen. In diesem Fall
(«Stunde und Minute» ) sind es zwei. Wir kdnnen das Gertist der Record-Definition entsprechend

um zwei Felder erweitern:

(define-record wallclock-time
make-wallclock-time
oo 0l
Coov o0l

Auf die Anzahl der Bestandteile zu achten, hilft uns dabei, MantraElauf Seite@umzusetzen:
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MANTRA 1

Achte darauf, dass fiir alles, was Du weifit, tatsichlich auch etwas im Programm steht.

Als Nichstes kommen die Namen der Selektoren. Dabei befolgen wir eine Konvention, die Selekto-
ren alle mitwallclock-time-anfangen zu lassen. Bei der Benennung des Konstruktor haben wir
ebenfalls eine Konvention angewendet, dessen Name sich aus make- und dem Namen des Record-

Typs ergibt. Also:

(define-record wallclock-time
make-wallclock-time
(wallclock-time-hour o)

(wallclock-time-minute ...))

Dass wir die Selektoren untereinander schreiben, dientlediglich der Ubersichtlichkeit, ist also eben-
falls eine Konvention.
Esfehlen noch die Signaturen beiwallclock-time-hour undwallclock-time-minute.

Nicht nur die: Wir brauchen tiberhaupt erstmal Datendefinitionen fiir die beiden Felder.

; Eine Stunde ist eine ganze Zahl zwischen O und 23.

; Eine Minute ist eine ganze Zahl zwischen O und 59.

Da es um ganze Zahlen ab o geht, kdnnten wir natural verwenden, priziser ist es aber, wenn wir
integer-from-to aus Abschnitt[o.2 auf Seite 47| benutzen und eigene Signatur-Definitionen

einfithren:

; Eine Stunde ist eine ganze Zahl zwischen O und 23.
(define hour (signature (integer-from-to 0 23)))
; Eine Minute ist eine ganze Zahl zwischen O und 59.

(define minute (signature (integer-from-to 0 59)))
Diese Signaturene kénnen wir jetzt in der Record-Definition fir wallclock-time verwenden:

(define-record wallclock-time
make-wallclock-time
(wallclock-time-hour  hour)

(wallclock-time-minute minute))

Wir schreiben die Signaturen der definierten Funktionen aus. Diese ergeben sich direkt aus der

Record-Definition:
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Eine Record-Definition hat folgende allgemeine Gestalt:

(define-record t
@
(sely sigy)

.(.s.eln 519, )

Diese Form definiert einen Record-Typ mit n Feldern. Dabeisind ¢, ¢, sel; . . . sel,, allesamt Va-
riablen, fiir die def ine-record Definitionen anlegt:
* tist der Name der Record-Signatur.
* cistder Name des Konstruktors, den def ine-recordanlegt. Der Konstruktor hat folgende
Signatur:

(: ¢ (sigy ... sig, => )

* Sely, ..., sel, sind die Namen der Selektoren fiir die Felder des Record-Typs. Der Selektor
s; hat folgende Signatur:

(: sel; (t —> sig;))

Abbildung 3.1: define-record (einfach)

(: make-wallclock-time (hour minute -> wallclock-time))
(: wallclock-time-hour (wallclock-time -> hour))

(: wallclock-time-minute (wallclock-time -> minute))

Der Konstruktor akzeptiert fiir jedes Feld ein Argument — entsprechend stehen die Signaturen der
Felder vor dem Pfeil. Heraus kommt beim Konstruktor immer ein Record, da steht also der Name
des Record-Typs.

Bei den Selektoren ist es umgekehrt: Da steht immer die Record-Signatur vorn (sie akzeptieren
ja jeweils einen Record) und nach dem Pfeil steht die Signatur des jeweiligen Feldes.

Abbildungfasst die Form von Record-Definitionen zusammen.

Hier sind drei Beispiele fiir Uhrzeiten als Daten, mit Kommentaren, welche die reprisentierte

Information beschreiben:

(define wtl (make-wallclock-time 11 55)) ; finf vor zwolf
(define wt2 (make-wallclock-time O 0)) ; Mitternacht
(define wt3 (make-wallclock-time 1 1)) ; 1 Uhr 1

Zuerst berechnen wir fiir eine Uhrzeit die Anzahl der Minuten seit Mitternacht. Hier sind Kurz-

beschreibung, Signatur, Testfille und Gertist:
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; Minuten seit Mitternacht berechnen

(: minutes-since-midnight (wallclock-time -> natural))

(check-expect (minutes-since-midnight wtl) (+ (* 11 60) 55))
(check-expect (minutes-since-midnight wt2) 0)

(check-expect (minutes-since-midnight wt3) 61)

(define minutes-since-midnight
(lambda (wt)
)

Minutes-since-midnight soll eine Funktion sein, die Uhrzeiten als Eingabe akzeptiert, also
zusammengesetzte Daten. Eine Funktion, die aus zusammengesetzten Daten etwas berechnet, muss
meist deren Bestandteile verwenden, auf die sie mit den Selektoren zugreifen kann. Wir fagen als

nichsten Schritt Aufrufe beider Selektoren ein:

(define minutes-since-midnight
(lambda (wt)
(wallclock-time-hour wt)

(wallclock-time-minute wt) ...))
Jetzt setzen wir noch etwas Wissen tiber Uhrzeiten ein und vervollstindigen damit den Rumpf:

(define minutes-since-midnight
(lambda (wt)
(+ (x 60 (wallclock-time-hour wt))

(wallclock-time-minute wt))))

AUFGABE 3.3

Schreibe eine Funktion, die fiir eine Uhrzeit zuriickliefert, ob sich diese auf den Vormittag oder den

Nachmittag (also vor oder nach 12 Uhr mittags) bezieht. O

Die Funktionminutes-since-midnight kdnnen wir auch umdrehen:

; Aus Minuten seit Mitternacht die Uhrzeit berechnen

(: minutes-since-midnight->wallclock-time (natural -> wallclock-time))

DerPfeilinminutes-since-midnight->wallclock-time gehdrt zum Namen dazu und steht

fiir die Umwandlung einer Grof3e in eine andere.
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Die Testfille sind gegeniiber ninutes-since-midnight umgedreht:

(check-expect (minutes-since-midnight->wallclock-time
(+ (x 11 60) 55))
wtl)
(check-expect (minutes-since-midnight->wallclock-time 0)
wt2)
(check-expect (minutes-since-midnight->wallclock-time 61)
wt3)

Hier ist das Geriist:

(define minutes-since-midnight->wallclock-time
(lambda (msm)
ce))

Diese Funktion, produziert eine Uhrzeit — sie muss also den Konstruktor firr wallclock-time

aufrufen. Daraus ergibt sich folgende Schablone:

(define minutes-since-midnight->wallclock-time
(lambda (msm)
(make-wallclock-time ... ...)))

Um die Schablone zum Rumpf zu vervollstindigen, miissen wir aus den Minuten seit Mitternacht
msm zunichst die Stunde berechnen. Dazu brauchen wir eine Funktion, die ganzzahlig teilt. Die

eingebaute Funktion / macht das leider nicht:

(/ 61 60)
— 1.016

Aber die Funktion quotient hilft uns weiter:

(quotient 61 60)
— 1

Das kénnen wir in der Schablone benutzen:

(define minutes-since-midnight->wallclock-time
(lambda (msm)
(make-wallclock-time (quotient msm 60) ...)))

Es fehlt noch die Minute — dafiir brauchen wir den Divisionsresz. Den berechnet die eingebaute

Funktion remainder:
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(remainder 67 60)
— 7
(remainder 125 60)
— 5

Damit kénnen wir den Rumpf vervollstindigen:

(define minutes-since-midnight->wallclock-time
(lambda (msm)

(make-wallclock-time (quotient msm 60) (remainder msm 60))))

AUFGABE 3.4

Schreibe eine Funktion make-wallclock-time—-12h, die eine Uhrzeit aus einer Zeitangabe im

12-Stunden-Format konstruiert. Also zum Beispiel:

(make-wallclock-time-12h 6 30 "AM")
< #<record:wallclock-time 6 30>
(make-wallclock-time-12h 6 30 "PM")
— #<record:wallclock-time 18 30>
(make-wallclock-time-12h 12 O "PM")
< #<record:wallclock-time 12 0>
(make-wallclock-time-12h 12 00 "AM")
< #<record:wallclock-time 0O 0>
(make-wallclock-time-12h 12 30 "PM")
< #<record:wallclock-time 12 30>

(Fur die beiden Fille 12:00AM und 12:00PM gibt es keine eindeutige Zuordnung, wir haben das
willkiirlich festgelegt.) O

AUFGABE 3.5

Funktioniert minutes-since-midnight->wallclock-time fiir alle Zahlen als Eingabe? [J

AUFGABE 3.6

Schreibe eine Funktion wallclock-time-add-minutes, die auf eine Uhrzeit eine gegebene
Anzahl Minuten addiert. Benutze dafiir die vorhandenen Funktionenminutes-since-midnight
und minutes-since-midnight->wallclock-time! Du darfst annehmen, dass auch das Er-

gebnis noch in die 24 Stunden eines Tages passt. O
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3.3 KONSTRUKTIONSANLEITUNGEN FUR ZUSAMMENGESETZTE DATEN

Dieser Abschnitt fasst die Erkenntnisse aus den Beispielen zu zusammengesetzten Daten in Form

von Konstruktionsanleitungen zusammen. Wir fangen an mit der Datenanalyse und der zugehéri-

gen Record-Definition.
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Wenn Du geniigend Ubung mit der Verwendung von Konstruktoren und Selektoren hast,
kannst Du die Signaturen (die ja redundant sind) auch weglassen: Die relevanten Signaturen fiir
die Felder stehen ja schon in der Record-Definition.

Wenn Du die Datenanalyse und die Record-Definition fiir zusammengesetzte Daten abge-
schlossen hast, solltest Du anhand der Signatur der Funktion feststellen, ob die zusammengesetzten
Daten als Ein- oder als Ausgabe verwendet werden. Abhingig davon kannst Du die entsprechende

Schablone aus den folgenden beiden Konstruktionsanleitung auswihlen.

KONSTRUKTIONSANLEITUNG 13 (ZUSAMMENGESETZTE DATEN ALS EINGABE: SCHABLONE)

Wenn Deine Funktion zusammengesetzte Daten als Eingabe akzeptiert (das ergibt sich aus
der Signatur), gehe nach Schreiben des Gertistes folgendermafien vor:
1. Fir jede Komponente, schreibe (sel 7) in die Schablone, wobei sel der Selektor der

Komponente und 7 der Name des Record-Parameters ist, also zum Beispiel:
(wallclock-time-hour wt)

2. Vervollstindige die Schablone, indem Du einen Ausdruck konstruierst, in dem die Selek-
tor-Anwendungen vorkommen.
3. Esist moglich, dass niche alle Selektor-Anwendungen im Rumpf verwendet werden: In

diesem Fall I6sche die Selektor-Anwendung wieder.

Mit etwas Ubung kannst Du nicht benétigte Selektor-Anwendungen auch von vornherein weglas-
sen. Gelegentlich deutet es aber auf einen Fehler hin, wenn eine fehlt: Darum ist es oft sinnvoll, sie
zunichst hinzuschreiben.

Funktionen, die zusammengesetzte Daten als Ausgabe haben, miissen einen entsprechenden Re-

cord konstruieren und deshalb den Konstruktor aufrufen. Hier ist Schablone dafiir:

KONSTRUKTIONSANLEITUNG 14 (ZUSAMMENGESETZTE DATEN ALS AUSGABE:
SCHABLONE)

Wenn Deine Funktion zusammengesetzte Daten als Ausgabe hat, schreibe einen Aufruf des
passenden Record-Konstruktors in den Rumpf, zunichst mit einer Ellipse fiir jedes Feld des

Records, also zum Beispiel:

(make-wallclock-time ... ... )
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3.4 EIN- UND AUSGABE ZUSAMMENGESETZTER DATEN

zusammengesetzte-daten/dillo.rkt Code

In diesem Abschnitt kombinieren wir Ein- und Ausgabe zusammengesetzter Daten in einer einzi-
gen Funktion.

Im Beispiel dafiir geht es um Girteltiere in Texas: Die tiberqueren insbesondere die Highways
und werden dabei leider oft tiberfahren — am Straflenrand sind entsprechend viele Gurteltiere zu
sehen. Auflerdem fiittern freundliche Autofahrer gelegentlich die Giirteltiere. Mit diesen beiden
Aspekten wollen wir uns beschiftigen: Was passiert, wenn ein Giirteltier tiberfahren wird? Was
passiert, wenn ein Gurteltier gefiittert wird? Entsprechend interessiert uns, ob ein Giirteltier am
Leben ist und welches Gewicht es hat. Das kdnnen wir nach Konstruktionsanleitungauf Seite@

direkt in eine Datendefinition {ibersetzen:

; Ein Girteltier hat folgende Eigenschaften:
; — Gewicht (in g)
; — lebendig oder tot

Wiederum handelt es sich um zusammengesetzte Daten, wie aus der Formulierung «hat» ersicht-
lich ist. Wir beschrinken uns hier auf die beiden Eigenschaften, die fur die Aufgabenstellung re-

levant sind. Aus der Datendefinition konnen wir direkt eine passende Record-Definition machen:

(define-record dillo
make-dillo
(dillo-weight natural)

(dillo-alive? boolean))

(«Dillo» steht kurz fir «Armadillo», das aus dem Spanischen ibernommene englische Wort ftir
Girteltier.)

Fir das Feld alive? konnten wir unterschiedliche Reprisentationen wihlen: Eine Aufzih-
lung wire méoglich; wir haben uns fiir einen booleschen Wert entschieden, der die Frage «Lebt das

Giirteltier?» beantwortet. Hier sind die Signaturen fiir die Record-Funktionen:

(: make-dillo (matural boolean -> dillo))
(: dillo-weight (dillo -> natural))
(: dillo-alive? (dillo -> boolean))

Hier sind einige Exemplare als Daten plus Information:

(define dillol (make-dillo 55000 #t)) ; 55 kg, lebendig


https://raw.githubusercontent.com/deinprogramm/schreibe-dein-programm/master/zusammengesetzte-daten/dillo.rkt
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(define dillo2 (make-dillo 58000 #f)) ; 58 kg, tot
(define dillo3 (make-dillo 60000 #t)) ; 60 kg, lebendig
(define dillo4 (make-dillo 63000 #f)) ; 63 kg, tot

Fangen wir damit an, Girteltiere zu fiittern. Die Standard-Futter-Portion ist dabei soo g, und das
Girteltier nimmt durch die Fiitterung um das entsprechende Gewicht zu. Hier sind Kurzbeschrei-

bung und Signatur:

; Girteltier mit 500 g Futter fittern
(: feed-dillo (dillo -> dillo))

Hier der erste, naheliegende Testfall:
(check-expect (feed-dillo dillol) (make-dillo 55500 #t))

Bei feed-dillo ist relevant, was es mit toten Giirteltieren macht: Tote Giirteltiere fressen nicht,

entsprechend nehmen sie auch nicht zu, wenn man ihnen Futter anbietet:
(check-expect (feed-dillo dillo2) dillo2)
Hier das Geriist der Funktion:

(define feed-dillo
(lambda (dillo)
D)

Fir den Namen des Parameters verwenden wir auch dillo, nicht zu verwechseln mit der Signatur,
die ebenfalls dil1o heifit. Das 1ambda sorgt dafiir, dass dillo sich innerhalb seines Rumpfes auf

den Parameter bezieht, nicht auf die weiter auf8en stehende Signatur.

AUFGABE 37

Um Dir klarzumachen, welches dillo zu welchem lambda bezichungsweise zu welcher Definiti-
on gehort, kannst Du in DrRacket den Knopf Syntaxprifung driicken und danach den Maus-

Zeiger tiber die verschiedenen Vorkommen von dillo bewegen. O

Mehr zu diesem Thema kommt in Abschnitt[g.6|auf Seite[266.

Feed-dillo hat zusammengesetzte Daten sowohl als Eingabe als auch als Ausgabe. Entspre-
chend kommen die Schablonen fiir beide Situationen zum Einsatz.

Zunichst ist die Schablone fiir zusammengesetzte Daten als Eingabe aus Konstruktionsanlei-

tungauf Seitean der Reihe. Wir schreiben die Aufrufe der Selektoren auf:
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(define feed-dillo
(lambda (dillo)
(dillo-weight dillo)
(dillo-alive? dillo) ...))

Dazu kommt die Schablone fiir zusammengesetzte Daten als Ausgabe aus Konstruktionsanleitung
auf Seite@ also der Aufruf des Konstruktors:

(define feed-dillo
(lambda (dillo)
(make-dillo ... ...)
(dillo-weight dillo)
(dillo-alive? dillo) ...))

Der zweite Testfall zeigt, dass, was feed—-dillo betrifft, die Giirteltiere in zwei verschiedene Grup-
pen fallen: Feed-dillo verhilt sich bei lebenden Girteltieren anders als bei toten: eine Fallunter-
scheidung. Entsprechend brauchen wir eine Verzweigung im Rumpf, und zwar aufgrund des Wer-
tes von (dillo-alive? dillo), der schon in der Schablone steht. Da dillo-alive? einen
booleschen Wert liefert, handelt es sich um eine boolesche Fallunterscheidung. Deshalb kénnen wir

Konstruktionsanleitungauf Seiteanwenden und eine binire Verzweigung benutzen:
(define feed-dillo
(lambda (dillo)
(if (dillo-alive? dillo)
2
(make-dillo ... ...)
(dillo-weight dillo) ...))

Nun miissen wir noch die beiden Zweige erginzen. Am einfachsten ist «Giirteltier tot», dann nim-
lich kommt das gleiche Giirteltier aus der Funktion, das hineingegangen ist. Wir setzen also dillo

als Alternative der Verzweigung ein:
(define feed-dillo
(lambda (dillo)
(if (dillo-alive? dillo)
dillo)
(make-dillo ... ...)
(dillo-weight dillo) ...))
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Im ersten Zweig miissen wir schlieflich einen neuen Giirteltier-Wert berechnen, der die Zunah-
me berticksichtigt. Dabei werden der Konstruktur-Aufruf und der zweite Selektor-Aufruf aus der

Schablone verbraucht:

(define feed-dillo
(lambda (dillo)
(if (dillo-alive? dillo)
(make-dillo ... ...)
dillo)))

Wir missen beim Aufruf des Konstruktors make-dillo angeben, welches Gewicht das frisch ge-
fiitterte Giirteltier haben soll und ob es noch am Leben ist. Das Gewicht erhsht sich um das Ge-
wicht des Futters. Auflerdem ist das Giirteltier noch am Leben, weil der Konstruktoraufrufin dem

Zweig steht, in dem das so ist:

(define feed-dillo
(lambda (dillo)
(if (dillo-alive? dillo)
(make-dillo (+ (dillo-weight dillo) 500)
#t)
dillo)))

Wir kommen nun zum unangenehmen Teil, dem Uberfahren, das aus einem lebenden Giirteltier

ein totes macht. Hier Kurzbeschreibung und Signatur:

; Glirteltier iiberfahren

(: run-over-dillo (dillo -> dillo))
Aus dem Beispiel dillo1 kénnen wir den ersten Testfall machen:
(check-expect (run-over-dillo dillol) (make-dillo 55000 #f£))

Wir sollten aber auch berticksichtigen, was run-over-dillo mit toten Giirteltieren anstellt. Die-

se bleiben auch nach dem Uberfahren tot:
(check-expect (run-over-dillo dillo2) dillo2)
Hier das Geriist der Funktion:

(define run-over-dillo
(lambda (dillo)
..2))
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Run-over-dillo hatzusammengesetzte Daten sowohl als Eingabe als auch als Ausgabe. Entspre-
chend kommen ein weiteres Mal die Schablonen fiir beide Situationen zum Einsatz. Zunichst die

Schablone fiir zusammengesetzte Daten als Eingabe; wir schreiben die Aufrufe der Selektoren auf:

(define run-over-dillo
(lambda (dillo)
(dillo-weight dillo)
(dillo-alive? dillo) ...))

Dazu kommt die Schablone fir zusammengesetzte Daten als Ausgabe, also der Aufruf des Kon-

struktors:

(define run-over-dillo
(lambda (dillo)
(make-dillo ... ...)
(dillo-weight dillo)
(dillo-alive? dillo) ...))

Da das Uberfahren das Gewicht nicht indert, iibernimmt der Ausdruck fiir das Gewicht das Ge-

wicht des Eingabe-Giirteltiers aus der Schablone:

(define run-over-dillo
(lambda (dillo)
(make-dillo (dillo-weight dillo) ...)
(dillo-alive? dillo) ...))

Das Giirteltier ist nach dem Uberfahren auf jeden Fall tot. Da es keine Rolle spielt, ob das Giir-
teltier vorher lebendig war oder nicht, kénnen wir den Selektoraufruf (dillo-alive? dillo)

verwerfen:

(define run-over-dillo
(lambda (dillo)
(make-dillo (dillo-weight dillo)
#£)))

Fertig!

3.5 ALTERNATIVEN BEI DEN KONSTRUKTIONSANLEITUNGEN

Vielleicht ist Dir bei der Folge von Schablonen fiir feed-dillo aufgefallen, dass wir die Anord-

nung der Schablonen fiir die Konstruktion zusammgesetzter Daten und die Schablone fiir binire
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Fallunterscheidungen recht willkiirlich angeordnet haben, indem wir die Verzweigung «auflen»
um den Konstruktoraufruf gestellt haben.
Die Konstruktionsanleitungen hitten wir genauso gut andersherum anwenden kénnen, in-

dem wir die Verzweigung «innen>» in den Konstruktoraufruf von make-dillo gestellt hitten:

(define feed-dillo
(lambda (dillo)
(make-dillo (if (dillo-alive? dillo)

)
(dillo-alive? dillo)
(dillo-weight dillo) ...))

Bei dieser Vorgehensweise fiillen wir zunichst die Ellipsen fiir die beiden méglichen Gewichte aus:

(define feed-dillo
(lambda (dillo)
(make-dillo (if (dillo-alive? dillo)
(+ (dillo-weight dillo) 500)
(dillo-weight dillo))
»
(dillo-alive? dillo) ...))

Was das zweite Argument von make-dillo betriftt, also ob das Giirteltier lebendig oder tot ist, so

ist der Wert dort so wie vorher, also entsprechend dem Ergebnis von dillo-alive?:

(define feed-dillo
(lambda (dillo)
(make-dillo (if (dillo-alive? dillo)
(+ (dillo-weight dillo) 500)
(dillo-weight dillo))
(dillo-alive? dillo))))

Diese Version ist genauso korrekt wie die erste, und keine ist offensichtlich «bessers als die andereﬂ

Bei der Kombination von Konstruktionsanleitungen ist es also oft moglich, mehrere unterschied-

Die erste Version im Fall «totes Gurteltier» vermeidet, einen neuen Glrteltier-Wert zu erzeugen. Daflr ist die
zweite Version kirzer. In der Praxis ist der Unterschied unwichtig.
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liche Wege zu beschreiten. Meist funktionieren alle davon, unterscheiden sich aber gelegentlich in
Linge und Eleganz.
Eine andere Alternative bei der Konstruktion von feed-dillo wire an dieser Stelle moglich

gewesen:

(define feed-dillo
(lambda (dillo)
(if (dillo-alive? dillo)
(make-dillo ... ...)
dillo)))

Hier haben wir ziemlich vorschnell dillo in der Alternative des 1f-Ausdrucks geschrieben, weil es
uns «offensichtlich» erschien, dass der Zustand eines toten Giirteltiers nach dem Fiittern genauso

wie vorher ist. Es wire konsequenter gewesen, erst einmal die Schablonen vollstindig anzuwenden:

(define feed-dillo
(lambda (dillo)
(if (dillo-alive? dillo)
(make-dillo ... ...)
(make-dillo ... ...))))

Dann hitten wir auch fir den zweiten Zweig («Giirteltier tot») die Fragen beantwortet, welches

Gewicht das Giirteltier hat und ob es noch lebt:

(define feed-dillo
(lambda (dillo)
(if (dillo-alive? dillo)
(make-dillo (+ (dillo-weight dillo) 500) #t)
(make-dillo (dillo-weight dillo) #£))))

Auch diese Version ist richtig. Wir kdnnten diese Version noch etwas umformen, in dem wir die
Beobachtung ausnutzen, dass der Wert des dillo-alive?-Felds im Ergebnis dem Ergebnis von

(dillo-alive? dillo) entspricht und dasim zweiten make-dillo-Aufruf einsetzen:

(define feed-dillo
(lambda (dillo)
(if (dillo-alive? dillo)
(make-dillo (+ (dillo-weight dillo) 500) #t)
(make-dillo (dillo-weight dillo) (dillo-alive? dillo)))))
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Das Programm ist zwar linger geworden, es gibt aber auch eine Einsicht frei, wenn wir den zweiten
make-dillo-Aufruf niher anschauen. Dieser Aufruf stellt ein dillo-Record her, bei dem jedes
Feld aus dem entsprechenden Feld von dillo bestiickt wird. Es ist deshalb gleich zu dillo. Eine
Gleichung bringt das zum Ausdruck:

(make-dillo (dillo-alive? dillo) (dillo-weight dillo)) =dillo

Wir kénnen also den make-dillo-Aufruf durch dillo ersetzen und so das Programm mit Hilfe

der Gleichung vereinfachen:

(define feed-dillo
(lambda (dillo)
(if (dillo-alive? dillo)
(make-dillo (+ (dillo-weight dillo) 500) #t)
dillo)))

Jetzt ist die erste Version von feed-dillo entstanden, ohne dass wir uns vorschnell iiberlegen
mussten, dass im Fall «Giirteltier tot» die Eingabe gleich der Ausgabe ist.

In diesem Beispiel mgen die resultierende Einsicht und Vereinfachung banal sein. Wirkénnen
aber Gleichungen beim Programmieren oft benutzen, um niitzliche Einsichten zu erzielen oder un-

sere Programme kiirzer, schneller oder eleganter zu machen. Das entspricht Mantravon Seite E:

MANTRA 6

Nutze Gleichungen aus, um Dein Programm zu vereinfachen.

AUFGABE 3.8

Formuliere Gleichungen entsprechend der Gleichungen fiir dillo auch fiir die Record-Typen

computer und wallclock-time aus diesem Kapitel. g

AUFGABEN

AUFGABE 3.9

Schreibe eine Daten- und eine Record-Definition fiir Brsche und verschiedene Funktionen fiir das
Bruchrechnen:

 Kiirzen eines Bruchs
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* Test auf Gleichheit der durch zwei Briiche reprisentierten rationalen Zahlen

* Addition, Subtraktion, Multiplikation und Division von Briichen

Hinweis: Zur Losung der Aufgabe ist die folgende eingebaute Funktion hilfreich:

(: gcd (natural natural -> natural)),

die den grofiten gemeinsamen Teiler («greatest common divisor») von zwei natiirlichen Zahlen

berechnet.

AUFGABE 310

Jedes Qux hat einen Namen. Auflerdem interessiert Experten, wieviele Bas ein Qux hat. Es wird

auflerdem zwischen Arg-Quxen, Foo-Quxen und Bla-Quxen unterschieden.

I.

Schreibe eine Daten-Definition fiir Quxe sowie eine dazu passende Record-Definition. Notiere

dazu auch die Signaturen der Selektoren.

. Schreibe Signatur, Geriist und Schablone fiir eine Funktion, die ein Qux akzeptiert und eine

Zeichenkette zurtickgibt. Identifiziere die dazu benutzten Konstruktionsanleitungen. Achte
darauf, auch die Konstruktionsanleitungen fiir die Komponenten von Qux-Records anzuwen-

den.

. Nimm an, Du hittest fiir eine zu schreibende Funktion quxop2 die folgende Signatur festge-

legt:
(: quxop2 (natural (enum "Hx" "Bx" "Px") -> qux))

(Dabei ist angenommen, dass die Record-Definition fiir ein Qux den Namen qux hat.) Ent-
wickele daraus Geriist und Schablone der zu schreibenden Funktion mit Hilfe der passenden

Konstruktionsanleitungen.

AUFGABE 3.11

Schreibe ein Programm zur Verwaltung von wochentlichen Raumreservierungen an der Uni!

I.

2.

Entwirf eine Daten- und Record-Definition fiir einen Eintrag eines Verwaltungssystems fiir
Vorlesungs- und Seminarriume.

Jeder Eintrag beinhaltet folgende Informationen: der Name des Raums (als Zeichenkette), der
Wochentag, die Uhrzeit (es wird nur in Stunden gerechnet) und der Name des Dozenten, der
den Raum belegt.

Schreibe eine Funktion reserve, die als Argumente einen Eintrag und einen Dozentennamen

akzeptiert und einen Eintrag zurtickgibt. Falls der Raum noch nicht belegt wurde (das heifit



ALTERNATIVEN BEI DEN KONSTRUKTIONSANLEITUNGEN 103

im Eintrag ist der Dozentenname ""), soll der Raum reserviert werden und damit ein neuer
Eintrag zuriickgegeben werden, bei dem der Dozentenname gesetzt ist. Andernfalls wird der

Eintrag unverindert zuriickgegeben.

AUFGABE 312

Schreibe weitere Funktionen fir die Computer aus Abschnitt
. Uberlege Dir, wie Du fiir einen Computer einen geeigneten Preis abhingig von der Konfigu-
ration berechnen wiirdest. Schreibe eine Funktion, welche Deine Methode realisiert.
* Schreibe eine Funktion, die den Speicher eines Computers erweitert. Sie akzeptiert einen Com-
puter und eine Zahl und liefert einen neuen Computer, bei dem der Hauptspeicher um die

Zahl erhsht ist.

AUFGABE 313

Es geht ums Backen von Kuchen.

1. Erstelle eine Datendefinition dough fiir den Teig. Jeder Teig besteht aus Eiern, Mehl, Zucker
und Wasser und hat ein Gesamtgewicht. Uberlege Dir geeignete Einheiten fiir die Zutaten.

2. Erstelle eine Datendefinition cake fiir Kuchen. Diese enthilt einen Teig, eine Backdauer in
Minuten und das Endgewicht des Kuchens.

3. Schreibe eine Funktion ingredients->dough welche eine Anzahl an Eiern, eine Menge
Mehl in Gramm, eine Menge Zucker in Gramm und eine Menge Wasser in Milliliter erhilt
und daraus einen Teig herstellt. Gehe davon aus, dass jedes Ei 64 g wiegt.

4. Schreibe eine Funktion bake-cake. Diese erhilt einen Teig, eine Backdauer in Minuten und
erstellt einen Kuchen. Gehe davon aus, dass nach dem Backen noch 8o % des Wassers im Ku-

chen sind.

AUFGABE 314

Schreibe eine Datendefinition appointment fiir Termine, bestehend aus Datum, Uhrzeit, Dauer
(in Minuten) und Ort. Verwende fiir das Datum und die Uhrzeit weitere Datendefinitionen beste-
hend aus Tag, Monat und Jahr bezichungsweise Stunde und Minute.
1. Schreibe eine Funktion date-ok?, die feststellt, ob ein Datums-Wert einem tatsichlichen Ka-
lenderdatum entspricht, also korrekte Daten wie 1.1.1970 von unsinnigen wie 34.17.2006 un-
terscheidet. Lasse dazu Schaltjahre aufler Acht. Beachte die Monate mit 28, 30 und 31 Tagen.

2. Schreibe eine Funktion date-equal?, die vergleicht, ob zwei Datums-Werte gleich sind.
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3. Schreibe eine Funktion time-ok?, die feststellt, ob ein Zeit-Wert einer tatsichlichen Uhrzeit
entspricht.

4. Schreibe eine Funktion time-overlap?, die iiberpriift, ob sich zwei Zeiten mit einer jeweils
gegebenen Dauer (in Minuten) iiberschneiden. Gehe davon aus, dass es sich um Zeiten dessel-
ben Tages handelt.

5. Schreibe eine Funktion overlap?, die priift, ob sich zwei gegebene Termine iberschneiden.
Beachte die Dauer der Termine. Gehe davon aus, dass die Termine nicht iiber Mitternacht
liegen.

Hinweis: Zur Losung der Aufgabe kann die eingebaute Funktion
(: remainder (natural natural -> natural))

hilfreich sein. Sie berechnet den Rest einer ganzzahligen Division.

AUFGABE 315

Erstelle eine Daten- und eine Record-Definition fir einen Fahrzeugschein (siche Abbildung.
Gliedere die Felder des Fahrzeugscheins sinnvoll in Untergruppen und erstelle fiir diese Untergrup-
pen eigene Daten- und Record-Definitionen. Benutze sprechende Bezeichner fiir Records und Fel-

der! Gib ein Beispiel an, indem Du einen Fahrzeugschein-Wert mit allen Eintrigen erzeugst.

AUFGABE 316

Schreibe fiir den Tiibinger Stadtverkehr ein Programm, welches tiberpriift, ob ein Fahrzeug in den
Umweltzonen fahren darf.

1. Definiere einen Datentyp fiir Fahrzeuge. Dieser Datentyp soll den Typ, das Nummernschild
und die Schadstoftklasse des Fahrzeuges beinhalten.

2. Erstelle die Beispielfahrzeuge fiir die Fahrzeugtypen «Stadtbus», «Reisebus», «Dieselauto»
und «Benzinauto». Gehe davon aus, dass die Busse der Schadstoffklasse 2, das Dieselauto der
Schadstoftklasse 3 und das Benzinauto der Schadstoftklasse 4 angehéren.

3. Schreibe eine Funktion fahrverbot?, welche tiberpriift, ob ein gegebenes Fahrzeug bei einer
gegebenen Mindest-Schadstoftklasse noch fahren darf. Gestalte die Signatur so, dass er nur
Mindest-Schadstoffklassen von 1 bis 4 akzeptiert.

4. Die Mihlstraf$e in Ttibingen ist in einer Richtung fiir alle Fahrzeuge aufler Stadtbusse gesperrt.
Schreibe eine Funktion sonderrecht?, die iberpriift, ob ein gegebenes Fahrzeug die Miihl-

strafie in der gesperrten Richtung befahren darf.
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5. Der Stadtrat hat die Idee, den Tourismus dadurch anzukurbeln, dass Sonntags auch Reisebusse
die Miihlstrasse in der gesperrten Richtunge befahren diirfen. Erweitere hierfiir die Funktion
sonderrecht? um den Wochentag und lasse sonntags auch Reisebusse zu.

Verwende beim Schreiben der Funktion die Konstruktionsanleitungen fiir Funktionen und fiir

Fallunterscheidungen. Schreibe Testfille, die alle Moglichkeiten der Fallunterscheidung abdecken.

AUFGABE 317

Schreibe ein Programm fiir einen Paketdienst, das den Preis fiir ein Paket berechnet!

1. Schreibe eine Daten- und eine Record-Definition fur Adressen. Zu einer Adresse gehoren der
Name, die Strafle mit Hausnummer, die Postleitzahl, der Ort und das Land.

2. Der Paketdienst verlangt einen Zuschlag fiir Sendungen, die international verschickt werden.
Schreibe eine Funktion international?, die als Argument eine Adresse bekommt und fest-
stellt, ob die Adresse im Ausland liegt.

3. Der Paketdienst hat einen Sondertarif fiir Sendungen, die innerhalb der gleichen Postleitzahl
verschickt werden. Schreibe eine Funktion same-zip-code?, die als Argumente zwei Adres-
sen bekommt und feststellt, ob die Postleitzahlen und die Linder der beiden Adressen gleich
sind.

4. Ein Paket wird klassifiziert nach seinen Abmessungen. Schreibe eine Daten- und eine Record-
Definition fiir Abmessungen. Abmessungen bestehen aus Linge, Breite und Hohe.

5. Die Paketpreise richten sich nach der Groffe des zu verschickenden Pakets. Der Paketdienst

verwendet die drei Grofenklassen Small, Medium und Large, um die Kosten fiir das Paket zu
berechnen. Ausschlaggebendes Kriterium fiir die Paketgrofe ist die Summe der lingsten und
der kiirzesten Seite des Pakets.
Schreibe eine Funktion add-longest-and-shortest-side, die als Argument eine A4b-
messung bekommt. Der Riickgabewert von add-longest-and-shortest-side soll die
Summe der lingsten und der kiirzesten Seite der Abmessung sein. Lagere die Teilprobleme in
zwei Hilfsfunktionen aus: longest-side und shortest-side.

6. Schreibe eine Daten- und eine Record-Definition fiir Pakete. Ein Paket hat eine Absender- und
eine Empfingeradresse. Benutze fiir die Adressen die bereits erstellte Record-Definition. Au-
erdem hat ein Paket noch weitere Eigenschaften: Die Abmessungen (benutze dafiir die be-
reits erstellte Record-Definition), das Gewicht, die Beférderungsdauer und eine Zusatzoption
Nachnahme. Die Beforderungsdauer soll normal, next-day oder next-morning sein.

7. Schreibe eine Funktion parcel-size-class, die als Argument ein Paker bekommt und die
Groflenklasse zurtickgibt. Ausschlaggebend fiir die Paketgrofie ist die Abmessung (siche oben).
Folgende Tabelle enthilt die Zuordnung von Paketgréfie und Abmessung:
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Paketgréfie | Abmessung

S 0-50 cm
M >50-100 cm
L >100 cm

8. Schreibe eine Funktion calculate-base-postage, die als Argument ein Paket bekommt
und die Basis-Portokosten fiir dieses Paket berechnet.

Lege dabei folgende Grundtariftabelle des Paketdienstes zugrunde:

Gewicht
Paketgrofle | o-skg >s-10kg >10kg

S 3,00 6,00 9,00
M 6,00 10,00 14,00
L 9,00 15,00 21,00

9. Schreibe eine Funktion transportation-time-factor, die als Argument ein Paker be-
kommt und den Aufschlagstaktor fiir die Beforderungsdauer zuriickliefert. Lege dabei folgen-
de Aufschlagsfaktoren zugrunde:

Beforderungsdauer
Beférderungsdistanz | normal next-day next-morning
gleiche PLZ -25% +0% +25%
Inland +0% +50% +100%
Ausland +100%  +200% +300%

10. Schreibe eine Funktion cash-on-delivery-surcharge, die als Argument ein Paket be-
kommt und den Aufschlag fiir die Nachnahme zurtickliefert. Lege dabei folgende Aufschlige
zugrunde:

Beférderungsdistanz ‘ Nachnahmegebiihr

Inland +3,00
Ausland +9,00

1. Schreibe eine Funktion calculate-postage, die als Argument ein Paker bekommt und die
Portokosten berechnet. Benutze dafiir die bereits programmierten Lsungen der verschiede-

nen Teilprobleme.
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Manchmal kommen an einer Stelle in unserem Problem verschiedene Klassen der gleichen Sorte
Daten vor:

* Ein Tier kann ein Girteltier oder ein Papagei sein.

* Eine Koordinate kann eine kartesische Koordinate oder eine Polarkoordinate sein.

* Ein Essen kann ein Frihstiick, Mittagessen oder Abendessen sein.
Solche Daten heiflen gemischte Daten, und es handelt sich um eine weitere Form von Falluntschei-
dungen, neben den aus Kapitelbekannten Aufzihlungen und Zahlenbereichen.

Obwohl die Daten verschiedenartig sind, unterstiitzen sie doch gemeinsame Operationen: Das

Gewichteines Tiers kann sowohl fiir Giirteltiere als auch Papageien berechnet werden, der Abstand
vom Ursprung kann fiir beide Koordinatendarstellungen berechnet werden, die Anzahl der Ginge

kann fir jede Art Essen bestimmt werden.

41 GEMISCHTE DATEN

‘ gemischte-daten/animal.rkt Code

In der Einleitung war die Rede von Papageien: die benutzen wir, um gemischte Daten einzufiihren.
Vorher miissen wir jedoch Papageien mit den bekannten Mitteln definieren. Wir erweitern daftir
die Datei mit dem Giirteltier aus dem vorigen Kapitel.

Genau wie bei Giirteltieren interessiert uns bei Papageien das Gewicht, aber wir nehmen an, da
Papageien in der Regel nicht auf texanischen Highways tiberfahren werden, dass sie immer lebendig
sind. Auflerdem betrachten wir ausschliefSlich sprechende Papageien, die jeweils einen einzelnen

Satz sagen konnen. Hier die Datendefinition:

; Ein Papagei hat folgende Eigenschaften:
; — Gewicht in Gramm

; — Satz, den er sagt
Hier die dazu passende Record-Definition:

(define-record parrot
make-parrot
(parrot-weight  natural)

(parrot-sentence string))

... und die passenden Signaturen:


https://raw.githubusercontent.com/deinprogramm/schreibe-dein-programm/master/gemischte-daten/animal.rkt

110 GEMISCHTE DATEN

(: make-parrot (natural string -> parrot))
(: parrot-weight (parrot -> natural))

(: parrot-sentence (parrot -> string))

Hier zwei Beispiele fiir Papageien mit Kommentaren, die die Beziehung zwischen Daten und In-

formation beschreiben:

(define parrotl (make-parrot 10000 "Der Gartner war's.")) ; 10kg,
Miss Marple
(define parrot2 (make-parrot 5000 "Ich liebe Dich.")) ; 5kg,

Romantiker

Du kannst Dir vielleicht vorstellen, dass Papageien und Giirteltiere sich in einem Programm begeg-
nen, also gemischt vorkommen. Papageien und Giirteltiere gehdren zum gemeinsamen Oberbegrift

Tier. Datiir konnte eine Beschreibung so aussehen:

Ein Tzer ist eins der folgenden:

* ein Giirteltier

* cin Papagei
Die Formulierung «eins der folgenden> ist Dir schon aus Abschnittund Konstruktionsanlei-
tungauf Seitebekannt: Sie deutet auf eine Fallunterscheidung hin.

Da aber Giirteltiere und Papageien nicht als nur jeweils ein Wert reprisentiert sind, handelt es
sich nicht um eine Aufzihlung: Die beiden Fille der Fallunterscheidung beschreiben unterschiedli-
che Klassen von Tieren, jede mitihrer eigenen Signatur. Damit liegt eine neue Organisation von Da-
ten vor: gemischte Daten. Entsprechend ist es durchaus sinnvoll, nach dem «Gewicht eines Tiers»
zu fragen oder «ein Tier zu fiittern», was wir im folgenden auch vorhaben.

Die Beschreibung des Begriffs «Tier» ist bereits als Datendefinition geeignet, und muss fir

Inklusion im Programm nur als Kommentar umformatiert werden:

; Ein Tier ist eins der folgenden:
; — Girteltier

; — Papagei

Bei zusammengesetzen Daten kann die Datendefinition in eine Record-Definition tiberfithrt wer-
den. In diesem Fall ist fiir jede einzelne Klasse Tier jeweils schon eine Record-Definition da. Wenn
wir Tiere im allgemeinen in Funktionen verarbeiten wollen, brauchen wir allerdings eine Signatur
fiir Tiere. Zum Beispiel wollen wir eine Funktion schreiben, die fiir jedes Tier das Gewicht ermit-

telt. Diese Funktion kénnte folgende Signatur haben:

(: animal-weight (animal -> natural))
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Wir brauchen also eine Definition fur die Signatur animal. Diese sieht folgendermaflen aus:

(define animal
(signature

(mixed dillo parrot)))

Das signature kennen wir von den Fallunterscheidungen aus Abschnitt [2.4| auf Seite|49| Das
mixed ist neu und steht fiir «gemischte Daten», also Fallunterscheidungen, bei denen jeder Fall
seine eigene Signatur hat. Du kannst die obige Definition lesen als «Tiere sind gemischt aus Giir-
teltieren und Papageien; das klingt aber auf Deutsch hélzern, weshalb wir fiir die Datendefinition
bei der Formulierung «eins der folgenden» bleiben. Mit der Definition steht die Signatur animal
zur Verfiigung. Wir haben schon mit der Signatur fiir animal-weight vorgegriffen. Hier ist sie

noch einmal zusammen mit einer Kurzbeschreibung:

; Gewicht eines Tiers feststellen

(: animal-weight (animal -> natural))

Diese Funktion sollte entsprechend fiir Giirteltiere #nd Papageien funktionieren, wir brauchen also

Testfille fiir beide:

(check-expect (animal-weight dillol) 55000)
(check-expect (animal-weight dillo2) 58000)
(check-expect (animal-weight parrotl) 10000)
(check-expect (animal-weight parrot2) 5000)

Das Geriist sieht so aus:

(define animal-weight
(lambda (animal)
o))

Tiere bilden auch eine Fallunterscheidung in den Daten, mit zwei Fillen: Giirteltiere und Papagei-

en. Im Rumpf der Funktion brauchen wir also eine Verzweigung mit zwei Zweigen:

(define animal-weight
(lambda (animal)

(cond
Cove 0l))
Cooo Lo

Wir brauchen als Nichstes zwei Bedingungen - eine, die Giirteltiere und eine, die Papageien identi-

fiziert. Dafiir erweitern wir die Record-Definitionen um ein neues Element, das Pridikat. Die Pri-
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dikate werden uns erlauben, die Bedingungen zu schreiben. Die Record-Definitionen sehen dann

SO aus:

(define-record dillo
make-dillo
dillo? ; <= Pradikat
(dillo-weight natural)

(dillo-alive? boolean))

(define-record parrot
make-parrot
parrot? ; <= Pradikat
(parrot-weight  natural)

(parrot-sentence string))

Es sind zwei neue Namen hinzugekommen, dillo? und parrot?. Das sind die Pridikate, und

sie haben folgenden Signaturen:
(: dillo? (any -> boolean))

(: parrot? (any -> boolean))

Das any ist auch neu und ist die Signatur fiir einen beliebigen Wert: Ein Pridikat kann also auf
absolut alles angewendet werden. Die beiden Pridikate unterscheiden Giirteltiere beziehungsweise

Papageien von anderen Werten:

(dillo? dillol)

— #t
(dillo? parrotl)
— #£
(parrot? dillol)
— #f

(parrot? parrotl)
— #t

(dillo? 5)

— #f

(parrot? "foo")

— #£

Im allgemeinen ist ein Pridikat eine Funktion mit der Signatur (any -> boolean), die fiir eine

bestimmte Sorte von Werten #t liefert, fiir alles andere aber #£. In diesem Fall identifizieren die
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Eine define-record-Form hat folgende allgemeine Gestalt:

(define-record ¢
@

p
(sely sigy)
(sely, sig,))

Diese Form definiert einen Record-Typ mit n Feldern. Dabei sind ¢, ¢, sel; . . . sel;, allesamt Va-
riablen, fiir die def ine-record Definitionen anlegt:

* tist der Name der Record-Signatur.

* cist der Name des Konstruktors mit folgender Signatur:

(: ¢ (sigy ... sig, => t))

* pist der Name des Pridikats, der Records diesen Typs von anderen Werten unterscheidet.
Das Pridikat kann auch weggelassen werden.
Das Pridikat hat folgende Signatur:

(: p (any -> boolean))

* Sely, ..., sel, sind die Namen der Selektoren fiir die Felder des Record-Typs. Der Selektor
sel; hat folgende Signatur:

(: sel; (& —> sig;))

Abbildung 4.4: define-record (mit Pradikaten)

Pridikate dillo? und parrot? jeweils die Werte, die zu einem bestimmten Record-Typ geho-
ren. Pridikate missen nicht zu einem Record-Typ gehoren, gelegentlich werden wir welche selber

schreiben. Eine Reihe von Pridikaten sind vordefiniert — dazu mehr auf Seitelzol

AUFGABE 41

Schreibe ein Pridikat animal? fiir Tiere, dillo- oder parrot-Records. O

Die Pridikate dillo? und parrot? konnen wir in der Schablone benutzen:

(define animal-weight
(lambda (animal)
(cond
((dillo? animal) ...)
((parrot? animal) ...))))
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Im ersten Zweig — dem Zweig fiir Giirteltiere - kommt nun dillo-weight zum Einsatz, im zwei-
ten Zweig — fiir Papageien — ist parrot-weight zustindig:

(define animal-weight
(lambda (animal)
(cond
((dillo? animal) (dillo-weight animal))

((parrot? animal) (parrot-weight animal)))))

Abbildung ist eine aktualisierte Beschreibung der Form von define-record, bei der auch
Pridikate berticksichtigt sind

Aus diesem Beispiel ergibt sich eine Konstruktionsanleitung fir gemischte Daten. Zunichst

die Datenanalyse:

Die Konstruktionsanleitung fiir die Schablone ist der aus der Konstruktionsanleitung|io] fiir Fall-
unterscheidungen auf Seite[68 dhnlich:
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nimmst und entsprechende Hilfsfunktionen und Konstruktionsanleitungen benutzt. Die
tibersichtlichsten Programme entstehen meist, wenn fiir jeden Fall separate Hilfsfunktio-

nen definiert sind.

Eine Konstruktionsanleitung oder Schablone fiir gemischte Daten als Ausgabe ist unnotig — Du
benutzt einfach die Schablone des entsprechenden Falls.

Beachte den Unterschied zwischen enum und mixed, die leicht zu verwechseln sind: enum
steht fiir «einer der folgenden Werte», wihrend mixed fiir «gehdrend zu einer der folgenden Si-

gnaturen> steht.

AUFGABE 4.2

Denk Dir sinnvolle Datendefinitionen fur Frithstiick, Mittagessen und Abendessen aus (ein ... essen
bestehtaus...), so dass es Sinn ergibt, fiir jede Sorte Essen die Frage «Was fiir ein Gemiise ist enthal-
ten?» zu stellen. Schreibe zunichst fiir jede Sorte Essen eine Funktion, die das enthaltene Gemiise
liefert. Schreibe dann eine Datendefinition fiir den Oberbegrift «Essen»; ein Essen kann ein Frith-
stiick, ein Mittagessen oder ein Abendessen sein. Schreibe eine Funktion, welche das enthaltene

Gemiise fiir ein Essen liefert. O

4.2 GEMISCHTE DATEN ALS AUSGABE

Wir kénnen einen Papagei dhnlich wie ein Giirteltier fiittern — nur die Portion ist kleiner, wir neh-

men so g an. Kurzbeschreibung und Signatur:

; Papagei mit 50 g Futter fiittern
(: feed-parrot (parrot -> parrot))

Testfille:

(check-expect (feed-parrot parroti)

(make-parrot 10050 "Der Gartner war's."))
(check-expect (feed-parrot parrot2)

(make-parrot 5050 "Ich liebe Dich."))

Gertist:

(define feed-parrot
(lambda (parrot)
o))
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Die Schablone entsteht aus der Kombination der Schablonen fiir zusammengesetzte Daten als Ein-

gabe (Konstruktionsanleitungauf Seite und als Ausgabe (Konstruktionsanleitungauf Seite
o3):

(define feed-parrot
(lambda (parrot)
(make-parrot ... ...)
(parrot-weight parrot)

(parrot-sentence parrot) ...))
... und schliefSlich der vollstindige Rumpf:

(define feed-parrot
(lambda (parrot)
(make-parrot (+ (parrot-weight parrot) 50)

(parrot-sentence parrot))))

Nun kénnen wir eine Funktion schreiben, die ein beliebiges Tier akzeptiert und es fiittert. Hier

sind Kurzbeschreibung und Signatur:

; Tier fittern

(: feed-animal (animal -> animal))

Die Funktion soll sich genauso verhalten wie feed-dillo beziehungsweise feed-parrot. Das

konnen wir direkt als Tests ausdriicken:

(check-expect (feed-animal parrotl) (feed-parrot parrotl))
(check-expect (feed-animal parrot2) (feed-parrot parrot2))
(check-expect (feed-animal dillol) (feed-dillo dillol))
(check-expect (feed-animal dillo2) (feed-dillo dillo2))

Das Geriist sieht so aus:

(define feed-animal
(lambda (animal)
..2))

Da die Eingabe gemischt ist, brauchen wir eine Verzweigung mit soviel Zweigen wie animal Fille

hat, also zwei, die wir gleich mit den passenden Bedingungen versehen:

(define feed-animal
(lambda (animal)
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(cond
((dillo? animal) ...)
((parrot? animal) ...))))

SchliefSlich missen wir noch die Antworten erginzen, fiir die wir die Funktionen benutzen, die wir

schon geschrieben haben:

(define feed-animal
(lambda (animal)
(cond
((dillo? animal) (feed-dillo animal))

((parrot? animal) (feed-parrot animal)))))

Das Beispiel zeigt, dass wir keine spezielle Konstruktionsanleitung fiir gemischte Daten als Ausgabe

brauchen: Wir miissen nur darauf achten, den jeweils richtigen Fall zu liefern.

AUFGABE 4.3

Schreibe eine Funktion run-over-animal, die ein Tier {iberfihrt! [l

4.3 DIE LEBENSMITTELAMPEL

gemischte-daten/zuckerampel.rkt Code

In diesem Abschnitt nehmen wir uns noch ein weiteres Beispiel fiir gemischte Daten vor, diesmal
von vorneherein unter Benutzung der Konstruktionsanleitung aus dem vorigen Abschnitt.

Die Lebensmittelampel ist eine Kennzeichnung auf Lebensmittelverpackungen, die den Ge-
halt von gesundsheitsrelevanten Nihrstoffen in den Ampelfarben ausweist: Griin fiir niedrigen
Gehalt, Gelb fiir mittleren Gehalt und Rot far hohen Gehalt. Bei Zucker zum Beispiel sieht die

Ampel so aus, bezogen auf 100 g eines Lebensmittels:

grin | niedriger Gehalt | wenigeralssg
gelb | mittlerer Gehalt | zwischen s gund 22,5 g
rot hoher Gehalt mehrals22,5g

Trotz der Bemiithungen der Europiischen Union sind die Bezeichnungen uneinheitlich. Technisch
gesehen ist die Ampel redundant, wenn der Zuckergehalt in Gramm angegeben ist. Manchmal ist
allerdings der Zuckergehalt auch separat fiir Fruktose und Glukose angegeben.

Ein Programm kénnte aber den Umgang erleichtern, indem die Angaben auf einer Lebensmit-
telpackung — Zucker in Gramm insgesamt, Fruktose und Glukose separat sowie die Ampel - in die

einheitliche Ampel-Form bringt.


https://raw.githubusercontent.com/deinprogramm/schreibe-dein-programm/master/gemischte-daten/zuckerampel.rkt

118 DIE LEBENSMITTELAMPEL

Schreiben wir also ein solches Programm. Zunichst die Datenanalyse:

* Die Zuckermenge in Gramm ist eine (rationale) Zahl.

* Zuckeranteile bestehen aus der Menge von Fruktose und Glukose.

* Eine Zuckerampel ist rot, gelb oder griin.

* Der Zuckergehalt kann entweder als Zuckermenge, Zuckeranteile oder Zuckerampel angege-
ben werden.

Hier ist die Datendefinition fiir die zusammengesetzen Zuckeranteile:

; Zuckeranteile bestehen aus:
; — Fruktose-Menge (in g)
; - Glukose-Menge (in g)

Daraus ergibt sich direkt die Record-Definition mit zwei Komponenten, jeweils rationale Zahlen:

(define-record sugars
make-sugars
sugars?
(sugars-fructose-g rational)

(sugars-glucose-g rational))

Hier einige Beispiele, zusammen mit Kommentaren, die die Bezichung zwischen Daten und Infor-

mation beschreiben:

(define s1 (make-sugars 1 1)) ; 1 g Fruktose, 1 g Glukose
(define s2 (make-sugars 2 3)) ; 2 g Fruktose, 3 g Glukose
(define s3 (make-sugars 5 5)) ; 5 g Fruktose, 5 g Glukose
(define s4 (make-sugars 10 2.5)) ; 10 g Fruktose, 2.5 g Glukose
(define s5 (make-sugars 10 13)) ; 10 g Fruktose, 13 g Glukose
(define s6 (make-sugars 15 10)) ; 15 g Fruktose, 10 g Glukose

Bei der Ampel selbst handelt es sich um eine einfache Fallunterscheidung:

; Eine Ampel ist einer der folgenden Werte:

; — rot

; — gelb

; — grin

Das ist eine Aufzihlung, wir geben entsprechend der dazu passenden Signatur einen Namen:

(define traffic-light
(signature

(enum "red" "yellow" "green")))
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Die Angabe tiber den Zuckergehalt kann jede der drei oben genannten Formen annehmen:

; Ein Zuckergehalt ist eins der folgenden:
; — Gewicht in Gramm
; — Zuckeranteile

; — Ampelbezeichnung

Wieder ist an der Formulierung erkennbar, dass es sich um gemischte Daten handelt, und zwar mit

drei Fillen. Das tibersetzen wir in ein Signatur-Definition mit mixed und ebenfalls drei Fillen:

(define sugar-content
(signature
(mixed rational
sugars
traffic-light)))

Das Beispiel zeigt, dass die Fille einer Definition fir gemischte Daten nicht allesamt Records sein
miussen. Esistallerdings wichtig, dass die Fille disjunkt sind, also jeder Wert eindeutig einem der Fil-
le zugeordnet werden kann: Sonst wire es nicht méglich, eine sinnvolle Verzweigung zu schreiben,
welche die Fille unterscheidet.

Nun zu unserer Funktion zur Ermittlung der Ampelbezeichnung ftr den Zuckergehalt. Hier

sind Kurzbeschreibung und Signatur:

; Ampelbezeichnung fir Zuckergehalt ermitteln

(: sugar-traffic-light (sugar-content -> traffic-light))

Wir brauchen ziemlich viele Testfille, um alle Fille von Zuckergehalt abzudecken sowie die Eckfille

der Tabelle von oben.

(check-expect (sugar-traffic-light 2) '"green")
(check-expect (sugar-traffic-light 5) "yellow")
(check-expect (sugar-traffic-light 10) "yellow")
(check-expect (sugar-traffic-light 12.5) "yellow")
(check-expect (sugar-traffic-light 23) "red")

(check-expect (sugar-traffic-light s1) "green")
(check-expect (sugar-traffic-light s2) "yellow")
(check-expect (sugar-traffic-light s3) "yellow")
(check-expect (sugar-traffic-light s4) "yellow")
(check-expect (sugar-traffic-light s5) '"red")
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Folgende Pridikate sind eingebaut:
* number? testet, ob ein Wert eine Zahl ist.
* real? testet, ob ein Wert eine reelle Zahl ist.
* rational? testet, ob ein Wert eine rationale Zahl ist.
* natural? testet, ob ein Wert eine natiirliche Zahl ist.
* string? testet, ob ein Wert eine Zeichenkette ist.
* boolean? testet, ob ein Wert ein boolescher Wert ist.

Abbildung 4.2: Eingebaute Pradikate

(check-expect (sugar-traffic-light s6) "red")

(check-expect (sugar-traffic-light "green") "green")
(check-expect (sugar-traffic-light "yellow") "yellow")
(check-expect (sugar-traffic-light "red") "red")

Als Nichstes ist, wie immer, das Geriist dran:

(define sugar-traffic-light
(lambda (sugar-content)

c))

Als Nichstes wenden wir die Schablone fiir Funktionen an, die gemischte Daten akzeptieren. Wir

brauchen eine Verzweigung mit sovielen Zweigen wie sugar—content Fille hat, also drei:

(define sugar-traffic-light

(lambda (sugar-content)

(cond
(U
Cove 00))
Coor 00D

Als Nichstes brauchen wir Tests fiir die drei Fille. Fiir den zweiten Fall ist das einfach, da es sich
um sugars-Records handelt: da gibt es das Pridikat sugars?. Beim ersten Fall handelt es sich
aber um eine rationale Zahl, beim dritten um eine Zeichenkette — beides eingebaute Datensorten.
Fiir diese gibt es die eingebauten Pridikate rational? und string? - Abbildung[4.2]zihlt noch

mehr eingebaute Pridikate auf. Mit dieser Information gewappnet kénnen wir die Tests erginzen:

(define sugar-traffic-light
(lambda (sugar-content)

(cond
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((rational? sugar-content) ...)
((sugars? sugar-content) ...)
((string? sugar-content) ...))))

Im ersten Zweig handelt es sich nicht nur um eine rationale Zahl, sondern auch um eine Fallunter-

scheidung mit drei Fillen entsprechend der Tabelle vom Anfang:

(define sugar-traffic-light
(lambda (sugar-content)
(cond

((rational? sugar-content)

(cond
(I
(I
Coor 02 )0
((sugars? sugar-content) ...)
((string? sugar-content) ...))))

Als Nichstes erginzen wir Tests entsprechend der Tabelle:

(define sugar-traffic-light
(lambda (sugar-content)
(cond

((rational? sugar-content)

(cond
((< sugar-content 5) ...)
((and (>= sugar-content 5) (<= sugar-content 12.5)) ...)
((> sugar-content 12.5) ...)))

((sugars? sugar-content) ...)

((string? sugar-content) ...))))

Schliefllich miissen wir noch die Antworten eintragen:

(define sugar-traffic-light
(lambda (sugar-content)
(cond
((rational? sugar-content)
(cond

((< sugar-content 5) '"green")



122 DIE LEBENSMITTELAMPEL

((and (>= sugar-content 5) (<= sugar-content 12.5)) "yellow")
((> sugar-content 12.5) '"red")))
((sugars? sugar-content) ...)

((string? sugar-content) ...))))

Das verschachtelte cond ist etwas uniibersichtlich: In Konstruktionsanleitung auf Seite ist
bereits vermerkt, dass es sinnvoll ist, diesen Zweig in eine separate Hilfsfunktion auszulagern. Hier

sind Kurzbeschreibung und Signatur fiir diese Hilfsfunktion:

; Zuckeranteil in g in Ampel umwandeln

(: sugar-weight->traffic-light (rational -> traffic-light))

Die Testfille lassen sich aus den Testfillen fiir sugar-traffic-1ight durch einfaches Kopieren

und Umbenennen gewinnen:

(check-expect (sugar-weight->traffic-light 2) "green")
(check-expect (sugar-weight->traffic-light 5) "yellow")
(check-expect (sugar-weight->traffic-light 10) "yellow")
(check-expect (sugar-weight->traffic-light 12.5) "yellow")
(check-expect (sugar-weight->traffic-light 23) '"red")

Gertist:

(define sugar-weight->traffic-light
(lambda (sugar-weight)
o))

Den Rumpf haben wir ja schon geschrieben, wir miissen ihn nur noch hierher bewegen und dann
sugar-content in sugar-weight umbenennen. Dukannstdazu in DrRacket nach einem Klick
auf «Syntaxpriifung» mit einem Rechtsklick auf den Parameter sugar-content ein Ment auf-
klappen, das unter anderem die Auswahl «sugar-content umbenennen» anbietet. DrRacket
sorgt dann dafiir, dass alle zugehdrigen Vorkommen von sugar-content in gleicher Weise um-

benannt werden.

(define sugar-weight->traffic-light
(lambda (sugar-weight)
(cond
((< sugar-weight 5) "green")
((and (>= sugar-weight 5) (<= sugar-weight 22.5)) "yellow")
((> sugar-weight 12.5) "red"))))
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Zurtick zur Funktion sugar-traffic-light. Dort benutzen wir die neu definierte Hilfsfunk-

tion:

(define sugar-traffic-light
(lambda (sugar-content)
(cond
((rational? sugar-content)
(sugar-weight->traffic-light sugar-content))
((sugars? sugar-content) ...)

((string? sugar-content) ...))))

Beim nichsten Zweig geht es um den Fall sugars. Das sind zusammengesetzte Daten, wir schrei-

ben in den Zweig dafiir also die Schablone mit den Aufrufen der Selektoren:

(define sugar-traffic-light
(lambda (sugar-content)
(cond

((rational? sugar-content)

(sugar-weight->traffic-light sugar-content))

((sugars? sugar-content)
(sugars-fructose-g sugar-content)
(sugars-glucose-g sugar-content) ...)

((string? sugar-content) ...))))

Wir miissen Fruktose- und Glukose-Anteil addieren und die Summe entsprechend der Tabelle vom
Anfang in eine Ampelfarbe umwandeln. Das kann wieder sugar-weight->traffic-light

erledigen:

(define sugar-traffic-light
(lambda (sugar-content)
(cond
((rational? sugar-content)
(sugar-weight->traffic-light sugar-content))
((sugars? sugar-content)
(sugar-weight->traffic-light
(+ (sugars-fructose-g sugar-content)
(sugars-glucose-g sugar-content))))

((string? sugar-content) ...))))
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Bleibt der letzte Fall — der ist zum Gliick trivial, da es sich schon um eine Farbe handelt, die muss

sugar-traffic-light nur zuriickgeben:

(define sugar-traffic-light
(lambda (sugar-content)
(cond
((rational? sugar-content)
(sugar-weight->traffic-light sugar-content))
((sugars? sugar-content)
(sugar-weight->traffic-light
(+ (sugars-fructose-g sugar-content)
(sugars-glucose-g sugar-content))))

((string? sugar-content) sugar-content))))

Fertig!

4.4 FEHLER REPRASENTIEREN

gemischte-daten/slope.rkt Code

Dieser Abschnitt beschreibt eine weitere hiufig vorkommende Anwendung fiir gemischte Daten.
Es geht um Situationen, wo eine Funktion keine sinnvolle Antwort weif3.

Als Beispiel schreiben wir eine Funktion, welche die Steigung einer Geraden auf der Ebene
berechnet anhand der Koordinaten zweier Punkte darauf. Die Funktion akzeptiert vier Argumente:
Die X-und die Y-Koordinate des ersten Punkts und danach die X- und die Y-Koordinate des zweiten

Punkts. Wir fangen mit Kurzbeschreibung, Signatur, einigen Tests und einem Geriist an:

; Steigung einer Gerade berechnen

(: slope (real real real real -> real))

(check-expect (slope 0 0 1 1) 1)
(check-expect (slope 0 0 2 1) 1/2)
(check-expect (slope 1 2 3 5) 3/2)

(define slope
(lambda (x1 y1 %2 y2)
co))


https://raw.githubusercontent.com/deinprogramm/schreibe-dein-programm/master/gemischte-daten/slope.rkt
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Die Formelsammlung sagt, dass wir zur Berechnung der Steigung die Differenz der Y-Koordinaten

durch die Differenz der X-Koordinaten teilen miissen:

(define slope
(lambda (x1 y1 x2 y2)
(/ (= y2 y1)
(- x2 x1))))

Fertig, konnte man meinen. Es gibt aber Linien, die keine Steigung haben In der REPL sieht das so

aus:

> (slope 0 0 0 1)
/: durch O geteilt

Die Meldung ist ein bisschen unfreundlich und birgt mehrere Probleme:
* Die Meldung besagt zwar, was das Programm gemacht hat (durch 0 geteilt), aber benennt nicht
die Ursache des Problems: dass die Gerade keine Steigung hat.
* Das Programm bricht einfach ab, ohne dass es eine Moglichkeit bekommt, mit dem Problem
umzugehen.
* Dass das Programm einfach abbrechen kann, ist aus der Signatur nicht ersichtlich, die sugge-
riert, dass die Funktion immer eine reelle Zahl zuriickliefert.
Alle drei Probleme kénnen wir auf einmal mit gemischten Daten 16sen. Dazu miissen wir zunichst
dafiir sorgen, dass die Funktion einen sinnvollen Wert zurtickliefert, bevor sie durch 0 teilen wiirde.
Dadurch werden die Eingaben in zwei Klassen aufgeteilt — es gibt eine Steigung oder eben nicht.

Wir benutzen binire Verzweigung, um diese beiden Klassen zu unterscheiden:

(define slope
(lambda (x1 y1 x2 y2)
(if (= (- x2 x1) 0)

(/ (- y2 y1)
(- x2 x1)))

Nur miissen wir anstelle der Ellipse irgendetwas ins Programm schreiben. Wir kénnen nicht ein-
fach irgendeine reelle Zahl nehmen, da diese ja auch eine legitime Steigung sein kénnte. Stattdessen
brauchen wir einen Wert, den wir von den legitimen Zahlen unterscheiden kénnen.

Wir kénnten eine spezielle Zeichenkette oder #£ benutzen. (Siehe dazu Aufgabe@auf Sei-
te) Wir empfehlen aber, stattdessen einen eigenen Record-Typ zu definieren. Dieser Record-Typ
hat keine Felder, das heifit, er kann nur benutzt werden, um einen einzigen Wert herzustellen, nim-

lich (make-no-slope):
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; Es gibt keine Steigung
(define-record no-slope
make-no-slope

no-slope?)

(Es handelt sich also um eine degenerierte Version von zusammengesetzten Daten ohne Bestandtei-
le.) Den Wert von (make-no-slope) kdnnen wir aber durch das Pridikat no-slope? von allen

anderen Werten unterscheiden und benutzen ihn, wenn es keine Steigung gibt:

(define slope
(lambda (x1 y1 %2 y2)
(if (= (- x2 x1) 0)
(make-no-slope)
(/ (= y2 y1)
(- x2 x1)NN)

Jetzt konnen wir einen Testfall definieren:
(check-expect (no-slope? (slope 0 0 0 1)) #t)

Allerdings liefert DrRacket fiir diesen Testfall eine Signaturverletzung: Die Signatur tut ja immer

noch so, als wiirde immer eine reelle Zahl herauskommen. Wir erweitern sie also folgendermafien:
(: slope (real real real real -> (mixed real no-slope)))

Dieser Signatur sieht man unmittelbar an, was sie liefert und kann aus den Namen auch schliefSen,
was die beiden Fille bedeuten. Natiirlich kénnten wir eine eigene Signatur definieren wie sonst bei

gemischten Daten, das lohnt aber hier kaum.

AUFGABEN

AUFGABE 4.4

Vereinfache in der Funktion sugar-weight->traffic-1light auf Seite[i22|die Bedingungen,
wie in Abschnitt[2.s|auf Seite[6o]beschrieben.

AUFGABE 4.5

Ein Supermarkt méchte seine Waren in einem Programm verwalten. Es gibt drei Warenklassen:
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Essen beschrieben durch einen Namen, den Stiickpreis, das Mindesthaltbarkeitsdatum und den
aktuellen Bestand im Supermarkt

Getrinke beschrieben durch einen Namen, den Stiickpreis, das Mindesthaltbarkeitsdatum und
den Bestand. Zusitzlich muss hier noch festgehalten werden, ob Pfand verlangt wird.

Sonstige beschrieben durch einen Namen, den Stiickpreis und den Bestand.

1. Fiihre eine Datenanalyse durch und erstelle Daten- und Record-Definitionen.

2. Schreibe eine Funktion stiickpreis, die eine Warenklasse akzeptiert und den Stiickpreis zu-
riickgibt.

3. Schreibe eine Funktion buchen, die eine Warenklasse und die Anzahl der abzubuchenden Ex-
emplare akzeptiert, den Bestand der Warenklasse reduziert und die Warenklasse zuriickgibt.
Falls mehr Exemplare gefordert werden, als in der Warenklasse vorhanden sind, soll der Bestand
auf o gesetzt werden.

4. Schreibe eine Funktion haltbar?, die eine Warenklasse und ein Datum akzeptiert und #t
zuriickgibt, falls das Mindesthaltbarkeitsdatum (MHD) nicht Giberschritten wurde. Falls kein
MHD bekannt ist, soll #t zuriickgeben werden.

AUFGABE 4.6

Auf'seinen Reisen um die Welt trifft Dr. Sperber viele interessante und skurrile Zeitgenossen. Unter
ihnen Dr. Knaubichler, ein Experte auf dem Gebiet der Kreuzung von mystischen Kreaturen. Es
gibt drei klassische Grundkreaturen:
¢ Der Garnolaf, der Stirke besitzt.
* Das Ronugor, das Wissen besitzt.
* Der Tschipotol, der Risikobereitschaft besitzt.
Die Merkmale der Kreaturen sind unterschiedlich ausgeprigt. Die Knaubichler-Kreaturenmerk-
mal-Skala geht von o bis 100. Die Grundkreaturen haben jeweils nur ein Merkmal, keine besitzt ein
Merkmal einer anderen Grundkreatur.
Nun kreuzt Dr. Knaubichler die Grundkreaturen miteinander. Es entstehen also
* Das Ronulaf, mit Wissen und Stirke.
* Der Tschigor, mit Wissen und Risikobereitschaft.
* Das Lapotol, mit Stirke und Risikobereitschaft.
* Der Tschirgaronu, Wissen, Stirke und Risikobereitschaft.
Leider erben die Kreuzungen nicht die vollen Merkmale beider Grundkreaturen.
Bei der Kreuzung unterschiedlicher Grundkreaturen gilt folgendes: Bei der Kreuzung von Ro-
nugor und Tschipotol wird das iibernommene Wissen um 10% veringert; bei Tschipotol und Gar-

nolaf hingegen nimmt die Risikobereitschaft um s% ab, aber die Stirke legt um 8% zu. Garnolaf
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und Ronugor lassen die Stirke um % zulegen. Kreuzt man alle drei Grundkreaturen, nimmt jede
Eigenschaft um 3% ab.
Werden zwei Kreaturen der gleichen Sorte gekreuzt, so entsteht eine neue Kreatur mit % der
addierten Eigenschaften der beiden Grundkreaturen. Man kann nur Grundkreaturen kreuzen.
In jedem Fall kann eine Eigenschaft maximal den Wert 100 haben.
Dr. Knaubichler braucht ein Programm, welches die neue Kreatur berechnet, bevor er die
Kreuzungen durchfiihrt. Hilf ihm dabei!
1. Mache eine Datenanalyse und erstelle passende Daten- und Record-Definitionen. Gib alle Si-
gnaturen der Record-Funktionen an!
2. Schreibe fiir jede der oben aufgelisteten Kreuzungen von zwei Grundkreaturen eine Funktion,

die die Kreuzung vornimmt und eine neue Kreatur zurtickgibt.

AUFGABE 4.7

Erweitere die Lésung von Aufgabe@:
1. Schreibe eine Funktion, die zwei Grundkreaturen in beliebiger R eihenfolge akzeptiert, die Kreu-
zung vornimmt und eine neue Kreatur zurtickgibt.
2. Schreibe eine Funktion, die drei Grundkreaturen in beliebiger Reihenfolge akzeptiert, die Kreu-

zung vornimmt und eine neue Kreatur zuritickgibt.

AUFGABE 4.8

Das Spiele-Entwicklungsteam von Exciting Games, Inc. istin Personalnot: Fiir die Programmierung
des bahnbrechenden 2D-Spiels The Adventures of DrRacket wird dringend eine Reprisentation der
grafischen Formen Kreis, Rechteck und Dreieck benétigt. Alle Hacker sind leider wahnsinnig da-
mit beschiftigt, bunte Pixel in der Gegend herumzuschieben und kénnen sich daher nicht dieser
grundlegenden Aufgabe widmen. Deswegen fillt Dir diese Aufgabe zu! Dir geht nur ein mit Piz-
zabelag verschmierter Zettel zu, der offenbar als Arbeitsanweisung gedacht ist. Darauf steht:
* Es gibt drei Klassen von Formen: Kreise, Rechtecke und gleichschenklige Dreiecke. Alle For-
men haben eine Ursprungskoordinate und enthalten eine Information tiber die Grof8e (Radi-
us, Hohe, Breite, etc), wie Du auf der Abbildung siehst. Benutze fiir die Ursprungskoordinate

die vorgegebenen kartesischen Koordinaten!
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* Es soll Funktionen geben, die auf allen Formen funktionieren und Folgendes leisten:
— kartesische Koordinate einer Form zurtickgeben
— z-Koordinate einer Form zuriickgeben
— y-Koordinate einer Form zuriickgeben
— Abstand des Ursprungs einer Form zum Ursprung des Koordinatensystems zuriickgeben
— Flicheninhalt einer Form zuriickgeben
— Formum A, in z-Richtung und um A, in y-Richtung verschieben, also eine Form zuriick-
geben, deren Ursprungskoordinate entsprechend verschoben ist
— Flicheninhalt zweier Formen vergleichen: Fiir gleich grofSe Formen liefert die Funktion die
Zeichenkette "equal" zuriick, sonst "smaller", wenn die erste Form kleiner ist, bezie-
hungsweise "bigger", wenn die erste Form gréfer ist.
Zeige den Hackern, was richtiges Software-Engineering ist und benutze die passenden Konstrukti-
onsanleitungen, um Reprisentationen fiir die Formen und die zugehdrigen Funktionen zu schrei-

ben!

AUFGABE 4.9

Es gibt verschiedene Verstof3e gegen die Straflenverkehrsordnung:
* Falschparken mit Ort und Zeitpunkt des VerstofSes
* Uberfahren einer roten Ampel mit Ort und Zeitpunkt des VerstofSes sowie der Dauer in Se-
kunden, wie lange die Ampel bereits rot war
* Uberhshte Geschwindigkeit mit Ort und Zeitpunkt des Verstofles sowie der Hohe der Ge-
schwindigkeitsiibertretung
Neben den angegebenen Bestandteilen muss spiter fiir jeden Verstoff vermerkt werden, ob zusitz-
lich eine «Gefihrdung des Straflenverkehrs» vorliegt.
1. Schreibe eine Datendefinition fiir Verstof3e gegen die Straffenverkehrsordnung. Schreibe Daten-
und Record-Definitionen fiir die verschiedenen Verstofie.
Die Zeitpunkte kannst Du durch Zeichenketten wie "11.4.1971 22:00" reprisentieren.
Gib alle Signaturen an!
2. Schreibe eine Funktion, die einen beliebigen Verstof§ entgegennimmt und den Ort des Versto-
Les zuriickgibt.
Schreibe analog eine Funktion, die einen beliebigen Verstof§ entgegennimmt und den Zeit-
punkt des VerstofSes zurtickgibt.
3. Schreibe eine Funktion, die einen beliebigen Verstof$ entgegennimmit, diesen als Gefihrdung
des StrafSenverkehrs betrachtet und wieder zurtickgibt (das heifit jeder Verstof ist ein Verstofs
mit Gefihrdung).
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Die Verstof3e haben unterschiedliche Tatbestinde zur Folge:

Einfaches Vergehen mit Bufigeld

Ordnungswidrigkeit mit Bu8geld, Punkte fur die Verkehrsstinderdatei und Fahrverbot in Mo-
naten

Straftat mit Punkten fiir die Verkehrssiinderdatei und Freiheitsstrafe in Monaten

. Schreibe eine Datendefinition fiir Tatbestinde auf Verst6fle gegen die Straflenverkehrsord-

nung. Schreibe Daten- und Record-Definitionen fiir die verschiedenen Tatbestinde. Gib alle

Signaturen an!

. Schreibe eine Funktion, die einen beliebigen Tatbestand akzeptiert und die Anzahl der anfal-

lenden Punkte zuriickliefert.

Schreibe nun Funktionen, die Verstof3e akzeptieren und die Tatbestinde berechnen:

. Schreibe eine Funktion, die Falschparken akzeptiert und ein einfaches Vergehen mit 20€ Buf3-

geld zuriickgibt. Wenn das Falschparken eine Gefihrdung des Straflenverkehrs darstellt (zum
Beispiel bei Behinderung von Rettungsfahrzeugen), soll die Funktion eine Ordnungswidrig-

keit mit 40€ Bufigeld, einem Punkt und keinem Fahrverbot zuriickgeben.

. Schreibe eine Funktion, die Uberfahren einer roten Ampel akzeptiert und eine Ordnungswid-

rigkeit zurtickgibt. Dabei gilt:

* wenn die Ampel kiirzer als eine Sekunde rot war und keine Gefihrdung vorlag: 50€, 3 Punk-
te, kein Fahrverbot

* wenn die Ampel mindestens eine Sekunde rot war oder eine Gefihrdung vorlag: 125€, 4 Punk-

te, 1 Monat Fahrverbot

. Schreibe eine Funktion, die iberhéhte Geschwindigkeit akzeptiert und den Tatbestand zu-

riickgibt. Dabei gilt:

* Geschwindigkeitsiibertretung weniger als 20km/h ohne Gefihrdung: einfaches Vergehen
mit 35€

* Geschwindigkeitsiibertretung zwischen 20 und 40km/h (inklusive) ohne Gefihrdung: Ord-
nungswidrigkeit mit 75€, 3 Punkten und 1 Monat Fahrverbot

* Geschwindigkeitsiibertretung von mehr als 40 km/h ohne Gefihrdung: Ordnungswidrig-
keit mit 200€, 4 Punkte und 3 Monate Fahrverbot

* bei gleichzeitiger Gefihrdung des Straflenverkehrs: Straftat mit 3 Punkte mehr als ohne Ge-
tihrdung angegeben und Freiheitsstrafe, die doppelt so lang ist wie das Fahrverbot, das ohne
Getihrdung gilt (wenn es kein Fahrverbot gibt, dann gibt es auch keine Freiheitsstrafe)

. Schreibe eine Funktion, die einen Verstof§ akzeptiert und dessen Folge zuriickgibt. Benutze die

Funktionen aus den vorherigen Teilaufgaben.
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AUFGABE 410

Experimentiere fiir die Funktion slope in AbschnittIEauf Seite@mit anderen Reprisentatio-
nen als einem eigenen Record-Typ fiir «keine Steigung»:

* Liefere #f zuriick.

* Liefere eine Zeichenkette "no slope" zuriick.
Wie muss jeweils die Signatur von slope lauten?

Wie kénnte ein Programm dann nach einem Aufruf feststellen, ob es keine Steigung gab?
Schreibe fiir beide Varianten einen Ersatz fiir das Pridikat no-slope?, das diese Situation fest-
stellt.

Was haben die insgesamt drei Varianten fiir die Reprisentation von «keine Steigung» jeweils
fur Vor- und Nachteile?






5 PROGRAMMIEREN MIT SELBSTBEZUGEN UND KOMBINATOREN

Bisher haben wir nur Daten vorgestellt, die eine feste Grofe haben und damit im Wortsinn be-
schrinkt sind. Viele Informationen haben aber eine variable Grof8e: Die Biicher im Regal werden
immer mehr, Bauwerke bestehen aus variabel vielen Bauteilen. Um solche Informationen als Da-
ten zu reprisentieren, stellen wir in diesem Kapitel einen weiteren Aspekt der Datenanalyse vor,
den Selbstbezug. Hier sind einfache Beispiele:

* Ein Fluss besteht aus Hauptfluss und Nebenfluss — beides wieder Flisse.

* Ein Dateiverzeichnis auf dem Computer kann Unterverzeichnisse enthalten.

* Ein grofier Biicherstapel besteht aus einem etwas kleineren Biicherstapel und einem weiteren

Buch.

Bei all diesen Beispielen werden aus kleineren Dingen grofiere gemacht: Aus zwei Fliissen, die zu-
sammenflieffen, wird ein grofier Fluss. Aus mehreren Dateien und Verzeichnissen wird ein grof3es
Verzeichnis. Aus einem kleinen Biicherstapel wird ein grofer. In der Programmierung nennen wir
das Bauen von groflen Dingen aus kleinen Dingern derselben Sorte kombinieren. Die Funktionen,

die das erledigen, heiflen Kombinatoren: Um die geht es in diesem Kapitel.
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selbstbezuege/river.rkt Code

Schlichem

Heimliswald Epfendorf

m‘ /

Rottweil

i

Prim
Dreifaltigkeitsberg

Abbildung 5.1: Der Neckar nahe der Quellen

Abbildung]s.list cin Diagramm, das die Struktur des Neckar nahe der Quellen beschreibt: Er flieft
zunichst aus den Bichen Eschach und Prim zusammen, und danach fliefen immer weitere Biche
und Flisse hinzu — in der Abbildung noch die Schlichem.


https://raw.githubusercontent.com/deinprogramm/schreibe-dein-programm/master/selbstbezuege/river.rkt
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Die Struktur eines Flusses werden wir durch Daten abbilden, um danach eine Funktion zu
schreiben, die feststellt, ob ein Fluss durch einen bestimmten Ort fliefSt. Unser erster Versuch einer

Datendefinition sieht so aus:

; Ein Fluss kommt entweder aus:
; — einer Quelle

; — einem Hauptfluss und einem Nebenfluss

Man kann zwar schon sehen, dass es sich um eine Fallunterscheidung handelt, aber wir konnen die

Formulierung schirfen, um klar zu machen, dass es sich um gemischte Daten handelt:

; Ein Fluss ist eins der folgenden:
; — ein Bach aus einer Quelle

; — ein Zusammentreffen von einem Hauptfluss und einem Nebenfluss
Daraus kénnen wir direke eine Signatur-Definition machen:

(define river

(signature (mixed creek confluence)))

Die Datendefinitionen fiir «Bach» und «Zusammentreffen» fehlen allerdings noch. In Abbil-

dungsteht an den Bichen jeweils noch der Name. Eine passende Datendefinition sicht so aus:

; Ein Bach hat folgende Eigenschaften:

; — Ursprungsort

Das klingt ein bisschen komisch, weil der Bach ja nur ezze Eigenschaft hat, aber die Datendefiniti-
on trotzdem zusammengesetzte Daten beschreibt. Trotzdem ist das legitim und korrekt — niemand
wird sagen wollen, dass der Ursprungsort der Bach #sz. AufSerdem kannst Du Dir vorstellen, dass
ein Bach spiter noch mehr Eigenschaften bekommt, die wir in den Daten festhalten wollen. (Was-
serqualitit oder FliefSgeschwindigkeit zum Beispiel.) Entsprechend ist es auch sinnvoll, dafiir eine

Record-Definition zu schreiben:

(define-record creek
make-creek
creek?

(creek-origin string))

Wenn spiter noch weitere Eigenschaften hinzukommen, kénnen wir die Record-Definition erwei-
tern, ohne anderen Code zu beeintrichtigen.

Kommen wir zu den Zusammentreffen. Auch hier ist ein Ort relevant — dort, wo sie zusam-
mentreffen. Auferdem ist wichtig, welche Flisse oder Biche da zusammentreffen. Die Datendefi-

nition kénnte so aussehen:
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; Ein Zusammentreffen besteht aus:
; — Ort
; — Hauptfluss

; — Nebenfluss

Die Formulierung zeigt eindeutig, dass es sich um zusammengesetzte Daten handelt. Aber diese
Datendefinition weist eine Auffilligkeit auf, die erst sichtbar wird, wenn wir sie im Zusammenhang

der Gesamt-Datendefinition fiir Fliisse betrachten:

; Ein Fluss«igt eins der folgenden:

>

>

Die Datendefinition fir «Fluss» benutzt selbst den Begriff «Fluss». Noch offensichtlicher wird

das, wenn wir die dazu passende Record-Definition erstellen:

(define-record confluence
make—-confluence
confluence?
(confluence-location string)
(confluence-main-stem river)

(confluence-tributary river))

In der Definition von confluence wird river benutzt und umgekehrt. Das ist nichts schlim-
mes — im Gegenteil, diese beiden Selbstbeziige erlauben uns, ganz unterschiedliche Fliisse zu be-
schreiben, insbesondere solche unterschiedlicher Grofie. Den Abschnitt des Neckar inkénnen

wir so abbilden:

(define eschach (make-creek "Heimliswald")) ; Quelle des Neckar
(define prim (make-creek "Dreifaltigkeitsberg")) ; Quelle des Neckar
; erster Zusammenfluss des Neckar:

(define neckar-1 (make-confluence "Rottweil" eschach prim))

; Zufluss des Neckar:

(define schlichem (make-creek "Tieringen'))
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; zweiter Zusammenfluss des Neckar:

(define neckar-2 (make-confluence "Epfendorf" neckar-1 schlichem))

An diesen Beispielen sieht man sehr schon, dass make-confluence zwei Fliisse zu einem kombi-
niert — es handelt sich um einen Kombinator.

Wir hatten angekiindigt, eine Funktion zu schreiben, die feststellt, ob Wasser von einem be-
stimmten Ort in einen Fluss fliefSt. Wir machen das wieder nach Vorschrift, also zuerst die Kurzbe-

schreibung:
; Flieft Wasser von einem Ort in Fluss?

In der Kurzbeschreibung sind schon die Substantive «Fluss» und «Ort» als Eingaben aufgefiihrt,
die tibertragen wir in die Signatur. Da die Funktion eine Ja-/Nein-Frage beantwortet, liefert sie

einen booleschen Wert und hat ein Fragezeichen hinten am Namen:
(: flows-from? (string river -> boolean))

Bei den Tests achten wir darauf, dass wir sowohl Biche als auch Fliisse testen, und sowohl Fille, bei

denen #t als auch solche, bei denen #£f herauskommt:

(check-expect (flows-from? "Heimliswald" eschach) #t)
(check-expect (flows-from? "Tibingen" eschach) #f)
(check-expect (flows-from? "Heimliswald" neckar-2) #t)
(check-expect (flows-from? "Rottweil" neckar-2) #t)
(check-expect (flows-from? "Berlin" neckar-2) #f)

Das Gertist ergibt sich wie immer direkt aus der Signatur:

(define flows-from?
(lambda (location river)

ce))

Da es sich bei river um gemischte Daten handelt, kénnen wir die Schablone dafiir erginzen. Da
river zwei Fille hat (Biche und Zusammenfliisse), muss die Schablone zwei Zweige haben. Die

Bedingungen sind Aufrufe der jeweiligen Pridikate fiir creek und confluence:

(define flows-from?
(lambda (location river)
(cond
((creek? river) ...)

((confluence? river) ...))))
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Nun kénnen wir Code fiir die beiden Zweige erginzen. Fangen wir mit den Bichen an. Da es sich
bei creek um zusammengesetzte Daten handelt (mit nur einem Bestandteil), sollte der Aufruf des

Selektors im Rumpf vorkommen:

(define flows-from?
(lambda (location river)
(cond

((creek? river)

(creek-origin river)
)
((confluence? river)

..0)))

Der Selektor creek-origin liefert den Ursprungsort. Wenn dieser dem gesuchten Ortentspricht,
so flief3t der Fluss durch diesen Ort, sonst nicht. Im ersten Fall sollte #t herauskommen, im zweiten

#£. Das sieht so aus:

(define flows-from?
(lambda (location river)
(cond

((creek? river)

(if (string=7? (creek-origin river) location)
#t
#£))

((confluence? river)

..0)))

Dieser Code kann noch etwas vereinfacht werden: Der if-Ausdruck sagt ja salopp formuliert:

Wenn (string=7 (creek-origin river) location) als Resultat #t liefert,

dann #t, und wenn es #£ liefert, dann #f.
Da reicht es auch, (string=? (creek-origin river) location) hinzuschreiben.

AUFGABE 51

Kannst Du diese Vereinfachung auf if-Ausdriicken verallgemeinern und als Gleichung schreiben?

O
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Als Nichstes kénnen wir uns um den anderen Fall kiitmmern, confluence. Auch dort handelt es

sich um zusammengesetzte Daten, wir konnen also schon einmal die Selektoraufrufe hinschreiben:

(define flows-from?
(lambda (location river)
(cond
((creek? river)
(string=7 (creek-origin river) location))

((confluence? river)

(confluence-location river)
(confluence-main-stem river)
(confluence-tributary river)

D))

Soweit die Schablone, wir kdnnen uns also Gedanken zur eigentlichen Aufgabe machen.
Alserstessteht da (confluence-main-stem river) der Ortdes Zusammenflusses. Wenn
es sich dabei um den gesuchten Ort handelt, kénnen wir die Frage, ob der Wasser von diesem Ort

in den Fluss flieft, bereits mit «ja» beziechungsweise #t beantworten:

(define flows-from?
(lambda (location river)
(cond
((creek? river)
(string=7 (creek-origin river) location))
((confluence? river)
(if (string=7 (confluence-location river) location)
#t

(confluence-main-stem river)
(confluence-tributary river)

<))

Aber was, wenn der Ort des Zusammenflusses nicht der gesuchte Ort ist? Dann miissen wir uns
an die beiden anderen Selektor-Aufrufe halten, die uns den Haupt- und den Nebenfluss des Zu-
sammenflusses liefern. Wenn der eine oder der andere Wasser aus dem gesuchten Ort enthilt, dann
kénnten wir die Frage unserer Funktion ebenfalls mit «ja» beantworten. Dazu missten wir also

feststellen:
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1. Fliefit Wasser vom Ort origin in den Hauptfluss?
2. FliefSt Wasser vom Ort origin in den Nebenfluss?
Nun, wir schreiben ja gerade eine Funktion, die feststellt, ob Wasser von einem bestimmten Ort in

einen bestimmten Fluss flief$t. Kénnen wir die benutzen? Wir schreiben das mal hin:

(define flows-from?
(lambda (location river)
(cond

((creek? river)
(string=7 (creek-origin river) location))
((confluence? river)
(if (string=7 (confluence-location river) location)

#t

(flows-from? location (confluence-main-stem river))
(flows-from? location (confluence-tributary river))

<))

Die beiden Aufrufe von f1lows-from? entsprechen gerade den beiden Fragen von oben. Wir kon-
nen ihre Ergebnisse kombinieren, um unsere Antwort zu errechnen: Wenn Wasser aus location
durch den Hauptfluss fliet oder der Wasser aus 1location in den Nebenfluss fliefit, so fliefSt auch

Wasser von location in den «Gesamtfluss». So sieht das aus:

(define flows-from?
(lambda (location river)
(cond

((creek? river)

(string=7 (creek-origin river) location))

((confluence? river)

(if (string=7 (confluence-location river) location)
#t
(or
(flows-from? location (confluence-main-stem river))

(flows-from? location (confluence-tributary river))))))))

Fertig! In dieser Funktion passiert etwas Besonderes, das es in den Funktionen davor noch nicht gab:
Sie enthilt einen Aufruf von sich selbst, einen sogenannten rekursiven Aufruf. Diese rekursiven

Aufrufe sind genau an den Stellen, wo die Datendefinition von river Selbstbeziige enthilt.
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Das ist kein Zufall: Nahezu alle Funktionen, die Daten mit Selbstbeziigen akzeptieren, enthal-

ten an den Stellen der Selbstbeziige rekursive Aufrufe. Daraus machen wir eine Schablone:

KONSTRUKTIONSANLEITUNG 17 (SELBSTBEZUGE ALS EINGABE: SCHABLONE)

Wenn Du eine Funktion schreibst, die Daten akzeptiert, in denen Selbstbeziige enthalten sind,
dann schreibe an die Stellen der Selbstbeziige jeweils einen rekursiven Aufruf.

Ein Nachtrag noch: Der if-Ausdruck in der flows-from?-Funktion passt fast auf das Muster
aus Aufgabe Der einzige Unterschied ist, dass in der Alternative der Verzweigung nicht #£ steht.

Allgemein wir ein solcher if-Ausdruck folgendermaflen ausgewertet:

(if b #t a)
— #t ; falls b= #t
— a ; falls b= #f

Das koénnen wir mit dem Verhalten von or vergleichen:

(or b a)
— #t ; falls b — #t
— a ; falls b < #f

Wir kénnen den if-Ausdruck aus flows—from? also durch ein or ersetzen:

(or (string=7 (confluence-location river) location)
(or (flows-from? location (confluence-main-stem river))

(flows-from? location (confluence-tributary river))))
Das kénnen wir sogar noch weiter vereinfachen, weil or auch mit drei Operanden funktioniert:

(or (string=7 (confluence-location river) location)
(flows-from? location (confluence-main-stem river))

(flows-from? location (confluence-tributary river)))

Wenn wir das Resultat auf seine Bedeutung hin lesen, steht da folgendes: Wasser fliefStaus location
in den Zusammenfluss river, wenn ...
* der Zusammenfluss gerade bei 1ocation stattfindet
oder
* Wasser von location in den Hauptfluss fliefit
oder

e Wasser von location in den Nebenfluss fliefit.
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So erzihlt ist die Funktionsweise von flows-from? (hoffentlich) direkt verstindlich.
Wir kénnen so aus diesem Beispiel und Aufgabezwei Gleichungen entsprechend Mantra
auf Seitemachen:

(if b #t #f) = b
(if b #t a) = (or b a)

5.2 BILDER MODELLIEREN

Erinnerst Du Dich noch an Abschnitt[r.4.2]auf Seite[is? Da haben wir mit Hilfe des image . rkt-

Teachpacks die Funktionen beside und above verwendet, um Bilder zusammenzusetzen:

(define s1 (square 40 "solid" "red"))

(define cl (circle 40 "solid" "green"))

(define pl (star-polygon 20 10 3 "solid" "blue"))
(beside s1 p1)

-

;)

(above s1 cl1)

o

(%
Bei beiden Funktionen war es méglich, die Ergebnisse wieder als Bilder zu verwenden:

(above (beside sl pl) (beside pl c1))

i
%0

Fur Bilder ist die Signatur image zustindig; mir ihrer Hilfe knnen wir Signaturen fiir above und

beside formulieren:

(: beside (image image -> image))

(: above (image image -> image))

An den Signaturen ldsstsich klar erkennen, dass es sich um Kombinatoren handelt. Indirekt kénnen

wir daraus schlieffen, dass es in der Datendefinition von Bildern ebenfalls Selbstbeziige gibt. Die

konnte so aussehen:
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; Ein Bild ist eins der folgenden:

; — eine Nebeneinanderstellung von einem Bild und noch einem Bild

; — eine Ubereinanderstellung von einem Bild und noch einem Bild

Das heif3t, bei den Bildern ist das gleiche Konstruktionsprinzip am Werk wie bei den Fliissen: Aus
«kleinen» Bildern werden «grofSere», und daraus gegebenenfalls noch gréfiere undsoweiter.

An den Signaturen von beside und above ist leicht erkennbar, dass es sich um Kombinato-
ren handelt: Es gehen image rein und image kommt auch wieder heraus. Um das bei den Fliissen
aus dem letzten Abschnitt klar anzuzeigen, wire es sinnvoll, fiir make-confluence ebenfalls eine

explizite Signatur anzugeben:
(: make-confluence (string river river -> river))

Kombinatoren verstecken sich in vielen Problemstellungen, Du musst Sie nur suchen: Dann findest

Du erstaunlich oft auch welche. Darum geht es in Mantra

MANTRA 8
Suche nach Kombinatoren fiir Deine Daten, die aus kleinen Dingen grofiere Dinge machen — und

daraus wieder groflere Dinge machen.

5.3 FINANZVERTRAGE ABBILDEN

selbstbezuege/contract.rkt Code

Es ist Zeit fiir ein etwas grofieres Beispiel. Wir bilden Finanzvertrige ab und programmieren dazu
eine stark vereinfachte Version eines Klassikers der Informatik-Forschung, das zu mehreren Verof-
fentlichungen und zur Griindung einer erfolgreichen Firma geftihrt hatﬂSelbstbezﬁge spielen eine
wichtige Rolle.

Wichtig bei diesem Beispiel: Fiir die Reprisentation von Finanzvertrigen aus diesem Abschnitt
haben renommierte Informatik-Forscher mehrere Monate gebraucht. Wir kénnen sie mit den bis-
her prisentierten Programmiermitteln nachbauen, aber Du solltest nicht von Dir erwarten, dass

Du das Beispiel in wenigen Stunden auch selbst hittest entwickeln kénnen.

! Wer mehr wissen mochte, sollte das Paper von Peyton Jones und Eber [PEO3] lesen, das es auch im Internet
kostenlos zum Download gibt.


https://raw.githubusercontent.com/deinprogramm/schreibe-dein-programm/master/selbstbezuege/contract.rkt
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In der Finanzbranche werden oft Vertrige geschlossen, die zur strukturierten Zahlung von
Geldbetrigen fihren. Wer eine Bankerin fragt, was der einfachste solche Vertrag ist, bekommt oft

die Antwort Zero-Bond. Hier ist ein Beispiel fiir einen Zero-Bond:
Ich bekomme am 31. Juni 2030 € 1000.

So ein Vertrag wird immer zwischen zwei Vertragspartnern geschlossen und der eine ist immer
«ich». Daher kommt die Formulierung «Ich bekomme». Der Begriff «Zero-Bond» setzt sich zu-
sammen aus «keine Zinsen» (Zero) und «Recht auf spitere Zahlung» (Bond).

Wir kénnen daraus eine einfache Datendefinition machen:

; Ein Zero-Bond hat folgende Eigenschaften:
; — Datum

; — Betrag

; — Wahrung

An der Formulierung «hat folgende Eigenschaften» sehen wir sofort, dass es sich um zusammen-

gesetzte Daten handelt. Daraus folgt direkt diese Record-Definition:

(define-record zero-bond
make-zero-bond
(zero-bond-date date)
(zero-bond-amount  rational)

(zero-bond-currency currency))

Wir miissten noch Definitionen fiir date und currency beisteuern, schieben das aber auf die
lange Bank. Wir wollen stattdessen zunichst noch einmal grundsitzlich tiber die richtige Datende-
finition fur solche Vertrige nachdenken.

Es gibtja noch viel mehr solche Vertrige: Futures, Forwards, Swaps, Swaptions... Jeder Vertrag
hat mehrere Eigenschaften, das wiirde also darauf hinauslaufen, dass wir sehr viele Datendefinitio-
nen fiir zusammengesetzte Daten und die zugehérigen Record-Definitionen schreiben missten —
und am Ende eine Datendefinition zu «Vertrag», die auf eine grof8e Signatur fiir gemischte Daten
hinauslduft. Das ist eine Menge Arbeit, und sie wire auch nie fertig, weil sich die Banker stindig
neue Vertrige ausdenken.

Wer aber genug solche Vertrige studiert, bemerkt, dass diese aus Bausteinen bestehen, die im-
mer wiederkehren. Das suggeriert einen anderen Ansatz, nimlich diese Bausteine zu identifizieren
und dafiir die Datenanalyse durchzuftihren. Wir vollziehen stattdessen die Arbeit der Autoren des
Papers [PEo3] nach. Die haben (iiber mehrere Monate) einen Satz bestechend einfacher Baustei-

ne zusammengestellt, indem sie bekannte Vertrige in méglichst kleine und einfache Bestandteile
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zerlegten. Jeder dieser Bestandteile ist fiir sich genommen ein «kleiner Vertrag», es gibt aber auch
Kombinatoren, die aus kleinen Vertrigen grofiere machen, insbesondere auch noch unbekannte
Klassen von Vertrigen. Mit diesen Bestandteilen lassen sich durch den Einsatz von Kombinatoren
sehr viele Finanzvertrige (auch noch unbekannte) abbilden.

Da es mehrere Klassen von Bausteinen und Kombinatoren gibt, werden wir Vertrige als ge-

mischte Daten reprisentieren und dafiir schrittweise eine Datendefinition aufbauen:

; Ein Vertrag ist eins der folgenden:

H
Dazu gehort natiirlich eine passende Signatur-Definition, die wir ebenfalls schrittweise aufbauen

werden:

(define contract

(signature (mixed ...)))

Um die Bausteine und Kombinatoren zu identifizieren, schauen wir uns zunichst den Zero-Bond
niher an. Auch wenn der einfach aussieht, gibt es mehrere Aspekte, die auch unabhingig voneinan-
der Sinn ergeben: die Auszahlung eines bestimmten Betzags in einer bestimmten Wzhrung und die
Maglichkeit, eine Zahlung spéiter zu veranlassen. Das sind drei separate Ideen, und es ist sinnvoll,

diese getrennt als Daten zu reprisentieren.

Zahlung einer bestimmten Wahrung| Fangen wir an mit der Zahlung einer bestimmten Wih-
rung. Der Einfachheit halber nehmen wir an, dass alle Zahlungen in Euro sind. Um die richtige
Daten-Definition zu finden, versuchen wir, die eznfachste Euro-Zahlung zu finden, und die besteht

aus eznem Euro. Die Daten-Definition dazu ist erniichternd einfach:
; Ein Euro hat keine Eigenschaften

Wir kénnten den Euro einfach als die Zeichenkette "EUR" abbilden. Das wire sinnvoll, wenn der
Euro Teil einer Aufzihlung ist. Diesist allerdings hier nicht der Fall, andere Vertragsbausteine haben
durchaus Eigenschaften. (Siehe dazu auch Aufgabeauf Seite) Wir nehmen die Datendefi-
nition stattdessen beim Wort «hat ... Eigenschaften» und bilden den Euro als zusammengesetzte

Daten ab. Dann wird daraus folgende Record-Definition:

(define-record one-euro
make-one-euro

one-euro?)

Wir fiigen als Nichstes one-euro zur Daten- und zur Signatur-Definition von contract hinzu:
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; Ein Vertrag ist eins der folgenden:
; — ein Euro
(define contract

(signature (mixed one-euro ...)))

Beliebige Betrage | Als Nichstes bilden wir die Moglichkeit ab, einen Betrag zu wihlen. Eine

naheliegende erste Idee wire, die Idee «n Euros» abzubilden, etwa so:

; Euros haben folgende Eigenschaft:
; — wieviele
(define-record euros

make-euros

euros?

(euros-amount rational))

Wenn wir das hitten, briuchten wir aber one—euro nicht mehr. Aufferdem wire das Resultat
dann nicht mehr so einfach wie méglich: Besser wiire es, wenn wir die Idee «wieviele» trennen
kénnten von «Eurox». Dann kénnten wir sagen «eine Vielzahl von einem Euro». Das klingt erstmal

komisch:

; Eine Vielzahl hat folgende Eigenschaften:
; — wieviele

; — wovon

Aber die richtige Form fiir zusammengesetzte Daten hat das schon einmal. Es reicht fur eine erste

Skizze einer Record-Definition:

(define-record multiple

make-multiple

multiple?
(multiple-number ...)
(multiple-of L))

Wir miissen aber noch kliren, was die Signatur von multiple-number respektivemultiple-of
ist. Beimultiple-number miissen wir uns nicht auf ganze Zahlen beschrinken - ein halber Euro
geht schliefSlich auch. Da ist rational sinnvoll.

Bei multiple-of liegt es nahe, one-euro hinzuschreiben: Dann kénnten wir den Zero-

Bond schon hinschreiben. Allerdings wire multiple ziemlich eingeschrinkt und nicht besonders



146 FINANZVERTRAGE ABBILDEN

zukunftssicher: Was, wenn andere Wihrungen dazukommen, one-gbp oder so? Vielleicht sind wir
versucht, eine Signatur currency fur Wihrungen zu definieren und firmultiple-of zu verwen-
den. Aber das wire immer noch zu eingeschrinkt: Man kann ja auch mehrere Aktien (zum Beispiel)
im Rahmen eines Vertrags tibergeben — oder auch mehrere Zero-Bonds oder andere Vertrige.

Und da ist sie ganz plotzlich, die zentrale Idee: Dass ein Vertrag den Abschluss anderer Ver-
trige verfigen kann. Wir schreiben deshalb als Signatur von multiple-of einfach contract
und schirfen bei der Gelegenheit die Datendefinition:

; Ein Vielfaches besteht aus:
; — Anzahl
; — Vertrag
(define-record multiple
make-multiple
multiple?
(multiple-number rational)

(multiple-of contract))

Nun gibt es schon zwei Klassen von Vertrigen — one-euro und multiple. Wir erweitern die

Definition von contract entsprechend:

(define contract

(signature (mixed one-euro multiple)))

Mit Hilfe von one-euro und multiple kdnnen wir einen Vertrag definieren, der festlegt, dass

wir € 100 bekommen - sofort:

(define euro100 (make-multiple 100 (make-one-euro))) ; 100 Euros

AUFGABE 5.2
Definiere eine Funktion make-euros mit Kurzbeschreibung, Signatur und Test wie folgt:

; Euro-Betrag auszahlen
(: make-euros (rational -> contract))
(check-expect (make-euros 100) euro100)

Mit Hilfe der Funktion aus der Aufgabe kénnen wir leicht auch € 200 definieren:

(define euro200 (make-euros 200)) ; 200 Euros
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Verzogerungen| Fiir die Zero-Bonds benétigen wir noch die Moglichkeit, eine Zahlung zu ver-
zbgern. Dazu benutzen wir den gleichen Trick wie bei multiple und definieren einen weiteren
Kombinator, der einen ganzen Vertrag verzogert: Wir schlieflen also einen Vertrag ab, spiter einen
Vertrag abzuschliefen, und der kann dann die Zahlung auslésen. Um so einen Vertrag zu beschrei-
ben, bendtigen wir das Datum, an dem der «spitere» Vertrag aktiv wird und den spiteren Vertrag

selbst:

; Eine Verzégerung besteht aus:
; — Datum

; — Vertrag, der zu dem Datum giltig wird

Diese Datendefinition beschreibt wieder zusammengesetzte Daten. Die dazugehdrige Record-De-

finition sieht so aus:

(define-record later
make-later
later?
(later-date date)

(later-contract contract))
Mit 1later kénnen wir die Signatur-Definition von contract erweitern:

(define contract

(signature (mixed one-euro multiple later)))

Aber es fehlt noch etwas: Wir haben fur later-date die Signatur date verwendet, die noch
gar nicht definiert ist. Ein Datum besteht aus Jahr, Monat und Tag, was direkt zu einer Record-

Definition fiihrt:

(define-record date
make-date
date?
(date-year natural)
(date-month natural)

(date-day  natural))

AUFGABE 5.3

Wir haben fiir alle Felder von date die Signatur natural verwendet. Diese Signatur ist sehr un-

prizise, zumindest fiir date-month und date-day.
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Abbildung 5.2: Zero-Bond als Schichten dargestellt

Verbessere die Signaturen von date-monthund date-day mit Hilfe von integer-from-to
aus Abschnitt[2.2/auf Seite[47! O

Bevor es weitergeht, definieren wir noch zwei Beispiele fiir das Datum:

(define datel (make-date 2019 07 26)) ; 26. Juli 2019
(define date2 (make-date 2019 12 24)) ; Weihnachten 2019

Mit Hilfe dieser Definitionen kénnen wir auch endlich zwei Beispiele fiir 1ater angeben:

(define lateril

(make-later datel eurol00)) ; Ich bekomme am 26.7.2019 100€ .
(define later?2

(make-later date2 euro200)) ; Ich bekomme Weihnachten 2019 200€ .

Auflerdem kénnen wir den Zero-Bond vom Anfang dieses Abschnitts definieren:

; Ich bekomme am 31. Juni 2030 1000€ .
(define zerol (make-later (make-date 2030 06 31)
(make-euros 1000)))

Abbildung]s.2 zeigt den Aufbau des Zero-Bonds zero1 als ineinandergeschachtelte Schichten: In
den later-Vertrag ist ein multiple-Vertrag eingeschachtelt, und dort wiederum der one-euro-

Vertrag. Aus dieser Sicht ist der multiple-Vertrag der «innere» Vertrag des later-Vertrags.

Vertrage kombinieren| Jetzt wo die Zero-Bonds erledigt sind, kénnen wir tibetlegen, ob es noch
weitere Mdglichkeiten geben sollte, Vertrige herzustellen. Immer wenn Du Reprisentationen mit
Kombinatoren baust, solltest Du nach Méglichkeiten suchen, aus zwei Dingen ein grofleres Ding

zu bauen.
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Beispiele fiir dieses Prinzip haben wir in diesem Kapitel schon mehrere gesehen:
* Ein Hauptfluss und ein Nebenfluss werden zu einem Fluss kombiniert.
e Zwei Bilder werden iibereinander, nebeneinander und aufeinander zu einem Bild kombiniert.
Auf die Vertrige bezogen bedeutet dies, dass wir zwei Vertrige zu einem zusammensetzen, der die

Rechte und Pflichten von beiden kombiniert. So konnte dies gehen:

; Eine Kombinationsvertrag besteht aus:
; — Vertrag Nr. 1
; — Vertrag Nr. 2

Das sind wieder zusammengesetzte Daten mit zwei Selbstbeziigen:

(define-record both
make-both
both?
(both-contract-1 contract)
(both-contract-2 contract))

Hier sind zwei Beispiele fiir both:

; Heute 100€, spater nochmal 100€
(define bothl (make-both eurol00 laterl))
; Heute 200€, spiter nochmal 200€
(define both2 (make-both bothl later2))

Wir miissen noch die Definition von contract erweitern:

(define contract

(signature (mixed one-euro multiple later both)))

Der kleinste Vertrag| Es gibtnoch ein weiteres Prinzip beim Reprisentieren mit Kombinatoren:
Suche immer nach dem kleinsten méglichen Baustein. Wir haben ja schon einen ziemlich kleinen
Baustein definiert: one—euro. Aber oft ist der kleine Baustein eine Variation von «nichts», und so
ist es auch hier: Der kleinste Vertrag ist einer ohne Rechte oder Pflichten. Ihn sollten wir unbedingt
auch definieren — zunichst nur der Vollstindigkeit halber, aber spiter werden wir ihn tatsichlich
noch brauchen.

Solch ein «Nichts-Vertrag» hat, wie one-euro auch, keine Eigenschaften. Wir reprisentieren
ihn aber, genau wie bei one-euro, durch einen Record, damit wir ihn mit Hilfe seiner Signatur in

die Definition von contract einbauen konnen:
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; Ein Nichts-Vertrag hat keine Eigenschaften
(define-record nothing
make-nothing

nothing?)
Entsprechend erweitern wir contract:

(define contract
(signature

(mixed one-euro multiple later both nothing)))

In Aufgabeauf Seitegeht es um noch einen weiteren Kombinator.

Vertrage bewerten| Wir haben viel Energie fiir die Reprisentation von Vertrigen verwendet,
aber noch gar nichts damit gemacht. Es fehlen noch ein paar saftige Funktionen!

Wenn wir einen Vertrag haben, wollen wir vielleicht wissen, wieviel Geld wir eigentlich insge-
samt bekommen. Das nehmen wir uns als erste Aufgabe vor. Wir fangen an mit folgender Kurzbe-

schreibung:
; Fir einen Vertrag berechnen, wieviel Geld wir bekommen

In der Kurzbeschreibung tauchen die Begriffe «Vertrag» und «Geld» auf, das tibersetzen wir in

folgende Signatur:
(: contract-payment (contract -> rational))

Die Funktion fasst alle Zahlungen zu einem Euro-Betrag zusammen, Zinsen ignorieren wir. Die
Funktionsweise illustrieren wir wie immer mit Testfillen. Bei festen Euro-Betrigen ist recht klar,

was herauskommen muss:

(check-expect (contract-payment euro100) 100)
(check-expect (contract-payment euro200) 200)

Die Beispiele 1aterl und later2 sind verzdgerte Vertrige tiber € 100 bezichungsweise € 200.

Die Verzogerung spielt bei contract-payment keine Rolle:

(check-expect (contract-payment laterl) 100)
(check-expect (contract-payment later2) 200)

Bei den beiden both-Beispielen werden jeweils zwei Zahlungen von € 100 respektive € 200 kom-

biniert:

(check-expect (contract-payment bothl) 200)
(check-expect (contract-payment both2) 400)
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Die Schablone sieht so aus:

(define contract-payment
(lambda (contract)
o))

Da es sich bei der Definition von contract um gemischte Daten handel, sieht die erste Schablone

fiir contract-payment so aus:

(define contract-payment
(lambda (contract)
(cond
((nothing? contract) ...)
((one-euro? contract) ...)
((multiple? contract) ...)
((later? contract) ...)

((both? contract) ...))))

Bei den einzelnen Fillen von contract handelt es sich jeweils um zusammengesetzte Daten, wir

konnen also die Schablone um die Anwendungen der Selektoren erginzen, soweit es welche gibt:

(define contract-payment
(lambda (contract)

(cond
((nothing? contract) ...)
((one-euro? contract) ...)

((multiple? contract)

(multiple-number contract)
(multiple-of contract)
)

((later? contract)

(later-date contract)

(later-contract contract)
)
((both? contract)

(both-contract-1 contract)
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(both-contract-2 contract)
o))

Es geht noch weiter:
(multiple-of contract),

(later-contract contract),

(both-contract-1 contract) und (both-contract-2 contract)

sind allesamt Selbstbeztige, wir konnen also dort rekursive Aufrufe hinschreiben:

(define contract-payment

(lambda (contract)

(cond
((nothing? contract) ...)
((one-euro? contract) ...)

((multiple? contract)

(multiple-number contract)

(contract-payment (multiple-of contract))

)

((later? contract)

(later-date contract)

(contract-payment (later-contract contract))

)
((both? contract)

(contract-payment (both-contract-1 contract))

(contract-payment (both-contract-2 contract))

D))

Damit ist die Schablone fertig und wir kénnen versuchen, fiir jeden Fall etwas Sinnvolles hinzu-
schreiben. Bei den ersten beiden ist es nicht so schwierig: Bei einem nothing-Vertrag wird nichts
ausgezahlt, bei einem one-euro-Vertrag wird ein € 1 ausgezahlt:
(define contract-payment
(lambda (contract)
(cond

((nothing? contract) 0)
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((one-euro? contract) 1)

S

Wir nehmen uns als Nichstes den multiple-Fall vor: Da stehen in der Schablone schon:

* (multiple-number contract),also die Anzahl

* (contract-payment (multiple-of contract)),alsowas beieinem ausgezablt wird
Diese beiden Griiflen miissen wir miteinander multiplizieren, um die Gesamtsumme zu berechnen,

die ausgezahlt wird:

(define contract-payment
(lambda (contract)

(cond

((multiple? contract)
(* (multiple-number contract)
(contract-payment (multiple-of contract))))
L))

Nun ist der later-Fall an der Reihe. Fiir contract-payment ist (later-date contract),
also der Zeitpunkt, zu dem der Vertrag aktiv wird, irrelevant: Es geht ja nur um den Betrag des

«inneren» Vertrags, und der steht schon in der Schablone:

(define contract-payment
(lambda (contract)

(cond

((later? contract)

(contract-payment (later-contract contract)))

o))

Zu guter letzt kommt both. Die Zahlungen, die sich aus den beiden Teilvertrigen ergeben, stehen
schon in der Schablone. Wir miissen sie lediglich addieren. Die vollstindige Funktion sicht dann so

aus:

(define contract-payment
(lambda (contract)
(cond
((nothing? contract) 0)

((one-euro? contract) 1)
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((multiple? contract)
(* (multiple-number contract)

(contract-payment (multiple-of contract))))
((later? contract)
(contract-payment (later-contract contract)))
((both? contract)
(+ (contract-payment (both-contract-1 contract))

(contract-payment (both-contract-2 contract)))))))

Vertrage verwalten | Eine weitere niitzliche Funktion von Vertrigen betrifft die Entwicklung
eines Vertrags tiber die Zeit: Je linger ein Vertrag geschlossen ist, desto mehr Zahlungen werden da-
durch getitigt und entsprechend bleiben weniger Zahlungen tibrig. Um das abzubilden, brauchen
wir eine Funktion, die ausrechnet, was von einem Vertrag nach einem bestimmten Zeitpunkt noch

brigbleibt. So kénnte die Kurzbeschreibung lauten:
; Was bleibt tlibrig, nachdem zu einem gegebenen Datum ausgezahlt wurde?

Um diese Funktion zu schreiben, miissen wir uns erst einmal iiberlegen, wie dieser «Rest» von
einem Vertrag reprisentiert werden kann. Die richtige Idee ist so einfach, dass es gar nicht so ein-
fach ist, sie zu sehen: Den «Rest eines Vertrags» konnen wir wieder als Vertrag reprisentieren. Wir
missen also keine neue Datenanalyse durchfiihren und kénnen mit der Signatur fortfahren. Die
Funktion braucht als Eingabe einen Vertrag; als Ausgabe kommt der neue Vertrag heraus. Aufler-

dem brauchen wir noch das Datum, das in der Kurzbeschreibung erwihnt wird:
(: contract-rest (contract date -> contract))

Kommen wir zu einigen Testfillen: Die Vertrige euro100 und euro200 werden sofort ausgezahl,

da bleibt also nichts mehr tibrig:

(check-expect (contract-rest eurol00 datel) (make-nothing))
(check-expect (contract-rest euro200 datel) (make-nothing))

Das Beispiel laterl kommt zum Datum datel zur Auszahlung (der 26. Juli 2019), ab diesem

Datum ist also nichts mehr iibrig:
(check-expect (contract-rest laterl datel) (make-nothing))

Der Beispielvertrag 1ater2 hingegen wird erst zu date2 ausgezahlt, das ist Weihnachten 2019

Zum Zeitpunkt datel passiert deswegen noch nichts, der Vertrag kommt also unverindert zuriick:

* Als dieses Kapitel geschrieben wurde, lag das noch in der Zukunft.
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(check-expect (contract-rest later2 datel) later2)

Interesant wird es bei den both-Vertrigen. Bei both1 passiert der eine Teil sofort, der andere wird

bis datel verzdgert. Zum Zeitpunkt datel bleibt allerdings von beiden Hilften nichts iibrig:
(check-expect (contract-rest bothl datel) (make-nothing))

Bei both2 bleibt allerdings zum Zeitpunkt date1 noch die «rechte» Hilfte tibrig later2:
(check-expect (contract-rest both2 datel) later2)

Aber zum Zeitpunkt date?2 ist auch das perdu:

(check-expect (contract-rest both2 date2) (make-nothing))

Wir schreiten nun zur Funktion selbst. Hier das Gertist:

(define contract-rest
(lambda (contract date)
L))

Die Eingabe-Signatur enthilt ein contract, wir kdnnen also wieder die Schablone fiir gemischte

Daten verwenden:

(define contract-rest
(lambda (contract date)
(cond
((nothing? contract) ...)
((one-euro? contract) ...)
((multiple? contract) ...)
((later? contract) ...)

((both? contract) ...))))

Wir erginzen als Nichstes die Schablonen fir die einzelnen Fille, bei denen es sich ja jeweils um

zusammengesetzte Daten handelt:

(define contract-rest
(lambda (contract date)

(cond
((nothing? contract) ...)
((one-euro? contract) ...)

((multiple? contract)
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(multiple-number contract)
(multiple-of contract)
D)

((later? contract)

(later-date contract)

(later-contract contract)
»)

((both? contract)

(both-contract-1 contract)
(both-contract-2 contract)

ce))))

Fast hitten wir es vergessen — in den Fillen fir multiple, later und both gibt es ja Selbstrefe-

renzen und damit rekursive Aufrufe:

(define contract-rest
(lambda (contract date)

(cond
((nothing? contract) ...)
((one-euro? contract) ...)

((multiple? contract)

(multiple-number contract)
(contract-rest (multiple-of contract) date)
)

((later? contract)

(later-date contract)

(contract-rest (later-contract contract) date)
)

((both? contract)

(contract-rest (both-contract-1 contract) date)
(contract-rest (both-contract-2 contract) date)

o))
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(date-year date)
(date-month date)
(date-day date)
o))

Wir kénnen auflerdem noch die Schablone fiir date bemiihen, wobei es sich zum zusammenge-
setzte Daten handelt. Das Datum ist nur im later-Fall relevant — wir fiillen die Schablone aus,
wenn wir zu diesem Fall kommen.

Wir fangen wieder mit den einfachen Fillen an. Bei nothing und one-euro bleibt jeweils

nichts tibrig:

(define contract-rest
(lambda (contract date)
(cond
((nothing? contract) (make-nothing))
((one-euro? contract) (make-nothing))

o))

AUFGABE 5.4
Sind beide Fille schon durch Testfille abgedeckt? Wenn nicht, schreibe einen! O

Als Nichstes ist multiple an der Reihe. Der rekursive Aufruf aus der Schablone beantwortet
die folgende Frage: «Wieviel ist von esnem Vertrag nach dem Datum noch ibrig?» Wenn wir mit
n das Ergebnis von (multiple-number contract) bezeichnen, dann miissen wir die Frage

beantworten, wieviel von n Vertrigen iibrig bleibt. Wir miissen wieder mit 72 multiplizieren:

(define contract-rest
(lambda (contract date)

(cond

((multiple? contract)
(make-multiple (multiple-number contract)

(contract-rest (multiple-of contract) date)))
)

Als Nichstes ist der 1ater-Fall dran. Der rekursive Aufruf beantwortet die Frage, was von dem

Vertrag tibrigbleibt, falls das Datum date schon vorbei beziechungsweise gerade heute ist. Wenn
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date noch in der Zukunft liegt, passiert gar nichts und die Funktion sollte den gesamten Vertrag
contract zuriickliefern.

Das heifdt, das date in zwei Klassen zerfillt, nimlich (a) vor oder an dem Datum (later-date
contract) oder (b) danach. Wir brauchen also eine Verzweigung danach, und dazu miissen wir
die beiden Daten vergleichen. Diese Aufgabe ist kompliziert genug, dass wir sie zurtickstellen und

uns vornehmen, spiter eine Funktion mit folgender Kurzbeschreibung und Signatur zu schreiben:

; Ist ein Datum friher als ein anderes?
(: date<=7 (date date -> boolean))

Mit Hilfe dieser Funktion kénnen wir den 1ater-Fall folgendermafien fertigstellen:

(define contract-rest
(lambda (contract date)

(cond

((later? contract)
(if (date<=7 (later-date contract) date)
(contract-rest (later—contract contract) date)

contract))

e

Wir haben dabei etwas geschummelt und uns darum gedriicke, die Schablone fiir date auszufiillen.
Das miissen wir bei date<=7 nachholen.
Es bleibt der Fall fiir both. Die rekursiven Aufrufe aus der Schablone liefern, was vom «lin-

ken» beziehungsweise «rechten» Vertrag tibriggeblieben ist. Wir miissen die Ergebnisse nur wieder

zasammensetzen:

(define contract-rest
(lambda (contract date)

(cond

((both? contract)
(make-both (contract-rest (both-contract-1 contract) date)

(contract-rest (both-contract-2 contract) date))))))

Fertig!
Also fast: Wir miissen ja noch die Funktion date<=7 schreiben. Fiir einen Teil davon spannen

wir Dich ein:
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AUFGABE 5.5

Schreibe ausreichende Testfille fiir date<="7! O

Hier ist das Geriist:

(define date<=7?
(lambda (datel date2)
..2))

Das es sich sowohl bei date1 als auch date2 um zusammengesetzte Daten handelt

(define date<=7
(lambda (datel date2)

(date-year datel) (date-year date2)
(date-month datel) (date-month date2)
(date-day datel) (date-day date2)
co2))

Um den Rumpf richtig hinzubekommen, miissen wir sorgfaltig alle moglichen Fille abarbeiten.
Zunichst missen wir die beiden Jahreszahlen vergleichen — wenn sie bei datel und date2 unter-
schiedlich sind, so steht das Ergebnis fest. Wenn nicht, so muss die Funktion die Monate vergleichen

und schliefllich die Tage. Das sicht am Ende so aus:

(define date<=7
(lambda (datel date2)
(cond
((< (date-year datel) (date-year date2)) #t)
((> (date-year datel) (date-year date2)) #f)
((< (date-month datel) (date-month date2)) #t)
((> (date-month datel) (date-month date2)) #f)
((< (date-day datel) (date-day date2)) #t)
((> (date-day datel) (date-day date2)) #f)
(else #t))))

Vertrage vereinfachen| Leider ist der Code fiir die contract-rest-Funktion zwar vollstin-
dig, funktioniert aber nicht wie erwartet: Die Tests schlagen fehl, und zwar fast alle! Wie kann das

sein? Hier ist der erste:



160 FINANZVERTRAGE ABBILDEN

(check-expect (contract-rest eurol00 datel) (make-nothing))
Hier ist die Meldung vom Fehlschlag:

Der tatsédchliche Wert #<record:multiple 100 #<record:nothing>>

ist nicht der erwartete Wert #<record:nothing>.
Was ist passiert? Zur Erinnerung, der Vertrag euro100 ist so definiert:
(define euro100 (make-multiple 100 (make-one-euro)))

Die contract-rest-Funktion haterst einmal berechnet, was von dem einen Euro ibriggeblieben
ist und vom Rest dann 100 Stiick zuriickgegeben: 100 Stiick von nichts. Das Ergebnis ist ja auch

formal korrekt, aber eben nicht wie vom Testfall erwartet. Unpraktisch ist es auf jeden Fall:

AUFGABE 5.6

Finde noch drei weitere komplizierte Wege, «Vertrige tiber nichts» aufzuschreiben. O

Um das Problem zu vermeiden, wire es gut, wenn das Programm Vertrige tiber «n mal nichts»
gar nicht erst konstruieren wiirden. Dafiir miissen wir beim Konstruktor make-multiple anset-
zen. Wenn der auf einen nothing-Vertrag angewendet wird, muss das Ergebnis auch wieder ein
nothing-Vertrag sein. Um das zu erreichen, missen wir make-multiple umdefinieren. Da die
Definition von make-multiple von define-record erledigt wird, wenden wir einen Trick an

und benennen den Konstruktor erst einmal um, in dem wir die Record-Definition indern:

(define-record multiple
really-make-multiple
multiple?

(multiple-number  rational)

(multiple-of contract))

Der Name really-make-multiple ist reine Konvention — solange der Name nur anders ist als
make-multiple! Als nichstes definieren wir eine neue Funktion mit dem alten Namen und dem
gleichen Vertrag. Hier sind Kurzbeschreibung, Signatur und ein Testfall, der gerade euro100 ent-
spricht:

; multiple-Vertrag konstruieren, dabei vereinfachen

(: make-multiple (rational contract -> contract))

(check-expect (make-multiple 100 (make-nothing))
(make-nothing) )
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Hier ist das Geriist fiir die Funktion:

(define make-multiple
(lambda (factor contract)

co))

Die Eingabe contract zerfillt in zwei Fille: nothing und alle anderen. Im ersten Fall geben wir

wieder nothing zuriick, im zweiten rufen wir den richtigen Konstruktor auf:

(define make-multiple
(lambda (factor contract)
(if (nothing? contract)
(make-nothing)
(really-make-multiple factor contract))))

Damit funktionieren schonmal die ersten beiden Testfille, die urspriinglich fehlgeschlagen sind. Es

bleiben aber noch weitere. Der erste ist dieser hier:

Der tatsédchliche Wert
#<record:both #<record:nothing> #<record:nothing>>
ist nicht der erwartete Wert

#<record:nothing>.

Das deutet auf ein analoges Problem wie bei multiple hin: Nichts und nochmal nichts ist eben
nichts, aber der Konstruktor von both weif das nicht. Wir wenden den gleichen Trick an und

benennen zunichst den Konstruktor um:

(define-record both
really-make-both
both?
(both-contract-1 contract)
(both-contract-2 contract))

Als Nichstes definieren wir einen neuen Konstruktor selber:
; Kombinationsvertrag konstruieren, dabei vereinfachen

(: make-both (contract contract -> contract))

(check-expect (make-both (make-nothing) (make-nothing))
(make-nothing))
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Durch diesen Testfall ist «nichts und nichts» abgedeckt. Das kénnen wir aber noch etwas verall-
gemeinern. Das illustrieren am besten die folgenden Testfille, bei denen jeweils nur die linke bezie-

hungsweise rechte Seite des both-Vertrags nichts ist:

(check-expect (make-both (make-one-euro) (make-nothing))

(make-one-euro))

(check-expect (make-both (make-nothing) (make-one-euro))

(make-one-euro))
Hier ist das Geriist zur Funktion:

(define make-both
(lambda (contract-1 contract-2)

ce))

Die Eingaben zerfallen in drei Klassen, nimlich wenn contract-1 nichts ist, wenn contract-2

nichts ist und alle anderen. Entsprechend brauchen wir eine Verzweigung mit drei Zweigen:

(define make-both
(lambda (contract-1 contract-2)
(cond
((nothing? contract-1) contract-2)
((nothing? contract-2) contract-1)
(else

(really-make-both contract-1 contract-2)))))

Und nun endlich verlaufen alle Tests erfolgreich.
Die Funktionen make-multiple und make-both, welche die urspriinglichen Konstrukto-
ren gleichen Namens ersetzen und bei der Konstruktion die entstehenden Vertrige gleich schon

etwas vereinfachen heiflen auch smart constructors.

Kombinatorreprasentationen finden| Die Autoren des Papers tiber Finanzvertrige haben Mo-
nate gebraucht, um die beschriebene elegante Reprisentation zu finden. Sie sind nach zwei Prinzi-
pien vorgegangen, die auch auf viele andere Problemstellungen tibertragbar sind.

* Sie haben Finanzvertrige in ihre kleinsten Bestandteile zerlegt.

* Sie haben nach Kombinatoren fiir Finanzvertrige gesucht und welche gefunden, entsprechend

Mantraauf Seite@.
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AUFGABEN

AUFGABE 5.7

Schreibe Funktionen zum Umgang mit Duschprodukten!

1. Beginne mit zwei verschiedenen Duschprodukten: Seife und Shampoo. Bei Seife ist die Farbe
und der pH-Wert relevant, bei Shampoo die Farbe und der Haartyp. Schreibe eine Datendefi-
nition fiir Duschprodukte und den Code dafiir!

2. Fuge Duschgel als weiteres Duschprodukt hinzu, das zur Hilfte aus einer beliebigen Seife und
zur Hilfte aus einem beliebigen Shampoo besteht. (Wir tun einfach so, als wire das so.)

3. Fige eine «Mixtur» als weiteres Duschprodukt hinzu, das aus zwei beliebigen Duschproduk-
ten zusammengerihrt wird, mit wihlbaren Anteilen fiir das erste und zweite Duschprodukt.

4. Schreibe eine Funktion, die den Seifenanteil eines beliebigen Duschprodukts berechnet.

AUFGABE 5.8

Eine geometrische Figur in der zweidimensionalen Ebene ist entweder
* cin Quadrat parallel zu den Koordinatenachsen,
* ein Kreis
* oder eine Uberlagerung zweier geometrischer Figuren. (Die Figuren werden iibereinanderge-
legt; die Flichen der beiden Figuren werden also vereinigt.)
Fiihre eine Datenanalyse fiir geometrische Figuren durch! Schreibe eine Funktion, die iiberpriift,
ob ein gegebener Punkt innerhalb der Fliche einer gegebenen geometrischen Figur liegt.
Falls Du bei dieser Aufgabe eine Funktion brauchst, die eine Quadratwurzel zieht (muss nicht

zwingend sein), so hat diese den Namen sqrt (fiir «square root») und folgende Signatur:

(: sqrt (number -> number))

AUFGABE 5.9

Schreibe einen sinnvollen smart constructor fiir later-Vertrige.

AUFGABE 5.10

Kann der folgende Vertrag vereinfacht werden? Erweitere den entsprechenden smart constructor:

(make-multiple 100 (make-multiple 100 (make-one-euro)))
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AUFGABE 5.11

Fuge eine weitere Klasse von Vertrigen hinzu, die give-Vertrige: Ein give-Vertrag dreht alle Zah-
lungen um, die sich aus einem Vertrag ergeben. Das heifit, ein give-Vertrag von € 1 fithrt dazu, dass
der Vertragsinhaber dem Vertragspartner € 1 gebern muss und nicht bekommt. Erweitere die beiden
Funktionen, so dass sie auch mit give-Vertrigen klarkommen. Benutze, um Zahlungen «in die

andere Richtung» zu reprasentieren, ein negatives Vorzeichen.

AUFGABE 5.12

Die Funktionen contract-payment und contract-rest passen nicht so recht zusammen:
Die eine berechnet a/le Zahlungen, die anderen den Rest eines Vertrags ab einem bestimmten Zeit-
punkt. Schreibe eine Funktion contract-payment-until, die alle Zahlungen bis zu einem be-

stimmten Zeitpunkt berechnet!

AUFGABE 513

Statt nullstelliger zusammengesetzter Daten wie nothing oder one-euro kénnte man theoretisch
auch — wie bei Aufzihlungen — feste Zeichenketten wie "nothing" und "one-euro" verwenden.

Versuch dies umzusetzen!
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Im vorigen Kapitel haben wir bereits Daten mit Selbstbezug kennengelernt, die Informationen va-
riabler Grofe reprisentieren kénnen: Fliisse, Bilder und Finanzvertrige. Die Reprisentationen da-
fiir waren recht speziell das jeweilige Einsatzgebiet gekoppelt. In diesem Kapitel lernen wir eine
besonders praktische Datendefinition mit Selbstbezug kennen, die in nahezu allen Einsatzgebieten
niitzlich ist: Listen.

Hier sind einige Listen aus dem tiglichen Leben:

Brot Herbert I Axl Dauerwelle Pumps
Butter Mike 2 Slash Dreadlocks
Kise 3 Duff Trokese
4 Dizzy Vokubhila
5 Izzy
6 Melissa
Brain
Bumblefoot

Keine dieser Listen ist auf ihre jeweilige Linge festgelegt: Zur Liste mit «Brot» kénnten beispiels-
weise noch «Gurken» hinzukommen, zur Liste mit Axl, Slash undsoweiter kénnte zum Beispiel

noch Steven dazukommen.
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‘ listen/list0.rkt Code

In der Einfithrung haben wir Listen mit unterschiedlichen Sorten von Elementen gesehen. Fiir
den Anfang konzentrieren wir uns zunichst einmal auf Listen von Zahlen, um die Dinge einfach
zu halten. Dann schreiben wir eine Funktion, um die Zahlen aus so einer Liste zu addieren. Es
gibt verschiedene Moglichkeiten, Listen zu reprisentieren. Die Reprisentation, die wir in diesem
Kapitel einfiihren, hat als besonders einfach und universell verwendbar herausgestellt.

Diese Reprisentation ist nach dem gleichen Prinzip entstanden die zum Finanzvertrige in Ab-
schnittfs.3Jauf Seitefi42: Wir suchen zunichst nach der einfachsten Liste, die wir uns vorstellen kén-
nen. Man konnte auf die Idee kommen, dass dies eine Liste mit nur einem Element ist, aber noch
einfacher ist eine mit gar keinen Elementen - die Jeere Liste. Natiirlich werden wir auch nichtleere

Listen brauchen, darum ist der erste Entwurf einer Datendefinition wie folgt:


https://raw.githubusercontent.com/deinprogramm/schreibe-dein-programm/master/listen/list0.rkt
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; Eine Liste aus Zahlen ist eins der folgenden:
; — eine leere Liste

- eine nichtleere Liste

5
Die leere Liste hat keine Bestandteile, wir werden sie aber spiter von den nichtleeren Listen unter-

scheiden miissen. Wir benutzen deshalb eine leere Record-Definition:

; leere Liste
(define-record empty-list
make-empty-list
empty?)

Beim Namen fiir das Pridikat haben wir etwas gemogelt. Von Amts wegen miisste es empty-1ist?
heiflen. Da es aber noch 6fter vorkommen wird, kiirzen wir es zu empty? ab.
Wir definieren auflerdem eine Abkirzung fur die leere Liste. Auch diese kommt noch 6fter

vor, und wir missen sie so nicht jedesmal neu komstruieren:
(define empty (make-empty-list))

Nun sind die nichtleeren Listen dran. Nach dem Kombinatorprinzip aus dem vorigen Kapitel soll-

ten wir eine nichtleere Liste konstruieren, indem wir eine bestehende Liste erweitern:

; Eine nichtleere Liste besteht aus:

; — dem ersten Element

; — einer Liste aus Zahlen mit den restlichen Elementen

Diese spezielle Definition fiir nichtleere Listen heif3t Cons-Liste. Das zweite Feld enthilt eine «Liste
aus Zahlen» — da ist der Selbstbezug.

Wir dndern die Datendefinition fiir Listen entsprechend ab:

; Eine Liste aus Zahlen ist eins der folgenden:
; — eine leere Liste

; — eine Cons-Liste

; Eine Cons-Liste besteht aus:

; — dem ersten Element

; — einer Liste aus Zahlen mit den restlichen Elementen

Die Datendefinition fiir Cons wandeln wir in eine Record-Definition um. Dafiir nehmen wir an,
dass die Signatur fiir Listen von Zahlen 1ist-of-numbers heifft - die werden wir im Nachgang

definieren:
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(define-record cons-list
cons
cons?
(first number)

(rest 1list-of-numbers))

Ahnlich wie bei empty-1ist haben wir die Funktionen der Record-Definition kiirzer genannt als
sonst, weil sie noch oft vorkommen werden: sonst: Der Konstruktor heiflt statt make-cons-1ist
hier cons, das Pridikat nur cons? statt cons-1ist? und bei den Selektoren fehlt jeweils das
cons- vorn.

Es fehlt noch die Definition der Signatur 1ist-of -numbers fiir «Liste von Zahlen>», die aus

leeren Listen und Cons-Listen gemischt wird:

(define list-of-numbers
(signature
(mixed empty-list

cons-list)))
Hier sind einige Beispiele fiir Listen:

; leere Liste

(define 1istO empty)

; einelementige Liste mit der Zahl 42

(define listl (cons 42 empty))

; Liste mit den Zahlen 1 2 3

(define 1list3 (cons 1 (cons 2 (cons 3 empty))))

; Liste mit den Zahlen e und pi

(define list2 (cons 2.7183 (cons 3.14159 empty)))

; Liste mit den Zahlen 2 3 5 7

(define list4 (cons 2 (cons 3 (cons 5 (cons 7 empty)))))

An den Beispielen kann man sehen, dass es einen Unterschied zwischen der intuitiven Struktur
von Listen und ihrer Reprisentation gibt. Intuitiv besteht eine Liste aus einer Aneinanderreihung
ihrer Elemente. Die Reprisentation ist aber geschachtelt, wie Abbildungzeigt. Sie erlaubt uns
insbesondere, aus kleineren Listen groflere zu bauen und trotzdem die kleineren Listen wiederzu-

verwenden:

; Liste mit den Zahlen 1 2 3 5 7
(define list5 (cons 1 list4))
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cons-list

cons-list
2

cons-list
3

5 empty-list

Abbildung 6.4: Struktur der Liste mit den Elementen235

Dieses Beispiel zeigt auflerdem, dass der Konstruktor cons an eine existierende Liste vorz ein Ele-
ment anhingt.
Nun sind wir bereit, eine Funktion iiber Listen zu schreiben, welche die Zahlen einer Liste

aufaddiert. Kurzbeschreibung und Signatur sehen so aus:

; Summe der Elemente einer Liste von Zahlen berechnen

(: list-sum (list-of-numbers -> number))

Als Nichstes brauchen wir Testfille, die wir mit Hilfe der Beispiel-Listen von oben (und gegebe-

nenfalls einem Taschenrechner) konstruieren:

(check-expect (list-sum list2) 5.85989)
(check-expect (list-sum list3) 6)
(check-expect (list-sum list4) 17)

AUFGABE 6.1

Schreibe auch Testfille fiir 1ist-sum auf Basis der Beispiel-Listen 1ist0 und 1ist1! Falls Du
Dir nicht sicher bist, rate! O

Als Nichstes kommt wie immer das Geriist:

(define list-sum
(lambda (1list)
..2))

Die Signatur sagt, dass 1ist—sum eine Liste als Eingabe akzeptiert — gemischte Daten. Die Scha-

blone dazu sieht so aus:
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(define list-sum
(lambda (1list)
(cond
((empty? list) ...)
((cons? list) ...))))

Beim cons-1ist-Fall handelt es sich um zusammengesetzte Daten, wir kénnen also entsprechend
der Schablone dafiir Selektor-Aufrufe hinschreiben. Bei rest sitzt aulerdem ein Selbstbezug, wir

schreiben also auch einen rekursiven Aufrufin die Schablone:

(define list-sum
(lambda (list)
(cond
((empty? list) ...)

((cons? list)

(first list)
(list-sum (rest list))
...))))

Nun sind alle méglichen Konstruktionsanleitungen angewendet. Wir vervollstindigen die Schablo-
ne, zuerst den Fall fiir Cons-Listen. Dort stehtin der Schablone (first 1list) und (1ist-sum
(rest 1list)).Zum Verstindnis hilft, die beiden Ausdrucke ins Deutsche zu iibersetzen:

o (first list) istdas erste Element der Liste und

* (list-sum (rest list)) istdie Summe der restlichen Elemente.

Gefragt ist aber die Summe aller Elemente, dazu miissen wir die beiden noch addieren:
(+ (first 1list) (list-sum (rest list)))

Es bleibt der Fall der leeren Liste. Intuitiv hat die gar keine Summe, aber irgendetwas miissen wir da

hinschreiben. Wir schreiben vorldufig 0 ins Programm, werden diese Wahl aber noch diskutieren:

(define list-sum
(lambda (list)
(cond
((empty? 1list) 0)
((cons? list)

(+ (first 1list) (list-sum (rest list)))))))

Damit funktionieren die Testfille und die Funktion ist fertig!
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AUFGABE 6.2

Verfolge die Auswertung der Testfille im Stepper! O

AUFGABE 6.3

Andere den Zweig fur die leere Liste und schreibe etwas anderes als o hin. Funktionieren die Test-

fille dann noch? O

Tatsichlich ist 0 die einzig richtige Zahl, die im empty-Fall stehen darf. Das mag intuitiv einleuch-
ten: die leere Liste ist schlieflich «nichts» und o ist auch irgendwie «nichts». Ein weiteres Beispiel
wird aber gleich zeigen, dass diese Argumentation zu einfach ist.

Wir schreiben als Nichstes eine Funktion, die alle Zahlen einer Liste maultipliziert. Hier sind

Kurzbeschreibung, Signatur, Tests und Geriist:

; Produkt der Elemente einer Liste von Zahlen berechnen

(: list-product (list-of-numbers -> number))

(check-expect (list-product listl) 42)
(check-expect (list-product list3) 6)
(check-expect (list-product list4) 210)

(define list-product
(lambda (1list)
o))

Die Schablone entsteht genau wie bei 1ist—sum aus den Konstruktionsanleitungen fiir gemischte

Daten, zusammengesetzte Daten und Selbstbeziige:

(define list-product
(lambda (1list)
(cond
((empty? list) ...)

((cons? 1list)
(first 1list)

(list-product (rest list))))))
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Wir kitmmern uns wieder zuerst um den cons-Fall. In der Schablone stehen (first list),das
erste Element und (1ist-product (rest list)), das Produke der restlichen Elemente. Wir

missen nur noch beide miteinander multiplizieren, um das Produke aller Elemente zu berechnen:
(x (first list) (list-product (rest list)))

Bleibt wieder der empty-Fall — wieder die leere Liste. Die Versuchung ist grofi, wieder «nichts»

hinzuschreiben, also o. Dann allerdings schlagen a/le Testfille fehl:

Der tatsdchliche Wert O ist nicht der erwartete Wert 42.
Der tatsédchliche Wert O ist nicht der erwartete Wert 6.
Der tatsadchliche Wert O ist nicht der erwartete Wert 210.

Warum kommt immer 0 heraus? Das konnen wir anhand der Auswertung von (list-product

1ist3) sehen. Die sieht so aus — wir haben einige Zwischenschritte ausgelassen:

(1ist-product 1ist3)

(1ist-product (cons 1 (cons 2 (cons 3 empty))))

(cond ((empty? (cons 1 ...)) ...) ((cons? (cons 1 ...)) ...))
(cond ((empty? (cons 1 ...)) ...) ((cons? (cons 1 ...)) ...))
(* (first (comns 1 ...)) (list-product (rest (cons 1 ...))))
(x 1 (list-product (rest (coms 1 ...))))

(x 1 (list-product (cons 2 (cons 3 empty))))

(* 1 (x 2 (list-product (cons 3 empty))))

(* 1 (*x 2 (* 3 (list-product empty))))

(x 1 (*x 2 (*x 3 (cond ((empty? empty) 0) ...))))

(* 1 (x 2 (x 3 (cond (#t 0) ...))))

(x1 (x 2 (x30)))

R

Die Auswertung ist auf so einem guten Weg — aber um Schluss macht 1ist-product alles kaputt
und multipliziert mit 0. Und so ist es mit jeder Eingabe. Wir miissten also statt mit 0 mit einer Zahl
multiplizieren, die das Ergebnis nicht kaputtmacht sondern genauso lisst, wie es ist. Im Fall der

Multiplikation ist das die 1, nicht die 0. Die richtige Funktion sieht damit so aus:

(define list-product
(lambda (1list)
(cond
((empty? list) 1)
((cons? 1list)

(x (first 1list) (list-product (rest 1list)))))))
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Riickblickend kénnen wir damit auch erkliren, warum bei 1ist-sum im empty-Fall O stehen
muss: Die 0 macht beim Addieren das Ergebnis nicht kaputt. Darum spricht man auch davon,
dass 0 das neutrale Element beziiglich der Addition ist, 1 das neutrale Element beziiglich der Mul-
tiplikation.

6.2 LISTEN MIT ANDEREN ELEMENTEN

’ listen/list-of .rkt Code

Das Prinzip «Liste» ist nicht auf Listen von Zahlen beschrinkt: Genauso gut kann man sich Listen
aus Zeichenketten, den Tieren aus KapitelEoder Bildern vorstellen. Um das zu ermdglichen, kén-
nen wir die Datendefinition anpassen. Wir entfernen alle Erwihnungen von Zahlen und sprechen

ausschliefflich von «Elementen»:

; Eine Liste ist eins der folgenden:
; — eine leere Liste

; — eine Cons-Liste

; Eine Cons-Liste besteht aus:
; — dem ersten Element

; — einer Liste mit den restlichen Elementen
Tatsichlich kdnnen wir Listen bereits bauen, deren Elemente keine Zahlen sind:

(define string-list (cons "Mike" (cons "Sperber" empty)))

AUFGABE 6.4

Probiere die Definition von string-1ist aus! O

Diese Definition kann DrRacket zwar ausfithren, aber es gibt jede Menge Signaturverletzungen.
Die verletzten Signaturen sind allesamt number, am prominentesten in der Record-Definition
von cons-1ist. Wenn wir dort auch Zeichenketten verwenden wollen, ohne Listen aus Zahlen zu
verbieten, miissen wir iber number und string abstrahieren. Bei der Record-Definition geht das,
indem wir aus cons-1ist stattdessen (cons-1list—of element) machen. Das wirkt wie ein
lambda mit element als Parameter. Wir konnen dann element innerhalb der Record-Definition

benutzen:


https://raw.githubusercontent.com/deinprogramm/schreibe-dein-programm/master/listen/list-of.rkt
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(define-record (cons-list-of element)
cons
cons?
(first element)
(rest ...))

Diese Record-Definition definiert cons-11ist als Funktion, die eine Signatur akzeptiert (die Signa-
tur der Elemente) und eine Signatur zurtickliefert, nimlich die der Cons-Listen mit der gegebenen

Signatur fiir die Elemente. Die Signatur kénnen wir auch hinschreiben:
(: cons-list-of (signature -> signature))

Da cons-1ist eine Signatur konstruiert, nennen wir diese Funktion auch Signatur-Konstruktor.
Das element ist ein Signatur-Parameter. Wir miissen also immer da, wo wir vorher cons-1ist
stand, (cons-1ist-of ...) schreiben und eine Signatur fiir die Elemente angeben, also zum
Beispiel (cons-1list-of number) oder (cons-list-of string).

Die Signatur von rest war vorher 1ist-of-numbers, die miissen wir also auch indern. Wie
genau, ergibtsich erstim Zusammenhang mit der abstrahierten Definition von 1ist-of -numbers.
Da es sich hier um eine ganz normale Definition mit def ine handelt, kénnen wir ein 1ambda be-

nutzen, um tiber den Signatur der Elemente zu abstrahieren:

(define list-of
(lambda (element)
(signature
(mixed empty-list
(cons-1list-of element)))))

Wir kénnen mit dieser Definition nun statt 1ist-of -numbers also (List-of number) schrei-
ben. Damit kénnen wir auch die Record-Definition von cons-1ist vervollstindigen, indem wir
beim rest-Feld als Signatur (1ist-of element) hinschreiben, wo vorher 1ist-of-numbers

stand:

(define-record (cons-list-of element)
cons
cons?
(first element)
(rest (list-of element)))

Das erledigt die Signaturverletzungen.
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Eine define-record-Form mit Signatur-Parametern hat folgende allgemeine Gestalt:

(define-record (¢t sp; ... spi)
c

p
(sely sigy)

.(.s‘eln 519,,) )

* Die Signatur-Parameter 5p; . . . 5pj, konnen in den Signaturen sig, . .. sig,, verwendet wer-
den.

* tist der Name des Signatur-Konstruktors mit der Signatur:
(: t (signature ... (k-mal) -> signature))

* ¢,pund sely, ..., sel, sind die Namen von Konstruktor, Pridikat und Selektoren.

Abbildung 6.2: define-record mit Signatur-Parametern

Abbildungfasst die neue Form von def ine-record mit Signatur-Parametern zusammen.
Bei dieser neuen Form von define-record ist nicht mehr offensichtlich, wie die Signaturen des
Konstruktors und der beiden Selektoren aussehen sollen, wenn wir sie ausschreiben. Wir brauchen
dafiir ein neues Konstrukt, um auszudriicken, dass potenziell bei jedem Aufruf von cons, first

und rest eine andere Elementsignatur verwendet wird. Das sieht so aus:

(: cons (%element (list-of %element) -> (cons-list-of %element)))
(: first ((cons-list-of Yelement) -> %element))
(: rest ((cons-list-of Yelement) -> (list-of %element)))

Das % kennzeichnet Signaturvariablen. Die Signaturvariable %element steht fir eine beliebige
Signatur. Die Signatur-Deklaration von cons bedeutet auflerdem, dass die Signatur von neuem
Element (das erste %element) und die Signatur der Listenelemente (das %ielement in (list
element) tbereinstimmen sollten. (DrRacket tiberpriift dies aber nicht.)

Vielleicht ist Dir der Gedanke gekommen, dass statt ielement in den obigen Signaturen auch
any stehen konnte. Rein technisch gesehen ist das korrekt. Allerdings wiren die resultierenden

Signaturen weniger prizise. Nimm einmal an, dort stiinde zum Beispiel das hier:
(: cons (any (list-of any) -> (cons-list-of any)))

Diese Signatur sagt «cons akzeptiert irgendeinen Wert und irgendeine Liste und produziert wieder

irgendeine Liste». Zum Vergleich sagt die Signatur

(: cons (Yelement (list-of %element) -> (cons-list-of %element)))
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aus, dass das neue Element, das cons akzeptiert, die gleiche Signatur erfiillen muss wie die schon
vorhandenen Elemente der Liste und die Elemente der Resultatliste: Alle drei Vorkommen von
%element missen in einer konkreten Anwendung von cons die gleiche Signatur sein.
Bevor das Programm wieder funktioniert, miissen wir noch ein kleines Problem beheben:
List-of-numbers ist nicht mehr definiert, steht aber noch in den Signatur-Deklarationen
vonlist-sumundlist-product. Wirkdnnenentweder 1ist-of-numbersdurch (1ist-of

number) ersetzen oder eine Signatur-Definition dazuschreiben:
(define list-of-numbers (signature (list-of number)))

Diese Definition muss vor 1ist-sum und 1ist-product stehen, damit sie dort bekannt ist.

6.3 KONSTRUKTIONSANLEITUNG

Bei der Konstruktion von Funktionen, die Listen akzeptieren, haben wir drei Schablonen kombi-
niert: gemischte und zusammengesetzte Daten sowie Selbstbeztige. Wir werden noch viele Funk-

tionen mit Listen als Eingabe schreiben. Deshalb lohnt es sich, solchen Funktionen eine eigene

Konstruktionsanleitung zu widmen:
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Die eingebaute Funktion 1ist erlaubt es, Listen aus ihren Elementen ohne Verwendung von
cons zu erzeugen. Sie akzeptiert eine beliebige Anzahl von Argumenten, macht daraus eine Liste
und gibt diese zurtick:

(list 1 2 3)

— #<list 1 2 3>

(list "Ax1" "Slash" "Izzy")

— #<list "Ax1" "Slash" "Izzy">

Abbildung 6.3: 1ist

6.4, EINGEBAUTE LISTEN

Da Listen in diesem Buch noch oft vorkommen und es umstindlich ist, jedesmal die Definitionen
fiir cons und 1ist-of an den Anfang von Programmen zu setzen, macht die nichste Sprachebene

das Programmieren mit Listen einfacher.
Schalte deshalb in die nichste Sprachebene hoch:

Fange eine neue Datei an. Wihle danach wieder das Menti Sprache aus, darunter den Meni-
punktSprache auswéhlenunddannSchreibe Dein Programm! (ohre Anfénger). Dann
driicke noch einmal Start.

Ab sofortsind cons, cons?, first und rest vordefiniert genau wie der Signaturkonstruktor
list-of. EsgibtaufSerdem eine praktische neue Funktion 1ist, diein Abbildungbeschrieben
ist.

In der neuen Sprachebene werden nichtleere Listen tibersichtlicher ausgedruckt als bisher,
nimlich als #<1ist ...>, wobei die Listenelemente zwischen den spitzen Klammern aufgereiht

sind:

(1ist "Ax1" "Slash" "Izzy")
— #<list "Ax1" "Slash" "Izzy">

6.5 PARAMETRISCHE POLYMORPHIE

listen/polymorphism.rkt Code

Keine Angst vor der hochtrabenden Uberschrift: Wir schreiben in diesem Abschnitt eine recht

einfache Funktion, welche die Linge einer Liste ermittelt. Hier ist die Kurzbeschreibung:

; Lange einer Liste berechnen
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Der Anfang einer Signatur-Deklaration sieht so aus:
(: list-length ((list-of ...) -> natural))

Was konnen wir anstelle der Ellipse hinschreiben? Der Funktion sollte egal sein, auf welche Signatur
die Elemente der Liste passen. Wir kénnen dies zum Ausdruck bringen, indem wir eine Signatur-

variable verwenden, genau wie bei den Signaturen von cons, first und rest. Das sieht so aus:
(: list-length ((list-of Jelement) -> natural))

Die Verwendung der Signaturvariable %,element bedeutet, genau wie oben, dass die Signatur der
Elemente der Liste bei jedem Aufruf von 1ist-1length anders sein kann.

Solche Funktionen, die Argumente akzeptieren, deren Signaturen Signaturvariablen enthal-
ten, heiflen polymorph oder auch parametrisch polymorph (weil die Signaturvariable eine Art Para-
meter abgibt), und das dazugehdorige Konzept heiflt parametrische Polymorphie: ein grofles Wort,
das hier fir eine kleine Sache steht. Mehr und interessantere Beispiele fiir parametrische Polymor-
phie wird es in Kapitel geben.

Weiter mit 1ist-length — hier ist das Geriist:

(define list-length
(lambda (1is)
o))

Die Schablone ist wie gehabt:

(define list-length
(lambda (1is)
(cond
((empty? 1is) ...)
((cons? 1lis)
(first 1is)
(list-length (rest 1lis)) ...))))

Esist 1ist-length egal, was der Wert von (first 1is) ist. Die Linge der Liste ist unabhingig
davon, was fiir Werte sich darin befinden - entscheidend ist nur, wieviele es sind. (Dieser Umstand
ist gerade verantwortlich fiir die parametrische Polymorphie.) Deshalb kénnen wir den Selektorauf-
ruf (first 1is) aus der Schablone streichen und diese dann zum vollstindigen Rumpf ergin-

zen:

(define list-length
(lambda (1is)
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(cond
((empty? 1lis) 0)
((cons? lis)
(+ 1
(list-length (rest 1is)))))))

Die Funktion 1ist-1length ist unter dem Namen length fest eingebaut.

6.6 FUNKTIONEN, DIE LISTEN PRODUZIEREN

|listen/dillo-list.rkt Code

In den vorherigen Abschnitten haben wir ausschliefSlich Funktionen programmiert, die Listen ak-
zeptieren. In diesem Abschnitt schreiben wir Funktionen, die Listen produzieren. Das geht mit
Techniken, die wir bereits vorgestellt haben. Wir machen die Sache interessanter, indem wir in ei-
nem ersten Beispiel Listen von zusammengesetzten Daten betrachten und in einem zweiten Beispiel

zwei Listen verarbeiten.

6.61 GURTELTIERE UBERFAHREN

Auf Seitelzhaben wir die Funktion run-over-dillo geschrieben, die fiir das Uberfahren von
Giirteltieren zustindig ist. In diesem Abschnitt schreiben wir die Funktion, die das gleich massen-
weise erledigt, beispielsweise fur alle Giirteltiere auf einem Highway.

Dazu {ibernehmen wir Daten- und Record-Definition von Giirteltieren aus Abschnitt[3.4]so-
wie die Funktiondefinition von run-over-dillo. Du kannst auch einfach den Giirteltier-Code
erweitern — dann musst Du allerdings die Sprachebene auf Schreibe Dein Programm! hoch-
schalten, damit die Listen zur Verfiigung stehen.

Giirteltiere kdnnen wir in Listen stecken, ebenso wie Zahlen, Zeichenketten oder boolesche

Werte. Hier ist ein Beispiel:

; Girteltiere auf Highway 75
(define highway75 (list dillol dillo2 dillo3 dillo4))

(Dillo1,dillo2,dill03 und dillo4 sind die Beispielgiirtelticre aus Abschnitt[s.4])
Diese Liste hat die Signatur (1ist-of dillo). Wenn wir eine Funktion schreiben wollen,
die alle Giirteltiere aus einer Liste tiberfihrt, misste diese also folgende Kurzbeschreibung und Si-

gnatur haben:
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; Glirteltiere iiberfahren
(: run-over-dillos ((list-of dillo) -> (list-of dillo)))

Als Testfall kann obige Beispielliste herhalten:

(check-expect (run-over-dillos highway75)
(1ist (make-dillo 55000 #f)
dillo2
(make-dillo 60000 #f)
dillo4))

Zur Erinnerung: dillo2 und dillo4 sind bereits tot, dementsprechend sind sie iiberfahren wie

zuvor. Hier ist das Geriist:

(define run-over-dillos
(lambda (dillos)
..2))

Die Funktion akzeptiert eine Liste als Eingabe, wir kénnen also, wie schon so oft, die entsprechende

Schablone zum Einsatz bringen:

(define run-over-dillos
(lambda (dillos)
(cond
((empty? dillos) ...)
((cons? dillos)
(first dillos)
(run-over-dillos (rest dillos)) ...))))

Im ersten Zweig ist die Sache klar: Geht eine leere Liste rein, kommt auch eine leere Liste raus. Im
zweiten Zweig kénnen wir uns erst einmal um das erste Giirteltier kimmern. Wir haben ja bereits
eine Funktion, die ein einzelnes Giirteltier iiberfihrt; diese konnen wir auf das erste Element der

Liste anwenden:

(define run-over-dillos
(lambda (dillos)
(cond
((empty? dillos) empty)
((cons? dillos)
(run-over-dillo (first dillos)) ...
(run-over-dillos (rest dillos)) ...))))
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Lesen wir noch einmal die beiden Ausdriicke, die im zweiten Zweig stehen:
* (run-over-dillo (first dillos)) ist das erste Giirteltier der Liste, tiberfahren.
* (run-over-dillos (rest dillos)) isteine Liste der restlichen Giirteltiere, auch iiber-
fahren.
Gefragt ist eine Liste a/ler Girteltiere, Giberfahren: Wir missen also nur die Resultate der beiden

Ausdrucke mit cons kombinieren:

(define run-over-dillos
(lambda (dillos)
(cond
((empty? dillos) empty)
((cons? dillos)
(cons (run-over-dillo (first dillos))
(run-over-dillos (rest dillos)))))))

Fertig!

Dieses Beispiel zeigt, dass wir fiir Funktionen, die Listen produzieren, keine neue Technik brau-
chen: Wenn eine Funktion eine leere Liste produzieren soll, benutzen wir an der entsprechenden
Stelle empty, und bei nichtleeren Listen benutzen wir cons, bringen also die Schablone fiir Funk-

tionen zum Einsatz, die zusammengesetzte Daten produzieren.

6.6.2 GURTELTIERE EXTRAHIEREN

Wir nehmen uns noch eine weitere Ubung vor, bei der Listen produziert werden: Aus einer Liste
von Giirteltieren wollen wir alle (noch) lebenden herausholen, vielleicht, um sie in Sicherheit zu
bringen.

So sehen Kurzbeschreibung, Signatur, ein Testfall und Geriist aus:

; Lebendige Glirteltiere aufsammeln
(: live-dillos ((list-of dillo) -> (list-of dillo)))

(check-expect (live-dillos highway75)
(1ist dillol dillo3))

(define live-dillos
(lambda (dillos)
..2))
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Wir fiigen als Nichstes die Standard-Schablone fiir Funktionen ein, die Listen akzeptieren:

(define live-dillos
(lambda (dillos)
(cond
((empty? dillos) ...)
((cons? dillos)
(first dillos)
(live-dillos (rest dillos)) ...))))

Der erste Fall betrifft die leere Liste — aus einer leeren Liste von Giirteltiere kdnnen wir keine leben-
digen Giirteltiere herausholen, da kommt also empty hin. Im zweiten Fall ist es etwas aufwendiger.
Wir machen uns wieder klar, was die beiden Bestandteile bedeuten, die in der Schablone stehen:

e (first dillo) ist das erste Giirteltier in der Liste.

* (live-dillos (rest dillos)) sind dielebendigen unter den restlichen Giirteltieren.
Da die Gesamtaufgabe ist, die lebendigen Giirteltiere zu extrahieren, sollten wir beim ersten Giir-

teltier feststellen, ob es (noch) lebt. Da steht dann folgender Zwischenstand:

(define live-dillos
(lambda (dillos)
(cond

((empty? dillos) empty)

((cons? dillos)
(dillo-alive? (first dillos))
(first dillos)
(live-dillos (rest dillos)) ...))))

Der Aufruf (dillo-alive? (first dillos)) bietetsich fiir eine binire Verzweigung an:

(define live-dillos
(lambda (dillos)
(cond

((empty? dillos) empty)

((cons? dillos)

(if (dillo-alive? (first dillos))

»)

(first dillos)
(live-dillos (rest dillos)) ...))))
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Wir misssen uns jetzt tiberlegen, was wir in die beiden Zweige des 1f schreiben. Im ersten Zweig —
der Konsequente — ist das Giirteltier (first dillos) (noch)am Leben, im zweiten — der Alter-
native — ist es tot.

In der Alternative (Giirteltier tot) ist (1ive-dillos (rest dillos)) schon die richtige
Antwort. (first dillos) fillt unter den Tisch:

(define live-dillos
(lambda (dillos)
(cond
((empty? dillos) empty)
((cons? dillos)

(if (dillo-alive? (first dillos))

(live-dillos (rest dillos)))
(first dillos) ...))))

Auch, wenn wir den rekursiven Aufruf (1ive-dillos (rest dillos)) scheinbarschon «ver-
braucht» haben — im anderen Zweig (Giirteltier lebt (noch)) brauchen wir die restlichen lebendi-
gen Girteltiere noch einmal. Wir miissen diesmal aber darauf achten, dass wir das erste Glirteltier

in der Ausgabe wieder unterbringen und vorn an die restlichen Giirteltiere dran-cons-en:

(define live-dillos
(lambda (dillos)
(cond

((empty? dillos) empty)

((cons? dillos)

(if (dillo-alive? (first dillos))
(cons (first dillos)

(live-dillos (rest dillos)))

(live-dillos (rest dilles)))))))

Fertig!

6.6.3 ZWEI LISTEN ANEINANDERHANGEN

In unserem nichsten Beispiel ist eine Funktion concatenate gefragt, die zwei Listen aneinander-

hingt. Kurzbeschreibung, Signatur und Gertist sehen folgendermafien aus:

; zwel Listen aneinanderhéngen
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(: concatenate ((list-of %element) (list-of Y%element)
-> (list-of Y%element)))

Diese Funktion ist wie 1ist-length polymorph — in der Signatur kommt die Signaturvariable
’helement vor. Beachte, dass %ielement dreimal vorkommt: Die Signatur besagt, dass die Signa-
turen der Elemente der beiden Eingabelisten und die Signatur der Ausgabeliste sich einander ent-

sprechen. Hier sind Testfall und Geriist fiir concatenate:

(check-expect (concatenate (list 1 2 3) (list 4 5 6))
(l1ist 1 2 3 4 5 6))

(define concatenate
(lambda (1listl list2)
..2))

Konstruktionsanleitung auf SeiteEist eigentlich nur fiir Funktionen gedacht, die eine einzelne
Liste akzeptieren. Welche von beiden ist das list aus der Anleitung? Im Zweifelsfall kdnnen wir

beide Alternativen ausprobieren. Wir versuchen es zunichst mit 1ist2:

(define concatenate
(lambda (1istl list2)
(cond
((empty? list2) ...)
((cons? 1list2)
(first 1ist2)
(concatenate listl (rest list2)) ...))))

Der erste Zweig des cond ist noch einfach: Wenn 1ist2 leer ist, muss 1ist1 herauskommen.
Jedoch wire fiir das obige Beispiel der Wert von (concatenate listl (rest list2)) die
Liste #<1ist 1 2 3 5 6>. Bei dieser Liste fehlt das Element 4 in der Mitte, und es ist nicht
ersichtlich, wie unsere Funktion sie passend erginzen kénnte. Diese Méglichkeit fizhrt also in eine

Sackgasse. Wir versuchen deshalb, die Schablone auf 1ist1 statt auf 1ist2 anzuwenden:

(define concatenate
(lambda (listl list2)
(cond
((empty? listl) ...)
((cons? listl)
(first 1list1)
(concatenate (rest listl) list2) ...))))
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Die erste Ellipse ist einfach zu ersetzen: Ist die erste Liste leer, ist das Ergebnis die zweite Liste
1ist2. Fiir den zweiten Fall sollten wir uns noch einmal ins Gedichtnis rufen, was fiir einen Wert
(concatenate (rest listl) 1list2) liefert: das Ergebnis dieses Aufrufs ist eine Liste, die
aus (rest 1listl) und 1ist2zusammengesetzt wurde. Auf das obige Beispiel Gbertragen, falls
listldieListe#<list 1 2 3>istundlist2dieListe#<list 4 5 6>,sohat (rest list1l)
den Wert #<1ist 2 3>.Der Wert von (concatenate (rest listl) list2) wirealso:

#<list 2 3 4 5 6>

Es fehlt das erste Element von 1ist1, (first 1list1), dasvorn an das Ergebnis angehingt wer-

den muss. Das geht mit cons:

(define concatenate
(lambda (listl list2)
(cond
((empty? listl) 1ist2)
((cons? listl)
(cons (first listl)
(concatenate (rest listl) 1list2))))))

Dieses Beispiel zeigt ein weiteres Schablonenelement, das noch &fter vorkommen wird: Wie bei
anderen zusammengesetzten Daten miissen Funktionen, die Listen konstruieren sollen, irgendwo
ein cons enthalten.

Da viele Programme die Funktionen 1ist-length und concatenate bendtigen, sind sie

in den Lehrsprachen tbrigens bereits unter den Namen length und append eingebaut.

6.7 MINIMUM EINER LISTE UND LOKALE VARIABLEN

’ listen/list-min.rkt Code

Wir nehmen uns noch eine weitere Ubung vor, nimlich das Minimum einer Liste von Zahlen zu
berechnen. Das ist scheinbar einfach, birgt aber einige Untiefen. Hier sind der erste Anlauf fir

Kurzbeschreibung, Tests und Gertist:

; Minimum einer Liste von Zahlen berechnen
(: list-min ((list-of real) -> real))

(check-expect (list-min (list 56 3 1 4)) 1)
(check-expect (list-min (list 5 3 1 4 -4 3)) -4)
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Vielleicht siehst Du schon das erste Problem. Die Tests sparen einen einfachen aber wichtigen Fall
aus, nimlich die leere Liste — und die hat kein Minimum.

Eine Méglichkeit wire, in dem Fall violation aufzurufen wie in Abschnittauf Seite
(Siehe dazu Aufgabe auf Seite ) Eine andere ist, wie in Abschnitt@ auf Seite [124/einen
Extra-Wert fiir diesen Fall zu benutzen. Das hat wie dort den Vorteil, dass wir in der Signatur ablesen
konnen, dass die Funktion auch fehlschlagen kann. Wir fiihren also folgenden leeren Record-Typ

dafiir ein:

; Kein Resultat
(define-record no-result
make-no-result

no-result?)
Die Signatur erweitern wir entsprechend:
(: list-min ((list-of real) -> (mixed real no-result)))
Auflerdem schreiben wir noch einen Testfall dafiir:
(check-expect (no-result? (list-min empty)) #t)
Nun kénnen wir wie gewohnt die Schablone fur Listen anwenden:

(define list-min
(lambda (list)
(cond
((empty? list) ...)
((cons? list)
(first 1list)
(list-min (rest list)) ...))))

Der empty-Fall ist gerade der, in dem es kein Resultat gibt:

(define list-min
(lambda (list)
(cond
((empty? list) (make-no-result))
((cons? 1list)
(first 1list)
(list-min (rest list)) ...))))
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Im cons-Fall miissen wir darauf achten, dass der rekursive Aufruf von 1ist-min gemischte Da-
ten liefert. Wir miissen also eine Verzweigung einbauen, die zwischen no-result und einer Zahl

unterscheidet. Wir machen das mit einer bindren Verzweigung:

(define list-min
(lambda (list)
(cond
((empty? list) (make-no-result))
((cons? list)

(if (no-result? (list-min (rest list)))

)

(first list)
(list-min (rest list)) ...))))

Falls der rekursive Aufruf einno-result liefert, haben wir nur das erste Element der Liste (first
list) in der Hand — der Rest der Liste muss dann ja leer sein. In dem Fall muss (first 1list)

auch das Minimum sein:

(define list-min
(lambda (list)
(cond
((empty? list) (make-no-result))
((cons? 1list)
(if (no-result? (list-min (rest list)))

(first list)

)
(first 1list)
(list-min (rest 1list)) ...))))

Falls der rekursive Aufruf von 1ist-min ein Resultat liefert, ist dieses Resultat das Minimum der
restlichen Liste. Um das Minimum der Gesamtliste zu berechnen, missen wir es allerdings noch
mit (first 1list) vergleichen, dasebenfalls das Minimum sein kdnnte. Abhingig vom Ergebnis

des Vergleichs ist das eine oder das andere das Minimum:

(define list-min
(lambda (list)
(cond

((empty? list) (make-no-result))
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Im Rumpf eines 1ambda und im Zweig eines cond kann jeweils am Anfang eine Definition ste-
hen. Eine solche lokale Definition bindet eine lokale Variable.

Diese Definition wir jedesmal ausgewertet, wenn die Auswertung beim Rumpf des 1ambda bezie-
hungsweise beim Zweig des cond ankommt und ist auch nur innerhalb davon («lokal>) sichtbar.

Abbildung 6.4: lokale Definition, lokale Variable

((cons? list)
(if (no-result? (list-min (rest list)))
(first 1list)
(if (< (first 1list)
(list-min (rest 1list)))
(first 1list)
(list-min (rest list))))))))

Diese Funktion ist korrekt.

Allerdings hat sie noch einen Makel: (1ist-min (rest list)) tauchtinsgesamt dreimal
auf, und es ist tatsichlich méglich, dass alle drei tatsichlich ausgewertet werden: Dreimal die glei-
che Arbeit. (Du kannst Dich mit dem Stepper davon tiberzeugen.) Wir sollten dafiir sorgen, dass
der rekursive Aufruf nur einmal ausgewertet wird. Dazu fithren wir ein neues Programmierkon-
strukt ein, die lokale Variable (siehe Abbildung@, fiir die zunichst eine Definition innerhalb des

Rumpfes von 1ist-min anlegen:

(define list-min
(lambda (list)
(cond
((empty? list) (make-no-result))
((cons? list)
(define rest-min (list-min (rest list)))

D))

Diese Definition wird jedesmal ausgewertet, wenn die Auswertung den cond-Zweig fiir cons er-
reicht und ist auch nur innerhalb dieses Zweiges aktiv. Wir ersetzen nun (list-min (rest

1list)) durch die neue Variable rest-min:

(define list-min
(lambda (list)
(cond
((empty? list) (make-no-result))
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((cons? list)
(define rest-min (list-min (rest list)))
(if (no-result? rest-min)
(first list)
(if (< (first list)
rest-min)
(first 1list)
rest-min))))))

Fertig!
Das heifdt ... ein kleines bifichen verbessern konnen wir sie noch: Der if-Ausdruck am Ende
berechnetdas Minimumvon (first list) und rest-min.Fiir die Berechnungdes Minimums

zweier Zahlen gibt es schon eine eingebaute Funktion namens min, die wir verwenden kénnen:

(define list-min
(lambda (list)
(cond
((empty? list) (make-no-result))
((cons? list)
(define rest-min (list-min (rest 1list)))
(if (no-result? rest-min)
(first 1list)
(min (first list) rest-min))))))

Jetzt aber fertig!

6.8 FUNKTIONEN AUF NICHTLEEREN LISTEN

Das 1ist-min-Beispiel war nitzlich, um zu demonstrieren, wie wir «es gibt kein Ergebnis» repri-
sentieren konnen. Es gibt aber noch eine andere Méglichkeit, mit dem Problem der leeren Liste bei
list-min fertigzuwerden: Wir verbieten sie einfach! Dann brauchen wir no-result gar nicht
mehr.

Wir definieren also eine alternative Version von 1ist-min mit Kurzbeschreibung und Signa-

tur wie folgt:

; Minimum einer nichtleeren Liste von Zahlen berechnen

(: list-min-nonempty ((cons-list-of real) -> real))
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Der Signaturkonstruktor cons-1ist-of entspricht dem gleichnamigen Signatur-Konstruktor
aus Abschnittund beschreibt Cons-Listen — das sind ja genau die nichtleeren.

Wir benutzen die gleichen Testfille wie vorhin:

(check-expect (list-min-nonempty (list 5 3 1 4)) 1)
(check-expect (list-min-nonempty (list 5 3 1 4 -4 3)) -4)

Die Schablone miissen wir gegeniiber der fir 1ist-of allerdings etwas anpassen. Schlieflich liefert
fiir eine nichtleere Liste die Bedingung (empty? 1list) immer #f und (empty? list) immer
#t, die Verzweigung damit wire also sinnlos. Es ist stattdessen (rest 1list), das entweder leer

oder nichtleer sein kann. Das sieht dann so aus:

(define list-min-nonempty
(lambda (1list)
(cond
((empty? (rest list)) ...)
((cons? (rest 1list))
(first 1list)
(list-min-nonempty (rest list)) ...))))

Im ersten Zweig hat die Liste also genau ein Element, im zweiten Zweig hat sie mindestens zwei
Elemente. Das Minimum einer Liste mit einem Element ist einfach dieses eine Element. Im zweiten
Fall kénnen wir, genau wie bei 1ist-min, das Minimumvon (first list) und dem Minimum

des Rests der Liste berechnen:

(define list-min-nonempty
(lambda (1list)
(cond

((empty? (rest list))
(first list))

((cons? (rest list))
(min (first list)

(list-min-nonempty (rest 1list)))))))

Fertig!

AUFGABE 6.5

Kannst Du vorhersagen, was genau passiert, wenn Du list-min-nonempty trotzdem auf eine

leere Liste anwendest? Probiere es aus! O
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AUFGABE 6.6

Schreibe eine spezielle Konstruktionsanleitung fiir Funktionen, die nichtleere Listen akzeptieren!

O

ANMERKUNGEN

Listen sind eine Art Alleskleber: Sie taugen auch fiir die Reprisentation von Tabellen, Mengen und
vielen anderen zusammengesetzten Daten. Fiir Listen gibt es eine riesige Anzahl praktischer Funk-
tionen, von denen die Funktionen in diesem Kapitel nur die Spitze des Eisberges sind. Da ab hier
Listen in den Lehrsprachen fest eingebaut sind, kdnnen sie als universelles Kommunikationsmit-
tel zwischen Programmen dienen, weil sich Funktionen auf Listen aus einem Programm auch in
einem anderen verwenden lassen. Dies unterscheidet funktionale Sprachen von vielen anderen Pro-
grammiersprachen, in denen Listen vom Programmierer selbst definiert werden miissen oder nur

eine untergeordnete Rolle spielen.

AUFGABEN

AUFGABE 6.7

Schreibe Ausdriicke fiir Listen, welche die Beispiellisten vom Anfang von Kapitel |6|auf Seite @

reprisentieren.

AUFGABE 6.8

Schreibe folgende Funktionen auf Listen:
1. Eine Funktion count-zeroes, die die Anzahl von Nullen in einer Liste von Zahlen berech-
net.
2. Eine Funktion contains>107?, die feststellt, ob eine Liste von Zahlen eine Zahl enthilt, die

grofier als 10 ist.

AUFGABE 6.9

Schreibe Versionen von 1ist-sum und 1ist-product, die nur auf nichtleeren Listen funktio-

nieren und bei denen Du kein neutrales Element angeben musst. O
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AUFGABE 6.10

Auf einem Acker gibt es — vereinfacht dargestellt — Kartofteln, Erdklumpen und Steine. Ein Acker-

bestandteil ist also eine Kartoffel, ein Erdklumpen oder ein Stein. Jedes dieser Ackerbestandteile hat

ein Gewichtin Gramm; Kartoffeln besitzen auflerdem zusitzlich noch die Eigenschaft, ob sie essbar

sind oder nicht (und daher aussortiert werden miissen). Schreibe ein Programm fiir eine Kartoffel-

Erntemaschine, die die essbaren Kartoffeln aus den Ackerbestandteilen herausfiltern muss.

1.

IO.

Fihre eine Datenanalyse fiir Ackerbestandteile durch und schreibe dazu passende Daten- und
Record-Definitionen. Gib ein paar Beispiele fiir Ackerbestandteile an, die Du in den nichsten
Teilaufgaben in Testfillen verwenden kannst.

Schreibe eine Funktion edible-potato?, die iiberpriift ob ein ibergebener Ackerbestand-
teil eine essbare Kartoffel ist.

Schreibe eine Funktion weight, die das Gewicht eines beliebigen Ackerbestandteils zurtick-
gibt.

Schreibe eine Daten- und Record-Definition fiir Listen von Ackerbestandteilen. Gib alle Si-
gnaturen an! Gib aufSerdem mindestens fiinf verschiedene Beispiele fiir Listen mit Ackerbe-
standteilen an.

Schreibe eine Funktion total-weight, die eine Liste von Ackerbestandteilen akzeptiert und

das Gesamtgewicht aller Ackerbestandteile in der Liste ausrechnet.

. Schreibe eine Funktion total-edible-potatoes-weight, die eine Liste von Ackerbe-

standteilen akzeptiert und das Gesamtgewicht aller essbaren Kartoffeln in der Liste ausrechnet.

. Schreibe eine Funktion count, die eine Liste von Ackerbestandteilen akzeptiert und die An-

zahl der Ackerbestandteile in der Liste bestimmt.

. Schreibe eine Funktion count-edible-potatoes, die eine Liste von Ackerbestandteilen

akzeptiert und die Anzahl der essbaren Kartoffeln in der Liste bestimmt.

. Eine Maschine soll nun die Kartoffeln aus dem Acker automatisch ernten. Leider ist die Ma-

schine sehr alt und kommt deswegen mit groflen Steinen und Erdklumpen nicht klar. Der
Erntevorgang wird abgebrochen, sobald ein Stein oder ein Erdklumpen, der schwerer als 1kg
ist, in die Maschine gerit. Schreibe die Funktion harvester, die diesen Vorgang simuliert.
Als Eingabe bekommt diese Funktion eine Liste von Ackerbestandteilen, die sie nach und nach
abarbeitet. Herauskommen soll eine Liste von Ackerbestandteilen, in der die geerneteten ess-
baren Kartoffeln enthalten sind. Schreibe ausreichend Testfille, beachte auch den Fall, dass die
Maschine im Leerlauf betrieben wird. Verwende die Funktionen aus den vorherigen Aufga-
benteilen.

Schreibe eine Funktion heaviest-potato, die aus einer Liste von Ackerbestandteilen die

schwerste essbare Kartoffel heraussucht und zurtickgibt. Wenn in der Liste keine essbare Kar-
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II.

I2.

13.

toffel enthalten ist, soll die Funktion (make-no-result) zuriickgeben. (Siche AbschnittlE
auf Seitefi24.)

Schreibe eine Funktion filter-edible-potatoes, die eine Liste von Ackerbestandteilen
akzeptiert und essbaren Kartoffeln als Liste zurtickgibt.

Schreibe eine Funktion drop-stones, die eine Liste von Ackerbestandteilen akzeptiert und
eine Liste zuriickgib, in der es keine Steine mehr gibt.

Schreibe eine Funktion average-weight-edible-potatoes, die eine Liste von Ackerbe-

standteilen akzeptiert und das durchschnittliche Gewicht der essbaren Kartoffeln berechnet.

AUFGABE 6.11

Wir reprisentieren einen Lithium-Ionen-Akku als eine Liste von Lithium-Ionen-Zellen. Eine Zelle

besteht aus einer maximalen Ladung (in Milliamperestunden, mAh) und einer momentanen La-

dung (ebenfalls in mAh).

Wenn eine Zelle eine Ladung von 1ooomAh hat, bedeutet das, dass die Zelle eine Strom-stirke

von1ooomA (Milliampere) fiir eine Stunde lang liefern kann. Die momentane Ladung darf nie tiber

die maximale Ladung steigen und nie unter 10% der maximalen Ladung fallen, in unserer Beispiel-

Zelle also roomAh, sonst geht die Zelle kaputt.

I.

2.

3.

Fihre eine Datenanalyse fiir Li-Tonen-Akkus und Li-Ionen-Zellen durch, schreibe die Daten-

definitionen auf und setze die Datendefinitionen um.

Schreibe folgende Funktionen:

* cell-full?, die Gberpriift, ob eine Zelle vollstindig geladen ist (das heifit ob die momen-
tante Ladung gleich der maximalen Ladung ist)

* cell-empty?, die iiberpriift, ob eine Zelle entladen ist (das heifit ob die momentane La-
dung gleich der minimalen Ladung ist, also 10% der maximalen Ladung)

* cell-defect?,dieiiberpriift, ob eine Zelle defektist (das heifdt ob die momentane Ladung
die maximale Ladung tiberschreitet oder die minimale Ladung unterschreitet)

* cell-ok?, die iiberpriift, ob eine Zelle funktioniert (das heifyt ob die momentane Ladung

innerhalb der minimalen und maximalen Ladung liegt)

Schreibe folgende Funktionen:
* battery-full?,dietiberpriift, ob ein Akku vollstindig geladen ist (das heifit ob alle Zellen

voll sind); eine Batterie ohne Zelle gilt als geladen.
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* battery-empty?, die tiberpriift, ob ein Akku entladen ist (das heifdt ob alle Zellen leer
sind); eine Batterie ohne Zelle gilt auch als leer.

* battery-broken?, die tiberpriift, ob ein Akku defekt ist (das heifit ob mindestens eine
Zelle defekt ist); eine Batterie ohne Zelle gilt als nicht defeke.

* battery-ok?, die iiberpriift, ob ein Akku funktioniert (das heifdt ob alle Zellen funktio-
nieren); eine Batterie ohne Zelle gilt als funktionstiichtig.

Gehe in den folgenden Teilaufgaben davon aus, dass nur funktionierende Zellen und Batterien

tibergeben werden:

4. Das Ladegerit kann eine Zelle um soomAh pro Stunde aufladen. Schreibe eine Funktion
time-to-fully-charge-cell, die ausrechnet, wieviele Stunden es dauert, bis das Lade-

gerit die Zelle aufgeladen hat.

5. Schreibe eine Funktion charge-cell, die eine Zelle und eine Zeit in Stunden akzeptiert und
die Zelle zurtickgibt, die mit dem in der vorherigen Teilaufgabe genannten Ladegerit fur die
tibergebene Zeit geladen wurde. Die Ladung darf aber nicht éiber die maximale Ladung steigen!

Die restliche Zeit verfillt, wenn die Zelle bereits voll ist.

6. Schreibe eine Funktion charge-battery, die einen Akku auflidt. Die Funktion gibt einen
Akku zurtick, der mit dem Ladegerit fiir die tibergebene Zeit geladen wurde. Ist eine Zelle
vollstindig geladen, so wird die nichste Zelle mit der restlichen Zeit geladen. Sind alle Zellen

geladen und ist die Zeit jedoch noch nicht aufgebraucht, so verstreicht diese.

7. Das Entladen einer Zelle hingt vom Verbraucher ab. Ein Gerit hat einen Verbrauchswert, an-
gegeben in mA. Schreibe eine Funktion time-to-fully-discharge-cell, die eine Zelle
und einen Verbrauch pro Stunde akzeptiert und ausrechnet, wie lange es dauert, bis die Zelle

entladen ist.

8. Schreibe eine Funktion time-to-fully-discharge-battery, die einen Akku und einen

Verbrauch pro Stunde akzeptiert und ausrechnet, wie lange es dauert, bis der Akkus leer ist.
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9.

I0.

Schreibe eine Funktion discharge-cell, die eine Zelle, einen Verbrauch pro Stunde und
die Dauer (in Stunden) akzeptiert, fiir die der Verbraucher den Strom der Zelle verbraucht. Die
Funktion soll eine Zelle zurtickgeben, die fur die Dauer den Verbraucher mit Strom versorgt
hat. Die Ladung darf aber nicht unter die minimale Ladung fallen! Die restliche Zeit verfillt,

wenn die Zelle bereits leer ist. (Tatsdchlich geht dem Verbraucher einfach der Strom aus.)

Schreibe eine Funktion discharge-battery, die eine Batterie, einen Verbrauch pro Stunde
und die Dauer (in Stunden) akzeptiert. Die Funktion soll eine Batterie, zuriickgeben, die fir
die Dauer den Verbraucher mit Strom versorgt hat. Ist die Ladung einer Zelle verbraucht, wird
die Ladung der nichsten Zelle fiir die verbleibende Zeit verbraucht. Sind alle Zellen entladen
und ist die Zeit jedoch noch nicht aufgebraucht, so verstreicht diese, dem Verbraucher geht

der Strom aus.

AUFGABE 6.12

Schreibe eine Funktion, die auf moglichst einfache Weise eine Liste von Zahlen aufsteigend sortiert!

Gehe dazu wie folgt vor:

I.

Schreibe eine Funktion delete-once, die aus einer Liste von Zahlen das erste Vorkommen
einer gegebenen Zahl entfernt.
Beispiel: (delete-once 5 (list 1 2 5 3 4 5)) ergibt#<list 1 2 3 4 5>,

(Wenn die Liste die Zahl nicht enthilt, soll sie unverindert zuriickgegeben werden.)

. Schreibe eine Funktion sort, die eine Liste von Zahlen in aufsteigender Reihenfolge sortiert.

Benutze dazu 1ist-min aqubschnittauf Seite@und delete-once.
Beispiel: (sort (list 1 5 3 2 4)) ergibt#<list 1 2 3 4 5>

AUFGABE 6.13

In einer Firma stempeln die Mitarbeiter Stempelkarten, um ihre Arbeitszeit nachzuweisen: Auf

jeder Stempelkarte ist die Nummer des Mitarbeiters vermerkt sowie eine Liste von jeweils gearbei-

teten Stunden. Gehe der Einfachheit halber davon aus, dass nur ganze Stunden notiert werden.

Auflerdem gibt es fiir jeden Mitarbeiter eine Personalakte mit Name, Nummer und Stundenlohn

(auch nur in ganzen Euros) des Mitarbeiters. Am Ende jedes Monats muss an jeden Mitarbeiter der

Lohn iiberwiesen werden. Dazu werden Uberweisungen erzeugt; jede Uberweisung besteht aus der

Mitarbeiternummer und einem Uberweisungsbetrag.
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Schreibe Daten- und Record-Definitionen fiir Stempelkarten, Personalakten und Uberwei-
sungen.

Schreibe eine Funktion, die eine Liste von Personalakten und eine Liste von Stempelkarten ftr
einen Monat akzeptiert, fiir jeden Mitarbeiter die gearbeiteten Stunden aufsummiert und eine Liste

der Uberweisungen zuriickliefert.

AUFGABE 6.14

Du bist Besitzer eines Parkplatzes mit Bereichen ftr unterschiedliche Fahrzeuge: PKWs (car), Last-
wagen (truck), Wohnmobile (caravan), Busse (bus) und Fahrrider (bike). Wegen der Finanz-
not hat die Stadt Tiibingen beschlossen, dass Du fiir jedes Fahrzeug, das auf Threm Parkplatz parkt,

Abgaben entrichten musst, und zwar pro Tag je:
- car: 3 Cent
- truck: s Cent + 3 Cent pro Achse
- caravan: 4 Cent
- bus: 10 Cent + 1 Cent pro Sitzplatz
- bike:1Cent.

Der Fahrzeughalter kann die Abgaben nur fir den jeweiligen Tag begleichen, so dass Du die Park-
dauer nicht beachten musst.

1. Mache eine Datenanalyse und schreibe Daten- und Record-Definitionen fiir die Fahrzeugty-
pen truck, bus und simple-vehicle. Dabei werden unter simple-vehicle die Fahr-
zeuge zusammengefasst, bei denen keine variablen Kosten anfallen.

2. Schreibe Funktionen tax-truck, tax-bus und tax-simple-vehicle zur Ermittlung der
Abgaben fiir diese Fahrzeugtypen

3. Definiere einen Datentyp vehicle. Schreibe eine Funktion tax-vehicle, die die Abgaben
fiir ein beliebiges Fahrzeug berechnet.

4. Schreibe nun eine Funktion calculate-tax, die die tiglichen Abgaben berechnet, die Duan
das Finanzamt fur alle Fahrzeuge auf ihrem Parkplatz bezahlen musst. Die Funktion akzeptiert
eine Liste von Fahrzeugen und berechnet die Gesamtabgaben eines Tages.

Benutze bei jeder Funktion und jedem Record, den Du schreibst, die Konstruktionsanleitungen:
Erstelle zunichst Kurzbeschreibung, Signatur, einige Testfille und das Geriist der Funktion. Ver-

vollstindige anschlieend das Gertist und vergewissere Dich, dass die Testfille korrekt durchlaufen!
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AUFGABE 6.15

Da Du jetzt mit Listen programmieren kannst, bittet Dr. Knaubichler Dich nochmals um Ihre Hil-
fe (siche Aufgabeauf Seite: Schreibe ein Programm, das aus einer Liste von Grundkreaturen
die zwei Grundkreaturen auswihlt, die miteinander gekreuzt die leistungsstirkste Kreatur ergeben.
Gehe dazu wie folgt vor:

1. Schreibe ein Pridikat fiir Kreaturen.

2. Schreibe eine Funktion creature-power, die eine beliebige Kreatur akzeptiert und deren
Leistung berechnet. Die Leistung ist die Summe aller Eigenschaften.

3. Schreibeeine Funktion f ind-optimal-breeding-partner, dieeine Grundkreatur ¢; und
eine Liste von Grundkreaturen akzeptiert. Die Funktion soll die Grundkreatur ¢ aus der Lis-
te auswihlen und zuriickgeben, die der beste Kreuzungspartner von ¢; ist. Die Kreuzung von
c¢1 und ¢y soll also unter allen méglichen Kreuzungen die Kreatur mit der héchsten Leistung
ergeben. Falls die Liste der Grundkreaturen leer ist, soll die Funktion (make-no-result)
zuriickgeben. (Siche Abschnitt E auf Seite @)

4. Schreibe eine Funktion breed-optimal-partner, die eine Grundkreatur ¢; und eine Liste
von Grundkreaturen akzeptiert. Die Funktion soll ¢; mit der Grundkreatur aus der Liste kreu-
zen, die zur leistungsstirksten Kreatur fithrt. Falls die Liste der Grundkreaturen leer ist, soll die
Funktion (make-no-result) zuriickgeben. Benutze find-optimal-breeding-partner.

5. Schreibe eine Funktion optimal-breed, die eine Liste von Grundkreaturen akzeptiert. Die
Funktion soll die beiden Grundkreaturen aus der Liste miteinander kreuzen, die unter allen
moglichen Kreuzungen die Kreatur mit der hochsten Leistung ergeben. Benutze die Funktio-

nen aus den vorherigen Teilaufgaben.

AUFGABE 6.16

Programmiere eine Variante der Funktion 1ist-minin Abschnittauf Seite[184, in der Du statt

(make-no-result) die Funktion violation aufrufst. Was musst Du noch alles indern?
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In diesem Kapitel geht es um Funktionen, die etwas zihlen und sich dementsprechend mit Zahlen
beschiftigen. Wir haben schon eine Reihe von Programmen gesehen, die mit Zahlen rechnen, aber
Zihlen ist etwas besonderes und verdient deshalb ein eigenes Kapitel mit eigener Konstruktionsan-

leitung.

71 ZAHLEN, DIE ZAHLEN

‘natuerliche-zahlen/ natural .rkt Code

Du kennst bestimmt aus dem Mathematikunterricht die Potenz einer Zahl (der Basis) b zu einem

Exponenten e:

be

Uns interessieren hier Exponenten, die ganze Zahlen ab o sind. Fiir solche Exponenten ist die Potenz
folgendermaflen definiert:

b xb
~——

e-mal
Der Exponent e muss also eine natiirliche Zahl sein
Umgangssprachlich sind natiirliche Zahlen gerade die Zahlen, die Gegenstinde zihlen. In un-
serer Intuition sind die natiirlichen Zahlen einfach auf einem Zahlenstrahl angeordnet und bilden
eine Reihe. Fiir das Programmieren ist das aber wenig hilfreich. Viel mehr kénnen wir mit der fol-

genden Datendefinition anfangen:

; Eine natirliche Zahl ist eine der folgenden:
; - 0

; — der Nachfolger einer natirlichen Zahl

In dieser Definition findet man alte Bekannte wieder: Es handelt sich um eine Fallunterscheidung,
und der zweite Fall enthilt einen Selbstbezug.

Dir mag der Begrift «Nachfolger» etwas befremdlich erscheinen: Der Nachfolger einer Zahl
ist einfach nur die Zahl «plus 1». Weil der Nachfolger im Zusammenhang mit natiirlichen Zahlen

eine besondere Bedeutung hat, spendieren wir ihm zunichst eine eigene Hilfsfunktion:

! Spitzfindige Leser konnen anmerken, dass in manchen Lehrbiichern die natiirlichen Zahlen mit 1 beginnen, aber
wir halten uns an DIN 5473, und da ist die 0 mit dabei.


https://raw.githubusercontent.com/deinprogramm/schreibe-dein-programm/master/natuerliche-zahlen/natural.rkt

198 ZAHLEN, DIE ZAHLEN

; Nachfolger einer Zahl

(: successor (natural -> natural))

(define successor
(lambda (n)
(+ n 1))

Wo ein Nachfolger ist, muss es auch einen Vorginger geben, und der zicht Eins ab:

; Vorgénger einer Zahl

(: predecessor (natural -> natural))

(define predecessor
(lambda (n)
(= n 1))

Allerdings haben wir bei dieser Definition etwas geschummelt, weil der Vorginger nur fiir die na-
tirlichen Zahlen funktioniert, welche die Nachfolger anderer natiirlicher Zahlen sind - also fir
sogenannte positive natiirliche Zahlen. Die Signatur kann das nicht zum Ausdruck bringen, da es
keine eingebaute Signatur dafiir gibt. Aber wir kdnnen eine Verzweigung entsprechend der Daten-

definition einbauen, um die Funktion vor Missbrauch zu schiitzen:

(define predecessor
(lambda (n)
(cond
((zero? n)
(violation "O does not have a predecessor"))
((positive? n)

(-n DN

Dussichst in der Funktionsdefinition die beiden eingebauten Funktionen zero? und positive?,
welche die beiden Fille der Datendefinition der natiirlichen Zahlen unterscheiden.
Zurtick zur eigentlichen Aufgabe, der Potenz. So kénnten Kurzbeschreibung, Signatur und

zwei Tests aussehen:

; Potenz einer Zahl berechnen

(: power (number natural -> number))

(check-expect (power 5 0) 1)
(check-expect (power 5 3) 125)
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Als Nichstes ist das Geriist dran:

(define power
(lambda (base exponent)

ce))

Fir den Rumpf kénnen wir eine Schablone aus der Datendefinition fiir exponent ableiten, das ist
ja die natiirliche Zahl. Die Datendefinition fiir natiirliche Zahlen ist eine Fallunterscheidung mit

zwei Fillen, dementsprechend brauchen wir eine Verzweigung mit zwei Zweigen:

(define power
(lambda (base exponent)
(cond
((zero? exponent) ...)

((positive? exponent) ...))))

Im zweiten Fall der Datendefinition steckt auflerdem eine Selbstreferenz, wir schreiben also noch

einen rekursiven Aufrufin die Schablone:

(define power
(lambda (base exponent)
(cond
((zero? exponent) ...)
((positive? exponent)

(power base (predecessor exponent)) ...))))

Beim ersten Fall ~Exponent 0 — muss als Potenz 1 herauskommen, das neutrale Element beziiglich
der Multiplikation: Das ist ja nichts anderes, als die Zahlen der leeren Liste zu multiplizieren. (Siche
dazuauch Seitein AbschnittE.) Fiir den anderen Fall ist das Ergebnis des rekursiven Aufruf die
Potenz von base mit dem Vorginger von exponent als Exponent. Damit wir als Ergebnis base

mit sich selbst exponent-mal multipliziert bekommen, fehlt noch eine Multiplikation mit base:

(define power
(lambda (base exponent)
(cond
((zero? exponent) 1)
((positive? base)

(* base (power base (predecessor exponent)))))))

Fertig!
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Der Begriff des Vorgingers ist hier eher im Weg: Er passt zwar gut zur Verwendung des Worts
«Nachfolger» in der Datendefinition. (predecessor exponent) ist aber hier das gleiche ist
wie (- exponent 1), und entsprechend werden wir auch in der Schablone direkt (- ... 1)

statt predecessor verwenden.

AUFGABE 71

Die Funktion predecessor hat zwei Zweige: Warum ist der Aufruf in power immer gleichbe-
deutend zu (- exponent 1) — was ist mit dem anderen Zweig?

7.2 NATURLICHE ZAHLEN UND LISTEN

|lnatuerliche—zahlen/ list.rkt Code

Zwischen natiirlichen Zahlen und Listen besteht eine enge Bezichung: Die Datendefinition fiir
natiirliche Zahlen entspricht in ihrer Struktur der von Listen. Die Funktion 1ist-lengthin Ab-
schnitt[6.s]auf Seite[r77/macht aus einer Liste cine natiirliche Zahl. Das geht auch umgekehrt:

; Liste aus Kopien eines Werts erzeugen

(: copies (natural %element -> (list-of %element)))

(check-expect (copies 4 23) (list 23 23 23 23))
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(check-expect (copies 5 "Mike")
(1ist "Mike" "Mike" "Mike" "Mike" "Mike"))

Die Signatur der Funktion enthilt die Signaturvariable j,element, ist also polymorph und macht

klar, dass die Elemente der Liste nur zur Signatur %element gehdren kénnen.

(define copies
(lambda (count element)

o))
Die Konstruktionsanleitung schligt folgende Schablone vor:

(define copies
(lambda (count element)
(cond
((zero? count) ...)
((positive? count)

(copies (- count 1) element) ...)))))

Fiir den ersten Fall brauchen wir eine Liste mit o Elemente. Im zweiten Fall liefert der rekursive
Aufruf eine Liste mit einem Element weniger, als wir brauchen. Das erginzen wir zur fertigen De-

finition so:

(define copies
(lambda (count element)
(cond
((zero? count)
empty)
((positive? count)
(cons element

(copies (- count 1) element))))))

Eine weitere niitzliche Funktion akzeptiert die Nummer eines Listenelementes — einen sogenann-

ten Index — und liefert das Element:
; Nummeriertes Element aus einer Liste holen

(: nth ((list-of %element) natural -> %element))

(check-expect (nth (list 1 2 3 4 5) 0) 1)
(check-expect (nth (list 1 2 3 4 5) 2) 3)
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Wir sollten uns noch tiberlegen, was passieren soll, wenn es den Index in der Liste gar nicht gibt. Die
Funktion kann kein sinnvolles Ergebnis liefern, das zur Signatur passt — es muss ja ein Element der

Liste herauskommen. Wir kénnen also nur einen Fehler anzeigen. Daraus wird folgender Testfall:
(check-error (nth (list 1 2 3 4 5) 5))
Das Gertist der Funktion sicht folgendermaflen aus:

(define nth
(lambda (list index)
..2))

Wir kénnen die Schablone fur Listen als Eingabe benutzen oder die fiir natiirliche Zahlen. Hier
ist der Index federfithrend — beim zweitem Element einer tausendelementigen Liste ist die Linge

irrelevant. Wir halten uns also an die Konstruktionsanleitung fiir natiirliche Zahlen:

(define nth
(lambda (list index)
(cond
((zero? index) ...)
((positive? index)
(nth (rest list) (- index 1)) ...))))

Im ersten Fall ist der Index 0, also das erste Element gefragt. Im zweiten Fall liefert der rekursive
Aufrufim Rest der Liste das Element an Stelle (- index 1),alsodas index-te Elementin 1ist.

Die Funktion sieht so aus:

(define nth
(lambda (list index)
(cond
((zero? index) (first list))
((positive? index)
(nth (rest list) (- index 1))))))

Alle Testfille laufen bereits durch — obwohl wir fiir den Fehlerfall gar nichts programmiert haben.
AUFGABE 7.2
Werte mit dieser Definition folgenden Ausdruck aus:

(nth (list 1 2 3 4 5) 5)
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Die Fehlermeldung ist zwar technisch richtig, gibt aber keinen Aufschluss auf die Ursache des Feh-
lers. Das kénnen wir korrigieren, indem wir doch noch die Schablone fiir Listen als Eingabe ergin-

zen und violation benutzen. (Sieche Abschnitt|.10auf Seite|74])

(define nth
(lambda (list index)
(cond

((empty? list)

(violation "nth: Die Liste ist nicht lang genug"))

((cons? list)

(cond
((zero? index) (first list))
((positive? index)
(nth (rest list) (- index 1))))))))

Fertig!
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‘ natuerliche-zahlen/count-from.rkt Code

Wir programmieren noch ein weiteres Beispiel: Zwei Zahlen bestimmen Unter- und Obergrenze ei-
nes Bereichs ganzer Zahlen und wir wollen die Liste dieser Zahlen generieren. Die Zahlen zwischen
3 und 7 sind zum Beispiel 3, 4, 5, 6, 7.

Hier sind Kurzbeschreibung, Signatur und ein Test:

; Liste aufeinanderfolgender ganzer Zahlen berechnen

(: between (integer integer -> (list-of integer)))

(check-expect (between 3 7) (list 3 4 5 6 7))
Hier ist das Gerdist fuir die Funktion:

(define between
(lambda (from to)
..2))

Es ist gar nicht so klar, was fiir eine Schablone wir anwenden sollten, um die Funktion zu vervoll-

stindigen: In der Signatur steht integer, die Eingaben konnen also auch negative Zahlen sein,
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mithin keine natiirlichen Zahlen. Die Konstruktionsanleitung fiir natiirliche Zahlen ist also nicht
direkt anwendbar. Allerdings gehtes bei der Funktion doch augenscheinlich ums Zihlen, irgendwie
sind also doch natiirliche Zahlen im Spiel.

Wir kénnen uns der Lésung nihern, indem wir zihlen, wieviele Elemente die Ausgabe-Liste
hat. Am Testfall sind es fiinf Elemente, allgemein ist das eins mehr als die Differenz der beiden
Eingabezahlen — und das ist immer eine natiirliche Zahl.

Wir kénnen die Aufgabe also leicht umformulieren: Nicht «die Zahlen zwischen 3 und 7»

generieren, sondern «die 5 Zahlen ab 3». Dafiir konnen wir eine eigene Funktion schreiben:

; Aufeinanderfolgende Zahlen ab einer Zahl generieren

(: count-from (integer natural -> (list-of integer)))

(check-expect (count-from 3 5) (list 3 4 5 6 7))
Das Gertist ist wie folgt:

(define count-from
(lambda (from count)

o))
Da count eine natiirliche Zahl ist, kénnen wir die entsprechende Schablone anwenden:

(define count-from
(lambda (from count)
(cond
((zero? count) ...)
((positive? count)
(count-from ... (- count 1)) ...))))

Im ersten Fall sind null Elemente gefragt, da muss das Ergebnis empty sein. Da eine Liste heraus-
kommt, werden wir im zweiten Fall cons benutzen, um diese zu konstruieren. Auflerdem ist das

gewiinschte erste Element gerade from. Wir kdnnen die Schablone also wie folgt weiterentwickeln:

(define count-from
(lambda (from count)
(cond
((zero? count) empty)
((positive? count)
(cons from
(count-from ... (- count 1)) ...)))))
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Fir den Rest der Ausgabe-Liste brauchen wir eine Liste, die mit der nichsten Zahl anfingt, also
mit (+ from 1). Wenn wir das als erstes Argument des rekursiven Aufrufs benutzen, ist dieser

schon genau die benétigte Rest-Liste:

(define count-from
(lambda (from count)
(cond
((zero? count) empty)
((positive? count)
(cons from
(count-from (+ from 1) (- count 1)))))))

Nun ist count-from fertig, aber unsere eigentliche Funktion between noch nicht. Wir kénnen

aber count-from benutzen, um between zu realisieren:

(define between
(lambda (from to)

(count-from from (+ (- to from) 1))))

Fertig!

Vielleicht erscheint Dir umstindlich, die Aufgabe erst einmal umzumodeln auf eine Aufgabe
uber natiirliche Zahlen und dann die zu bearbeiten. Geht das nicht «direkt»? Es geht.

Der Schlissel zur direkten Losung ist die Einsicht, dass die natiirliche Zahl in der Aufgabe
gerade die Differenz zwischen from und to ist. Wir kdnnen eine entsprechende Verzweigung so

formulieren:

(define between
(lambda (from to)
(cond
((= from to) ...)
((< from to)
(between ... ...) ...))))

Beim ersten Zweig brauchen wir eine einelementige Liste. Im zweiten ist es wieder sinnvoll, zu-

nichst das cons hinzuschreiben, weil wir wissen, dass das erste Element from ist:

(define between
(lambda (from to)
(cond
((= from to) ...)
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((< from to)
(cons from (between ... ...))))))

Nun kénnen wir die Argumente des rekursiven Aufrufs erginzen. Wir bendtigen eine Liste, die mit

der nichsten Zahl anfingt und genau wie gehabt aufhort:

(define between
(lambda (from to)
(cond
((= from to) (list from))
((< from to)
(cons from (between (+ from 1) to))))))

Fertig! Vielleicht fillt Dir bei dieser Aufgabe auf, dass es leicht passieren kann, dass die ganzen Zah-
len «um eins verrutschen». Man kénnte zum Beispiel leicht auf die Idee kommen, im ersten Zweig
statt (List from) einfach empty hinzuschreiben. Esist deswegen sinnvoll, beim Programmieren

von Funktionen tber natiirliche und ganze Zahlen genau hinzuschauen, ob sie korrekt sind.

7.4 EXKURS: POTENZ OPTIMIEREN

natuerliche-zahlen/power.rkt Code

Wir kehren in diesem Abschnitt noch einmal zur Potenz zuriick. Mit einem Trick kdnnen wir nim-

lich den Rechenaufwand reduzieren: Zum Beispiel kénnen wir 310 folgendermafien berechnen:
310 =3 %3

Wir miissen also nicht mithsam die 3 zehnmal mit sich selbst multiplizieren, es reicht, 35 zu be-
rechnen und mit sich selbst zu multiplizieren. Bei ungeraden Exponenten geht der Trick auch, wir

miissen aber einmal extra mit der Basis multiplizieren:
39 =3"x3"x3
Diesen Trick kénnen wir auch zu einem Programm machen. Wir nennen die Funktion der Einfach-

heit halber power2, die aber ansonsten genau wie power funktionieren soll. Hier ist das Gertist:

(define power2
(lambda (base exponent)

co))


https://raw.githubusercontent.com/deinprogramm/schreibe-dein-programm/master/natuerliche-zahlen/power.rkt
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In power2 wird nicht mehr direkt gezihlt, obwohl der Exponent immer noch eine natiirliche Zahl
ist. Weil nicht gezihlt wird, kénnen wir die Schablone fiir natiirliche Zahlen (wieder) nicht direkt
verwenden. Allerdings kénnen wir eine alternative Datendefinition fiir natiirliche Zahlen unter-

stellen, die Zahlen halbiert, statt sich (wie die erste Definition) auf den Vorginger zu beziehen.

; Eine natiirliche Zahl ist:
; -0
; — das Doppelte einer natiirlichen Zahl

; — der Nachfolger des Doppelten einer natirlichen Zahl

Da die Datendefinition drei Fille hat, muss der Rumpf aus einer Verzweigung mit drei Zweigen

bestehen:

(define power?2

(lambda (base exponent)

(cond
((zero? exponent) ...)
((even? exponent) ...)

((odd? exponent) ...))))

Der erste Fall entspricht der urspriinglichen power-Funktion — da muss eine 1 hin. Der zweite und
der dritte Fall enthalten jeweils einen Selbstbezug, weswegen dort rekursive Aufrufe stehen miissen.
Im zweiten Fall steht «das Doppelte», wir miissen also halbieren. Im dritten Fall miissen wir vor

dem Halbieren noch eins abziehen. Wir benutzen jeweils quotient, weil wir ganzzahlig halbieren:

(define power?2
(lambda (base exponent)
(cond

((zero? exponent) 1)

((even? exponent)
(power2 base (quotient exponent 2)) ...)

((odd? exponent)
(power2 base (quotient (- exponent 1) 2)) ...))))

Wir kiimmern uns nun um den zweiten Fall: Wenn dort b die Basis und e der Exponent sind, dann

kommt beim rekursiven Aufruf heraus:

Gesucht ist
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'oe . . £ . . . . . . . . . .
Dafiir miissen wir b= mitsich selbst multiplizieren. Damit diese Zahl nicht zweimal berechnet wird,

legen wir dafiir eine lokale Definition an:

(define power2
(lambda (base exponent)
(cond
((zero? exponent) 1)
((even? exponent)
(define half (power2 base (quotient exponent 2)))
(* half half))
((odd? exponent)
(power2 base (quotient (- exponent 1) 2)) ...))))

Im dritten Fall gilt:
b =b"T xbT xb.

Entsprechend kénnen wir den letzten Zweig ausfillen:

(define power2
(lambda (base exponent)
(cond

((zero? exponent) 1)
((even? exponent)
(define half (power2 base (quotient exponent 2)))
(* half half))
((odd? exponent)
(define half (power2 base (quotient (- exponent 1) 2)))
(* half half base)))))

AUFGABE 7.3

Uberzeuge Dich mit dem Stepper, dass power2 weniger Multiplikationen benétigt als power! [J

AUFGABEN

AUFGABE 7.4

Schreibe eine Funktion, welche die Fakultit einer Zahl n berechnet! Die ist definiert als:

def
nE1X2X---Xn
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AUFGABE 7.5

Programmieren Sie folgende Funktionen auf Listen:
1. Programmiere eine Funktion take, die als Argumente eine Liste 1 und eine Zahl n akzeptiert,

und die ersten n Elemente der Liste 1 zuriickgibt. Beispiel:

(take (1list 1 2 3456 7 8) 5)
— #<1list 1 2 3 4 5>

Gehe davon aus, dass 1 mindestens n Elemente lang ist.
2. Programmiere eine Funktion drop, die als Argumente eine Liste 1 und eine Zahl n akzeptiert,

und die Liste 1 ohne die ersten n Elemente zuriickgibt. Beispiel:

(drop (1ist 1 2 3456 7 8) 3)
— #<list 4 5 6 7 &8

Gehe davon aus, dass 1 mindestens n Elemente lang ist.

AUFGABE 7.6

* Die eingebaute Funktion even? akzeptiert eine ganze Zahl und liefert #t, falls diese gerade ist
und #f wenn nicht. Schreibe mit Hilfe von even? eine Funktion namens evens, welche fiir

zwei Zahlen a und b eine Liste der geraden Zahlen zwischen a und b zuriickgibt:

(evens 1 10)
— #<record:pair 2
#<record:pair 4
#<record:pair 6
#<record:pair 8
#<record:pair 10 #<empty-1list>>>>>>

* Die eingebaute Funktion 0dd? akzeptiert eine ganze Zahl und liefert #t, falls diese ungerade ist
und #f wenn nicht. Schreibe mit Hilfe von 0dd? eine Funktion odds, welche fiir zwei Zahlen

a und b eine Liste der ungeraden Zahlen zwischen a und b zurtickgibt:

(odds 1 10)
— #<record:pair 1

#<record:pair 3
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#<record:pair 5
#<record:pair 7
#<record:pair 9 #<empty-list>>>>>>
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In den vergangenen Kapiteln haben wir uns oft mit Selbstbeztigen in Datendefinitionen beschiftigt
und den rekursiven Funktionen, die sie akzeptieren. Dieses Kapitel beschiftigt sich mit der mathe-
matischen Seite solcher Funktionen. Es ist fiir Dich als Lektiire sinnvoll, wenn Du Dich besonders
fiir Mathematik interessierst oder studiumshalber dafiir interessieren musst. Fiir das Verstindnis
der folgenden Kapitel kannst Du es aber auch weglassen.

Die Mathematik bildet Daten mit Selbstbezug als sogenannte znduktiv definierte Mengen ab.
Dies ermdglicht uns, dass wir uns von der Korrektheit einer Funktion mit Hilfe eines sogenannten

induktiven Beweises tiberzeugen. Dieses Kapitel zeigt, was das ist und wie das geht.

81 MENGEN

Bevor wir tiber induktiv definierte Mengen reden, reden wir erstmal iiber Mengen als solche. Dabei
benutzen wir den Mengenbegriff aus der sogenannten «naiven Mengenlehre», die sich um eine
stringente mathematische Formalisierung dricke, fiir unsere Zwecke aber ausreicht. Uns geht es
vor allem um die Notation fir den Umgang mit Mengen, die wir in weiteren Exkursen benutzen
werden. Es kann gut sein, dass Du dies alles schon kennst. Dann kannst Du diesen Abschnitt gern
tberspringen oder kurz tiberfliegen.

In der naiven Mengenlehre herrscht die Grundannahme, dass die Welt aus «Objekten» be-
steht: Das kann alles mogliche sein, reale Dinge genauso wie eingebildete. Wenn Du Dir nun einige
dieser Objekte herauspickst, also eine Art Sammlung von Objekten, dann hast Du eine Menge.
Wichtig: Fiir jede Menge und jedes Objekte musst Du ein klares Kriterium haben, dass besagt, ob
das Objekt in der Menge ist oder draufien. Auch eine Menge ist ein Objekt. Du kannst also eine
Menge definieren, deren Elemente selbst Mengen sindWichtig auflerdem noch beim Mengenbe-
griff: Die Elemente einer Menge sind immer unterschiedlich, ein Element kann nur einmal in einer
Menge enthalten sein.

Die Objekte einer Menge M heiflen Elemente von M. Die Notation © € M bedeutet, dass =
ein Element von M ist, z & M, dass x kein Element von M ist.

Hiufig haben wir es mit Mengen von Zahlen zu tun: So bezeichnet N die Menge der natsir-
lichen Zablen, entspricht also der Signatur natural (siche Seite . Z bezeichnet die Menge der

! Wenn man diesen Gedanken weiterfiihrt, kommt man schnell zu Widerspriichen. Die Menge aller Mengen enthalt
sich zum Beispiel selbst. Aber was ist mit der Menge aller Mengen, die sich nicht selbst enthalten - enthalt die
sich auch selbst? Der Buchklassiker Gédel, Escher, Bach [Hof79] macht aus solchen Fragen groRe Unterhaltung.
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ganzen Zablen, entspricht also der Signatur integer. R ist die Menge der reellen Zablen; die Si-
gnatur dazu ist real.
Endliche Mengen, also Mengen mit endlich vielen Elementen schreiben wir als Aufreihung

ihrer Elemente, eingeschlossen in geschweirte Klammern geschlossen werden:
M ={11,13,17,19}.

Hiufig werden Mengen jedoch auch durch eine bestimmte Eigenschaft definiert, die ihre Elemen-
te haben. Das geht auch mit geschweiften Klammern und einem senkrechten Strich. Hier ist ein
Beispiel:

M = {a| z ist Primzahl, 10 < z < 20}.

Die leere Menge ist die Menge, die keine Elemente besitzt und wird durch @ bezeichnet.

A heifdt Teilmenge von B, geschrieben A C B, wenn jedes Element von A auch Element von
B ist.

Zwei Mengen sind gleich, wenn sie die gleichen Elemente besitzen. Das ist der Fall, wenn die

eine Menge Teilmenge der anderen ist und umgekehrt:
ACBundBCA
Daraus ergibt sich zum Beispiel folgende Gleichtung.
{11,13,17,19} = {17,13,19,11}

Die Reihenfolge, in der die Elemente in den geschweiften Klammern geschrieben sind, ist also un-
erheblich. Aulerdem spielt es keine Rolle, wenn ein Element mehrmals in den geschweiften Klam-
mern auftaucht. Wie oben schon gesagt, jedes Element ist in einer Menge nur einmal oder keinmal
enthalten:

{11,13,17,19} = {11,13,11,17,17,11,13,19}

Die Notation A Z B bedeutet, dass A C B nicht gilt, A # B, dass A = B nicht gilt. A heif3t
echte Teilmenge von B, wenn A C B, aber A # B. Die Notation dafiirist A C B. Es bedeutet
B D A,dass A C Bgilt, ebenso fiir B D A.

Die Vereinigung A U B zweier Mengen A und B ist so definiert:

AUB={a|a € Aodera € B}
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Der Durchschnitt AN B zweier Mengen A und B ist so:
ANnB={a|a € Aunda € B}

Die Differenz A \ B zweier Mengen A und B ist so definiert:
A\B={ala€ Aunda ¢ B}

Das kartesische Produkt A x B zweier Mengen A und B ist definiert durch
Ax B={(a,b)|ac A, be B}

Die Elemente des kartesisches Produkt — Paare aus jeweils einem Element von A und aus B — wer-
den mit Klammern drum und Komma dazwischen geschrieben und heiflen auch Tupel.

Wenn zum Beispiel A = {1,2,3} und B = {4, 5}, dann gilt:
A X B = {(174)’ (274)7 (3’ 4)7 (17 5)7 (27 5)7 (37 5)}

Tupel sind also das mathematische Gegenstiick zu zusammengesetzten Daten.

Warum heifit es «Produkt», fragst Du Dich vielleicht, und warum ist das Symbol x das glei-
che wie beim Produkt zweier Zahlen? Nun, wenn A und B endliche Mengen sind, also A aus m
Elementen besteht und B aus n Elementen, dann besteht A x B aus m x n Elementen. Im Beispiel
oben hat deshalb das Produkt 3 x 2 = 6 Elemente.

Tupel gibt es nicht nur zweistellig, sondern mit beliebigen Stelligkeiten: 3-Tupel, 4-Tupel und-

soweiter.

82 AUSSAGEN UBER NATURLICHE ZAHLEN

In der Mathematik gibt es viele kuriose Aussagen tiber natiirliche Zahlen. Legendenstatus hat zum
Beispiel die Gaufische Summenformel. Diese besagt, dass fiir eine natiirliche Zahl n die Summer

aller Zahlen von 1 bis . mit der Formel

nx(n+1)
2
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berechnet werden kann: Man muss also gar nicht miihsam die Zahlen einzeln addieren. Mathemati-

ker lieben spezielle Schreibweisen und kénnten Gauf$’ Behauptung folgendermafien aufschreiben:
. nx(m+1)
VneN: ; i= 5

Das V heifdt «fur alle», das € heifft «Element von» N ist das Kiirzel fr die Menge der natiirlichen
Zahlen. Am Anfang steht also «fur alle n, die Element von N sind» oder ganz lapidar «fiir alle
natiirlichen Zahlen n».

Das Y ist ein griechisches Sigma und steht fiir «Summe». Das ¢ = 0 untendrunter und das
n obendriiber bedeuten, dass eine neue Variable 7 eingefithrt wird, und die nacheinander die Werte
0,1,2,...n annimmt, und fiir jeden Wert in die Formel rechts vom " eingesetzt wird.

In Z:O i steht rechts vom 3 nur %, das heif§t deshalb 0 + 1 4+ 2 + - - - + n. Die Gauf$sche
Summenformel besagt also, dass diese Summe immer das gleiche Ergebnis liefert wie die Formel

nXx(n+1)
—a -

Wie kénnen wir die Gaufische Summenformel beweisen? Gaufy’ Argument war, dass, wenn er

die Summe ausschreibt (wir lassen die 0 weg):
1+24+...+4(n—=1)+n

... die beiden «dufleren» Summanden 1 und n zusammen n + 1 ergeben, die beiden «nichstinne-
ren» Summanden 2 und n— 1 ebenfalls n+1 undsoweiter bis zur «Mitte» — effektiv also halb so oft
n + 1 auf'sich selbst addiert wird wie die Reihe selbst lang ist. Es ist also einfach nachzuvollziehen,
wie Gauf§ auf die Formel kam und warum sie korrekt ist.

Was ist aber mit folgender Reihe?
>
i=0
Der Blick auf die ausgeschriebene Form hilft nicht direkt weiter:
14+44+9+16+...+(n—1)%+n?

Allerdings lohnt es sich, einen Blick auf die ersten paar Glieder der Reihe zu werfen, und diese

tabellarisch iiber die Gauf8sche Summen zu setzen:

n 012 3 4 5 6
Srei? 01 5 14 30 55 91
Srei 001 3 6 10 15 21
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Wenn Du die Paare der Summen der beiden Reihen lang genug anstarrt, siehst Du vielleicht, dass

sich alle als Briiche auf den Nenner 3 kiirzen lassen:

n 0o 1 2 3 4 5 6
Sr,® 78 5 7 0 1 13
Z?:Oi 3 3 3 3 3 3

Einzige Ausnahme ist der Bruch fiir 0: dort wird durch 0 geteilt, es ist also unklar, welcher Bruch

an dieser Stelle in der Tabelle stehen sollte. Ansonsten suggeriert die Tabelle folgende Formel:

Sroit  2n+1
Yicol 3

Die Gleichung kdnnen wir mit ;- i = n(n + 1)/2 multiplizieren:

2 n(n+ 1)6(2n +1) (8.)

n
=0

Schoéne Formel - aber stimmt sie auch fiir alle n € N? (Fiir den unklaren Fall 0 stimmt sie.) Du
kannstsie noch fiir weitere n, zum Beispiel 7, 8, . . . ausprobieren, und es kommtimmer das richtige
heraus. Aber das reicht nicht, um die Behauptung fiir a/le n € N zu beweisen.

Wenn die Behauptung fiir alle n € N stimmit, also insbesondere auch fiir ein bestimmtes n €
N, dann sollte sie auch fiir n + 1 gelten, das wire dann die folgende Gleichung, bei der gegeniiber

der Gleichung oben fiir n jeweils n + 1 eingesetzt wurde:

2 (+D((n+1)+1)2Mn+1)+1)
222* 6

”iig _ (n+1)(n+2)(2n+3)

6 (8.2)

Bei der Reihe Z?:Ol i konnen wir den letzen Summand ausgliedern und die Gleichung damit

folgendermafien schreiben:

Qo)+ (1) = (n+ 1)(n+(—32)(2n +3)

n
=0
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Damit bietet sich die Chance, die jeweiligen Seiten von Gleichungvon den Seiten von Glei-
chung@abzuziehen:

n

(222) b n41)?— iiz _ mn+1)(n+2)2n+3) nn+1)(2n+1)

=0 =0 6 6

Es bleibt:

(n+1)% = (n+ 1)(n—;2)(2n+3) ~n(n+ 1)6(2n—|— 1)

Wenn diese Gleichung stimmt, dann stimmt auch Gleichung|8.2. Das lisst sich ausrechnen:

m+1)(n+2)2n+3) nn+1)2n+1) m+1)(n+2)2n+3)—n(n+1)2n+1)

6 6 s

— (n+1)((n+2)(2n+3) —n(2n+1))
6

_ (n+1)(2n% 4+ 3n+4n + 6 — 2n2 — n)
6

~ (n+1)(6n+6)

=

_ 6(n+1)?

==

= (n+1)?

Tatsache! Aber was wurde jetzt eigentlich gezeigt? Es ist leicht, bei den vielen Schritten von oben
den Faden zu verlieren. Hier noch einmal die Zusammenfassung:

Es schien so, als ob folgende Gleichung stimmen wiirde:

", nm+1)@2n+1
;Z:< Jon + 1)

Es ist so, dass folgende Gleichung stimmt:

2 _ (n+1)(n+2)2n+3) n(m+1)2n+1)

(n+1) c 5

Wenn also die erste Gleichung («schien so»), stimmen wiirde, dann folgte daraus diese Gleichung:
n+1

Ziz _ (n+ 1)(n+62)(2n +3)

=0
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Das ist aber die gleiche Behauptung, nur fiir n 4 1 statt n — mit anderen Worten folgt aus der Be-
hauptung fiir n die Behauptung ftir n 4 1. Da wir oben durch Ausrechnen bereits gezeigt haben,
dass die Behauptung fir 1, . . . , 6 gilt, gilt sie auch fiir 7. Dasie fiir 7 gilt, gilt sie auch fir 8. Undso-
weiter fiir alle natiirlichen Zahlen. Wir miissen das nicht fir jede Zahl einzeln auszuprobieren. Die

Vermutung von oben ist deshalb bewiesen.

8.3 INDUKTIVE BEWEISE FUHREN

Das im vorigen Abschnitt verwendete Beweisprinzip fiir Beweise von Sitzen der Form «fiirallen €
N...» heif8t vollstindige I ndﬂkl‘laniCSC funktioniert bei Aufgaben, bei denen eine Behauptung
tir alle n € N zu beweisen ist. Fiir den Beweis werden folgende Zutaten benétigt:

1. ein Beweis dafiir, dass die Behauptung fiir n = 0 stimmt und

2. ein Beweis dafiir, dass, wenn die Behauptung fiir ein beliebiges 7 gilt, sie auch fiir n + 1 gilt.
Die erste Zutat (der Induktionsanfang) lisst sich meist durch Einsetzen beweisen, fur die zweite
Zutat (den Induktionsschluss) ist in der Regel Algebra nétig. Da die Behauptung nach Zutat Nr. 1
fiir O gilt, muss sie nach Zutat Nr. 2 auch fiir 1 gelten, und deshalb auch fiir 2, . . . und damit fir
alle natiirlichen Zahlen.

Es muss nicht unbedingt bei 0 losgehen, sondern kann auch bei einer beliebigen Zahl a begin-
nen — dann gilt aber die Behauptung nur fiir alle natiirlichen Zahlen ab a.

Wenn die Behauptung erst einmal formuliert ist, sind induktive Beweise oft einfach zu fiih-
ren, da sie meist dem obigen Schema folgen. Das wichtigste dabei ist, das Schema auch tatsichlich
einzuhalten. Darum empfiehlt es sich, dass Du folgende Anleitung befolgst — eine Art Konstrukti-
onsanleitung fiir Beweise mit vollstindiger Induktion:

1. Formuliere die zu beweisende Behauptung als Behauptung der Form «Fiirallen € Ngilt...»,
falls das noch nicht geschehen ist.
2. Schreibe die Uberschrift «n = 0:». Schreibe die Behauptung noch einmal ab, wobei Du das

«furallen € N» weglassen und fiir n die 0 einsetzt.

3. Beweise die abgeschriebene Behauptung. (Das ist oft einfach.)

4. Schreibe das Wort «Induktionsvoraussetzung:» Schreibe darunter die Behauptung noch ein-
mal ab, wobei Du das «fiir alle n € N» weglisst — lass das n da, wo es ist.

5. Schreibe «Induktionsschluss (zu zeigen):». Schreibe darunter die Behauptung noch einmal

ab, wobei Du fiir n stattdessen (1 + 1) einsetzt. (Das «fiir alle n € N» wieder weg.)

Nicht zu verwechseln mit der philosophischen Induktion. Die vollstandige Induktion ist zwar verwandt, philo-
sophisch gesehen aber eher eine deduktive Technik.
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6. Beweise den Induktionsschluss unter Verwendung der Induktionsvoraussetzung.
Wenn die Behauptung eine Gleichung der Form A = B ist, kannst Du hiufig die Induktions-
voraussetzung direkt oder nach einigen Umformungen in den Induktionsschluss einsetzen.

Wir gehen die Anleitung anhand des obigen Beispiels durch. Die Behauptung ist:

iiQ _n(n+1)2n+1)

i=0 6
Die Behauptung ist durch Raten entstanden — es gibt leider keine Patentanleitung, solche Glei-
chungen zu finden: Hier sind Experimentierfreude und Geduld gefragt. Steht die Behauptung erst
einmal fest, ist sie allerdings recht einfach zu beweisen:

1. Ausgeschrieben hat die Behauptung bereits die richtige Form:

- 2n+1
VnEN:Zizzn(n+ )6(n+ )
1=0

iiQZ 0(0+1)(2x0+1)

6

i=0
3. Beide Seiten der Gleichung sind 0, sie ist also bewiesen.

4. Induktionsvoraussetzung:

2”22,2 _n(n+1)(2n+1)
=0 6
5. Induktionsschluss (zu zeigen):
"illg (D (n+ 1)+ D2+ 1)+ 1)
N 6
=0

6. Die Summe auf der linken Seite konnen wir aufteilen:

(ZZ2> 1) = (n+1)((n+1) —21)(2(71—1— H+1)

i=0
. . . . . . . n . . .
Damit kénnen wir die Induktionsvoraussetzung einsetzen, in der Y -, 4% auf der linken Seite

steht. Das funktioniert fast immer bei Induktionsbeweisen iiber Summen oder Produkte:

nn+1)2n+1)
6

2 _ (n+1)((n+1)+1)(2(n+1)+1)

( 6

Y+ (n+1)
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Die linke Seite kénnen wir folgendermafien vereinfachen:

nn+1)2n+1)
6

2 _nn+1)(@2n+1)+6(n+1)%
(n+DM@nEU+6m+1D
(n+1)(2n? +?1+6n+6)
(n+ 1)(2n; i n+6)

+(n+1)

Die rechte Seite kdnnen wir folgendermaflen vereinfachen:

m+1D((n+1)+1)2n+1)+1) _ (n+1)(n+2)2n+1)+1)
" (n+1)(n+2)6(2n+2+1)
(n+nm+g@n+$
(n+ 1)(2n§+ 4n + 3n + 6)
(n+1)(2n? —f4n +3n +6)
(n+ 1)(2n? f?n +6)
6

Damit st bei der linken und der rechten Seite jeweils das gleiche herausgekommen und die Behaup-

tung ist bewiesen.

8.4 STRUKTUR DER NATURLICHEN ZAHLEN

Die vollstindige Induktion aus dem vorigen Abschnitt ist nur fiir die Menge der natiirlichen Zahlen
geeignet. Sie funktioniert aber nicht fiir alle Mengen: Fiir die reellen Zahlen R zum Beispiel erreicht
die Konstruktion «bei 0 anfangen und dann immer um 1 hochzihlen» einfach nichtalle Elemente
der Menge.Die natiirlichen Zahlen sind also etwas besonderes. Das haben wir schon in Kapitel
gesehen: es sind Zahlen, die zéhlen, und auf Seite@steht eine Datendefinition:

; Eine natiirliche Zahl ist eine der folgenden:
; — 0

; — der Nachfolger einer natirlichen Zahl
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Diese Datendefinition kénnen wir als Bastelanleitung fir die Menge der natiirlichen Zahlen auffas-
sen: Diese Datendefinition erreicht jede natiirliche Zahl - jede Zahl kann in der Form 04+14...+1
geschrieben werden. Fiir diese Art Bastelanleitung fiir Mengen ist charakteristisch, dass es ein oder
mehrere Basiselemente gibt (in diesem Fall die 0) und dann ein oder mehrere Regeln, die aus belie-
bigeren «kleineren» Elementen «gréfiere» Elemente mit Hilfe eines Selbstbezug konstruieren, in
diesem Fall die Regel, die besagt, dass fiir jede natiirliche Zahl auch ihr Nachfolger eine natiirliche
Zahl ist.

Hier ist das mathematische Pendant zu der Datendefinition der natiirlichen Zahlen:

DEFINITION 81 (NATURLICHE ZAHLEN)

Die Menge der natiirlichen Zahlen N ist folgendermaflen definiert:
. 0eN
2. Fiirn € Nistauchn+1 € N,
3. Die obigen Regeln definieren a/len € N.

Eine solche Definition heif$t auch induktive Definition, die eine induktive Menge definiert. Die
letzte Klausel ist bei induktiven Definition immer dabei — ohne sie kénnte zum Beispiel die Menge
der reellen Zahlen als N durchgehen, weil die Klauseln davor keinen Anspruch auf Vollstindigkeit
erheben konnten. Diese Klausel heifSt induktiver Abschluss.

Wenn Du genau hinschaust, siehst Du, dass die induktive Definition genau die gleiche Struktur
hat wie die Definition der Induktion von Seite Es gibt eine Klausel fiir die 0 und eine Klausel
fiir den Schritt von 7 nach n + 1. Die induktive Definition sagt, dass es zwei verschiedene Sor-
ten von natirlichen Zahlen gibt, nimlich das Basiselement 0 aus der ersten Regel der Definition
und die (positiven) Zahlen n + 1 aus der zweiten Klausel. Diese Struktur entspricht auflerdem der
Datendefinition und der Schablone aus Konstruktionsanleitung auf Seite

Entsprechend muss eine Behauptung tiber die natiirlichen Zahlen fiir beide Sorten bewiesen
werden:

Einerseits fiir das Basiselement 0 und andererseits fiir die positiven Zahlen, die keine Basisele-
mente sind. Die Klauseln fiir die Basiselemente heiflen Induktionsverankerungen. Da die zweite
Klausel einen Selbstbezug enthilt — es muss schon eine natiirliche Zahl da sein, um eine weitere
zu finden — muss dort ein Induktionsschluss bewiesen werden.

Die natiirlichen Zahlen haben nur ein Basiselement und es gibt nur eine Klausel mit Selbstbe-
zug. In Abschnittauf Seiteging es um Finanzvertrige — da gab es mehr als eine Klausel mit

Selbstbezug, und auch in diesem Kapitel werden wir noch ein solches Beispiel sehen.
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8.5 ENDLICHE FOLGEN

Die natiirlichen Zahlen sind nicht die einzige induktiv definierte Menge. Ein weiteres Beispiel sind
die endlichen Folgen, die den Listen entsprechen. Beim Programmieren verwenden wir die Nota-
tion (list-of s), um die Signatur fiir Listen hinzuschreiben, die aus Werten der Signature ss
bestehen. Das Gegenstiick in der Mathematik ist die Notation M ™, die Menge der Folgen mit Ele-

menten aus der Menge M.

DEFINITION 8.2
Sei M eine beliebige Menge. Die Menge M ™ der endlichen Folgen diber M ist folgendermafien de-

finiert:
1. Es gibt eine leere Folge GE € M*.
2. Wenn f € M* eine Folgeistund m € M,soistmf € M*, also auch eine Folge.
3. Die obigen Regeln definieren alle f € M™.

Eine Folge entsteht also aus einer bestehenden Folge dadurch, dass vorn noch ein Element ange-

hingt wird. Folgen tiber M = {a, b, ¢} sind deshalb etwa
€, a€, be, ce, aae, abe, ace, . . ., abee, . .. cbbae, ... (nichtalphabetisch sortiert)

Da das € bei nichtleeren Folgen immer dazugehért, wird es oft nicht mitnotiert.
Die Definition der endlichen Folgen ist analog zur Deﬁnition Die erste Klausel ist der Ba-
sisfall, die zweite Klausel enthilt einen Selbstbezug und die dritte Klausel bildet den induktiven Ab-

schluss.

8.51 FUNKTIONEN AUF ENDLICHEN FOLGEN

Dieser Abschnitt demonstriert, wie mathematische Funktionen auf endlichen Folgen formuliert
werden. Als Beispiel ist eine Funktion namens s gefragt, die fiir eine Folge deren Summe ausrechnet,

also zum Beispiel:
s(123€) =6

$(2357€) = 17
(1723425 ¢€) = 87

3 Dieser griechische Buchstabe e ist ein kleines Epsilon, in der Mathematik oft fiir Dinge verwendet, die «leer»
oder «klein» sind.
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Die Funktion entspricht also 1ist-sum aus Abschnitt E Da es zwei verschiedene Sorten endli-
cher Folgen gibt — die leere Folge und die «nichtleeren» Folgen - liegt es nahe, die entsprechende

Funktion mit einer Verzweigung zu schreiben, die zwischen den beiden Sorten unterscheidet:

dﬁf 7 falls f =€

? fllsf=mf,meM,f e M*

Diese Definition hat eine Verzweigung mit zwei Zweigen. Der erste Zweig greift, wenn f die leere
Folge ist. Der zweite Zweig greift entsprechend, wenn f nicht leer ist. Das ist verklausuliert als f =
mf’, was heiflt, dass f die Form m f hat, also aus einem ersten Element m und einer Restfolge f”
besteht. Wenn also zum Beispiel f die Folge abede ist, dann ist m = a und f’ = bed.

Es fehlen noch die Stellen, wo Fragezeichen stehen. Die Summe der leeren Folge ist 0: Wenn
es sich um eine andere Zahl m # 0 handeln wiirde, lief8e sich die Summe einer beliebigen Folge

durch das Anhingen der leeren Folge um m verindern. Die erste Liicke ist also schon geschlossen:

def ] 0 falls f =€

s(f) ) o, L
! fallsf=mf,meM,f eM

Im zweiten Fall handelt es sich bei f um ein zusammengesetztes Objekt mit den Bestandteilen m

und f’. Deshalbkénnen m und f” fiir die Konstruktion des Funktionswerts herangezogen werden:

def | O falls f =€
com. . ff oo fallsf=mflme M, ff € M*

Soweit sind die bekannten Techniken fiir die Konstruktion von Funktionen auf gemischten und zu-
sammengesetzten Daten zur Anwendung gekommen, lediglich iibertragen von Programm-Funk-
tionen auf mathematische Funktionen.

Fir den nichsten Schritt passt — genau wie beim Programmieren — ein rekursiver Aufruf zum

Selbstbezug. Die Funktionsdefinition verdichtet sich folgendermaflen:

w |0 falls f = €
om.s(f) .. fllsf=mf',me M, f €M

4 Vielleicht irritiert Dich das Apostroph bei f’, weil es in der Schulanalysis flir «Ableitung» steht. Das ist in diesem
Buch - und auch oft sonst in der Mathematik - nicht so: f” ist nur eine weitere Variable, gesprochen «f Strich».
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Hier ist s(f’) die Summe aller Folgenelemente in f’. Gefragt ist die Summe aller Folgenelemente

von f = mf’. Es fehlt also zur Summe nur noch m selbst:

def |0 falls f =€
m+s(f) falsf=mf',meM,f eM*

Mit Papier und Bleistift kdnnen wir schnell nachvollziehen, dass die Definition korrekt arbeitet:

s(1723425€) = 17+ s(23425¢)
=17+23+s(425¢)
=174+23+42+s(5¢)
=17+ 23 + 42+ 5 + s(e)
=174+23+424+54+0
=87

Die Definition von s ruft sich also an der Stelle selbst auf, an der die induktive Definition der end-
lichen Folgen den Selbstbezug « f € M™* eine Folge» enthilt.

Vielleicht begegnest Du der Definition von s mit Skepsis, taucht doch s sowohl auf der linken
als auch auf der rechten Seite auf. Es sieht so aus, als sei s «durch sich selbst definiert>». Tatsichlich
ist dies jedoch kein Problem, da:

* sich s( f) stets selbst auf einer ksrzeren Folge f aufruft, und
* schliefllich bei der leeren Folge landet, bei der die Verzweigung greift und keinen weiteren re-
kursiven Aufruf mehr vornimmt.
Solange eine rekursive Funktion dem Schema von s folgt und damit der Struktur der Folgen selbst,

sind diese beiden Bedingungen automatisch erfiillt.

8.52 FOLGENINDUKTION

Das Gegenstiick zur vollstindigen Induktion heifit bei den Folgen Folgeninduktion. Der «Schluss
von 1 auf n + 1» wird bei der Folgeninduktion zu je einem Schluss von f auf m f fiir alle Folgen
fundallem € M . Oft kommt es dabei auf das Folgenelement m gar nicht an.
Um zu beweisen, dass eine Behauptung furalle f € M™ gilt, gentigen folgende Schritte:
1. Die Behauptung gilt fir f = € (Induktionsanfang)
2. Wenn die Behauptung fiir eine Folge f gilt, so gilt sie auch fiir alle Folgen m f wobeim € M.
(Induktionsschluss).
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Die Folgeninduktion funktioniert, weil sie der Struktur der Definition der endlichen Folgen E

genauso folgt wie die vollstindige Induktion der Struktur der natiirlichen Zahlen. Das Lemma ldsst
sich auch mit Hilfe der vollstindigen Induktion beweisen - siche Aufgabe@.

Entsprechend der vollstindigen Induktion gibt es auch fur die Folgeninduktion eine Anlei-

tung:

I.

Formuliere die zu beweisende Behauptung als Behauptung der Form «Fiiralle f € M*gilc...»,
falls das noch nicht geschehen ist.

. Schreibe die Uberschrift « f = €:». Schreibe die Behauptung noch einmal ab, wobei Du das

«furalle f € M™*» weglisst und fiir f das € einsetzt.

. Beweise die abgeschriebene Behauptung. (Das ist oft einfach.)

. Schreibe das Wort «Induktionsvoraussetzung:» Schreibe darunter die Behauptung noch ein-

mal ab, wobei Du das «fiir alle f € M*» weglisst — lass das f da, wo es ist.

. Schreibe «Induktionsschluss (zu zeigen):». Schreibe darunter die Behauptung noch einmal

ab, wobei Du fur f stattdessen m f einsetzt. (Lass das «ftir alle f € M ™*» wieder weg.)

. Beweise den Induktionsschluss unter Verwendung der Induktionsvoraussetzung. Denke dar-

an, die Behauptung fir alle m € M zu beweisen — das ist meist aber nicht immer einfach.
Wenn die Behauptung eine Gleichung der Form A = B ist, kannst Du hiufig die Induktions-

voraussetzung in den Induktionsschluss einsetzen.

Fiir ein sinnvolles Beispiel dient die Funktion cat, die Folgen aneinanderhingt:

cat(fi, f) def fo falls f1 = €
mcat(f1, f2) falls fy =mf],me M, f] € M*

Es soll bewiesen werden, dass cat assoziativ ist, das heif$t fir alle u, v, w € M* gilt

I.

cat(u, cat(v,w)) = cat(cat(u,v),w).

Die Form der Behauptung ist noch problematisch, da in ihr drei Folgen auftauchen — und keine
davon heif3t f. Im schlimmsten Fall musst Du raten, tiber welche Folge die Induktion geht und
gegebenenfalls alle Mdglichkeiten durchprobieren. Wir entscheiden uns fir die erste Folge u
und benennen sie in f um, damit der Beweis auf die Anleitung passt. AufSerdem miissen wir

bei der Anwendung der Definition von cat fiir f; dieses f einsetzen.

Vfe M*™v,we M*: cat(f, cat(v, w)) = cat(cat(f,v),w)
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2. [ = e:Hiergilt

cat(e, cat(v, w)) = cat(v, w)

cat(cat(e, v), w) = cat(v, w)

nach der definierenden Gleichung.

3. Induktionsvoraussetzung:
cat(f, cat(v,w)) = cat(cat(f,v),w)
4. Induktionsschluss (zu zeigen):
cat(mf, cat(v,w)) = cat(cat(mf,v),w)
5. Wir benutzen die Definition von cat, um die linke Seite weiter auszurechnen:
cat(mf, cat(v,w)) = meat(f, cat(v,w))

Hier steht aber cat( f, cat(v, w)) — und das steht auch auf der linken Seite der Induktionsvor-

aussetzung. Wir kénnen also einsetzen:
= mecat(cat(f, v), w)

Ebenso kénnen wir die rechte Seite ausrechnen:

cat(cat(mf,v),w) = cat(mcat(f,v),w)
= mcat(cat(f,v), w)

Dasist aber das gleiche, das auch bei der linken Seite herausgekommen ist — der Beweis ist fertig.

8.6 NOTATION FUR INDUKTIVE DEFINITIONEN

Induktive Mengen kommen in der Informatik enorm hiufig vor — so hiufig, dass sich eine Kurz-
schreibweise fiir ihre induktiven Definitionen eingebiirgert hat, die sogenannte kontextfreie Gram-
matik. In den meisten Informatik-Biichern geht mit dem Begriff eine langwierige mathematische
Definition einher, die wir fiir dieses Buch nicht in aller Ausfithrlichkeit benétigen. Wir benutzen

die kontextfreie Grammatik (ab hier einfach nur «Grammatik>») informell als Abkiirzung fiir eine
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linger ausgeschriebene induktive Definition. Hier die Grammatik fiir die natiirlichen Zahlen:
(N) =0 [ (N)+1

In der Grammatik steht (N) fiir «eine natiirliche Zahl». Lesen kannst Du die Grammatik so: Eine
natiirliche Zahl ist entweder die 0 oder hat die Form n + 1 wobei n wiederum eine natiirliche Zahl
ist. Der obligatorische induktive Abschluss («Die obigen Regeln definieren alle n € N.») wird
stillschweigend vorausgesetzt und darum weggelassen.

Das Zeichen — kann also als «ist» oder «hat die Form» gelesen werden, das Zeichen | als
«oder». Die Notation (X') definiert eine entsprechende Menge X . Die Grammatik ist also eine Art
mathematische Schreibweise fiir zusammengesetzte Daten, gemischte Daten (|) und Selbstbeziige,
nur eben fiir mathematische Objekte.

Fir die Menge der Folgen tiber einer Menge M gentigt also folgende Notation:
(M*) — € | (M) (M)

In beiden Definitionen ist jeweils der Selbstbezug klar zu sehen: Bei den natiirlichen Zahlen taucht
(N) in einer Klausel auf, bei den Folgen (M *). Alle anderen Klauseln — also die ohne Selbstbezug -
beschreiben Basisfille.

8.7 STRUKTURELLE REKURSION

In Abschnittist zu sehen, dass die Definition der beiden Beispielfunktionen auf Folgen (s und
cat) jeweils der induktiven Definition der Folgen «folgt» — die Definition beider Funktionen hat

die Form:

def fallsf =€
LFE(f)... fallsf=mf' ' me M, f e M*

Das ist kein Zufall: Die rekursive Funktionsdefinition gehért zur induktiven Mengendefinition wie
Pech zu Schwefel. Zwei Grundregeln legen diese Form fest:

1. Fiir jede Klausel gibt es eine Verzweigung mit einem Zweig der induktiven Definition.

2. Bei Selbstbeziigen steht im entsprechenden Zweig ein Selbstaufruf.
Auch bei den natiirlichen Zahlen lassen sich viele Operationen rekursiv aufschreiben. Zum Beispiel

die Potenz:

1 fallsn =0

pr 4
o' fallsm=n'+1,n' €N
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Die Notation n = n’ + 1 folgt zwar der induktiven Definition, ist hier aber gleichbedeutend mit
n > 0und n’ = n — 1. Deshalb werden induktive Definitionen auf natiirlichen Zahlen meist so

geschrieben:
1 fallsm =0
o1 fallsn > 0

b

Die Korrespondenz zwischen induktiven Definitionen und den rekursiven Funktionen lisst sich
auch allgemein formulieren. Angenommen, die Menge X ist durch einer Grammatik definiert, die

n Klauseln hat:
Xy > C1 | ...] Cp

Eine Funktion auf dieser Menge braucht dann — genau wie bei gemischten Daten - eine Verzwei-

gung mit n Zweigen, eine fir jede Klausel:

Ry fallsz = F;

R, fallsz=F,

Die Bedingung x = Fj ergibt sich jeweils aus der entsprechenden Klausel. Wenn dort Beziige zu
anderen Mengen oder Selbstbeziige stehen, so werden diese durch Variablen ersetzt und entspre-

chende Mengenzugehérigkeiten. Angenommen, die Klausel C; hat beispielsweise diese Form:
[ (A) & (B) ]
Dann miisste F; entsprechend so aussehen:
r=[a&bl,ac A,be B
Eine Klausel C; mit Selbstbezug sihe beispielsweise so aus:

{ X)

Das dazugehérige F; sihe so aus:

r={2'} 2 eX

Dementsprechend steht héchstwahrscheinlich in der rechten Seite R; ein rekursiver Aufruf F'(z').
Funktionen dieser Form, die der Struktur einer induktiven Menge direkt folgen, heiflen struk-

turell rekursiv.
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Die folgende Grammatik beschreibt einfache aussagenlogische Ausdriicke, also Aussagen mit

«und», «oder» und «nicht»:
(Ey - T | L

(E) A (E)

(E) v (E)

- (E)

Gedachtist das folgendermafien: T steht fiir «wahr», L fiir «falsch», A fiir «und>», V fir «oder»

und — fiir «nicht». Beispiele fiir Ausdriicke sind:

T
TVv_L
1LvT
-1

Beim Ausdruck T V L A T ist nicht klar, wie er gemeint ist, da die Klammerung fehlt. In solchen

Fillen schreiben wir einen Ausdruck genau wie in der Arithmetik mit Klammern:

(TVL)AT
TV(LAT)

Jeder solche Ausdruck hat einen Wahrheitswert, also «wahr» oder «falsch», und eine strukturell
rekursive Funktion kann diesen Wahrheitswert errechnen. Diese Funktion «heif8t» [ [f]- fiir einen
Ausdruck e liefert [e] den Wert 1, falls der Ausdruck «wahrs ist und 1, falls «falsch». Die doppel-
ten eckigen Klammern heif$en in der Fachsprache «Semantikklammern» und werden oft benutzt,
um Funktionen auf Mengen zu schreiben, die durch eine Grammatik definiert sind.

Die Funktionsdefinition besteht, wie oben beschrieben, auf jeden Fall aus einer Verzweigung,

die fiir jede Klausel der Grammatik einen Zweig aufweist:

7?7 fallse=T
?7 fallse= 1
def
[e] = <7 fallse =eq A e

?7 fallse =e1 Vey

/

7?7 fallse = —e

5 Eine elegante mundliche Aussprache gibt es dafur leider nicht.
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In den Zweigen fur A, V und — sind rekursive Aufrufe angezeigt, weil in der Grammatik dort Selbst-

beziige stehen:

? fallse =T
? fallse = L

[e] ef o fe] - Jee] fallse =eq Aes
fea] - Jee] fallse =e1 Ves
e fallse = —e’

Die ersten beiden Fille liefern 1 und O respektive, fiir die weiteren Fille werden folgende Hilfsfunk-

tionen definiert:

1 fallst; =1lundty =1 0 fallsty =0undty =0
a(tl,tQ) dgf alls 11 u 2 o(tth) d;f alls U1 u 2
0 sonst 1 sonst

dof |1 fallst =0
0 fallst=1
Die Funktion a liefert nur dann 1, wenn t1 und to 1sind (sonst 0). Die Funktion o liefert dann 1,

wenn t1 oder to 1 sind (sonst 0). Die Funktion n liefert dann 1, wenn ¢ ziche 1 ist (sonst 0). Diese

Funktionen vervollstindigen nun die Definition von [ ||:

1 fallse =T

0 fallse = L
le] o a([e1], [ez]) fallse=e3 Aey
o(fer]l, [e2]) fallse =e1 V ey
n([e']) falls e = —e’

8.8 STRUKTURELLE INDUKTION

Beweise von Eigenschaften strukturell rekursiver Funktionen funktionieren — entsprechend den
natiirlichen Zahlen und den Folgen — mit struktureller Induktion. Strukturelle Induktion folgt der
Struktur der Grammatik — vollstindige Induktion und Folgeninduktion sind Spezialfille. Das fol-

gende Beispiel dafiir baut auf den aussagenlogischen Ausdriicken aus dem vorigen Abschnitt auf:
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SATZ 8.3 Auseinem aussagenlogischen Ausdruck e entsteht der Ausdruck e, indem jedes T durch
1, jedes L durch T, jedes A durch V und jedes V durch A ersetzt wird. Es gilt fur jeden Ausdruck
e:

[e] = n(leD)

Die Behauptung hat bereits die fiir einen Induktionsbeweis geeignete Form «fur alle ex», wobei e
aus einer induktiv definierten Menge kommt. Die Behauptung muss jetzt fiir alle moglichen Fille
von e bewiesen werden — da die Grammatik fiir Ausdriicke fiinf Fille hat, sind auch fiinf Fille zu
beweisen: e = T,e = L,e = e; Aeg,e1 Veaunde = —e/, wobei e1, e und €’ ihrerseits
Ausdriicke sind.

Hier sind die Beweise fiir die Fillee = T,e = L:

[T]=1 [L] =0

[T =[1] [L]=1T]
=0 =1
=n(1) =n(0)

Als Nichstes ist der Fall e = €1 A e5 an der Reihe. Da die Klausel

zwei Selbstbeziige hat, gibt es auch eine zweiteilige Induktionsvoraussetzung — die Behauptung
kann fiir e; und ez angenommen werden: [e1] = n([e1]), [e2] = n([ez]). Der Induktions-

schluss dazu sieht so aus:

ler A e2] = a(fe], [e2])

[er Nes] = [e1 Vv ez Definition von ~
= o([[e], [e2])
= o(n([e1]), n([e2])) Induktionsvoraussetzung

n(a([ed], [e2]))

Der letzte Schritt ergibt sich aus genauer Betrachtung der Definitionen von o und @ beziehungs-
weise durch Einsetzen aller méglichen Werte fur ¢1 und ¢o.
Der Fall e = e; V ey folgt analog. Wieder gibt es zwei Selbstbeziige, also gilt wieder die zwei-

teilige Induktionsvoraussetzung [€1] = n([e1]), [ez] = n([ez]). Induktionsschluss (zu zeigen):
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ler V ea] = o([e1], [e2])

[ex Ves] = [er N3] Definition von ~
= a([e], [e2])
= a(n([e1]), n([e2])) Induktionsvoraussetzung

n(o([ed], [e2]))

SchliefSlich fehlt noch der Fall e = —¢’. Hier gibt es nur einen Selbstbezug, entsprechend lautet die

Induktionsvoraussetzung: [€/] = n([e’]). Induktionsschluss (zu zeigen):

[-e'] = n([eT)

[-e’] = —e’ Definition von ~
=n([e'])
=n(n([e'])) Induktionsvoraussetzung

Das Beispiel zeigt, dass strukturell induktive Beweise durchaus mehr als einen «Induktionsanfang»
haben kénnen - hier die Fille T und L. Ebenso gibt es mehr als einen Induktionsschluss — einen
fiir jede Klausel mit Selbstbezug, hier sind das drei Fille.

Fur Beweise mit struktureller Induktion gilt also folgende Anleitung:

1. Formuliere Du die zu beweisende Behauptung als Behauptung der Form «Firalle z € X
gilt...» (wobei X eine induktiv definierte Menge ist), falls das noch nicht geschehen ist.

2. Fihre jetzt einen Beweis fiir jede einzelne Klausel C; der induktiven Definition:

3. Schreibe die Uberschrift «x = F;», wobei Fj eine Bedingung ist, die der Klausel entspricht.
Schreibe die Behauptung noch einmal ab, wobei Du das «fur alle x € X » weglisst und fiir z
stattdessen F; einsetzt.

4. Wenn die Klausel keinen Selbstbezug enthilt, so beweise die Behauptung direke.

5. Wenn die Klausel einen oder mehrere Selbstbeziige enthilt, so stehen in der Uberschrift Varia-
blen x; oder 2’ 0.4., die ihrerseits Element von X sind. Schreibe dann die Uberschrift «Induk-
tionsvoraussetzung:». Schreibe darunter fiir jeden Selbstbezug die Behauptung noch einmal
ab, wobei Du das «fiir alle z € X» weglisst und fiir « stattdessen 2 beziechungsweise 2’
einsetzt.

Schreibe darunter das Wort «Induktionsschluss» und beweise die Behauptung. Denke daran,

die Induktionsvoraussetzung zu benutzen.
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ANMERKUNGEN

Die erste konstruktive Definitionen der natiirlichen Zahlen wurde bereits im Jahr 1889 von PEANO

vorgeschlagen:

DEFINITION 8.4 (PEANO-AXIOME)

Die Menge N der natiirlichen Zahlen ist durch folgende Eigenschaften, die Peano-Axiome, gegeben:
1. Esgibt eine natiirliche Zahl 0 € N.

. Zujeder Zahln € N gibt es eine Zahln’ € N, die Nachfolger von n heifit.

. Firallen € Nistn' # 0.

. Ausn/ = m/ folgtn = m.

)

woh W

. Eine Menge M von natiirlichen Zahlen, welche die 0 enthilt und mit jeder Zahl'm € M auch

deren Nachfolger m/, ist mit N identisch.

Diese Definition ist dquivalent zu Deﬁnitionvon Seite Wiein Deﬁnition lisst sich N'sich

aus den Peano-Axiomen schrittweise konstruieren. Aus 1. und 2. folgt, dass es nattirliche Zahlen
0’ O,, 0//, 0///’ 0////7 .

gibt. Ohne die 0 am Anfang entsteht die Darstellung der natiirlichen Zahlen durch Striche. Die
Axiome 3 und 4 besagen, dass es fiir jede Zahl nur eine einzige Strichdarstellung gibt: jedes Anfiigen
eines Striches «’ » erzeugt eine vollig neue Zahl. Ohne Klausel 4 kénnte man theoretisch auf die
Idee kommen, dass es zwei unterschiedliche Zahlen gibt, die beide den gleichen Nachfolger haben.

Die Peano-Formulierung ist zwar dhnlich zu Deﬁnition weist aber auch interessante Un-
terschiede auf:

* Fiir «n/» ist im tiglichen Umgang natiirlich die Bezeichnung «n + 1» gebriuchlich.

* Die dritte und vierte Bedingung zusammen besagen, dass die Nachfolgerfunktion injektiv ist,
das heif$t durch fortgesetzte Anwendung der Nachfolgerfunktion entstehen immer neue Ele-
mente.

* Schlieflich beschreibt die fiinfte Bedingung den induktiven Abschluss, der festlegt, dass aufler
den solchermafien erzeugten Elementen keine weiteren existieren. Axiom s wird auch Indukz:-
onsaxiom genannt. In Deﬁnitionhat das Induktionsaxiom die tiblichere Form «Die obigen
Regeln definieren alle n € N.» Ebenfalls tiblich ist eine Formulierung wie wie «. .. die klenste

Menge mit den Eigenschaften ...».
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AUFGABEN

AUFGABE 81

Beweise die Gaufische Summenformel mit vollstindiger Induktion:

- 1
vneN:Zi:%
i=0

AUFGABE 8.2
Betrachte folgende Tabelle:

1=1
1—4=—(1+2)
1—449=142+3

1—449-16=—(1+2+3+4)

Rate die Gleichung, die dieser Tabelle zugrundeliegt und schreibe in mathematischer Notation auf.

Beweise die Gleichung!

AUFGABE 8.3

Beweise, dass folgende Gleichung fur allen € N gilt:

=0

AUFGABE 8.4

Was ist falsch an folgendem Induktionsbeweis fiir die Behauptung «Alle Pferde haben die gleiche
Farbe»?

Induktionsanfang Fiir eine leere Menge von Pferden gilt die Behauptung trivialerweise.
Induktionsschluss Gegeben sei eine Menge von 1 + 1 Pferden. Nimm ein Pferd aus der Menge
heraus - die restlichen Pferde haben per Induktionsannahme die gleiche Farbe. Nimm ein anderes
Pferd aus der Menge heraus — wieder haben die restlichen Pferde per Induktionsannahme die glei-
che Farbe. Da die tibrigen Pferde die Farbe in der Zwischenzeit nicht plétzlich gewechselt haben

kénnen, war es in beiden Fillen die gleiche Farbe, und alle n + 1 Pferde haben diese Farbe.
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AUFGABE 8.5

Fiir boolesche Variablen A und B gelten die sogenannten DeMorgan schen Gesetze: :

~(AV B)
~(A A B)

—AN-B
-AV-B

Zeige, dass die Gesetzen gelten, indem Du alle moglichen Werte fiir A und B durchprobierst.

AUFGABE 8.6

Beweise mittels Induktion, dass iiber Folgen fir u,v € M* gilt:
len(cat(u,v)) = len(u) + len(v)
Dabei sei len die Linge von Folgen, definiert als:

lon( £ % 0 falls f =€
enlf) len(f)+1 fallsf=mf’

AUFGABE 8.7

Beweise durch Folgeninduktion:

cat(v, w) = cat(z,w) = v ==z

cat(v, w) = cat(v, 2) = w =z

AUFGABE 8.8
Beweise die Korrektheit der Folgeninduktion aus Abschnitt[8.s.2 (Seite mit Hilfe der vollstin-

digen Induktion. Beschreibe dazu, wie sich eine Aussage tiber alle Folgen in eine Aussage tiber die
Lingen der Folgen umwandeln lisst. Setze dann die Klauseln der vollstindigen Induktion mit den

entsprechenden Klauseln der Folgeninduktion in Beziehung.

AUFGABE 8.9

Gib eine induktive Definition der umgangssprachlich definierten Funktion ~aus Abschnitt(Sei—

te[230) an.



STRUKTURELLE INDUKTION 235

AUFGABE 810

Gib eine Datendefinition fur die aussagenlogischen Ausdriicke aus Abschnitt@an. Programmiere

die Funktion [ ] sowie die Funktion .

AUFGABE 8.11

Die Fibonacci-Funktion auf den natiirlichen Zahlen ist folgendermaflen definiert:

0 fallsz =0
fib(n) = 1 fallsx =1
fib(n —2) + fib(n — 1) sonst

Beweise, dass fib(n) die ganze Zahl ist, die am nichsten zu ®" /+/5 liegt, wobei ® = (1 +1/5)/2.
Anleitung: Zeige, dass fib(n) = (®" — ™) /1/5, wobei ¥ = (1 — /5)/2.

AUFGABE 8.12

Eine partielle Ordnung < auf einer Menge M heif$t woblfundiert oder noethersch, wenn es keine

unendlichen Folgen (z;);cw gibt, so dass fiir alle s € N gile
Tiv1 S zjund i # T
auch geschrieben als:
Tiy1 < Tg -

Das Beweisprinzip der woblfundierten oder noetherschen Induktion ist dafiir zustindig, die Gl-
tigkeit einer Eigenschaft P auf M zu beweisen, wenn es eine wohlfundierte Ordnung ¢ auf auf M
gibt. Es besagt, dass es austeicht, P(z) unter der Voraussetzung nachzuweisen, dass P(y) fiir alle

Vorginger y von z gilt. Anders gesagt:
VeeM:(VyeM: y<z= Ply)) = P(z)) =Ver e M: P(x)

Leite die vollstindige und die strukturelle Induktion als Spezialfille der wohlfundierten Induktion
her.






9 HIGHER-ORDER-PROGRAMMIERUNG

Der renommierte Informatiker Paul Hudak wurde einst gefragt, was die drei wichtigsten Dinge
beim Programmieren seien. Er antwortete: « Abstraktion, Abstraktion, Abstraktion». Entsprechend
ist das Mantraauf Seiteauch eins der wichtigsten:

MANTRA 4
Wenn Du zwei Programmiteile siehst, die sich nur an wenigen Stellen unterscheiden und die inhalt-

lich verwandt sind, abstrahiere!

In diesem Kapitel werden wir dieses Mantra konsequent anwenden. Dabei kommt oft eine beson-
dere Art Funktion heraus: Funktionen, die andere Funktionen als Eingabe akzeptieren oder als
Ausgabe liefern. Solche Funktionen heifSen auch Funktionen hoberer Ordnung oder Higher-Order-
Funktion. Um die resultierende Art der Programmierung — die Higher-Order-Programmierung —

geht es in diesem Kapitel.

91 FUSSBALL-FAKTEN ERMITTELN

‘ higher-order/soccer.rkt Code ‘

Eine nahezu unerschépfliche Quelle fiir Diskussionen stellen die Fufballergebnisse dar. Hier stellen
sich so bedeutsame Fragen wie:

* Wie hat diese Saison Bayern Miinchen gegen 1. FC Kaiserslautern auswirts gespielt

* Wie viele Tore sind in dieser Saison gefallen?

* Welche Mannschaft ist abstiegsgefihrdet?
All diese Informationen speisen sich aus Ergebnissen der Spiele einer Saison. Ein Spiel konnen wir

folgendermaflen charakterisieren:

; Ein Spiel hat folgende Eigenschaften:
; — Spieltag

; — Heimmannschaft

; — Heimmannschaft-Tore

; — Gastmannschaft

; — Gastmannschaft-Tore

! Wir wissen, das ist schon eine Weile her.
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Es handelt sich sichtlich um zusammengesetzte Daten. Wir miissen uns tiberlegen, welche Signatu-
ren zu den einzelnen Bestandteilen passen. Spieltag und Tore sind allesamt natiirliche Zahlen. Eine
Mannschaft kénnen wir durch ihren Namen als Zeichenkette reprisentieren. Das ergibt folgende

Record-Definition:

(define-record game
make-game game?
(game-matchday natural)
(game-home-team string)
(game-home-goals natural)
(game-guest-team string)

(game-guest-goals natural))
Es folgen hier beispielhaft die Ergebnisse des ersten Spieltags der Bundesliga-Saison 2009/2010:

(define gamel (make-game 1 "Wolfsburg" 2 "Stuttgart" 0))
"Mainz" 2 "Bayer 04" 2))
"Hertha" 1 "Hannover" 0))
"Bremen" 2 "Frankfurt" 3))
"Nirnberg" 1 "Schalke" 2))
"Dortmund" 1 "1. FC Kéln" 0))
"Hoffenheim" 1 "Bayern" 1))
"Bochum" 3 "Gladbach" 3))

"Freiburg" 1 "Hamburg" 1))

(define game2 (make-game
(define game3 (make-game
(define game4 (make-game
(define gameb5 (make-game
(define game6 (make-game
(define game7 (make-game

(define game8 (make-game

[ e T = T = Y =Sy S

(define game9 (make-game

(define dayl
(list gamel game2 game3 game4 gameb game6 game7 game8 game9))

Eine recht einfache Frage ist die Bestimmung der Punktzahl, welche die Gastgebermannschaft in
einem bestimmten Spiel erzielt hat. Die Punktzahl ist zwar eine natiirliche Zahl, es gibt aber nur

drei Méglichkeiten: 0, 1 und 3. Wir kénnen also eine prizisere Signatur als points definieren:

; Punktzahl in Spiel
(define points

(signature (enum 0 1 3)))

Unsere Funktion fur die Bestimmung der Punktzahl hat Kurzbeschreibung, Signatur, Tests und

Geriist wie folgt:

; Punktzahl fiir Heimmannschaft berechnen
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(: home-points (game -> points))

(check-expect (home-points gamel) 3)
(check-expect (home-points game2) 1)
(check-expect (home-points game3) 3)
(check-expect (home-points game4) 0)

(define home-points
(lambda (game)
o))

Entsprechend der Signatur der Ausgabe fallen die Spiele in drei unterschiedliche Klassen, das heif3t

wir brauchen eine Verzweigung mit drei Zweigen entsprechend den drei méglichen Punktzahlen:

(define home-points

(lambda (game)

(cond
(... 3
(... 0
Cooo )N

Die Bedingungen der drei Zweige kommen aus den Fuflballregeln — wir miissen die Tore von Heim-

und Gastmannschaft vergleichen:

(define home-points
(lambda (game)
(cond
((> (game-home-goals game) (game-guest-goals game)) 3)
((< (game-home-goals game) (game-guest-goals game)) 0)
((= (game-home-goals game) (game-guest-goals game)) 1))))

Das funktioniert schon korrekt, ist aber noch unelegant. Das (game-home-goals game) ist
dreimal wiederholt — wir sollten eine lokale Definition einfithren, damit es nur einmal dasteht.

Ebenso fiir den Aufruf von game-guest-goals. Das sieht dann so aus:

(define home-points
(lambda (game)
(define goalsl (game-home-goals game))
(define goals2 (game-guest-goals game))
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(cond
((> goalsl goals2) 3)
((< goalsl goals2) 0)
((= goalsl goals2) 1))))

Du kdnntest berechtigterweise fragen, warum die lokalen Variablen goals1 und goals2 heiflen,
und nicht home-goals und guest-goals heiflen. Das wird bei der nichsten Funktion (hoffent-

lich) klar, welche die Punkte ausrechnet, die dem Gisteteam zustehen:

; Punktzahl fiir Gastmannschaft berechnen

(: guest-points (game -> points))

(define guest-points
(lambda (game)
(define goalsl (game-guest-goals game))
(define goals2 (game-home-goals game))
(cond
((> goalsl goals2) 3)
((< goalsl goals2) 0)
((= goalsl goals2) 1))))

Diese beiden Funktionen sind weitgehend identisch, der einzige Unterschied ist die Definition der
lokalen Variablen goals1und goals2. Eine solche Duplizierung von Code ist immer schlecht, vor
allem, wenn sich etwas dndert. Theoretisch kénnte der Fuflballbund die Regeln fiir die Vergabe von
Punkten dndern, und dann miissten wir beide Funktionen in gleicher Weise anpassen. Die Losung
fiir das Problem zeigt sich dadurch, dass wir aus dem gemeinsamen Code der beiden Funktionen

eine neue Funktion machen, entsprechend dem Abstraktions-Mantra:

MANTRA 4
Wenn Du zwei Programmiteile siehst, die sich nur an wenigen Stellen unterscheiden und die inhalt-

lich verwandt sind, abstrahiere!

Um zu abstrahieren, kopieren wir eine der beiden Funktionsdefinitionen und geben ihr einen neu-

en Namen, in diesem Fall compute-points:

(define compute-points
(lambda (game)
(define goalsl (game-guest-goals game))
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(define goals2 (game-home-goals game))
(cond

((> goalsl goals2) 3)

((< goalsl goals2) 0)

((= goalsl goals2) 1))))

Nun identifizieren wir in der kopierten Funktion die Stellen, die sich bei den beiden urspriingli-
chen Funktionen unterscheiden und ersetzen diese Stellen durch neue Namen. Hier sind das gerade
game-guest-goals und game-home-goals, wir ersetzen sie durch die Namen get-goals-1

und get-goals-2:

(define compute-points
(lambda (game)
(define goalsl (get-goals-1 game))
(define goals2 (get-goals-2 game))
(cond
((> goalsl goals2) 3)
((< goalsl goals2) 0)
((= goalsl goals2) 1))))

Diese neuen Variablen sind noch ungebunden, wir miissen sie deshalb noch im 1ambda unterbrin-

gen:

(define compute-points
(lambda (get-goals-1 get-goals-2 game)

(define goalsl (get-goals-1 game))
(define goals2 (get-goals-2 game))
(cond

((> goalsl goals2) 3)

((< goalsl goals2) 0)

((= goalsl goals2) 1))))

Damit konnen wir die bisherigen Definitionen von home-points und guest-points ersetzen

durch die folgenden:

(define home-points
(lambda (game)
(compute-points game-home-goals game-guest-goals game)))
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(define guest-points
(lambda (game)

(compute-points game-guest-goals game-home-goals game)))

Diese neuen Definitionen lassen die Gemeinsamkeiten und Unterschiede beider Funktionen klar
erkennen und vermeiden die doppelte Definition der Fufiball-Punkteregeln.

Wichtig: Diese beiden Definitionen miissen #ach der Definition von compute-points ste-
hen, da davor compute-points noch nicht definiert ist.

Der neuen Funktion fehlt noch eine Signatur. Die Funktion akzeptiert drei Argumente. Das
letzte hat die Signatur game. Die ersten beiden werden aus den Funktionen game-home-goals
und game-guest-goals bestiickt, die jeweils die Signatur (game -> natural) haben. Daraus

kénnen wir die Signatur fir compute-points zusammensetzen:

(: compute-points ((game -> natural) (game -> natural) game ->
points))

In der Signatur tauchen mehrere Pfeile auf, weil die Funktion compute-points ihrerseits zwei
Funktionen als Argumente akzeptiert. Solche Funktionen mit mehreren Pfeilen in der Signatur
heifSen Funktionen hoberer Ordnung oder Higher-Order-Funktionen.

Die Abstraktion bei der Entwicklung von compute-points hitten wir auch etwas anders
anstellen konnen: Wir haben bei compute-points die beiden Parameter get-goals-1 und
get-goals—2zudem schon bestechenden 1ambda hinzugefiigt. Wir kdnnen stattdessen auch ein
neues lambda einftigen. (Bei Definitionen, in denen noch kein lambda steht, miissten wir das

sowieso.) Das sieht dann so aus:

(define make-compute-points
(lambda (get-goals-1 get-goals-2)
(lambda (game)
(define goalsl (get-goals-1 game))
(define goals2 (get-goals-2 game))
(cond
((> goalsl goals2) 3)
((< goalsl goals2) 0)
((= goalsl goals2) 1)))))

Die Signatur dieser Funktion unterscheidet sich leicht von der Signatur von compute-points.
Sie akzeptiert nicht mehr drei Argumente sondern nur zwei, aber liefert dafiir eine Funktion, die

von einem Spiel die Punkte liefert:
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(: make-compute-points ((game -> natural) (game -> natural)

-> (game -> points)))

Mit der Funktion make-compute-points kdnnen wir ebenfalls alternative Definitionen von
home-points und guest-points schreiben. Auf den ersten Blick ist das umstindlich, wenn

wir das genauso machen wie mit compute-points, da wir noch mehr Klammern brauchen:

(define home-points
(lambda (game)

((make-compute-points game-home-goals game-guest-goals) game)))

(define guest-points
(lambda (game)

((make-compute-points game-guest-goals game-home-goals) game)))
Vielleicht fillt Dir aber das Muster auf, das diese beiden Definitionen gemeinsam haben:

(define f
(lambda (x)
(g x)))

Das heif$t, wenn das Programm £ aufruft, ruft diese Funktion direkt g auf, mit der gleichen Einga-

be: £ und g sind also dquivalent, und wir kénnten genauso gut schreiben:
(define f g)
Das gleiche Prinzip kénnen wir auch auf home-points und guest-points anwenden:

(define home-points

(make-compute-points game-home-goals game-guest-goals))

(define guest-points

(make-compute-points game-guest-goals game-home-goals))

Man kann auch schon an der Signatur von make-compute-points sehen, dass diese als Resultat
eine Funktion mit Signatur (game -> points) liefert, das ist gerade die gewiinschte Signatur
von home-points und guest-points.

Vielleicht hast Du Dich iiber den Namen make-compute-points gewundert: Wihrend die
Funktion compute-points direkt eine Punktzahl berechnet, macht make-compute-points
eine Funktion, welche die Punktzahl berechnet: Darum der Prifix make-. Es handelt sich also um

eine Art «Funktionsfabrik».
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AUFGABE 91

Wir hitten das neue 1ambda auch unterhalb des alten 1ambda einftigen kénnen statt oberhalb.
Welche Signatur hitte die Funktion make-compute-points dann? Warum ist das keine so gute

Idee? O

Die Abstraktionstechnik, die wir fiir die Konstruktion der Funktionen compute-points
und make-compute-points verwendet haben, wenden wir in diesem Buch noch ofter an. Sie

verdient deshalb eine eigene Konstruktionsanleitung:

KONSTRUKTIONSANLEITUNG 20 (ABSTRAKTION)

Wenn Du zwei Definitionen geschrieben hast, die inhaltlich verwandt sind und viele Ahnlich-
keiten aufweisen, abstrahiere wie folgt:
1. Kopiere eine der beiden Definitionen und gib ihr einen neuen Namen.
2. Ersetze die Stellen, bei denen sich die beiden Definitionen unterscheiden, jeweils durch
eine neue Variable.
3. Fuge die neuen Variablen als Parameter zum 1ambda der Definition hinzu oder fiige ein
neues lambda mit diesen Parametern ein. Du musst gegebenenfalls rekursive Aufrufe der
Funktion anpassen.

4. Schreibe eine Signatur fir die neue Funktion.

5. Ersetze die beiden alten Definitionen durch Aufrufe der neuen Definition.

9.2 HIGHER-ORDER-FUNKTIONEN AUF LISTEN

’higher—order/list .rkt Code

Als Nichstes wollen wir herausbekommen, welche Spiele einer Saison unentschieden ausgingen.
Dazu ist zunichst eine Funktion notwendig, die feststellt, ob ez bestimmtes Spiel unentschieden

war:

; Ist Spiel unentschieden?

(: game-draw? (game -> boolean))

(define game-draw?
(lambda (g)
(= 1 (home-points g))))
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Die Spiele der Saison liegen in einer Liste, wir schreiben also eine Funktion, die aus einer Liste
von Spielen die unentschiedenen herausholt. Kurzbeschreibung, Signatur und Gertist folgen der

Konstruktionsanleitung fiir Funktionen auf Listen. Hier ist die Schablone:

; Unentschiedene Spiele rausfiltern

(: drawn-games ((list-of game) -> (list-of game)))
(check-expect (drawn-games dayl) (list game2 game7 game8 game9))

(define drawn-games
(lambda (1list)
o))

Die Funktion hat eine Liste als Eingabe, es kommt also die entsprechende Schablone zur Anwen-

dung:

(define drawn-games
(lambda (1list)
(cond
((empty? list) ...)
((cons? list)
(first list)
(drawn-games (rest list)) ...))))

Der rekursive Aufruf liefert die unentschiedenen Spiele des Rests, wir missen also nur noch beim

ersten Spiel entscheiden, ob es unentschieden ausging:

(define drawn-games
(lambda (1list)
(cond
((empty? list) ...)
((cons? list)
(game-draw? (first list))
(drawn-games (rest list)) ...))))

Die Funktion game-draw? liefert einen booleschen Wert, den kénnen wir eigentlich nur in eine

binire Verzweigung stecken:

(define drawn-games
(lambda (1list)



246 HIGHER-ORDER-FUNKTIONEN AUF LISTEN

(cond
((empty? list) ...)
((cons? list)
(if (game-draw? (first list))
)
(drawn-games (rest list)) ...))))

Abhingig davon, ob das Spiel unentschieden ist oder nicht, bringen wir es im Ergebnis unter:

(define drawn-games
(lambda (1list)
(cond

((empty? list) empty)

((cons? list)

(if (game-draw? (first list))
(cons (first list) (drawn-games (rest list)))
(drawn-games (rest list)))))))

Analog zu drawn-games schreiben wir nun eine Funktion, die alle Spiele aus einer Liste extrahiert,

die die Heimmannschaft gewonnen hat. Dazu brauchen wir eine Funktion analog zu game-draw?:

; Hat die Heimmannschaft gewonnen?

(: home-won? (game -> boolean))

(check-expect (home-won? gamel) #t)
(check-expect (home-won? game2) #f)
(check-expect (home-won? game4) #f)

(define home-won?
(lambda (game)
(= 3 (home-points game))))

Die Funktion home-won-games entsteht analog zu drawn-games.

; Spiele herausfiltern, bei denen die Heimmannschaft gewann

(: home-won-games ((list-of game) -> (list-of game)))

(check-expect (home-won-games dayl) (list gamel game3 game6))
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(define home-won-games
(lambda (1list)
(cond

((empty? list) empty)

((cons? list)

(if (home-won? (first list))

(cons (first list)
(home-won-games (rest list)))

(home-won-games (rest 1ist)))))))

Die beiden Funktionen drawn-games und home-won-games sind bis auf den Namen fast iden-
tisch. Der einzige Unterschied ist, dass an der Stelle von game-draw? in der zweiten Funktion
home-won? steht. Dariiber kénnen wir nach Konstruktionsanleitung auf Seiteabstrahie-
ren. Dazu kopieren wir die letzte Funktion und denken uns einen neuen Namen aus — da es in

beiden Fillen ums «extrahieren» geht, nehmen wir extract-games:

(define extract-games
(lambda (1list)
(cond
((empty? list) empty)
((cons? list)
(if (home-won? (first list))
(cons (first list)
(extract-games (rest list)))

(extract-games (rest 1list)))))))

Als Nichstes miissen wir die Stelle, die sich bei beiden Definitionen unterscheidet (game-draw?

bezichungsweise home-won?), durch eine neue Variable bezeichnen. Die nennen wir £7:

(define extract-games
(lambda (1list)
(cond
((empty? list) empty)
((cons? list)
(if (f? (first list))
(cons (first list)
(extract-games (rest list)))

(extract-games (rest 1list)))))))
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Als Nichstes miissen wir die neue Variable als Parameter zum lambda hinzufiigen. Aufpassen: Die

beiden rekursiven Aufrufe miissen ebenfalls um den Parameter erweitert werden:

(define extract-games
(lambda (£? list)
(cond
((empty? list) empty)
((cons? list)
(if (£? (first list))
(cons (first list)
(extract-games f? (rest list)))
(extract-games f? (rest list)))))))

(Es ist Geschmackssache, ober der neue Parameter vor oder hinter die alten kommt.)
Die Funktionsdefinition ist damit fertig, aber wir miissen noch eine Signatur schreiben. Wir

fangen mit der Signatur von home-won-games an und erweitern um den zusitzlichen Parameter:
(: extract-games (... (list-of game) -> (list-of game)))

Der zusitzliche Parameter ist £7, den wir fiir game—draw? und home-won? eingesetzt haben. Die-
se beiden Funktionen haben die Signatur (game -> boolean), das kénnen wir also fir die El-

lipse einsetzen:
(: extract-games ((game -> boolean) (list-of game) -> (list-of game)))

Nun kénnen wir Aufrufe der alten Funktionen durch Aufrufe der neuen ersetzen. Wir tun das,

indem wir die Testfille fiir drawn-games und home-won-games anpassen:

(check-expect (extract-games game-draw? dayl)
(1ist game2 game7 game8 game9))
(check-expect (extract-games home-won? dayl)

(list gamel game3 game6))

Fertig!

Vielleicht hast Du das Gefiihl, das Muster der Funktion extract-games schon gesehen zu
haben. In der Tat sicht die Funktion 1ive-dillos in Abschnitt|6.6.2] auf Seite ebenfalls
den Funktionen drawn-games und home-won-games sehr dhnlich. Hier ist sie noch einmal zur

Erinnerung:

(: live-dillos ((list-of dillo) -> (list-of dillo)))
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(define live-dillos
(lambda (dillos)
(cond

((empty? dillos) empty)

((cons? dillos)

(if (dillo-alive? (first dillos))
(cons (first dillos)

(live-dillos (rest dillos)))

(live-dillos (rest dillos)))))))

Und tatsichlich — wenn wir dillos in 1ist umbenennen und den gleichen Abstraktionsprozess
wie bei drawn-games und home-won-games durchlaufen, dann entsteht die identische Funkti-
onsdefinition zu extract-games. Allerdings gibt es dann immer noch einen Unterschied — die
Signaturen sind unterschiedlich. Die Funktion extract-games kann nur Listen von Spielen ver-
arbeiten, wihrend 1ive-dillos eine Liste von Giirteltieren akzeptiert. Kénnen auch dartiber —
einmal game, das andere Mal dillo — abstrahieren?

Konnen wir! Dazu sollten wir die Funktion noch umbenennen, wir wihlen extract-1list
statt extract-games. Vor allem aber miissen wir die Signatur dndern, die bisher auf game abon-
niertist. Auf Signaturebene abstrahieren wir durch Signaturvariablen und ersetzen einfach mal pro-

behalber jedes game durch %a:
(: extract-list ((%a -> boolean) (list-of %a) -> (list-of %a)))

Diese Funktion kdnnen wir nun versuchen zu verstehen: Sie akzeptiert eine Liste von %as und eine
Funktion, die %as akzeptiert. Man kann daran fast schon sehen, was die Funktion macht: Das ein-
zige, was sie mit der Funktion anfangen kann, ist sie auf die Elemente der Liste anzuwenden — sonst
gibt es ja weit und breit keine anderen %as. Dass die Funktion einen booleschen Wert produziert,
suggeriert schon, dass anhand dieses Werts unterschieden wird. Die Signatur liefert also wertvolle

Informationen dariiber, was die Funktion macht — wenn auch nicht alle.

AUFGABE 9.2

Schreibe eine andere sinnvolle Funktion mit der gleichen Signatur wie extract-1ist! O

Wir betrachten noch eine weitere Anwendung von extract-1ist: Wir wollen aus einer Liste von
Spielen die Spiele extrahieren, an denen eine bestimmte Mannschaft teilgenommen hat. Auch dazu
definieren wir eine Hilfsfunktion, die feststellt, ob eine Mannschaft bei einem Spiel die Heim- oder

die Gastmannschaft ist:
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; Spielt Mannschaft bei Spiel?

(: plays-game? (team game -> boolean))

(check-expect (plays-game? "Wolfsburg" gamel) #t)
(check-expect (plays-game? "Stuttgart" gamel) #t)

(check-expect (plays-game? "Hannover'" gamel) #f)

(define plays-game?
(lambda (team game)
(or (string=7 team (game-home-team game))

(string=7 team (game-guest-team game)))))

Nehmen wir an, wir wollen alle Spiele mit Beteiligung von Nirnberg extrahieren, indem wir die
Funktion extract-1ist verwenden. Daftir brauchen wir eine Funktion mit Signatur (game

-> boolean). Die kénnen wir folgendermafien definieren:

; Spielt Niirnberg mit?

(: plays-niirnberg? (game -> boolean))

(check-expect (plays-niirnberg? gamel) #f)
(check-expect (plays-niirnberg? gameb) #t)

(define plays-niirnberg?
(lambda (game)
(plays-game? "Nirnberg" game)))

Damit kénnen wir zum Beispiel alle Niirnberg-Spiele aus der Saison extrahieren:
(extract-list plays-nirnberg? season-2009/2010)

Soweit so gut. Aber was, wenn wir auch die Spiele des HSV extrahieren wollen? Wir konnten eine
Funktion plays-hamburg? definieren, aber wenn wir viele solcher Anfragen stellen, wird es auf
Dauer umstindlich, fiir jeden Verein extra eine Definiton zu schreiben.

Einfacher ist es, stattdessen die Funktion, die wir an extract-1ist tbergeben, «ad hoc»

mit einem 1lambda zu konstruieren:

(extract-list (lambda (game) (plays-game? "Niirnberg" game))
season-2009/2010)

(extract-list (lambda (game) (plays-game? "Hamburg" game))
season-2009/2010)
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Wir sind von der Signatur her vorgegangen: extract-1ist erwartet eine Funktion mit einem
Parameter der Signatur game, also schreiben wir ein 1ambda mit einem entsprechenden Parameter.
Wir wollen alle Spiele extrahieren, bei denen Niirnberg bezichungsweise Hamburg dabei ist, also

schreiben wir den entsprechenden Ausdruck in den Rumpf.
AUFGABE 9.3

Schreibe eine Funktion games-playing, die alle Spiele aus einer Liste extrahiert, bei denen eine

bestimmte Mannschaft dabei war. O

Die Funktion extract-1ist ist so praktisch, dass sie unter dem Namen filter fest eingebaut

ist.

9.3 LISTEN UMWANDELN

Bestimmte Fufiballstatistiken beschiftigen sich damit, wieviele Tore in einem Spiel, an einem Spiel-
tag oder in einer ganzen Saison geschossen wurden. Grundlage dafiir ist die Anzahl Tore eines ein-

zelnen Spiels. Hier sind Kurzbeschreibung, Signatur, Tests und Geriist dafir:

; Gesamttore eines Spiels berechnen

(: total-goals (game -> natural))

(check-expect (total-goals gamel) 2)
(check-expect (total-goals game2) 4)

(define total-goals
(lambda (game)
o))

Als Schablone machen wir davon Gebrauch, dass die Eingabe zusammensetzte Daten sind:

(define total-goals
(lambda (game)
(game-matchday game)
(game-home-team game)
(game-home-goals game)
(game-guest-team game)

(game-guest-goals game) ...))
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Fir die Gesamt-Torzahl bendtigen wir nur (game-home-goals game) und (game-guest-goals
game), die addiert werden:

(define total-goals
(lambda (game)
(+ (game-home-goals game)

(game-guest-goals game))))

Als Nichstes wollen wir die Gesamttore jeweils aller Spiele eines Spieltags herausbekommen. Dazu

wollen wir aus einer Liste der Spiele eine Liste der zugehdrigen Gesamttore machen:

; Gesamttore in einer Liste von Spielen berechnen

(: list-total-goals ((list-of game) -> (list-of natural)))

Das erste Element des Ergebnisses soll die Toranzahl des ersten Spiels der Eingabeliste sein, das zwei-

te Element die Toranzahl des zweiten Spiels undsoweiter. Dieser Test illustriert die Funktionsweise:

(check-expect (list-total-goals dayl)
(list 24153126 2))

Es folgt das Geriist mit der obligatorischen Schablone fiir Funktionen auf Listen:

(define list-total-goals
(lambda (1list)
(cond
((empty? list) ...)
((cons? list)
(first list)
(list-total-goals (rest list)) ...))))

Falls die Eingabe eine leere Liste ist, so kann auch die Ausgabe nur leer sein. Im anderen Zweig steht
in der Schablone das erste Spiel: von dem muss die Funktion die Toranzahl ermitteln, fiir den Rest

ist das schon passiert. Die beiden Ergebnisse kombinieren wir mit cons:

(define list-total-goals
(lambda (1list)
(cond
((empty? list) empty)
((cons? list)
(cons (total-goals (first list))
(list-total-goals (rest list)))))))
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AUFGABE 9.4

Benutze die Funktion 1ist-sum aus Abschnitt[6.1 auf Seite[168} um eine Funktion zu schreiben,

welche die durchschnittliche Toranzahl einer Liste von Spielen berechnet. O

Fans sind vielleicht weniger an Gesamttoren interessiert als an den Toren ihrer Mannschaft. Damit
wir uns da einen Uberblick verschaffen konnen, benétigen wir wieder erst einmal eine Funktion,

welche fur ein einzelnes Spiel die Anzahl der Tore einer bestimmten Mannschaft berechnet:

; Tore einer Mannschaft aus einem Spiel berechnen

(: team-goals (team game -> natural))

(check-expect (team-goals "Wolfsburg" gamel) 2)
(check-expect (team-goals "Stuttgart" gamel) 0)

Was soll passieren, wenn die gewiinschte Mannschaft bei dem Spiel nicht dabei war? Ein Fehler:
(check-error (team-goals "Hannover" gamel))

Geriist und Schablone machen zunichst wieder davon Gebrauch, dass es sich bei game zum zu-

sammengesetzte Daten handelt:

(define team-goals
(lambda (team game)
(game-matchday game)
(game-home-team game)
(game-home-goals game)
(game-guest-team game)

(game-guest-goals game) ...))

Auflerdem gibt es eine Fallunterscheidung in den Daten, je nachdem, ob die gesuchte Mannschaft

die Heim- oder die Gastmannschaft ist, was zu einer Verzweigung mit zwei Zweigen fthrt:

(define team-goals
(lambda (team game)
(cond
((string=7 team (game-home-team game))
(game-home-goals game))
((string=7 team (game-guest-team game))

(game-guest-goals game)))))
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Jetzt wollen wir auch diese Funktion benutzen, um eine ganze Liste von Spielen, bei denen eine

bestimmte Mannschaft mitspielt, in die Liste der Tore dieser Mannschaft verwandelt. Signatur und

Kurzbeschreibung sehen so aus:

; Tore einer Mannschaft aus einer Liste von Spielen auflisten

(: list-team-goals (team (list-of game) -> (list-of natural)))

AUFGABE 9.5

Schreibe einen Testfall, der eine Liste der Tore von Hamburg in einer Saison berechnet. Benutze

dazu filter! O

Geriist und Schablone sehen so aus:

(define list-team-goals
(lambda (team list)
(cond
((empty? list) ...)
((cons? list)
(first list)
(list-team-goals team (rest list)) ...))))

Und wieder kommt bei einer leeren Liste als Eingabe eine leere Liste heraus, und wir wenden im
cons-Fall die zuvor geschriebene Hilfsfunktion auf das erste Element an und bauen mit cons die
Ergebnis-Liste:
(define list-team-goals
(lambda (team list)
(cond
((empty? list) empty)
((cons? list)
(cons (team-goals team (first list))
(list-team-goals team (rest 1list)))))))
Fertig!
Allerdings ruft mal wieder das Abstraktions-Mantra: Die Funktionen 1ist-total-goals

und list-team-goals ihneln sich stark. Sie unterscheiden sich nur darin, dass bei der ersten
total-goals auf dem ersten Element der Liste auferufen wird und beim zweiten team-goals.

Um zu abstrahieren, gehen wir wieder nach Konstruktionsanleitungauf Seitevor. Wir

kopieren eine der beiden Funktionen (wir nehmen die erste) und geben ihr einen neuen Namen:
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(define list-apply
(lambda (1list)
(cond
((empty? list) empty)
((cons? list)
(cons (total-goals (first list))
(list-apply (rest list)))))))

Die Funktion heifit 1ist-apply, weil sie eine Funktion auf alle Elemente einer Liste anwendet.
Als Nichstes miissen wir eine Variable dort einfiithren, wo die beiden Funktionen sich unter-

scheiden, nimlich bei total-goals. Wir nennen die Funktion einfach f:

(define list-apply
(lambda (list)
(cond
((empty? list) empty)
((cons? list)
(cons (f (first 1list))
(list-apply (rest 1list)))))))

Nun missen wir die neue Variable noch im 1ambda unterbringen, ohne zu vergessen, sie auch im

rekursiven Aufruf aufzufithren:

(define list-apply
(lambda (f list)
(cond
((empty? list) empty)
((cons? list)
(cons (f (first list))
(list-apply f (rest list)))))))

AUFGABE 9.6

Andere die Definition von 1ist-total-goals so, dass sie 1ist-apply benutzt. O

Wir brauchen noch eine Signatur fiir die neue Funktion. Wir versuchen sie mal, «von null» zu
konstruieren, indem wir aufschreiben, was wir wissen. Wir wissen, dass 1ist—apply zwei Argu-
mente hat, von denen das erste eine einstellige Funktion und das zweite eine Liste ist. Aufferdem

produziert die Funktion auch eine Liste als Ergebnis. Das sieht schriftlich so aus:
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(: list-apply ((... -> ...) (list-of ...) -> (list-of ...)))

Wir haben zwar tiber zwei Funktionen abstrahiert, die sich mit Spielen beschiftigen. Aber die ent-
standene Funktion 1ist-apply hat nichts Fuf$ball-spezifisches mehr an sich. Wir wissen also
nichts tiber die Signatur der Elemente der Eingabeliste. Wir schreiben dort also eine Signaturva-

riable hin:
(: list-apply ((... => ...) (list-of %element) -> (list-of ...)))

Nun wissen wir, dass die Elemente der Eingabeliste als Eingabe ftr die Funktion £ verwendet wer-

den, wir kdonnen also auch dort %element hinschreiben:

(: list-apply ((%element -> ...) (list-of %element)
-> (list-of ...)))

Die Definition von 1ist-apply legt auch fiir das Ergebnis von f keine Signatur fest. Wir schreiben

also auch da eine Signaturvariable hin:

(: list-apply ((%element -> Yresult) (list-of Y%element)
-> (list-of ...)))

Es fehlt nur noch die Signatur fir die Elemente der Ergebnisliste. Daftir miissen wir den Aufruf
von cons betrachten, dessen erstes Argument gerade das Ergebnis des Aufrufs von f ist. Dort muss
deshalb auch %result hin:

(: list-apply ((lelement -> %result) (list-of Yelement)
-> (list-of Y%result)))

Bei solchen Signaturen, in denen tiberhaupt nichts tiber die Signaturvariablen bekannt ist, ist es

tiblich, kiirzere Namen fiir die Signaturvariablen zu wihlen, zum Beispiel so:
(: list-apply ((%a —> %b) (list-of %a) -> (list-of %b)))
Fertig!

AUFGABE 9.7

Schreibe auch 1ist-team-goals so um, dass es list-apply verwendet. Du musst einen ihn-
lichen Trick verwenden wie bei der Kombination von extract-1ist und plays-game? im vo-

rigen Abschnitt auf Seite @. O

Die Funktion 1ist-apply ist dhnlich praktisch wie filter aus dem vorigen Abschnitt und ist

darum unter dem Namen map fest eingebaut.
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9.4 LISTEN ZUSAMMENFALTEN

In Abschnitthaben wir auf Seitedie Funktionen 1ist-sumund list-product geschrie-

ben, welche die Summe einer Liste von Zahlen bildet:

; Summe der Elemente einer Liste von Zahlen berechnen

(: list-sum ((list-of number) -> number))

(define list-sum
(lambda (list)
(cond
((empty? list) 0)
((cons? list)
(+ (first 1list) (list-sum (rest 1list)))))))

; Produkt der Elemente einer Liste von Zahlen berechnen

(: list-product (list-of-numbers -> number))

(define list-product
(lambda (list)
(cond
((empty? list) 1)
((cons? list)
(x (first 1list) (list-product (rest 1list)))))))

Die Definitionen von 1ist-sum und list-product unterscheiden sich, bis auf den Namen,
nur an zwei Stellen: im Zweig fiir empty, wo das jeweilige neutrale Element steht, und im Zweig
fiir cons, wo die Funktion steht, die benutzt wird, um das erste Element mit dem Ergebnis des re-
kursiven Aufrufs zu kombinieren. Es ist also eine gute Idee zu abstrahieren! Wir gehen wieder nach
Konstruktionsanleitung auf Seitevor. Weil wir noch nicht genau wissen, was die Funktion

machen wird, nennen wir sie xxx in der Hoffnung, dass uns spiter ein besserer Name einfillt:

(define xxx
(lambda (list)
(cond
((empty? list) 1)
((cons? list)
(x (first 1list) (xxx (rest list)))))))
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Als Nichstes miissen wir die Unterschiede zwischen den beiden Funktionen durch neue Varia-
blen ersetzen, das sind hier gerade 1 und *. Die neuen Variablen nennen wir for-empty und

for-cons, weil sie in den Zweigen fiir empty respektive cons stehen:

(define xxx
(lambda (list)
(cond
((empty? list) for-empty)
((cons? 1list)

(for-cons (first list) (xxx (rest 1list)))))))

Fir den nichsten Schritt fiigen wir die neuen Variablen zum bestehenden 1ambda hinzu. Wir miis-

sen wieder darauf achten, die Variablen auch zum rekursiven Aufruf hinzuzuftigen:

(define xxx
(lambda (for-empty for-cons list)
(cond
((empty? list) for-empty)
((cons? list)
(for-cons (first list)

(xxx for-empty for-cons (rest list)))))))
Diese Funktion kann sowohl die Aufgabe von 1ist-sum als auch die von 1ist-product erledi-
gen:
(xxx 0 + (list 1 2 3 4))
— 10

und so aufmultiplizieren:

(xxx 1 * (list 1 2 3 4))
— 24

Als Nichstes steht nach Konstruktionsanleitung die Signatur fiir die neue Funktion an. Es liegt na-
he, die Signatur von 1ist-sum beziechungsweise 1ist-product zu verallgemeinern. Fiir den neu-
en Parameter for-empty verwenden wir die Signatur von 0 und 1, also number. Fiir for-cons

verwenden wir die Signatur von + und *, also (number number -> number):
(: xxx (number (number number -> number) (list-of number) -> number))

Bei niherer Betrachtung steht aber in der Definition von xxx allerdings nichts «zahlenspezifisches»,
wir kénnten also versuchen, number durch eine Signaturvariable zu ersetzen, wie wir es auch bei

list-apply bezichungsweise map im vorigen Abschnitt gemacht haben:
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(: xxx (%a (ha %ha -> %a) (Qlist-of %a) —> %a))

Das heif3t, wir konnten versuchen, xxx mit etwas aufzurufen, das keine Liste von Zahlen ist. Wir
brauchen dafiir ein passendes zweites Argument, also eine Funktion, deren Signatur die Form (%a
ha => %a) hat. Ein Beispiel ist die Funktion append, die zwei Listen aneinanderhingt und fol-

gende Signatur hat:
((list-of Y%element) (list-of %element) -> (list-of Yelement))

Weil wir (1ist-of %element) fiir %a einsetzen, brauchen wir als weitere Argumente fiir xxx

noch eine Liste als erstes und eine Liste von Listen als drittes Argument. Das kénnte so ausschen:

(xxx empty append (list (list 1 2 3) (list 4 5 6) (list 7 8 9)))
— #<list 1 23 456 7 8 9>

Wir kénnen also xxx benutzen, um eine Liste von Listen «flachzuklopfens.
Aber ist das schon die beste Signatur fiir xxx? Wir kdnnen wie bei 1ist-map untersuchen,
ob die %as tatsichlich alle gleich sein miissen. Um das herauszubekommen, kénnten wir mal an-

nehmen, sie seien alle verschieden:
(: xxx (ha (%b %ec -> %d) (list-of %e) -> %f))

Wenn wir aber die Definition von xxx genau anschauen, dann sehen wir, dass jeweils einige Signa-
turvariablen gleich sein missen:
* Die Signatur %a von for-empty muss die gleiche sein wie %f, weil for-empty als Ergebnis
von xxx verwendet wird.
* Die Signatur %b des ersten Arguments von for-cons muss die gleiche sein wie die der Listen-
elemente %a, weil als erstes Argument (first list) verwendet wird.
* Die Signatur %c des Arguments von for—cons muss die gleiche sein wie %f, weil das Ergebnis
von xxx dort verwendet wird.
* Die Signatur %d des Ergebnisses von for-cons muss ebenfalls die gleiche sein wie %£, weil der
Aufruf von for-cons als Ergebnis von xxx verwendet wird.

Aber immerhin miissen %a und %b nicht gleich sein. Es bleibt:

(: xxx (%a (Ub %ha -> %a) (list-of %b) —> %a))

AUFGABE 9.8

Verfolge die Auswertung von
(xxx 0 + (list 1 2 3))

im Stepper! O
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Im Stepper kannst Du sehen, dass xxx folgendermaflen arbeitet:

(xxx e ¢ #<list a; ... a, >)

(cap (cas (.. (cap, w ...)))

Im Fall von 0 und + wird die Liste dann zu einem einzelnen Wert reduziert oder «zusammengefal-
tet», weswegen wir die Funktion 1ist-fold nennen.
Die Funktionsweise von 1ist-fold kénnen wir daran veranschaulichen, dass sich die ur-

spriingliche Liste auch als
(cons a; (cons ay (... (cons a, empty ...)))
schreiben lisst. Das heift, an die Stelle von cons tritt ¢ und an die Stelle von empty tritt e.

AUFGABE 9.9
Kannst Du daraus ableiten, was hierbei herauskommt, ohne DrRacket zu benutzen?

(1ist-fold empty cons (list 1 2 3))

Eine andere, praktische Darstellung von 1ist—-fold ist, die Gleichung mit dem Operator swischen
den Operanden zu schreiben (und nicht davor). Um das deutlich zu machen, schreiben wir fir

for-cons nicht ¢ sondern ®:

(list-fold ¢ ® #<list a1 ... a,>)
a1 @ (a2 ® (... (a, @e€)...))

Die Funktion 1ist-fold ist erstaunlich vielseitig und kann die Aufgaben vieler anderer Funk-
tionen auf Listen erledigen. Zum Beispiel kénnen wir uns 1ist-apply noch einmal vorkndpfen
und versuchen, die Definition mit 1ist-fold zu schreiben. Hier zur Erinnerung die bisherige

Fassung:

(define list-apply
(lambda (f 1list)
(cond
((empty? list) empty)
((cons? list)
(cons (f (first list))
(list-apply f (rest list)))))))
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Wir wollen 1ist-apply in folgende Form umschreiben:

(define list-apply
(lambda (f list)
(list-fold ...

1ist)))
Wir missen passende Werte fiir die beiden Parameter von 1ist-fold finden, for-empty und
for-cons. In list-apply stehtim empty-Zweig empty.
Bei for-cons ist es nicht so offensichtlich. Wir kénnen uns aber an der Signatur orientieren.

Gefragtist eine Funktion mit zwei Argumenten: das erste ist das erste Listenelement, das zweite das

Resultat des rekursiven Aufrufs. Wir kénnen also so anfangen:

(define list-apply
(lambda (f list)
(list-fold empt
(lambda (first-list result)
L)
list)))

Im Rumpf des neuen 1ambda miissen wir nun Code hinschreiben, der dem Codeaus1ist-apply

im cons-Zweig entspricht, also:

(cons (f (first 1list))
(list-apply f (rest list)))

Allerdings miissen wir die Parameter aus dem 1ambda benutzen, also first-1ist und result:
first-1ist ist gerade der Wert von (first-1its), result das Resultat des rekursiven Auf-

rufs. Wir ersetzen also «riickwirts»:

(define list-apply
(lambda (f list)
(list-fold empty
(lambda (first-list result)
(cons (f first-list)
result))
list)))

Fertig!
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AUFGABE 9.10

Schreibe auf die gleiche Weise extract-1ist mit Hilfe von 1ist-fold um! O

Die Funktion 1ist-fold ist so praktisch, dass auch sie fest eingebaut ist, und zwar unter dem
Namen fold.

9.5 SCHONFINKELN

Vielleicht erinnerst Du Dich an die Funktion plays-game? auf Seite Wir haben sie geschrie-
ben, um mit Hilfe von extract-1ist Spiele zu extrahieren, bei denen eine bestimmte Mann-
schaft mitspielt. Allerdings konnten wir plays-game? nicht direkt mit extract-1ist verwen-
den, weil extract-1ist eine einstellige Funktion akzeptiert, plays-game? aber zweistellig ist.
Wir mussten lambda verwenden, um eine passende Funktion zu konstruieren. Zur Erinnerung,

das sah so aus:

(extract-list (lambda (game) (plays-game? "Niirnberg" game))
season-2009/2010)

(extract-list (lambda (game) (plays-game? "Hamburg" game))
season-2009/2010)

Die beiden 1ambdas sind bis auf den Namen der Mannschaft fast identisch, das schreit mal wieder
nach Abstraktion! Daftir brauchen wir eine Funktion, die solche 1ambdas wie oben erzeugt. Wenn
wir eins davon kopieren und gerade die unterschiedliche Stelle durch eine Variable ersetzen, sicht

das so aus:
(lambda (game) (plays-game? team game))

Jetzt missen wir noch team irgendwo binden. Es ist nicht sinnvoll, es zum existierenden 1ambda
hinzuzufiigen — dann hitten wir wieder eine zweistellige Funktion. Stattdessen machen wir ein

lambda drumherum und geben dem ganzen einen Namen:

(define plays-game?/team
(lambda (team)
(lambda (game) (plays-game? team game))))

(Der Schrigstrich gehort ganz normal zum Namen.)
Diese Funktion akzeptiert eine Mannschaft und liefert wieder eine Funktion, die fiir fiir Spiel

einen booleschen Wert liefert. Sie hat also folgende Signatur:
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(: plays-game?/team (team -> (game -> boolean)))
Jetzt konnen wir die Aufrufe von extract-1ist mit Hilfe von plays-game?/team schreiben:

(extract-list (plays-game?/team "Nirnberg")
season-2009/2010)

(extract-list (plays-game?/team "Hamburg")
season-2009/2010)

Eine dhnliche Konstruktion kénnen wir fiir team-goals durchfiithren, um es zum Beispiel einfa-

cher mit 1ist-apply zu verwenden. Dabei kommt folgende Definition heraus:

(: team-goals/team (team -> (game -> natural)))
(define team-goals/team
(lambda (team)
(lambda (game)

(team-goals team game))))

Wir kdnnen wieder abstrahieren, nimlich tiber plays-game?/team und team-goals/team -
die sind identisch bis auf die Funktion, die am Ende aufgerufen wird. Wir kopieren also wieder
und ersetzen diese Funktion durch die neue Variable f. Weil wir noch nicht absehen kénnen, wo

die Reise hingeht, nennen wir die Funktion erstmal wieder xxx:

(define xxx
(lambda (team)
(lambda (game)
(f team game))))

Fiir den neuen Namen machen wir wieder ein neues 1ambda:

(define xxx
(lambda (f)
(lambda (team)
(lambda (game)
(f team game)))))

Wir brauchen eine Signatur. Da drei 1ambdas involviert sind, brauchen wir drei Pfeile. Aufierdem

ist das erste Argument fiir £ eine Funktion, die zwei Argumente akzeptiert — noch ein Pfeil:
Cooxxx (Coow cos > 00) > (oo > (Coee => 000

Viele Pfeile — lass Dich nicht aus der Ruhe bringen!
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Wir abstrahieren zwar tiber zwei Funktionen, die sich mit Fu8ball beschiftigen, aber schon wie-
der ist es so, dass die entstandene Funktion nichts fuflball-spezifisches hat. Wir versuchen es deshalb
erst einmal wieder mit Typvariablen und fangen mit der Signatur von £ an. Wir nehmen einfach mal
drei verschiedene Variablen — gegebenenfalls finden wir spiter heraus, dass einige davon gleich sein

miissen:
(: o xxx (Gha %b => %) => (... => (..o => ...

Innerhalb von xxx wird £ aufgerufen mit team und game, die zu den Signaturen %a respektive %b
gehoren. Die weitere Analyse wird darum vereinfacht, wenn wir team in a und game in b umbe-

nennen:

(define xxx
(lambda (f)
(lambda (a)
(lambda (b)
(f a b))

Mit diesen Namen wir den Rest der Signatur ablesen:
(: xxx ((Gha %b => %ec) -> (Y%a -> (%b -> %c))))

Wie sollte die Funktion heiffen? Tatsichlich ist sie berithmt und geht auf Arbeiten der Mathemati-
ker Moses SCHONFINKEL und HASKELL CURRY zuriick. Im englischsprachigen Raum heifit das
Verb dazu darum curry, im deutschsprachigen Raum schonfinkeln oder curryfizieren. Hier also die

finale Version:

; Funktion schoénfinkeln
(: curry ((%a %b => %c) —> (ha => (%b => %c))))

(define curry
(lambda (f)
(lambda (a)
(lambda (b)
(f a b))

Hier ist ein Testfall, der curry zusammen mit plays-game? verwendet:

(check-expect (list-apply ((curry team-goals) "Hamburg")
(filter ((curry plays-game?) "Hamburg")
season-2009/2010))
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(1ist 1 4433113032201042
20133001220020141))

AUFGABE 9.11

Schreibe ein Beispiel, das curry zusammen mit team-goals verwendet! O

Die curry-Funktion macht aus einer zweistelligen eine einstellige Funktion, die aber im Prinzip
das gleiche macht. Um die zweistellige Funktion aufzurufen, muss das Programm beide Argumente
auf einmal liefern, im anderen Fall kommen sie nacheinander — aber das Ergebnis ist am Ende das
gleiche.

Wenn wir aus einer zweistelligen Funktion eine einstellige machen kénnen (also eine einstellige
Funktion, die eine einstellige Funktion liefert), geht das auch umgekehrt? Na klar! Dazu drehen
wir die Signatur gegeniiber curry um, indem wir die Teile vor und hinter dem Pfeil in der Mitte

vertauschen:

; Funktion entschonfinkeln
(: uncurry ((%a -> (%b => %c)) -> (%a %b —> %c)))

Als Test lassen wir uncurry auf das Resultat von curry los:
(check-expect ((uncurry (curry +)) 3 4) 7)

Fur die Konstruktion orientieren wir uns wie bei curry an der Signatur: curry akzeptiert eine

Funktion und liefert eine zweistellige Funktion. Wir fangen deshalb folgendermafien an:

(define uncurry
(lambda (£)
(lambda (a b)
o))

Die innere Funktion soll einen Wert mit Signatur %c produzieren. Um den zu bekommen, miissen

wir zunichst £ mit einem Wert der Signatur %a aufrufen — den haben wir mit a:

(define uncurry
(lambda (f)
(lambda (a b)
(fa ...)n

Der Aufruf (f a) liefert wiederum eine Funktion mit Signatur (%b -> %c), wir missen also

noch einmal Klammern drummachen und ein %b liefern — das ist in diesem Fall b:



266 LEXIKALISCHE BINDUNG

(define uncurry
(lambda (f)
(lambda (a b)
((f a) )

Fertig!
Damit ist die Transformation ein Lsomorphismus; es gilt folgende Gleichung fiir Funktionen f

mit zwei Parametern:
(uncurry (curry f)) =f

AUFGABE 9.12

Versuche, Funktionen curry3 und uncurry3 zu schreiben. Sie sollen wie curry und uncurry

arbeiten, aber fur Funktionen mit drei statt nur mit zwei Eingaben. O

9.6 LEXIKALISCHE BINDUNG

In diesem Abschnitt schreiben wir ausnahmsweise keine neuen Funktionen, sondern untersuchen
einen subtilen Aspekt des Verhaltens von Funktionen: den Umgang mit Variablen. Dir ist sicher
schon aufgefallen, dass wir in unterschiedlichen Funktionen oft die gleichen Namen verwenden,

zum Beispiel hier:

(define feed-dillo
(lambda (dillo)
o))
(define run-over-dillo
(lambda (dillo)
o))

Obwohl der Parameter in beiden Funktionen dil1o heifit, haben die beiden nichts miteinander zu
tun. Das kannst Du im Stepper nachvollzichen, wenn Du bei der Auswertung zusichst. Du kannst
es aber auch direkt am Programm sehen. Um der Sache auf den Grund zu gehen, betrachten wir

folgendes Programm:

(define pi 3.14159265)

; Flidche eines Kreises ausrechnen

(: circle-area (real -> real))
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(check-expect (circle-area 5) 78.53981625)

(define circle-area
(lambda (radius)

(* pi radius radius)))

In dem Programm interessieren uns die Variablen pi und radius, die mehrmals auftauchen — man
spricht darum auch von unterschiedlichen Vorkommen dieser Variablen.

Die Auswertung des Tests fithrt dazu, dass im Rumpf des 1ambda von circle-area die
Variable radius ersetzt wird. Dieser Vorgang heifSt auch Bindung und das ist so, weil radius als
Parameter im lambda steht. Dieses Vorkommen als Parameter heifit auch Bindung der Variable.
Die beiden Vorkommen von radius im Rumpf (* pi radius radius), die ersetzt werden,
heifSen gebundene Vorkommen. Auch das pi im Rumpf von circle-area wird ersetzt und ist
darum ein gebundenes Vorkommen. Das dazugehdrige bindende Vorkommen steht im define
obendriiber.

Je nachdem, ob die Bindung mit define oder lambda passiert, verhilt sie sich unterschied-
lich. Das kannst Du sehen, wenn Du das obige Programm laufen lisst und in der REPL radius

und pi auswertest:

> radius

radius: Variable ist nicht definiert
> pi

3.14159265

Das heifdt, pi kénnen wir tiberall benutzen: Man sagt auch, dass pi tiberall im Programm sichtbar
ist. Es handelt sich bei pi um eine globale Variable. Globale Variablen werden auch von Record-
Definitionen mit def ine-record gebunden. Im Gegensatz dazu ist radius nur im Rumpf des
lambda sichtbar, dessen Parameter es ist — es ist eine sogenannte lokale Variable.

Lokale Variablen entstehen aulerdem durch lokale Definitionen wie zum Beispiel bei der Funk-
tion home-points in Abschnittauf Seite Wenn eine lokale Definition am Anfang eines
lambda-Rumpfes steht, ist sie in dem Rumpf sichtbar. Wenn sie im Zweig eines cond steht, ist sie
nur in diesem Zweig sichtbar.

Die Beziehung zwischen den Bindung und gebundenen Vorkommen kannst Du in DrRacket
visualisieren, indem Du auf den Knopf Syntaxprifung (Englisch Check Syntax)driickstund
dann mit dem Mauszeiger iber Variablenvorkommen streichst. Abbildungzeigt exemplarisch,

wie das aussieht.
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(define pi 3.141592865)

; Flédche eines Kreises ausrechnen
(: eircle-area (real -> reall)

(check-expect (circle-area 5) 78.53981625
(define circle-area
(Lambda [rH2gshundsnaVorkommn|
(+ pi radius radius)))

Abbildung 9.1: Anzeige von Bindung nach Syntaxprifung

AUFGABE 913

Probiere die Syntaxpriifung auf dem Fufiball-Code aus und untersuche zum Beispiel die Varia-

blen in der Funktion home-points. d

Eine dritte Kategorie von Bindung gibt es auch noch, nimlich die «eingebauten» Variablen
wie string-append und +, die dhnlich global sichtbar sind wie die globalen Variablen. Wenn Du
ber sie nach Syntaxprifung streichst, wird importiert aus angezeigt.

Damit kdnnte man meinen, es sei alles zur Bindung gesagt: Globale und eingebaute Variablen
sind tiberall sichtbar; eine lokale Variable ist innerhalb ihres 1ambda-Rumpfes bezichungsweise

cond-Zweiges sichtbar. Aber was ist mit der folgenden Funktion?

(define f
(lambda (x)
(define y (+ x 1))
(lambda (x)
+x y))))

Die ist zugegeben kiinstlich konstruiert. Aber wie verhilt sie sich?

AUFGABE 914

Was liefert die Auswertung von ((£ 1) 2)? O

In dieser Funktion gibt es zwe7 Variablen namens x: Zwei Bindungen als Parameter und auch zwei
gebundende Vorkommen. Welche gebundenen Vorkommen gehéren zu welchen Bindungen? Hier

gilt die Regel der sogenannten lexzkalischen Bindung:
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DEFINITION 91 (LEXIKALISCHE BINDUNG)

Du findest die zu einem gebundenen Vorkommen zugehdrige Bindung, indem Du von innen nach
auflen in der Klammerstruktur der Funktion suchst: Die erste Bindung als Parameter oder lokale
Definition, die Du so findest, gehort zu dem gebundenden Vorkommen.

Wenn Du auf diese Art und Weise keine Bindung findest, halte Ausschau nach einer globalen
Definition. Wenn Du keine globale Definition findest, muss es sich um eine eingebaute beziehungs-

weise importierte Definition handeln.

Die lexikalische Bindung ordnet einer Bindung ihre gebundenden Vorkommen zu. Das bedeutet,
dass Du, wenn Du eine Bindung und all ihre gebundenen Vorkommen unbenennst, das Verhalten
des Programms nicht dnderst. Entsprechend sind also Variablen, die zu unterschiedlichen Bindun-
gen gehoren, unterschiedliche Variablen. Wenn Du nach einer Syntaxpriifung tiber einer Variable
das Kontextmenti («rechte Maustaste») aufrufst, gibt es dort einen Punkt umbenennen, der das
Umbenennen automatisiert.

Die Definition von f kommt Dir vielleicht esoterisch vor — wir haben kiinstlich unterschied-
liche Variablen gleichen Namens angelegt. Tatsichlich haben wir aber schon oft Programme ge-
schrieben, bei denen mehrere Variablen gleichen Namens auftauchen, zuletzt zum Beispiel bei der

Funktion home-points:

(: home-points (game -> points))

(define home-points
(lambda (game)
o))

Hier gibt es zwei Variablen namens game: In der Signaturdeklaration ist das die Signatur game aus
der gleichnamigen Record-Definition. In der Funktion ist es der Parameter game. Dieser erfillt die
Signatur game — darum haben die Signatur und der Parameter ja gerade den gleichen Namen, um
diese Beziehung deutlich zu machen.

Der Begriff «lexikalische Bindung» suggeriert, dass es noch andere Formen der Bindung gibt:
Tatsichlich funktioniert Bindung in einigen anderen, vornehmlich ilteren Sprachen, nach ande-
ren Prinzipien, oft unter dem Begrift dynamische Bindung zusammengefasst. Lexikalische Bindung
wird oft auch statische Bindung genannt. «Statisch» bedeutet im Kontext der Programmierung
«bevor das Programm liuft» und statische Bindung bedeutet, dass Du die Bezichung zwischen
Bindungen und gebundenen Vorkommen am Programmtext ablesen kannst. Bei dynamischer Bin-

dung ergibt sich diese Beziehung erst, wenn das Programm lduft.
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Man kénnte meinen, jezzt wire alles gesagt zur Bindung. Aber es gibt noch eine weitere Beson-
derheit, nimlich wenn in einer Definition (gleich ob lokal oder global) die Variable, die definiert
wird, auch gleich wieder auftaucht. Auch davon haben wir schon stindig Gebrauch gemacht, nim-
lich in rekursiven Funktionen, wo fiir den rekursiven Aufruf genau die Variable benutzt wird, in

deren Definition sie sich befindet.

AUFGABE 915

Zu welchen Bindungen gehéren die gebundenden Vorkommen von x in folgendem Programm?

(define g
(lambda (x)
(define x (+ x 1))
(define y (+ x 1))
(lambda (x)
+x y))))

Kannst Du vorhersagen — ohne es in der REPL auszuprobieren — was ((g 1) 2) liefert? O

AUFGABEN

AUFGABE 9.16

Schreibe eine Funktion any?, die eine Liste akzeptiert sowie eine Funktion, die fiir jedes Listenele-
ment entweder #t oder #£ liefert. Any? soll #t zurtickgeben, wenn mindestens die Funktion fiir
mindestens ein Element der Liste #t zuriickgibt, sonst #£.

Schreibe eine analoge Funktion every?, die dann #t zuriickgibt, wenn die Funktion fur alle
Elemente der Liste #t zuriickgibt, sonst #£. Schreibe zunichst eine Fassung nach dem Muster von

any?. Schreibe eine zweite Fassung, die einfach any? aufruft und selbst keine Rekursion benutzt.

AUFGABE 917

Schreibe Funktionen feed-animals und run-over-animals die mit Hilfe der Funktionen in

Abschnittauf Scitealle Tiere einer Liste fiittert respektive tiberfihrt.

AUFGABE 918

Schreibe folgende Funktionen unter der Verwendung von filter!
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* Schreibe eine Funktion evens, welche die ungeraden Zahlen aus einer Liste entfernt,

* eine Funktion count-zeroes, die in einer Liste von Zahlen die Nullen zihlt,

* und eine Funktionmultiples, die eine Zahl 7 und eine Liste von Zahlen akzeptiert, und eine
Liste alle Vielfachen der Zahl n liefert.

AUFGABE 9.19

Programmiere eine Funktion filter-map, die als Argumente eine Funktion p mit einem Argu-
ment sowie eine Liste 1 akzeptiert. Filter-map soll als Ergebnis die Liste der Riickgabewerte von
p fiir diejenigen Elemente von 1 zuriickgeben, fiir die p nicht #£ zuriickgibt.
Beispiel:
(filter-map (lambda (x)
(if (even? x)
+x 1
#1))
(list 1 2 5 17 24 13))

— #<list 3 25>

AUFGABE 9.20

Verwende die Funktion 1ist-fold um folgende Funktionen zu schreiben:

1. Schreibe eine neue Version der Funktion 1ist-map, die eine Funktion auf jedes Element einer
Liste anwendet und die Liste der Ergebnisse liefert.

2. Schreibe eine Funktion 1ist-or, die eine Funktion auf alle Elemente einer Liste anwendet,
die jeweils ein Boolean liefert, und die Resultate mit or verkniipft.

3. Schreibe eine Funktion count-trues, die ein Funktion mit boolescher Riickgabe auf alle
Elemente einer Liste anwendet und zihlt, wie hiufig #t zuriickgegeben wird.

4. Schreibe eine Funktion contains?, die #t liefert, wenn ein Element in einer Liste enthalten
ist, sonst #£.

5. Schreibe eine Funktion remove-duplicates, die alle doppelten Elemente aus einer Liste

filtert.

AUFGABE 9.21

Fuflballreporter zitieren gern obskure Fakten tiber vergangene Spiele, wenn sie zum Spielverlauf

wenig zu sagen haben.
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Hier ein Beispiel:

«In der Saison 2009/2010 gab es ja immerhin vier Spieltage, an denen die gréfite Tor-

differenz kleiner als 3 war.»

1. Stelle dem Fuf$ballreporter Hilfsfunktionen zur Verfiigung, die ihm erlauben, eine Antwort

auf solch eine Frage zu finden:

An wie vielen Spieltagen der Saison 2009/2010 war die grifSte Tordifferenz kleiner als

37
Schreibe mit Hilfe dieser Funktionen einen Ausdruck, der testet, ob die am Anfang dieser Auf-
gabe zitierte Aussage Giber die Tordifferenzen in der Saison 2009/2010 stimmt!

(a) Schreibe eine Funktion, die aus einer Liste die Dubletten entfernt. Diese Funktion akzeptiert
eine Liste sowie eine Funktion, die zwei Elemente der Liste akzeptiert und zuriickliefert, ob
diese gleich sind. (Also zum Beispiel = bei Listen von Zahlen.) Sie liefert dann eine Liste, in
der jedes Element «nur einmal vorkomme», also kein anderes, das dazu gleich ist.

(b) Schreibe eine Funktion, die aus der Liste aller Spiele eine Liste aller Spielplannummern ex-
trahiert.

(c) Schreibe eine Funktion, die aus der Liste aller Spiele eine Liste von Listen aller Spiele macht —
so dass in jeder Teilliste alle Spiele eines Spieltags zusammengefasst sind.

(d) Schreibe eine Funktion, welche die Tordifferenz eines Spiels zurtickliefert.

(e) Schreibe eine Funktion, welche das maximale Element einer Liste berechnet. Die Funktion
sollte neben der Liste eine Funktion akzeptieren, die berechnet, ob ein Element «kleiner oder
gleich» einem anderen ist.

(f) Schreibe schliefllich einen Ausdruck, der die Anzahl der Spieltage der Saison 2009/2010 lie-
fert, bei denen die grofite Tordifferenz kleiner als 3 war.

2. Schreibe Ausdriicke, die folgende Fragen beantworten — entwickele dazu, falls nétig, weitere
Hilfsfunktionen:
* An welchem Spieltag gab es die meisten Heimsiege?
* An welchem Spieltag fielen die meisten Tore?

* Gab es mehr Siege fur die Heimmanschaften an ungeraden Spieltagen als an geraden?

AUFGABE 9.22

Betrachte das folgende Programm:

(define x 2) ; ——> zwei

(define y -1) ;  —--> minuseins
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(define z -3) ;  —-—> minusdrei
(define f
(lambda (x z)
+ (xxx) z2y)))
(f 4 -2)

Benenne die Variablen x, y und z, die in den ersten drei Zeilen des Programms definiert werden,
im kompletten Programm um, und zwar x in zwei, y inminuseins und zinminusdrei. Achte
bei der Umbenennung auf die lexikalische Bindung. Benenne keine Parameter der Funktion £ um.

Nachdem Du die Umbenennung durchgefiihrt hast, welches Ergebnis liefert der Ausdruck
(f 4 -2)?

AUFGABE 9.23

Betrachte das folgende Programm:

(define x 2) ; ——> zwei
(define y 4) ; ——> vier
(define z S o—=> f

(lambda (x y =z)
+x (z y))))

(z y x (lambda (z) (+ x 2)))

Benenne die Variablen x, y und z, die in den ersten drei Zeilen des Programms definiert werden,
im kompletten Programm um. Der neue Name der Variable steht als Kommentar im Programm
hinter dem Pfeil (—->). Achte bei der Umbenennung auf die lexikalische Bindung. Benenne keine
Parameter der Funktion z um.

Berechne, nachdem Du die Umbenennung durchgefiithrthaben, von Hand (z y x (lambda
(z) (+ x z)))) und halte die Zwischenschritte fest.

AUFGABE 9.24

Betrachte folgendes Programm:

(define x 1)
(define y 3)
(define z 5)
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(define f
(lambda (x)
((lambda (y)
((lambda (z)
(+z (x xy)))
(+ x 2)))
+x y))))
(f y)

Benenne hier alle lokalen Variablen, die innerhalb der Funktion £ gebunden werden, um. Ver-
indere nicht den Namen der Variablen x, y und z aus den ersten drei Zeilen des Programms. Wel-

ches Ergebnis liefert der Ausdruck (£ y) nach der Umbenennung?

AUFGABE 9.25

Programmiere ein einfaches Telefonbuch: Ein Telefonbuch ist als Funktion reprisentiert, die den
Namen einer Person akzeptiert und die Telefonnummer der Person zuriickliefert.

1. Definiere zunichst eine Signatur phonebook-result fiir das Ergebnis des Nachschlagens in
einem Telefonbuch. Ein solches Ergebnis ist entweder eine Telefonnummer oder ein Wert, der
«nicht gefunden» darstellt,

Die Signatur des Telefonbuchs ist (string —-> phonebook-result).

2. Definiere einen Wert empty-phonebook, der das leere Telefonbuch reprisentiert.

3. Definiere eine Funktion add-to-phonebook, die ein Telefonbuch, einen Namen und eine
Telefonnummer erwartet und das um den neuen Eintrag erweiterte Telefonbuch zurtickliefert.

4. Schreibe eine Funktion 1ookup-in-phonebook, die ein Telefonbuch und einen Namen ei-
ner Person erwartet und die Nummer der Person im Telefonbuch zuriickliefert. Beispiele:
* (lookup-in-phonebook empty-phonebook "Hans") liefert «nicht gefunden».
* (lookup-in-phonebook
(add-to-phonebook empty-phonebook "Hans" "754829")
"Hans")
liefert die Nummer 754829.
* (lookup-in-phonebook
(add-to-phonebook empty-phonebook "Hans" "754829")
"Lea")

liefert «nicht gefunden».
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AUFGABE 9.26

Diese Aufgabe ist fiir Dich geeignet, falls Du das entsprechende Wissen aus der Mathematik besitzt:

Ein Polynom ist eine Funktion von R nach R und hat folgende Form:
p(z) = a0+ a1 X x+ay X2+ ... 4a, xa"

Ein Polynom wird also eindeutig durch die Koeflizienten ag bis a,, bestimmt.
1. Schreibe die Datendefinition fiir Polynome.
2. Programmiere eine Funktion polynomial+, die zwei Polynome addiert. Schreibe ggf. zutref-
fende Eigenschaften auf und tiberpriife diese!
3. Programmiere eine Funktion polynomials, die zwei Polynome multipliziert. Beispielsweise

werden die Polynome ag + @12 und by + by 2 nach folgendem Schema multipliziert:

a()X(bo—l-le(E)
+ ajx X (b0+b1 xx)

= CL0><b0—|—CLQXbll'—|—0,1Xb0$+a1Xb1$2

Schreibe ggf. zutreffende Eigenschaften auf und tiberpriife diese!

4. Schreibe eine Funktion polynomial-function, die ein Polynom akzeptiert und eine Funk-
tion liefert, die ein Polynom an einer bestimmten Stelle auswertet, also gerade der Funktion p
aus der Definition entspricht.

5. Die Ableitung eines Polynoms p wie oben ist bekanntlich durch

pr)=a1+2xayxx+3xazxx?+...+nxa, xx" !
gegeben. Schreibe die Funktion polynomial-derivative, die von einem gegebenen Poly-

nom das abgeleitete Polynom berechnet.

AUFGABE 9.27

Listen lassen sich nach verschiedenen Kriterien sortieren: zum Beispiel aufsteigend, absteigend,
oder abhingig von einem Feld der Elemente. So kann eine Liste von Fufiballspielen nach der Ge-
samtanzahl der Tore, der Anzahl der Tore des Heimteams oder der Anzahl der Tore des Gisteteams
oder der Anzahl der Tore der gewinnenden Mannschaft sortiert werden. Das Kriterium fuir die
Sortierung wird durch eine Funktion festgelegt, die ermittelt, ob ein Elemente vor einem anderen

stehen soll.
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1. Schreibe eine Funktion, die eine Liste nach einem beliebigen Kriterium sortiert. Die Funktion

sollte folgende Signatur haben:
(: list-sort ((%a %a —> boolean) (list-of %a) —-> (list-of %a)))

Das erste Argument ist eine Funktion, die eine Ordnung realisiert, also zwei Elemente ver-
gleicht, und #t zuriickliefert, falls sie schon in der richtigen Reihenfolge sind und #£, falls
nicht. Zum Beispiel konnen <= oder >= fiir das Sortieren von Listen von Zahlen verwendet
werden.

2. Benutze diese Funktion, um eine Liste von Fufiballspielen nach den folgenden Kriterien zu
sortieren:
* Gesamtanzahl der Tore,
¢ Anzahl der Tore der Heimmannschaft,
* Anzahl der Tore des Gastmannschaft oder

* Anzahl der Tore der gewinnenden Mannschaft

AUFGABE 9.28

Folgen mit unendlicher Linge lassen sich als zusammengesetzte Daten mit zwei Komponenten
reprisentieren: Dabei ist die erste Komponente das erste Element der Folge und die zweite eine
Funktion ohne Parameter, die, wenn sie angewendet wird, eine Folge mit den restlichen Elementen
ohne das erste liefert. Solche unendlichen Folgen heiflen Streams. Schreibe Daten- und Record-
Definition fiir Streams!

Folgende Funktion soll einen Stream aus natiirlichen Zahlen liefern, ab einer Zahl n:

; Stream mit Zahlen ab n erzeugen
(: from (natural -> stream))
(define from
(lambda (n)
(make-stream n
(lambda () (from (+ n 1))))))

(Dabei ist angenommen, dass der Konstruktor der Record-Definition make-stream heif$t.) Zur
Betrachtung von Streams ist folgende Funktion niitzlich, welche die ersten n Elemente eines Stre-

ams als Liste extrahiert:

; erste Elemente eines Streams in eine Liste extrahieren

(: stream-take (natural stream —-> (list-of %a)))
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(define stream-take
(lambda (n stream)
(if (=n 0)
empty
(cons (stream-first stream)
(stream-take (- n 1)

((stream-rest-function stream)))))))

(Dabei haben wir angenommen, dass die Selektoren stream-first und stream-rest-function
heiffen.)

Stream-take lisst sich zum Beispiel auf das Ergebnis von from anwenden:

(stream-take 17 (from 4))
— #<list 4 56 7 8 9 10 11 12 13 14 15 16 17 18 19 20>

Programmiere einige intellektuelle Herausforderungen mit Streams!
1. Programmiere eine Funktion stream-drop, die eine natiirliche Zahl 7 und einen Stream ak-
zeptiert, und einen neuen Stream liefert, der aus dem alten durch Weglassen der ersten n Ele-

mente entsteht:

(stream-take 17 (stream-drop 3 (from 4)))
— #<1list 7 8 9 10 11 12 13 14 15 16 17 18 19 20 21 22 23>

2. Programmiere eine Funktion stream-filter analogzu filter:

(stream-take 10 (stream-filter odd? (from 1)))
— #<list 1 3 57 9 11 13 15 17 19>

3. Programmiere eine Funktion drop-multiples, die eine Zahl n und einen Stream von Zah-
len s akzeptiert. Drop-multiples soll einen Stream liefern, in dem gegentiber s alle Vielfa-

chen von n entfernt wurden:

(stream-take 10 (drop-multiples 3 (from 1)))
— #<list 1 245 7 8 10 11 13 14>

4. Schreibe eine Funktion sieve, die aus einem Stream von Zahlen all diejenigen Zahlen ent-

fernt, die Vielfache von Vorgingern im Stream sind:

(stream-take 10 (sieve (from 2)))
— #<list 2 3 57 11 13 17 19 23 29>

Um was fiir Zahlen handelt es sich in dem Beispielaufruf und warum?
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. Schreibe eine Funktion powers, die fiir eine Zahl n einen Stream ihrer Potenzen liefert:

(stream-take 10 (powers 2))
— #<list 2 4 8 16 32 64 128 256 512 1024>

. Schreibe eine Funktion stream-map analog zu 1ist-map:

(stream-take 10 (stream-map (lambda (x) (+ x 1)) (from 1)))
— #<list 234567 89 10 11>

. Schreibe eine Funktion merge, die zwei aufsteigende Streams von Zahlen zu einem aufsteigen-

den Stream der Elemente beider Streams vereinigt:

(stream-take 10 (merge (powers 2) (powers 3)))
— #<list 2 3 4 8 9 16 27 32 64 81>

. Schreibe eine Definition fiir einen Stream aufsteigend sortierter Potenzen von Primzahlen:

(stream-take 10 prime-powers)
— #<list 23457 8 9 11 13 16>

Definiere dazu zunichst einen Stream aus Streams von Potenzen
(define prime-powers-stream (stream-map powers (sieve (from 2))))

Definiere eine Funktion merge-streams, welche diesen Stream akzeptiert und die Elemente

der Streams aus prime-powers-stream mit Hilfe von merge aufsteigend sortiert.

AUFGABE 9.29

Betrachte folgende mysteridse Funktion:

(:

// ((ha => (%b => %b)) (list-of %a) -> (hb —> %b)))

(define //

(lambda (proc lis)
(cond
((empty? lis)
(lambda (y)
y))
((cons? 1lis)
(lambda (y)
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((proc (first 1lis))
((// proc (rest 1lis))
¥)))))))

Hinweise: Beachte die Signaturen! In mehreren Teilaufgaben gibt es Gelegenheiten, curry bezie-
hungsweise uncurry zu benutzen.

* Vergleiche die Funktion mit 1ist-fold und beschreibe, wie // und 1ist-fold zueinander
in Beziehung stehen. Schreibe, falls méglich, eine Definition von //, die 1ist-fold benutzt
und umgekehrt.

* Schreibe mit Hilfe von // eine Funktion 1ist-sum, welche die Elemente einer Liste addiert.

* Schreibe eine Funktion insert, die eine reelle Zahl n akzeptiert und eine Funktion zuriicklie-
fert, die eine aufsteigend sortierte Liste von reellen Zahlen konsumiert und eine Liste zuriick-
liefert, in der n an die entsprechende Stelle der Liste einsortiert wurde.

* Schreibe mit Hilfe von // eine Funktion, die eine Liste von reellen Zahlen aufsteigend sortiert.

AUFGABE 9.30

Betrachte folgendes mysteriése Programm:

(define y
(lambda (f)
((lambda (x)
(f (lambda (z) ((x x) 2))))
(lambda (x)
(f (lambda (z) ((x x) 2)))))))

(define m
(y
(lambda (f)
(lambda (x)
(cond
(= x 1)
1)
(> x 1
Gx (f CxDONHN
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Probiere m aus — was macht die Funktion?
Die Funktion y wird auch Fixpunktkombinator genannt. Das Themakommtin Abschnitt
auf Seite[4sonoch einmal ausfiihrlich:

AUFGABE 9.31

Beweise, dass fur Funktionen p; mit einem Parameter, die einparametrige Funktionen zurtickge-

ben, und Funktionen po mit zwei Parametern gilt:

(curry (uncurry p1)) =p;

(uncurry (curry p3)) =p2o

AUFGABE 9.32

Eine Funktion f ist idempotent, wenn gilt:

(compose f f) = f

Zeige, dass folgende Funktion idempotent ist:

(define abs
(lambda (x)
(if (negative? x)
(- x)
x)))

Welche anderen idempotente Funktionen kennst Du?
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Manche Berechnungen funktionieren am einfachsten, wenn sie ein Zwischenergebnis mitfihren
und aktualisieren. Die bisherigen Konstruktionsanleitungen fir Funktionen, die Listen oder na-
tiirliche Zahlen verarbeiten, konnen das aber nicht. Wir brauchen dafiir eine neue Programmier-
technik, das Programmieren mit Akkumulatoren, und entsprechend angepasste Konstruktionsan-

leitungen. Beides behandeln wir in diesem Kapitel.
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‘ akkumulatoren/accumulator.rkt Code

Wir fangen mit einer scheinbar einfachen Funktion an: Gefragt ist eine Funktion, die eine Liste

invertiert, also die Reihenfolge ihrer Elemente umdreht:

; Liste umdrehen

(: invert ((list-of %a) -> (list-of %a)))

(check-expect (invert empty) empty)
(check-expect (invert (list 1 2 3 4)) (list 4 3 2 1))

Gertist und Schablone sehen wie folgt aus:

(define invert
(lambda (list)
(cond
((empty? 1list) ...)
((cons? list)
(invert (rest list))
(first list) ...))))

Um den Rumpf zu vervollstindigen, kénnen wir uns an dem zweiten Testfall orientieren — da ist
list die Liste mit den Elementen 1 2 3 4. Entsprechend ist (first 1ist) die Zahli, (rest
list) die Liste mit den Elementen 2 3 4, das heif der rekursive Aufruf liefert die Liste mit den
Elementen 4 3 2. Um das gewiinschte Ergebnis mit den Elementen 4 3 2 1 zu bekommen, miissen
wir deshalb (first 1ist) hinten an das Ergebnis des rekursiven Aufrufs anhingen.

Um ein Element bznten an eine Liste zu hingen, haben wir bisher noch keine fertige Funktion —

die miissen wir erst noch schreiben. Wir kénnten die Arbeit jetzt unterbrechen, um das zu tun. Wir
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machen erstmal nur eine Notiz, dass wir das spater machen — in Form einer Kurzbeschreibung und
einer Signatur:

; Element an Liste anh&ngen

(: append-element ((list-of %a) %a -> (list-of %a)))
Wenn wir diese Funktion voraussetzen, kénnen wir invert recht einfach fertigschreiben:

(define invert
(lambda (1list)
(cond
((empty? list) empty)
((cons? list)
(append-element (invert (rest list))
(first 1list))))))

Die Funktion append-element ist ganz dhnlich der Funktion concatenate aus Abschnitt[6.]
Zunichst Testfille:

(check-expect (append-element (list 1 2 3) 4) (list 1 2 3 4))
(check-expect (append-element empty 4) (list 4))

Geriist und Schablone:

(define append-element
(lambda (1list element)
(cond
((empty? 1list) ...)
((cons? list)
(first 1list)
(append-element (rest list) element) ...))))

Im cons-Fall kénnen wir auch hier die Lésung anhand eines Beispiels finden: Im Testfall hat 1ist
die Elemente 1 2 3, der rekursive Aufruf liefert also 2 3 4. Wir miissen (first list), also die1,
nur noch vorne dranhingen, mit cons. Im empty-Fall hingen wir element hinten an eine leere
Liste — wir brauchen deshalb eine einelementige Liste mit element drin, das kdnnten wir mit der
eingebauten 1ist machen:

(define append-element
(lambda (list element)

(cond
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((empty? list) (list element))
((cons? list)
(cons (first list)

(append-element (rest list) element))))))

Hier wollten wir gern «Fertig!» wie sonst auch schreiben, aber die Funktion funktioniert nicht:
DrRacket beschwert sich, dass nach der 6ffnenden Klammer von (1ist element) keine Funk-
tion steht sondern #<empty-1ist>. Wups! Das liegt daran, dass wir zwar in (1ist element)
die eingebaute Funktion 1ist gemeint haben, wir aber auch einen Parameter mit dem Namen
list benutzen, und der Giberdeckt nach den Regeln der lexikalischen Bindung aus Abschnitt
auf Seitel@die eingebaute Funktion.

Wir kénnen das Problem auf zwei Arten losen — wir benennen den Parameter um oder wir

konstruieren die einelementige Liste «von Hand». Wir haben uns fur letzteres entschieden:

(define append-element
(lambda (1list element)
(cond
((empty? list) (cons element empty))
((cons? list)
(cons (first list)

(append-element (rest list) element))))))

Doch zurtick zu invert. Schon das Invertieren von Listen der Linge 1000 eine ganze Wei-
le. Du kannst das ausprobieren, indem Du die Funktion copies aus Abschnitt[;.2/auf Seite

verwendest und das hier in der REPL auswertest:
(invert (copies 1000 42))

Das dauert auf dem alten Computer von Michael Sperber immerhin ein paar Sekunden: Das wire
vielleicht in den 7oer Jahren noch akzeptabel gewesen. Das Invertieren einer Liste der Linge 400
dauert mebr als doppelt so lang wie das Invertieren einer Liste der Linge 200 benétigt. Das liegt dar-
an, dass invert bei jedem rekursiven Aufruf append-element aufruft, und append-element
selbst macht soviele rekursive Aufrufe wie die Liste lang ist. Das sind fiir eine Liste der Linge 20 fiir
den ersten Aufruf von append-element 19 Aufrufe, fiir den zweiten 18 Aufrufe undsoweiter.

Dassind also 19 + 18 4+ 17 + ... + 1 rekursive Aufrufe. Vielleicht erinnerst Du Dich — das
ist ein Beispiel fur die Gaufische Summenformel, siche Abschnitt@auf Seite

S 1
VneN:Zi:%
=0
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Anzahl der rekursiven Aufrufe
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Anzahl n der Listenelemente

Abbildung 10:1: Funktionaufrufe bei invert

Wenn Du diese Formel fiir immer grofier werdende n ausrechnest, wird die Zahl schwindelerregend
schnell grofSer, wie Abbildung@zeigt. Woran liegt das?
Wenn Du die rechte Seite ausmultiplizierst, steht da:

nx(n+1) n:+n

2 )

In der Formel bestimmt das n? das schnelle Wachstum, auch quadratisch genannt.

Zum Gliick gibt es eine bessere Methode, eine Liste umzudrehen: Die obige invert-Funk-
tion konstruiert die Ergebnisliste, indem stets Elemente hznten angehingt werden. Das entspricht
nicht der «natiirlichen» Konstruktion von Listen mit cons, das ein Element vorz anhingt. Das Er-
gebnis liefe sich durch Anhingen vorn ganz einfach konstruieren, indem in folgender Reihenfolge

Zwischenergebnisse berechnet werden, wie hier fiir den Testfall (invert (list 1 2 3 4)):

#<empty-list>
#<list 1>
#<list 2 1>
#<list 3 2 1>
#<list 4 3 2 1>



ZWISCHENERGEBNISSE MITFUHREN 285

Jedes Zwischenergebnis entsteht aus dem vorhergehenden, indem ein Element vorn an die Liste dar-
iber angehingt wird. Dies geschieht in der Reihenfolge, in der die Elemente in der urspriinglichen
Liste auftreten: scheinbar einfach. Allerdings erlaubt die normale Konstruktionsanleitung fiir Lis-
ten nicht, dieses Zwischenergebnis mitzufithren: Das Ergebnis des rekursiven Aufrufs (invert
(rest 1is)) ist unabhingig vom Wert von (first 1is).Damit aber ist es der Funktion aus
der normalen Konstruktionsanleitung unméglich, die obige Folge von Zwischenergebnissen nach-
zuvollziehen, da von einem Zwischenergebnis zum nichsten gerade (first 1is) vornangehingt
wird. Wir misssen also etwas anders an das Problem herangehen.
Um das Zwischenergebnis mitzufithren, benutzen wir einen separaten Parameter, einen soge-
nannten Akkumulator. Dieser sammelt die invertierte Liste der bisher schon «gesehenen» Elemen-

te auf. Hier ist die Signatur der neuen Funktion invert-helper:

; Hilfsfunktion zum Umdrehen einer Liste
(: invert-helper ((list-of %a) (list-of %a) -> (list-of %a)))

Der folgende Testfall soll illustrieren, wie die Funktion arbeitet:

(check-expect (invert-helper (list 4 5 6) (list 3 2 1))
(list 6 5 4 3 2 1))

Die zweite Liste — der Akkumulator — enthilt die «bereits invertierten» Elemente. Die erste Liste
ist noch nicht verarbeitet; die Elemente werden nacheinander an den Akkumulator vorn drange-
hingt. Fiir die Definition der Funktion setzen wir erst einmal die bereits bekannte Schablone ein

fiir Funktionen, die eine Liste akzeptieren:

(define invert-helper
(lambda (list inverted)
(cond
((empty? 1list) ...)
((cons? list)
(first 1list)
(invert-helper (rest list) ...) ...))))

Ziemlich viele Liicken noch! Fiillen wir erstmal die einfachste, im empty-Fall: Dann nimlich hat
die Funktion schon «alle Elemente gesehen» und diese in den Akkumulator inverted «hinein-

akkumuliert» — der enthilt dann die invertierte Eingabeliste:

(define invert-helper
(lambda (list inverted)

(cond
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((empty? list) inverted)
((cons? list)
(first 1list)
(invert-helper (rest list) ...) ...))))

Im cons-Fall miissen wir das Argument zum zweiten Parameter von invert-helper erginzen:
Wir sind natiirlich versucht, da einfach inverted hinzuschreiben wie bei vielen anderen rekursi-
ven Funktionen vorher. Aber wir miissen doch die Elemente von 1ist da noch «hineinakkumulie-
ren» und aus dem vorigen Zwischenergebnis das nichste machen. Fiir das «Hineinakkumulieren»
nehmen wir das erste Element und hingen es vorn an, so wie wir es in der Beispielrechnung auch

gemacht haben:

(define invert-helper
(lambda (1list inverted)
(cond
((empty? list) inverted)

((cons? 1list)

(invert-helper (rest list)
(cons (first list) inverted))

D))

Was miissen wir noch dazuschreiben? Die Funktion arbeitet schon die Eingabeliste ab und akku-
muliert ihre Elemente in inverted hinein. Sie ist bereits fertig, wir missen nur die Ellipsen weg-

machen:

(define invert-helper
(lambda (list inverted)
(cond
((empty? list) inverted)
((cons? list)
(invert-helper (rest list)

(cons (first list) inverted))))))

Die Funktion kann schon was, ist aber nicht identisch zur urspriinglichen invert-Funktion, die
ja nur eine Eingabe hat. Um «einfach nur eine Liste umzudrehen», kdnnen wir invert-helper

mit einem leeren Akkumulator aufrufen, wie in diesem Testfall:

(check-expect (invert-helper (list 1 2 3) empty)
(1ist 3 2 1))
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AUFGABE 101

Definiere invert um, so dass es invert-helper benutzt! O

Die neue Version von invert benutzt keine Hilfsfunktion und macht soviele rekursive Aufrufe
wie die Eingabeliste Elemente hat, ihre Laufzeit wichst also linear.

Die Funktion invert ist so niitzlich, dass sie unter dem Namen reverse eingebaut ist.

102 SCHABLONEN FUR FUNKTIONEN MIT AKKUMULATOR

Auch fir Funktionen mit Akkumulator entwickeln wir eine Konstruktionsanleitung. Vorher wol-
len wir aber noch einmal anhand eines weiteren Beispiels Revue passieren lassen, wie der Konstruk-
tionsprozess bei solchen Funktionen eigentlich genau aussieht. Wir nehmen uns eine Funktion vor,
die wir eigentlich schon kennen, nimlich aus AbschnittEauf Seite @:

; Summe der Elemente einer Liste von Zahlen berechnen

(: list-sum ((list-of number) -> number))

Wir nehmen uns allerdings diesmal vor, mit Akkumulator zu arbeiten. Dazu miissen wir uns tiber-
legen, was fiir Information der Akkumulator eigentlich akkumulieren soll. Das sollte ein Zwischen-
ergebnis sein, eine vorliufige Version des gewiinschten Endergebnisses. Da hier das Endergebnis die
Summe aller Listenelemente ist, nehmen wir als Zwischenergebnis die Summe aller Listenelemente,

die unsere Funktion schon «gesehen» hat und nennen es sum. Wir schreiben folgende Schablone:

(define list-sum-helper
(lambda (list sum)
(cond
((empty? list) ... sum ...)
((cons? list)
(list-sum-helper (rest list)
(... (first list) ... sum ...))))))

Warum sieht sie gerade so aus, beziehungsweise: Was ist der Unterschied zur ganz normalen Scha-
blone fiir Listen als Eingabe aus Konstruktionsanleitungauf Seite|r7s? Hier ist sie zur Erinnerung

noch einmal:

(define f
(lambda (... list ...)
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(cond
((empty? list) ...)

((cons? list)

(first list)

(f (first list))

NN
Im empty-Zweig steht der Akkumulator sum, wihrend in der Schablone aus Konstruktionsanlei-
tung gar nichts steht: Hier ist die Liste am Ende und es ist Zeit, das Endergebnis auszurechnen,
das im empty-Zweig herauskommen soll. Weil der Akkumulator ein Zwischenergebnis ist, muss
er am Schluss zumindest nah am Endergebnis dran sein. Meist Zs¢ das letzte Zwischenergebnis das
Endergebnis.

Im cons-Fall steht ein rekursiver Aufruf mit (rest 1ist) als Listen-Argument — wie in
Konstruktionsanleitung[i8|auch. Auferdem steht dort cine Hilfestellung fiir die Berechnung des
Akkumulator-Arguments, also des nichsten Zwischenergebnisses. Da sollte das letzte Zwischen-
ergebnis — hier sum — und das nichste Listenelement (first list) eingehen. Darum stehen
sie in der Schablone. Dieser Teil der Schablone ist also nur eine Erweiterung der urspriinglichen
Schablone.

Auflerdem fallt Dir vielleicht auf, dass um den rekursiven Aufruf herum keine Ellipsen . . .
stehen: Du solltest da nichts drumherum schreiben. Das liegt daran, dass der letzte rekursive Auf-
ruf von list-sum-helper am Ende der Liste das Ergebnis produziert — das muss die Funktion
einfach unverindert zuriickliefern, und darum steht da nichts drumherum.

Um die Funktion zu vervollstindigen, miissen wir noch klarer als bisher formulieren, was ge-
nau der Akkumulator sum reprisentiert. Oben haben wir etwas salopp geschrieben, dass es sich um
die Summe aller Listenelemente handelt, welche die Funktion schon «gesehen» hat. Die sind aber
fir 1ist-sum-helper gar nicht mehr sichtbar. Wir kénnen sie sichtbar machen, indem wir die

Funktion 1ist-sum einbeziehen, die 1ist-sum-helper aufruft. Hier ist die Schablone dafiir:

(define list-sum
(lambda (1ist0)
(list-sum-helper 1listO ...)))

Wir haben bewusst den Namen 11st0 gewihlt, damit wir ihn nicht mit dem 1ist aus der Funk-
tion 1ist-sum-helper durcheinanderbringen. (Anders als noch bei reverse — wir versuchen,

es besser zu machen.)
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Abbildung 10.2: Gesehene Elemente einer Liste in einer Funktion mit Akkumulator

Abbildungzeigt die Beziehung zwischen 11st0 und 1ist: 1istO0 ist die Liste a/ler Ele-
mente, 1ist markiert die Stelle, an der sich 1ist-sum-helper gerade befindet, besteht also aus
noch nicht gesehenen Elementen.

Bevor wir nun die Schablone austfiillen, sollten wir iiberlegen, in welchem Verhiltnis 11st0,
list und sum stehen. Hier ist das nimlich noch einfach, aber bei machen Funktionen mit Akku-

mulator werden wir sehen, dass es schwieriger ist. In diesem Fall kénnte das so aussehen:
sum ist die Summer aller Elemente in 1ist0 vor 1ist.

Diese Aussage sollten wir als Kommentar in die Funktion schreiben, denn daraus ergibt sich alles
weitere. Weil sie so wichtig ist, hat sie einen eigenen Namen: [nvariante. («Vario» heifdt im Latei-
nischen «sich indern», entsprechend ist eine In-variante etwas, was sich nicht verindert.)

Um die Funktion fertigzustellen, fangen wir damitan, die Liicke in 1ist-sumzu schlieflen, die
list-sum-helper mit 1ist0 aufruf. ListO und list sind also gleich — es gibt keine Elemente
«vor 1ist». Die Summe dieser leeren Liste ist 0 und damit auch das Argument im Aufruf von

list-sum-helper:

(define list-sum
(lambda (1istO)
(1ist-sum-helper 1istO 0)))

Als nichstes ist der empty-Zweig dran. Hier ist sum die Summe aller Elemente vor 1ist, und, weil
list leer ist, sind das a/le Elemente von 11st0. Deswegen ist sum das gewiinschte Endergebnis.

Zwischenstand:

(define list-sum-helper
; sum ist die Summe aller Elemente in 1listO vor list
(lambda (list sum)
(cond

((empty? list) sum)
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((cons? list)
(list-sum-helper (rest list)
(... (first 1list) ... sum ...))))))

Es bleibt der rekursive Aufruf. Hier muss der zexe Wert von sum berechnet werden, also die Sum-
me aller Elemente vor (rest 1list).Dazu miissen wir auf die bisherige Summe (first list)

addieren:

(define list-sum-helper
; sum ist die Summe aller Elemente in 1listO vor list
(lambda (list sum)
(cond
((empty? list) sum)
((cons? list)
(list-sum-helper (rest list) (+ (first list) sum))))))

Fertig!
Also naja — es nervt etwas, immer zwei Funktionen schreiben zu miissen und immer ~helper
dranzuhingen. Wir kénnen die Funktion tibersichtlicher machen, indem wir 1ist-sum-helper

zu einer lokalen Definition innerhalb von 1ist-sum machen:

(define list-sum
(lambda (1ist0)
(define list-sum-helper
; sum ist die Summer aller Elemente in 1listO vor list
(lambda (list sum)
(cond
((empty? list) sum)
((cons? list)
(list-sum-helper (rest list) (+ (first list) sum))))))
(list-sum-helper 1listO 0)))

Auflerdem kannst Du, wenn Dich das helper nervt, einen knackigeren Namen wihlen, der Dir

besser gefillt. Wir nehmen accumulate:

(define list-sum
(lambda (1ist0)
(define accumulate

; sum ist die Summer aller Elemente in 1istO vor list
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(lambda (list sum)
(cond
((empty? list) sum)
((cons? list)
(accumulate (rest list) (+ (first list) sum))))))
(accumulate 1ist0 0)))

Aus diesem Beispiel ergibt sich folgende Konstruktionsanleitung:

Die Konstruktionsanleitung zeigt auch, warum es schwieriger ist, eine Funktion mit Akkumulator
zu schreiben, als eine «normale» Funktion, die Listen akzeptiert: Du musst eine Invariante finden,
und dafiir gibt es nur wenig allgemeingiiltige Hilfestellung.

AUFGABE 10.2

Schreibe die Funktion 1ist-min-nonempty aus Abschnitt[6.8Jauf Seite[:88|noch einmal, diesmal
mit Akkumulator.
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Uberlege Dir, was der Akkumulator reprisentieren sollte sowie eine sinnvolle Invariante!
Genau wie bei 1ist-min-nonempty musst Du dafiir die Konstruktionsanleitung etwas vari-
ieren: Die nichtleere Liste kannst Du schon vorab in erstes Element und Rest aufteilen und daraus

die richtigen Eingaben fiir accumulate berechnen. Accumulate ist aber wie in der Schablone. [J

10.3 UBER NATURLICHE ZAHLEN AKKUMULIEREN

Auch iiber natiirliche Zahlen kénnen wir Funktionen schreiben, die einen Akkumulator sinn-
voll benutzen. Wir zeigen das anhand der power-Funktion, die wir schonmal «normal» in Ab-
schnittauf Seite|198 programmiert haben.

Kurzbeschreibung, Signatur und Tests sind wie gehabt:

; Potenz einer Zahl berechnen

(: power (number natural -> number))

(check-expect (power 5 0) 1)
(check-expect (power 5 3) 125)

Wir benutzen nun schon von vornherein die gleiche Namenskonvention wie in Konstruktionsan-

leitungE und benennen den entscheidenen Parameter mit einer O am Ende.

(define power
(lambda (base exponentO)
o))

Die Schablone entsteht jetzt ganz dhnlich wie bei den Listen: Wir schreiben eine accumulate-
Funktion mit Parametern exponent und acc. Accumulate macht genau wie in der Schablone
aus Konstruktionsanleitung auf Seite eine Verzweigung nach den zwei Fillen nattrlicher
Zahlen. Der rekursive Aufrufim positive?-Zweig muss genau wie dort (- exponent 1) iiber-

geben:

(define power
(lambda (base exponent0)
(define accumulate
(lambda (exponent acc)
(cond
((zero? exponent)

acc ...)
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((positive? exponent)
(accumulate (- exponent 1) ... acc ...)))))

(accumulate exponentO ...)))

Jetzt mussen wir uns noch tiberlegen, was acc eigentlich sein soll. Da die Potenz ein wiederholtes
Produktvon base ist, sollte acc auch ein Produktsein. Wihrend accumulate jedesmal exponent
um eins herunterzihlt, kdnnten wir den Akkumulator bei jeder Runde ein weiteres Mal mit base
multiplizieren — dhnlich, wie wir es vielleicht auch auf einem Zettel machen wiirden. Der Akku-
mulator ist also eine «Zwischenpotenz» und wir nennen ihn deshalb einfach power.

Wir sollten noch eine Invariante formulieren, damit auch alles richtig liuft. Dafiir miissen wir
kldren, welche Zwischenpotenz power eigentlich ist. Da exponent immer kleiner wird, bietet sich
die Differenz zwischen exponent0 und exponent an — die fingt bei 0 an und wird immer grofSer.

Das Hiitchen ~ im Kommentar heif$t hier «hoch»:

(define power
(lambda (base exponentO)
(define accumulate
; power ist base” (exponentO - exponent)
(lambda (exponent power)
(cond
((zero? exponent) ...)
((positive? exponent)
(accumulate (- exponent 1) ...)))))

(accumulate exponentO ...)))

Mit der Invariante kénnen wir die Liicken fiillen: Im ersten Zweig ist exponent 0. Das bedeutet,
dass power gerade «base hoch exponent0» ist — das Endergebnis. Im zweiten Zweig miissen wir
entsprechend dem reduzierten exponent einmal base an das Zwischenergebnis dranmultiplizie-
ren. Es fehlt nur noch der Wert fiir power im ersten Aufruf von accumulate. Da b0 = 1 ist,

missen wir 1 einsetzen:

(define power
(lambda (base exponentO)
(define accumulate
; power ist base” (exponentO - exponent)
(lambda (exponent power)
(cond

((zero? exponent) power)
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((positive? exponent)
(accumulate (- exponent 1) (* power base))))))

(accumulate exponentO 1)))

Fertig!

Auch fiir solche Funktionen mit Akkumulator, die natiirliche Zahlen konsumieren, kénnen

wir eine Schablone formulieren:

AUFGABE 10.3

Programmiere eine Funktion, welche die Fakultit einer Zahl berechnet (auf englisch «factorial>»).
Fiir eine Zahl n ist deren Fakultdt n! das folgende Produkt:

1x2x---x(n—1)xn
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Hier noch ein Tipp fur Funktionen auf natiirlichen Zahlen mit Akkumulator. Bei den Funktio-
nen exponent und 1ist-sum ist es egal, ob die Funktion von o hochzihlt oder von einer Zahl
n herunterzihlt: Bei Addition und Multiplikation spielt die Reihenfolge keine Rolle. Das ist aber
nicht immer so: Hiufig macht es einen Unterschied, ob die Funktion bei o (oder manchmal auch
1) anfingt und hochzihlt oder von einer Zahl n herunterzihlt. (Schau Dir gegebenenfalls noch ein-
mal Abschnittauf Seite@an.) Um das zu entscheiden, iberlege Dir, ob Du mit Bleistift und

Papier «unten» oder «oben» anfangen wiirdest.

10.4 AKTIENKURSE ANALYSIEREN

akkumulatoren/profit.rkt Code

Es gibt durchaus Funktionen, bei denen mehrere Zwischenergebnisse nétig sind. Um das zu de-
monstrieren, schreiben wir eine Funktion, die den maximalen Gewinn aus einer Reihe von Akti-
enkursen berechnet.

Diese Reihe von aufeinanderfolgenden Kursen reprisentieren wir als Liste von Zahlen. Ent-

sprechend sehen Kurzbeschreibung und Signatur so aus:

; Bestmbéglichen Gewinn durch Kauf und Verkauf ermitteln

(: max-profit ((nonempty-list-of real) -> real))

Gewinn erzielt man hier, indem die Aktie zunichst gekauft und dann wieder verkauft wird — und
nicht umgekehrt. Die Differenz zwischen Verkaufs- und Kaufpreis ist dann der Gewinn. Der fol-

gende Testfall illustriert dies:
(check-expect (max-profit (list 527 3 95 1)) 7)

Hier hitte man den maximalen Gewinn erzielt durch Kauf zum Kurs 2 und Verkauf zum Kurs 9.

Das Geriist sieht so aus:

(define max-profit
(lambda (spots)
o))

(«Spot» ist ein englisches Wort fiir «Kurs».)

Aber wie geht es weiter?

Die einfache Strategie, einfach die Differenz zwischen Maximum und Minimum der Liste als
maximalen Gewinn auszuweisen, funktioniert leider nicht: Das Minimum ist 1, liegt aber leider

hinter dem Maximum von 9.
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Ebensowenig eignet sich dieses Problem fiir eine naive, «normale» rekursive Funktion. Die

Schablone wire diese hier:

(define max-profit
(lambda (spots)
(cond
((empty? spots) ...)
((cons? spots)
(first spots)
(max-profit (rest spots) ...)))))

Das Problem ist, dass der Profit des Rests der Liste nicht ausreicht, um daraus und dem ersten Ele-
ment den Profit der Gesamtliste auszurechnen. Wir miissten dafiir auch noch den dazugehérigen

Verkaufskurs wissen.
Wir versuchen es also mal mit Zwischenergebnissen. Daftir sieht die Schablone so aus:

(define max-profit
(lambda (spots0)
(define accumulate
(lambda (spots acc)
(cond
((empty? spots) acc)
((cons? spots)
(accumulate (rest spots)
(first spots) ... acc ...)))))

(accumulate spotsO ...)))

Da die Funktion im ganzen den maximalen Gewinn ausrechnen soll, bietet es sich an, als Zwischen-
ergebnis den maximalen Gewinn der bisher gesechenen Kurse zwischen spots0und spots als Zwi-

schenergebnis mitzufithren:

(define max-profit
(lambda (spots0)
(define accumulate
; max-profit ist der maximale Gewinn zwischen
; spotsO und spots
(lambda (spots max-profit)
(cond
((empty? spots) max-profit)
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((cons? spots)
(accumulate (rest spots)
(first spots) ... acc ...)))))
(accumulate spotsO 0)))

Das Dumme ist, dass wir auch hier nicht genug Daten haben, um beim rekursiven Aufruf von
accumulate einen neuen Wert fiir max-profit zu berechnen. Grundsitzlich gibt es aber nur
zwei Moglichkeiten:

* Max-profit bleibt, wie es ist.

* Max-profit wird aktualisiert, weil es besser ist, zum Kurs (first spots) zu verkaufen als

zum bisher besten Verkaufskurs.

Wir miissen also herausbekommen, wie hoch der Gewinn wire, wenn wir zum Kurs (first
spots) verkaufen wiirden. Dazu miissten wir den bestmdglichen Kaunfkurs kennen. Dieser Kauf-
kurs ist der minimale Kurs unter den vergangenen Kursen: Dieses Minimum fithren wir als weiteres

Zwischenergebnis mit. Aktualisiert wird dieses Minimum mit der eingebauten Funktion min:

(define max-profit
(lambda (spots0)
(define accumulate
; min-spot ist das Minimum der Elemente zwischen
; spotsO und spots
; max-profit ist der maximale Gewinn zwischen
; spotsO und spots
(lambda (spots min-spot max-profit)
(cond
((empty? spots) max-profit)
((cons? spots)
(accumulate (rest spots)
(min (first spots) min-spot)
S DID))
(accumulate spotsO ... 0)))

Es fehlt noch der richtige Anfangswert fiir min—-spot beim ersten Aufruf von accumulate. Hier
machen wir Gebrauch von der Tatsache, dass spotsO eine nicht-leere Liste ist: Wir kdnnen sie in
erstes Element und Rest aufteilen wie schon bei 1ist-min in Abschnitt[6.8lauf Seite[188lsowie in
Aufgabeauf Seite Das erste Element ist dann das erste Minimum:

(accumulate (rest spotsO) (first spots0) 0)))
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Es fehlt nur noch der aktualisierte Wert fiir max-prof it: Der ist das Maximum aus dem bisherigen
max-profit und dem moglichen Gewinn aus dem Verkauf zum Kurs (first spots).Hierdas

Ergebnis:

(define max-profit
(lambda (spots0)
(define accumulate
; min-spot ist das Minimum der Elemente zwischen
; spotsO und spots
; max-profit ist der maximale Gewinn zwischen
; spotsO und spots
(lambda (spots min-spot max-profit)
(cond
((empty? spots) max-profit)
((cons? spots)
(accumulate (rest spots)
(min (first spots) min-spot)
(max (- (first spots) min-spot)
max-profit))))))
(accumulate (rest spots0) (first spots0) 0)))

Fertig!
AUFGABE 10.4

Die Fibonacci-Folge ist eine Folge natiirlicher Zahlen, die mit o und 1 anfingt. Jede weitere Zahl ist
die Summer der beiden Zahlen davor.

Schreibe eine Funktion, welche fiir eine Zahl n die n-te Zahl aus der Fibonacci-Zahl berechnet.
Schreibe dafiir eine Funktion mit zwei Akkumulatoren.

Wichtig bei dieser Aufgabe: Uberlege Dir vorher, ob Du die Fibonacci-Zahlen mit Papier und
Bleistift ausrechnen wiirdest, indem Du bei o anfingst und hochzihlst oder stattdessen von 7 her-

unterzihlst. Schreibe Deine Funktion entsprechend. O

10.5 KONTEXT UND ENDREKURSION

In diesem Abschnitt werfen wir einen Blick darauf, wie die Auswertung rekursiver Funktionsaufru-
fe funktioniert. Dabei wird ein wichtiger Unterschied zwischen den Funktionen mit Akkumulator

und den «normalen» Funktionen davor sichtbar.



KONTEXT UND ENDREKURSION 299

Als Beispiel betrachten wir ein weiteres Mal 1ist-sum, zunichst in der Version mit Akkumu-
lator aus Abschnittauf Seite Am besten ist, wenn Du Dir selbst im Stepper die Auswertung

von
(list-sum (list 1 2 3 4))
anschaust. Hier sind die wichtigsten Schritte bei der Auswertung:

(list-sum #<list 1 2 3 4>)

< (accumulate #<list 1 2 3 4> 0)

< (accumulate (rest #<list 1 2 3 4>) (+ (first #<list 1 2 3 4>) 0))
— (accumulate #<list 2 3 4> 1)

— (accumulate #<list 3 4> 3)

— (accumulate #<list 4> 6)

— (accumulate #<empty-list> 10)

— 10

Wir haben den Wert des sum-Parameters immer untereinander geschrieben, und man sieht gut, wie
sich das Zwischenergebnis von o schrittweise auf das Endergebnis 10 zubewegt.
Wenn Du das «alte» 1ist-sumin AbschnittE auf SeiteEim Stepper laufen lisst, sicht das

schon optisch ganz anders aus:

(list-sum #<list 1 2 3 4>)

— (+ (first #<list 1 2 3 4>) (list-sum (rest #<list 1 2 3 4>)))
— (+ 1 (list-sum #<list 2 3 4>))

— (+ 1 (+ 2 (list-sum #<list 3 4>))

— (+ 1 (+ 2 (+ 3 (list—sum #<list 4>))))

— (+1 (+ 2 (+ 3 (+ 4 (list-sum #<empty-1list>)))))

— (+1 (+2 (+3 (+40)))

— (+1 (+ 2 (+ 34))

— (+1 (+27))

— (+19)

— 10

Hier sicht man, dass die rekursiven Aufrufe die einzelnen Additionen «aufstauen», und die eigent-
liche Arbeit der Addition erst nach dem letzten rekursiven Aufruf stattfindet. Dieses « Aufstauen»

kommt daher, dass der rekursive Aufrufin der alten Version innerhalb des Aufrufs von + steht:

(+ (first list) (list-sum (rest list)))
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Bei der Version mit Akkumulator ist es genau umgekehrt und der rekursive Aufruf steht um den

Aufruf von + herum:
(accumulate (rest list) (+ (first list) sum))

Wenn der Computer in der alten Version einen rekursiven Aufruf auswertet, muss er sich merken,
dass nach dem rekursiven Aufruf noch eine Addition passieren muss. Entsprechend wird die Kette
von +-Aufrufen bei jedem rekursiven Aufruf linger. Dieser Aufruf von + heif8t der Kontext des
rekursiven Aufrufs — er ist um ihn herumgewickelt.

Bei der Version mit Akkumulator hat der rekursive Aufruf von accumulate keinen Kontext,
dementsprechend staut sich bei der Auswertung und im Stepper da auch nichts auf. Ein rekursiver
Aufruf ohne Kontext heifdt endrekursiv, weil nach dem Aufruf nichts mehr passieren muss, der
Aufruf also «<am Ende» steht.

Der Begrift «Endrekursion» ist etwas ungliicklich: Ob ein Funktionsaufruf einen Kontext hat
oder nicht, hat eigentlich gar nichts damit zu tun, ob er rekursiv ist oder nicht. Im Englischen gibt
es den besseren Begrift tas/ call , der sowohl auf rekursive als auch nicht-rekursive Aufrufe zutrifft.

Dass der Aufruf im alten 1ist-sum nicht endrekursiv ist, legt schon die Schablone fest, in
der das Ergebnis des rekursiven Aufrufs noch mit dem ersten Element der Liste kombiniert werden
muss. Bei der Schablone fiir Funktionen mit Akkumulator ist das nicht so, entsprechend haben die
entstehenden rekursiven Aufrufe auch keinen Kontext.

Die Auswertungsprozesse, die von endrekursiven Aufrufen generiert werden, gehen in einer
geraden Linie voran und heif8en auch #zerative Prozesse. In anderen Programmiersprachen spricht
man auch von Schleifen; viele Programmiererinnen und Programmierer benutzen deshalb den Na-

men loop statt accumulate.

10.6 DAS PHANOMEN DER UMGEDREHTEN LISTE

Von list-sum kennen wir jetzt zwei Varianten: die urspriingliche «normal rekursive» Version
und die iterative. Bei allen Funktionen, die wir bisher auf Listen geschrieben haben, ist es auch
moglich, eine endrekursive Fassung zu schreiben. Die endrekursiven Versionen sind nicht besser.
Im Gegenteil: sie sind ja schwieriger zu schreiben. In diesem Kapitel ist das deshalb nur eine Finger-
tibung. Wir werden aber in Kapitelauf Seitelﬁzeigen, dass wir in vielen anderen Programmier-
sprachen die Listenfunktionen iterativ schreiben mssen. Darum ist es gut, wenn wir das schonmal
gemacht haben.

Bei Funktionen, die Listen als Ergebnis produzieren, ist eine Kleinigkeit zu beachten, wenn

wir sie iterativ schreiben. Wir zeigen, was diese Kleinigkeit ist, anhand einer Funktion, die aus einer
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Liste von ganzen Zahlen die geraden Zahlen extrahiert. Das geht auch, indem wir einfach filter

aufrufen, aber wir programmieren das zur Ubung noch einmal. Kurzbeschreschreibung, Signatur
und Testfall sind wie folgt:

; Aus einer Liste gerade Zahlen extrahieren

(: evens ((list-of integer) -> (list-of integer)))

(check-expect (evens (list 1 2 3 4 5 6))
(list 2 4 6))

Die Schablone gibt folgendes her:

(define evens
(lambda (1istO)
(define accumulate
(lambda (list acc)
(cond
((empty? list) ... acc ...)
((cons? list)
(accumulate (rest list)

(first 1list) ... acc ...)))))
(accumulate 1istO ...)))

Wir miissen uns wieder einen geeigneten Akkumulator tiberlegen: Es bietet sich an, die schon gese-
henen geraden Zahlen aufzusammeln. Wir nennen also den Akkumulator genau wie die Funktion

evens und schreiben eine geeignete Invariante:

(define evens
(lambda (1ist0)
(define accumulate
; evens enthdlt die geraden Zahlen zwischen 1listO und list
(lambda (list evens)
(cond
((empty? list) ... evens ...)
((cons? 1list)
(accumulate (rest list)

(first 1list) ... evens ...)))))
(accumulate 1istO ...)))
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Der erste Wert fiir den Akkumulator muss gemif8 der Invariante empty sein. Ebenfalls gemifS der
Invariante ist evens am Ende das Endergebnis. Auflerdem miissen wir im rekursiven Aufruf von
accumulate noch einen neuen Wert fir evens berechnen: Wir hingen (first 1list) andas

bisherige Zwischenergebnis an, falls es gerade ist:

(define evens
(lambda (1ist0)
(define accumulate
; evens enthdlt die geraden Zahlen zwischen 1listO und list
(lambda (list evens)
(cond
((empty? list) evens)
((cons? list)
(accumulate (rest list)
(if (even? (first list))
(cons (first list) evens)
evens))))))
(accumulate 1istO empty)))

Sieht gut aus, oder? Es gibt allerdings ein kleines Problem: Der Testfall schligt fehl. Die Funktion
liefert #<1list 6 4 2>statt#<list 2 4 6> — die Liste ist verkehrt herum!

Das ist eine natiirliche Konsequenz, wenn eine Liste iterativ erzeugt wird: Bei einem rekursiven
Aufruf, bei dem die Ergebnisliste wichst, wird ja mit cons ein neues Element vorz angehingt, das
erste Element kommt also zuletzt.

Das bedeutet, dass die Invariante zwar richtig, aber unprizise ist: Sie sagt, welche Elemente in

evens drin sind, aber nicht, in welcher Reihenfolge. Wir sollten sie erweitern:

; evens enthdlt die geraden Zahlen zwischen 1istO und list

; in umgekehrter Reihenfolge

(Vielleicht magst Du evens sogar in inverted-evens umbenennen.)

Wir miissen die Funktion natiirlich noch korrigieren. Gliicklicherweise geht das einfach: Wir
rufen einfach einfach am Ende invert auf dem Ergebnis auf, und das Ergebnis passt. Wir miissen
uns keine Sorgen machen, dass dadurch die Funktion wieder quadratisch wird, weil wir invert

nur am Ende aufrufen, nicht bei jedem rekursiven Aufruf.

AUFGABE 10.5

Schreibe eine iterative Variante von concatenate aus Abschnitt|6.6.3 auf Seite Vergleiche sie
mit der Funktion invert-helper auf Seite gibt es eine Gemeinsamkeit? g
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10.7 LISTEN ITERATIV ZUSAMMENFALTEN

Du erinnerst Dich vielleicht: In Abschnitt[9.4]auf Seite[2s7]haben wir die Mutter aller Listenfunk-
tionen geschrieben, 1ist-fold, indem wir aus der Schablone fiir Listenfunktionen eine Funkti-
on gemacht haben. Alle Listenfunktionen, die nach dieser Schablone programmiert sind, konnen
durch einen einfachen Aufruf von 1ist-fold ersetzt werden.

Fir die Funktionen mit Zwischenergebnis gibt es eine andere Schablone, und wir machen in
diesem Abschnitt fiir diese Schablone das gleiche, was 1ist-fold fur die frithere Schablone ge-
macht hat. Diesmal leiten wir die Funktion von vornherein aus der Schablone her und geben ihr
gleich einen Namen, nimlich 1ist-fold-left.

Warum 1ist-fold-left? Wenn Du Dir die Arbeitsweise von 1ist-fold im Stepper an-
schaust, sichst Du, dass sie die Liste von rechts nach links aufrollt. Eine Funktion mit Zwischener-
gebnis arbeitet aber von links nach rechts, darum das -1eft.

Hier ist die Schablone fiir die gewtinschte Funktion aus KonstruktionsanleitungE auf Sei-

te[z9%

(define list-fold-left
(lambda (1istO ...)
(define accumulate
(lambda (list acc)
(cond
((empty? list) ... acc ...)
((cons? list)
(accumulate (rest list)
(first list) ... acc)))))

(accumulate 1istO ...)))

Uberall, wo Ellipsen stehen, missen wir Namen hinschreiben: Das sind insgesamt drei Stellen. Wir
arbeiten uns von hinten nach vorn, zunichst ist der erste Aufruf von accumulate an der Reihe.
Die dortige Ellipse steht fiir den ersten Wert des Akkumulators acc — wir wihlen dafiir den Namen
start-acc und nehmen ihn in die Parameter von 1ist-fold-left auf.

Beim rekursiven Aufruf von accumulate miissen (first list) und acc zum nichsten
Wert fiir den Akkumulator kombiniert werden. Das lassen wir von einer Funktion erledigen, analog
zu for-cons bei 1ist-fold. Schlieflich bleibt noch die Ellipse am Ende im empty?-Zweig, bei
der aus dem letzten Akkumulator das Endergebnis wird. Diesen Ubergang lassen wir ebenfalls von

einer Funktion erledigen, die wir final-acc->result nennen.
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(define list-fold-left
(lambda (listO start-acc next-acc final-acc->result)
(define accumulate
(lambda (list acc)
(cond
((empty? list) (final-acc->result acc))
((cons? list)
(accumulate (rest list)
(next-acc (first list) acc))))))

(accumulate 1istO start-acc)))

Damit kénnen wir die Aufgaben der bisherigen iterativen Funktionen erledigen. Das machen wir

gleich als Testfille. Hier sind invert und 1ist-sum

(check-expect (list-fold-left (list 1 2 3)
empty
cons
(lambda (inverted) inverted))
(1ist 3 2 1))

(check-expect (list-fold-left (list 1 2 3 4 5)
0 +
(lambda (sum) sum))
15)

AUFGABE 10.6

Bilde evens mit einem Aufruf von 1list-fold-1left nach! O

Es fehlt noch eine Signatur fiir 1ist-fold-1left. Wir schreiben wieder auf, was wir wissen, nim-

lich dass 1ist-fold-1left vierstellig und dass 1ist0 eine Liste ist:
(: list-fold-left ((list-of %a) ... ... ... => ...))

Beim ersten Testfall sicht man, dass der Akkumulator nicht die gleiche Signatur haben muss wie

die Listenelemente. Wir benutzen fiir den Akkumulator deshalb eine neue Signaturvariable %acc:

(: list-fold-left ((list-of %a) %acc ... ... => ...))
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%ha fa

Abbildung 10.3: Ablauf von list-fold-left

Wir wissen auflerdem, dass next-acc eine zweistellige und final-acc->result eine einstellige

Funktion ist:

(: list-fold-left
((list-of %a) hacc (... ... => ...) (... => ...) => ...))

Die Argumente vonnext-acc sind ein Listenelement und der vorige Akkumulator, heraus kommt

der nichste Wert fiir den Akkumulator. Wir kénnen also folgendermafien erginzen:
(: list-fold-left

((list-of %a) %acc (%acc %a -> %acc) (... => ...) => ...))
Es bleibt final-acc->result, das als Argument den letzten Akkumulator akzeptiert. Das Er-
gebnis wird zum Endergebnis der Funktion, wofiir wir die Signaturvariable %b wihlen:
(: list-fold-left

((list-of %a) %acc (%acc %a -> %acc) (%hacc -> %b) -> %b))
Abbildungillustriert den Zusammenhang zwischen dem Ablauf von 1ist-fold-left und
der Signatur. Die Verarbeitung liuft sichtlich von links nach rechts.

Abbildungjro.4 zeigt im Gegensatz dazu die Arbeitsweise von 1ist-fold, das von rechts nach

links arbeitet. Zur Erinnerung hier noch einmal die Signatur:

(: 1list-fold (%a (hb %a -> %a) (list-of %b) -> %a))
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Abbildung 10.4: Ablauf von 1ist-fold

ANMERKUNGEN

Bei der Auswertung von Programmen durch den Computer wird fir die Verwaltung von Kontex-
ten Speicherplatz bendtigt: Bei rekursiven Funktionen ohne Akkumulator wéchst dieser Speicher-
platz mit der Gréfle der Argumente. Entsprechend wird prinzipiell kein Speicherplatz benétigt,
wenn kein Kontext anfillt. In den Lehrsprachen wird auch tatsichlich kein Speicherplatz fir end-
rekursive Aufrufe verbraucht. Leider sind viele andere Programmiersprachen nicht so sparsam und

verbrauchen sinnlos Speicherplatz auch fiir endrekursive Aufrufe. Mehr dazu in Kapitel

AUFGABEN

AUFGABE 10.7

Schreibe eine Funktion 1ist-sum+product, die eine Liste von Zahlen akzeptiert und eine zwei-
elementige Liste zurtickgibt, deren erstes Element die Summe der Listenelemente und deren zwei-
tes Element ihr Produkt ist. Schreibe zwei Varianten der Funktion: eine «normal-rekursive» ohne

Akkumulator und eine iterative mit zwei Akkumulatoren.

AUFGABE 10.8

Schreibe eine Version von power2 aus Abschnitt]y.4|auf Seitepo6|mit Akkumulator. Hinweis: Du

kannst die gleiche Invariante wie bei power verwenden.
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AUFGABE 10.9

Identifiziere die Kontexte der Aufrufe der Funktionen namens p in folgenden Ausdriicken:
+ (p (-n 1)) 1)

(p (- n 1) acc)

(x (p (rest 1is)) b)

(+ x2 (@ (-n D) D

(p (- n 1) (x acc n))

(f (p n))

(+ (£ (p n)) 5

(p (f (-n 1)) (*xn (hn)))
(+ (£ (pn)) (hn))

Welche Aufrufe sind endrekursiv beziehungsweise zaz/ calls?

AUFGABE 10:10

Schreibe eine iterative Variante von 1ist-length.

AUFGABE 10.11

Schreibe eine iterative Variante von concatenate.

AUFGABE 1012

Schreibe 1ist-fold-left mit Hilfe von 1ist-fold, indem Du die Eingabeliste umdrehst.
Schreibe umgekehrt 1ist-fold mit Hilfe von 1ist-fold-left! O

AUFGABE 1013

Das Newton-Verfahren dient zur nihrungsweisen Berechnung von Nullstellen. Fiir ein gegebenen

Startwert nihert sich die Iteration

immer niher an eine Nullstelle an.

Programmiere das Newton-Verfahren!
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Hinweis: Die Losung ist fertig, wenn der Funktionswert nahe bei 0 liegt, also kleiner als ei-
ne Toleranz ist. Da das Newton-Verfahren nicht immer eine Losung liefert, programmiere Deine

Funktion so, dass sie nach einer gewissen Anzahl von Schritten automatisch abbricht.
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In diesem Kapitel programmieren wir zum ersten Mal ein vollstindiges, benutzbares Programm,
nimlich ein kleines Videospiel. Daftir brauchen wir zwei Zusitze fiir die Lehrsprache in DrRacket,
die Teachpacks image . rkt und universe.rkt. Ersteres ist fiir das Anzeigen der Grafik zustin-
dig (wir haben es im ersten Kapitel schon einmal benutzt), und universe.rkt ist dafiir da, die
Grafiken zu bewegen und interaktiv zu machen.

Beide Teachpacks kénnen noch viel mehr als in dieses Kapitel passt. Zum Gliick steht im Hil-
fezentrum von DrRacket umfangreiche Dokumentation, allerdings leider derzeit nur auf Englisch:
Fir das image . rkt-Teachpack muss man dort nach 2htdp/image suchen, fir universe.rkt

nach 2htdp/universel|Hier sind direkte Links auf die Dokumentation:

https://docs.racket-lang.org/teachpack/2htdpimage.html
https://docs.racket-lang.org/teachpack/2htdpuniverse.html
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Fir die Grafikprogrammierung mit DrRacket laden wir ein sogenanntes Teachpack, ein kleiner
Sprachzusatz, in diesem Fall mit einer Reihe von Funktionen zur Erzeugung von Bildern. Wir sind
ihm bereits in Abschnittauf Seitebegegnet: Um das Teachpack zu laden, musst Du im Me-
nii Sprache (oder Language in der englischen Ausgabe) den Punkt Teachpack hinzufiigen
(Add teachpack)anwihlen, und im dann erscheinenden Auswahl-Dialog die Datei image . rkt

auswihlen.

1112 EINFACHE BILDER

Im Teachpack image . rkt erzeugen verschiedene Funktionen einfache Bilder. So hat zum Beispiel

die Funktion rectangle folgende Signatur:
(: rectangle (real real mode color -> image))

Dabei sind die ersten beiden Argumente Breite und Héhe eines Rechtecks in Pixeln. Das Argu-
ment mit Signatur mode ist eine Zeichenkette, die entweder "solid" oder "outline" sein muss.

Sie bestimmt, ob das Rechteck als durchgingiger Klotz oder nur als Umriss gezeichnet wird. Das

2htdp bezieht sich auf den Titel des Buchs How to Design Programs in der zweiten Auflage [FFFKiz], fir das
diese Teachpacks urspriinglich entwickelt wurden.


https://docs.racket-lang.org/teachpack/2htdpimage.html
https://docs.racket-lang.org/teachpack/2htdpuniverse.html
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Argument mit der Signatur color ist eine Zeichenkette, die eine Farbe (auf Englisch) bezeichnet,
zum Beispiel "red", "blue", "yellow", "black", "white" oder "gray". Als Ergebnis liefert
rectangle ein Bild, das von der DrRacket-REPL entsprechend angezeigt wird wie andere Werte

auch. Beispiel:

(rectangle 100 30 "outline" "brown")
-]

Als Farbe geht tibrigens auch "transparent", die das Bild durchsichtig beziehungsweise unsicht-
bar macht. (Wozu ist ein unsichtbares Bild gut, fragst Du vielleicht. Zum Beispiel, wenn wir ein

kleineres Bild nicht ganz mittig platzieren wollen — dann kénnen es auf ein transparentes Bild le-

gen.)

Es gibt es noch weitere Funktionen, die geometrische Figuren zeichnen:
(: circle (real mode color -> image))

Die circle-Funktion liefert einen Kreis, wobei das erste Argument den Radius angibt. Die mode-

und color-Argumente sind wie bei rectangle. Beispiel:

(circle 50 "solid" "red")

(: ellipse (real real mode color -> image))

Diese Funktion liefert eine Ellipse, wobei das erste Argument die Breite und das zweite die Hohe

angibt. Beispiel:

(ellipse 50 100 "solid" "green')

%

(: triangle (real mode color -> image))

Diese Funktion liefert ein nach oben zeigendes gleichseitiges Dreieck, wobei das erste Argument

die Seitenlinge angibt. Beispiel:
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(triangle 50 "solid" "gold")
<_>

(: line (real real color -> image))

zeichnet eine Linie. Der Aufruf (1ine w h c¢) liefert ein Bild mit Breite w und Héhe h, in dem
die Linie von der linken oberen in die rechte untere Ecke verlduft. Falls die Linie entlang der anderen
Diagonale verlaufen soll, kannst Du einfach das Vorzeichen von w oder von h umdrehen.

Beispiele:

(1ine 150 100 "blue")

f%
(line -150 100 "blue")

<_>

Wir kénnen auch ein Bild erzeugen, in dem Text steht, und zwar mit der Funktion text, die fol-

gende Signatur hat:
(: text (string real color -> image))
Die Zahl ist die Hohe der Buchstaben. Beispiel:

(text "Schreibe Dein Programm!" 20 "red")
. Schreibe Dein Programm!

Manchmal reichen einfache Rechtecke und Kreise nicht aus und wir wollen komplexere Formen
erzeugen. Eine Mdglichkeit ist die Funktion polygon, die ein n-Eck zeichnet. Sie hat folgende Si-

gnatur:
(: polygon ((list-of (mixed posn pulled-point)) mode color -> image))

Diese Funktion akzeptiert eine Liste von Eckpunkten und die tiblichen mode- und color-Argu-
mente. Ein Eckpunkt muss entweder zur Signatur posn oder zu pulled-point gehéren. Dassind

eingebaute Record-Typen, bei denen posn so definiert sein kénnte:
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(define-record posn
make-posn
posn?
(posn-x real)

(posn-y real))

Dieser Typ definiert also ganz normale kartesische Koordinaten mit X- und Y-Komponente. Hier

ist ein Beispiel fiir ein Polygon mit solchen Eckpunkten:

(polygon (list (make-posn O 0)
(make-posn -20 40)
(make-posn 120 0)
(make-posn -20 -40))
"solid"

I|pluml| )

—

Bei posn-Eckpunkten sind die Kanten also alles gerade Linien. Mit pulled-point-Eckpunkten

ist es moglich, die Kanten zu Kurven zu machen. Auch pulled-point ist ein Record-Typ:

(define-record pulled-point
make-pulled-point
pulled-point?
(pulled-point-1pull real)
(pulled-point-langle real)
(pulled-point-x real)
(pulled-point-y real)
(pulled-point-rpull real)
(pulled-point-rangle real))

Wie posn hatauch pulled-point eine X- und eine Y-Koordinate. Auflerdem gibt es jeweils zwei
«Pull»- und «Angle»-Komponenten, die spezifizieren, wie die Kanten gebogen werden. Abbil-
dung zeigt, wie das funktioniert: Fiir jeden Eckpunke gibt es eine Kante vom vorigen Punkt —
die eingebende Kante — und die Kante zum nichsten Punkt — die ausgehende Kante.
Diepulled-point-langle-Komponente gibtden Winkel an, mit dem die eingehende Kan-
te gebogen wird, die pulled-point-rangle-Komponente den Winkel ist fiir die ausgehende
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1

Abbildung 11.1: Funktionsweise von pulled-point

Kante zustindig. Abbildung[ir.1zeigt, in welche Richtung 1angle und rangle die beiden Kan-
ten von Punkt Nummer 2 biegen: Die eingehende Kante kommt von Punkt 1 her, die ausgehende
Kante geht zu Punkt 3. Die Komponenten pulled-point-1pull und pulled-point-rpull

geben an, wieviel die Kanten verbogen werden auf einer Skala zwischen O und 1.

(polygon (list (make-pulled-point 1/2 0 0 O 1/2 -20)
(make-posn -20 40)
(make-pulled-point 1/2 -20 120 0 1/2 20)
(make-posn -20 -40))
"solid"

"plum" )

<_>

Es ist auch moglich, Bilder-Dateien in image . rkt-Bilder zu verwandeln. Das macht der Menii-
punktBild einfiigenim Spezial-Menii. Alternativ ist es mdglich, Bilder in anderen Applika-
tionen auszuwihlen und zu kopieren und dann in DrRacket einzufiigen. Die eingefiigten Bilder
dienen dann als Literale fiir Bild-Werte. Abbildung zeigt ein Beispiel.

SchliefSlich ermitteln die folgenden Funktionen Breite und Hohe eines Bildes:

(: image-width (image -> natural))

(: image-height (image -> natural))
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Check Syntax @ Step | Run b Stop ™

cket
it (uinn )
(define mike ! )

(define herbert > ‘L)

3 | (beside mike herbert)

Welcome to DrRackel, version 8.1 [cs].
Language: Schreibe Dein Programm! [custom]; memory limit: 500 MB.
Teachpack: image.rkt.

138 44085 MB

Abbildung 11.2: Bilddatei in Programm einbetten

1112 BILDER ZUSAMMENSETZEN UND VERANDERN

Da diese geometrischen Formen fiir sich genommen langweilig sind, konnen wir mehrere Bilder zu
einem zusammensetzen.

Zum Aufeinanderlegen gibt es die Funktion overlay, die ein Bild mittig auf ein anderes Bild

drauflegt. Das Ergebnis ist grof genug, dass beide Bilder hineinpassen. Signatur und Beispiel:

(: overlay (image image -> image))

(overlay
(circle 50 "solid" "gold")
(rectangle 100 100 "solid" "blue"))

A
A 4

Die Funktion overlay/xy erlaubt, das untere Bild gegentiber dem oberen in X- und Y-Richtung
zu verschieben. Signatur und Beispiel:

(: overlay/xy (image real real image -> image))
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(overlay/xy
(circle 50 "solid" "gold")
10 -20
(rectangle 100 100 "solid" "blue"))

(%

Das Beispiel zeigt, das auch overlay/xy das Ergebnisbild gerade so grof§ macht, dass die beiden
Eingabebilder hineinpassen.

Manchmal macht auch overlay/xy nicht das richtige, nimlich wenn einfach nur ein Bild in
eine «Szene» platziert werden soll, zum Beispiel das Giirteltier auf einem Straflenabschnitt. In dem
Fall wollen wir genau wie bei overlay/xy kontrollieren, an welchen Koordinaten das daraufgeleg-
te Bild erscheint, aber das Bild soll nicht gréfler werden, wenn zum Beispiel ein Teil des Giirteltiers
iber den Straflenabschnitt hinausragt. Diese Aufgabe erledigt die Funktion place-iamge, deren

Signatur der von overlay/xy entspricht:
(: place-image (image real real image -> image))

Die beiden Koordinaten werden anders als bei overlay/xy nichtrelativ zur mittigen Anordnung
interpretiert. Stattdessen geben die beiden Koordinaten die Position im zweiten Bild an, wo die

Mitte des ersten Bilds platziert wird, ausgehend von der oberen linken Ecke des ersten Bildes:
(place-image
(circle 50 "solid" "gold")

40 70
(rectangle 100 100 "solid" "blue"))

>

Die Funktion place-image hat noch eine grofle Schwester place-image/align. Wihrend
place-image den Bezugspunkt in der Mitte des ersten Bilds setzt, erlaubt place-image auch

anderee Bezugspunkte. Hier die Signatur:

(: place-image/align (image real real x-place y-place image -> image))
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Die Signaturen x-place und y-place konnten folgendermaflen definiert sein:

(define x-place (signature (enum "left" "right" "center")))

(define y-place (signature (enum "top" "bottom" "center")))

Diese Argumente geben an, ob der Bezugspunkt horizontal am linken oder rechten Rand oder in

der Mitte liegt und vertikal oben, unten oder in der Mitte:

(place-image/align
(circle 20 "solid" '"gold")
40 70 "left" "center"
(rectangle 100 100 "solid" "blue"))

(place-image/align
(circle 20 "solid" "gold")
40 70 "right" "center"
(rectangle 100 100 "solid" "blue"))

(place-image/align
(circle 20 "solid" "gold")
40 70 "center" '"center"
(rectangle 100 100 "solid" "blue"))

(place-image/align
(circle 20 "solid" "gold")
40 70 "center" "top"
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(rectangle 100 100 "solid" "blue"))

(place-image/align
(circle 20 "solid" "gold")
40 70 "center" "bottom"
(rectangle 100 100 "solid" "blue"))

;)

Die folgenden Funktionen above und beside kennst Du vielleicht noch aus dem ersten Kapitel

auf Seite Sie setzten zwei Bilder tibereinander respektive nebeneinander:

(: above (image image -> image))

(: beside (image image -> image))

Manchmal sieht ein Bild gut aus, ist aber zu klein oder zu grof geraten. Die Funktion scale kann

es grof8er oder kleiner machen. Signatur:
(: scale (real image -> image))
Beispiel:

(define ¢ (circle 20 "solid" "green"))
(beside (scale 0.5 c)

C

(scale 1 ¢)
(scale 1.5 ¢)
(scale 2 c¢)
(scale 3 c))
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1.2 MODELLE UND ANSICHTEN

videospiele/dillo-world.rkt Code

In unserem Videospiel geht es um Giirteltiere auf dem texanischen Highway. Vielleicht erinnerst

Du Dich, wir sind ihnen schon in Abschnitt auf Seitebegegnet:

; Ein Girteltier hat folgende Eigenschaften:
; - Gewicht (in g)
; — lebendig oder tot
(define-record dillo
make-dillo
dillo?
(dillo-weight natural)

(dillo-alive? boolean))

(: make-dillo (natural boolean —> dillo))
(: dillo-weight (dillo -> natural))
(: dillo-alive? (dillo -> boolean))

(define dillol (make-dillo 55000 #t)) ; 55 kg, lebendig
(define dillo2 (make-dillo 58000 #f)) ; 58 kg, tot
(define dillo3 (make-dillo 60000 #t)) ; 60 kg, lebendig
(define dillo4 (make-dillo 63000 #f)) ; 63 kg, tot

; Glirteltier iiberfahren
(: run-over-dillo (dillo -> dillo))

(define run-over-dillo
(lambda (dillo)
(make-dillo (dillo-weight dillo)
#£)))

Die Datendefinition mit dem zugehérigen Code hilt zwar einige Eigenschaften von Giirteltieren
fest, fur ein Videospiel fehlt aber eine grafische Darstellung. Eine solche Reprisentation mit zuge-
hérigen Operationen heifit in der Softwararchitektur auch Modell oder auch Domdnenlogik, und
bei groferen Softwaresystemen ist es eine gute Idee, das Modell von der grafischen Darstellung zu

trennen, damit das Modell stabil bleiben kann, auch wenn die grafische Darstellung geidndert wird.


https://raw.githubusercontent.com/deinprogramm/schreibe-dein-programm/master/videospiele/dillo-world.rkt
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IUFER=EY
[t 4
‘ L S S S S S N S S >

o do--30-Ho—o-—fo- 70 Fp Ip

Abbildung 11.3: Umriss eines Glirteltiers

Die grafische Darstellung eines Modells nennen wir dessen Anszcht (auf englisch View). Wenn
wir uns also mit Giirteltieren als Modell fiir ein Videospiel beschiftigen, miissen wir daraus eine
Ansicht in Form eines Bildes berechnen.

Wir warnen Dich schonmal vor: Der grafische Gestaltung in diesem Kapitel fehlt es an Finesse.
Wir hoffen, Du kannst sie verbessern!

Die folgende Funktion macht aus einem dillo-Wert ein Bild:

; Girteltier-Bild erzeugen

(: dillo-image (dillo -> image))

Als Basis daftir machen wir erstmal ein Bild mit dem Kérper des Giirteltiers. Zu diesem Zweck
haben wir in Abbildungzunichst von Hand eine Zeichnung mit dem Umiriss des Giirteltiers in
ein Koordinatensystem gezeichnet und die Punkte markiert, an denen sich die Richtung des Strichs
abrupt dndert — also quasi die Ecken. Diese Ecken haben wir durchnummeriert und daraus haben

wir dieses Polygon gemacht:

(define dillo-body
(overlay/xy (polygon
(list (make-pulled-point 0.3 30

5 (- 60 5)

0.2 5)
(make-pulled-point 0.4 20

20 (- 60 32)

0.5 -70)
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(make-pulled-point 0.5 120

90 (- 60 22)
0.2 -30)
(make-pulled-point 0.5 90
60 (- 60 10)
0.5 90)
(make-pulled-point 0 O
90 (- 60 22)
0.2 -30)
(make-pulled-point 0 O
55 (- 60 20)
0.3 -30)
(make-pulled-point 0 O
29 (- 60 17)
0.5 20))
"solid"
"brown")
0 -30

(rectangle 100 60

"solid" "transparent")))

Du siehst, da haben wir ganz schén viel herumprobiert, bis es einigermafien aussah, insbesondere
bei den Zahlen fiir die pulled-points. Immerhin haben wir die Koordinaten aus der Zeichnung
direkt tibertragen, dabei ist uns aber aufgefallen, dass die Koordinaten in der Mathematik von unten
nach oben, im Teachpack aber von oben nach unten laufen. Darum steht da zum Beispiel (- 60
5) fiir die Y-Koordinate s, weil der obere Rand der Zeichnung bei 6o liegt.

Auflerdem ist das Giirteltier vor allem nach oben und rechts nach auflen gewélbt. DrRacket
schneidet das Polygon bei der Anzeige ab, weswegen wir es mit overlay/xy noch auf einen trans-

parenten Hintergrund montiert haben. So sieht das Ergebnis aus:

dillo-body

-

Jetzt wollen wir ja nicht jedes Giirteltier genau gleich darstellen, sondern wir wollen dessen Eigen-
schaften bei der Darstellung berticksichtigen. Dafiir schreiben wir die Funktion dillo-image,

von der wir ja schon Kurzbeschreibung und Signatur geschen haben. Hier ist das Geriist mit der
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Schablone fiir zusammengesetzte Daten als Eingabe:

(define dillo-image
(lambda (dillo)

(dillo-weight dillo)
(dillo-alive? dillo)
c))

Wir sollten also noch berticksichtigen, wieviel das Giirteltier wiegt und aufierdem, ob es noch lebt.

Das Gewicht berticksichtigen wir, indem wir das Giirteltier grofler oder kleiner machen:

(define dillo-image
(lambda (dillo)
(scale (+ 1
(/ (- (dillo-weight dillo) 50000)
15000))
dillo-body)

(dillo-alive? dillo)
..2))

Den Faktor bei scale haben wir durch Probieren ermittelt. Aber (dillo-alive? dillo) steht

noch da — wir bauen das ein, indem wir einem toten Giirteltier «tote Augen» ins Gesicht setzen:

(define dillo-image
(lambda (dillo)
(scale (+ 1
(/ (- (dillo-weight dillo) 50000)
15000) )
(if (dillo-alive? dillo)

dillo-body

(overlay/xy dead-eyes
-25 -25
dillo-body)))))

(define dead-eyes
(overlay (line 10 10 '"green")
(line -10 10 "green")))
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Abbildung 11.4: Girteltiere auf der StraBe

1.3 DEN HIGHWAY MODELLIEREN

Ein Girteltier allein macht noch kein Videospiel: Wir setzen gleich mehrere Giirteltiere auf die
Strafle und - natiirlich - {iberfahren sie dann. Das sicht dann so aus wie in Abbildung Das Auto
bewegt sich auf der Strafie und kann entweder auf die linke oder rechte Straflenseite wechseln, wo
es dann gegebenfalls tiber Giirteltiere fihrt. Oben links steht ein Punktestand — wieviele Giirteltiere
schon vom lebenden Zustand in den toten tiberfiithrt wurden.
Damit wir das alles darstellen konnen, miissen fiir alles Datendefinition schreiben, was auf dem

Bild der Strafle zu sehen sind:

* die Position des Autos

* die Positionen der Giirteltiere zusammen mit ihren Zustinden

* der Punktestand
Fur diese Aspekte des Spiels entwickeln wir Datendefinitionen. Man sieht schon, dass «Positio-
nen» eine wichtige Rolle spielen, sowohl fiir das Auto als auch fiir die Giirteltiere. In dem Bild
kann man sehen, dass dazu gehort, auf welcher Seite der Straf3e sich etwas aufhilt und bei welchem

«Straflenmeter». Hier sind Datendefinitionen fiir die Straflenseite und die Position heraus:

; Strafenseite
(define side

(signature (enum "left" "right")))
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; Eine Position auf der Strafle besteht aus:
; — StraBenmeter (Abstand vom Straflenanfang in Meter)
; — Seite
(define-record position
make-position
position?
(position-m-from-start real)

(position-side side))

Als nichstes miissen wir die Idee «Positionen der Giirteltiere zusammen mit ihren Zustinden» in
eine Datendefinition umwandeln. Wir machen das erstmal fiir ein einzelnes Giirteltier und nennen
das Konzept «Giirteltier auf der Strafle»:

; Ein Girteltier auf der Strafle hat folgende Eigenschaften:
; — Glrteltier-Zustand
; — Position auf der Strafe
(define-record dillo-on-road
make-dillo-on-road
dillo-on-road?
(dillo-on-road-state dillo)

(dillo-on-road-position position))

1.4 STRASSENANSICHTEN

Jetzt wo wir die Welt modelliert haben kénnen wir sie auch auf den Bildschirm bringen. Wir fan-
gen erstmal mit den einfachen und offensichtlichen Elementen an: der Strafle Strafie, inklusive der
Markierung auf dem Mittelstreifen und deme Auto. Die Girteltiere haben wir ja schon.

Damit wir einigermaflen realistisch iiber die Proportionen von allem nachdenken kénnen,
messen wir alles in Metern ab und wandeln zwischen Metern und Pixeln hin und her. Auf un-

serem Bildschirm sicht ein Verhiltnis von im:100 Pixel gut aus. Diese Funktionen konvertieren hin
und her:

; Meter in Pixel umwandeln

(: meters->pixels (real -> real))
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(define meters->pixels
(lambda (meters)
(* meters 100)))

; Pixel in Meter umwandeln

(: pixels->meters (real -> real))

(define pixels->meters
(lambda (pixels)
(/ pixels 100)))

Die Straf3e selbst ist nur ein schwarzes Rechteck, das ist einfach. Schwieriger sind die Straflenmar-
kierungen, also abwechselnd ein weiffer und ein schwarzer Streifen. Damit das realistisch aussieht,

definieeren wir erst einmal die Linge der Markierungen und die der Liicken:

(define marking-height 2) ; Hohe der Streifen
(define gap-height 1) ; Hoéhe der Liicken

Die Markierungen und die Liicken miissen wir abwechseln aneinanderkleben. Wie oft fragst Du?
Nun, der texanische Highway ist unendlich lang, das wire schwierig. Aber wir zeigen ja nur einen
Ausschnitt, und darum machen wir nur soviele Streifen, wie in den Ausschnitt passen. Wieviele das
sind, hingt von der Héhe des Ausschnitts ab. Wir kénnten natiirlich von Hand nachzihlen, das
wiirde aber bedeuten, dass wir uns frithzeitig auf die Hohe des Ausschnitts festlegen miissten. Um
das zu vermeiden, schreiben wir erst einmal eine Funktion, die als Eingabe die Anzahl der Streifen

akzeptiert. Wir folgen der Schablone fiir Funktionen auf natiirlichen Zahlen:

; Straflenmarkierung mit bestimmter Anzahl von Streifen malen

(: markings (natural -> image))

(define markings
(lambda (n)
(cond

((zero? n) empty-image)

((positive? n)

(above (rectangle (meters->pixels .20)
(meters->pixels marking-height)
"solid"

"white")
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(rectangle (meters->pixels .20)
(meters->pixels gap-height)
"solid"
"black")

(markings (- n 1)))))))

Hier jetzt die tatsichliche Hohe des StrafSenabschnitts:
(define road-window-height 12) ; Hoéhe des Straflenausschnitts

Die Idee ist, dass Du spiter nur diese eine Definition dndern musst, falls Dir die Ausschnittshohe
nicht passt, und sich dann alles andere automatisch anpasst.

Um die Anzahl der ndtigen Markierungen zu berechnen, teilen wir die Hohe des StrafSenaus-
schnitts durch die Linge einer Markierung plus Liicke. Zur Sicherheit addieren wir noch eins drauf:
Die Division kénnte nicht ganz aufgehen. Auflerdem wird méglicherweise am Ende nur ein Teil

eines Streifens zu sehen sein, auch dafiir ist es gut, wenn im Zweifelsfall einer mehr da ist.

; Anzahl der ndétigen Markierungen
(define marking-count
(+ 1
(quotient road-window-height

(+ marking-height gap-height))))
Aus der Zahl machen wir schlieSlich das Bild der Streifen:

; sichtbare Markierungen
(define visible-markings

(markings marking-count))

Zur Erinnerung: Die Funktion quotient haben wir auf Seite eingefiihrt, sie teilt ganzzahlig.
Nun kénnen wir das Bild des Straflenausschnitts zusammensetzen. Wir brauchen neben der

Hohe auch noch die Breite und machen erstmal eine leere Szene nur aus schwarzem Asphalt:

; in Meter

(define road-width 5)

(define blank-road-window
(empty-scene (meters->pixels road-width)
(meters->pixels road-window-height)
"black"))
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Wie Mittelstreifen auf dem Stralenausschnitt platziert werden, hingt davon ab, an welchem Stra-
fenmeter sich der Bildausschnitt befindet. Wir schreiben also eine Funktion, welche die Straflen-

meter akzeptiert und ein passendes Bild liefert:

; Straflenausschnitt anzeigen

(: road-window (real -> image))

Wir benutzen place-image/align (siehe Seite @, um die Mittelstreifen auf den Asphalt zu

setzen:

(define road-window
(lambda (meters)
(place-image/align visible-markings

blank-road-window)))
Wir setzen zunichst den Bezugspunkt beim Mittelstreifen nach oben in die Mitte:

(define road-window
(lambda (meters)
(place-image/align visible-markings

"Center” Htopll

blank-road-window)))

In X-Richtung muss der Mittelstreifen in die Mitte, da kénnen wir einfach die Breite der Strafie
halbieren.

Bei der Y-Koordinate ist es schwieriger: Die hingt von den StrafSenmetern ab. Die Straflenmeter
sind aber (aufler ganz am Anfang) mehr als der Ausschnitt hoch beziehungsweise das Mittelstrei-
fenbild lang ist. Das Mittelstreifenbild wiederholt sich aber immer, wenn ein Streifen plus Liicke

vorbeigezogen ist. Wir rechnen also die Anzahl der Pixel dafiir aus:

(define marking-segment-pixels

(meters->pixels (+ marking-height gap-height)))

Durch diese Zahl teilen wir und nehmen den Divisionsrest, um die Y-Position zu bekommen. Das

heif$t nicht ganz — der Divisionsrest ist immer positiv, und damit ist der Mittelstreifen zu weit unten:
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Wir ziehen das Bild noch um einen Streifen nach oben, indem wir marking-segment-pixels

abziehen. Das kommt dabei heraus:

(define road-window
(lambda (meters)
(place-image/align visible-markings

(/ (image-width blank-road-window) 2)

(- (remainder (meters->pixels meters)
marking-segment-pixels)

marking-segment-pixels)
"center" "top"

blank-road-window)))

AUFGABE 1111

Probiere road-window aus. Entferne die Substraktion von marking-segment-pixels und

untersucht, wie sich das auswirkt! O

11.5 BEWEGTE BILDER MIT UNIVERSE.RKT

Bisher haben wir nur statische, langweilige Bilder. Es ist Zeit, sie in Bewegung zu setzen. Dafiir brau-
chen wir ein weiteres Teachpack namens universe.rkt. Um es zu aktivieren, musst Du noch-
mal ins Sprache/Language-Menii und dort auf Teachpack hinzufiigen/Add Teachpack
driicken und in dem dann auftauchenden Dialog auf universe.rkt und schlieSlich auf OK
driicken.

Zumuniverse.rkt-Teachpack gehort eine Funktion namens animate. Was sie macht, ver-

deutlicht am einfachsten ein Beispiel, dass Du in die REPL eintippen kannst:

(animate
(lambda (ticks)
(place-image/align (circle 5 "solid" "red")
100 ticks '"center" "top"
(square 200 "solid" "black"))))

AUFGABE 11.2

Probier es aus! O
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Dussichst einen kleinen roten Kreis sich in einem quadratischen Bild von oben nach unten bewegen.
Die neue Funktion animate akzeptiert eine Funktion mit einer Eingabe names ticks, die

ein Bild produziert:
(: animate ((natural -> image) -> natural))

Animate ruft die Funktion 28mal in der Sekunde auf und zeigt die entstehenden Bilder hinter-
einander als Animation an. Dabei ibergibt animate als ticks eine natiirliche Zahl, die bei Null
anfingt, und jedesmal um eins grofer wird: Sie misst also die Zeit, in sogenannten Tizcks.

Wir benutzen jetzt animate, um das Bild des StrafSenausschnitts in Bewegung zu setzen —
s0, dass das Wagen genau in der Mitte ist. Wir legen zuerst fest, wie schnell der Wagen fihrt. Wir
haben uns fiir ein recht gemichliches Tempo entschieden, damit wir auch wirklich alle Giirteltiere

erwischen:

; Meter pro Tick

(define meters-per-tick 0.1)
Diese Funktion ist so einfach, dass sich ausnahmsweise separates Testen nicht lohnt:

; Ticks in Meter umwandeln

(: ticks—>meters (natural -> rational))

(define ticks->meters
(lambda (ticks)

(* meters-per-tick ticks)))
Damit schreiben wir Funktion, die aus Ticks Stralenmeter macht und road-window aufruft:

; Straflenausschnitt zu Zeitpunkt anzeigen

(: road-window-at-ticks (natural -> image))

(define road-window-at-ticks
(lambda (ticks)

(road-window (ticks->meters ticks))))
also folgendes ausprobieren:

(animate road-window-at-ticks)

AUFGABE 11.3

Schreibe eine andere Funktion Deiner Wahl mit der fiir animate passenden Signatur und probiere

animate damit aus! O
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116 AUTOS UND GURTELTIERE AUF DEM HIGHWAY

Die Strafie ist fertig, als nichstes ist das Auto dran. Wir fangen mit einem Rad an:

; Rad
(define wheel
(rectangle (meters->pixels 0.2) (meters->pixels .5)

"outline" "white"))

Als nichstes setzen wir zwei Rider zu einem Bild zusammen, das dann links und rechts von der

Karosserie platziert werden:

; Zwei Rader auf einer Seite des Autos
(define wheels-on-one-side
(above wheel
(rectangle 0 (meters->pixels 1.2) "solid" "black")
wheel))

; Breite des Autos
(define car-width 1.5)
; Lange des Autos

(define car-length 3.0)

; Bild des Autos
(define car
(beside
wheels-on-one-side
(rectangle (meters->pixels car-width) (meters->pixels car-length)
"solid" "blue")

wheels-on-one-side))

SchliefSlich miissen wir Auto und Giirteltiere auf der Strafle platzieren. Bei der Funktion dafiir ist
klar, dass ein Bild herauskommen soll. Als Eingaben stehen schon einmal fest:

* das Bild, das auf der Strafe platziert werden soll

* die Position des Bildes
Wir benétigen aulerdem noch:

* die Zeit, weil sie bestimmt, welcher Ausschnitt der Strafle angezeigt wird

* das Bild der Strafie
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Letzteres tiberrascht Dich vielleicht. Ist das Bild der Strafle nicht immer das gleiche? Nein, ist es
nicht! Zunichst einmal ist die Position des Mittelstreifens je nach Zeit immer unterschiedlich. Au-
erdem wollen wir ja nicht nur ein Bild auf der Straf8e platzieren, sondern viele. Dafiir futtern wir
das Ergebnis der Funktion wieder in die Funktion hinein, um ein weiteres Bild zu platzieren.

Kurzbeschreibung, Signatur und Gerist sehen entsprechend aus wie folgt:

; Bild auf der Strafie platzieren

(: place-image-on-road (image natural image position -> image))

(define place-image-on-road
(lambda (road-image ticks image position)

ce))

Da es sich bei position um zusammengesetzte Daten handelt, stehen in der Schablone Aufrufe

der Selektoren:

(define place-image-on-road

(lambda (road-image ticks image position)

(position-m-from-start position)
(position-side position)

c))

Wir miissen jetzt die Pixelkoordinaten des Bildes relativ zum StrafSenausschnitt berechnen. Bei der
X-Koordinate ist das verhiltnismifig einfach. Wir legen eine Variable pixels-from-left an, die
sich aus (position-side position)) ergibt, was schon in der Schablone steht. Die Seite ist

relativ zum Mittelstreifen, fiir dessen X-Koordinate wir ebenfalls eine Zwischenvariable anlegen:

; X-Koordinate der Mitte der Strafle, in Pixeln

(define middle-pixels (/ (image-width road-image) 2))
Daraus ergibt sich pixels-from-left so:

; X-Koordinate des Mittelpunkts des Bilds
(define pixels-from-left
(cond
((string=7 (position-side position) "left")
(* middle-pixels 0.5)) ; Mitte der linken Spur
((string=7 (position-side position) "right")
(* middle-pixels 1.5)))) ; Mitte der rechten Spur
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Als nichstes brauchen wir die Y-Koordinate, da ist es etwas komplizierter: Wir benétigen die Y-
Koordinate von image relativ zum unteren Rand des Bildes. (Oder des oberen, das geht auch.)

Das wire folgender Ausdruck:

(- (position-m-from-start position)

(ticks->meters ticks))

Diese Koordinate ist noch in Metern, die miissen wir noch in Pixel umrechnen. Auflerdem miis-
sen wir berticksichtigen, dass die Pixel-Koordinaten von oben nach unten laufen, die Straffenmeter
aber von unten nach oben — wir ziehen also diese Zahl von der Hohe des Bildes ab. Damit kdnnen
wir wieder einmal place-image/align (siehe Seite[1s) bemithen, um das Bild auf die Strafle zu

setzen. Die Funktion sieht vollstindig so aus:

(define place-image-on-road
(lambda (road-image ticks image position)
; X-Koordinate der Mitte der Strafe, in Pixeln

(define middle-pixels (/ (image-width road-image) 2))

; X-Koordinate des Mittelpunkts des Bilds
(define pixels-from-left
(cond
((string=7 (position-side position) "left")
(* middle-pixels 0.5)) ; Mitte der linken Spur
((string=7 (position-side position) "right")
(* middle-pixels 1.5)))) ; Mitte der rechten Spur

(place-image/align
image
pixels-from-left
(- (image-height road-image)
(meters->pixels (- (position-m-from-start position)
(ticks—->meters ticks))))
"center" "center"

road-image)))

Die Funktion ist kompliziert genug, dass wir sie testen sollten. Einen check-expect-Test vorab
zu konstruieren ist schier unmdéglich, aber wir kdnnen die Funktion zumindest in der REPL aus-

probieren, am einfachsten bei 0 Ticks, also am Anfang des Spiels:
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(place-image-on-road (road-window 0) O car (make-position O "left"))

L‘%

Daist noch ein Problem! Das Auto ist am unteren Rand und nur zur Hilfte zu sehen, wir wollen es
aber gern in der Mitte. Wir miissen also noch die Hilfte der Hohe des StrafSenabschnitts abziehen,

entsprechend den Aufruf von place-image/align korrigieren:

(place-image/align
image
pixels-from-left
(- (image-height road-image)
(meters->pixels (+ (- (position-m-from-start position)
(ticks->meters ticks))
(/ road-window-height 2))))
"center" "center"
road-image)
Jetzt ist alles bei 0 in der Mitte!
Diese Funktion kénnen wir jetzt benutzen, um zunichst das Autobild auf dem Stralenab-
schnitt zu platzieren:

; Auto auf die Strafle setzen

(: place-car-on-road (natural position image -> image))

(define place-car-on-road
(lambda (ticks car-position road-image)
(place-image-on-road road-image
ticks

car car-position)))

AUFGABE 11.4

Konstruiere auf Basis von place-car-on-road eine Funktion, die Du an animate iibergeben

kannst und probiere sie aus! O

Ahnlich machen wir das fiir das Giirteltier-Bild. Die notigen Angaben, zu Position und Zustand

des Giirteltiers zichen wir aus dem dillo-on-road-Record:
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; Ein Tier auf die Strafle malen

(: place-dillo-on-road (natural dillo-on-road image -> image))

(define place-dillo-on-road
(lambda (ticks dillo-on-road road-image)
(place-image-on-road road-image
ticks
(dillo-image
(dillo-on-road-state dillo-on-road))

(dillo-on-road-position dillo-on-road))))

Jetzt gibt es ja auf der Strafle nicht nur ein Giirteltier sondern viele, die als Liste im world-Record

stecken. Dafiir brauchen wir eine Funktion mit folgender Kurzbeschreibung und Signatur:

; Alle Tiere auf die Strafle malen
(: place-dillos-on-road

(natural (list-of dillo-on-road) image -> image))

Wir kénnten das nach Konstruktionsanleitung fir Listen programmieren. Einfacher ist aber, die
universelle Funktion fold zu benutzen. (Siehe Abschnitt|o.4|auf Seite|257]) Das sieht so aus:

(define place-dillos-on-road
(lambda (ticks dillos-on-road road-image)
(fold road-image
(lambda (dillo-on-road image)

(place-dillo-on-road ticks dillo-on-road image))
dillos-on-road)))

Neben Auto und Giirteltieren fehlt noch die Punktzahl oben links in der Ecke:

; Punktzahl anzeigen

(: place-score (natural image -> image))

(define place-score
(lambda (score image)
(place-image/align
(text (number->string score) 100 "blue")
0 0 "left" "top"
image)))
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11.7  DIE WELT EIN HIGHWAY

Es wird Zeit, dass wir alles zusammensetzen zu einem Spiel, das sich bewegt und dass auf Knopf-
druck reagiert. Das universe . rkt-Teachpack fordert, dass wir eine Datendefinition erstellen, in

der der gesamte Zustand des Spiels stecks. In Abschnitt auf Seitehatten wir schon folgende
Aspekte aufgelistet:

* die Position des Autos

* die Positionen der Giirteltiere zusammen mit ihren Zustinden

* der Punktestand
Wir wissen, dass uns das universe . rkt-Teachpack spiter die Zeit als Ticks liefern wird: Daraus
kénnen wir die Straflenmeter der Position des Autors berechnen. Nur noch die Seite miissen wir

explizit reprisentieren. Es entsteht also folgende etwas angepasste Datendefinition:

; Die Welt des Spiels besteht aus:
; — Ticks seit Spielanfang
; — Seite, auf der das Auto fahrt
; — Tiere auf der Strafle
; — Punktzahl
(define-record world
make-world
world?
(world-ticks natural)
(world-car-side side)
(world-dillos-on-road (list-of dillo-on-road))

(world-score natural))
Hier ein Beispiel dafiir:

; Vier Gilirteltiere auf der Strafle
(define dillos-on-road
(l1ist (make-dillo-on-road dillol (make-position 20 "left"))
(make-dillo-on-road dillo2 (make-position 26 "right"))
(make-dillo-on-road dillo3 (make-position 30 "left"))
(make-dillo-on-road dillo4 (make-position 42 "left"))))

; Welt am Anfang, Auto steht links
(define initial-world
(make-world 0 "left" dillos-on-road 0))
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Wir werden fiir place-car-on-road die Position des Autos als position-Record bendtigen,
die noch nicht direkt im world-Record vorhanden ist. Die Seite steht immerhin schon da. Die
Straffenmeter berechnen wir aus den Ticks. Die Funktion dafiir hat Kurzbeschreibung, Signatur

und Testfille wie folgt:

; Position des Autos

(: world-car-position (world -> position))

(check-expect (world-car-position (make-world O "left" empty 0))
(make-position 0 "left"))

(check-expect (world-car-position (make-world 100 "right" empty 0))
(make-position (ticks->meters 100) "right"))

Die Schablone fiir die Funktion berticksichtigt, dass es sich sowohl bei Ein- als auch bei der Ausgabe

jeweils um zusammengesetzte Daten handelt:

(define world-car-position
(lambda (world)

(make-position ... ...)

(world-ticks world)
(world-car-side world)
(world-dillos-on-road world)
(world-score world)

c))

Nur die ersten beiden Felder von world sind relevant fiir die Position des Autos — Giirteltiere und
Punktzahl sind sichtlich nicht relevant. Fiir die Position brauchen wir die Strallenmeter, die wir aus

den Ticks mit Hilfe von ticks->meters berechnen kdonnen:

(define world-car-position
(lambda (world)
(make-position (ticks->meters (world-ticks world))

(world-car-side world))))

Jetzt haben wir endlich alle Funktionen, die wir benétigen, um die ganze Welt anzuzeigen. Wir
missen sie nur kombinieren, um alles in einem world-Record als Straflenabschnitt anzuzeigen:
; Spiel anzeigen

(: world->image (world -> image))
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(define world->image
(lambda (world)
(define ticks (world-ticks world))
(place-score
(world-score world)
(place-car-on-road
ticks
(world-car-position world)
(place-dillos-on-road
ticks
(world-dillos-on-road world)
(road-window ticks))))))

Du kannst jetzt natiirlich (world->image initial-world) ausprobieren, aber da ist nur der
antingliche, leere Straflenabschnitt zu sehen.

Besser wird es mit animate. Dafiir brauchen wir eine Funktion mit Signatur (natural ->
image). Da wir schon world->image mit der Signatur (world -> image) haben, brauchen
wir noch eine Funktion mit Signatur (natural -> world), die einen passenden world-Wert

erzeugt:

; Statische Welt zu einem bestimmten Zeitpunkt darstellen
(: world-at-ticks (matural -> world))

(define world-at-ticks
(lambda (ticks)
(make-world ticks "left" dillos-on-road 0)))

Nun kénnen wir animate mit einer Kombination aus den beiden aufrufen:
(animate (lambda (ticks) (world->image (world-at-ticks ticks))))

Da sieht man die Strafle vorbeiziehen, und schliefflich tauchen auch Giirteltiere auf. Aber das Auto

ist links festgeklebt und die Grteltiere sterben auch nicht, wenn das Auto driiberfihrt.

11.8  UBERFAHREN KONKRET

Was fehlt noch, damit aus dem world-Record alle Aspekte des Spiels berechnet werden kénnen,

mithin der texanische Highway simuliert:
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1. Wir miissen feststellen ob das Auto die Position eines Giirteltiers beriithrt und dieses damit

iiberfihrt.

2. Wir misssen zihlen, wieviele Tiere vo einem gegebenen Zeitpunkt vom Auto touchiert, mithin

iberfahren werden, damit wir die Punktzahl entsprechend erhéhen kénnen.

3. Schliellich miissen wir alle Tiere iberfahren, deren Position unter das Auto gerit.

Diese Liste arbeiten wir in diesem Abschnitt ab.

Beriihrung eines Giirteltiers| Als nichstes auf der Liste von Seite[336 miissen wir feststellen, ob

das Auto die Position eines Giirteltiers beriihrt. Hier Kurzbeschreibung und Signatur dafiir:

; Beriihrt das Auto eine Position?

(: car-on-position? (position position -> boolean))

Das Auto bertihrt eine Position, wenn die Position auf der gleichen Strafenseite nah dran ist. Hier

die Testfille dazu:

(check-expect (car-on-position?

#£)

(check-expect (car-on-position?

#t)

(check-expect (car-on-position?

#t)

(check-expect (car-on-position?

#t)

Fir die Schablone haben wir es bei beiden Eingaben mit zusammengesetzten Daten zu tun:

(define car-on-position?

(make-position

(make-position

(make-position

(make-position

(make-position

(make-position

(make-position

(make-position

(lambda (car-position position)

(position-side car-position)

(position-side position)

(position-m-from-start car-position)

(position-m-from-start position)

ce))

10
10

10
10

11
10

10
11

"left")
"right"))

"le:ft")
"left”))

"left”)
"eft" ))

"left")
llleftll))
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Die beiden Strafienseiten miissen gleich sein. Bei den Straflenmetern der beiden Positionen ist rele-
vant, dass die StrafSenmeter des Autos genau in der Mitte des Autos sind — die Position darf nicht
mehr als die Hilfte davon entfernt sein. Um den Vergleich zu erleichtern, egal ob die Position vor
oder hinter dem Mittelpunkt ist, benutzen wir die eingebaute Funktion abs. Diese Funktion be-
rechnet den Absolutbetrag einer Zahl: Sie macht aus negativen Zahlen die entsprechenden positiven

Zahlen:

(abs 5)
— 5
(abs -5)
— 5

Hier die fertige Funktion:

(define car-on-position?
(lambda (car-position position)
(and (string=7 (position-side car-position)
(position-side position))
(<= (abs (- (position-m-from-start car-position)
(position-m-from-start position)))
(/ car-length 2)))))

Wieviele Tiere sind gerade unter dem Auto?| Als nichstes schreiben wir eine Funktion, welche
die Tiere unter dem Auto zihlt, damit wir die Punktzahl entsprechend erhdhen kénnen. Genauer
gesagt zihlen wir nur die lebendigen Gurteltiere: Fiir das nochmalige Uberfahren eines toten Giir-

teltiers gibt es keinen Punkt. Hier Kurzbeschreibung und Signatur:

; Wieviele Tiere werden vom Auto berihrt?
(: live-dillos-under-car-count

(position (list-of dillo-on-road) -> natural))

Fir den Test sollten wir in der Eingabe sowohl lebendige als auch tote Giirteltiere unterbringen,

ebenso wie solche, die unter dem Auto liegen, und solche, die weiter weg sind:

(check-expect
(live-dillos-under-car-count
(make-position 10 "left")
(1ist (make-dillo-on-road dillol (make-position 10 "left"))
(make-dillo-on-road dillo2 (make-position 10 "right"))
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(make-dillo-on-road dillo2 (make-position 11 "left"))

(make-dillo-on-road dillol (make-position 9 "left"))

(make-dillo-on-road dillol (make-position 12 "left"))))
2)

Der Test zihlt das erste und das vorletzte Giirteltier.

Fiir die Definition kénnten wir die Schablone fiir Funktionen auf Listen heranziehen. Da es
aber darum geht, aus einer Liste einige Elemente auszuwihlen, die einem bestimmten Kriterium
entsprechen, kénnen wir auch die Funktion filter von Seitebenutzen, die eingebaute Version
von extract-1ist.Damitextrahieren wir die zu zihlenden Giirteltiere. Die miissen wir nur noch
mit der ebenfalls eingebauten Funktion length zihlen. (Length ist die eingebaute Version von
list-length, siche Seite[i78])

(define live-dillos-under-car-count
(lambda (car-position dillos-on-road)
(length
(filter (lambda (dillo-on-road)
(and (car-on-position?
car—-position
(dillo-on-road-position dillo-on-road))
(dillo-alive?
(dillo-on-road-state dillo-on-road))))
dillos-on-road))))

Giirteltiere tatsachlich iiberfahren| Als letzter Arbeitsauftrag bleibt noch, die Giirteltiere, die
vom Auto touchiert werden, vom lebenden in den toten Zustand zu iiberfiihren. Die Funktion
akzeptiertwielive-dillos-under-car-count die Position des Autos und die Giirteltiere und

liefert eine Liste von aktualisierten Giirteltier-Zustinden:

; Alle Tiere iberfahren, die das Auto beriihrt
(: run-over-dillos-on-road

(position (list-of dillo-on-road) -> (list-of dillo-on-road)))

Beim Testen gibt es jede Menge tote Giirteltiere, darum definieren wir den dazugehdrigen Zustand

zwecks Wiederverwendung:

(define dead-dillol (run-over-dillo dillol))
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(check-expect
(run-over-dillos-on-road

(make-position 10 "left")

(list (make-dillo-on-road dillol (make-position 10 "left"))
(make-dillo-on-road dillol (make-position 10 "right"))
(make-dillo-on-road dillol (make-position 11 "left"))
(make-dillo-on-road dillol (make-position 9 "left"))
(make-dillo-on-road dillol (make-position 12 "left"))))

(list (make-dillo-on-road dead-dillol (make-position 10 "left"))
(make-dillo-on-road dillol (make-position 10 "right"))
(make-dillo-on-road dead-dillol (make-position 11 "left"))
(make-dillo-on-road dead-dillol (make-position 9 "left"))
(make-dillo-on-road dillol (make-position 12 "left"))))

Die Funktion wendet also eine Operation auf jedes Element der Liste an und gibt uns die Ergeb-
nisse in einer Liste zurtick: Daftir kénnen wir wieder eine Higher-Order-Funktion aus Kapitel

verwenden, nimlich map, die eingebaute Version von 1ist-map, siche Seite

(define run-over-dillos-on-road
(lambda (car-position dillos-on-road)
(map (lambda (dillo-on-road)
)
dillos-on-road)))

Bei dem Argument der 1ambda-Funktion handelt es sich um zusammengesetzte Daten. Es kom-

men also Selektoraufrufe in die Schablone:

(define run-over-dillos-on-road
(lambda (car-position dillos-on-road)
(map (lambda (dillo-on-road)

(dillo-on-road-position dillo-on-road)
(dillo-on-road-state dillo-on-road)
»)
dillos-on-road)))

Die Giirteltiere fallen in zwei Klassen: Die, die vom Auto gerade touchiert werden, und alle anderen.

Wir kénnen die Funktion car-on-position? benutzen, um eine binire Verzweigung zu bilden:
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(define run-over-dillos-on-road
(lambda (car-position dillos-on-road)
(map (lambda (dillo-on-road)
(if (car-on-position?
car-position

(dillo-on-road-position dillo-on-road))

(dillo-on-road-position dillo-on-road)
(dillo-on-road-state dillo-on-road)
»)
dillos-on-road)))

Im ersten Fall sollten wir das Giirteltier {iberfahren, das machen wir mit run-over-dillo. Im

anderen Fall gebenwir dillo-on-road unverletzt zuriick:

(define run-over-dillos-on-road
(lambda (car-position dillos-on-road)
(map (lambda (dillo-on-road)
(if (car-on-position?
car-position
(dillo-on-road-position dillo-on-road))
(make-dillo-on-road
(run-over-dillo (dillo-on-road-state dillo-on-road))
(dillo-on-road-position dillo-on-road))
dillo-on-road))
dillos-on-road)))

AUFGABE 11.5

Was ist die Konsequenz, wenn auch das Uberfahren toter Giirteltiere Punkte geben wiirde? Versu-

che, das hier schon einmal durch reines Nachdenken zu kliren und probiere es spiter aus! O

1.9 REAKTIVE ANIMATION

An diesem Punkt haben wir alle Grundaspekte des Spiels durch Funktionen beschrieben. Wir miis-

sen sie noch zu einem Spiel zusammensetzen. Das sollte dann insbesondere auch auf Tastendriicke



342 REAKTIVE ANIMATION

reagieren. Fiir solche reaktiven Animationen brauchen wir noch Unterstiitzung vom Teachpack
universe.rkt, das dafiir extea ein neues Programmiersprachene-Element mitbringt, das heifSt

big-bang. Es startet das Spiel und hat folgende Form:
(big-bang world clause ...)

Der erste Operand world ist die Welt am Anfang des Spiels, danach kommen einige Klauseln, die
beschreiben, was das Spiel machen soll, wenn bestimmte Sachen passieren. Das kann sein:

* cine Taste auf der Tastatur wird gedriickt

* cine Taste auf der Tastur wird losgelassen

* die Maus wird bewegt oder eine Maustaste wird gedriickt
Auflerdem gibt es eine Klausel, die festlegt, wie aus der Welt ein Bild generiert wird. Die sieht so

aus:
(to-draw function)

... und die Funktion muss die Signatur (world -> image) erfiillen. Damit reicht gerade so aus,

um big-bang ein erstes Mal auszuprobieren:

(big-bang initial-world

(to-draw world->image))

Da wird immerhin die Welt am Anfang angezeigt, die sich aber noch nicht bewegt. Dafiir konnte

sie auf Tastendruck reagieren, das geht mit einer Klausel folgender Form:
(on-key function)

Diese Funktion muss folgende Signatur haben:

(world string -> world)

Sie wird immer dann aufgerufen, wenn eine Taste gedriickt wird — und zwar mit der Welt vor dem
Tastendruck und einer Zeichenkette, die er Taste entspricht. Also zum Beispiel "a" fiir die A-Taste,

"+" fiir die +-Taste undsoweiter. Fiir die «Sondertasten» sieht das so aus:

"left" Linkspfeil
"right" Rechtspfeil
"up" Obenpfeil
"down" Untenpfeil

"shift" linke Shift-Taste
"rshift" | rechte Shift-Taste

Fir unser Spiel brauchen wir nur die Links- und Rechts-Pfeiltasten, die das Auto auf die linke oder

rechte Straflenseite beférdern. Wir brauchen also eine Funktion mit folgender Signatur:
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; Auf Tastendruck reagieren

(: react-to-key (world string -> world))
Wir testen beide Pfeiltasten — alle anderen Tasten sollten die Welt unverindert lassen:

(check-expect
(react-to-key (make-world 12 "right" dillos-on-road 5) "left")
(make-world 12 "left" dillos-on-road 5))

(check-expect
(react-to-key (make-world 12 "left" dillos-on-road 5) "right")
(make-world 12 "right" dillos-on-road 5))

(check-expect
(react-to-key (make-world 12 "left" dillos-on-road 5) "a")
(make-world 12 "left" dillos-on-road 5))

Hier das Geriist:

(define react-to-key
(lambda (world key)
o))

Bei key handelt es sich effektiv um eine Aufzihlung: links, rechts, alles andere. Die Schablone sicht

also so aus:

(define react-to-key
(lambda (world key)
(cond
((string=7 key "left") ...)
((string=7 key "right") ...)
(else ...0)))

Auflerdem steuern die Konstruktionsanleitungen Schablonen fiir zusammengesetzte Daten als Ein-

und als Ausgabe bei:

(define react-to-key
(lambda (world key)
(cond
((string=7 key "left")
(make-world ... ... ... ...))
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((string=7 key "right")
(make-world ... ... ... ...))
(else ...))

(world-ticks world)
(world-car-side world)
(world-dillos-on-road world)

(world-score-road world)

co))

Bei Links- und Rechtspfeil dndert sich jeweils nur die Seite des Autos. Bei allen anderen Tasten

indert sich nichts:

(define react-to-key
(lambda (world key)
(cond
((string=7 key "left")
(make-world (world-ticks world)
"left"
(world-dillos-on-road world)
(world-score world)))
((string=7 key "right")
(make-world (world-ticks world)
"right"
(world-dillos-on-road world)
(world-score world)))
(else world))))

Damit kénnen wir den big-bang-Aufruf erweitern:

(big-bang initial-world
(to-draw world->image)
(on-key react-to-key))

Die Strafle steht zwar immer noch permanent auf Anfang, aber wir kénnen mit den Pfeiltasten das
Auto nach links und rechts bewegen.
Dass die Strafle sich bewegt, hatten wir schonmal, aber da haben wir animate benutzt. Bei

big-bang funktioniert das ein wenig anders, da gibt es eine Klausel dieser Form:

(on-tick function)
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Die Funktion bei on-tick wird immer aufgerufen, wenn ein Tick verstreicht, und muss die fol-

gende Signatur haben:
(world -> world)

Das heif3t, das die Funktion nicht wie bei animate die Anzahl der Ticks geliefert bekommt sondern

selbst zihlen muss. Wir fangen mal an, eine solche Funktion zu schreiben:

; Wie veréandert sich die Welt, wenn ein Tick Zeit vergeht?

(: next-world (world -> world))

Geriist und Schablone nutzen aus, dass sowohl Ein- als auch Ausgabe zusammengesetzte Daten

sind:

(define next-world
(lambda (world)
(make-world ... ... ... ...)

(world-ticks world)
(world-car-side world)
(world-dillos-on-road world)
(world-score world)

ce))

Wir schreiben erst einmal eine ganz einfache Funktion, bei der nur die Zeit vergeht:

(define next-world
(lambda (world)

(make-world (+ 1 (world-ticks world))
(world-car-side world)
(world-dillos-on-road world)
(world-score world))))

Die Funktion binden wir jetzt in den big-bang-Ausdruck ein:
(big-bang initial-world
(to-draw world->image)

(on-tick next-world)

(on-key react-to-key))

Das sieht schon besser aus: Die StrafSe bewegt sich, und man kann das Auto nach links und rechts
steuern. Aber Giberfahrene Giirteltiere sterben noch nicht, und die Punktzahl geht frustrierender-

weise auch noch nicht hoch. Das liegt daran, dass wir die beiden dafiir zustindigen Funktionen —
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run-over-dillos-on-roadund live-dillos-under-car-count — noch nichteingesetzt

haben. Das holen wir nach:

(define next-world
(lambda (world)

(define car-position (world-car-position world))

(define dillos-on-road (world-dillos-on-road world))

(make-world (+ 1 (world-ticks world))
(world-car-side world)
(run-over-dillos-on-road car-position dillos-on-road)
(+ (live-dillos-under-car-count

car-position dillos-on-road)
(world-score world)))))

Voila, viel Spafl beim Giirteltiere-tiberfahren!

AUFGABE 11.6

Andere das Spiel so, dass auch das Uberfahren toter Giirteltiere Punkte gibt! Ist das sinnvoll? [

Hier sind noch einige weitere niitzliche Klauseln fiir big-bang fiir anspruchsvollere Spiele:
(on-mouse function)

Die Funktion function wird immer dan aufgerufen, wenn die Maus bedient wird — also wenn sie

bewegt wird, oder wenn ein Knopf gedriickt wird. Sie muss folgende Signatur haben:
(world integer integer mouse-event -> world)

Die beiden integer-Argumente sind die X- und Y-Koordinaten der Mausposition. Die Signatur

mouse-event ist folgendermafien definiert:

(define mouse-event
(signature

(enum "button-down" "button-up" "drag" "move" "enter" "leave")))
Die einzelnen Fille haben folgende Bedeutungen:
"button-down"  Der Maus-Knopf wurde gedriicke.

"button-up" Der Maus-Knopf wurde losgelassen.

"drag" Die Maus wird gezogen, bewegt sich also mit gedriicktem Knopf.
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"move" Die Maus wurde bewegt.
"enter" Der Maus-Cursor wurde ins universe . rkt-Fenster bewegt.
"leave" Der Maus-Cursor wurde aus dem universe . rkt-Fenster herausbewegt.
Es gibt eine weitere coole Klausel namens on-pad:
(on-pad function)
Wenn die spezifiziert ist, wird ein «Game-Pad» angezeigt, das so aussicht:
~0
Cl
D e €
In der Signatur der Funktion entsprechen die pad-event-Werte den Tasten auf dem Pad:
(world pad-event -> world)
(define pad-event
(signature
(enum ||left|| llrightu ||up|| ||d0wn|| ||w|| ”S” ||a|| ||d|| n n
"shift" "rshift")))
AUFGABE 11.7
Erweitere den Aufruf von big-bang so, dass man das Spiel auch mit dem Pad spielen kann!  [J

AUFGABEN

AUFGABE 11.8

Mache das Giirteltier-Spiel besser!

AUFGABE 11.9

Schreibe ein Telespiel Deiner Wahl.






12 BAUME

Biume sind eine Form von Daten, die (wie Listen) besonders oft in der Informatik vorkommt.
Oft ergeben sich baumf6rmige Datendefinitionen aus der Problemstellung. Wenn wir tiber diese
Datendefinitionen abstrahieren, entsteht eine universell verwendbare Form von Daten, der Bindr-
baum. Diese Bindrbdume sind dhnlich vielseitig wie Listen und erlauben uns auflerdem, Daten so

in Baumen zu organisieren, dass wir sie schnell wiederfinden kénnen.

121  STAMMBAUME

‘ baeume/family-tree.rkt Code

Die Idee, den Baum als Metapher fiir eine bestimmte Form von Daten zu benutzen, findet sich
bereits in der Bibel, die Worter wie «Baumstumpf>» und «Spross» benutzt, um Abstammmung
zu beschreiben. Erste bildliche Darstellungen von Stammbéiumen sind aus diesen Beschreibungen
ab dem 11. Jahrhundert abgeleitet worden. In Stammbdumen sind in der Regel fiir eine Person ihr

Name sowie Verbindungen zu den beiden Eltern vermerkt. Das fithrt zu folgender Datendefinition:

; Eine Person hat folgende Eigenschaften:
; — Name

; — Elternteil #1

; — Elternteil #2

Diese Definition lisst offen, um was fiir Daten es sich bei den beiden Elternteilen handelt. Natiirlich
sind es auch Personen, aber wenn wir in einem Stammbaum weit genug nach oben gehen, sind
diese irgendwann unbekannt: Jeder konkrete Stammbaum endet irgendwo. Wir brauchen also auch

noch eine Reprisentation fiir einen «unbekannten Elternteil» ohne (bekannte) Eigenschaften:

; Ein unbekannter Elternteil hat keine Eigenschaften
(define-record unknown-parent
make-unknown-parent

unknown-parent?)
Daraus entsteht eine Datendefinition fiir «Elternteil»:

; Ein Elternteil ist eins der folgenden:
; — eine Person

; — ein unbekannter Elternteil
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Diese — und die Datendefinition fiir «Person» — kénnen wir nun in Code iibersetzen:

(define-record person
make-person
person?
(person-name string)
(person-parent-1 parent)

(person-parent-2 parent))

(define parent
(signature

(mixed person unknown-parent)))
Fir das unbekannte Elternteil stellen wir gleich mal einen Wert her:
(define an-unknown-parent (make-unknown-parent))
Hier ein kleiner Stammbaum als Beispiel:

(define slash
(make-person "Slash"

(make-person "Ola Hudson"
an-unknown-parent
an-unknown-parent)

(make-person "Anthony Hudson"
an-unknown-parent
an-unknown-parent)))

(define london-hudson
(make-person "London Hudson"

slash

(make-person "Perla Ferrar"
an-unknown-parent

an-unknown-parent)))

Wir schreiben nun eine Funktion, die feststellen soll, ob jemand der Vorfahr einer Person ist, so

etwa:

; Ist jemand Vorfahr:in einer Person?

(: ancestor? (string person -> boolean))
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(check-expect (ancestor? "Slash" london-hudson) #t)

(check-expect (ancestor? "Ax1" london-hudson) #f)
Die Schablone fiir diese Funktion sicht folgendermafien aus:

(define ancestor?

(lambda (name person)

(person-name person)
(person-parent-1 person)
(person-parent-2 person)

ce))

‘Was kénnen wir mit diesen Bestandteilen anfangen? Den Namen der Person kénnten wir mit dem

gesuchten Namen vergleichen — wenn ja, handelt es sich um einen Vorfahren:

(define ancestor?
(lambda (name person)
(if (string=7 name (person-name person))
#t
)
(person-parent-1 person)
(person-parent-2 person)

o))

Bei (person-parent-1 person) und (person-parent-2 person) handeltes sich um ge-
mischte Daten. Wir konnten die nétige Verzweigung direkt in ancestor? einbauen. Genauso
kénnen wir eine separate Funktion schreiben, welche die Frage beantwortet, ob ein Elternteil Vor-
fahr ist. Da es zwei Elternteile gibt, lohnt sich tendenziell eine solche separate Funktion mit Kurz-

beschreibung und Signatur wie folgt:

; Ist jemand Vorfahr:in eines Elternteils?

(: parent-ancestor? (string parent -> boolean))

Diese Funktion schreiben wir im Anschluss. Aber ihre Signatur ist genug, um die Schablone von

ancestor? weiter auszuftillen. Wir tiberpriifen, ob Elternteil Nr. 1 oder Nr. 2 Vorfahr ist:

(define ancestor?
(lambda (name person)
(if (string=7 name (person-name person))
#t
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(if (or (parent-ancestor? name (person-parent-1 person))

(parent-ancestor? name (person-parent-2 person)))
#t

#£))))

Diese Funktion ist schon korrekt, aber sie kénnte noch etwas eleganter sein. Der zweite if-Ausdruck
liefert #t, falls die Bedingung #t und #£, falls die Bedingung #£ liefert: Es kommt also immer das

Ergebnis der Bedingung heraus. Das ist eine allgemein anwendbare Regel:

(if b #t #£f) = b
Wir konnen ancestor? also verkiirzen auf:

(define ancestor?
(lambda (name person)
(if (string=7 name (person-name person))
#t
(or (parent-ancestor? name (person-parent-1 person))

(parent-ancestor? name (person-parent-2 person))))))

Auch den verbleibenden if-Ausdruck kénnen wir noch loswerden, weil er #t ergibt, wenn die

Bedingung #t ergibt oder wenn der or-Ausdruck #t liefert. Wir konnen deshalb die Funktion mit
einem grof§en or schreiben:

(define ancestor?
(lambda (name person)
(or (string=7 name (person-name person))
(parent-ancestor? name (person-parent-1 person))

(parent-ancestor? name (person-parent-2 person)))))

Notwendig war diese Vereinfachung nicht, aber schoner sieht das Resultat schon aus, finden wir!

Es fehlt noch die Hilfsfunktion parent-ancestor?. Hier sind ein paar Tests:

(check-expect (parent-ancestor? "Slash" london-hudson) #t)
(check-expect (parent-ancestor? "Ax1l" london-hudson) #f)

(check-expect (parent-ancestor? "Slash" an-unknown-parent) #f)
Geriist und Schablone ergeben sich — wie immer — aus der Datendefinition von parent:

(define parent-ancestor?
(lambda (name parent)

(cond
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((person? parent) ...)

((unknown-parent? parent) ...))))

Fiir den ersten Fall kénnen wir ancestor? benutzen, im zweiten Fall konnen wir mit #f antwor-

ten:

(define parent-ancestor?
(lambda (name parent)
(cond
((person? parent) (ancestor? name parent))
((unknown-parent? parent) #f))))

Fertig!

AUFGABE 121

Andere die Funktion ancestor? dahingehend, dass eine Person nicht ihr eigener Vorfahr ist. Ach-

te darauf, dass ansonsten die Funktion noch richtig arbeitet! Wird die Funktion einfacher? O

12.2 BINARBAUME

baeume/binary-tree.rkt Code

Wir schauen uns nochmal die Record-Defininiton von person an:

(define-record person
make-person
person?
(person-name string)
(person-parent-1 parent)

(person-parent-2 parent))
Vielleicht erinnert Dich das an eine Record-Definition aus Kapitel

(define-record confluence
make-confluence
confluence?
(confluence-location string)
(confluence-main-stem river)

(confluence-tributary river))
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Die Struktur ist bei beiden Definitionen gleich. Insbesondere enthalten beide Definitionen jeweils

zwei Selbstreferenzen. Bei person ist die Selbstreferenz auf parent, das so definiert ist:

(define parent
(signature

(mixed person unknown-parent)))
Bei confluence ist die Selbstreferenz auf river:

(define river

(signature (mixed creek confluence)))
Die jeweils anderen Fille von parent und person unterscheiden sich leicht:

(define-record unknown-parent
make-unknown-parent

unknown-parent?)

(define-record creek
make-creek
creek?

(creek-origin string))

In beiden steckt selbst aber keine Selbstreferenz mehr. Beide Datendefinitionen bilden baumartige
Strukturen ab: Ein person- oder confluence-Record bildet einen Ast, der zweifach verzweigt.
Ein Baum endet jeweils bei unknown-parent- oder creek-Records. Weil die «inneren» Aste im-
mer zweifach verzweigen, handelt es sich in beiden Fillen um Bindrbiume.

Uber diese beiden Sitze von Definitionen kdnnen wir abstrahieren. Fangen wir mit person
und confluence an. Der gingige Name fiir die Verzweigungen innerhalb eines Binirbaums ist
Knoten oder innerer Knoten, auf Englisch node. Wir brauchen auflerdem einen Namen fir die
«Namensdaten», die bei beiden noch dabei sind. Ublich ist Markierung, auf Englisch label. Die

Signatur fiir den Selbstbezug nennen wir einfach tree:

(define-record node
make-node node?
(node-label string)
(node-left-branch tree)
(node-right-branch tree))

Das Wort «branch» heiflt wortlich @ibersetzt «Zweig», wir verwenden aber die Begriffe «linker

Teilbaum>» und «rechter Teilbaum>, was im Deutschen iiblicher ist.
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Bei der Definition fiir tree brauchen wir noch einen Namen fiir die Werte an den Rindern

des Baums — genannt Bldtter, auf Englisch leaf.

(define tree

(signature (mixed leaf node)))

Es fehlt noch die Definition von leaf. Hier ist es nicht ganz so einfach, weil creek noch einen
Namen enthilt, unknown-parent aber nicht. Wir miissen also tiber beide abstrahieren. Einen

Namen haben wir ja schon — 1eaf - es fehlt noch das 1ambda:

(define tree-of
(lambda (leaf)

(signature (mixed leaf node))))

Das zieht noch eine weitere Anderung nachssich, weil tree jain der Definition vonnode verwendet

wird. Wir misssen da entsprechend den 1eaf-Parameter mit durchziehen:

(define-record (node-of leaf)
make-node node?
(node-label string)
(node-left-branch (tree-of leaf))
(node-right-branch (tree-of leaf)))

Die Notation fur die Abstraktion der Record-Signatur mit den Extra-Klammern um (node-of
leaf) haben wir bisher erst einmal gesehen, bei der Definition von cons-1ist-of in Abschnitt/6.

auf Seite

Wir kénnten an dieser Stelle fertig sein. Wir nehmen aber noch eine Verallgemeinerung vor:

[2]

Wie wir sehen werden, missen die Markierungen in Biumen nicht unbedingt Zeichenketten sein —
wir werden da noch andere Arten von Werten ablegen wollen. Darum abstrahieren wir auch tiber

die Signatur der Markierungen noch. Auflerdem reichen wir noch die Datendefinitionen nach:

; Ein Knoten besteht aus

; — Markierung

; — linken Ast

; — rechter Ast

(define-record (node-of leaf label)
make-node node?
(node-label label)
(node-left-branch (tree-of leaf label))
(node-right-branch (tree-of leaf label)))
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Abbildung 124: Beispielbaume

; Ein Bindrbaum ist entweder ein Blatt oder ein Knoten
(define tree-of
(lambda (leaf label)
(signature (mixed leaf (node-of leaf label)))))

Das nun ist die Definition eines Bindrbaums in Reinform. Hier sind zwei Beispiele, bei denen wir

einfach den Wert #£ als Blatt verwendet haben:

(: treel (tree-of false number))

(define treel (make-node 3 (make-node 4 #f (make-node 7 #f #f)) #f))
(: tree2 (tree-of false number))

(define tree2 (make-node 17 (make-node 3 #f treel) #f))

Hier ist noch ein weiteres Beispiel, bei dem die Blitter Zahlen sind und die Markierungen Zeichen-

ketten

(: tree3 (tree-of number string))
(define tree3 (make-node "Ax1"
(make-node "Slash" 17
(make-node "Duff" 14 23))
12))

Abbildung stellt die drei Biume treel, tree2 und tree3 grafisch dar. Dort hat jeder Baum

erkennbar einen «obersten» Knoten, die sogenannte /Wurzel — ein Begriff, der im Zusammenhang
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mit Bdumen hiufig verwendet wird. Bei dem Begriff muss immer mitgesagt werden, wovon die Wur-
zel gemeint ist. So ist treel ein Teil von tree2. Entsprechend steckt die Wurzel von treel (der
Knoten mit der 3) auch in tree2 drin, aber die Wurzel von tree?2 ist eben der Knoten mit der 17.
Mit der Wurzel hingt auch der Begrift Pfad zusammen: Der Pfad eines Knotens oder Blattes
ist die Liste der Knoten von der Wurzel zu diesem Knoten oder Blatt. Der Pfad der 14 in tree3 in
Abbildungbesteht zum Beispiel aus den Knoten Axl, Slash und Duft.
Wir kénnen tree-of benutzen, um die Definitionen von river und confluence zu ver-

einfachen:

(define river (tree-of creek string))

(define river? node?)

(define make-confluence make-node)

(define confluence-location node-label)
(define confluence-main-stem node-left-branch)

(define confluence-tributary node-right-branch)

AUFGABE 12.2

Definiere person mit Hilfe von tree-of! O

Auf Biumen kann man alle méglichen Sachen berechnen. Ein Beispiel ist die 77efe, also die ma-
ximale Anzahl Knoten auf dem Weg zu einem Blatt. (Manchmal heif$t diese Grofle auch die Hobe

eines Baums.) Fiir die Tiefe des Baums sind die Signaturen der Blatter und Markierungen egal:

; Tiefe eines Baums berechnen

(: depth ((tree-of Jleaf Jlabel) -> natural))
Hier sind zwei Testfille:

(check-expect (depth treel) 3)
(check-expect (depth tree2) 5)

Bei treel sind es die Knoten mit den Markierunen 3, 4 und 7, die den maximal langen Weg zu
einem Blatt bilden. Bei tree2 sind es 17, 3, 3, 4, 7.

Es geht wieder los mit der Konstruktionsanleitung. Wir brauchen die Schablone fiir gemischte
Daten als Eingabe. Da die Datendefinition fiir Bindrbdume zwei Fille hat, brauchen wir ein cond
mit zwei Zweigen. Beim ersten kénnen wir Bedingungen mit node? bilden. Die Blitter haben kein
festes Pridikat, aber das sind einfach alle Biume, die keine Knoten sind — wir kdnnen also statt einer

Bedingung else schreiben:



358 BINARBAUME

(define depth
(lambda (tree)
(cond
((node? tree) ...)
(else ... 0N

In den Knoten stecken zwei Selbstbeziige, wir brauchen also zwei rekursive Aufrufe:

(define depth
(lambda (tree)
(cond

((node? tree)

(depth (node-left-branch tree))
(depth (node-right-branch tree))
S

(else ...0))

Fir die Tiefe zihlt nur der Weg mit der maximalen Anzahl von Knoten. Auflerdem miissen wir den

Knoten in tree noch mitzihlen. Blitter zihlen iberhaupt nicht:

(define depth
(lambda (tree)
(cond
((node? tree)
+1
(max (depth (node-left-branch tree))
(depth (node-right-branch tree)))))
(else 0))))

Fertig!

AUFGABE 12.3

Schreibe eine Funktion, die alle Knoten eines Baums zihlt! O

AUFGABE 12.4

Schreibe eine Funktion, die fiir einen Baum eine Liste aller Blitter des Baums liefert! O
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12.3 BAUME FUR’S SUCHEN

Viele Probleme bei der Programmierung sind «Suchprobleme»: Einen Namen, eine Telefonum-
mer, eine Bestellnummer aus einer Liste heraussuchen. Darum geht es in diesem Abschnitt und wir
fangen damit an, dass wir das Wort «Liste» wortlich nehmen und eine Funktion wie folgt schrei-

ben:

; ist Wert Element einer Liste?
(: member? (%a (list-of %a) -> boolean))

Wir haben eine Signaturvariable verwendet, weil es sich bei den Listenelementen mal um Zahlen,

mal um Zeichenketten, mal um etwas anderes handeln kann. Hier sind ein paar Testfille:

(check-expect (member? 5 empty) #f)

(check-expect (member? 2 (list 1 2 3)) #t)

(check-expect (member? "Slash" (list "Ax1" "Slash")) #t)
(check-expect (member? "Buckethead" (1list "Ax1" "Slash")) #f)

Hier Geriist und Schablone fiir Funktionen auf Listen:

(define member?
(lambda (element 1list)
(cond
((empty? list) ...)
((cons? list)

(first list)
(member? element (rest list))

..0)))

Bei der leeren Liste kann die Funktion nur #f zuriickgeben. Bei der Cons-Liste legt die Schablone
nahe, dass die Funktion erst einmal prifen sollte, ob (first 1ist) das gesucht Element ist.

Klingt einfach, oder? Aber wie priifen wir das? Wir kdnnten das hier hinschreiben:
(= element (first list))

... aber das wiirde die Funktion auf Zahlen beschrinken, weil = nur auf Zahlen funktioniert. Fiir die
beiden Testfille mit Zeichenketten miissten wir string=7 verwenden. Wir miissen also member?
tiber = respektive string=7 abstrahieren, noch bevor die Funktion tiberhaupt fertig ist. Wir brau-

chen wie immer einen weiteren Parameter und nennen ihn equals?:
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(define member?
(lambda (equals? element list)
(cond
((empty? list) ...)

((cons? 1list)

(first 1list)
(member? equals? element (rest list))

D))

(Aufpassen: Der rekursive Aufruf muss — wie immer — auch durch den neuen Parameter erweitert
werden.)
Jetzt kénnen wir den Vergleich mit Hilfe von equals? durchfiihren und diesen mit einer

bindren Verzweigung verarbeiten:

(define member?
(lambda (equals? element list)
(cond
((empty? list) #f)
((cons? list)
(if (equals? element (first list))
#t

(member? equals? element (rest list)))))))

Signatur und Testfille haben von dem neuen Parameter noch nichts mitbekommen. Die equals?-
Funktion akzeptiert zwei Listenelemente und liefert ein boolesches Ergebnis. Da die Listenelemente

die Signatur %a haben, sieht die Signaturdeklaration fiir member? so aus:
(: member? ((%a %a —> boolean) %a (list-of %a) -> boolean))

Bei den Testfillen missen wir jeweils noch die richtige Vergleichsfunktion tibergeben. Das ist = fiir

Zahlen und equals? fiir Zeichenketten.

(check-expect (member? = 5 empty) #f)

(check-expect (member? = 2 (list 1 2 3)) #t)

(check-expect (member? string=7 "Slash" (list "Ax1" "Slash")) #t)
(check-expect (member? string=? "Buckethead" (1list "Ax1" "Slash")) #f)

Fertig!
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Allerdings hat member? einen Nachteil: Bei kurzen Listen oder wenn das gesuchte Element
am Anfang der Liste steht, wird member? ziemlich schnell fertig. Aber stell Dir vor, die Liste hat
ein paar Millionen Elemente und das gesuchte Element ist am Ende. Oder gar nicht drin: Dann

muss member? die gesamte Liste abklappern.

AUFGABE 12.5

Schreibe mit Hilfe von member? eine Funktion, die von zwei Listen alle Elemente liefert, die in

beiden Listen stehen. Wie lange braucht diese Funktion im ungiinstigsten Fall? O

Kann ein Programm irgendwie schneller herausfinden, ob ein Wert Element einer Menge ist oder
nicht? In der Tat ist das méglich, aber nicht mit Listen: Wir brauchen eine andere Struktur, um das

/M\O
/\ N
VANANNANYAN

Abbildung 12.2: Sortierter Baum iiber Buchstaben

Schau Dir mal Abbildung an. In diesem Baum musst Du nicht alle Elemente anschau-
en, um ein bestimmtes Element zu finden. Das liegt daran, dass die Buchstaben in dem Baum auf
bestimmte Art nach dem Alphabet sortiert sind:

Die Wurzel mit der Markierung M hat zwei Teilbiume — die Markierungen des linken Teil-
baums liegen allesamt vor M im Alphabet, alle Markierungen des rechten Teilbaums nach M. Wenn
Du also nach einem Buchstaben suchst — nehmen wir mal D — dann weif$t Du, wenn Du die Wur-
zel mit M siehst, dass D im linken Teilbaum von M — mit der Markierung B und von da aus im
rechten Teilbaum von B stehen muss. Die Knoten A, O, N, R kannst Du ignorieren.

Die Suche braucht also hchstens so viele Schritte wie der Baum tief ist. Das ist schonmal bes-

ser, als in der Liste zu suchen, wo wir potenziell alle Elemente anschauen miissen.



362 BAUME FUR'S SUCHEN

Programmieren wir das also!

Wir fangen mit einem sortierten Baum tiber reellen Zahlen an. (Reelle Zahlen deshalb, weil wir
sie einfach mit = und < vergleichen kénnen. Wir verallgemeinern das spiter.) Die Zahlen kleben als
Markierungen an den Knoten. An den Blittern steht nichts relevantes, wir benutzen deshalb immer

#£. Entsprechend sehen Kurzbeschreibung und Signatur so aus:

; Ist eine Zahl in einem sortierten Baum vorhanden?

(: tree-member? (real (tree-of false real) -> boolean))

Die Signatur false ist neu: Sie beschreibt nur den Wert #£. Entsprechend gibt es natiirlich auch
eine Signatur true fir #t.

Hier ein Beispielbaum und einige Tests, die ihn benutzen:

(define treed
(make-node 5
(make-node 3 #f #f)
(make-node 17
(make-node 10 #f (make-node 12 #f #f))
#£)))
(check-expect (tree-member? 5 tree4) #t)
(check-expect (tree-member? 17 treed) #t)
(check-expect (tree-member? 3 treed) #t)
(check-expect (tree-member? 10 treed) #t)
(check-expect (tree-member? 2 tree4) #f)

Hier ist das Gertist:

(define tree-member?
(lambda (value tree)

ce))

In die Schablone fiir Biume tragen wir gleich den zweiten Fall ein: Wenn die Funktion ein Blatt

erreicht, dann ist das value definitiv nicht im Baum, das Ergebnis dann #£:

(define tree-member?
(lambda (value tree)
(cond

((node? tree)

(node-label tree)
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(tree-member? value (node-left-branch tree))

(tree-member? value (node-right-branch tree))

(else #£)))))

Bei Knoten kénnen wir drei Fille unterscheiden: Wenn die Markierung gerade das gesucht value
ist, wenn value kleiner ist als die Markierung (also im linken Teilbaum stehen muss) und wenn sie

grofler ist. Daraus ergibt sich folgende Weiterentwicklung:

(define tree-member?
(lambda (value tree)
(cond

((node? tree)

(tree-member? value (node-left-branch tree)))

(tree-member? value (node-right-branch tree))

(cond
((= value (node-label tree)) #t)
((< value (node-label tree))
(else ...)))

(else #£))))

Da (node-label tree) zweimal vorkommt, machen wir dafiir eien Definition und setzen die

Bestandteile der Schablone so zusammen:

(define tree-member?
(lambda (value tree)
(cond
((node? tree)
(define label (node-label tree))
(cond
((= value label) #t)
((< value label)
(tree-member? value (node-left-branch tree)))
(else
(tree-member? value (node-right-branch tree)))))
(else #£))))
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12.4 SORTIERTE BAUME HERSTELLEN

In den Testfillen fiir tree-member? haben wir immer den Baum tree4 vwerwendet, den wir
direkt mit make-node konstruiert haben. Dabei mussten wir selbst darauf achten, dass er auch
sortiert ist. In diesem Abschnitt automatisieren wir diese Konstruktion. Wir schreiben dafiir eine

Funktion, die ein neues Element in einen bestehenden sortierten Baum einfiigt:

; Zahl in sortierten Baum einfiigen

(: tree-insert (real (tree-of false real) -> (tree-of false real)))

Testfille brauchen wir als nichstes. Wir konnten das so machen wie immer: Wir schreiben einen
Aufrufvon tree-member? hin und den Ergebniswert, den wir uns erhoffen. In diesem Fall aber ist
es gar nicht so wichtig, was der Ergebniswert genau ist. Wichtig ist, dass ein eingefiigtes Element im
Ergebnisbaum auch drin ist. Auflerdem ist es mithsam, immer den ganzen Baum hinzuschreiben.

Darum benutzen wir tree-member?, um tree-insert zu testen.

(check-expect (tree-member? 5 (tree-insert 5 tree4d)) #t)

(check-expect (tree-member? 11 (tree-insert 11 treed)) #t)

Spiter werden wir feststellen, dass tree—insert unterschiedliche sortierte Baume liefern kann,

die allesamt korrekt sind.

AUFGABE 12.6

Diebeiden Tests erwarten jeweils, dass #t bei tree-member? herauskommt. Wire es sinnvoll, auch

noch welche mit #£ zu schreiben? O

Wenn Du ein mulmiges Gefiihl bei den spirlichen beiden Tests hast: richtig! In Kapitelauf Sei-
te@werden wir zeigen, wie man Funktionen wie tree-insert besser testet.

Geriist und Schablone von tree-insert sind genau wie bei tree-member?:

(define tree-insert
(lambda (value tree)
(cond

((node? tree)

(tree-insert value (node-left-branch tree))
(tree-insert value (node-right-branch tree))
D)
(else ...0))
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Die Fallunterscheidung bei Knoten ist ebenfalls wie in tree-member?, darum kénnen wir auch

die Verzweigung aus der dortigen Schablone tibernehmen:

(define tree-insert
(lambda (value tree)
(cond

((node? tree)

(tree-insert value (node-left-branch tree))

(tree-insert value (node-right-branch tree))

(cond
((= value (node-label tree)) ...)
((< value (node-label tree)) ...)
(else ...)))
(else ...))))

Auch hierist der erste Fal einfach: Wenn value gerade die Markierung eines Knotens ist, dann ent-
hilt der Baum den Wert bereits, die Funktion muss nichts einfiigen und kann einfach tree liefern.
Auch fiir den Fall, dass tree ein Blatt ist (das letzte else), ist es recht einfach: Wir konstruieren

einen neuen, einelementigen Baum:

(define tree-insert
(lambda (value tree)
(cond

((node? tree)

(tree-insert value (node-left-branch tree))

(tree-insert value (node-right-branch tree))

(cond
((= value (node-label tree)) tree)
((< value (node-label tree)) ...)
(else ...)))

(else (make-node value #f #£f)))))

Es bleiben noch zwei Fille, in denen der einzufiigende Wert links beziehungsweise rechts von der

Knotenmarkierung liegt. Er muss entsprechend im linken oder rechten Teilbaum eingeftigt werden.
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Genau das erledigen die beiden rekursiven Aufrufe aus der Schablone. Der jeweils andere Teilbaum

bleibt so wie er ist:

(define tree-insert
(lambda (value tree)
(cond
((node? tree)
(cond
((= value (node-label tree)) tree)
((< value (node-label tree))
(make-node (node-label tree)
(tree-insert value (node-left-branch tree))
(node-right-branch tree)))
(else
(make-node (node-label tree)
(node-left-branch tree)
(tree-insert value (node-right-branch tree))))))
(else
(make-node value #f #f)))))

Fertig!

12.5 SUCHBAUME

Unsere Funktionen tree-member? und tree-insert funktionieren nur auf Zahlen. Die Biu-
me aus den Abbildungenundenthalten aber beide Buchstaben. Wenn wir andere Werte
als Zahlen zulassen wollen, miissen wir wieder einmal abstrahieren iiber alles, was mit Zahlen zu
tun hat.

Schau Dir nochmal die Definition von tree-member? an: Es gibt zwei Stellen, die «zahlen-
spezifisch» sind, nimlich = und <. Wenn Zeichenketten in einem sortierten Baum unterbringen

wollten, miissten wir da string=7 und string<? hinschreiben.

AUFGABE 12.7

Abstrahiere tree-member? und tree-insert iiber = und <.
Ubergib mal statt < die Funktion >. Funktionieren tree-member? und tree-insert dann
noch korrekt? Wie unterscheiden sich die Biume, die mit < aus tree-insert herauskommen von

denen mit >? O
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Die abstrahierten Versionen von tree-member? und tree-insert haben einen Nachteil:
Bei jedem Aufruf dieser Funktionen miissen wir die beiden Argumente fiir = und < hinschreiben.
Das nervt und ist jedesmal eine Gelegenheit fiir einen Fehler, weil wir das vollkommen konsistent
machen miissen. Wir wollen also versuchen, ohne diese zusitzlichen Parameter auszukommen. Da-
zu benutzen wir einen Trick und packen die Funktionen fiir = und < zusammen mit tree. Das

Ergebnis heiflt Suchbaum. Heraus kommt folgende Datendefinition:

; Ein Suchbaum besteht aus
; — Funktion fir =
; — Funktion fir <

; — Bindrbaum

Um die Definition in Code umzusetzen, benutzen wir eine Record-Definition. Diesmal abstrahie-

ren wir tiber die Signatur der Elemente mit einem Signatur-Parameter namens element:

(define-record (search-tree-of element)
make-search-tree search-tree?
(search-tree-label-=7-function (element element -> boolean))
(search-tree-label-<?-function (element element -> boolean))

(search-tree-tree (tree-of false element)))

Vergleiche die Signatur von search-tree-tree mitder Signatur der Biume bei tree-member?
und tree-insert!

Hier ist der Suchbaum aus Abbildungauf Seite

(define search-treel
(make-search-tree
string=7 string<?
(make-node "M"
(make-node "B"
(make-node "A" #f #f)
(make-node "D" #f #f))
(make-node "0"
(make-node "N" #f #f)
(make-node "R" #f #f)))))

Wir schreiben nun eine Variante von tree-member?, die Suchbiume akzeptiert:

; festellen, ob Element in Suchbaum vorhanden ist

(: search-tree-member? (%a (search-tree-of %a) -> boolean))
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(check-expect (search-tree-member?
(check-expect (search-tree-member?
(check-expect (search-tree-member?
(check-expect (search-tree-member?

(check-expect (search-tree-member?

IIMII
IIDII
IINII
lIRII
IIZII

search-treel)
search-treel)
search-treel)
search-treel)

search-treel)

#t)
#t)
#t)
#t)
#£)

Hier ist das Geriist fiir die Funktionsdefinition, zusammen mit der Schablone fiir search-tree:

(define search-tree-member?

(lambda (value search-tree)

(search-tree-label-=7-function search-tree)

(search-tree-label-<7-function search-tree)

(search-tree-tree search-tree)

ce))

Wir verwenden tree-member? wieder und kopieren sie dafiir in den Rumpf:

(define search-tree-member?

(lambda (value search-tree)

(search-tree-label-=7-function search-tree)

(search-tree-label-<7-function search-tree)

(search-tree-tree search-tree)

(define tree-member?
(lambda (value tree)
(cond

((node? tree)

(define label (node-label tree))

(cond
((= value label) #t)
((< value label)

(tree-member? value (node-left-branch tree)))

(else

(tree-member? value (node-right-branch tree)))))

(else #£))))
)



SUCHBAUME 369

Wir miissen allerdings noch iiber = und < abstrahieren. Dazu denken wir uns erstmal nur neue

Namen aus, nimlich 1abel="7 fiir = und 1label<? fiir <:

(define search-tree-member?

(lambda (value search-tree)

(search-tree-label-=7-function search-tree)
(search-tree-label-<?-function search-tree)

(search-tree-tree search-tree)

(define tree-member?
(lambda (value tree)
(cond
((node? tree)
(define label (node-label tree))
(cond
((label=7? value label) #t)
((label<? value label)
(tree-member? value (node-left-branch tree)))
(else
(tree-member? value (node-right-branch tree)))))
(else #£))))
D)

Anders als sonst legen wir aber keine Parameter fiir 1abel=7 und 1abel<? an: Die Funktionen

dafiir stehen ja schon in der Schablone, wir miissen ihnen nur die richtigen Namen geben mit Hilfe

von lokalen Definitionen:

(define search-tree-member?
(lambda (value search-tree)
(define label=7 (search-tree-label-=7-function search-tree))

(define label<? (search-tree-label-<7-function search-tree))
(search-tree-tree search-tree)

(define tree-member? ...)

ce)))
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Zu guter letzt brauchen wir noch einen Aufruf von tree-member?, damit es auch losgeht. Daftir

verbrauchen wir den letzten Baustein aus der Schablone:

(define search-tree-member?
(lambda (value search-tree)
(define label=?7 (search-tree-label-=7-function search-tree))
(define label<? (search-tree-label-<?-function search-tree))
(define tree-member?
(lambda (value tree)
(cond
((node? tree)
(define label (node-label tree))
(cond
((label=7? value label) #t)
((label<? value label)
(tree-member? value (node-left-branch tree)))
(else
(tree-member? value (node-right-branch tree)))))
(else #£))))

(tree-member? value (search-tree-tree search-tree))))

AUFGABE 12.8

Schreibe entsprechend zu search-tree-member? eine Funktion search-tree-insert auf

Basis von tree-insert! O

12.6  SORTIERTE BAUME SIND EFFIZIENTER ALS LISTEN

Sortierte Biume sind beim Suchen effizienter. Um zu verstehen warum, betrachte den Baum in
«Ebenen» — die erste Ebene ist die Wurzel, die zweite Ebene deren Teilbiume, die dritte Ebene
wiederum deren Teilbiume undsoweiter. Je besser der Baum sortiert ist, desto weniger Ebenen gibt
es, und desto weniger Schritte sind beim Suchen notwendig.

Ein jede Ebene passen doppelt soviele Knoten wie in die Ebene dariiber. In einen Baum der
Tiefe 1 passt 1 = 20 Knoten, in einen der Tiefe 2 passen 20 4+ 21 = 1 4+ 2 = 3 Knoten, dann
7, dann 15 undsoweiter. Dir fillt vielleicht auf, dass die Zahlen 1, 3, 7, 15 jeweils Vorginger einer

Zweierpotenz sind. Wir kénnen deshalb versuchen, das zu einer Formel zu verallgemeinern. Die



SORTIERTE BAUME SIND EFFIZIENTER ALS LISTEN 37

Tiefe des Baums heifSt dabei ¢. Dann nehmen wir an (oder hoffen zumindest), dass fiir fiir alle ¢

gilt:

1=t—1
204 42t = Z 2t =2t 1
1=0

Da es sich bei ¢ um eine natiirliche Zahl handelt, kénnen wir vollstindige Induktion anwenden

nach der Anleitung in Abschnittauf Seite Wir miissen beweisen, dass fiir alle ¢ € N gilt:

i=t—1

Z 2t =2t 1

=0

Firt = 0lduft die Summe von 0 bis —1. und ist deshalb leer. Das Ergebnis ist das neutrale Element

beziiglich der Addition:

i=—1
S
i=0
= 1-1
= 20-1
Induktionsvoraussetzung:
i=t—1
d o 2t=2l—1
i=0
Induktionsschluss (zu zeigen):
i=(t+1)—1
doo2t=2ttt g
i=0
Beweis:
i=(t+1)—1 i—t
SR ¥t
i=0 i=0
i=t—1

= > 20+

i=0
= 201492 Induktionsvoraussetzung
= 2'x2-1
= ottt 1
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Tiefe eines sortierten Baums

T T T T
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<
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Anzahl k der Baumelemente

Abbildung 12.3: Beziehung zwischen Anzahl von Knoten und Tiefe eines Binarbaums

Wozu ist diese Formel gut, fragst Du Dich vielleicht. Nun, die rechte Seite kdnnen wir umdrehen.

(Bei der linken Seite ist das schwieriger.) Wenn die Anzahl der Knoten £ ist, dann gilt:

k= 2t-1
= k+1 = 2t
< logy(k+1) = t

Die log, ist der sogenannte Logarithmus zur Basis 2, auch genannte Zwezerlogarithmus. Das ist die
Umbkehrfunktion zur Exponentialfunktion mit der Basis 2.

Schau Dir Abbildung@ an: Da siehst Du, dass die Tiefe — mithin der Logarithmus - viel
langsamer wichst als die Anzahl der Knoten, und die Kurve immer flacher wird. Diese Kurve er-
klirt, warum das mit dem sortierten Baum eine gute Idee ist: Die Tiefe des Baums ist ja die Anzahl
der Elemente des Baums, die man abklappern muss, um das gewiinschte Element zu finden. (Bezie-
hungsweise herauszubekommen, dass es nicht im Suchbaum ist.) Das gilt allerdings nur, wenn der
Suchbaum «voll besetzt» ist. Wir miissen uns also irgendwann Gedanken machen, wie wir dafiir

sorgen, dass Suchbiume immer maglichst voll besetzt sind. Dazu kommen wir spiter.
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Abbildung 12.4: Entarteter Suchbaum

127 SUCHBAUME BALANCIEREN

Abbildung zeigt einen Suchbaum, der nicht voll besetzt ist — einen sogenannten entarteten

Suchbaum. Bei diesem Suchbaum dauert die Suche genau so lang wie in einer Liste.

AUFGABE 12.9

Schreibe einen Ausdruck aus Aufrufen von search-tree-insert, um den Suchbaum in Ab-

bildung zu erzeugen! O

In diesem Abschnitt wollen wir eine Variante von search-tree-insert schreiben, bei der nie-

mals so ein entarteter Suchbaum herauskommen kann und die den Baum immmer balanciert.
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Spitestens jetzt betreten wir einen Bereich der Programmierung, der in der Informatik meist
Algorithmen und Datenstrukturen heiflt [BG20]. (Manchmal auch nur Algorithmen oder nur Da-
tenstrukturen.) Ein Algorithmus ist in der Regel eine Funktion, die in vielen Programmen verwen-
det werden kénnen. Entsprechend ist eine Datenstruktur eine Datendefinition, auf der ein Algo-
rithmus aufbaut: Die beiden gehoren oft zusammen

Viele Algorithmen basieren auf cleveren Ideen, von denen die Schopfys selbst gar nicht so ge-
nau erkliren kénnen, wie sie auf sie gekommen sind. Dementsprechend erwarten wir nicht von Dir
(und auch nicht von uns), auf das Material dieses Abschnitts selbst zu kommen. Gliicklicherwei-
se gibt es in vielen Bereichen der Programmierung schon fertige Algorithmen und Datenstruktu-
ren, die wir entsprechend nicht selbst programmieren miissen. In diesem Abschnitt zeigen wir bei-
spielhaft, wie und warum so eine Datenstruktur funktioniert. Vielleicht findest Du es interessant —
wenn nicht, reicht es, diesen Abschnitt zu tiberfliegen oder tiberspringen.

Wie also kénnen wir einen Suchbaum balancieren? Dabei sollten wir nicht nur dafiir sorgen,
dass das Suchen effizient funktioniert. Auch das Balancieren sollte nicht zuviel Arbeit machen —
sonst werden die Vorteile beim Suchen durch den Aufwand beim Balancieren wieder zunichte ge-
macht. Wir miissen einen Kompromiss suchen zwischen den Einsparungen beim Suchen und dem
Aufwand fir das Balancieren. Solche Kompromisse gibt es oft bei Algorithmen, und oft werden
Messungen eingesetzt, um sie auszuwihlen und schrittweise zu verbessern. So ist es auch hier.

Wir zeigen Dir hier eine Balancier-Funktion, die in einem wissenschaftlichen Aufsatz von Ste-
phen Adams [[Adag3] aus dem Jahr 1993 beschrieben ist. Dieser beruht auf einem Programmierwett-
bewerb, bei dem Adams den zweiten Platz belegte, was die Effizienz betrifft. Gleichzeitig ist seine
Lésung aber deutlich eleganter als die erstplatzierte, weswegen der Aufsatz bis heute oft eingesetzt
wird, um effiziente Suchbiume zu programmieren.

Die Idee von Adams beruht auf einer Variante von search-tree-insert, die bei der Kon-
struktion eines neuen Knotens darauf achtet, dass der Baum nicht zu sehr aus dem Gleichgewicht

gerit. Falls dies doch droht zu passieren, wird der Baum rotzert und so balanciert.

1271  GROSSENANNOTIERTE BAUME

Um festzustellen, ob der Baum aus dem Gleichgewicht gerit, vergleicht der Algorithmus die Anzahl
der Knoten in den beiden Teilbiumen eines Knotens. Nun wire es bléd, wenn er dafiir jedesmal

nachzihlen miisste, wieviele das denn sind. Viel effizienter ist es, die GrofSe eines Baums im Baum

! Der Begriff «Algorithmus» stammt vom Namen des persischen Rechenmeisters Al-Chwarizmi. Die deutsche
Schulinformatik kennt noch detaillierte Definitionen des Begriffs, die aber fiir die praktische Programmierung
weitgehend irrelevant sind.
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selbst mitzufiihren, als Teil der Markierung eines Knotens. Die definieren wir erstmal, bevor es mit
dem Ausbalancieren losgeht.

Biume, bei denen die Grofle an jedem Knoten dransteht, nennen wir griffenannotiert. Im Eng-
lischen ist der Begriff nicht ganz so sperrig: sized. Neben der Grofle brauchen wir an jedem Kno-
ten auch noch die «eigentliche» Markierung. Zusammen ergibt das folgende Daten- und Record-

Definition:

; Die Markierung an einem gréflenannotierten Baum besteht aus:
; — Anzahl der Knoten
; — "eigentliche" Markierung
(define-record (sized-label-of label)
make-sized-label
sized-label
(sized-label-size natural)
(sized-label-label label))

Hier ist nochmal der Baum aus Abbildung auf Seite aber diesmal gréfenannotiert:

(define sized-treel
(make-node (make-sized-label 7 "M")

(make-node (make-sized-label 3 "B")
(make-node (make-sized-label 1 "A") #f #f)
(make-node (make-sized-label 1 "D") #f #f))

(make-node (make-sized-label 3 "0")
(make-node (make-sized-label 1 "N") #f #f)
(make-node (make-sized-label 1 "R") #f #f))))

Ganz schon umstindlich, jedesmal von Hand die richtige Gréf3e hinzuschreiben. Das kénnen wir
auch gutden Computer erledigen lassen, indem wir eine Hilfsfunktion schreiben, welche die GrofSe

bei der Konstruktion eines Knotens ausrechnet. Hier sind Kurzbeschreibung und Signatur:

; GroBenannotierten Knoten konstruieren
(: make-sized-node (%label (tree-of %leaf (sized-label-of %label))
(tree-of %leaf (sized-label-of %label))
-> (node-of Yleaf (sized-label-of %label))))

Diese Signatur entspricht der von make-node — hier ist diese zum Vergleich:

(: make-node (%label (tree-of %leaf Y%label) (tree-of %leaf %label)
-> (node-of Yleaf %label)))
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Fiir einen Test nehmen wir den Ausdruck von sized-treel ersetzen die Aufrufe vonmake-node

durch welche von make-sized-node. Es sollte das gleiche herauskommen:

(check-expect (make-sized-node

v

(make-sized-node "B"
(make-sized-node "A" #f #f)
(make-sized-node "D" #f #f))

(make-sized-node "0"
(make-sized-node "N" #f #f)
(make-sized-node "R" #f #f)))

sized-treel)

Hier ist Geriist mit Schablone fiir die Funktion. Die Signatur besagt, dass die Funktion einen node-

Record liefert, entsprechend besteht die Schablone aus einem Aufruf des Konstruktors:

(define make-sized-node
(lambda (label left-branch right-branch)
(make-node ... ... ...)))

Die beiden Argumente fir left-branch und right-branch kénnen wir direkt an den Kon-
struktor weiterreichen. Allein die Grofle miissen wir noch ausrechnen: Diese ist die Summe der

beiden Teilbdume, plus 1, weil das make-node noch einen neuen Knoten erzeugt:

(define make-sized-node
(lambda (label left-branch right-branch)

(make-node

(make-sized-label (+ 1
(sized-tree-size left-branch)
(sized-tree-size right-branch))

label)
left-branch right-branch)))

Schau den Teilausdruck an, der die Gréfle berechnet: Da wird eine Funktion sized-tree-size
benutzt, welche die Grofie eines Baums berechnet. Die gibt es aber noch gar nicht — reines Wunsch-

denken! Das miissen wir noch nachholen. Hier sind Kurzbeschreibung, Signatur und zwei Tests:
; Grofle eines grofenannotierten Baums liefern
(: sized-tree-size

((tree-of Yleaf (sized-label-of %label)) -> natural))
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(check-expect (sized-tree-size "A") 0)

(check-expect (sized-tree-size sized-treel) 7)

Hier sind Geriist und Schablone. Die Funktion verarbeitet gemischte Daten, also brauchen wir eine

Verzweigung:

(define sized-tree-size
(lambda (tree)

(cond
((node? tree) ...)
(else ...))))

Im node-Fall wissen wir schon, wo die Gréfe steht, nimlich in der sized-label-Markierung.

Im anderen Fall handelt es sich um ein Blatt, das hat Grofe O:

(define sized-tree-size
(lambda (tree)
(cond
((node? tree)
(sized-label-size (node-label tree)))
(else 0))))

Wenn Du Dir die Signaturdeklarationen von make-sized-node und sized-tree-size an-

schaut, dann sichst Du, dass folgende Signaturen mehrfach vorkommen:

(node-of %leaf (sized-label-of %label))
(tree-of %leaf (sized-label-of %label))

Das wird noch 6fter passieren, darum abstrahieren wir:

; Signatur fir gréfBenannotierte Knoten
(define sized-node-of
(lambda (leaf label)
(node-of leaf (sized-label-of label))))

; Signatur fir groéBenannotierte B&iume
(define sized-tree-of
(lambda (leaf label)
(tree-of leaf (sized-label-of label))))
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AUFGABE 1210

Schreibe bessere Signaturdeklarationen fiirmake-sized-node und sized-tree-size mit Hil-

fe dieser Funktionen! U

Wir kénnen auflerdem schon absehen, dass wir noch hiufig die Markierung eines gréflenannotier-

ten Knotens bendtigen werden. Wir definieren deshalb eine Hilfsfunktion:

; aus groflenannotiertem Knoten die Markierung extrahieren
(: sized-node-label ((sized-node-of %leaf %label) -> %label))

(define sized-node-label
(lambda (node)
(sized-label-label (node-label node))))

1272 BALANCIERTE SUCHBAUME

Fir die Entwicklung von Algorithmen gibt es leider keine tibergreifende Strategie analog zu den
Konstruktionsanleitungen. Hiufig steht am Anfang eine Idee, die aus einer bestimmten Sichtweise
des Problems entsteht, verbunden mit Variationen und Experimenten.

Der Ausgangspunkt von Stephen Adams’ Idee ist die Funktion search-tree-insert. Die
platziert das neue Element an die erstbeste Stelle im Suchbaum, die passt: Das ist der minimal mog-
liche Aufwand. Adams’ Ideeist nun, search-tree-insert im wesentlichen beizubehalten, aber
mit einer Erginzung: Wenn das Einfiigen eines neuen Elements den Baum aus dem Gleichgewicht
bringt, wird er ein bisschen neu ausbalanciert. So, als wiirde man immer, wenn man was neues
kauft, den neuen Gegenstand im Zimmer ins Regal legen und dann ein kleines bisschen aufriu-
men. Die Kunst ist, gerade genug aufzuriumen, dass das Zimmer auf Dauer trotzdem nicht im
Chaos versinkt. Dabei hilft wiederum die Annotation mit der Grofe.

Wir brauchen also erstmal eine Variante der Datendefinition fiir Suchbdume mit gréflenanno-

tierten Baumen:

; Ein groBenannotierter Suchbaum besteht aus
; — Funktion fir =

; — Funktion fir <

; — groflienannotierter Bindrbaum
(define-record (sized-search-tree-of element)

make-sized-search-tree sized-search-tree?
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(sized-search-tree-label-=7?-function (element element -> boolean))
(sized-search-tree-label-<?-function (element element -> boolean))

(sized-search-tree-tree (sized-tree-of false element)))
Hier ist ein Beispiel:

(define sized-search-treel
(make-sized-search-tree
string=7 string<?
(make-sized-node "M"
(make-sized-node "B"
(make-sized-node "A" #f #f)
(make-sized-node "D" #f #f))
(make-sized-node "0"
(make-sized-node "N" #f #f)
(make-sized-node "R" #f #f£)))))

AUFGABE 12.11

‘Warum miissen wir einen neuen Record-Typ definieren? Kénnten wir sized-search-tree-of

nicht folgendermaflen definieren?

(define sized-search-tree-of
(lambda (element)
(search-tree-of (sized-label-of element)))) 0

Wir machen aus search-tree-member? nun sized-search-tree-member?. Dafiir kopie-

ren wir sie, benennen sie um und indern sie, so dass sie sized-search-tree benutzt.

; festellen, ob Element in Suchbaum vorhanden ist
(: sized-search-tree-member?

(%a (sized-search-tree-of %a) —> boolean))

(check-expect (sized-search-tree-member? "M" sized-search-treel) #t)
(check-expect (sized-search-tree-member? "D" sized-search-treel) #t)
(check-expect (sized-search-tree-member? "N" sized-search-treel) #t)
(check-expect (sized-search-tree-member? "R" sized-search-treel) #t)

(check-expect (sized-search-tree-member? "Z'" sized-search-treel) #f)



380 SUCHBAUME BALANCIEREN

(define sized-search-tree-member?
(lambda (value search-tree)
(define label=7? (sized-search-tree-label-=7-function search-tree))

(define label<? (sized-search-tree-label-<?-function search-tree))
(define tree-member?

(lambda (value tree)
(cond
((node? tree)
(define label (sized-node-label tree))
(cond
((label=7? value label) #t)
((label<? value label)
(tree-member? value (node-left-branch tree)))
(else
(tree-member? value (node-right-branch tree)))))
(else #£))))

(tree—member? value (sized-search-tree-tree search-tree))))

Vergleiche sie mit search-tree-insert. Es gibt nur zwei Unterschiede:
* Die Funktion benutzt gréflenannotierte Suchbiume und Biume anstatt der «normalen».
* Die Funktion ruft statt node-label sized-node-label auf.
Nun widmen wir uns der Konstruktion von balancierten Suchbiumen. Die Funktion dafiir ent-

steht entsteht aus search-tree-insert durch Umstellen auf sized-search-tree

; neues Element in gréflenannotierten Suchbaum einfiigen

(: balanced-search-tree-insert

(%a (sized-search-tree-of %a) -> (sized-search-tree-of %a)))

(define balanced-search-tree-insert
(lambda (value search-tree)
(define label=7 (sized-search-tree-label-=7-function search-tree))
(define label<? (sized-search-tree-label-<?-function search-tree))
(define tree-insert
(lambda (value tree)
(cond

((node? tree)
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(cond
((label=7? value (sized-node-label tree))
tree)
((label<? value (sized-node-label tree))
(make-balanced-node
(sized-node-label tree)
(tree-insert value (node-left-branch tree))
(node-right-branch tree)))
(else
(make-balanced-node
(sized-node-label tree)
(node-left-branch tree)
(tree-insert value (node-right-branch tree))))))
(else
(make-sized-node value #f #f)))))
(make-sized-search-tree
label=7 label<?

(tree-insert value (sized-search-tree-tree search-tree)))))

Fir die Konstruktion eines neues Knotens benutzt die Funktion nicht make-node (beziechungs-
weise make-sized-node), sondern eine noch zu schreibende Funktion make-balanced-node
Die muss sich dann um das oben beschriebene «bisschen Aufriumen» durch Ausbalancieren kiim-

mern. Sie hat die gleiche Signatur wie make-sized-node:

; neuen Knoten herstellen, dabei neu ausbalancieren
(: make-balanced-node (%label (sized-tree-of false %label)
(sized-tree-of false Jlabel)
-> (sized-node-of false %label)))

Hier das Geriist:
(define make-balanced-node

(lambda (label left-branch right-branch)
o))

Wir kénnten es uns einfach machen und schreiben:

(define make-balanced-node
(lambda (label left-branch right-branch)
(make-sized-node label left-branch right-branch)))
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Das entspricht aber der Strategie eines gewissen 12jihrigen Kindes eines der Autoren: Einfach das
neue Element aufs Bett werfen, Ttir zu, fertig. Aber die Idee ist ja: Wenn die Unordnung zu grof§
ist, wollen wir ein bisschen aufriumen. Wobei Unordnung hier heifft «Ungleichgewicht zwischen
left-branch und right-branch». Und das Ungleichgewicht definieren wir (genauer gesagt:

Stephen Adams) tiber die Gréfie der Teilbdume. Naiv kénnten wir es folgendermaflen machen:

(define make-balanced-node
(lambda (label left-branch right-branch)
(cond
((= (sized-tree-size left-branch)
(sized-tree-size right-branch))
(make-sized-node label left-branch right-branch))

(else ...)))) ; ausbalancieren

. aber das wire zu hart: Das wiirde heiflen, dass die Funktion jedesmal ausbalancieren misste,
wenn auch nur das kleinste bisschen Ungleichgewicht entstehen wiirde. Abgesehen davon ist das
auch unmdglich: Ein Baum der GréfSe 3 kann gar nicht perfeke balanciert sein zum Beispiel.

Wir brauchen also ein «weicheres» Kriterium. Stephen Adams hatte nun folgende Idee: Wenn
ein Teilbaum mehr als 7 mal so grofd ist wie der andere, dann wird neu ausbalanciert.

Wie ist er darauf gekommen und wie grofd sollte n sein? Wie er darauf gekommen ist, ist nicht
tberliefert, aber wir gehen davon aus, dass er unterschiedliche Kriterien ausprobiert hat und dieses
hier dazu fiihrte, das die entstehende Funktion sowohl einfach ist als auch im Schnitt schnell funk-

tioniert. Dabei hat er auch ermittelt, wie grof8 n sinnvollerweise ist, nimlich s. Es entsteht folgende
Schablone:

(define ratio 5)

(define make-balanced-node
(lambda (label left-branch right-branch)
(define left-size (sized-tree-size left-branch))
(define right-size (sized-tree-size right-branch))
(cond
((> right-size ; rechts hat Ubergewicht
(* ratio left-size)) ...)
((> left-size ; links hat Ubergewicht
(* ratio right-size)) ...)
(else

(make-sized-node label left-branch right-branch)))))
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Du siehst, wir haben die 5 in eine separate Definition verlagert, weil sie zweimal benutzt wird und
so einfach geindert werden kann. Adams hat die Funktion noch etwas weiter verbessert, indem er

ein weiteres Kriterium hinzuftigte, bei dem kein Ausbalancieren notwendig ist:

(define make-balanced-node
(lambda (label left-branch right-branch)
(define left-size (sized-tree-size left-branch))
(define right-size (sized-tree-size right-branch))
(cond
((< (+ left-size right-size) 2)
(make-sized-node label left-branch right-branch))
((> right-size ; rechts hat Ubergewicht
(* ratio left-size)) ...)
((> left-size ; links hat Ubergewicht
(* ratio right-size)) ...)
(else
(make-sized-node label left-branch right-branch)))))

Der erste Zweig kommt immer dann zum Zug, wenn in den beiden Teilbiumen zusammen nur ein

Knoten ist: Dann macht Ausbalancieren auch keinen Sinn.

12.8 AUSBALANCIEREN DURCH ROTATION

Um den Baum auszubalancieren, schauen wir, wie so ein Ungleichgewicht aussehen kann. In Ab-
bildung@steht links oben ein Baum mit Markierungen a und c sowie dreieckigen Teilbdumen
X,Y und Z.

Stell Dir nun vor, der Baum hat rechts deutlich mehr Knoten als links. Dann ist er aus dem
Gleichgewichtund sollte neu ausbalanciert werden. Das erledigt eine Rozation, die aus diesem Baum
den Baum oben rechts macht: Der Teilbaum Y wird von rechts nach links geschoben, was das Un-
gleichgewicht zumindest etwas lindert.

Unten links siehst Du ebenfalls einen Baum, der aus dem Gleichgewicht gekommen ist: Auch
hier wird ein Teilbaum von rechts nach links verschoben, der sich aber noch eine Ebene tiefer be-
findet. Diese Rotation ist etwas komplizierter, darum heifit sie «doppelte» Rotation, die erste heif3t

entsprechend «einfach».
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a c
\ c einfache Rotation a/
—
Y Z X Y
b
/ i doppelte Rotation a
Y Y,

Abbildung 12.5: Ausbalancieren von Baumen durch Rotation

AUFGABE 1212

Warum bewirken die Rotationen in Abbildung@ nicht, dass die Biume auf der rechten Seite

nicht mehr sortiert sind? O

Wann sollte der Algorithmus nun einfach und wann doppelt rotieren? Schau Dir dazu noch einmal
in Abbildung@ den oberen linken Baum an. Von den Teilbdumen X und Y ist einer grofler als
der andere. Nehmen wir mal an, das ist X. Dann vermindert eine einfache Rotation das Ungleich-
gewicht zwischen links und rechts. Wenn aber Y grofer ist Z, dann macht die einfache Rotation
das Ungleichgewicht grgfer: Der eh groflere Brocken Y tut sich dann auch noch mit X zusam-
men, wihrend der kleine Brocken Z rechts ganz allein zurtickbleibt. In diesem Fall ist die doppelte

Rotation angezeigt, die nur einen Teilbaum von Y, nimlich Y7, nach links verlagert.

AUFGABE 1213

Nimm Dir ein Stiick Papier und male die beiden Rotationen auslzso auf, dass jeweils links Uber-
gewicht herrscht. O
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Diese Rotationen tibertragen wir jetzt in den Rumpf von make-balanced-node. Damit wir da-

bei méoglichst keine Fehler machen, verwenden wir die gleichen Namen im Code wie in Abbil-
dung

(define make-balanced-node
(lambda (label left-branch right-branch)

(define left-size (sized-tree-size left-branch))

(define right-size (sized-tree-size right-branch))

(cond
((< (+ left-size right-size) 2)
(make-sized-node label left-branch right-branch))
((> right-size (* ratio left-size))

(define a label)

(define X left-branch)

(define ¢ (sized-node-label right-branch))
(define Y (node-left-branch right-branch))
(define Z (node-right-branch right-branch))
S

RSD))

AUFGABE 1214

Die Definitionen von ¢, Y und Y tiberpriifen gar nicht, ob right-branch wirklich ein Knoten

ist. Konnte es nicht auch ein Blatt sein? O

Als niichstes ist die Rotation dran: Die Funktion muss noch entscheiden, ob sie eine einfache oder

eine doppelte Rotation vornimmt. Das hingt davon ab, ob der Y oder Y grofer ist:

(if (< (sized-tree-size Y) (sized-tree-size Z))
; einfach

.) ; doppelt
Bei der einfachen Rotation miissen wir die rechte Seite von Abbildungin Code iibersetzen:

(if (< (sized-tree-size Y) (sized-tree-size Z))
(make-sized-node c
(make-sized-node a X Y)
Z)
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Bei der doppelten Rotation stehen in der Abbildung noch weitere Namen fiir die Teilbdume von Y.
Es ist sinnvoll, die ebenfalls zu binden. Leider erlaubt if nicht die Bindung von lokalen Variablen,

wir miissen daraus ein cond machen:

(cond
((< (sized-tree-size Y) (sized-tree-size Z))
(make-sized-node c
(make-sized-node a X Y)
Z))
(else
(define b (sized-node-label Y))
(define Y1 (node-left-branch Y))
(define Y2 (node-right-branch Y))

(make-sized-node b
(make-sized-node a X Y1)
(make-sized-node ¢ Y2 Z))))

AUFGABE 1215

Bei der doppelte Rotation nimmt die Funktion an, dass Y ein Knoten ist. K6nnte es nicht auch ein
Blatt sein? O

Wir bendtigen in der Funktion nun noch den umgekehrten Fall, dass also das Ubergewicht links
und nichts rechts ist. Der Code dafiir ist gegeniiber dem gerade behandelten Fall «gespiegelt>.
Auch der letzte Fall fehlt noch: Der tritt dann ein, wenn der Baum kein exzessives Ungleichgewicht
aufweist. Dann kénnten wir einfach make-sized-node benutzen.

Hier die ganze Funktion:

(define make-balanced-node
(lambda (label left-branch right-branch)

(define left-size (sized-tree-size left-branch))

(define right-size (sized-tree-size right-branch))

(cond
((< (+ left-size right-size) 2)
(make-sized-node label left-branch right-branch))
((> right-size (* ratio left-size))
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(define
(define
(define
(define
(define

(cond

a label)

X left-branch)

¢ (sized-node-label right-branch))
Y (node-left-branch right-branch))
Z (node-right-branch right-branch))

((< (sized-tree-size Y) (sized-tree-size Z))

(make-sized-node c

(else

(make-sized-node a X Y) 7))

(define b (sized-node-label Y))
(define Y1 (node-left-branch Y))
(define Y2 (node-right-branch Y))

(make-sized-node b

((> left-

(define
(define
(define
(define
(define

(cond

(make-sized-node a X Y1)
(make-sized-node c Y2 Z)))))

size (* ratio right-size))

¢ label)

a (sized-node-label left-branch))

X (node-left-branch left-branch))

Y (node-right-branch left-branch))

Z right-branch)

((< (sized-tree-size Y) (sized-tree-size X))

(make-sized-node a

(else

X (make-sized-node c Y Z)))

(define b (sized-node-label Y))
(define Y1 (node-left-branch Y))
(define Y2 (node-right-branch Y))

(make-sized-node b

(else

(make-sized-node label left-branch right-branch)))))

(make-sized-node a X Y1)
(make-sized-node c Y2 Z)))))
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Fir balanced-search-tree-insert und make-balanced-node gibt es bisher noch keine
Tests. Das ist bedenklich, insbesondere weil die Funktionen ziemlich kompliziert sind und viele

Fille abdecken miissen. Es lohnt sich, ein weiteres Mal an MantraEauf Seite|3_§zu erinnern:

MANTRA 7
Wenn Deine Funktion Dir kompliziert scheint, ist es wahrscheinlich, dass sie Fehler enthilt: Entwe-
der weil sie eigentlich einfacher sein sollte oder weil die Aufgabe kompliziert und damit ihre Lésung

fehleranfillig ist.

So richtig testen werden wir balanced-search-tree-insert und make-balanced-node

erst im nichsten Kapitel. Hier eine Aufgabe zur Vorbereitung:

AUFGABE 1216

Mach Dir schomal ein paar Gedanken dartber, was eigentlich getestet werden misste. Reicht es,
die Funktion so zu testen wie search-tree-insert, also nur zu testen, ob eingefiigte Elemente

hinterher auch tatsichlich im Suchbaum sind? O

AUFGABEN

AUFGABE 12.17

Schreibe eine Funktion, die einen Binirbaum akzeptiert und eine Liste aller Markierungen in dem

Baum zurtickgibt.

AUFGABE 1218

Die Funktion search-tree-member? tberpriift nur, 0b ein Element in einem Suchbaum vor-
handen ist. Das hilft nicht zum Beispiel beim Suchen von Telefonnummern zu gegebenen Namen.
Erweitere die Funktionen so, dass sie zum Beispiel auch zum Suchen von Telefonnummern verwen-
det werden kann. Realisiere exemplarisch das Suchen nach Telefonnummern!

Benutze als Markierungen im Suchbaum sogenannte Ezntrige, die aus eine Schliissel (zum Bei-
spiel dem Namen) und dem Wert bestehen. Schreibe Daten-, Record- und Signatur-Definitionen
fiir Eintrige. Andere die Funktion search-tree-insert dahingehend, dass sie Schliissel und
Element akzeptiert. Schreibe eine Funktion search-tree-find, die zu einem Schliissel den zu-

gehorigen Wert findet.



AUSBALANCIEREN DURCH ROTATION 389

AUFGABE 1219

Abbildung 12.6: Red-Black-Tres

In Abbildungist eine alternative Strategie abgebildet, um Suchbidume auszubalancieren. Diese
Strategie benutzt nicht gréflenannotierte Biume sondern solche, wo an jedem Knoten eine Farbe
Teil der Markierung ist. Es gibt nur die Farben Rot und Schwarz, entsprechend heiffen diese Biume
Red-Black-Trees. (Falls Du die Abbildung in Schwarz-Weif anschaust: Die grauen Markierungen
sind rot, die schwarzen schwarz.) Blitter haben immer die Farbe Schwarz.
Fir einen Red-Black-Tree gelten die folgenden Bedingungen:
* Kein roter Knoten hat einen roten Teilbaum.
* Auf jedem von der Wurzel ausgehenden Weg zu den Blittern ist die Anzahl der schwarzen
Knoten gleich.
Durch diese Bedingungen wird garantiert, dass der lingste mogliche Weg, also ein Weg, bei dem
sich rote und schwarze Knoten abwechseln, weniger als doppelt so lang wie der kiirzestmdgliche
Weg ist. (Der kiirzestmdgliche Pfad besteht nur aus schwarzen Knoten.)

Soll ein Red-Black-Tree um einen Knoten erweitert werden, muss nach dem Einfgen diese
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Bedingung immer noch gelten, er muss also ausbalanciert werden.
Programmiere Red-Black-Trees mit Hilfe der folgenden Anleitung!
* Schreibe zunichst Daten- und Record-Definition fiir Red-Black-Trees analog zu gréfienanno-
tierten Biumen und Suchbiumen.
* Schreibe Funktionen red-tree? und black-tree?, die tiberpriifen, ob ein (Teil)baum rot
oder schwarz ist.
* Schreibe eine Funktion red-black-tree-member? analog zu sized-tree-member?.

* Schreibe red-black-tree-insert analog zu balanced-search-tree-insert.

AUFGABE 12.20

Schreibe eine Funktion search-tree-delete, die ein Element aus einem Suchbaum entfernt.

AUFGABE 12.21

Entwickle eine alternative Reprisentation fiir endliche Folgen auf Basis folgender Datendefinition:

; Eine AListe ist eins der folgenden:
; — die leere AlListe
; — eine einelementige AListe

; — eine Aneinanderhdngung von zwei AListen

Programmiere einige der Funktionen aus Kapitelauf dieser neuen Reprisentation, zum Beispiel
list-sum, concat,list-map und list-filter. Welche Vor- und Nachteile hat diese Repri-

sentation gegeniiber Listen?

AUFGABE 12.22

Bidume miissen nicht immer binir sein: Es ist auch méglich, Baume so zu definieren, dass ein Kno-
ten statt immer zwei eine beliebig lange Liste von Teilbdumen mit sich fihrt. Die entstehenden
Biume heiffen «Rosenbidume» oder auf Englisch «rose treex.
1. Schreibe eine Datendefinition fiir Rosenbiume und iibersetze sie in Code!
2. Bendtigst Du noch eine separate Definition fiir Blitter?
3. Man kann Rosenbidume verwenden, um eine spezielle Form von Suchbaum zu programmie-
ren, bei dem die Eintrige Listen sind.
Der Suchbaum hat fiir jeden Eintrag einen Pfad im Baum, bei dem die Knoten entlang des

Pfades die Elemente der Liste sind. Die Markierung an der Wurzel wird ignoriert.
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Abbildung 12.7: Rosen-Suchbaum

Abbildung|12.7 zeigt ein Beispiel fir einen Rosen-Suchbaum, in dem die Listen #1ist<1 3>,
#list<l 5 3>, #1list<1l 5 1>, #list<1l 7>und #1ist<2> stehen.

Schreibe Funktionen analog zu search-tree-insert und search-tree-member? fiir
Rosen-Suchbiume!






13 EIGENSCHAFTEN VON FUNKTIONEN

Woher wissen wir eigentlich, dass die Funktion, die wir geschrieben haben, auch richtig funktio-
niert? Wenn wir mit Konstruktionsanleitungen arbeiten, stehen die Chancen nicht schlecht. Die
systematische Konstruktion hilft, von vornherein die Funktion richtig zu schreiben. Aber Kontrol-
le ist besser: Die Tests helfen, etwaige Fehler zu finden. Leider funktioniert das nicht immer, weil
jeder Tests nur ein einzelnes Beispiel Giberpriift. Zumindest war das bisher so. In diesem Kapitel
indern wir das, in dem wir statt einzelner Beispiele allgemeine Ezgenschaften von Funktionen for-
mulieren. Aus diesen Eigenschaften kénnen wir automatisch Tests machen, die effektiver sind als
die bisherigen, auf check-expect basierenden Tests. Fiir hunderprozentige Sicherheit kénnen

wir gelegentlich auch Eigenschaften mathematisch beweisen. Dieses Kapitel zeigt, wie es geht.

131 KORREKTHEIT UND TESTS

‘ eigenschaften/heat-water.rkt Code

Erinnerst Du Dich an die Funktion heat-water aus Abschnittlz auf Seite [s1P Die hatte ziem-
lich komplizierte Verzweigungen. Dabei sind auch ein paar Fehler passiert. Zum Schluss hatten wir
heat-water in zwei Funktionen aufgeteilt, heat->temperature und temperature->heat.

Hier ist die erste davon, wobei wir die Bedingungen in der Verzweigung etwas vereinfacht haben:

; Aus Warme Temperatur berechnen

(: heat->temperature (real -> real))

(define heat->temperature
(lambda (heat)
(cond
((<= heat 0) heat)
((<= heat 80) 0)
((<= heat 180) (- heat 80))
(else 100))))

Da waren auflerdem ziemlich viele Testfille:

(check-expect (heat->temperature -50) -50)
(check-expect (heat->temperature 0) 0)
(check-expect (heat->temperature 20) 0)


https://raw.githubusercontent.com/deinprogramm/schreibe-dein-programm/master/eigenschaften/heat-water.rkt
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(check-expect (heat->temperature 80) 0)
(check-expect (heat->temperature 81) 1)
(check-expect (heat->temperature 180) 100)
(check-expect (heat->temperature 200) 100)

Die Testfille haben eigentlich zwei Aufgaben:

1. Sie sollen als Beispiele die Funktion dokumentieren.

2. Sie sollen aufSerdem sicherstellen, dass die Funktion korrekt programmiert ist.
Bei dieser Funktion allerdings gibt es bei beiden Aspekten Probleme. Es sind so viele Testfille und sie
sind willkiirlich und scheinbar zufallig ausgewihlt. Das macht es Leserinnen und Lesern schwer, das
Wirkprinzip dahinter zu erkennen. Das fithrt dazu, dass uns (und vielleicht auch Dich) das Gefiihl

nicht loslisst, dass bei den Testfillen noch Fehler durchschliipfen kénnten.

AUFGABE 131

Andere die Funktion absichtlich so, dass sie einen Fehler enthilt, und zwar so, dass trotzdem noch

alle Testfille erfolgreich laufen. O

Ein check-expect-Test ist eben leider immer nur ein einzelnes Beispiel, was seine Aussagekraft
einschréinkt Oft ist eine allgemeine Aussage die bessere Dokumentation.
In diesem Fall konnten wir zum Beispiel aussagen, dass es um Wasser geht, die Temperatur also

niemals grofer als 100°C sein kann. Das geht nicht nur als Text, sondern auch als ein Stiick Code:
(<= (heat->temperature heat) 100)

Fiir sich genommen ergibt dieser Ausdruck keinen Sinn: heat ist nicht gebunden. Wir brauchen
noch den Zusatz, dass die Aussage f#r alle Werte von heat gilt. Also streng genommen auch nicht
fiir wirklich a/le Werte, nur alle Werte der Signatur real. Das konnen wir tatsichlich hinschreiben,

mit Hilfe einer neuen Form namens for-all:

(for-all ((heat real))
(<= (heat->temperature heat) 100))

Das for-all bedeutet, wie der Name schon sagt, «fiir alle». Da steht:

Fir alle reellen Zahlen namens heat muss das Ergebnis von (heat->temperature

heat) kleiner oder gleich 100 sein.

! In der professionellen Entwicklung heit ein solcher Test Unit-Test..
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For-all ermdglicht das Formulieren von Eigenschaften. Ein for—all-Ausdruck hat die folgen-
de allgemeine Form:

(for-all ((wary sigy) ... (var, sig,)) b)

Dabei miissen die var; Variablen sein, die _i Signaturen und b (der Rumpf) ein Ausdruck, der
entweder einen booleschen Wert oder eine Eigenschaft liefert. Der for-all-Ausdruck hat als
Wert eine Eigenschaft, die besagt, dass b gilt fiir alle Werte der var;, welche die Signaturen sig;
erfiillen.

Abbildung 131: for-all

«Warum sind da doppelte Klammern um heat real?» wunderst Du Dich vielleicht. Das liegt
daran, dass in dem dufleren Klammernpaar mehrere Variablen vorkommen kénnen, jede davon mit
Signatur in einem inneren Klammernpaar. Dafiir wird es noch Beispiele geben. Abbildung be-
schreibt genauer, wie for-all-Ausrdriicke im allgemeinen aufgebaut sind.

Das Ergebnis des for-all-Ausdrucks wird in der REPL etwas undurchsichtig angezeigt:

(for-all ((heat real))
(<= (heat->temperature heat) 100))
< #<:property>

Auf deutsch heiflt «property» «Eigenschaft», denn es handelt sich um eine Eigenschaft der Funk-
tion heat-temperature.

Diese Eigenschaft ersetzt nicht (immer) die Unit-Tests, ist aber eine wertvolle Erginzung der
Dokumentation.

Sie kann auflerdem auch dazu beitragen, die Korrektheit sicherzustellen. Dazu wickeln wir um

die Eigenschaft noch ein check-property:

(check-property
(for-all ((heat real))
(<= (heat->temperature heat) 100)))

Check-property macht wie check-expect oder check-within einen Testfall.
Daheat->temperature korrekt programmiertist, meldet check-property nur einen be-
standenen Test. Wozu check-property fihig ist, sicht man erst, wenn die Funktion einen Fehler

enthilt. Wenn wir zum Beispiel aus der 180 eine 280 machen, dann erscheint folgende Meldung:
Eigenschaft falsifizierbar mit heat =

Wichtig: Wenn Du das bei Dir ausprobierst, kann die konkrete Zahl eine andere sein.
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Check-property testet eine Eigenschaft analog zu check-expect. Eine check-property-
Form sieht so aus:

(check-property e)

e ist ein Ausdruck, der eine Eigenschaft liefern muss — in der Regel also ein for-all-Ausdruck.
Die Form testet dann diese Eigenschaft. (Mehr dazu im nichsten Abschnitt.)
Check-property funktioniert nur fiir Eigenschaften, bei denen aus den Signaturen sinnvoll
Werte generiert werden kénnen. Dies ist fiir die meisten Signaturen der Fall, aber nicht fiir any
und Signaturvariablen definiert wurden.

Abbildung 13.2: check-property

Dickes Wort, «falsifizierbar»: Es heif$t, das Racket ein Gegenbeispiel fiir die Eigenschaft gefun-

den hat. Wir kénnen das nachpriifen:

(heat->temperature 206)
— 126

.. und 126 ist grofSer als 100. Das Gegenbeispiel, das der check-property-Test gefunden hat,
kénnte, wenn wir den Fehler nicht absichtlich gemacht hitte, dabei helfen, ihn zu finden und zu
beseitigen.

Abbildung@beschreibt den Aufbau von check-property genau.

AUFGABE 13.2

Mache noch absichtlich ein paar weitere Fehler in heat->temperature. Welche davon werden

von dem check-property-Test gefunden und welche nicht? O

Da check-property eine Eigenschaft testet, heif$t diese Technik auch property-based testing.

Die werden wir im Laufe dieses Kapitels noch auf andere Funktionen anwenden.

13.2  WIE CHECK-PROPERTY FUNKTIONIERT

Zunichst machen wir aber einen kleinen Exkurs: Was passiert bei so einem check-property-
Test?
Toll wire natiirlich, wenn dieser mit Gewissheit sagen konnte, was die Eigenschaft besagt: Dass

zum Beispiel die Temperatur wirklich fiir 2/le Eingaben héchstens 100 ist. Das ist im allgemeinen
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leider unméglichln manchen Fillen ist es trotzdem mdglich, Eigenschaften von Funktionen for-
mal zu beweisen. (Dazu mehr in Abschnitt|r3.9/auf Seite|424.)

Check-property kann also nicht beweisen, dass eine Eigenschaft gilt. Stattdessen fiihrt es
Stichproben durch: Dafiir wihlt es fiir die Signaturen zufillig Werte aus, und wiederholt diesen
Prozess, um so aus einem Testfall viele individuelle Tests zu machen — typischerweise 100.

Die Verwendung des Begriffs «zufillig» ist in diesem Zusammenhang in der Informatik so
iiblich, ein besseres Wort wire aber «chaotisch». Tatsichlich produziert check-property bei
jedem Durchlauf des Programms die gleichen Tests.

Die Technik des property-based testing, also zunichst allgemeine Eigenschaften zu formulieren
und fiir diese dann Testfille zu erzeugen, ist urspriinglich unter dem Namen QuickCheck veroft-
fentlicht worden [CHoo] und war ein grofier Durchbruch bei der Effektivitit von automatischen

Tests.

13.3 MEHR EIGENSCHAFTEN UND INEXAKTE ZAHLEN

Es geht weiter mit heat-water: Heat->temperature ist nur eine Hilfsfunktion daftir, zusam-
men mit temperature->heat. Auch hier kdnnten wir eine Eigenschaft aufschreiben, die etwas
tiber den Zahlenbereich aussagt, der aus der Funktion herauskommt.

Allerdings gibt es noch eine weitaus ergiebigere Eigenschaft: temperature->heat soll ist
ja gerade heat—>temperature «umdrehen». Daraus konnen wir folgende Eigenschaft bezie-

hungsweise folgenden Test machen:

(check-property
(for-all ((temp real))
(= (heat->temperature (temperature->heat temp))
temp)))

Der besagt also dass, wenn eine Temperatur in Wirme gewandelt wird und wieder zuriick in eine

Temperatur, dass dann das gleiche herauskommen soll. Leider schligt der Test fehl:
Eigenschaft falsifizierbar mit temp = @
Wir kénnen in der REPL fiir temp mal 0 einsetzen:

(heat->temperature (temperature->heat 0))
< cond: alle Bedingungen ergaben #f

* Dass das unmoglich ist, wurde mathematisch bewiesen und als Satz von Rice festgehalten. Der ist Thema in der
theoretischen Informatik.
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In einer Eigenschaft steht die Form
(=>p e)

dafiir, dass die Eigenschaft e nur dann gelten muss, wenn der Ausdruck p den Wert #t ergibt.
Bei einer ==>-Form generiert check-property nur solche Tests, bei denen p #t ergibt.

Abbildung 13.3: Voraussetzung bei Eigenschaften

Da war doch was? Vielleicht erinnerst Du Dich: Eine Temperatur von 0°C kann nicht eindeutig
einer Wirmezahl zugeordnet werden, die kann zwischen 0 und 80 liegen. Deshalb weigert sich auch
heat->temperature, fur die Eingabe 0 ein Ergebnis zu produzieren. Wir miissen also unseren
Test anpassen, so dass da steht «fiir alle reellen Zahlen axfSer 0».

Das geht folgendermafien:

(check-property
(for-all ((temp real))
(==> (not (= temp 0))
(= (heat->temperature (temperature->heat temp))
temp))))

Der Pfeil ==> ist neu und funktioniert nur im Kontext einer Eigenschaft: Er bedeutet «gilt unter
der Voraussetzung». Abbildungerkliirt im Detail, wie die Form funktioniert. Hier steht also,

dass die Gleichung nur gelten muss unter der Voraussetzung, dass temp nicht O ist.

Anmerkung: Du konntest die Eigenschaft oben auch mit if statt ==> hinschreiben:

(check-property
(for-all ((temp real))
(if (= temp 0))
#t
(

(heat->temperature (temperature->heat temp))
temp)))

Bedeuten wiirde die Eigenschaftso das gleiche. Allerdings behandelt check-property
diese Schreibweise anders, nimlich schlechter. Wenn check-property oo Tests ge-
neriert, dann werden alle, bei denen temp 0 ist, als Erfolg gewertet, obwohl da eigent-
lich nichts getestet wird. Wenn fiir (hypothetisch) drei von den Tests temp 0 ist, dann
werden also nur 97 richtige Tests durchgefiihrt.
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In der Variante mit ==> stellt check-property sicher, dass tatsichlich 100 Tests

durchgefithrt werden, bei denen temp nicht 0 ist. Damit wird mehr getestet.

Wenn wir den Testfall laufen lassen, gibt es allerdings eine merkwiirdige Uberraschung:
Eigenschaft falsifizierbar mit temp = #i24.571428571428573

Wie schon gesagt, die konkrete Zahl kann anders aussehen, aber es geht um das merkwiirdige #i.
Das steht fiir «inexakt», weil es sich um eine sogenannte inexakte Zahl handelt. Solche Zahlen
werden von DrRacket (und so gut wie allen anderen Programmiersprachen) verwendet, um die
Ergebnisse von Berechnungen darzustellen, die (zumindest mit vertretbarem Aufwand) nicht ganz
genau durchgefiihrt werden kénnen.

Bisher ging in diesem Buch alles noch ganz genau, weil unsere Programme bisher intern exakte
Bruchrechnung verwendet haben. Um so eine inexakte Zahl zu berechnen, kannst Du zum Beispiel

das hier in der REPL ausprobieren, um die Quadratwurzel («square root») von 2 auszurechnen:

(sqrt 2)
— #11.4142135623730951

Die Wurzel von 2 hat unendlich viele Nachkommestellen, weswegen Racket davon nur einige aus-
rechnet und rundet. Und damit wir und Du wissen, dass gerundet wurde, steht das #i davor.

Das mit dem Runden ist sogar noch komplizierter, als es scheint: Es wird nimlich bindr ge-
rechnet. Wie genau abliuft, ist ziemlich kompliziert und wiirde ein weiteres Buch fiillen. Mehr zu
dem Thema findet sich zum Beispiel im Standardwerk von David Goldberg [Goloz].

Aber was ist denn nun genau bei unserer Eigenschaft passiert? Wir konnen die #1i-Zahl von

Hand in die Eigenschaft einsetzen und in der REPL auswerten:

(heat->temperature (temperature->heat #i24.571428571428573))
— #124.57142857142857

Du kannstsehen, dass offensichtlich beim Rechnen gerundet wurde, und zwar bei der letzten Nach-
kommastelle. Das erscheint Dir vielleicht merkwiirdig, weil in temperature->heat doch aus-
schlieflich addiert und subtrahiert wird — da ist keine Spur von «Runden». Wenn wir das #1 weg-

lassen, wird auch exakt gerechnetf

(heat->temperature (temperature->heat 24.571428571428573))
— 24.571428571428573

3 Falls Du es mal mit einer der anderen Sprachen zu tun hast, die beim Racket-System dabei sind: Bei den meisten
von ihnen wird, anders als hier, jede Zahl mit Dezimalpunkt als inexakt behandelt.
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Das liegt daran, dass «Inexaktheit>» ansteckend ist: Wenn beim Aufruf einer Rechenfunktion wie
+ oder * auch nur eine Eingabe inexakt ist, wird gerundet.
Weil diese Rundung manchmal Giberraschend ist, weigert sich Gibrigens check-expect, inex-

akte Zahlen zu vergleichen.
AUFGABE 13.3

Probier’s aus: (check-expect #il #i1) O

Bei unserer Eigenschaft haben fiir temp die Signatur real angegeben: In dieser Signatur sind auch
inexakte Zahlen enthalten, deshalb nimmt da das Problem seinen Anfang. Wir kénnen es auf zwei
Arten angehen:

* Wir ersetzen in der Eigenschaft die Signatur real durch rational. In rational sind kei-
ne inexakten Zahlen drin. Das hat allerdings den Nachteil, dass auch nur auf exakten Zahlen
getestet wird, obwohl die Funktionen auch auf inexakten Zahlen funktionieren.

* Wir beriicksichtigen den Effekt der Rundung, indem wir die Bedingung in der Eigenschaft
etwas aufweichen.

Wir machen letzteres und fordern nur, dass der Abstand zwischen echtem und erwartetem Ergebnis

einen bestimmten Betrag nicht tiberschreitet:

(check-property
(for-all ((temp real))
(==> (not (= temp 0))
(<= (abs
(- (heat->temperature (temperature->heat temp))
temp) )
0.0000001))))

Zur Erinnerung: Die eingebaute Funktion abs berechnet den Absolutbetrag, dreht also bei nega-
tiven Zahlen das Vorzeichen um, siehe Abschnitt[ir.8auf Seite[338]
Leider schligt der Test immer noch fehl, zum Beispiel mit folgender Ausgabe:

Eigenschaft falsifizierbar mit temp = 105
Das kénnen wir in der REPL ausprobieren:

(heat->temperature (temperature->heat 105))

cond: alle Bedingungen ergaben #f

Das liegt daran, dass temperature->heat nur fiir Temperaturen bis 100°C funktioniert: Wasser

kann ja nicht heifler werden. Wir miissen also unsere Vorbedingung erweitern:
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(check-property
(for-all ((temp real))
(==> (and (not (= temp 0))
(< temp 100))
(<= (abs
(- (heat->temperature (temperature->heat temp))
temp))
0.0000001))))

Dieser Text driickt ganz gut aus, wicheat->temperature und temperature->heat zueinan-
der stehen: Die eine dreht die andere um, zumindest ungefihr. In der Mathematik heifit es, dass die

eine Funktion die /nverse andere anderen Funktion ist.

AUFGABE 13.4

Versuche, den letzten check-property-Test auszutricksen. Anstatt kleine Fehler einzuftihren,
versuche es mal mit ganz anderen Funktionen, die gar nichts mit Wassertemperaturen zu tun haben,

aber trotzdem die obige Eigenschaft haben. O

Die Aufgabe zeigt, dass Eigenschaften kein Garant fiir Korrektheit sind: Genau wie bei Unit-Tests
auch brauchtes oft mehrere davon oder zusitzliche check-expect-Tests, um fiir genug Sicherheit
zu sorgen.

Die Technik aus der Aufgabe ist dabei hilfreich: Uberlege, wie Du einen Testfall durch falsche

Funktionen austricksen kannst. Fiige dann Testfille hinzu, die diese Fehler aufspiiren.

13.4  RELATIONALE PROBLEME

eigenschaften/sort.rkt Code

Die Eigenschaften fiirheat-water hitten wir auch durch eine (lange) Reihe von check-expect-
Tests ersetzen konnen. Die Eigenschaften sind da hilfreich, aber nicht unverzichtbar. Aber es gibt
Funktionen, bei denen Unit-Tests grundsitzlich nicht das richtige sind, nidmlich solche, die soge-
nannte relationale Probleme 16sen. Um die geht es in diesem Abschnitt.

Wir schreiben zunichst eine solche Funktion, um das Konzept zu erkliren: Sie soll die Mitglie-
der einer Band nach Alter sortieren.

Hier sind Daten- und Record-Definition fiir ein Bandmitglied:


https://raw.githubusercontent.com/deinprogramm/schreibe-dein-programm/master/eigenschaften/sort.rkt
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(define-record band-member
make-band-member
(band-member-name string)

(band-member-born natural))
Und hier die konkrete Band dazu (Stand 2021):

(define axl (make-band-member "Axl Rose" 1962))

(define duff (make-band-member "Duff McKagan" 1964))
(define slash (make-band-member "Slash" 1965))

(define dizzy (make-band-member "Dizzy Reed" 1963))
(define richard (make-band-member "Richard Fortus" 1966))
(define frank (make-band-member "Frank Ferrer" 1966))

(define melissa (make-band-member "Melissa Reese" 1990))

(define guns-n-roses

(1ist axl duff slash dizzy richard frank melissa))

Wir machen das mit einem einfachen, wenn auch ineffizienten Verfahren namens Insertionsort: Die
Sortierfunktion arbeitet mit einer sortierten Liste als Akkumulator. Diese ist anfinglich leer, und
die Funktion fiigt jeweils ein Element aus der Eingabeliste hinzu, indem sie dies an der richtigen
Stelle einfiigt. Wir schreiben zunichst eine Hilfsfunktion zum Einfiigen eines Elements. Das Testen
heben wir uns ausnahmsweise bis zum Testen der Sortierfunktion auf. Kurzbeschreibung, Signatur,

Geriist und Schablone:

; Bandmitglied in eine sortierte Liste einfiigen
(: insert
(band-member (list-of band-member) -> (list-of band-member)))

(define insert
(lambda (band-member list)
(cond
((empty? list) ...)

((cons? 1list)

(first list)
(insert band-member (rest list))

D))
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Im ersten Fall fiigt die Funktion eine leere Liste ein: Das Ergebnis sollte dann die Liste mit element
als einzigem Element sein. Im zweiten Fall ist noch unklar, wo band-member eingeftigt wird, vor

oder nach (first 1list).Die Funktion muss die beiden Geburtsjahre miteinander vergleichen:

(define insert
(lambda (band-member list)
(cond
((empty? list) (cons band-member empty))
((cons? list)
(if (<= (band-member-born band-member)
(band-member-born (first list)))
(cons band-member 1list)
(cons (first 1list)
(insert band-member (rest list))))))))

Mit Hilfe von insert bauen wir nun die Funktion sort-band. Kurzbeschreibung, Signatur und
Unit-Test:

; Band nach Alter sortieren

(: sort-band ((list-of band-member) -> (list-of band-member)))

(check-expect (sort-band guns-n-roses)

(list axl dizzy duff slash richard frank melissa))
Hier die Schablone fiir die Funktion — mit Akkumulator:

(define sort-band
(lambda (1ist0)
; Invariante:
(define accumulate
(lambda (list acc)
(cond
((empty? 1list) ...)
((cons? list)
(accumulate (rest list)

(first 1list) ... acc ...)))))
(accumulate 1istO ...)))

Beim Akkumulieren enthilt 1ist die schon gesehenen Elemente aus 1ist0, und zwar sortiert.

Daraus konnen wir eine Invariante formulieren:
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; Invariante: list enth&lt die Bandmitglieder

; zwischen 1istO und list, sortiert.

Damit kénnen wir die Liicken fiillen: acc ist beim ersten Aufrufleer. Wenn 1ist leer ist, dann ist
acc das gewiinschte Endergebnis. Das neue Zwischenergebnis berechnet die Funktion mit Hilfe

von insert:

(define sort-band
(lambda (1ist0)
; Invariante: list enth&lt die Bandmitglieder
; zwischen 1listO und list, sortiert.
(define accumulate
(lambda (1list acc)
(cond
((empty? list) acc)
((cons? list)
(accumulate (rest list)
(insert (first list) acc))))))
(accumulate 1listO empty)))

Fertig! Halt, da ist noch ein kleines Problem:

Der tatsédchliche Wert

#<list

#<record:band-member "Ax1l Rose" 1962>
#<record:band-member "Dizzy Reed" 1963>
#<record:band-member "Duff McKagan" 1964>
#<record:band-member "Slash" 1965>
#<record:band-member "Frank Ferrer" 1966>
#<record:band-member "Richard Fortus" 1966>
#<record:band-member "Melissa Reese" 1990>>
ist nicht der erwartete Wert

#<list

#<record:band-member "Ax1l Rose" 1962>
#<record:band-member "Dizzy Reed" 1963>
#<record:band-member "Duff McKagan" 1964>
#<record:band-member "Slash" 1965>
#<record:band-member "Richard Fortus" 1966>
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#<record:band-member "Frank Ferrer" 1966>

#<record:band-member "Melissa Reese" 1990>>.

Woran liegt’s? Richard Fortus und Frank Ferrer sind im selben Jahr geboren. Der Unit-Test nimmt
an, dass Fortus vor Ferrer einsortiert wird, aber sort-band macht es aber genau umgekehrt. Des-
wegen ist sort-band nicht verkehrt: Es gibt einfach mehrere korrekte Antworten.

Der Unit-Test ist also ungiinstig, selbst wenn wir die Reihenfolge so wihlen, dass er nicht fehl-
schligt. Wenn wir die Suchfunktion irgendwann mal dndern, kann sich die Reihenfolge dndern
und der Test schligt wieder fehl, auch wenn die Funktion korrekt ist.

Da es fiir sort-band fiir eine gegebene Eingabe mehr als ein korrektes Ergebnis geben kann,
sprechen wir von einem «relationalen Problem>»: Es steht nicht das prizise Ergebnis fest, nur die
Beziehung («Relation») zwischen Ein- und Ausgabe. Und um die zu beschreiben, ist eine Eigen-
schaft das richtige Mittel. Wie kénnte eine sinnvolle Eigenschaft einer Funktion aussehen, die sor-

tiert? Nun, dass die Ausgabe sortiert ist. Um das festzustellen, schreiben wir eine Funktion:

; Band sortiert?

(: band-sorted? ((list-of band-member) -> boolean))
Die Tests lassen unterschiedliche Reihenfolgen zu, solange sie sortiert sind:

(check-expect
(band-sorted? (list axl dizzy duff slash frank richard melissa))
#t)

(check-expect
(band-sorted? (list axl dizzy duff slash richard frank melissa))
#t)

(check-expect
(band-sorted? (list dizzy axl duff slash richard frank melissa))
#£)

(check-expect
(band-sorted? (list axl dizzy duff richard slash frank melissa))
#£)

Hier sind Geriist und Schablone:

(define band-sorted?
(lambda (list)
(cond

((empty? 1list) ...)
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((cons? list)
(first list)
(band-sorted? (rest list) ...)))))

Der empty-Fall ist einfach: Eine leere Liste ist sortiert. Im cons-Fall ist es etwas schwieriger. Um
die Reihenfolge zu iberpriifen, miissen wir zwei Elemente der Liste miteinander vergleichen, da ist
aber nur (first 1list). Wir brauchen also noch das zweite Element. Das gibt es nur bei Listen

mit mehr als einem Element, weswegen wir eine zweite Verzweigung brauchen:

(define band-sorted?
(lambda (list)
(cond

((empty? list) #t)

((cons? list)

(cond
((empty? (rest list)) ...)
((cons? (rest list))

(first 1list)

(first (rest list))))
(band-sorted? (rest list))
o))

Der innere empty-Fall ist die Liste mit einem Element: Die ist auch immer sortiert. Im cons-Fall

schliefSlich kénnen wir die beiden ersten Elemente vergleichen:

(define band-sorted?
(lambda (list)
(cond

((empty? list) #t)

((cons? list)

(cond
((empty? (rest list)) #t)
((cons? (rest list))
(and (<= (band-member-born (first list))

(band-member-born (first (rest list))))
(band-sorted? (rest 1ist)))))))))
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Diese Funktion kénnen wir nun benutzen, um aufzuschreiben, dass sort-band immer sortierte

Listen produziert:

(check-property
(for-all ((list (list-of band-member)))
(band-sorted? (sort-band list))))

Diese Eigenschaft bringt auf den Punkt, was sort-band ausmacht, nimlich dass sie sortierte Lis-
ten produziert. Sie ist also schon mal eine gute Dokumentation.

Istsie auch ein guter Testfall? Vielleicht hast Du ein mulmiges Geftihl, dass wir fiir den Test von
sort-band eine weitere selbstgeschriebene Funktion benutzt haben, die fast ebenso kompliziert
ist wie sort-band selbst. Was, wenn wir in band-sorted? einen Fehler gemacht haben, und
zwar so, dass der Eigenschafts-Testfall dann einen Fehler in sort-band nicht mehr findet. Das ist
natiirlich theoretisch méglich, ist aber unwahrscheinlich und wird umso unwahrscheinlicher, je
mehr Testfille mit aussagekriftigen Eigenschaften dazukommen.

Diese Eigenschaften sind eine Form von Redundanz, analog dazu, bei Gebiuden lieber die tra-
genden Winde etwas stirker zu machen als unbedingt notwendig. Ob diese Redundanz die Arbeit
wert ist, eine Funktion wie band-sorted? zu schreiben, die nur fiir das Testen gut sind, hingt
vom Einzelfall ab: Je wichtiger die Korrektheit der Funktion und je komplizierter sie ist, desto gré-
er ist der Wert solcher Testfille.

Trotzdem kann man die obige Eigenschaft austricksen, ziemlich einfach sogar:

(define sort-band
(lambda (1ist0)
empty))

Das ist natiirlich ein bisschen gemein. Aber die Funktion, die den Testfall austrickst, ist einfacher,
als die richtige Funktion. Es ist also einfacher, es falsch zu machen als richtig. Deshalb sollten wir
nach weiteren Eigenschaften suchen, die solche einfachen aber falschen Losungen finden. Zum

Beispiel kénnten wir fordern, dass die Ausgabeliste genauso lang ist wie die Eingabe:

(check-property
(for-all ((list (list-of band-member)))
(= (length (sort-band list))
(length 1list))))

AUFGABE 13.5

Die folgende Version von sort-band besteht die bisherigen Testfille:
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(define sort-band
(lambda (list)
(cond

((empty? list) empty)

((cons? list)

(map (lambda (band-member)
(first list))

list)))))

Kannst Du einen Testfall schreiben, der den Fehler in dieser Funktion findet? O

13.5 KONSTRUKTIONSANLEITUNGEN FUR TESTFALLE?

Die bisherigen Beispiele fiir Testfille mit Eigenschaften haben Dich hoffentlich iiberzeugt, dass es
eine gute Idee ist, solche Testfille zu schreiben. Aber wie geht das eigentlich bei der nichsten Funkti-
on, die getestet werden soll? Toll wiren Konstruktionsanleitungen analog zu denen fiir Funktionen,
die zeigen, wie wir Eigenschaften aus der Signatur der zu testenden Funktion herleiten kénnen. Das
hitte zumindest bei den Funktionen der bisherigen Abschnitte dieses Kapitels nicht funktioniert.

Trotzdem gibt es ein paar Dinge, die Du probieren kannst, wenn Du Eigenschaften fiir eine
neue Funktion formulieren willst:

1. Benutze das Wissen iiber die Groflen Deines Problems.

Beispiele:

* Wenn es um die Temperatur von Wasser geht, weift Du, dass die Temperatur nicht gréfer
als 100°C sein kann.

* Du weifSt, das die Ausgabe einer Sortierfunktion sortiert sein sollte.

2. Oft gehdren zu einem Problem mehrere Funktionen, die auf bestimmte Art und Weise zusam-
menarbeiten. Schreibe auf, wie diese Zusammenarbeit aussieht.
Beispiel: Temperature->heat dreht heat->temperature um.

3. Versuche, die bestehenden Eigenschaften durch einfache aber fehlerhafte Varianten Deiner
Funktion auszutricksen. Suche dann nach Eigenschaften, die das Austricksen verhindern.
Beispiel: Die leere Liste als Resultat sort-band ist immer sortiert, aber trotzdem falsch.

Abschnittauf Seite Wird diese Liste noch erginzen um Eigenschaften, die tatsichlich mit

den Signaturen der zu testenden Funktionen zu tun haben.
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13.6 SUCHBAUME TESTEN

baeume/binary-tree.rkt Code

In AbschnittaufScitehaben wir die Funktion balanced-search-tree-insert,und
die war ziemlich kompliziert. Vielleicht ging es Dir wie uns — wir hatten ein etwas mulmiges Ge-
fithl, ob die Funktion auch wirklich korrekt ist. Sie hat ziemlich viele Verzweigungen, nicht nur in
der Funktion selbst sondern auch in der Hilfsfunktion make-balanced-node. Dass die Testfille
wirklich jede mégliche Form von Suchbaum testen, ist ziemlich unwahrscheinlich.

Eine weitere Schwierigkeit beim Testen von balanced-search-tree-insert ist, dass die
Funktion ein relationales Problem 15st: Es gibt mehr als ein korrektes Ergebnis. Bei einem Testfall
mit check-expect-, der ein bestimmtes Ergebnis von balanced-search-tree-insert er-
wartet, kann es sein, dass die Funktion ein anderes, aber trotzdem korrektes Ergebnis liefert. Der
Testfall schligt dann fehl, und die Suche nach der Ursache ist mithsam.

Aber mit ein paar Eigenschaften konnen wir (hoffentlich) das mulmige Gefiihl beseitigen und
unser Vertrauen in die Funktion erhdhen. Der vorige Abschnitt hatte einige Vorschlige, wie wir

vorgehen konnen. Der erste Vorschlag war:
Benutze das Wissen iiber die Gréflen Deines Problems.

Die Grofle unseres Problems ist hier der balancierte Suchbaum. In dem Begriff steckt schon ziem-
lich viel Wissen:

1. Das Ergebnisvon balanced-search-tree-insert sollte ein sortierter Baum sein, bei dem
alle Markierungen im linken Teilbaum eines Knotens kleiner sein sollte als die Markierung des
Knotens.

2. Die Biume sind gréflenannotiert: Die Groflenannotation sollte auch stimmen, also bei jedem
Knoten die tatsichliche Grof8e des Baums darunter wiedergeben.

3. Schliellich und endlich sollte der balancierte Suchbaum natiirlich auch balanciert sein.

Wir fangen mal mit dem zweiten Punkt an, und iiberlassen Dir danach den ersten als Ubungs-
aufgabe. Um zu tiberpriifen, ob die Groflenannotation stimmt, miissen wir die Annotation jeden
Knoten des Baums betrachten. Dafiir brauchen wir eine Hilfsfunktion. Sie hat folgende Kurzbe-

schreibung und Signatur:

; Stimmt die Groéflenannotation am Suchbaum?

(: proper-sized-search-tree? ((sized-search-tree-of %a) -> boolean))
Hier sind zwei einfache Testfille dafiir:

(check-expect (proper-sized-search-tree? sized-search-treel) #t)
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(check-expect (proper-sized-search-tree?
(make-sized-search-tree
= <
(make-sized-node
5
(make-node (make-sized-label 5 3) #f #f)
(make-node (make-sized-label 2 7) #f #f))))
#£)

Nur zwei popelige Testfille, magst Du einwenden, mehr wiren sicher besser. Allerdings werden wir
sie noch in check-property-Tests zusammen mit balanced-search-tree-insert aufru-
fen und wir hoffen, dass dies die benétigte Redundanz schaftt und unser Vertrauen in die Korrekt-
heit von balanced-search-tree-insert erhoht. Aber ist diese Hoffnung auch berechtigt?
Wir kénnen uns zwei Szenarien vorstellen, in denen das nicht der Fall ist, also der Testfall keine
Fehler findet, obwohl welche vorhanden sind:

* Proper-sized-search-tree? liefert immer #t, dann ist jeder Testfall damit nutzlos. Das
haben wir aber durch den einen check-expect-Testfall ausgeschlossen.

* Proper-sized-search-tree? ist zufillig genau so fehlerhaft, dass die Funkktion inkor-
rekte Resultate aus balanced-search-tree-insert als korrekt absegnet. Allerdings ist
proper-sized-search-tree? viel einfacher ist als balanced-search-tree-insert
und Fehler dort unwahrscheinlicher. Durch die Absicherung der einen durch die andere Funk-
tion haben wir die Redundanz im Gesamtsystem erhdht.

Hier das Geriist fiir die Funktion:

(define proper-sized-search-tree?
(lambda (search-tree)

co))

Wir gehen beim Rumpf vor wie bei der Funktion sized-search-tree-member? auf Seite
Der eigentliche Baum steckt in dem search-tree-Record. Den extrahieren wir und lassen die

eigentliche Arbeit von einer internen Hilfsfunktion erledigen.

(define proper-sized-search-tree?
(lambda (search-tree)
(define proper?
(lambda (tree)
ce))

(proper? (sized-search-tree-tree search-tree))))
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Hier die Schablone:

(define proper-sized-search-tree?
(lambda (search-tree)
(define proper?
(lambda (tree)
(cond

((node? tree)

(proper? (node-left-branch tree))
(proper? (node-right-branch tree))
(node-label tree)
o)

(else ...))))

(proper? (sized-search-tree-tree search-tree))))

Ein paar Liicken kénnen wir schon fiillen: Bei einem Blatt ist die Gréf8enannotation immer kor-
rekt, weil nicht vorhanden. Bei Knoten ist eine Gréflenannotation korrekt, wenn sie die Summe
der Grofen der Teilbiume plus 1 (fiir den Knoten selbst ist). AufSerdem muss die Funktion auch
die Gréfienannotationen der Teilbdume Giberpriifen, das erledigen die rekursiven Aufrufe aus der

Schablone. Fertig sicht das ganze so aus:

(define proper-sized-search-tree?
(lambda (search-tree)
(define proper?
(lambda (tree)
(cond
((node? tree)
(define left (node-left-branch tree))
(define right (node-right-branch tree))
(and (proper? left)
(proper? right)
(= (sized-label-size (node-label tree))
(+1
(sized-tree-size left)
(sized-tree-size right)))))
(else #t))))

(proper? (sized-search-tree-tree search-tree))))
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Aber geschrieben hatten wir die Funktion,um balanced-search-tree-insert zu testen. Falls
die korrekt ist, dann produziert sie nur Biume, bei denen proper-sized-search-tree? als Er-

gebnis #t liefert. Wir kénnten versucht sein, so etwas hier zu schreiben:

(check-property
(for-all ((search-tree (sized-search-tree-of natural))
(element natural))
(proper-sized-search-tree?

(balanced-search-tree-insert element search-tree))))

Das funktioniert aber nicht, weil die Signatur (sized-search-tree-of natural) nicht da-
fiir geeignet ist, Suchbdume zu generieren. Insbesondere steht in der Signatur nur, dass die GréfSe-
nannotation eine natiirliche Zahl ist, aber nicht welche: Bei den meisten so generierten Suchbiu-
men wire sie falsch. Und wenn die Eingabe fir balanced-search-tree-insert schon falsch

ist, kdnnen wir nicht erwarten, dass die Ausgabe korrekt ist: Garbage in, Garbage out.

AUFGABE 13.6

Noch andere Aspekte der Signatur (sized-search-tree-of natural) machen sie ungeeig-

net, korrekte Suchbiume zu generieren. Finde einen! O

Stattdessen rufen wir balanced-search-tree-insert wiederholt auf, um korrekte grélenan-
notatierte Suchbiume zu erzeugen. Die Elemente dafiir holen wir aus einer Liste und schreiben

entsprechend eine Funktion, die aus einer Liste einen Suchbaum macht:

; Aus allen Elementen einer Liste einen Suchbaum machen
(: list->balanced-search-tree ((%a %a —> boolean) (%a %a -> boolean)
(list-of %a)

-> (sized-search-tree-of %a)))

Das ist eine typische Aufgabe fiir fold: Mit einem leeren Suchbaum anfangen (fiir dessen Kon-
struktion wir die Funktionen fiir den Vergleich der Markierungen brauchen) und dann fiir jedes

Listenelement balanced-search-tree-insert aufrufen:

(define list->balanced-search-tree
(lambda (label=?7 label<? elements)
(fold (make-empty-sized-search-tree label=7 label<?)
balanced-search-tree-insert

elements)))
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Und mit Hilfe dieser Funktion kdnnen wir endlich den Test schreiben, der sicherstellt, dass die

Funktion balanced-search-tree-insert die Gréflenannotation richtig macht:

(check-property
(for-all ((elements (list-of natural)))
(proper-sized-search-tree?

(list->balanced-search-tree = < elements))))

AUFGABE 13.7

Schreibe eine Funktion analog zu proper-sized-search-tree?, die feststellt, ob ein Such-
baum auch wirklich sortiert ist und mache daraus eine Eigenschaft und einen check-property-

Testfall fiir balanced-search-tree-insert! O

Aus der Liste vom Anfang dieses Abschnitts haben wir zwei Punkte abgehakt. Einer fehlt noch,
nimlich zu testen, ob balanced-search-tree-insert auch wirklich Biume liefert, die balan-
ciert sind, wie es der Name suggeriert.

Nehmen wir an, balanced-search-tree-insert wiirde nicht korrekt balancieren. Das
wire ziemlich tiickisch, weil die Tests nur die Suchbaumeigenschaft testen, nicht aber die Balan-
ciertheit. Erst, wenn Programme es mit gréfleren Datenmengen zu tun bekommt, gibt es Probleme,
weil die Laufzeit beim Suchen im Baum grofier ist als erwartet.

Was heifSt eigentlich genan balanciert? Die Funktion balanced-search-tree-insert be-
nutzt daftir ja ein «weiches» Kriterium, um nicht jedesmal mit viel Aufwand alles aufzurdiumen.
Wie oft die Funktion neu balanciert, wird durch die Definition von ratio auf Seitekontrol—
liert. Stephen Adams, der Autor des zugrundeliegenden Papers, behauptet, dass bei die Suchbiume
immer so ausbalanciert sind, dass fiir einen Knoten, dessen linker Teilbaum die Gréfie [ und dessen

rechter Teilbaum die Grofe 7 gilt, folgende Formel gilt:

— <r <[ Xxratio
ratio

Aus dieser Formel kénnen wir eine Funktion machen, die einen Suchbaum darauf iberprift, dass
sie durch den gesamten Baum hindurch eingehalten ist. Das geht nach dem gleichen Muster wie

bei proper-sized-search-tree?:

; Ist ein Suchbaum balanciert?

(: balanced-search-tree? ((sized-search-tree-of %a) —> boolean))
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(define balanced-search-tree?
(lambda (search-tree)
(define balanced?
(lambda (tree)
(cond
((node? tree)
(define left (node-left-branch tree))
(define right (node-right-branch tree))
(define left-size (sized-tree-size left))
(define right-size (sized-tree-size right))
(and (balanced? left) (balanced? right)
(<= (/ left-size ratio)
right-size
(* left-size ratio))))
(else #t))))

(balanced? (sized-search-tree-tree search-tree))))

Ebenfalls nach dem gleichen Muster wie bei proper-sized-search-tree? kénnen wir damit

eine Eigenschaft und einen check-property-Testfall formulieren:

(check-property
(for-all ((elements (list-of natural)))
(balanced-search-tree?

(list->balanced-search-tree = < elements))))

(Inzwischen kommen soviele Tests zusammen, dass es eine Weile dauert, bis sie alle durchlaufen.)

Aber hoppla, der Testfall schligt fehlt. Bei uns hat er folgendes Gegenbeispiel produziert:

Eigenschaft falsifizierbar mit elements = ‘#<1ist 11 3>‘

Wir probieren mal in der REPL aus, was fiir ein Suchbaum bei dieser Liste herauskommt:

(list->balanced-search-tree = < (list 1 1 3))
< #<record:sized-search-tree-of #<function:=> #<function:<>
#<record:node-of #<record:sized-label-of 2 3>
#<record:node-of #<record:sized-label-of 1 1>
#f
#1>
#£>>
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(Die zweite 1 hitte sich check-property auch sparen kénnen. Offenbar ist es nicht ganz optimal
programmiert.)

Was ist passiert? Grafisch dargestellt sicht der Baum aus der REPL so aus:
3
1 °
° °

Und in der Tat: Dieser Baum verletzt die Gleichung

— <r <[ Xxratio.
ratio

In diesem Fall ist | = 1 und r = 0. So richtig schlimm unbalanciert ist das allerdings gar nicht.
Auflerdem ist es gar nicht moglich, die Gleichung bei einem Suchbaum mit den Elementen 1 und

3 zu erfiillen. Die einzige andere Mdglichkeit ist diese hier:

/\
AN

Hiergilt! = Oundr = 1 und die Gleichung gilt ebenfalls nicht. Dass die Gleichung nicht erfiillbar
ist, liegt daran, dass der Baum sehr klein ist: Nur zwei Elemente.
Dieser Umstand ist in der Programmierung von balanced-search-tree-insert beriick-

sichtigt. Schau Dir nochmal make-balanced-node aufSeite@an. Zur Erinnerung:

(define make-balanced-node
(lambda (label left-branch right-branch)

(define left-size (sized-tree-size left-branch))
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(define right-size (sized-tree-size right-branch))
(cond
((< (+ left-size right-size) 2)
(make-sized-node label left-branch right-branch))
o))

Der erste Zweig des cond schligt genau dann zu, wenn der Baum sehr klein ist: Dann wird nicht
rotiert oder anderweitig balanciert. Das ist bei uns gerade der Fall. Bei allen grofleren Biumen greift
die Gleichung. Das ist also etwas schlampig formuliert in dem Paper, das der Funktion zugrunde-

liegt, und wir miissen es im Testfall berticksichtigen, indem wir

(<= (/ left-size ratio)
right-size
(x left-size ratio)))))

ersetzen durch:

(or (< (+ left-size right-size) 2)
(<= (/ left-size ratio)
right-size
(* left-size ratio)))))

Und siehe da: Jetzt liuft der Testfall durch. Es kommtimmer mal wieder vor, dass ein check-property-
Testfall Gegenbeispiele findet, die eigentlich keine sind, weil wir die Bedingung fiir den Test nicht
ganz richtig formuliert haben. Den eigentlichen Fehler zu finden, nervt oft, aber manchmal erfah-
ren wir auch etwas bei der Gelegenheit, was wir noch nicht gewusst haben. (In diesem Fall: Dass

kleine Biume gesondert behandelt werden miissen.)

AUFGABE 13.8

Was passiert, wenn Du den Zweig fiir kleine Biume aus make-balanced-node entfernst? Findet

das einer der Testille heraus? Was genau ist die Ursache des angezeigten Fehlers? O

Die Liste vom Anfang des Abschnitts haben wir damit abgearbeitet. Haben wir mit den bisherigen
Tests ausreichend sichergestellt, dass balanced-search-tree-insert korrekt funktioniert?
Nun, wir haben Gberpriift, dass die entstehenden Suchbiume die korrekte Form haben. Allerdings

haben wir noch gar nicht tiberpriift, dass auch der Inhalt stimmt. Dazu benutzen wir den zweiten

Hinweis aus Abschnittauf Seite

Oftgehéren zu einem Problem mehrere Funktionen, die auf bestimmte Art und Weise

zusammenarbeiten. Schreibe auf, wie diese Zusammenarbeit aussieht.



SUCHBAUME TESTEN 57

Die Funktion balanced-search-tree-insert ist ja nur insofern sinnvoll, dass die damit ein-
geftigten Elemente mit sized-search-tree-member? auch gefunden werden kénnen. Das ist
gerade das gefragte Zusammenspiel mehrerer Funktionen. Zu diesem Zweck benutzen wir wieder
list->balanced-search-tree, um aus einer Liste einen Suchbaum herzustellen und tiber-

priifen, dass sized-search-tree-member? auch fiir jedes Element der Liste #t liefert:

(check-property
(for-all ((elements (list-of natural)))
(define search-tree (list->balanced-search-tree = < elements))
(every? (lambda (element)
(sized-search-tree-member? element search-tree))

elements)))
Die Funktion every? haben wir extra ftr diesen Testfall programmiert:

; Liefert eine Funktion fiir alle Elemente einer Liste #t?

(: every? ((%a -> boolean) (list-of %a) -> boolean))

(check-expect (every? even? (list 2 4 6)) #t)
(check-expect (every? positive? (list 1 2 3)) #t)
(check-expect (every? positive? (list 1 0 3)) #f)

(define every?
(lambda (p? list)
(cond
((empty? list) #t)
((cons? 1list)
(and (p? (first list))
(every? p? (rest list)))))))

Das ist schon mal gut, aber Du erinnerst Dich an den dritten Hinweis in Abschnittauf Sei-

tef5o®?

Versuche, die bestehenden Eigenschaften durch einfache aber fehlerhafte Varianten

Deiner Funktion auszutricksen.

AUFGABE 13.9

Finde eine einfache, aber fehlerhafte Variante der Funktion balanced-search-tree-insert,

die alle bisherigen Testfille austrickst! O
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Wir bendtigen also auf jeden Fall noch eine Funktion, die iberpriift, dass Werte, die #zcht in einem

Suchbaum stehen, auch tatsichlich zicht gefunden werden. Wir fangen so an wie bisher:

(check-property
(for-all ((elements (list-of natural)))

(list->balanced-search-tree = < elements)

ce))

Wir brauchen jetzt noch irgendeine Zahl, die wir darauf tiberpriifen kénnen, dass sie nicht im Such-

baum ist. Die holt sich der Testfall auch mit for-all:

(check-property
(for-all ((elements (list-of natural))

(number natural))

(not (sized-search-tree-member?
number

(list->balanced-search-tree = < elements)))

)
Um sicherzustellen, dass number nicht zufillig doch im Suchbaum ist, benutzen wir ==>:

(check-property
(for-all ((elements (list-of natural))
(number natural))
(==> (not (member? = number elements))
(not (sized-search-tree-member?
number

(list->balanced-search-tree = < elements))))))

Da steht also umgangssprachlich formuliert:

Fiir alle Listen von Elementen elements und jede Zahl number gilt: Wenn number nicht zu
elements gehort, dann liefert sized-search-tree-member? fir number und den Suchbaum
aus den Zahlen in elements das Ergebnis #£. Mit dieser Eigenschaft haben wir das Zusammen-
spiel zwischen balanced-search-tree-insert und sized-search-tree-member? aus-
reichend beschrieben und kénnen ziemlich ruhig schlafen in der Gewissheit, dass die Funktionen

korrekt arbeiten.
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13.7 ALGEBRAISCHE EIGENSCHAFTEN

Hast Du das hier schonmal gesehen?
(a+b)+c=a+(b+¢)

Oder das hier?
(axb)xec=ax(bxc)

Diese Gleichungen sind unter dem Namen Assozzativitit bekannt, manchmal auch als Assoziativ-

gesetz. Kurz kam das Wort schonmal auf Seitevor, und da steht folgende Gleichung:
cat(u, cat(v, w)) = cat(cat(u,v), w).

Die Assoziativitit ist eine duflerst niitzliche Gleichung, weil sie aussagt, dass in einer Aneinander-
reihung von + oder X jeweils die Klammern vollkommen egal sind: Und wenn sie schon egal sind,
kann man sie auch weglassen.

Die Assoziativitit ist nicht einfach eine Gleichung (hier sind es ja schon drei), sondern eine
Eigenschaft der Funktionen 4 und X und cat. Entsprechend kann man sagen «+- ist assoziativ»
oder «cat ist assoziativ»>. Alle diese Funktionen haben die Struktur ihrer Signaturen gemeinsam.

Hier sind diese Signaturen, so als wenn sie in einem Programm stiinden:

(: + (number number -> number))
(: * (number number -> number))
(: concatenate ((list-of %a) (list-of %a) -> (list-of %a)))

(Statt der mathematischen Funktion cat haben wir die Funktion concatenate aus Abschnitt/6.6.3

auf Seite182|aufgefiihrt.)

AUFGABE 13.10

Sind and und or assoziativ? Wie passen ihre Signaturen zu denen von den Funktionen oben? [J

Diese Form von Signaturen haben wir schon gesehen, als es um Kombinatoren ging, in Kapitel
auf Seite @ Eine assoziative Funktion ist also eine spezielle Sorte Kombinator.

Assoziative Operationen gibt es so viele, dass es sich lohnt, auf Verdacht danach zu suchen,
wenn Du eine neue Datendefinition erstellst. Und wenn Du einen assoziativen Kombinator gefun-
den hast, lohntees sich, diese Erkenntnis aufzuschreiben. Im Gesprich mitanderen kannst Du dann

einfach sagen «cat ist assoziativ>», und im besten Fall wissen alle, was gemeint ist.
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Expect liefert eine Eigenschaft analog zur Funktionsweise von check-expect. Ein expect-
Ausdruck hat folgende Form:

(expect e; e3)

e und ey sind Ausdriicke. Die resultierende Eigenschaft ist erfillt, wenn e; und ey den gleichen
Wert liefern — der Vergleich wird dabei wie bei check-expect angestellt.
Da expect wie check-expect vergleicht, funktioniert es nicht auf inexakten Zahlen.

Abbildung 13.4: expect

Wir kénnen die Assoziativitit aber auch als Eigenschaft mit check-property aufschreiben.

‘Wir machen das erstmal mit concatenate, + und * kommen danach.

(check-property
(for-all ((a (list-of integer))
(b (1ist-of integer))
(c (list-of integer)))
(expect (concatenate (concatenate a b) c)

(concatenate a (concatenate b c)))))

Du fragst Dich vielleicht, warum (1ist-of integer) als Signatur und nicht (1ist-of %a),
wie es in der Signaturdeklaration von concatenate steht. Das liegt daran, dass bei Signaturen in
for-all keine Signaturvariablen stehen diirfen, damit DrRacket daftr verniinftig zufillige Werte
generieren kann. (Siche dazu auch Abbildungauf Seite @)

Und dann ist da noch was, nimlich die Funktion expect: Die brauchen wir, um die beiden
Listen zu vergleichen, die bei concatenate herauskommen. Bisher kennen wir ja nur Funktionen,
die Zahlen vergleichen (=), Zeichenketten (string=7) und Booleans (boolean="7). Eine allgemei-
ne Vergleichsfunktion fiir Listen gibt es nicht. Expect liefert eine Eigenschaft, die beliebige Werte
vergleicht — siche Abbildung

AUFGABE 13.11

Schreibe mit Hilfe des Teachpacks image . rkt Eigenschaften fiir die Assoziativitit der Kombina-
toren aus Abschnitt[s.2 auf Seite[i41]-overlay, beside und above. O

Eine assoziative Funktion macht aus zwei «Dingsen» ein «Dings». + macht aus zwei Zahlen cine,
concatenate aus zwei Listen eine, and aus zwei booleschen Werten einen.

Uber die Signaturdeklarationen von +, *, concatenate kénnen wir abstrahieren:

(: op (s 5 =>8))
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Zur Assoziativitit gehort also neben der Operation op auch die Signatur s, so dass op die Signatur
(s s => s) hat. (Und natiirlich die Assoziativititsgleichung selbst.)

Solche «Dreigestirne» aus «Grundsignatur», Operation (oder mehreren Operationen) und
Gleichungen werden in der mathematischen Algebra studiert und klassifiziert. (Dort wird statt mit
Signaturen mit Mengen hantiert.) Die besonders niitzlichen, interessanten oder hiufig vorkom-
menden dieser Dreigestirne — algebraischer Strukturen —bekommen eigene Namen.

Eine Kombination aus Signatur, Kominator mit Signatur (s s -> s) und Assoziativgesetz
heif3t zum Beispiel Halbgruppe[]

Viele Halbgruppen erfiillen noch eine weitere Eigenschaft: Sie besitzen einen Wert der Signa-
tur, der «nichts macht», das sogenannte «neutrale Element». Das hatin AbschnittEauf SeiteE
schonmal eine Rolle gespielt. Jetzt kdnnen wir es endlich richtig einordnen.

Nennen wir das neutrale Element n. Dann gelten folgende Eigenschaften:

(for-all ((a s))
(expect (op a n) a))

(for-all ((a s))
(expect (op n a) a)))

Falls Du Dich fragst, warum wir nicht einfach and benutzen, um beide Eigenschaften zusammen-
zufassen. Das liegt daran, dass and nur auf Booleans funktioniert, expect aber eine Eigenschaft
liefert.

Das neutrale Element kann von Halbgruppe zu Halbgruppe varrieren, selbst wenn die Signatur
s immer die Gleiche ist. Zum Beispiel ist 0 das neutrale Element von 4 und 1 das neutrale Element

von X, auch wenn es beide Male um Zahlen geht.

AUFGABE 13.12

Was ist das neutrale Element von or bezichungsweise and? O

Bei concatenate ist das neutrale Element die leere Liste. Das kdnnen wir mit check-property

festhalten:

(check-property
(for-all ((a (list-of integer)))

(expect (concatenate a empty) a)))

4 Wenn es «Halbgruppen» gibt, gibt es dann auch «Gruppen», magst Du fragen. Gibt es, und in der Algebra gibt es
einen groRen Teilbereich namens «Gruppentheorie». Gruppen gibt es in der Programmierung aber viel seltener
als Halbgruppen, darum konzentrieren wir uns auf letztere.
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(check-property
(for-all ((a (list-of integer)))

(expect (concatenate empty a) a)))
Auch fiir overlay, beside und above gibt es ein neutrales Element. Es heifft empty-image.

AUFGABE 1313

Formuliere check-property-Testfille, die zeigen dass empty-image ein neutrales Element be-

ziglich overlay, beside und above ist. g

Wie Du siehst, haben alle Halbgruppen, die wir bisher betrachtet haben, ein neutrales Element.
In der Tat ist das meistens so. Sogar so oft, dass, wenn bei Deiner Datenanalyse eine Halbgruppe
herausgekommen ist, Duimmer auch nach einem neutralen Element Ausschau halten solltest. Eine
Halbgruppe mit einem neutralen Element hat entsprechend auch einen Namen, nimlich Monoid.

Falls Dir die Assoziativitit schon frither bekannt war, dann wahrscheinlich im Zusammenhang

mit Zahlen. Die kdnnen wir natiirlich auch mit check-property zum Ausdruck bringen:

(check-property
(for-all ((a number)
(b number)
(c number))
(= (+a (+boc))
(+ (+ ab) c))))

Dabei gibt es aber eine Uberraschung:

Eigenschaft falsifizierbar mit

(Die genauen Zahlen lauten bei Dir vielleicht anders.)
Und Tatsache, wenn wir das in der REPL ausprobieren, kommt bei den beiden Seiten der

Gleichheit etwas unterschiedliches heraus:

(+ #i9.75 (+ -9 #i-7.7))
— #i-6.949999999999999
(+ (+ #i9.75 -9) #i-7.7)
< #i-6.95
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Du erinnerst Dich an Abschnitt[13.3]auf Seite (3.3} Das #i steht fiir «inexakt», was bedeutet, dass
die Addition bei diesen Zahlen rundet. Leider macht das Runden auch die Assoziativitit kaputt.
Es wird besser, wenn wir number durch rational ersetzen, denn beim Rechnen mit rationalen
Zahlen wird nicht gerundet.

Vorsicht also beim Verwenden von reellen Zahlen in Eigenschaften, also der Signaturen real

und number. Im Zweifelsfall lieber rational benutzen!

13.8  EIGENSCHAFTEN VON FUNKTIONEN AUF LISTEN

Listen bilden ja mit concatenate eine Halbgruppe, was concatenate eine besondere Bedeu-
tung als Listenoperation zukommen lisst. Die kénnen wir ausspielen, wenn wir Tests auf Listen-
funktionen formulieren wollen, indem wir sie im Zusammenhang mit concatenate bringen.

Zur Erinnerung, die 1ist-sum-Funktion hat folgende Signatur:
(: list-sum ((list-of number) -> number))

Da die Funktion eine Liste als Eingabe hat, konnen wir untersuchen, was passiert, wenn die Liste

durch concatenate entsteht:

(check-property
(for-all ((a (list-of rational))
(b (list-of rational)))
(= (list-sum (concatenate a b))
(+ (list-sum a) (list-sum b)))))

Dran denken: Bei for-all nicht number, sondern rational benutzen, um Problemen mit der
Rundung aus dem Weg zu gehen.

Was passiert hier? Der Aufruf von 1ist-sum wird von der linken auf die rechte Seite der Glei-
chung «nach innen» gedriickt. Auflerdem wird aus dem concatenate auf Listen auf der linken
Seite der Gleichung die Addition zweier Zahlen auf der rechten Seite.

Nun bilden Listen mit concatenate eine Halbgruppe, genauso wie Zahlen mit +. Die Funk-
tion 1ist-sum bildet nicht nur Listen auf Zahlen ab, sondern macht auch aus concatenate bei
den Listen die Summe bei den Zahlen: Die Struktur der einen Halbgruppe wird mit 1ist-sumin
die Struktur der anderen Halbgruppe abgebildet. Eine solche Funktion heif$t in der Algebra Homo-
morphismus. Wenn man den Begriff verwendet, sollte man immer dazusagen, auf welche algebrai-
sche Struktur er sich bezieht. Hier handelt es sich um einen Halbgruppen-Homomorphismus. Wenn
Du einen Homomorphismus in Deinem Code findest, ist das fast immer ein gutes Zeichen — Du

bist wahrscheinlich einer niitzlichen Einsicht auf der Spur.
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AUFGABE 1314

Zeige, dass 1ist-sumsogar ein Monoiden-Homomorphismus ist, also aus dem neutralen Element
in dem einen Monoiden das neutrale Element in dem anderen Monoiden wird. Schreibe dazu einen

check-property-Testfall! 0

AUFGABE 1315

Formuliere eine Eigenschaft von invert mit Hilfe von concatenate und schreibe dazu einen

check-property-Testfall! U

13.9 EXKURS: EIGENSCHAFTEN BEWEISEN

Check-property ist ziemlich gut darin, Gegenbeispiele zu finden fur Eigenschaften, die nicht
gelten. Aber wiirden wir check-property — sagen wir mal — zutrauen, die Korrektheit der Steu-
ersoftware fiir ein Flugzeug sicherzustellen? Immerhin ist es méglich, dass bei den 100 Tests, die
check-property zufillig generiert, das eine Gegenbeispiel einfach nicht dabei ist.

Wenn also eine Eigenschaft wirklich unverzichtbar fiir den Einsatz einer Software ist, sollten
wir die Sicherheit, dass kritische Eigenschaften gelten, noch weiter erhéhen. Das geht zum Beispiel,
indem wir mathematisch beweisen, dass eine Eigenschaft gilt. Wie das gehen kann, zeigt dieser Ab-
schnitt exemplarisch.

Wie wir sehen werden, ist das ganz schén mithsam: Wir haben ja schon Eigenschaften von
Funktionen in Kapitel bewiesen, zum Beispiel die Assoziativitit von cat in Abschnitt@ auf
Seite Wir nehmen uns hier noch einmal die Assoziativitit vor, allerdings diesmal nicht auf der
mathematischen cat, sondern der programmierten Funktion concatenate.

Wir wollen also folgendes beweisen: Fiir alle Listen u, v und w gilt:

(expect (concatenate u (concatenate v w))

(concatenate (concatenate uw v) w))

Grundsitzlich fithren wir den Beweis wie bei der mathematischen Funktion cat auch {iber In-
duktion. Anders als dort kénnen wir bei concatenate aber nicht einfach beliebig Gleichungen
einsetzen. Wir miissen stattdessen bewesen, dass DrRacket bei der Auswertung fiir beide Seiten
der expect-«Gleichung» das gleiche Ergebnis berechnet. Dabei miissen wir berticksichtigen, dass
DrRacket die Auswertungsschritte fiir einen Aufruf von concatenate in einer bestimmten Rei-
henfolge durchftihrt. Wir miissen also beim Beweis so vorgehen, wie es der Stepper tun wiirde.

Eigentlich miissten wir diese Auswertungsstrategie sogar noch formalisieren, um wirklich einen
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Beweis zu flihren. Das machen wir im spiteren Kapitelauf Seite Hier begniigen wir uns mit
der Einsicht, dass bei einem Funktionsaufruf die Argumente ausgewertet werden, bevor es mit der
Auswertung des Funktionsrumpfes weitergeht.
Wir benutzen eine Induktionsschablone wie in Abschnitt@auf Seite
1. Wir entscheiden uns genau wie dort fiir eine Induktion tiber w. Damit die Schablone passt,

benutzen wir dafiir den Namen f, formulieren also die Eigenschaft so um:

(expect (concatenate f (concatenate v w))

(concatenate (concatenate [ v) w))

2. Alsnichstes betrachten wir den Fall, dass f die leere Liste #<empty-1ist> ist. Die Gleichung

sieht dann so aus:

(expect (concatenate #<empty-list> (concatenate v w))

(concatenate (concatenate #<empty-list> v) w))

3. Diese Gleichung beweisen wir nun, angefangen mit der «linken Seite» der Gleichung. DrRacket
wiirde bei der Auswertung zunichst das erste concatenate auswerten, also durch seine De-

finition ersetzen sowie empty zu #<empty-1list> auswerten:

(concatenate #<empty-list> (concatenate v w))
— ((\ (listl 1list2) ...) #<empty-list> (concatenate v w))

(Wir haben A statt 1ambda geschrieben um Platz zu sparen.)
Als nichstes wird (concatenate v w) ausgwertet. Da wir gar nicht wissen, was v und w
sind, wissen wir weder, was da herauskommt, noch, wie viele Schritte das benétigt. Irgendwas

wird aber herauskommen — wir nennen das vw:
— ... = ((A (listl 1list2) ...) #<empty-list> vw)

Jetzt konnen wir endlich mit dem Rumpf der Funktion weitermachen. Wir setzen fiir 1ist1

#<empty-list> ein, fiir list2 vw:
— (cond ((empty? #<empty-list>) vw) ((cons? #<empty-list>) ...))
Beim cond greift sofort der erste Zweig:

— (cond (#t vw) ((cons? #<empty-list>) ...))
— vw

Weiter geht’s hier nicht. Wir nehmen uns deshalb die andere Seite der Gleichung vor:

(concatenate (concatenate f v) w)

= (concatenate (concatenate #<empty-list> v) w)
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Auch hier wird DrRacket fir die beiden concatenate jeweils die Definition einsetzen:

— ((X\ (listl 1list2) ...) (concatenate #<empty-list> v) w)
— ((A (1istl 1ist2) ...)
(A (listl 1ist2) ...) #<empty-list> v) w)

Hier wird der «innere» Aufruf von concatenate zuerst ausgewertet:

— ((A (listl 1list2) ...)
(cond ((empty? #<empty-list>) v)

((cons? #<empty-list>) ...)) w)
— ((\ (1istl list2) ...) v w)
.. = VW

Es kommt also dasselbe heraus wie bei der linken Seite der Gleichung. Fiir die leere Liste ist die

Eigenschaft also bewiesen.

. Als nichstes miissen wir die Induktionsvoraussetzung formulieren. Die sieht so aus:

(expect (concatenate [ (concatenate v w))

(concatenate (concatenate f v) w))

. Es folgt der Induktionsschluss. Dafiir miissen wir eine Liste betrachten, die um «eins linger»

istals f, also aus einem ersten Element f; und Rest f besteht. Wir nennen diese Liste f7 f:

(expect (concatenate fif (concatenate v w))

(concatenate (concatenate fif v) w))

. Um den Induktionsschluss zu beweisen, werten wir zunichst die linke Seite aus. Wir benutzen

wieder den Namen vuw fiir das Ergebnis von (concatenate v w):

(concatenate f1f (concatenate v w))
— ((A (1istl 1ist2) ...) fl; (concatenate v w))
— ... = ((\ (Qistl list2) ...) fif vw)
— (cond ((empty? fi1f) vw)
((cons? f1f)
(cons (first fif) (concatenate (rest fif) vw))))

Diesmal ist der cons?-Zweig dran, weil f1 f nicht leer ist:

< (cond (#f vw)
((cons? f1f)
(cons (first f1f) (concatenate (rest fif) vw))))
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I

reel il

(cond ((cons? f1f)
(cons (first fif) (concatenate (rest fif) vw))))
(cond (#t (cons (first f1f) (concatenate (rest fi1f) vw))))
(cons (first f1f) (concatenate (rest fif) vw))
(cons f; (concatenate (rest fif) vw))
(cons f; (concatenate (rest fi1f) vw))
(cons f; ((A\ (listl list2) ...) (rest fif) vw))
(cons f; (A (listl 1list2) ...) f ovw))

Weiter geht es nicht. Wir nehmen uns darum die rechte Seite vor:

(concatenate (concatenate fif v) w)

(SN
>
(%

g
(SN

—

(A (listl 1list2) ...) (concatenate fif v) w)
(A (Qistl 1ist2) ...) ((A (listl 1ist2) ...) fif v) w)
((\ (1istl 1list2) ...)
(cond ((empty? f1f) wv)
((cons? f1f) (cons (first fif)
(concatenate (rest f1f) v)))) w)
((\ (1istl 1list2) ...)
(cond (#f v)
((cons? f1f) (cons (first fif)
(concatenate (rest fi1f) v)))) w)
((A (1istl 1list2) ...)
(cond ((cons? fi1f) (cons (first fif)
(concatenate (rest fif) v)))) w)
((\ (1listl 1list2) ...)
(cond (#t (cons (first fi1f) (concatenate (rest fif) v)))) w)
((\ (1istl 1list2) ...)
(cons (first f1f) (concatenate (rest fi1f) v)) w)
(N (listl 1list2) ...) (comns fi; (concatenate (rest fi1f) v)) w)
(A (Qistl 1ist2) ...)
(cons f; ((X\ (listl 1list2) ...) (rest fif) v)) w)
(X (1istl 1list2) ...) (coms f; ((A (listl list2) ...) [ v)) w)

Wir wissen nicht, was f, v und w sind. Wir nehmen aber an, dass bei der Auswertung von

(CA (Qistl 1ist2) ...) [ v) irgendetwas herauskommt und nennen das fuv:

— ((A (1istl 1list2) ...) (coms f; fv) w)
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Dem Ergebnis von (cons f; fv) koénnen wir ebenfalls einen Namen geben, wir nehmen

wenig einfallsreich f; fv. Da diese Liste ein erstes Element f; hat, ist sie nicht leer:

— ((\ (1istl 1ist2) ...) fifv w)
— (cond ((empty? fifv) ...)
((cons? fifv)
(cons (first fifv) (concatenate (rest fifv) w))))
— (cond (#f ...)
((cons? f1fv)
(cons (first fifv) (concatenate (rest fifv) w))))
(cond ((cons? fifv)
(cons (first fifv) (concatenate (rest fifv) w))))
(cond (#t (cons (first fifv) (concatenate (rest fifv) w))))
(cons (first fifv) (concatenate (rest fifv) w))
(cons f; (concatenate (rest fifv) w))
(cons f; ((A (Qistl 1ist2) ...) (rest fifv) w))
(cons f; ((A (listl 1list2) ...) fv w))

!

U

Jetzt geht es aber wirklich nicht mehr weiter. Wir kénnen das mit dem Ergebnis der linken Seite

vergleichen, die immerhin auch mit (cons f; ...) anfingt. Ansonsten steht da links:
(A (Qistl 1list2) ...) f ovw)

... und rechts:

((lambda (1istl 1ist2) ...) fov w)

Um zu beweisen, dass diese beiden Ausdriicke das gleiche liefern, ziehen wir die Induktionsvoraus-

setzung hinzu. Hier ist sie zur Erinnerung:

(expect (concatenate f (concatenate v w))

(concatenate (concatenate [ v) w))

Wir hatten den Namen vw fiir das Ergebnis von (concatenate v w) und den Namen fv
fiir das Ergebnis von (concatenate f v).Auflerdemsteht (A (listl 1list2) ...)jafur
concatenate. Wenn wir das in die Induktionsvoraussetzung einsetzen, steht da genau das, was
wir brauchen, nimlich dass linke und rechte Seite das gleiche Ergebnis haben. Geschaftt!

Aber das ist schon ziemlich viel Arbeit, und auch fehleranfillig. In der Praxis funktioniert das
nur fur kleine Funktionen. Wer Eigenschaften groflerer Programme beweisen méchte, benutzt da-
fiir in der Regel spezielle Werkzeuge, welche die Beweise tiberpriifen und in weiten Teilen auch

automatisch herleiten konnen.
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AUFGABEN

AUFGABE 1316

Welche interessanten Eigenschaften hat die Division? Schreibe diese als Eigenschaften von / auf.

AUFGABE 1317

Schreibe eine méglichst vollstindige Liste interessanter Eigenschaften der Dir bekannten arithme-
tischen und logischen Operationen auf. Beziehe dazu auch die Vergleichsoperationen <, < etc. ein.
Finde auflerdem fiir jede Operation eine interessante Eigenschaft, die nzcht gilt und tiberpriife, ob

DrRacket jeweils ein Gegenbeispiel findet.

AUFGABE 1318

Fir Multiplikation und Addition gilt das Distzbutivgesetz:
a-(b+c)=a-b+a-c

Auch dieses Gesetz ist nicht auf Zahlen beschrinkt. Fiir and und or gilt es ebenfalls. Formuliere

dieses als Eigenschaften und lasse sie DrRacket sie tiberpriifen.

AUFGABE 13.19

Formuliere Eigenschaften von filter und map im Zusammenhang mit concatenate und teste

diese.

AUFGABE 13.20
Die folgende Funktion quadriert natiirliche Zahlen:

(: square (natural -> natural))
(define square
(lambda (n)

(cond

((zero? n) 0)

((positive? n)

(+ (square (- n 1))
(- (+nmn) 1NN
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Formuliere dies als Eigenschaft und tiberpriife sie mit check-property.

Bonus: Beweise die Eigenschaft mit Induktion.



14 EXKURS: DER A-KALKUL

In diesem Kapitel geht es um eine wichtige Grundlage ftr die Programmierung, die unter anderem
erklirt, wie die Auswertung eines Programms funktioniert. Das haben wir bisher nur umgangs-
sprachlich gemacht und dabei einige subtile Aspekte der Auswertung gar nicht oder nur unprizise
erldutert. Das wollen wir in diesem Kapitel korrigieren.

Dazu benutzen wir den sogenannten \-Kalkiil, ausgeschrieben: Lambda-Kalkiil, der formal
fasst, was der Stepper in DrRacket visualisiert. Das «Lambda» im Namen des Kalkiils ist die Vorlage

fir das 1ambda in unseren Lehrsprachen.

142 WAS HAT EIN ALTER «KALKUL» MIT PROGRAMMIEREN ZU TUN?

Vielleicht hast Du Dich schon gefragt, warum lambda eigentlich so heifft und nicht function
oder so. In Wort «Lambda» steckt der historische Schliissel fiir viele Aspekte der Programmierung
heute. Bevor wir in die Technik dazu einsteigen, fasst dieser Abschnitt kurz die Historie zusammen,
die erkldrt, warum der A-Kalkiil so grofie Bedeutung fiir das Programmieren hat.

Als in den 1940er Jahren die ersten Programmiersprachen entwickelt wurden, haben ihre Er-
finderinnen und Erfinder nach Inspiration in existierenden «Sprachen» gesucht. Es gab zwei na-
heliegende Ausgangspunkte:

* schriftliche natiirliche Sprachen

* Mathematik
Beide Ansitze haben zu unterschiedlichen Traditionen in der Entwicklung von Programmierspra-
chen gefiihrt, die sich gegenseitig beeinflusst haben.

Die Mathematik ist deswegen eine wichtige Inspiration, weil die Menschheit sie schon Jahr-
hunderte vor der Erfindung von Computern benutzt hat, um Sachverhalte unmissverstindlich und
eindeutig zu beschreiben: So etwas benétigen wir auch fur die Programmierung.

Mit unseren Lehrsprachen befinden wir uns in der Tradition der Mathematik. Der heute be-
rithmte Informatiker John McCarthy arbeitete den spiten 19soer Jahren an einem System, das «ge-
sunden Menschenverstand» abbilden sollte.

Als Teil dieses Projekts entwickelte er die Programmiersprache LISP [McCéol. Als ausgebilde-
ter Mathematiker suchte McCarthy dafiir Inspiration in der Mathematik. Mathematische Notati-
on hat das Problem, dass die gleiche Notation in unterschiedlichen Kontexten fir unterschiedliche
Zwecke benutzt wird. Allgemein mathematische Notation fir den Computer verstindlich zu ma-
chen, ist darum extrem aufwendig und war ftir McCarthy undenkbar, der es mit Computern zu

tun hatte, die nur einen winzigen Bruchteil der heutigen Rechen- und Speicherkapazitit haben.
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McCarthy brauchte deshalb einen besonders einfachen mathematischen Formalismus, der trotz-
dem michtig genug war, mathematische Funktionen ausdriicken zu kénnen. Fiir die Definition
von Funktionen war (und ist) mathematische Notation aber besonders vielfiltig. (Manche wiirden
«schlampig» sagen.) McCarthy stellte fest, dass ein mathematischer Kalkils aus den 1930er Jahren
ihm gerade die bendtigte Notation fiir die Definition von Funktionen und ihrer Anwendung gab
und entwickelte LISP deshalb auf Grundlage dieses Kalkiils.

Dieser Kalkiil war der A-Kalkiil des Mathematikers Alonzo Church [Chu41], derihn als Beitrag
zu den Grundlagen der Logik entwickelt hatte. (Das A selbst war durch einen Unfall entstanden,
weil Churchs Schriftsetzer bei der Notation & filschlicherweise glaubte, statt des «Dachs» ein A
zu erkennen.) Die Computer der damaligen Zeit konnten nur rémische Buchstaben darstellen,
deshalb schrieb McCarthy das A als Wort 1ambda aus.

LISP hatte bereits eine Notation, die der Notation der Lehrsprachen sehr dhnelt: Alles wurde
vollstindig geklammert, und der Operator stand immer vorn. (McCarthy hatte auch noch eine an-
dere Notation entwickelt, die sich aber als unpopulir erwies.) Auch die Idee der Listen wie wir sie
heute kennen war damals schon genauso vorhanden. («LISP» steht fiir «list processing.)

Der A-Kalkil fiel noch anderen als mégliche Grundlage fiir die Entwicklung von Program-
miersprachen auf. Besonders einflussreich war Peter Landins Aufsatz mit dem groflspurigen Titel
The next 700 programming languages [Lan66], in dem er vorschlug, den A-Kalkiil als Grundlage ftir
eine ganze Familie von Programmiersprachen zu benutzen.

LISP und die in Landins Aufsatz vorgeschlagene Sprache ISWIM («If you See What I Mean»)
standen Patin fiir fast alle modernen Programmiersprachen. Es gab zwar seit den 1960er Jahren viele
alternative Ansitze fiir Programmiersprachen mit anderen Grundlagen (zum Beispiel die objekt-
orientierte Programmierung), bei deren Entwicklung auf den A-Kalkiil verzichtet wurde. Bei fast
allen von ihnen stellten ihre Entwicklerinnen und Entwickler aber spiter fest, dass die Elemente des
A-Kalkiils beziehungsweise der darauf aufbauenden Programmiersprachen eine Bereicherung sind
und fiigten sie hinzu.

Wenn Du also den A-Kalkiil kennst, kennst Du die Grundlage fiir die moderne Programmie-
rung. Der Weg dahin benétigt etwas Geduld. Insbesondere miissen wir noch etwas mehr mathema-
tische Notation einfiihren, die Dir aber helfen wird, falls Du mal einen der einschligigen Aufsitze

oder Biicher zu diesem Thema verstehen mochtest.

142 DIE SPRACHE DES A-KALKULS

Der A-Kalkiil bricht die Elemente der Programmierung auf nur das absolut notwendige herunter:

Je weniger Elemente es gibt, desto weniger miissen wir erkliren und definieren.
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Was also ist an unseren Lehrsprachen absolut notwendig? In Kapitelhaben wir angefangen
mit einer Zahl. Brauchen wir also Zahlen? Wir haben viele Programme ohne Zahlen geschrieben.
Wir werden sehen, dass wir Zahlen mit anderen Elementen der Sprache nachbilden kénnen.

Das nichste Element sind Funktionsanwendungen. Die gibt es nun wirklich in jedem Pro-
gramm. Funktionsanwendungen wiederum machen nur dann Sinn, wenn wir auch Funktionen
herstellen kénnen: Wir brauchen also Abstraktionen. Und da zu jeder Abstraktion auch eine oder
mehrere Variablen gehdren, brauchen wir auch Variablen. Drei fundamentale Ideen also:

* Applikation

* Abstraktion

* Variable
Variablen sind Namen und alle drei Ideen des A-Kalkiils haben fundamental mit Variablen zu tun:
Eine Abstraktion bindet eine Variable, eine Applikation setzt fir eine Variable etwas ein.

Wir beschrinken uns bei Anwendung und Abstraktion sogar auf einen einzelnen Parameter.
Alle anderen Elemente unserer Programmiersprachen kénnen wir nachbilden, indem wir sie in
diese drei Konstrukte tibersetzen. Sie bilden das Riickgrat des A-Kalkiils.

Damit es losgeht, bendtigen wir zunichst eine Sprache tiir den Kalkil. Die definieren wir mit
Hilfe einer Grammatik. (Das ist die Notation fiir induktive Definitionen, die wir in Abschnitt
auf Seiteeingefﬁhrt haben.)

In der Definition taucht der Begrift abzihlbare Menge auf. Der Begriff «abzihlbar» ist zwar
technisch notwendig, Du bendtigst ihn aber nicht fiir Verstindnis und Intuition des A-Kalkiils,
kannst ihn also ignorieren. Falls es Dich doch interessiert: Das Adjektiv «abzihlbar» an einer Men-
ge bedeutet, dass die Menge unendlich grof ist und dass die Menge durchnummeriert oder «abge-
zihlt» werden kann. Hier geht es um die abzihlbare Menge der Variablen, welche den Variablen in
Programmen entsprechen. Die konnten wir auch durchnummerieren, indem wir den Buchstaben

Nummern geben.

DEFINITION 141 (SPRACHE DES A-KALKULS L)

Sei V eine abzihlbare Menge von Variablen. Die Sprache des A-Kalkiils, die Menge der A-Terme,
L, ist durch folgende Grammatik definiert:

{Lx) = (V)
| (LA) (La))
| (V) (L)

Ein A-Term der Form (eg e1) heifSt Applikation. Ein Term der Form (Av.e) heiflt Abstraktion, wo-
bei v Parameter der Abstraktion heiflit und e Rumpf.
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Hier sind ein paar Beispiele fiir A-Terme. In diesen konkreten Beispielen haben wir als Variablen x,
y und f verwendet. Du solltest der Auswahl dieser Buchstaben keine Bedeutung beimessen. Wir

hitten genauso gut a, b und ¢ verwenden kénnen.

x Variable
(fx) Applikation
((fx) (A\x.x)) Applikation
(Ax.(Ay.(xy)) Abstraktion
(Ax.(fx)) Abstraktion
(Ax.(f (Axx)) Abstraktion
((Ax.x) (Ax.x)) Applikation

Wir haben jeweils dazugeschrieben, um welche Art Term es sich handelt. Das entspricht der Klau-
sel der Grammatik fiir A-Terme. Bei x sollte klar sein, dass es sich um eine Variable handelt. Sowohl
Applikationen als auch Abstraktionen fangen mit einer 6ffnenden Klammer an. Bei Abstraktio-
nen wird die Klammer aber direkt von einem A gefolgt: Entsprechtsind die nichsten beiden Terme
Applikationen, die drei darauf Abstraktionen. Der letzte Term ist eine Applikation — nach der 61t

nenden Klammer steht ein weitere Klammer, das A kommt erst danach.

AUFGABE 141

Klassifiziere, ob es sich jeweils um eine Variable, eine Applikation oder eine Abstraktion handelt:

y
(xy)
(Ax.y)

((Axy) f)
f

(f (Axy)) 0

Manchmal sprechen wir aber auch iiber A-Terme einer bestimmten Form im Allgemeinen, zum
Beispiel steht oben in der Definition «A-Term der Form (eg e1 )». Damitsind a//e A-Terme gemeint,
die aus der zweiten Regel der Grammatik stammen, also e und e beliebige A-Terme sein kénnen.

Hier sind einige Beispiele fiir A-Terme dieser Form:

(fx), (f (Axx)), (Ax.x) (Ax.x))
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In der Definition sind auflerdem Terme «der Form (Av.e)» erwihnt, das kdnnte zum Beispiel sein:
(Ax.x), (A\y.x), (Ax.xx), (Ax.(fx) y), (Ay.x)

Dussicht, der Buchstabe v in (Av.e) steht fiir eine Variable, also zum Beispiel fiir x, y oder f. Wenn
Du genau hinschaust, siehst Du, dass beide sich typografisch unterscheiden: Die «normalen» Va-
riablen X, y, f sehen aus wie regulire Buchstaben, wihrend v in Kursivschrift gesetzt ist. Das v ist
also eine Variable, die fiir eine andere Variable steht — eine sogenannte Metavariable.

In diesem Kapitel steht die Metavariable e fiir einen beliebigen A-Term, u, v und w sind im-
mer Metavariablen. Das ist aber reine Konvention: Wir hitten genauso gut irgendwelche anderen
Buchstaben wihlen kénnen.

In Publikationen werden A-Termen oft abgekiirzt, entsprechend machen wir das hier. Das ge-
schieht vermutlich aus Faulheit, ist aber erstmal gewShnungsbediirftig. Die erste Form der Abkiir-

zung lisst Klammern weg. Statt des vollstindig geklammerten Terms

(M.(Ax.(fx)))

werden wir das hier schreiben:

M Axfx

Prinzipiell lisst sich dieser Term unterschiedlich klammern: (Af.((Ax.f) x)), (Af.(Ax.(fx))) oder
((Mf.Ax.f) x). Wir verwenden aber die gingige Konvention, dass der Rumpf einer Abstraktion sich
so weit wie moglich nach rechts erstreckt. Damit steht der ungeklammerte Term eindeutig fiir den
vollstindig geklammerten Term, der dartiber steht.
Die Terme der Form Av.e sind auf einen Parameter beschrinkt. Es gibt aber zwei weitere Ab-

kiirzungen in der Notation von A-Termen:

* Ay ...xp.estehtfir \xy.(Axe.(. .. Axy.e)...).

* eg...epstehtfiir (... (eger)ea)...epn).
Mxy.f x y ist also eine andere Schreibweise fiir den Term (Af.(Ax.(Ay.((f x) ¥)))).

Hier sind weitere Beispiele fiir Terme und ihre Abkiirzungen:

(fx) fx
(fx)y fxy

) AxxX
(Ax.((xy)z)) Ixxyz
) Axy.Xy
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AUFGABE 14.2

Schreibe fiir die folgenden Abkiirzungen die «vollstindigen» A-Terme auf:

fxyz
AXYZ.XY 7
((Mxy.xy)ab)

143 A-INTUITION

Es ist kein Zufall, dass die Lehrsprachen genau die gleichen Begriffe verwenden wie der A-Kalkdl.
Ein Lambda-Ausdruck mit einem Parameter entspricht einer Abstraktion im A-Kalkiil, und die Ap-
plikationen in den Lehrsprachen entsprechen den Applikationen im A-Kalkiil. Die Lehrsprachen
wurden bewusst auf dem A-Kalkiil aufgebaut.

Die Intuition fiir die A-Terme ist zhnlich wie in den Lehrsprachen: Eine Abstraktion steht ftir
eine mathematische Funktion, speziell fiir eine solche Funktion, die sich durch ein Computerpro-
gramm berechnen lisst. Eine Applikation steht fiir die Anwendung einer Funktion, und eine Varia-
ble bezieht sich auf den Parameter einer umschlieenden Abstraktion und steht fiir den Operanden
der Applikation.

Wichtig ist aber: Das ist an diesem Punkt nur eine Intuition. Wir haben bisher nur die Sprache
des A-Kalkiils definiert, nicht aber, was die A-Terme bedeuten oder wie sie sich verhalten.

Bemerkenswert am A-Kalkl ist, dass es dort z#7 Funktionen gibt, noch nicht einmal Zahlen,
#t, #f oder zusammengesetzte Daten. Darum erscheint die Sprache des Kalkiils auf den ersten Blick
noch spartanisch und unintuitiv: So unmittelbar ldsst sich noch nicht einmal eine Funktion hin-
schreiben, die zwei Zahlen addiert — schliefilich gibt es keine Zahlen. Wie sich jedoch weiter unten
in Abschnittherausstellen wird, lassen sich all diese Dinge durch Funktionen nachbilden.

Noch etwas: Die Funktionen haben auch nur jeweils einen Parameter. Dies ist aber keine wirk-
liche Einschrinkung: Funktionen mit mehreren Parametern kénnen wir schonfinkeln, um aus ih-

nen mehrstufige Funktionen mit jeweils einem Parameter zu machen, wie schon in Abschnitt

auf Seite62]

14.4. WIE FUNKTIONIEREN VARIABLEN?

Im A-Kalkiil dreht sich (fast) alles um Variablen. Die funktionieren nach dem gleichen Prinzip
wie bei den Lehrsprachen, der lexikalischen Bindung. Die lexikalische Bindung haben wir in Ab-
schnitt[o.6lauf Seite[266 behandelt.
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Kurz zur Erinnerung: Das Vorkommen einer Variable v als A-Term gehért immer zur innersten
umschliefenden Abstraktion Av.e, deren Parameter ebenfalls v ist. Bei Ax.y (Ay.y)) ist also das
erste y das freie, wihrend das zweite y durch die zweite Abstraktion gebunden wird.

Auferdem: Wenn es fiir eine Variable keine Abstraktion gibt, die diese bindet, heif$t die Varia-
ble fre;. Um Bindung und «Freiheit» prizise zu definieren, brauchen wir zwei Hilfsfunktionen fiir

den Umgang mit Variablen.

DEFINITION 14.2 (FREIE UND GEBUNDENE VARIABLEN)

Die Funktionen free und bound liefern fiir einen A-Terms die Mengen seiner frezen beziehungs-

weise seiner gebundenen Variablen.

{v} fallse = v
free(e) o free(eg) U free(e;) fallse = eg eq
free(eg) \ {v} fallse = Av.eg
15} fallse = v
bound(e) o bound(eg) Ubound(e;) fallse = eg e;
bound(eg) U {v} fallse = Av.eg

Ein A-Term e heifft abgeschlossen falls free(e) = @.

Einige Beispiele:
free(xy) = {y}
bound(Ax.y) = {x}
free(Ay.y) = ©
bound(Ay.y) = {v}
free(Ax. Ay . Ax.x (A\z.ay)) = {a}
bound(Ax.Ay.dx.x (A\z.ay)) = {x,y,z}

Die Intuition ist folgende: Eine Abstraktion in einem A-Term bzndet eine Variable innerhalb seines
Rumpfes. Eine freie Variable hingegen ist eine, die nicht durch eine Abstraktion gebunden ist. Dar-
um bildet free bei einer Abstraktion die Differenz aus den freien und den gebundenen Variablen.
Dahingegen sammelt bound alle Variablen aus Abstraktionen auf. Wenn man free und bound ei-

nes Terms als free(e) U bound(e) zusammennimmt, bekommt man alle Variablen eines A-Terms.
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In einem Term kann die gleiche Variable sowohl frei als auch gebunden vorkommen:

free(Ax.y (A\v.y)) = {v}
bound(Ax.y (Ay.y)) {x,y}

Das y taucht innerhalb #zd aufferhalb einer bindenden Abstraktion auf. Das Frei- und Gebunden-

sein bezieht sich also immer auf bestimmte Vorkommen einer Variablen in einem A-Term.

AUFGABE 14.3

Schreibe auf, was bei folgenden Anwendungen von free und bound herauskommt:

free(xy)
free(Ax.xy)
free(Axy.xy)
free((Ax.y) x)
bound(x y)
bound(Ax.xy)
bound(Axy.xy)
bound((Ax.y) x) O

Der A-Kalkil ist darauf angewiesen, Variablen durch andere zu ersetzen, ohne dabei die Zugehorig-
keit von Variablenvorkommen und den dazu passenden Abstraktionen zu verindern. Der Mecha-

nismus dafiir heiflt auch hier Substitution:

DEFINITION 14.3 (SUBSTITUTION)

Fire, f € L) bedeutet e[v — f], dass in e die Variable v durch f ersetzt oder substituiert wird.

Die Funktion ist folgendermafien definiert:

f fallse = v
e falls e eine Variable istund e # v
Av.€q fallse = Av.eg
efv = f] o Au.(eo[v — f]) fallse = Mu.egund u # v, u & free(f)

M (eglu — u[v— f]) fallse = Au.eg
und u # v, u € free(f),u’ & free(eg) U free(f)

(eolv = f]) (e1[v — f]) fallse =eg ey
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Die Definition der Substitution erscheint auf den ersten Blick kompliziert, folgt aber dem Prinzip
der lexikalischen Bindung. Die erste Regel besagt, dass das Vorkommen einer Variable durch eine

Substitution genau dieser Variablen ersetzt wird:

oo fl=f

Die zweite Regel besagt, dass das Vorkommen einer anderen Variable durch die Substitution nicht
betroffen wird:

elv— fl=e e ist eine Variable und e # v

Die dritte Regel ist auf den ersten Blick etwas tiberraschend:
(Av.eg)[v — f] = Av.eg

Ein A-Ausdruck, dessen Parameter gerade die Variable ist, die substitutiert werden soll, bleibt un-
verindert. Das liegt daran, dass mit dem A-Ausdruck die Zugehérigkeit aller Vorkommen von v in
eq bereits festgelegt ist: ein Vorkommen von v in eg gehort entweder zu dieser Abstraktion oder
einer anderen Abstraktion mit v als Parameter, die in ey weiter innen steht — v ist in (Av.eg) ge-
bunden und v € bound(Av.eq). Da die Substitution diese Zugehérigkeiten nicht verindern darf,
lisst sie das v in Ruhe.

Anders sieht es aus, wenn die Variable der Abstraktion eine andere ist — die vierte Regel:

(Au.ep)[v = f] = Au.(egv — f]) u# v,u & free(f)

In diesem Fall wird die Substitution auf den Rumpf der Abstraktion angewendet. Wichtig ist, dass
u nicht frei in f vorkommt - sonst kdnnte es vorkommen, dass beim Einsetzen von f ein freies
Vorkommen von u durch die umschlieSende Abstraktion gebunden wird. Damit wiirde auch die
Zugehorigkeitsregel der lexikalischen Bindung verletzt.

Was passiert, wenn u eben doch frei in f vorkommt, beschreibt die fiinfte Regel:

(Au.eg)[v = f] = M .(eo[u = u'][v = f]) u # v, u € free(f)
u’ & free(eg) U free(f)

Um zu verhindern, dass die freien w in f durch die Abstraktion «eingefangen» werden, wird das
in der Abstraktion durch ein «frisches» ’ ersetzt, das noch nirgendwo frei vorkommt.

Die Regel fiir Substitution auf Applikationen taucht in Operator und Operand rekursiv ab:

(eo e1)[v = f] = (eo[v = f])(e1[v = f])
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REDUKTION IM A-KALKUL

Hier ist ein etwas umfangreicheres Beispiel fir die Substitution:

(AxAy.x (A\z2.2) 2)[z — x Y]

N~ N —
>
\_/
=
1
»
=
=
1
i
~
1
i
=,
S~—

( [yHY][ZHXY})
Ax Ay ((x ’[y =Y (z2)ly =y 2ly = ¥z = xy])
XAy (V) )l = %)

XNy X[z = xy] (\z.2)[z = x¥]) 2]z — x ]

A" Ay’ X" (M\z.z) (xy)

Deutlich zu sehen ist, wie die freien Variablen x und y aus der Substitution z — x y auch im

Ergebnis frei bleiben, wihrend die gebundenen Variablen x und y aus dem urspriinglichen Term

umbenannt werden, um eine irrttimliche Bindung ihrer hereinsubstitutierten Namensvettern zu

vermeiden.

14.5 REDUKTION IM A-KALKUL

Der A-Kalkiil ist ein sogenannter Reduktionskalkil. Das heifSt, er legt Regeln fest, wie ein A-Term

in einen anderen A-Term tberfiihrt beziehungsweise reduziert wird. («Reduzieren» klingt so, als

wiirde der Term dabei kleiner werden. Manchmal wird er auch kleiner, manchmal aber auch gré-

Ber.) Ein Beispiel fir einen Reduktionskalkiil haben wir bereits gesehen, nimlich den Stepper im

DrRacket, der auch jeweils einen Ausdruck «links» in einen Ausdruck «rechts» tiberfithrt. Hier

sind die wichtigsten Reduktionsregeln im A-Kalkiil, auch mit griechischen Buchstaben benannt:

DEFINITION 14.4 (REDUKTIONSREGELN)

Die Reduktionsregeln im A-Kalkiil sind die a-Reduktion —,, und die 8-Reduktion — s:

Az.e =4 Ay.(e[r — y]) y & free(e)

(Mv.e) f —p e[v— f]
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Die a-Reduktion (oft auch a-Konversion genannt) benennt eine gebundene Variable in eine andere

um. Hier sind einige Beispiele:

Aa.a  —,  Ac.C
Aa.ab —, Ac.cb

Aa.(Aa.aa)a —, Ac.(Aa'.a’'a’)c

Die 3-Reduktion ist die zentrale Regel des A-Kalkiils und steht fiir Funktionsapplikation: eine Ab-
straktion wird angewendet, indem die Vorkommen ihres Parameters durch den Operanden einer

Applikation ersetzt werden. Hier sind zwei Beispiele:

(Mxx)y —p v
(Aa.aa) (Axx) — (Axx) (Axx)

In den obigen Beispielen wird jeweils die Reduktionsregel auf einen ganzen A-Termin angewendet.

Es ist allerdings auch erlaubt, eine Reduktionsregel auf einen Teilterm anzuwenden:

Ab.da.a —, Ab.Ac.c
Az.(Ax.X)y —p Azy

Das ist bei jedem Reduktionskalkiil so, gehort also zum Begriff «Reduktion» an sich. Du kennst

das Prinzip vom ganz normalen Rechnen:
yX(z+zx+z)=yx(3xx)

Der Stepper zeigt, dass auch in den Lehrsprachen Reduktion auf Teiltermen arbeitet: Dieser wird
ja farblich markiert. Allerdings gibt es einen Unterschied: Beim Rechnen und im A-Kalkil darf
auf jedem Teilterm reduziert werden. Unter Umstinden sind mehrere verschiedene Reduktionen

moglich:

(Avvv) (Awuw)w) —5 (Avvv)w
(Avvv) (Auwuw)w) —5  ((Auu) w) ((Auu) w)

Wir haben jeweils unterstrichen, welcher Teilterm reduziert wird: Dieser Teilterm heifft Redex. Bei

den Lehrsprachen ist immer genau vorgeschrieben, welcher Teilterm der Redex ist. Die Regeln da-

fiir werden wir in Abschnittauf Seite@kennenlernen.



442 REDUKTION IM A-KALKUL

Wenn Du beim letzten Beispiel weiterreduzierst, dann sieht das so aus:

(Avvv)w —5 ww
(Auw) w) (Auwuw)w) —g w((Auu)w)

—pB WW

AUFGABE 14.4

Kannst Du die bei diesem Beispiel auch noch auf einem anderen Weg reduzieren, den Redex also bei
mindestens einem anderen Schritt anders wihlen? Wenn ja, kommt auch dann das gleiche Ergebnis

heraus, wenn Du weiterreduzierst? O

Wenn wir mehrere Schritte benétigen, um von einem Term zum anderen zu kommen, werden wir

die folgende Notation «mit Sternchen» benutzen:

e —q e

*

e—ge

Das bedeutet, dass wir in mehreren Reduktionsschritten (es konnen auch o Schritte sein, also e =
€’) jeweils von e nach €’ kommen. Diese Konstruktion — «o oder mehr Schritte» - heifit auch
transitiv-reflexiver Abschluss. Das «reflexiv» bedeutet, dass auch o Schritte moglich sind, das «tran-
sitiv>>, dass es mehrere Schritte sein konnen.

Wir werden auflerdem die Notation —, g benutzen, um auszudriicken, dass es eine a- oder
eine -Reduktion ist. Entsprechend ist —>Z) g eine Folge von - und B-Reduktionen, die sich belie-
big abwechseln kénnen. Wir setzen noch eins drauf: <+ g bedeutet, dass die Reduktion auch «riick-
wirts» laufen kann. Entsprechend gibt es auch <+, g und <—>Z7 8- > a,p heillt symmetrischer Ab-
schluss von — o g («symmetrisch», weil die Reduktion in beide Richtungen gleich funktioniert),
o .3 der reflexiv-transitiv-symmetrische Abschluss.

Wenn wir mit <—>Z, g einen A-Term in einen anderen tiberfiihren kénnen, so nennen wir diese

beiden Terme im A-Kalkil dguivalent:

DEFINITION 14.5 (AQUIVALENZ IM A-KALKUL)

Zwei Terme ey, e2 € L) heillen aB-dguivalent oder einfach nur dquivalent, wenn ey <+, 3 €2

gilt. Die Schreibweise dafiirist e; = es.
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14.6 NORMALFORMEN

Im letzten Abschnitt haben wir anhand des Beispiels (Av.v v) ((Au.u) w) gesehen, dass es von
ein und demselben A-Term aus mehrere mégliche Reduktionsfolgen gibt. Wenn Du jede mit -
Reduktionen bis zum Ende weiterfthrst, stellst Du fest, dass am Ende jedesmal der gleiche Term
herauskommt. Das heif8t nicht ganz: Der Term hat am Ende immer die gleiche Struktur, aber unter
Umstinden unterschiedliche Namen fiir die Variablen. Du kannst aber mit Hilfe der a-Reduktion
die Variablen so umbennen, dass auch sie gleich sind.

Um tiber diese Eigenschaft des A-Kalkiils zu sprechen, brauchen wir den Begrift der Normal-

form, der Terme beschreibt, die nicht mehr weiter reduziert werden kénnen:

DEFINITION 14.6 (NORMALFORM)

. . . . . * . .
Sei e ein A\-Term. Ein A-Term €’ ist eine Normalform von e, wenn e — e gilt und kein A-Term

e’ existiert mite’ —g €”.

Normalformen kénnen wir dazu benutzen, um den Beweis von Gleichungen im Kalkiil zu erleich-
tern: Wenn jemand behauptet, dass e = e gilt, wissen wir ja nicht, welche Abfolge von a- und
[-Reduktionen den einen in den anderen Term iiberfiihrt hat. Es konnte sein, dass wir viele Re-
duktionsfolgen probieren miissen, um eine richtige zu finden.

Glicklicherweise ist der Beweis fiir e = e einfacher, wenn wir beide jeweils zu einer Nor-
malform reduzieren kdnnen. Dann miissen wir nur schauen, ob wir die Normalformen durch a-
Reduktionen ineinander tiberfithren knnen. Wenn ja, dann sind e; und ez dquivalent, sonst nicht.
Fir diese Situation werden auch die Sprechweisen «die Normalformen sind a-dquivalent>» oder
«die Normalformen sind gleich modulo a-Reduktion» benutzt.

Eine wichtige Eigenschaft auf dem Weg zur Eindeutigkeit von Normalformen ist der Satz von
Church/Rosser:

SATZ 14.7 (CHURCH/ROSSER-EIGENSCHAFT) Die 3-Reduktionsregel hat die Church/Rosser-Ei-
genschaft: Fir beliebige A-Terme e; und es mit e; & 5 €2, gibt es immer einen A\-Term €’ mit

e1 —g e undey g€

Abbildungstellt die Aussage des Satzes von Church/Rosser grafisch dar. Der Beweis des Satzes
ist leider recht umfangreich und technisch. Die einschligige Literatur tiber den A-Kalkdl hat ihn
vorritig [HS86].

Die Church/Rosser-Eigenschaft ebnet den Weg fiir Benutzung von Normalformen zum Fin-

den von Beweisen im A\-Kalkiil:
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Abbildung 14.1: Die Church/Rosser-Eigenschaft

SATZ 14.8 (EINDEUTIGKEIT DER NORMALFORM) Ein A-Term e hat héchstens eine Normalform

modulo a-Reduktion.

Beweis Angenommen, es gebe zwei unterschiedliche Normalformen e; und e von e. Nach
. . . * *

Satzmuss es dann aber einen weiteren A\-Term €’ geben mite; —3 € undes — 3 €’. Entweder

sind e; und ey also nicht unterschiedlich, oder zumindest einer von beiden ist keine Normalform

im Widerspruch zur Annahme. O

Satzbestiitigt, dass der A-Kalkiil ein sinnvoller Mechanismus fiir die Beschreibung des Verhal-
tens von Computerprogrammen ist: Bei einem A-Term ist es gleichgiiltig, in welcher Reihenfolge
die Reduktionen angewendet werden: Jede Reduktionsfolge, die zu einer Normalform fishre, fiihre
immer zur gleichen Normalform.

Manche A-Terme haben leider keine Normalform. Hier ein Beispiel:
(Axxx)(Axxx) =g (Axxx) (Ar.XX)

Solche Terme ohne Normalformen lassen sich endlos weiterreduzieren, ohne dass der Prozess je-
mals zum Schluss kommt. Sie entsprechen damit Programmen, die endlos weiterrechnen. Dies ist
kein spezieller Defekt des A-Kalkiils: Jeder Kalkiil, der michtig genug ist, um beliebige Computer-

programme zu modellieren, hat diese Eigenschaft.

147  AUSWERTUNGSSTRATEGIEN

Die Anwendung des Satzes von Church/Rosser hat in der Praxis einen Haken: Er besagt zwar, dass
sich die Aquivalenz von zwei Termen dadurch beweisen lisst, dass ihre Normalformen verglichen
werden. Leider sagt er nichts dariiber, wie diese Normalformen gefunden werden. Wenn wir die
Auswertung einem Computer {ibertragen, sollten wir uns eine Strategie tiberlegen, die méglichst

effizient zur Normalform fithrt und méglichst keine tiberfliissigen Auswertungsschritte begeht.
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Eine solche Auswertungsstrategie wird in der Regel so formuliert, dass sie ausgehend von einem
A-Term den 3-Redex fiir den nichsten Auswertungsschritt eindeutig festlegt. Fiir den A-Kalkiil gibt
es mehrere populire Auswertungsstrategien, die jeweils ihre eigenen Vor- und Nachteile haben, was
das effektive Finden von Normalformen betrifft.

Eine populire Auswertungsstrategie ist die Linksauf8en-Reduktion, auch normal-order reduc-

tion oder leftmost-outermost reduction genannt.

DEFINITION 14.9 (LINKSAUSSEN-REDUKTION)

Bei der Linksauflen-Reduktion wird immer der -Redex reduziert, der méglichst weit links auffen
steht. Das bedeutet konkret:
1. Wenn der A-Term die Form (Av.e) f hat, so ist der ganze Term der nichste Redex — also axfSen.
2. Wenn der A-Term die Form e f hat, und e keine Abstraktion ist, so suche nach dem Redex
innerhalb von e - also /inks.
3. Wenn der \-Term die Form e f hat, und e keine Abstraktion ist und wenn in e kein Redex zu
finden ist, suche nach dem Redex innerhalb von f.

4. Wenn der A\-Term die Form Av.e hat, so suche nach dem Redex innerhalb von e.

Hier ist ein Beispiel:

(AxAz.(Ayy)x) (Ayy)z) —p Az(Ayy) (Ay.y) 2)
—5 Az.(Ay.y)z

—g A2z

Die Linksauflen-Reduktion hat folgende duf8erst angenehme Eigenschaft:

SATZ 1410 Wenn e’ eine Normalform von e ist, so fiithrt die Linksaulen-Reduktion von e zu €/,

modulo a-Reduktion.

Falls es also eine Normalform gibt, so findet die Linksau8en-Reduktion sie auch. Es gibt noch wei-

tere Auswertungsstrategien:

DEFINITION 1411 (CALL-BY-NAME-REDUKTION)

Die Call-by-Name-Reduktion ist wie die Linksauflen-Reduktion, allerdings ohne die letzte Regel

fiir Terme der Form Av.e.
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Die Call-by-Name-Reduktion hért also verglichen mit der Linksauffen-Reduktion vorzeitig auf,

sobald eine Abstraktion herauskommt. Beim Beispiel von oben ist schon nach dem ersten Schritt:

(AxAz. Ay y) x) (AWvy)z) —p Az(Ayy) (Avy) 2)

Dass die LinksaufSen-Reduktion immer eine Normalform findet, wenn es eine gibt, ist toll. Leider
geschieht dies nicht immer auf die effizienteste Art und Weise. Beim folgenden Beispiel wird der

Subterm ((Ay.y) z) zunichst «verdoppelt» und muss deshalb zweimal reduziert werden.

(Axxx) (Ayy)z) =5 ((Ayy)2) (Ayy) 2)
=5 2((Ayy)2)
—B ZZ

Eine andere Auswertungsstrategie vermeidet solche doppelte Arbeit: Die Linksinnen-Reduktion,

auch genannt applicative-order reduction oder leftmost-innermost reduction.

DEFINITION 1412 (LINKSINNEN-REDUKTION)

Bei der Linksinnen-Reduktion wird immer der 5-Redex reduziert, der méglichst weit links innen
steht. Das bedeutet konkret:
1. Wenn der A-Term die Form e f hat, so suche nach dem Redex innerhalb von e - also /inks
innen.
2. Wenn der A-Term die Form e f hat und wenn in e kein Redex zu finden ist, suche nach dem
Redex innerhalb von f.
3. Wenn der A\-Term die Form (Av.e) f hat und in f kein Redex zu finden ist, so ist der ganze
Term der nichste Redex.

4. Wenn der A-Term die Form Av.e hat, so suche nach dem Redex innerhalb von e.

Die Linksinnen-Reduktion ist beim obigen Beispiel effektiver als Linksauflen-Reduktion, da zu-

nichst das Argument der dufleren Applikation ausgewertet wird:

(Axxx) ((A\y.y) 2) =g (Axxx)z
—Bi Z7Z

Leider fithrt die Linksinnen-R eduktion nichtimmer zu einer Normalform, selbst wenn es die Links-

aufien-Reduktion tut. Der folgende Term zum Beispiel hat zwei Redexe — den ganzen Term und
(A\z2.22) (A\2.2.2):
(AxAy.y) (M\z.z2) (A\2.2 7))
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Die Linksinnen-Strategie wihlt den inneren Subterm als ersten Redex aus:
(Az.zz) (M\z.22) —p; (Az.22) (A\z.22)

Damit liuft die Linksinnen-Reduktion unendlich im Kreis, wihrend die Linksau8en-Reduktion
sofort den gesamten Term reduziert und die Normalform Ay.y liefert.

Eine Variante der Linksinnen-Reduktion, die in den meisten Programmiersprachen Anwen-
dung findet, ist die Call-by-Value-Reduktion. Sie ist die Grundlage insbesondere fiir unsere Lehr-

sprachen.

DEFINITION 1413 (CALL-BY-VALUE-REDUKTION)

Die Call-by-Value-Reduktion ist wie die Linksinnen-Reduktion, allerdings ohne die letzte Regel fiir

Terme der Form A\v.e.

AUFGABE 14.5

Lasse folgendes Programm (und gern auch noch andere) im Stepper laufen und tiberzeuge Dich,

dass er die Call-by-Value-Reduktion benutzt:

(define z "z")
((lambda (x) (lambda (z) ((lambda (y) y) x))) ((lambda (y) y) z))

Programmiersprachen mit Call-by-Value-Reduktion heifSen strikte Sprachen. Es gibt auch niche-
strikte Sprachen wie zum Beispiel Haskell [Mario], die auf der sogenannten lazy evaluation beru-
hen. Thre Auswertungsstrategie ist eng mit der Call-by-Name-Auswertung im A-Kalkil verwandt,
vermeidet aber mehrfache tiberfliissige Auswertung von Ausdriicken dadurch, dass sie den Wert

beim ersten Mal abspeichern und danach wiederverwenden.

14.8 DER A-KALKUL ALS PROGRAMMIERSPRACHE

Bisher sicht es so aus, als kénne man mit dem A-Kalkiil nichts anfangen: Die drei Arten von A-
Termen entsprechen zwar den Abstraktionen, Applikationen und Variablen aus den Lehrsprachen,
aber alles andere fehlt, zum Beispiel das Rechnen mit Zahlen, aber auch boolesche Werte und Ver-
zweigungen. Wir konnten das alles zum A-Kalkdil hinzufiigen, was aber den Kalkiil komplizierter

macht und damit erschwert, wichtige Eigenschaften des Kalkiils zu beweisen.
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Wir konnen aber auch versuchen, die fehlenden Konstrukte innerhalb des Kalkiils nachzubil-
den. Wir wissen ja zum Beispiel, dass wir Funktionen mit mehreren Parametern durch Schénfinkeln
nachbilden kénnen. Diese Strategie verfolgen wir in diesem Kapitel und zeigen, dass wir folgende
Konstrukte durch Ubersetzung in den «reinen» A\-Kalkiil nachbilden kénnen:

* Verzweigungen und boolesche Werte
* Zahlen
* define und Rekursion
Diese Konstrukte machen den A-Kalkiil ebenso michtig wie eine ausgewachsene Programmierspra-

che, ohne dass wir den Kalkiil selbst komplizierter machen missen.

14.81 VERZWEIGUNGEN UND BOOLESCHE WERTE

Die binire Verzweigung (if b k a) wihlt, abhingig vom booleschen Wert b, die Konsequente
k oder die Alternative a aus. Diese Idee konnen wir in A-Termen ausdriicken. Wir definieren true
als Term, der das erste von zwei Argumenten auswihlt und das zweite verwirft; false umgekehrt.

Die Verzweigung wendet die Bedingung auf Konsequente und Alternative an:

true AXy.X
false AXy.y

if 2 \tkatka

Wie if funktioniert, zeigt das folgende Beispiel:

if true e; e5 = (Mtka.tka) truee; ey
—3 (Aka.trueka)e; es
%% truee; ey
= (Aka.k) eq e
— 3 (Aa.er) ez

—p €1

AUFGABE 14.6

Schreibe den analogen Beweis fur false auf! O
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14.82 NATURLICHE ZAHLEN

Fiir die Nachbildung von Zahlen gibt es verschiedene Ansitze. Einer davon heifst Church-Numerale.
Das Church-Numeral [n] einer natiirlichen Zahl n ist eine Funktion, die eine n-fache Applikation

vornimmt.

] €A (7 (x))

Die Notation dort verwendete f™ ist folgendermafien induktiv definiert:

dof | € fallsm =0

F(f"7He))  sonst

[0] ist nach dieser Definition Af.Ax.x, [1] ist Af.Ax.f x, [2] ist Af. Ax.f (f X) usw.
Hier ist die Definition der Nachfolgerfunktion succ, die auf eine Zahl eins addiert. Sie macht

eine Applikation dazu:
suce © AnAfAxn f (fx)

Hier ein Beispiel fur die Anwendung von succ:

succ [1] = (AnMAxanf (fx)) (MAxfx)
=5 Ax. (M Axfx)f (fx)
-3 Ax.(Axfx) (fx)
—5  Ax.(Axf (fx))
= [2]

Folgende Definition die Vorgangerfunktion. Sie zieht von einer Zahl eins ab:

pred & AXAY.AZ.X (Ap.Aq.q (py)) (Ax.Ay.x) z) (Ax.X)

AUFGABE 14.7
Zeige, dass pred [3] zu [2] reduziert! O

In Verbindung mit den booleschen Werten test die folgende Funktion zerop eine Zahl darauf, ob
sie 0 ist:
zerop  A\nn (Ax.false) true
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Die Funktionsweise von zerop lisst sich am einfachsten an einem Beispiel erkennen:

zerop [0] = (An.n (Ax.false) true) [0]
—3 [0] (Ax.false) true
= (M. Ax.x) (Ax.false) true
—3 (Ax.x) true

—pg true

14.8.3 REKURSION UND FIXPUNKTSATZ

Um Funktionen auf natiirlichen Zahlen zu schreiben, brauchen wir noch Rekursion. Wenn wir in
den Lehrsprachen rekursive Funktionen geschrieben haben, dann war das immer im Zusammen-
hang mit def ine, damit die Funktion tiberhaupt einen Namen bekommt.

Daseinfache define kénnen wir in eine Kombination aus Abstraktion und Applikation tiber-

setzen. Aus einem Programm dieser Form:

(define n e)

konnen wir folgendes Programm ohne das define machen:
((lambda (n) ...) e)

Allerdings funktioniert dieser Trick nicht fiir Rekursion, da nach den Regeln der lexikalischen Bin-
dung das n in e gar nicht sichtbar ist. Wie es trotzdem geht, zeigen wir anhand des Beispiels der

Fakultit. Schén wire eine Definition wie folgt:
fac % Ax.if (zerop x) [1] (xx (fac (pred x)))

* steht fiir einen A-Terme, der Church-Numerale multipliziert. Wir tun so, als hitten wir die schon
definiert — ihre Formulierung ist Teil der Ubungsaufgabe
Leider ist das keine richtige Definition fiir fac: fac taucht sowohl auf der linken als auch auf

der rechten Seite auf. Wenn fac aus der rechten Seite entfernt wird, bleibt folgender Term tibrig:
Mx.if (zerop x) [1] (xx (? (pred x)))

Immerhin berechnet dieser Term korrekt die Fakultit von 0, nimlich 1. Fiir alle Zahlen grofSer als

0 ist «?» allerdings noch unbekannt. Weil der Term nur fiir 0 taugt, nennen wir ihn facy:

facg L \x.if (zeropx) [1] (xx (? (pred x)))
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Nun wire es schon, einen Term zu haben, der zumindest auch die Fakultit von 1 ausrechnen kann.

Dazu wird facg in seine eigene Definition anstelle des ? eingesetzt. Das Ergebnis sicht so aus:
Ax.if (zerop x) [1] (* x (facy (pred x)))

Da facg keinen Selbstbezug enthilt, lisst sich seine Definition einsetzen; das Ergebnis soll der Funk-

tion entsprechend fac; heiflen:
fac, < Ax.if (zerop x) [1] (xx (Ax.if (zeropx) [1] (+x (? (predx)))) (predx)))
Auf die gleiche Art und Weise ldsst sich ein Term konstruieren, der die Fakultiten bis 2 ausrechnet:
fac, % g if (zerop z) [1] (x z (fac; (pred z)))

Dieses Muster lisst sich immer so weiter fortsetzen. Leider entsteht dabei trotzdem nie ein Term, der
die Fakultiten a/ler natiirlichen Zahlen berechnen kann, da die Terme immer endlich grof bleiben.
Immerhin unterscheiden sich die fac,,-Terme nur durch den Aufruf von fac,,_1, der jedesmal
anders ist. Wir abstrahieren deshalb und definieren folgenden Term FAC:

FAC % Mac\x.if (zerop x) 1 (x x (fac (pred x)))

Nun kénnen wir die fac,,-Funktionen mit Hilfe von FAC einfacher beschreiben:
facy X x.if (zerop x) [1] (xx (? (pred x)))

< FAC fac,
fac, e pAC fac;

fac;

FAC istalso eine Fabrik fiir Fakultitsfunktionen und teilt mit allen fac; die Eigenschaft, dass ihre
Definition nicht rekursiv ist. Damit ist zwar die Notation kompakter geworden, eine korrekte Defi-
nition von fac miisste aber eine unendliche Kette von Applikationen von FAC enthalten. Dassich
solch ein Term nicht aufschreiben lisst, hilft nur Wunschdenken weiter. Dafiir sei angenommen,

fac wire bereits gefunden. Dann gilt folgende Gleichung:
fac = FAC fac

Die eine zusitzliche Applikation, die FAC vornimmt, landet auf einem ohnehin schon unendli-

chen Stapel, macht diesen also auch nicht gréf8er. Damit ist aber fac ein sogenannter Fixpunkt von
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FAC: Wenn fac hineingeht, kommt es auch genauso wieder heraus. Wenn es nun eine Méglich-
keit gibe, fiir einen A-Term einen Fixpunkt zu finden, wire das Problem geldst. Der folgende Satz

zeigt, dass dies tatsichlich moglich ist:

SATZ 1414 (FIXPUNKTSATZ) Fiir jeden A-Term F gibt es einen A\-Term X mit FF X = X.

Beweis: Wihle X def Y F, wobei

Y ¥ (O f (xx)) (xf (xx)).

Dann gilt:
YF =(M.(xf(xx)(Mxf(xx))) F
—5 (Ax.F (xx)) (Ax.F (xx))
=3 F ((Ax.F (xx)) (Ax.F (xx)))
—p F (M.(xf (xx)) (Axf (xx))) F)
— F(YF) O

Der A\-Term Y, der Fixpunkte berechnet, heifdt Fixpunktkombinator. Mit seiner Hilfe ldsst sich die
Fakultit definieren:

fac ¥ Y FAC

Abbildung zeigt, wie die Berechnung der Fakultit von 3 mit dieser Definition funktioniert.

Es gibt immer noch Elemente von Programmiersprachen, die wir in diesem Kapitel nicht in
den A\-Kalkiil abgebildet haben, zum Beispiel Zeichenketten oder Signaturen. All dies ist aber prin-
zipiell méglich. Das macht A-Kalkiil zu einem niitzlichen Modell fiir die Programmierung und zur
Grundlage grofier Teile der Programmiersprachenforschung.

In anderen Teilen der Informatik ist ein alternatives Modell fr Programmierung tiblich, die so-
genannte Turing-Maschine. Die funktioniert zwar ganz anders, ist aber ebenso fihig, alle Funktio-
nen einer «richtigen» Programmiersprache abzubilden. Entsprechend beziehen sich der A-Kalkal
und die Turing-Maschine auf den gleichen Grundbegrift der berechenbaren Funktionen, der in der

theoretischen Informatik eine wichtige Rolle spielt.
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fac [3]

(Satdzig)

(Sardfzr)

(Satz|r4.14)

(Satz

o b L
@ @™

™

Y FAC [3]

FAC (Y FAC) [3]

(Ax.if (zeropx) [1] (+x (Y FAC) (pred x)))) [3]

if (zerop [3]) [1] (+ [3] (Y FAC) (pred [3])))

if false [1] ( [3] ((Y FAC) [2]))

+ [3] (Y FAC) [2])

« [3] (FAC (Y FAC) [2])

* [3] (Ax.if (zeropx) [1] (+x (Y FAC) (pred x)))) [2])

+ [3] (if (zerop [2]) [1] (+ [2] (Y FAC) (pred [2]))))

* [3] (if false [1] (% [2] ((Y FAC) [1])))

«[3] (+ [2] (Y FAC) [1]))

* [3] (x [2] (FAC (Y FAC) [1]))

* [3] (+ [2] (Ax.if (zerop x) [1] (+x (¥ FAC) (pred x)))) [11))
* [3] (x [2] if (zerop [11) 1] (x [1] (Y FAC) (pred [1])))))

* [3] (= [2] (if false [1] (x [1] ((Y FAC) 0))))

*[3] (+ [2] (+ [1] (Y FAC) 0)))

* [3] (% [2] (x [1] (FAC (Y FAC) 0)))

*[3] (= [2] (= [1] (Ax.if (zeropx) [1] (+x (¥ FAC) (pred x)))) 0)))
*[3] (+ [2] (+ [1] (if (zerop 0) [1] (+ [1] (Y FAC) (pred 0))))))
+[3] (+ [2] (+ [1] (if true [1] (+ [1] (Y FAC) (pred 0))))))

* 3] (+ [2] (+ [11 1))

161

Abbildung 14.2: Berechnung der Fakultat von 3 im A-Kalkul

AUFGABE 14.8

UBUNGSAUFGABEN

Beweise, dass pred den Vorginger eines positiven Church-Numerals berechnet! Zeige dazu:

AUFGABE 14.9

pred(succ [n]) =5 [n]

Beweise, dass es A-Terme fiir die folgenden Operationen auf Church-Numeralen gibt:
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add[m][n]
mult[m][n]
exp[m][n]

=[m][n]

Benutze dazu die folgenden Definitionen:

add
mult def

def
exp =

= [m"]firm >0
fallsm =n

false sonst

AXAy.Ap.Aq.xp (ypq)
Ax Ay Az.x (y 2)

AXAY.yX

und gib eine eigene Definition fiir = an. Die Korrektheit von add lisst sich direkt beweisen.

Fir mult und exp kannst Du folgende Hilfsgleichungen benutzen, die Du méglichst auch

beweisen solltest:

([n]2)™y 5 2™y

[n]™z <5 [n™] firm > 0

AUFGABE 1410

Der Y -Kombinator lisst sich auch wortlich in die Lehrsprachen tibersetzen. Dabei kommt folgen-

de Definition heraus:

(define y
(lambda (f)
((lambda (x) (f (x x)))
(lambda (x) (£ (x x))))))

Probiere diese Definition aus, zum Beispiel mit:

(define FAC
(y
(lambda (fac)
(lambda (n)
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(cond
((zero? n) 1)
((positive? n)
(x n (fac (- n 1)))))))))
(FAC 3)
Du wirst sehen, dass y mit dieser Definition nicht funktioniert. Warum ist das so? Benutze fiir die

Erklirung die Definition der Call-by-Value-Reduktion!
Zeige, dass die folgende Variante von y ein Fixpunktkombinator ist, der funktioniert:

(define y
(lambda (f)
((lambda (x)
(f (lambda (y) ((x x) y))))

(lambda (x)
(f (lambda (y) ((x x) y)))))))

AUFGABE 1411
(Quelle: Ralf Hinze) Zeige, dass F mit der folgenden Definition ebenfalls ein Fixpunktkombinator

ist:
F g

G Aabcdefghijklmnopgstuvwxyzr.r(dasisteinfixpunktkombinator)

Dabei steht G126 fiir den Lambda-Term, der durch 26faches Hintereinanderschreiben von G ent-

steht,also GG ... G = (... (GG)G) ... G).






15 EXKURS: DIE SECD-MASCHINE

Dieses Kapitel baut auf dem A-Kalkiil aus dem vorigen Kapitel auf. Der A-Kalkiil ist als theoretisches
Modell fiir berechenbare Funktionen lange vor der Erfindung des Computers entwickelt worden.
Er bildet zwar die Grundlage fiir unsere Lehrsprachen, erklirt aber nicht, wie diese eigentlich auf
einem «echten» Computer ablaufen. Moderne Mikroprozessoren werden in einer Maschinenspra-
che programmiert, die sich erheblich vom A-Kalkiil unterscheidet. Damit unsere Programme auf'so
einem Prozessor laufen kénnen, miissen sie in die Maschinensprache tibersetzt werden, mit einem
sogenannten Compiler.

In diesem Kapitel beschreiben wir eine idealisierte Maschine, die zwar so nie gebaut wurde,
dessen Maschinensprache aber auf den gleichen Prinzipien basiert wie reale Maschinen — die SECD-
Maschine. Dann schreiben wir einen Compiler vom A-Kalkiil in die SECD-Maschinensprache und
auflerdem eine sogenannte virtuelle Maschine, die es uns erlaubt, die compilierten Programme auch

laufenzulassen.

151 DER ANGEWANDTE A-KALKUL

Abschnitt auf Seitezeigte bereits, dass sich auch boolesche Werte und Zahlen im A-Kalkiil
durch A-Terme darstellen lassen. Das ist zwar aus theoretischer Sicht gut zu wissen. Fiir die Praxis ist
es aber zu mithsam, immer mit Church-Numeralen zu arbeiten. Darum erweitern wir den A-Kalkiil
um einige Extras, so dass er mit Zahlen und Booleans direkt umgehen kann. Abschnitthat Dich
hoftentlich tiberzeugt, dass wir jederzeit auf die neuen Elemente verzichten kdnnten, indem wir sie
in die Terme aus Abschnittiibersetzen.

Der resultierende erweiterte A-Kalkiil heiflt angewandter A-Kalkiil:

DEFINITION 151 (SPRACHE DES ANGEWANDTEN A-KALKULS L£x4)

Sei V' eine abzihlbare Menge von Variablen, wie im \-Kalkdl.
Sei B eine Menge von Basiswerten. Zu den Basiswerten gehoren mindestens die booleschen

Werte und die natiirlichen Zahlen, also:
B Y f#f #t,0,1,2,...)

Sei fiir eine natiirliche Zahl ¢ jeweils i eine Menge von i-stelligen Primitiva — die Namen von
«eingebauten Operationen». Jedem F' € X* ist eine i-stellige Funktion F°P — ihre Operation —

zugordnet.
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Zum Beispiel konnte die Addition eine primitive Operation + € 32 sein. Die Operation dazu
ware:
+°(a,b) ot
Die Sprache des angewandten A-Kalkiils, die Menge der angewandten A-Terme, L 4, ist durch
folgende Grammatik definiert:

(Lra) = (V)
| ((Lxa) (Lxa)
| ANV) . (Lra))
| (B)
| (B (Laa)
| ((Z?) (Lxa) (Lra)

| (™) (Lxa) -.. (Lxa))  (n-mal)

Die Grammatik ist abgekiirzt notiert: Die letzen Klauseln besagen, dass es fiir jede Menge von Pri-
mitiva (£%) mit Stelligkeit i eine entsprechende Klausel mit ¢ Operanden gibt. Terme der Form
(Fi ey ... e;) heiflen primitive Applikationen. Im angewandten \-Kalkiil sind also Terme wie
zum Beispiel (+ (— 5 3) 17) moglich, wenn + und — in £? enthalten sind.

DEFINITION 15.2 (WERTE IM ANGEWANDTEN A-KALKUL)

Die Vereinigung aus Abstraktionen und Basiswerten heifSt Werte.

Damit die primitiven Operationen auch tatsichlich eine Bedeutung bekommen, muss eine spezielle

Reduktionsregel fiir sie eingefithrt werden:

DEFINITION 15.3 (§-REDUKTION)

(Fiel ez—) —>5 FOp(el,...,ek) €1,...,6; € B

Diese Regel besagt, dass eine primitive Applikation, wenn alle Operanden Werte sind, durch An-
wendung der entsprechenden Operation reduziert werden kann. Damit wird zum Beispiel der obi-

ge Beispielterm folgendermaflen reduziert:

T
T

53)17) =5 (+217) —5 19
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AUFGABE 151

Es ist nicht méglich, Verzweigungen mit einer §-Regel zu beschreiben. Warum? Zur Beantwortung
dieser Frage schreibe zunichst eine mogliche Definition der dazugehdrigen Funktion F If hin. Be-
denke nun, dass die 6-Reduktion erst dann greift, wenn alle Argumente von if Werte sind. Kénntest

Du mit diesem if zum Beispiel die Fakultit aus Abschnitt auf Seitedeﬁnieren.> O

In den folgenden Abschnitten werden wir SECD-Maschine und Compiler fiir den angewandten
A-Kalkiil ohne bindre Verzweigungen definieren. Wir wissen ja, wie wir sie mit den Mitteln aus
Abschnittauf Seite@deﬁnieren konnen. Wir werden Dich bitten, binire Verzweigungen

als Erginzung direkt zu realisieren in einer Reihe von Ubungsaufgaben. Hier ist die erste davon:

AUFGABE 15.2

1. Erweitere den erweiterten A-Kalkiil um eine Grammatik-Klausel fiir bindre Verzweigungen.
2. Definiere eine Reduktionsregel fiir binire Verzweigungen, analog zur §-Reduktion. (Dukannst
Sie t-Reduktion nennen — ¢ ist der griechische Buchstabe «iotax».)

O

15.2  DIE SECD-MASCHINE

Leider lduft auf handelsiiblichen Prozessoren der A-Kalkiil nicht direkt. Stattdessen fithren die-
se Prozessoren sogenannte Maschinensprache aus. Maschinensprache besteht aus einzelnen An-
weisungen, die hintereinander im Speicher abgelegt und auch hintereinander ausgefithrt werden.
Das unterscheidet die Maschinensprache von unseren Lehrsprachen, die auf dem Call-by-Value-A-
Kalkiil aufbauen: Dort liuft die Auswertung von innen nach auflen.

Um eine Briicke zwischen beiden Ideen zu schlagen, entwickelte Peter Landin die SECD-Ma-
schine [Lan64]. Die SECD-Maschine ist zwar iiber so Jahre alt, aber auch auf modernen Maschinen
immer noch die Grundlage fiir das Zusammenspiel zwischen Programmiersprache und Maschi-
nensprache. Die Sprache der SECD-Maschine ist eine idealisierte Maschinensprache, die auch aus
Anweisungen besteht, die hintereinander ausgefithrt werden. Viele Details echter Maschinenspra-
chen lisst die SECD-Maschine aber weg.

DEFINITION 15.4 (SPRACHE DER SECD-MACHINE)

Die Anweisungen der SECD-Maschine heiflen /nstruktionen und sind durch folgende Grammatik
definiert:
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(I) — (B)
| (V)
| ap
| primp: fiiralle F* € 3¢
| (V). (C)

Ein Maschinensprachen-Programm — auch genannt Maschinencode oder Code ist eine Folge von

Instruktionen:
def

c=r

Diie SECD-Maschine operiert aber auf sogenannten Maschinenzustinden. Ein Maschinenzustand
ist ein 4-Tupel aus der Menge S x E x C' x D (daher der Name der Maschine). Die Buchstaben
sind deshalb so gewihlt, weil S der sogenannte Stack, I die sogenannte Umgebung beziehungsweise
auf englisch das Environment, C' der schon bekannte Code und D der sogenannte Dump ist. Die

formalen Definitionen dieser Mengen sind wie folgt; dabei ist W die Menge der Werte:

s = wr

E C VW

p ¥ (Sx ExC)
W ¥ BUWV xCxE)

Der Stack ist eine Folge von Werten. In der Maschine sind dies die Werte der zuletzt ausgewerteten
Terme, wobei der zuletzt ausgewertete Term vorn beziehungsweise «oben» steht. Die Umgebung
ist eine partielle Abbildung von Variablen auf Werte: sie ersetzt die Substitution in der Reduktions-
relation des A-Kalkiils. Anstatt dass Werte fiir Variablen eingesetzt werden, merkt sich die Umge-
bung einfach, an welche Werte die Variablen gebunden sind. Erst wenn der Wert einer Variablen
bendtigt wird, holt ihn die Maschine aus der Umgebung.

Der Dump ist eine Liste fritherer Zustinde der Maschine: Jeder Zustand ist ein Tupel aus
Stack, Umgebung und Code, auch genannt Frame. Ein Dump speichert den den Kontext, dem
wir in Abschnittauf Seitebegegnet sind.

Die Menge W schlieflich entspricht dem Wertebegrift aus Definition IE Die Basiswerte ge-
héren dazu, auflerdem 3-Tupel aus (V' x C' x E)). Ein solches Tripel, genannt Closure, reprisentiert
den Wert einer Abstraktion. Eine Closure besteht aus der Variable einer Abstraktion, dem Maschi-

nencode ihres Rumpfs und der Umgebung, die notwendig ist, um die Abstraktion anzuwenden:
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Die Umgebung wird ben6tigt, damit die freien Variablen der Abstraktion entsprechend der lexika-
lischen Bindung ausgewertet werden kénnen. Dies ist anders als im Stepper, wo Variablen bei der
Applikation direkt ersetzt werden und damit verschwinden.

Die SECD-Maschine tiberfithrt einen Maschinenzustand durch einen Auswertungsschritt in
einen neuen Maschinenzustand.

Bei Umgebungen benutzen wir die Notation e(v): Das steht fiir den Wert w des Tupels (v, w)
ine.

Im Verlauf der Auswertung werden Umgebungen hiufig um neue Bindungen von einer Varia-
ble an einen Wert erweitert. Dazu ist die Notation e[v — w] niitzlich. e[v — w] konstruiert aus
einer Umgebung e eine neue Umgebung, in der die Variable v an den Wert w gebunden ist. Hier

ist die Definition:
efo = w] (e \ {(v,w")|(v,w") € e}) U{(v,w)}

Es wird also zunichst eine eventuell vorhandene alte Bindung entfernt und dann eine neue hinzu-
gefligt.

Achtung: Die Notation e[v — w] haben wir schonmal im letzten Kapitel benutzt, nimlich
fiir die Substitution beim A-Kalkiil in Definition [14.3]auf Seite[438. In diesem Kontext — bei der
SECD-Maschine - bedeutet die Notation etwas anderes. Lass Dich nicht verwirren!

Um die Maschine zu verstehen, ist es sinnvoll, erst einmal zu sehen, wie A\-Terme in SECD-
Code umgewandelt werden. Ein Term e aus dem angewandten A-Kalkiil wird mit Hilfe der Funk-

tion [ ] in ein Maschinensprache-Programm [e] iibersetzt.

b fallse=b€ B
v false =v eV
def
lel = leo] [e1] ap fallse = (eg e1)
[ei] ... [ex] primp: fallse = (Fey ... ¢)
(v, [eol) fallse = A\v.eqg

Zum Beispiel bedeutet die Ubersetzung [eo] [e1] ap fiir einen Term (eg e1 ), dass e und e; separat
iibersetzt werden. Die Instruktionen der beiden Ubersetzungen werden aneinandergehingt, so dass
die SECD-Maschine sie spiter auch hintereinander ausfiihr, also erst eg auswertet, dann e;. Wie
wir sehen werden, wird die SECD-Maschine die Ergebnisse der Auswertung von eg und e auf dem
Stack plazieren. Die Instruktion ap, die noch hinten dazukommyt, sorgt dann daftir, dass die SECD-

Maschine die Ergebnisse von e (das muss die Funktion sein) und das Ergebnis von e; vom Stack
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holt und das eine auf das andere anwendet. Entsprechend steht ap fiir «Applikation ausfithren».
Auflerdem steht primpg,, fir «Primitiv F' ausfithren».

Basiswerte und Variablen werden direkt in Maschinencode tibersetzt. Eine Abstraktion wird
bersetzt in ein Tupel aus seiner Variable und dem Maschinencode fiir seinen Rumpf. Alle diese
Anweisungen hinterlassen ihr Ergebnis jeweils auf dem Stack.

Hier ist ein Beispiel fiir die Ubersetzung:

[MAzXy.f(+z(xy2))]

FiDx Ay f(
[
[

+z(xy2))])
z, [Ay-f (+ 2 (+y2))]))
z, (y, [f (+ )

f (@, (y, [F1I(+ = (x y2))]ap)))

(f:1
(f:(
(f:( 1)
(f:(
= (f, (@, (y, f1(+ z (xy2))]ap)))
(f:(
(f:(
(f:(
(f:(
(f:(

x (xy2

(

(

(
fy (@, (y, f[=][(* y 2)]prim, ap)))
[, (@, (y, f 2[(* y 2)]prim, ap)))
£y (@, (y, f z[y][2]prim, prim ap)))
fi (@, (y, f zy[2]prim, prim, ap)))
fi(z,(y, fry2prim, prim, ap)))

Das Beispiel zeigt deutlich, wie der Rumpf der innersten Abstraktion in eine Folge von Instruk-
tionen tibersetzt wird, die der Reihenfolge nach der Call-by-Value-Reduktionsstrategie entspricht:
erst f auswerten, dann x, dann y, dann das Primitiv * anwenden, dann +, und schliefflich die Ap-

plikation durchfiihren.

AUFGABE 15.3

Ubersetze folgende \-Terme in die Zwischenreprisentation der SECD-Maschine:
L (Axy.(+xy)) (x56) 23
2. (Ax.(1x)) (Axy.(&& xy)) (Axy.(> x¥)) 2342) true
3. (Axy.y xx) (Az.z) (Ayz. (v y) (v 2))
Dabei steht ! fiir das boolesche not und & & fiir das boolesche and. O

Wir definieren nun die SECD-Maschine selbst. Diese macht immer einen Schritt auf einmal und
iiberfiihrt einen Zustand S, E/, C' und D einen neuen Zustand, und zwar indem die erste In-

struktion in ¢ «abgearbeitet» wird. Diese Uberﬁ'ihrung schreiben wir mit dem Symbol <, also
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(s,e,c,d) — (s',€',c,d"), wenn die SECD-Maschine den Zustand (s, e, ¢, d) in den Zustand
(s',€, ¢, d) iiberfiihrt.
In der folgenden Definition von < sind Bezeichner mit einem Unterstrich versehen, wenn es

sich um Folgen handelt, also zum Beispiel s fiir einen Stack:

(s;e,bc,d) = (bs,e,c,d) (15.1)

(s;e,ve,d) = (e(v)s,e,c.d) (152)

(bk .. .bis,e,primprc,d) < (bs,e,¢,d) (15.3)
wobei F¥ € $¥ und Ff(by,...,by) = b

(s,e,(v,)e,d) = ((v,c,e)s,e,c.d) (15.4)

(w(v,d,e')s,e;ape,d) = (e,€'fvw],d, (s,e,¢)d) (15.5)

(w,ee, (s ¢/, )d)  —  (ws',e’,c,d) (15.6)

Um einen A\-Term e in die SECD-Maschine zu «injizieren», wird der Term in eine Folge von In-
struktionen ¢ Gibersetzt — die C-Komponente der SECD-Maschine. Daraus wird ein Anfangszu-
stand (€, &, ¢, €) gemacht.

Die Regeln definieren eine Fallunterscheidung nach der ersten Instruktion der Code-Kompo-
nente des Zustands, beziehungsweise greift die letzte Regel, wenn der Code leer ist. Der Reihe nach
arbeiten die Regeln wie folgt:

. Regel(die Literalregel) schiebt einen Basiswert direkt auf den Stack.

. RegellE(die Variablenregel) ermittelt den Wert einer Variable aus der Umgebung und schiebt
diesen auf den Stack.

* Regel ist die Primitivregel. Bei einer primitiven Applikation miissen soviele Basiswerte
oben auf dem Stack liegen wie die Stelligkeit des Primitivs. Dann ermittelt die Primitivregel
das Ergebnis der primitiven Applikation und schiebt es oben auf den Stack.

. Regelist die Abstraktionsregel: Das Tupel (v, ¢) ist bei der Ubersetzung aus einer Abstrak-
tion entstanden. Die Regel erginzt v und ¢’ mit e zu einer Closure, die auf den Stack geschoben
wird.

. Regel@ist die Applikationsregel: Bei einer Applikation miissen oben auf dem Stack ein Wert
sowie eine Closure liegen. (Zur Erinnerung: Eine Applikation kann nur ausgewertet werden,
wenn eine Abstraktion vorliegt. Abstraktionen werden zu Closures ausgewertet.) In einem sol-
chen Fall «sichert» die Applikation den aktuellen Zustand auf den Dump, und die Auswer-
tung fahrt mit einem leeren Stack, der Umgebung aus der Closure — erweitert um eine Bindung

fiir die Variable — und dem Code aus der Closure fort.
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. Regelist die Riickkehrregel: Sie ist anwendbar, wenn das Ende des Codes erreicht ist. Das
heifSt, dass gerade die Auswertung einer Applikation fertig ist. Auf dem Dump liegt aber noch
ein gesicherter Zustand, der jetzt «zuriickgeholt» wird.

Hier ein Beispiel fiir den Ablauf der SECD-Maschine fiir den Term (((Az.Ay.(+z y)) 1) 2):

(e, @, (z, (y,zyprim,)) lap2ap, ¢)
= ((z, (y, zy prim ), F), a, lap2ap, €)
— (1 (z, (y,z yprim_ ), @), a, ap 2 ap, €)
< (e, {(z, 1)}, (y,xyprim, ), (e,9,2ap))
= ((yzyprin,, {(z,1)}), {(z,1)}, 3 (e,2,2ap))
= ((y,zyprim,, {(z,1)}), @, 2 ap, €)
= (2 (y,xyprim+7{(x71)}), a, ap, 5)
= (e, {(z,1),(y,2)}, xyprim,, (e,9,¢))
= (1, {(@,1),(y,2)}, yprim,, (e,9,¢))
— (21, {(z,1),(y,2)}, prim, (e,9,¢))
= (3, {(=,1),(y,2)}, e (e,9,¢))
— (3, , €, €)

AUFGABE 15.4

Betrachte folgendes SECD-Programm:

(f, (@, (y, f rapyap))) (a, (b,abprim, )) ap 23 ap 42 ap

1. Ubersetze das SECD-Programm «riickwirts» in den entsprechenden £ 4-Term.

2. Werte das SECD-Programm aus und schreibe die einzelnen Auswertungsschritte auf! O

Die Zustandsiibergangsrelation < ist die Grundlage fiir die Auswertungsfunktion der SECD-Maschine,

die fiir einen A-Term dessen Bedeutung ausrechnet. Dies ist scheinbar ganz einfach:

GUQZSECD : ﬁ)\A — B

evalsgep(e) = xwenn (e, [e],e) = (z,e,€,¢)

Diese Definition hat jedoch zwei Haken:
* Die Auswertung von A-Termen terminiert nicht immer (wie zum Beispiel fiir den «Endlos-
Term» (Az.(z x)) (Az.(z x))), eskommtalso nichtimmer dazu, dass die Zustandsiibergangs-
relation bei einem Zustand der Form (¢, &, [e], €) terminiert.

* Das z aus dieser Definition ist nicht immer ein Basiswert — es kann auch eine Closure sein.
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Der erste Haken sorgt dafiir, dass die Auswertungsfunktion nur eine «partiellen Funktion» ist.
Beim zweiten Haken, wenn z eine Closure ist, lisst sich mit dem Resultat nicht viel anfangen: Um
die genaue Bedeutung der Closure herauszubekommen, miisste sie angewendet werden — das Pro-
gramm ist aber schon fertig gelaufen. Es ist deshalb nicht sinnvoll, zwischen verschiedenen Closures
zu unterscheiden. Darum wird fiir die Zwecke der Auswertungsfunktion eine Menge Z der Ant-

worten definiert, die einen designierten Spezialwert fiir Closures enthilt:

z%¥ By {function}

Damit kénnen wir die Evaluationsfunktion wie folgt definieren:

evalsgcp € Lya X Z
b falls (¢, @, [e], €) —=* (b, e, €,€)

evalsgpep(e) =
function falls (e, 9, [e],e) —=* ((v,c,€),e,¢€€)

Diese Funktion wollen wir natiirlich auch laufen sehen. Dafiir programmieren wir die mathemati-

schen Definitionen im Rest des Kapitels nach.

AUFGABE 15.5

Fahre fort mit der Realisierung von biniren Verzweigungen:
1. Erweitere die Grammatik fiir SECD-Instruktionen um eine Instruktion fiir binire Verzwei-
gungen. Die muss den Code fiir die beiden Zweige des 1f-Ausdrucks enthalten.
2. Erweitere die Funktion [ ]] um eine Klausel fiir if-Ausdriicke: Sie sollte zunichst den Code
fiir die Bedingung liefern, gefolgt von der neuen Instruktion.

3. Erweitere die Definition von < um die neue Instruktion.

15.3 QUOTE UND SYMBOLE

‘ secd/compute.rkt Code

Um die Definitionen mdglichst elegant nachzuprogrammieren, machen wir Gebrauch von einer
weiteren Sprachebene Schreibe Dein Programm! - fortgeschritten.Diese Ebene muss
mit dem DrRacket-Menii Sprache unter Sprache auswédhlen aktiviert sein, damit die Pro-

gramme dieses Kapitels funktionieren.


https://raw.githubusercontent.com/deinprogramm/schreibe-dein-programm/master/secd/compute.rkt

466 QUOTE UND SYMBOLE

Die entscheidende Anderung gegeniiber den fritheren Sprachebenen ist die Art, mit der die
REPL Werte ausdruckt. Bei Zahlen, Zeichenketten und booleschen Werten bleibt alles beim alten:

5

— 5

"Mike ist doof"
— "Mike ist doof"
#t

— #t

Bei Listen sicht es allerdings anders aus:

(1ist 1 2 3 4 5 6)
— (1 2345 6)

Die REPL druckt also eine Liste aus, indem sie zuerst eine 6ffnende Klammer ausdruckt, dann die
Listenelemente (durch Leerzeichen getrennt) und dann eine schliefende Klammer. Das funktio-

niert auch fiir die leere Liste:

empty
— O

In der neuen Sprachebene kann das Apostroph Literale fiir Listen bilden:

'(1234586)

<~ (1 234586)

"(1 #t "Mike" (2 3) "doof" 4 #f 17)
— (1 #t "Mike" (2 3) "doof" 4 #f 17)
'O

— O

In der neuen Sprachebene benutzen die Literale und die ausgedruckten externen Reprisentatio-
nen fiir Listen also die gleiche Notation. Sie unterscheiden sich nur dadurch, dass beim Literal der
Apostroph voransteht. Der Apostroph funktioniert auch bei Zahlen, Zeichenketten und boole-
schen Werten:

'5

< 5

'"Mike ist doof"

<~ "Mike ist doof"

'#t

— #t
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Der Apostroph am Anfang eines Ausdrucks kennzeichnet diesen also als Literal. Der Wert des Li-
terals wird genauso ausgedruckt, wie es im Programm steht. (Abgesehen von Leerzeichen und Zei-
lenumbriichen.) Der Apostroph heifit auf englisch «quote», und deshalb ist diese Schreibweise
fiir Literale auch unter diesem Namen bekannt. Wir nennen dieses Apostroph ab jetzt «das Quo-
te». Bei Zahlen, Zeichenketten und booleschen Literalen ist auch ohne Quote klar, dass es sich um
Literale handelt. Das Quote ist darum bei ihnen rein optional; sie heiflen se/bstquotierend.

Bei Listen hingegen sind Missverstindnisse mit anderen zusammengesetzten Formen méglich,
die ja auch mit einer 6ffnenden Klammer beginnen

Mit der Einfithrung von Quote kommt noch eine neue Sorte Werte hinzu: die Symbole. Sym-
bole sind Werte dhnlich wie Zeichenketten und bestehen aus Text. Sie unterscheiden sich allerdings
dadurch, dass sie als Literal mit Quote statt Anfithrungszeichen geschrieben und in der REPL ohne

Anfihrungszeichen ausgedruckt werden:

'mike

— mike
Symbole kénnen wir mit dem Pridikat symbol? von anderen Werten unterscheiden:

(symbol? 'mike)
— #t
(symbol? "Mike")
— #f

Symbole sind auch der Grund, warum Listen nicht selbstquotierend sind. Andernfalls wire miss-
verstindlich, ob (run-over-dillo di1) eine Literal fiir eine Liste ergibt (mit den Symbolen
run-over-dilloundd1 als Elementen) oder den Aufruf der Funktion run-over-dillo. Des-
wegen ist ein Quote notwendig.

Vergleichen kénnen wir Symbole mit der eingebauten Funktion equal? — siche dazu Abbil-

dung:

(equal? 'mike 'herb)
— #f
(equal? 'mike 'mike)
— #t

! Tatsachlich ist die neue Schreibweise flir externe Reprasentationen die Standard-Reprasentation in Racket. Die
friheren Sprachebenen benutzten die alternative Schreibweise, um die Verwirrung zwischen Listenliteralen und
zusammengesetzten Formen zu vermeiden.
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Die Funktion equal? vergleicht beliebige Werte: Booleans, Zeichen und Zeichenketten. Bei Lis-
ten werden die Elemente verglichen und bei Records die Komponenten.

(equal? 23 23)

— #t

(equal? #t #f)

— #f

(equal? "Ax1" "Slash")

— #£

(equal? "Ax1" "Ax1")

— #t

(equal? (list "Ax1" "Slash") (list "Ax1" "Slash"))

— #t

(equal? (list "Ax1" "Slash") (list "Ax1" "Slash" "Duff"))

— #£

(equal? (make-wallclock-time 12 24) (make-wallclock-time 12 24))
— #t

(equal? (make-wallclock-time 12 24) (make-wallclock-time 12 25))
— #£

(equal? (make-wallclock-time 12 24) (list "Ax1" "Slash"))

— #£

Abbildung 15.1: equal?

Symbole kdnnen nicht aus beliebigem Text bestehen; Leerzeichen sind zum Beispiel verboten. Tat-

sichlich entsprechen die Namen der zulissigen Symbole genau den Namen von Variablen:

'karl-otto
— karl-otto
'lambda

— lambda

'+

s +

!k

s Xk

Diese Entsprechung wird in diesem Kapitel noch eine entscheidene Rolle spielen. Symbole kénnen

natiirlich auch in Listen und damit auch in Listenliteralen vorkommen:

' (karl-otto mehrwertsteuer duftmarke)

< (karl-otto mehrwertsteuer duftmarke)
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Mit Hilfe von Symbolen kdnnen Werte konstruiert werden, die in der REPL ausgedruckt wie Aus-

driicke aussehen:

"(+12)

— (+12)

'(lambda (n) (+ n 1))
— (lambda (n) (+ n 1))

Der Wertvon ° (+ 1 2) isteine Liste mit drei Elementen: das Symbol +, die Zahl 1 und die Zahl 2.
Der Wertvon ’ (lambda (n) (+ n 1)) ist ebenfalls eine Liste mit drei Elementen: das Symbol
lambda, eine Liste mit einem einzelnen Element, nimlich dem Symbol n, und einer weiteren Liste
mit drei Elementen: dem Symbol +, dem Symbol n und der Zahl 1.

Quote hat noch eine weitere verwirrende Eigenheit:

ll()
— 'O

Dieses Literal bezeichnet nicht die leere Liste (dann wiirde nur () ausgedruckt, ohne Quote):

(cons? ''())

— #t
(first ')
— quote
(rest ''())
— ()

Der Wert des Ausdrucks * * () istalso eine Liste mit zwei Elementen: das erste ist das Symbol quote

und das zweite ist die leere Liste. 't ist selbst nur syntaktischer Zucker fiir (quote t):

(equal? (quote ) ')

— #t

(equal? (quote (quote ())) ''())
— #t

Quote funktioniert fiir viele Werte, aber nicht fiir alle. Ein Wert, ftir den Quote ein Literal konstru-
ieren kann, heif8t repriisentierbar. Ein reprisentierbarer Wert ist eins der folgenden:

* eine Zahl

* ein boolescher Wert

* eine Zeichenkette

* ein Symbol

* cine Liste aus reprisentierbaren Werten
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Um zu demonstrieren, wozu Symbolen und Quote gut sind, programmieren wir sowas wie einen
Taschenrechner. Der kann den Wert von Ausdriicken wir (+ 23 65) ausrechnen. Wir legen dafiir

folgende Datendefinition zugrunde:

; Ein Ausdruck ist eins der folgenden:
; — eine Zahl
; — eine Liste der Form (+ Ausdruck Ausdruck)

; — eine Liste der Form (* Ausdruck Ausdruck)

Es handelt sich entsprechend der Formulierung «eins der folgenden» um gemischte Daten. Um
dafiir eine passende Signatur zu definieren, bendtigen wir Signaturen fir alle Fille. Fir den ersten
Fall tut esnumber. Fiir die beiden anderen ist es nicht ganz so einfach, weil eskein def ine-record
gibt, das die Signatur einfach fiir uns definiert. Wir miissen also die Signatur selbst definieren und
machen das mit Hilfe von Pridikaten fiir die beiden Fille, die wir selbst schreiben.

Zur Erinnerung: Ein Pridikat ist eine Funktion, die einen beliebigen Wert akzeptiert, auf eine
bestimmte Eigenschaft testet und entsprechend entweder #t oder #£ zurtickgibt. So etwas brau-

chen wir fur die beiden Fille, die mit «eine Liste der Form» beginnen. Zunichst die Addition:

; Ist ein Wert ein Additionsausdruck?

(: addition? (any -> boolean))

(check-expect (addition? '5) #f)
(check-expect (addition? '(+ 1 2)) #t)
(check-expect (addition? '(* 1 2)) #f)

(define addition?
(lambda (x)
(and (cons? x)
(equal? '+ (first x)))))

Beim Pridikat addition? haben wir nur das nétigste programmiert, um Additionen von den

anderen Fillen zu unterscheiden:

AUFGABE 15.6

In der Datendefinition oben heifdt es «<eine Liste der Form (+ Ausdruck Ausdruck)».
Gibt es Eingaben, bei denen addition? als Ergebnis #t liefert, obwohl es sich nicht um Listen
genau dieser Form handelt? Wenn ja, nenne Beispiele und dndere die Definition von addition?

s0, dass sie diese Beispiele ausschlief3t.

O



QUOTE UND SYMBOLE 471

Bei einer Signatur der Form
(predicate p)
muss p ein Pridikat, also eine Funktion mit folgender Signatur sein:

(any -> boolean)

Diese Signatur passt fiir alle Werte, bei denen das Pridikat #t liefert.

Abbildung 15.2: predicate

Ausdem Pridikataddition? kénnen wir eine Signatur addition machen mit Hilfe einer Signa-
tur mit predicate. Das predicate-Konstrukt ist neu und in Abbildunglls.z beschrieben. Hier
ist die Definition von addition:

(define addition

(signature (predicate addition?)))
Entsprechend machen wir das fiir Multiplikationen:

; Ist ein Wert ein Multiplikationsausdruck?

(: multiplication? (any -> boolean))

(check-expect (multiplication? '5) #f)
(check-expect (multiplication? '(* 1 2)) #t)
(check-expect (multiplication? '(+ 1 2)) #f)

(define multiplication?
(lambda (x)
(and (cons? x)
(equal? 'x (first x)))))
(define multiplication

(signature (predicate multiplication?)))

Nun haben wir Signaturen fiir die drei Fille und kénnen damit eine Signatur fiir Ausdriicke defi-

nieren:

(define expression

(signature (mixed number addition multiplication)))

Jetzt kénnen wir den «Taschenrechner» programmieren. Hier sind Kurzbeschreibung, Signatur
und Testfille:
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; Wert eines Ausdrucks berechnen

(: compute (expression -> number))

(check-expect (compute '23) 23)
(check-expect (compute '(+ 23 42)) 65)
(check-expect (compute '(+ 23 (* 6 7))) 65)

Die Funktionsdefinition geht strikt nach Konstruktionsanleitung. Hier die Schablone:

(define compute
(lambda (exp)

(cond
((number? exp) ...)
((addition? exp) ...)
((multiplication? exp) ...))))

Beim ersten Zweig ist exp schon eine Zahl - die muss die Funktion nur zuriickgeben:

(define compute
(lambda (exp)
(cond
((number? exp) exp)
((addition? exp) ...)
((multiplication? exp) ...))))

Beim addition-Fall ist exp eine Liste, deren zweites und drittes Element jeweils wieder ein Aus-
druck ist. Es handelt sich also um zusammengesetzte Daten, allerdings nicht mit einem Record

definiert. Die Komponenten extrahieren wir mit first und rest:

(define compute
(lambda (exp)
(cond
((number? exp) exp)
((addition? exp)
(first (rest exp))
(first (rest (rest exp))) ...)
((multiplication? exp) ...)))))

Auflerdem haben wir es jeweils mit Selbstbeziigen zu tun, also missen noch rekursive Aufrufe in
die Schablone:



DATENDEFINITIONEN FUR DEN A-KALKUL 473

(define compute
(lambda (exp)
(cond
((number? exp) exp)
((addition? exp)
(compute (first (rest exp)))
(compute (first (rest (rest exp)))) ...)
((multiplication? exp) ...)))))

Die beiden rekursiven Aufrufe liefern jeweils den Wert der beiden Operanden der Addition; die

muss die Funktion nur noch addieren. Bei der Multiplikation liuft es genauso:

(define compute
(lambda (exp)
(cond
((number? exp) exp)
((addition? exp)
(+ (compute (first (rest exp)))
(compute (first (rest (rest exp))))))
((multiplication? exp)
(* (compute (first (rest exp)))
(compute (first (rest (rest exp)))))))))

Fertig!
AUFGABE 15.7

Andere die Datendefinitionen so, dass Addition und Multiplikation jeweils eine beliebige Anzahl

von Argumenten akzeptiert, nicht nur zwei. Andere compute entsprechend! O

15.4 DATENDEFINITIONEN FUR DEN A\-KALKUL

‘ secd/secd.rkt Code

Die SECD-Maschine ist ein Modell fiir die Implementierung des A-Kalkiils. Eine solche Implemen-
tierung lsst sich in einfach bauen — dieser Abschnitt zeigt, wie. Der grobe Fahrplan ergibt sich dabei
aus der Struktur der SECD-Maschine selbst: Nach den obligatorischen Datendefinitionen tiberset-
zen wir Terme in Maschinencode. Dann kommt die Zustandsiibergangsfunktion und schliefSlich

die Auswertungsfunktion an die Reihe.


https://raw.githubusercontent.com/deinprogramm/schreibe-dein-programm/master/secd/secd.rkt

474 DATENDEFINITIONEN FUR DEN A-KALKUL

Die erste Aufgabe ist dabei zunichst, wie immer, die Datenanalyse: Am Anfang stehen die
Terme des angewandten A-Kalkiils. Eine geeignete Reprisentation mit Listen und Symbolen lisst
dabei die Terme in der «fortgeschrittenen» Sprachebene genau wie entsprechenden Programm-

Terme aussehen:
(+12) steht fiir  (+12)

(lambda (x) x) stehtfir  Ax.x
((lambda (x) (x x)) (lambda (x) (x x))) stehtfir (Ax.(xx)) (Ax.(xx))

etc.
Die Datendefinition dafiir orientiert sich direkt an Deﬁnition

; Ein Lambda-Term ist eins der folgenden:

; — ein Symbol (fir eine Variable)

; — eine zweielementige Liste (fiir eine reguldre Applikation)
; — eine Liste der Form (lambda (x) e) (fir eine Abstraktion)
; — ein Basiswert

; — eine Liste mit einem Primitiv als erstem Element

; (fir eine primitive Applikation)
Hier die dazu passende Signatur-Definition:

(define term
(signature
(mixed symbol
application
abstraction
primitive-application
base)))

Die Signaturen fiir application, abstraction, primitive-application und base miis-
sen wir noch definieren, wie bei den Ausdriicken des vorigen Abschnitts. Da es sich nicht um
Record-Typen handelt, miissen wir das selbst machen, und zwar, indem wir jeweils ein Pridikat

definieren. Hier ist das Pridikat fiir abstraction:

; Pradikat fir Abstraktionen
(: abstraction? (any -> boolean))
(define abstraction?
(lambda (term)
(and (cons? term)
(equal? 'lambda (first term)))))
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Aus diesem Pridikat machen wir eine Signatur mit predicate. Hier ist die Definition:
(define abstraction (signature (predicate abstraction?)))

Entsprechend definieren wir die anderen Signaturen. Bei application miissen wir ein bisschen
aufpassen, damit wir bei den «normalen» Applikationen keine Applikationen von Primitiva erwi-

schen:

; Praddikat fiir reguldre Applikationen
(: application? (any -> boolean))
(define application?
(lambda (term)
(and (cons? term)
(not (equal? 'lambda (first term)))
(not (primitive? (first term))))))

(define application (signature (predicate application?)))
Hier ist die dort benutzte Funktion primitive? mit den allerndtigsten primitiven Operationen:

; Ein Primitivum ist eins der Symbole +, -, *, /, =
; Pradikat fir Primitivum
(: primitive? (any -> boolean))
(define primitive?
(lambda (term)
(or (equal? '+ term)
(equal? '- term)
(equal? 'x term)
(equal? '/ term)
(equal? '= term))))

Die Definition von primitive-application entspricht application, nur dass hier nur Pri-

mitiva erwiinscht sind:

; Pradikat fir primitive Applikationen
(: primitive-application? (any -> boolean))
(define primitive-application?
(lambda (term)
(and (cons? term)

(primitive? (first term)))))
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(define primitive-application

(signature (predicate primitive-application?)))

Es fehlt noch die Definition von base. Der Einfachheit halber beschrinken wir uns auf boolesche
Werte und Zahlen:

; Ein Basiswert ist ein boolescher Wert oder eine Zahl
Auch dafiir schreiben wir zunichst ein Pridikat und definieren damit eine Signatur:

; Pradikat fiur Basiswerte
(: base? (any -> boolean))
(define base?

(lambda (term)

(or (boolean? term) (number? term))))

(define base (signature (predicate base?)))

AUFGABE 15.8

Erweitere die Definition von term um binire Verzweigungen in Form von if-Ausdriicken. Schrei-
be dafiir zunichst ein Pridikat binary-conditional? und definiere mit Hilfe davon eine Signa-

tur binary-condition. Erweitere term um binary-conditional. 0

15.5 DATENDEFINITION FUR MASCHINENSPRACHE

Bevor nun ein die SECD-Maschine einen Term verarbeiten kann, muss dieser erst in Maschinenco-
de iibersetzt werden. Dabei entsteht aus Deﬁnitiondirekt Daten- und Signatur-Definitionen

fiir Instruktionen und Maschinencode:

; Eine Instruktion ist eins der folgenden:

; — ein Basiswert

; — eine Variable

; — eine Applikations-Instruktion

; — eine Instruktion fiir eine primitive Applikation
; — eine Abstraktion

(define instruction

(signature
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(mixed base
symbol
ap
prim
abs))

; Eine Maschinencode-Programm ist eine Liste von Instruktionen.

(define machine-code (signature (list-of instruction)))

Basiswerte und Variablen sind wie bei den Termen. Fiir ap, prim und abs machen wir jeweils
eigene Datendefinitionen. Wie schon bei den leeren Listen hat auch die Applikations-Instruktion

keine Eigenschaften:

; Applikations-Instruktion
(define-record ap

make-ap ap?)

Die Instruktion fiir die primitive Applikation primp: hat als Eigenschaften den Namen des Ope-
rators F'und dessen Anzahl von Argumenten %, auch Stelligkest. Stelligkeit heif$t auf Englisch «ari-

ty». Entsprechend sehen Daten- und Record-Definition so aus:

; Eine Instruktion fir eine primitive Applikation hat folgende
; Eigenschaften:
; — Operator
; — Stelligkeit
(define-record prim
make-prim prim?
(prim-operator symbol)

(prim-arity natural))

Die Abstraktions-Instruktion der Form ({V), (C)) hat als Eigenschaften sichtlich den Parameter

und den Code fiir den Rumpf, das tibersetzen wir direkt in Daten- und Record-Definition:

; Eine Abstraktions-Instruktion hat folgende Eigenschaften:
; — Parameter (eine Variable)
; — Code fiir den Rumpf
(define-record abst
make-abst abs?
(abst-variable symbol)

(abst-code machine-code))
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AUFGABE 15.9

Erweitere die Definition von instructionum eine Instruktion fiir bindre Verzweigungen. Schrei-
be dazu eine Daten- und eine Record-Definition, die zur Erweiterung der Grammatik fiir SECD-

Instruktionen passt. Erweitere instruction damit. O

15.6 EIN COMPILER FUR DIE SECD-MASCHINE

Da nun Terme und Maschinencode Datendefinitionen haben, konnen wir Ubersetzung vom ange-
wandten A-Kalkiil in die Maschinensprache der SECD-Maschine programmieren. Solch eine Uber-

setzung heiflt Comprler. Hier sind Kurzbeschreibung, Signatur und Gertist des Compilers:

; Term in Maschinencode iibersetzen
(: term->machine-code (term —-> machine-code))
(define term->machine-code
(lambda (term)
o))

Hier sind zwei Testfille:

(check-expect (term->machine-code '(+ 1 2))
(list 1 2 (make-prim '+ 2)))
(check-expect (term->machine-code
"((lambda (x) (x x)) (lambda (x) (x x))))
(1ist (make-abst 'x (list 'x 'x (make-ap)))
(make-abst 'x (list 'x 'x (make-ap)))
(make-ap)))

Da es sich bei term um gemischte Daten handelt, muss — wie immer — eine Verzweigung den

Rumpf der Funktion bilden:

(define term->machine-code
(lambda (term)

(cond
((symbol? term) ...)
((application? term) ...)
((abstraction? term) ...)
((base? term) ...)

((primitive-application? term) ...))))
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Die Implementierung entspricht in den einzelnen Fillen genau der Ubersetzungsfunktion [ ]| in

Abschnitt@auf Seite Zur Erinnerung sind hier die Fille fiir Variablen und Basiswerte:

def b false=beB
fel =

v fallse=veV

Der Code dafiir entspricht dem direkt — wir missen nur daran denken, immer eine Liste zu pro-

duzieren, auch wenn nur eine einzelne Instruktion herauskommt:

(define term->machine-code
(lambda (term)
(cond
((symbol? term) (list term))
((base? term) (list term))
o))

Bei reguliren Applikationen sieht die Ubersetzungsfunktion SO aus:

[e] def {[[eo]] [er] ap fallse = (eg e1)

Es werden also Operator und Operand iibersetzt, und das ganze zusammen mit einer ap-Instruktion

zu einer Liste Zusammengesetzt:

(define term->machine-code
(lambda (term)
(cond

((application? term)
(append (term->machine-code (first term))
(append (term->machine-code (first (rest term)))
(1ist (make-ap)))))
)

Bei den primitiven Applikationen sicht die Ubersetzungsfunktion SO aus:
le] < [ed] ... [ex] primp: fallse = (Fey ... ¢;)

Hier werden erst einmal die Operanden in Maschinencode tibersetzt, die Resultate aneinanderge-

hingt, und schlieflich kommt noch eine prim-Instruktion ans Ende:
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(define term—->machine-code
(lambda (term)

(cond

((primitive-application? term)
(append
(append-lists
(map term->machine-code (rest term)))

(list (make-prim (first term) (length (rest term))))))
L))

Dieses Stiick Code benutzt die Hilfsfunktion append-1ists, die aus einer Liste von Listen eine

einzelne Liste macht, indem die Elemente aneinandergehingt werden. Wir realisieren sie mit Hilfe
von fold:

; die Elemente einer Liste von Listen aneinanderh&ngen

(: append-lists ((list-of (list-of %a)) -> (list-of %a)))

(define append-lists
(lambda (1list)
(fold '() append list)))

Zuriick zur Ubersetzung: Eine Abstraktion wird direkt in eine abs-Instruktion iibersetzt, die den

Maschinencode fiir den Rumpf enthilt. Den Rumpf miissen wir dementsprechend auch tiberset-
zen:

[e] def (v, [eo]) fallse = Av.eq

(define term->machine-code
(lambda (term)

(cond

((abstraction? term)
(1list
(make-abst (first (first (rest term)))
(term->machine-code
(first (rest (rest term))))))))))

Fertig ist der Compiler!
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AUFGABE 15.10

Erweitere den Compiler term->machine-code um binire Verzweigungen. Schreibe ein paar Tests!

0

157 SECD-CODE AUSFUHREN

Eine SECD-Maschine gibt’s leider nicht zu kaufen, wir simulieren sie deshalb mit einem weiteren
Programm, einer sogenannten virtuellen Maschine.
Zunichst sind Datendefinitionen fiir die vier Bestandteile der Maschine fillig - .S, F, C'und

D. Die Menge hatten wir mathematisch so definiert:

s = ow

Entsprechend definieren wir den Stack als eine Liste von Werten:

; Ein Stack ist eine Liste von Werten

(define stack (signature (list-of value)))

Die Definition von Werten value, entsprechend der mathematischen Definition fiir W, kommt
etwas spiter an die Reihe.

Umgebungen aus der Menge F sind mathematisch gesehen Mengen aus Tupeln:
E C VxW

Im Code sind Umgebungen Listen von Bindungen, den den Tupeln V' X W entsprechen:

; Eine Umgebung ist eine Liste von Bindungen.
; Dabei gibt es fiir jede Variable nur eine Bindung.

(define environment (signature (list-of binding)))

; Eine Bindung besteht aus:

; — Variable

; — Wert

(define-record binding
make-binding binding?
(binding-variable symbol)

(binding-value value))
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Die leere Umgebung wird &fter bendtigt; wir definieren sie darum schon vor:

; die leere Umgebung

(define the-empty-environment empty)

(Aber empty ist doch kiirzer, kdnntest Du einwenden. Ja, aber dann sehen wir dem empty nicht

an, ob es eine leere Liste von Instruktionen oder eine Umgebung oder eine ganz andere Liste ist.)
Zwei Operationen gibt es fiir eine Umgebung e: die Erweiterung um eine Bindung e[v —

w] und das Nachschauen einer Bindung e(v). Zunichst die Erweiterung: die Implementierung

entspricht genau der mathematischen Definition. Hier sind Kurzbeschreibung und Signatur:

; eine Umgebung um eine Bindung erweitern

(: extend-environment (environment symbol value -> environment))
Hier sind ein paar Testfille:

(check-expect (extend-environment the-empty-environment 'axl 59)
(1ist (make-binding 'axl 59)))
(check-expect (extend-environment
(extend-environment the-empty-environment
'axl 60)
'slash 57)
(1ist (make-binding 'slash 57) (make-binding 'axl 60)))
(check-expect (extend-environment
(extend-environment the-empty-environment
'axl 59)
'axl 60)
(list (make-binding 'axl 60)))

Die Definition entfernt eine eventuell vorhandene Bindung fiir v und fiigt eine neue hinzu:

(define extend-environment
(lambda (environment variable value)
(cons (make-binding variable value)

(remove-environment-binding environment variable))))

Fir das Entfernen der alten Bindung ist die Hilfsfunktion remove-environment-binding zu-

stindig. Sie folgt der Konstruktionsanleitung. Hier die Schablone:

; die Bindung fir eine Variable aus einer Umgebung entfernen

(: remove-environment-binding (environment symbol -> environment))
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(define remove-environment-binding
(lambda (environment variable)
(cond
((empty? environment) ...)

((cons? environment)

(first environment)
(remove-environment-binding (rest environment) variable)

NS DIID))

Daessichbei (first environment) um eine Bindung, also zusammengesetzte Daten handelt,

konnen wir Aufrufe fiir die Selektoren in die Schablone aufnehmen:

(define remove-environment-binding
(lambda (environment variable)
(cond
((empty? environment) ...)

((cons? environment)

(first environment)

(binding-variable (first environment))

(binding-value (first environment))
(remove-environment-binding (rest environment) variable)

NS IIID))

Bei der Bindung interessiert uns, ob zur gesuchten Variable gehort. Entsprechend vervollstindigen

wir die Schablone:

(define remove-environment-binding
(lambda (environment variable)
(cond

((empty? environment) empty)

((cons? environment)

(if (equal? variable (binding-variable (first environment)))
(rest environment)
(cons (first environment)

(remove-environment-binding (rest environment)
variable)))))))



484 SECD-CODE AUSFUHREN

Auch die zweite Operation, das Nachschauen einer Bindung in der Umgebung, folgt der Konstruk-

tionsanleitung. Hier sind Kurzbeschreibung, Signatur und Testfille:

; die Bindung fiir eine Variable in einer Umgebung finden

(: lookup-environment (environment symbol -> value))

(check-expect
(lookup-environment (list (make-binding 'slash 57)
(make-binding 'axl 60))
'ax1l)
60)
(check-expect
(lookup-environment (list (make-binding 'slash 57)
(make-binding 'axl 60))
'slash)
57)

Hier ist die Schablone:

(define lookup-environment
(lambda (environment variable)
(cond
((empty? environment) ...)

((cons? environment)

(first environment)

(binding-variable (first environment))
(binding-value (first environment))
(lookup-environment (rest environment) variable)

NS DID))

Wie bei remove-environment-binding vergleicht die Funktion die Variable der Bindung mit

der gesuchten Variable. Hier ist die fertige Funktion:

(define lookup-environment
(lambda (environment variable)
(cond
((empty? environment) (violation "unbound variable"))

((cons? environment)



SECD-CODE AUSFUHREN 485

(if (equal? variable (binding-variable (first environment)))
(binding-value (first environment))

(lookup-environment (rest environment) variable))))))

Damit sind die Operationen auf Umgebungen abgeschlossen. Als Nichstes sind Dumps an der

Reihe: D ist als Folge von Frames definiert:

D ¥ (SxEx0)

; Ein Dump ist eine Liste von Frames

(define dump (signature (list-of frame)))
Aus dem Frame-Tripeln machen wir eine Daten- und eine Record-Definition:

; Ein Frame besteht aus:

; — Stack

; — Umgebung

; — Code

(define-record frame
make-frame frame?
(frame-stack stack)
(frame-environment environment)

(frame-code machine-code))

Schlieflich fehlt noch eine Reprisentation fiir die Menge W der Werte: Ein Wert ist entweder ein
Basiswert oder eine Closure. Basiswerte wurden bereits in Abschnittlﬂ auf Seitedeﬁniert; es
fehlen noch Closures, also Tupel aus der Menge V' x C' x E:

; Ein SECD-Wert ist ein Basiswert oder eine Closure
(define value (signature (mixed base closure)))
; Eine Closure besteht aus:
; — Variable
; — Code
; — Umgebung
(define-record closure
make-closure closure?
(closure-variable symbol)
(closure-code machine-code)

(closure-environment environment))
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Mit Hilfe dieser Definitionen ist es mdglich, eine Daten- und eine Record-Definition fiir die Zu-
stinde der SECD-Maschine anzugeben, also die Tupelaus S x E x C x D:

; Ein SECD-Zustand besteht aus:

; — Stack

; — Umgebung

; — Code

; — Dump

(define-record secd
make-secd secd?
(secd-stack stack)
(secd-environment environment)
(secd-code machine-code)

(secd-dump dump))

Damit kénnen wir endlich die Zustandsiibergangsfunktion schreiben. Sie akzeptiert einen SECD-

Zustand und liefert auch wieder einen. Hier sind Kurzbeschreibung und Signatur:

; Zustandsibergang berechnen

(: secd-step (secd -> secd))

Testfille brauch wir auch noch. Wir machen einen Testfall pro Regel fiir <. Hier ist die erste Regel,
fiir Basiswerte:

(s,e,bc,d) — (bs,e,c,d)

Um es zu testen, legen wir einen SECD-Zustand an, der als Code nur den Basiswert hat. Der miisste

hinterher auf dem Stack gelandet sein:

(check-expect

(secd-step

(make-secd empty the-empty-environment (list 5) empty))
(make-secd (list 5) the-empty-environment empty empty))

Hier die Regel fiir Variablen:
(s,e,vc,d) — (e(v)s, e, c,d)

Falls also der Code mit einer Variable anfingt, muss die SECD-Maschine sie in der Umgebung nach-
schauen. Wir stecken also eine Variable namens ax1 in den Code und legen eine Umgebung mit

einer Bindung fiir ax1 bei. Der Wert der Bindung muss dann auf dem Stack landen:
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(check-expect

(secd-step

(make-secd empty (list (make-binding 'axl 60)) (list 'axl) empty))
(make-secd (list 60) (list (make-binding 'axl 60)) empty empty))

Hier die Regel fiir Primitiva:

(b ...bis,e,primpuc,d) — (bs,e,¢,d)

wobei F* € 2F und Fg(by,...,bx) =b

Fir den Test nehmen wir die Addition. Sie benétigt die beiden Summanden auf dem Stack:

(check-expect
(secd-step
(make-secd (list 23 42) the-empty-environment
(list (make-prim '+ 2))
empty))
(make-secd (list 65) the-empty-environment empty empty))

Als nichstes ist die Abstraktionsregel dran:
(s.e, (v,d)e,d) = ((v,d,€e)s,e,c,d)

Fiir den Test bauen wir eine Abstraktion mit Parameter ax1 und freier Variable slash. Die Um-

gebung enthilt eine Bindung fiir slash - diese sollte dann in die Closure eingepackt werden:

(check-expect
(secd-step
(make-secd empty (list (make-binding 'slash 57))
(list (make-abst 'axl
(1ist 'axl 'slash (make-prim '+ 2))))
empty))
(make-secd (list (make-closure 'axl
(l1ist 'axl 'slash (make-prim '+ 2))
(1ist (make-binding 'slash 57))))
(list (make-binding 'slash 57))
empty empty))
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Schlieflich bleibt noch die Applikationsregel:
(’LU(’U, Q/a €/)§, €,apg, d) — (67 el[v = UJ], Q/a (§a €, Q)d)

Unm sie zu testen, legen wir die Closure aus dem vorigen Testfall auf den Stack, zusammen mit einem
Argument. Danach sollte der Stack leer sein, die Umgebung sollte aus der Closure iibernommen
worden sein, im Code sollte es mit dem Code der Closure weitergehen und der Dump sollte ein

Frame enthalten:

(check-expect
(secd-step
(make-secd (list 60
(make-closure 'axl
(list 'axl 'slash (make-prim '+ 2))
(list (make-binding 'slash 57))))
the-empty-environment (list (make-ap)) empty))
(make-secd empty
(list (make-binding 'axl 60) (make-binding 'slash 57))
(1ist 'axl 'slash (make-prim '+ 2))
(list (make-frame empty the-empty-environment empty))))

Entsprechend den Regeln der SECD-Maschine muss der Rumpf von secd-step eine Verzeigung
zwischen den verschiedenen Fillen bei der Code-Komponente von state sein. Diese folgen den
Konstruktionsanleitungen fiir Listen und fiir gemischte Daten. Es ist bereits an den Regeln abzule-
sen, dass alle Regeln Zugriff auf die Komponenten von state bendtigen. Fiir diese werden gleich

am Anfang lokale Variablen angelegt:

(define secd-step
(lambda (state)
(define stack (secd-stack state))
(define environment (secd-environment state))
(define code (secd-code state))
(define dump (secd-dump state))
(cond
((cons? code)
(cond
((base? (first code)) ...)
((symbol? (first code)) ...)
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((prim? (first code)) ...)

((abs? (first code)) ...)

((ap? (first code)) ...)))
((empty? code) ...))))

Wir iibersetzen nun die Regeln nacheinander in Code Hier noch einmal die Regel fiir Basiswerte:
(s,€,bc,d) = (bs, e, c,d)

(define secd-step
(lambda (state)

(cond
((base? (first code))
(make-secd (cons (first code) stack)

environment
(rest code)

dump) )

22))

Hier noch einmal die Regel fiir Variablen:

(§7 €, V¢, C_Z) — (e(v)g, € C, C_l)

(define secd-step
(lambda (state)

(cond
((symbol? (first code))

(make-secd (cons
(lookup-environment environment (first code))

stack)
environment
(rest code)

dump) )

.2))
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Die Regel fuir primitive Applikationen ist etwas aufwendiger:

by ...bis,e,primmc,d) — (bs,e,c,d
F
wobei F* € ¥k und Fp(by,...,bg) =D

Fir die Implementierung werden Hilfsfunktionen gebraucht, welche die Argumente vom Stack
holen und in der Reihenfolge umdrehen, die Argumente vom Stack entfernen und schliefSlich die

eigentliche d-Transition berechnen:

(define secd-step
(lambda (state)

(cond

((prim? (first code))
(make-secd (cons
(apply-primitive
(prim-operator (first code))
(take-reverse (prim-arity (first code))
stack))
(drop (prim-arity (first code)) stack))
environment
(rest code)

dump) )

)

Die Funktion drop ist gerade die in Aufgabeauf Seite@geforderte Funktion:

; die ersten Elemente einer Liste weglassen
(: drop (natural (list-of %a) -> (list-of %a)))

Die take-reverse-Funktion ist das Pendant zu drop, das die ersten n Elemente einer Liste in
umgekehrter Reihenfolge liefert. Dies machen wir mit einer endrekursiven Hilfsfunktion. Aus Ab-

schnittEo.G auf Seitewissen wir, dass bei endrekursiver Konstruktion von Listen gerade immer
die Reihenfolge umgedreht wird:

; die ersten Elemente einer Liste in umgekehrter Reihenfolge berechnen
(: take-reverse (natural (list-of %a) -> (list-of %a)))
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(check-expect (take-reverse 2 '(1 2 3 4 5)) '(2 1))
(check-expect (take-reverse 0 '(1 2 3 4 5)) '())
(check-expect (take-reverse 5 '(1 23 4 5)) '(54 32 1))

(define take-reverse
(lambda (n 1istO0)
;5 (¢ loop (natural (list-of a) (list-of a) -> (list-of a)))
(define accumulate
(lambda (n list acc)
(cond

((zero? n) acc)

((positive? n)

(accumulate (- n 1) (rest list)

(cons (first list) acc))))))

(accumulate n 1list0 '())))

AUFGABE 15.11

Programmiere eine andere Version von take-reverse, indem Du zunichst eine endrekursive
Funktion take schreibst, welche fiir eine Zahl n die ersten n Elemente der Liste liefert. Schreibe
dann take-reverse als Kombination von take und reverse. Was sind die Vor- und Nachteile

beider Versionen von take-reverse? O

Aus einem Primitivum und einer Liste von Argumenten berechnet apply-primitive das Re-
sultat der primitiven Applikation. Dabei handelt es sich bei primitive um eine Fallunterschei-
dung, der Rumpf der Funktion ist also eine entsprechende Verzweigung. Fiir die Signatur von

apply-primitive bendtigen wir noch eine Signatur passend zum Pridikat primitive? auf
Seite[475:

(define primitive (signature (predicate primitive?)))

; Delta-Transition berechnen

(: apply-primitive (primitive (list-of value) -> value))

(check-expect (apply-primitive '+ '(1 2)) 3)
(check-expect (apply-primitive '- '(2 1)) 1)



492 SECD-CODE AUSFUHREN

(define apply-primitive
(lambda (primitive args)
(cond

((equal? primitive '+)

(+ (first args) (first (rest args))))
((equal? primitive '-)

(- (first args) (first (rest args))))
((equal? primitive '=)

(= (first args) (first (rest args))))
((equal? primitive '*)

(x (first args) (first (rest args))))
((equal? primitive '/)

(/ (first args) (first (rest args)))))))

Die Regel fiir Abstraktionen macht aus einer Abstraktion eine Closure:
(s,¢, (v, )e,d) = ((v,d,e)s,¢,¢,d)

Der Code macht dies genauso:

(define secd-step
(lambda (state)

(cond

((abs? (first code))
(make-secd (cons
(make-closure (abst-variable (first code))
(abst-code (first code))
environment)
stack)
environment
(rest code)
dump)))
)
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Hier die Regel fiir die Applikation:
(w(v,c,€')s,e,apc,d) = (e, €'[v = w], c, (s,e,c)d)

Fiir €’ [v — w] benutzen wir die Funktion extend-environment, die wir weiter oben geschrie-

ben haben:

(define secd-step
(lambda (state)

(cond

((ap? (first code))
(define closure (first (rest stack)))
(make-secd empty
(extend-environment
(closure-environment closure)
(closure-variable closure)
(first stack))
(closure-code closure)
(cons
(make-frame (rest (rest stack))
environment
(rest code))
dump)))

2))

Schlieflich bleibt noch der Code fiir die Riickgabe eines Wertes von einer Funktion. Hier ist die
Regel:
(w,e,€, (s, €, )d) = (ws', e, d)

Hier ist der Code dazu:

(define secd-step
(lambda (state)

(cond



494 SECD-CODE AUSFUHREN

((empty? code)
(define frame (first dump))
(make-secd
(cons (first stack)
(frame-stack frame))
(frame-environment frame)
(frame-code frame)
(rest dump))))
o))

Damit die SECD-Maschine in Betrieb genommen werden kann, muss ein Term e noch in einen

Anfangszustand (e, &, [e], €) tibersetzt werden. Das erledigt folgende Hilfsfunktion:

; Aus Term SECD-Anfangszustand machen
(: inject-secd (term -> secd))
(define inject-secd
(lambda (term)
(make-secd empty
the-empty-environment
(term->machine-code/t term)

empty)))
Nun kénnen wir die Maschine ausprobieren:

(secd-step (inject-secd '(+ 1 2)))

— #<record:secd (1) () (2 #<record:prim + 2>) ()>
(secd-step (secd-step (inject-secd '(+ 1 2))))

— #<record:secd (2 1) () (#<record:prim + 2>) ()>
(secd-step (secd-step (secd-step (inject-secd '(+ 1 2)))))
— #<record:secd (3) O O O>

Es fehlt noch die Auswertungsfunktion evalggcp, die eine Hilfsfunktion bendtigt, um den reflexiv-

transitiven Abschluss des Zustandsiibergangs < zu berechnen:

; bis zum Ende Zustandsilibergénge berechnen
(: secd-stepx (secd -> secd))
(define secd-stepx*

(lambda (state)
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(if (and (empty? (secd-code state))
(empty? (secd-dump state)))
state
(secd-step* (secd-step state)))))

Die Auswertungsfunktion orientiert sich direkt an der mathematischen Definition:

; Evaluationsfunktion zur SECD-Maschine berechnen

(: eval-secd (term -> (mixed value (enum 'function))))

(check-expect (eval-secd '(+ 1 2)) 3)
(check-expect (eval-secd '(((lambda (x) (lambda (y) (+ x y))) 1) 2))
3)

(define eval-secd
(lambda (term)

(define value (first
(secd-stack
(secd-stepx*

(inject-secd term)))))
(if (base? value)
value

'function)))
Damit liuft die SECD-Maschine:

(eval-secd '(((lambda (x) (lambda (y) (+ x y))) 1) 2))
— 3

Fertig!

AUFGABE 1512

Erweitere die Definition von secd-step um die Instruktion fiir binire Verzweigungen. O

15.8 DIE ENDREKURSIVE SECD-MASCHINE

Die SECD-Maschine hat einen Schonheitsfehler: Bei endkursiven Applikationen sollte sie eigent-

lich, wie in Lehrsprachen-Programmen, keinerlei zusitzlichen Platz verbrauchen, da kein Kontext
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anfillt. Folgende Beispielauswertung fiir den Term (Az.x x) (Ax.2 x) zeigt aber, dass der Dump

mit fortschreitender Auswertung immer grofier wird:

(e, a, (z,z x ap)
(z,z x ap)
a'p7 6)
— ((z,z x ap, @), a, (z,z = ap) ap,e€)
— ((z,z x ap, @) (z, z z ap, &),9, ap, €)
— (e, {(z, (z,z x ap, ©)) },z = ap, (e,9,¢))
— ((z,z z ap, @), {(z, (z,z z ap, &))},z ap, (e,9,€))
— ((z,zz ap, @) (z,z z ap, @),{(z, (z,z x ap, D)) },ap, (e,9,¢))
— (e, {(z, (z,z x ap, ©)) },z = ap, (e, {(z, (z,z z ap, D))}, ¢€)
(e,9,¢€))
— ((z,z x ap, &), {(z, (xz,z x ap, ©)) },z ap, (e,{(z, (z,z z ap,2))},€)
(e,9,¢))
— ((z,zz ap, D) (z,z x ap, @),{(z, (z,z x ap, D)) },ap, (6, {(z, (z,zx ap,@))},€)
(e,9,¢€))
— (e, {(z, (z,z x ap, @)) },z = ap, (e,{(z, (z,z z ap, D))}, €)
(e,{(z,(z,xzap,@))},€)
(e,9,€))
— ((z,z x ap, @), {(z, (z,z z ap, &))},z ap, (6, {(z, (z,z x ap, @))},€)
(e,{(z,(z,xzap,@))},€)
(e,9,¢€))

Dieses Manko kénnen wir zum Gliick reparieren: Die SECD-Maschine muss endrekursive und
«normale» Applikationen unterschiedlich behandeln. Dazu fihren wir eine neue Instruktion na-

mens tailap ein, die wie ap eine Applikation durchfiihrt, aber eine Endrekursion signalisiert:

I — ...
| tailap

Als Nichstes muss die Ubersetzungsfunktion von Termen in Maschinencode geindert werden:
Applikationen, die Kontext um sich herum haben, sollen mit ap tibersetzt werden, solche ohne
Kontext mit tailap. Dader Applikation allein der Kontext nicht anzusehen ist, sondern nur dem
Term «drumherum», wird die Ubersetzungsfunktion [ ] in zwei Teile aufgespalten: fiir einen Term
e wird die Auswertungsfunktion [ | immer dann benutzt, wenn um e Kontext steht. Eine weitere
Funktion [ ]” wird immer dann aufgerufen, wenn kein Kontext drumherum steht.

Kontext entsteht immer durch Applikationen. Bei der Auswertung eines Terms (e( €1 ) muss

nach ey noch e; ausgewertet werden, und nach Auswertung von e; muss noch die Applikation
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durchgefiihrt werden. Sowohl e als auch ey stehen in Kontext. Ahnlich ist es bei den Argumenten
von primitiven Applikationen.

Auf der anderen Seite schneiden Abstraktionen fiir ihren Rumpf den Kontext erst einmal ab:
Ob der Rumpf Kontext hat oder nicht, entscheidet sich erst bei der Applikation. Dementsprechend
schalten Applikationen und Abstraktionen zwischen den beiden Funktionen [ ] und [ ]’ hin und
her:

b false=0b€ B
v false =v € V
[e] o [eo] [e1] ap fallse = (eg e1)
[ei] --. [ex] primp: fallse = (Fey ... eg)
(v, [eo]”) fallse = Av.eg
b fallse=0b€ B
v fallse=v eV
[e]’ o [eo] [e1] tailap fallse = (eg e1)
[ei] --- [ex] primp: fallse = (Fey ... eg)
(v, [eo]”) fallse = Av.eg

Jetzt brauchen wir noch eine Zustandsiibergangsregel her, die tailap verarbeitet. Diese ergibt sich
direkt aus den Regeln fiir ap und die Riickgabe eines Wertes: tailap funktioniertso, wie ap direkt

gefolgt von der Riickgaberegel. Hier sind die beiden Regeln noch einmal zur Erinnerung:

(w(v,d,€')s,e,ape,d) — (e €e[v—w],d, (s e c)d)

(w) e’ 67 (i/’ el) Q/)d) % (wi/7 el’ Q’? d)

Da die erste Regel ein neues Dump-Frame erzeugt und die zweite ein Dump-Frame «vernichtet»,

entfillt diese Arbeit in der Regel fiir tailap:
(w(v,d,€')s, e, tailapec,d) < (s,€[v—w],d,d)

Damit lduft das Beispiel zwar immer noch endlos, aber immerhin, ohne immer mehr Platz zu ver-

brauchen:
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(e, a, (z,z x tailap)

(z,z x tailap)

ap, €)
— ((x,z x tailap, @), oz, (z,z z tailap)

ap, €)
— ((z,z z tailap, @) (z,z x tailap, @), &, ap, €)
= (e, {(z, (z,z x tailap, @))}, « ztailap, (e, @
— ((z,z x tailap, @), {(z, (x,z x tailap, @))}, = tailap, (e,
— ((x,z x tailap, @) (z,x x tailap, &), {(z,(z,xxtailap,d))}, tailap, (e,
<= (e, {(z, (z,z z tailap, @))}, x ztailap, (e, @
< ((z,z z tailap, @), {(z, (z,z x tailap, @))}, x tailap, (e, @
— ((z,z z tailap, @) (z,z x tailap, @), {(z,(z,zztailap,@))}, tailap, (e,
— (e, {(z, (x,z x tailap, @))}, =z tailap, (e,
— ((x,z x tailap, @), {(z, (x,z x tailap, @))}, = tailap, (e,
— ((z,z z tailap, @) (z,z x tailap, @), {(z,(z,zxtailap,d))}, tailap, (e, @
= (e, {(z, (z,z z tailap, @))}, « ztailap, (e,9,€
— ((z,z x tailap, @), {(z, (z,z x tailap, @))}, = tailap, (e,2,¢

Die Implementierung der endrekursiven SECD-Maschine ist Gegenstand von Ubungsaufgabe@.

UBUNGSAUFGABEN

AUFGABE 1513

Erweitere die Implementierung der SECD-Maschine um korrekte Behandlung der Endrekursion!
Erweitere dazu zunichst die Datendefinition fiir Maschinencode. Implementiere dann die Uber-
setzung von A-Termen fiir die endrekursive SECD-Maschine. Erweitere schliellich die Zustands-

tibergangsfunktion um einen Fall fiir die tailap-Instruktion.

AUFGABE 15.14

Erweitere die SECD-Maschine um Primitiva anderer Stelligkeiten, zum Beispiel abs oder 0dd?.

AUFGABE 1515

Erweitere den angewandten A-Kalkiil um Abstraktionen und Applikationen mit mehr als einem

Parameter. Erweitere die SECD-Maschine und ihre Implementierung entsprechend.
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AUFGABE 1516

Zeige in der um Endrekursion erweiterten SECD-Maschine, dass tailap immer am Ende steht,

also tatsichlich keinen Kontext besitzt.

AUFGABE 1517

Die um Endrekursion erweiterte SECD-Maschine ftihrt eine neue Maschinencode-Instruktion tailap
ein. Dies ist aber nicht unbedingt nétig, weil man die endrekursiven ap-Instruktionen auch daran
erkennen kann, dass sie am Ende vom Code stehen.

Formuliere die Zustandstibergangsregeln der SECD-Maschine mit Endrekursion so um, dass
die Funktionalitit, also insbesondere die richtige Behandlung endrekursiver Applikationen, so dass
sie auch mit dem Ergebnis des normalen Compilers funktioniert, der keine tailap-Instruktion

generiert.

AUFGABE 1518

Anstatt Umgebungen durch Listen von Bindungen zu reprisentieren, ist es auch méglich, Funk-

tionen zu verwenden, so dass Lookup-environment folgendermafien aussicht:

(define lookup-environment
(lambda (environment variable)

(environment variable)))

Erginze eine passende Definition fiir extend-environment.

AUFGABE 15.19

Auf den ersten Blick erscheint es etwas aufwendig, jedesmal bei der Auswertung einer Abstraktion
die gesamte Umgebung in die Closure einzupacken. Was wiirde sich dndern, wenn dieser Schritt
weggelassen wiirde, Closures also nur Variable und Maschinencode fiir den Rumpf enthalten wiir-
den? Formuliere die entsprechenden Regeln fiir die SECD-Maschine und dndere Sie die Implemen-

tierung entsprechend. Funktioniert die SECD-Maschine nach der Anderung noch korrekt?






NACHWORT

Das war’s. Erstmal. Wir hoffen, dass dieses Buch Dir helfen konnte, programmieren zu lernen. Na-
tirlich gibt es Gber das Programmieren noch viel mehr, was es zu wissen und zu lernen gibt, aber
nicht in dieses Buch passte. Hier sind einige Vorschlige, wie es weitergehen kénnte zusammen mit
einigen Empfehlungen fiir Biicher dazu:

Wenn Du schonmal anderweitig programmiert hast, dann hast Du sicher in diesem Buch das
Programmieren mit Zuweisungen an Variablen vermisst ebenso wie Ein- und Ausgabe, grafische
Benutzerschnittstellen und andere Interaktionen mit der «Aufenwelt». Dies sind im Program-
mierjargon alles sogenannte Effekte, und sie gehdren zum tiglichen Handwerk des Programmierens
hinzu. Leider machen Effekte das Programmieren deutlich schwieriger und komplexer, wir miissen
also sparsam und sorgfiltig mit ihnen umgehen. Den Umgang mit Effekten kannst Du direkt im
Racket-System tiben, dazu gibt es jede Menge Information im Hilfezentrum und es gibt auch Lite-
ratur [FHB13]. Ein guter Ansatzpunke fir das Programmieren mit verinderbaren Variablen ist die
Programmiersprache Rust, auch dazu gibt es ein gutes Buch [KN18].

Viele Programmiersprachen arbeiten mit Typen. Typen sind etwas dhnliches wie die Signaturen
dieses Buchs, also eine Notation fur die zulissigen Ein- und Ausgaben von Funktionen. Wihrend
bei uns die Signaturen zur Laufzeit tiberpriift werden, passiert dies bei Typen schon bevor das Pro-
gramm ausgefithrt wird. Typen sind ein michtiges Hilfsmittel bei der Datenanalyse und der Ent-
wicklung korrekter Programme sein. Typen sind aber aber auch gelegentlich gewdhnungsbediirftig,
weil wir ein Programm, das nicht typkorrektist, nicht ausprobieren kénnen, was gelentlich den Pro-
grammieraufwand erhoht und es erschwert, Fehlerursachen zu finden. Bei den getypten Sprachen
sind Scala |CB14] und Haskell [Hut16] besonders spannend und lehrreich.

In diesem Buch haben wir nur kleine Programme geschrieben, die jeweils in eine einzelne Datei
passen. Wenn aus einem einfachen Programm ein grofSeres System wird, miissen wir uns Gedanken
machen, wie wir das so organisieren, dass wir nicht stindig alles im Kopf behalten miissen, was in
dem System so passiert, wenn wir es weiterentwickeln. Diese Gedanken gehéren unter den Ober-
begrift Softwarearchitektur, und auch da gibt es noch mehr zu lernen. Spannend ist da aktuell eine
Sammlung von Techniken unter der Uberschrift Domain-Driven Design [Evao4).

Auflerdem gibt es natiirlich viele andere Programmiersprachen mit teils anderen Ideen als die
Lehrsprachen dieses Buchs wie zum Beispiel objektorientierte Programmierung oder Logikprogram-
mierung. Am nichstliegenden sind die anderen Programmiersprachen des Racket-Systems, dar-
unter die «Hauptsprache», die auch Racket heifit. Information dartiber findest Du im Hilfezen-
trum im Racket Guide Auch fir objektoriente Programmierung ist Racket ein guter Ausgangs-

punke, schau im Hilfezentrum in den Racket Guide unter Classes and Objects. Bei Racket lisst sich
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auch die Sprache fiir Logikprogrammierung MiniKanren installieren und es gibt dazu ein tolles
Buch [EBKHi8]. Wer sich grundsitzlich fiir Programmiersprachen und ihre Konzepte interessiert,
ist mit einschligigen Biichern von Christian Wagenknecht [Wagi6] und Norman Ramsey [Ram22]
aufgehoben. Ersteres bildet die Konzepte sogar allesamt in Racket ab.

Viel Freude dabei!



LITERATURVERZEICHNIS

ApaMs, STEPHEN: Efficient sets—a balancing act. Journal of Functional Programming, 3(4):553—
561, Oktober 1993.

Birp, R1CHARD und JEREMY GIBBONS: Algorithm Design with Haskell. Cambridge Univer-

sity Press, Juni 2020.

CHiusaNo, PauL und RUNAR BJARNASON: Functional Programming in Scala. Manning,

2014.

CrLAEsSEN, KoEN und Joun HuenEs: QuickCheck: A Lightweight Tool for Random Testing of
Haskell Programs. In: Proceedings of the International Conference on Functional Programming
(ICFP), Seiten 268—279, 2000.

CHURCH, ALONZ0: The Calculi of Lambda-Conversion. Princeton University Press, Princeton,

New Jork, 1941.

Evans, Eric: Domain-Driven Design: Tackling Complexity in the Heart of Software. Addison-
Wesley, 2004.

FriepmAN, DaNIeL P., WiLLiam E. Byrp, OLeEG KiseLyov und Jason HEMANN: The

Reasoned Schemer. 2nd edition. MIT Press, 2018.

FELLEISEN, MATTHIAS, ROBERT BRUCE FINDLER, MATTHEW FLATT und SHRIRAM

KRISHNAMURTHI: How to Design Programs. MIT Press, 2. Auflage, 2014.

FELLEISEN, MaTTHIAS, DAVID VAN HORN und CONRAD BARSKI: Realm of Racker. No

Starch Press, 2013.

GOLDBERG, DAVID: What every computer scientist should know about floating-point arithmetic.

ACM Computing Surveys, 23(1):5—48, Mirz 1991.

HorsTaDTER, DoucLAs R.: Godel, Escher, Bach: An Eternal Golden Braid. Basic Books, New
York, 1979.

HiNDLEY, J. R. und]. P. SELDIN: [ntroduction to Combinators and \-Calculus, Band 1 der Reihe
Mathematical Sciences Student Texts. Cambridge University Press, London, 1986.

HuTTON, GRAHAM: Programming in Haskell. Cambridge University Press, 2016.



504 LITERATURVERZEICHNIS

KrLaBNIK, STEVE und CAROL NicHOLS: The Rust Programming Language. No Starch Press,

2018.

LANDIN, PETER: The mechanical evaluation of expressions. The Computer Journal, 6:308-320,

1964.

LANDIN, PETER: The next 700 programming languages. Communications of the ACM, 9(3):157—
166, Mirz 1966.

Haskell 2010 Language Report, 2010. https://www.haskell.org/onlinereport/
haskel12010/!

McCARTHY, JOHN: Recursive functions of symbolic expressions and their computation by machine,

Part I. Communications of the ACM, 3(4):184-195, April 1960.

PEYTON JONES, SiMON und JEAN-MARc EBER: How to write a financial contract. In: GIBB-
oNS, JEREMY und OEGE DE MooR (Herausgeber): The Fun of Programming. Palgrave Macmil-

lan, 2003.

RAMSEY, NORMAN: Programming Languages: Build, Prove, and Compare. Cambridge Univer-

sity Press, 2022.

WAGENKNECHT, CHRISTIAN: Programmierparadigmen: Eine Einfithrung auf der Grundlage

von Racket. Springer Verlag, 2016.


https://www.haskell.org/onlinereport/haskell2010/
https://www.haskell.org/onlinereport/haskell2010/

INDEX FUR VARIABLEN

<[ad
<=4
=l
> [a4
>= 4

abs,[280} 338

abst,[477]
abstraction,[475
abstraction?,[474
addition,
addition?,[470|
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an-unknown-parent,
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and, [¢4]
animal-weight,[i4|
animate,[327]

ap.[e77

append, [184
append-element,283]
append-lists,
application,[475
application?,j475
apply-primitive,[491

balanced-search-tree-insert,[380]

balanced-search-tree?,[413]
band-sorted?,|406|

base,[476]

base?,[476]

between, 203,05
big-bang,[342]
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billig-strom,[33)
binding,[481
blank-road-window,[2s]
boolean,[43]
boolean?,[120]

both, [i49) 61

car, 329
car-length,[329|
car-on-position?,[337]
car-width,[329|
check-error,[74]
check-expect,[2§|
check-property,[396
circle,[310|
circle-area,p66
closure,[4385]
color, o]
compute,[473
concatenate,[i82} 184
cond,[62

confluence,[33
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cons-list-of,[i72]

cons?,

contract,[i5o|
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copies,for
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depth,[358]
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dillo-image,[321]

dillo-on-road,[323
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dump, [485]
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empty-1list,[166]
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environment,[481
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eval-secd,[495
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expect,[420]
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extend-environment,[482]
extract-games,[248|

false,[362]
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filter,psy
first, 166|167
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fold,62
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frame,[485|
from,276

game, [238|
game-draw?,[244
gap-height,[324]
guest-points,[241[243
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heat->temperature,[64}[93
heat-water,[61][74]
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heat-water-1,[s4]
heat-water-2,[6s|
highway75,[i78]
home-points,[238) 239} [241
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home-won?,[246

hour,[87

i1,
image-height,[313]
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initial-world,[34]
inject-secd,[494]
insert,
instruction,[476]
integer,7]
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lambda,[19]

later,[i47]
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line,p]

list,[i76]
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make-both,[162]

make-compute-points,
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on-key,[342] pulled-point,[312]
one-euro,|i44|
or, |44 rational,[27]
overlay,pis] rational?,f20]
overlayxy,pid react-to-key,[344]

real,f7|
pad-event,[347 real?,[r20|
parent,[350;[354 rectangle,}309|
parent-ancestor?,j3s3 remove-environment-binding,[483
parrot, o9} 2 rest,[166}[167
person,[353 reverse,[287]
pet,[49][67] river,[134]
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plays-game?,[249| run-over-dillos-on-road,[341
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primitive, sized-node-label,}378|
primitive-application ,[475 sized-node-of,377|
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sized-tree-size,[377]
slash,jzs0

slope,[i26

sort-band, [go4]

sqrt, 163

square,[§29]

stack,[481
standard-computer,[3s
stream-take,}276|

string,[27]
string->number,]s|
string-append,|i4]
string-length,]i]
string-list,fiz2|
string=7,[44} 5]

string?,r2o]
stromtarif-rechnungsbetrag,[ss
SuCCessor,[I97]
sugar-content, 9]
sugar-traffic-light,[i2rfra4
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sugars,|[us]

symbol,[467]

take-reverse,[499]
team-goals,
team-goals/team,}263
temperature->heat,[64]

term,[474]

term->machine-code,[47§|

text,pu]
the-empty-environment,[482]

ticks->meters,[;28
tile,fi9]
to-draw,[342]
total-goals,s2
total-memory,[82}[83
traffic-light,[u8

tree,[359
tree-insert,66|
tree-member?,363

tree-of,[353|
triangle,[s10]
true,}362]

uncurry,[265|
unknown-parent,[349

value,[485]

visible-markings,

wallclock-time,[86}[87
watt-fir-wenig,[34)[6
wheel, 329
wheels-on-one-side,[329|

world,[334]
world—>image,
world-at-ticks,j36|

world-car-position,[33s
x-place,Bi6]
y-place,[i6]

zero-bond, [i43]
zero?, 1§8
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déf Ansicht, 319
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€,px Apostroph,

[ 71,449 applicative-order reduction, {446

—,[438 Applikation,

€, Applikationsregel,

—rar @49 Argument, 22} 23

— >[40 Assoziativitit,

\, Aufzihlung,

C, k12 Ausdruck,[g]

C, 12 Auswertungsfunktion,

D, Auswertungsstrategie,

2,

x, balancieren

@, 12 von Suchbﬁumen,@

Basis,[l97.

Abdeckung, Basiselement,

abgeleitete Form,@ Basiswert,[457

abgeschlossen, Baum, 349

Abschluss grofienannotiert, 375
reﬂexiv—transitiv—symmetrisch, Bedingung,
symmetrisch, berechenbare Funktionen, [452]
transitiv-reflexiv, [B-Reduktion, @

Absolutbetrag, Bindung,
Abstraktion, @ Ié—i’ |1—iL @ dynamisch,

Abstraktionsregel, lexikalisch,
abzihlbare Menge, statisch, 269]
Akkumulator, Binirbaum, 49,354

Algebra, binire Verzweigung,
Algorithmus, Blatt, [355|
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boolesche Fallunterscheidung,
boolescher Ausdruck, @
boolescher Wert, @

bound, [437
Bruch,

Call-by-Value-Reduktion,
cat,

Church-Numeral, @
Church/Rosser-Eigenschaft,
Closure,

Code,

Compiler,

Computer,

Cons-Liste,[166]

curryfizieren, M

Daten,
Datenanalyse,
Datendefinition, [49}
Definition, [t

lokal,
Definitionsfenster, E|
§-Reduktion, [458]
DeMorgan’sches Gesetz,
Differenz,
Distributivitit,
Dominenlogik, @
DrRacket, E[, E
Dump,
Durchschnitt,
dynamische Bindung,

echte Teilmenge,
Editor, E|

Effekt,
Eigenschaft,

Eingabe,

eingebaute Priidikate,
Element, 1t

Ellipse,
else-Zweig,[62

endliche Folge,
endliche Menge,
Endrekursion, 3oo]
entarteter Suchbaum,@
Environment, [460]
exklusives Oder, [4s]

Exponent, 197

fac,[450]

Fakultit,
Fallunterscheidung,
falsch, [43]

false, @

false,

falsifizierbar,

Feld,

Fibonacci-Folge,
Fibonacci-Function,
Fixpunkt,
Fixpunktkombinator,

Fixpunktsatz,
Folge,
Form

abgeleitet, El
Frame,
free,[437
freie Variable,[437

Funktion, 23

hoherer Ordnung,
Funktionsanwendung,
Funktionsaufruf,
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ganze Zahlen,

GaufSsche Summenformel,
gebundene Variable,
gebundenes Vorkommen,
gemischte Daten,
Gertist, |25} 33]

globale Variable,
Grammatik,
gréfgenannotierter Baum,

Halbgruppe,
Higher-Order-Funktion,
Homomorphismus,
Hohe

eines Baums,357]

idempotent,
if,
image.rkt,
Index,
Induktion,
noethersch,
strukturell,
vollstindig,
wohlfundiert,
Induktionsanfang,
Induktionsaxiom,
Induktionsschluss,
Induktionsverankerung,
induktive Definition,

induktive Menge,
induktiver Abschluss,
inexakte Zahl,[399]
Information, 23

inklusives Oder,lﬂ

Insertionsort,
Instruktion, IE

Interaktionsfenster, Iﬂ
Invariante,
Inverse,
Isomorphismus, I@

Iteration,

kartesisches Produkt,
Klammer,

Klasse,

Knoten, 354

Kombinator, 38, 133}
Kommentar,

komplexe Zahlen,

Komponente,

Konsequente,
Konstruktionsanleitung,

Konstruktor,
Kontext,
kontextfreie Grammatik,

Kurzbeschreibung,

L4458

Lo
A-Kalkiil, [31]
A-Term, [433]

lazy evaluation,|447
leere Folge,
leere Liste,

leere Menge,

leftmost-innermost reduction,
leftmost-outermost reduction, [445

Lehrsprachen,

lexikalische Bindung,
lineares Wachstum,
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Linksauf8en-Reduktion, [44s]
Linksinnen-Reduktion,
Liste, 165,

leer,
Literal, [r4]
Literalregel,
Logarithmus, 372
lokale Variable,
lokale Variable,

Mantra,
Markierung,
Maschinencode,[460]
Maschinensprache, |£7,
Menge,

endlich,
Metavariable, [435
Modell, @
modulo, @
Monoid,

N,

Nachfolger,

natiirliche Zahlen,

natiirliche Zahl, [449]
Negation,

neutrales Element,

nicht-strikte Sprache,
noethersche Induktion, 23]

noethersche Ordnung,
normal-order reduction, [44s]

Normalform,[443]

Operand,

Operator,
Ordnung

noethersch,

wohlfundiert,

Papagei,

Parameter, [433]
parametrische Polymorphie, E
Peano-Axiome, 232]
Periode, [io]

Pfad,'ﬁ

Polymorphie,

positive natiirliche Zahlen,@
Potenz,

pred,[449]

primitive Applikation,
Primitivregel,
Primitivum,lﬁ
property-based testing,
Pridikat,

Pridikate

eingebaut,

quadratisches Wachstum,
quote,

R,

Racket, El

rationale Zahl,
rationale Zahlen, 27]
Record-Definition,
Record-Signatur,
Record-Typ,
Records,
Red-Black-Trees,
Redex,
Reduktionskalkiil, [440]
Redundanz, @
reelle Zahlen,
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Rekursion

strukturell, 227
rekursiver Aufruf,
relationales Problem,@
REPL,[7]
Reprisentation,@,
reprisentierbarer Wert,
Rosenbaum,@
Rotation

eines Baumes, 374

eines Suchbaums,
Rumpf B 5 3
Riickkehrregel,

Schablone,

Scheme,[4]

Schleife,

schonfinkeln,
Selbstbezug,
selbstquotierend,

Selektor,
Semantikklammern, 228
Sichtbarkeit,

Signatur,
Signatur-Definition,
Signatur-Deklaration,
Signatur-Konstruktor,
Signatur-Parameter, m
Signaturvariable,
Signaturverletzung,
smart constructor,
Softwarearchitektur,
Sorte,

Sprachebene,

Anfinger,
fortgeschritten,
Stack,

statische Bindung,

Stelligkeit,

Stepper,

strikte Sprache,

String,

strukturelle Induktion, 29

strukturelle Rekursion,

Substitution, [438

succ,[449]

Suchbaum, 367
entartet,[373

Summe, 8]

Symbol,

symmetrischer Abschluss,

syntaktischer Zucker, E,I

tail call,
Teachpack,
Teilbaum, 354
Teilmenge,
echt,
Test,
Testfall,
Tests,
Text,
Ticks,
Tiefe
eines Baums, 57|
Tier,

transitiv-reflexiver Abschluss,

true,[43]
true,[448|

Tupel,
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Turing-Maschine,
Typ 5ot

Umgebung,
Unit-Test, @

Variable,

frei,[437

gebunden,

global,

lokal,
Variablenregel,
Vereinigung,
Verzweigung,
View,
virtuelle Maschine, [481

Vorginger,

Vorkommen, @
wahr, |£|

Wahrheitswert, [43]
wohlfundierte Induktion, [235]
Wurzel,3s6

Y fas2]

7o

Zeichenkette,

zerop, {49

Zucker, syntaktischer,
zusammengesetzten Daten,
Zweierlogarithmus,
Zweig,
Zwischenergebnis,
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Egal, ob Du noch nie programmiert hast oder schon programmieren kannst, Dich aber
fragst, ob das wirklich immer so eine Frickelei sein muss. Im Zentrum steht ein di-
daktischer Ansatz, der anders ist als bei den meisten anderen Programmierblchern:
systematisch und nachvollziehbar, auf der Basis von *Konstruktionsanleitungen*. Die
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