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Abstract

Brueckner-Hartree-Fock calculations are performed for nuclear matter with an
exact treatment of the Pauli exclusion operator and single particle energy in the
Bethe-Goldstone equation. The differences in the binding energy, compared to the
commonly used approximations, are non-negligible. These differences lead to a
larger binding energy around the calculated saturation point.

Furthermore the Dirac structure of the nucleon self-energy in symmetric nuclear
matter as well as neutron matter is derived from Dirac-Brueckner-Hartree-Fock
calculations. It is demonstrated that the effects of correlations on the effective
Nucleon-Nucleon interaction in the nuclear medium can be parametrised in terms
of an effective meson exchange. This analysis leads to a very intuitive interpretation
of correlation effects and also provides an efficient parametrisation of the effective
interaction to be used in relativistic structure calculations for finite nuclei.

Zusammenfassung

Brueckner-Hartree-Fock Rechnungen werden in Kernmaterie unter Beriicksich-
tigung des exakten Pauli-Operators und der Einteilchenenergie in der Bethe-
Goldstone Gleichung durchgefiihrt. Die Unterschiede in der Bindungsenergie sind
im Unterschied zu den normalerweise verwendeten Ndherungen nicht vernachlassig-
bar. Diese Unterschiede bedingen eine grofiere Bindungsenergie im Bereich des
berechneten Séttigungspunktes.

Weiterhin wird die Dirac Struktur der Selbstenergie des Nukleons sowohl in sym-
metrischer Kernmaterie als auch in Neutronenmaterie im Rahmen der Dirac-
Brueckner-Hartree-Fock Néherung bestimmt. Es wird gezeigt, daf§ die in der effek-
tiven Wechselwirkung im nuklearen Medium enthaltenen Korrelationseffekte durch
ein effektives Ein-Meson-Austausch Modell parametrisiert werden konnen. Diese
Analyse ergibt eine natiirliche Interpretation der Korrelationseffekte und fiithrt auf
eine einfache Parametrisierung der effektiven Wechselwirkung zur Verwendung in
relativistischen Kernstrukturrechnungen in endlichen Kernen.
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Kapitel 1
Einleitung

Eine der grolen Herausforderungen in der theoretischen Kernphysik besteht in dem
Versuch, die grundlegenden Eigenschaften von nuklearen Systemen allein ausge-
hend von einer realistischen Nukleon-Nukleon Wechselwirkung zu beschreiben. Ein
solches Vorgehen kann typischerweise in zwei Schritte unterteilt werden. In einem
ersten Schritt wird ein Modell gew&hlt, innerhalb dessen die reine Nukleon-Nukleon
Wechselwirkung beschrieben wird. Fiir die Wahl eines solchen Modells kann man
sich beispielsweise von der Quantenchromodynamik leiten lassen [1] oder ein Ein-
Bosonen-Austausch Modell, d.h. ein Meson-Austausch Modell benutzen [2], und
gelangt so zu einer mikroskopischen Beschreibung der Nukleon-Nukleon Wechsel-
wirkung. Aber auch ein rein phénomenologischer Ansatz, unter Verwendung von
Zwei-Teilchen Spin-Isospin Operatoren, jeweils multipliziert mit einem lokalen Po-
tential, kann als ein solches Modell verwendet werden [3]. All diese Modelle werden
dann als eine realistische Beschreibung der Nukleon-Nukleon Wechselwirkung be-
trachtet, wenn sie in der Lage sind, durch geeignete Wahl der Modellparameter,
die Nukleon-Nukleon Streuphasen fiir Energien unterhalb der Pion-Schwelle exakt
zu beschreiben. Auflerdem reproduzieren solche realistischen Potentiale auch die
Energie und andere Observablen des Deuterons.

In einem zweiten Schritt gilt es dann, das Vielteilchenproblem aus A wechselwir-
kenden Nukleonen unter Verwendung einer realistischen Nukleon-Nukleon Wech-
selwirkung zu 16sen. Die einfachste Losung dieses Vielteilchenproblems wechsel-
wirkender Fermionen stellt die mittlere Feld oder Hartree-Fock Néherung dar. In
dieser Naherung konnen sehr gut die Grundzustandseigenschaften von Kernen be-
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schrieben werden, sofern man phénomenologische Potentiale benutzt, die gerade
so angepasst wurden, um eben diese Daten zu beschreiben. Diese Potentiale sind
jedoch nicht in der Lage, in gleicher Weise die Daten der Nukleon-Nukleon Streu-
ung zu beschreiben. Solche Potentiale werden somit nicht als realistische Potentiale
bezeichnet. Andererseits ergibt sich unter Verwendung realistischer Potentiale, dafl
die Hartree-Fock N&herung vollkommen unzureichend ist. Sie fiithrt zu ungebun-
denen Systemen [4].

Das Versagen der Hartree-Fock Ndherung unter Verwendung realistischer Poten-
tiale hat dazu gefiihrt, dafl verschiedenste Techniken entwickelt wurden, um Kor-
relationseffekte, iiber die reine Hartree-Fock Né&herung hinaus, zu beriicksichtigen.
Hierzu zéhlen beispielsweise die Brueckner Loch-Linien Entwicklung [5, 6], die
scoupled cluster® bzw. ,exponential S“ Methode [7, 8], selbstkonsistente Berech-
nung der Greens-Funktionen [9], Variationsmethoden unter Verwendung korrelier-
ter Basisfunktionen [10, 11], sowie neuerliche Entwicklungen unter Anwendung von
Quantum Monte-Carlo Techniken [12, 13].

Neben der Beriicksichtigung von Korrelationseffekten zeigt sich jedoch auch, dafl
eine relativistische Behandlung des Vielteilchenproblems ein notwendiger Baustein
ist, um eine verbesserte Beschreibung der Grundzustandseigenschaften von nuklea-
ren Systemen zu erhalten. Von besonderer Bedeutung ist hierbei die relativistische
Struktur der Selbstenergie des Nukleons im Medium.

Im Rahmen der Brueckner Theorie, wie sie in dieser Arbeit auch Verwendung
findet, werden die Zweiteilchen Korrelationseffekte durch Bestimmung einer effek-
tiven Zweiteilchen-Wechselwirkung, der G-Matrix, beriicksichtigt. Die G-Matrix
entspricht der T-Matrix der freien Nukleon-Nukleon Streuung. Sie tragt dem Medi-
um jedoch Rechnung durch Beriicksichtigung von Pauli- und Dispersions-Effekten.
Die G-Matrix ergibt sich als Losung der Bethe-Goldstone Gleichung. Im Fall einer
relativistischen Beschreibung entspricht diese Gleichung der auf drei Dimensio-
nen reduzierten Bethe-Salpeter Gleichung in Form der Blankenbecler-Sugar oder
der Thompson Gleichung [2]. In der Brueckner-Hartree-Fock Ndherung ergibt sich
dann die Selbstenergie des Nukleons bzw. das Einteilchenpotential durch Verwen-
dung der G-Matrix.

Beriicksichtigt man die iiber die Hartree-Fock Ndherung hinausgehenden Korrela-
tionseffekte in einer nichtrelativistischen Beschreibung im Rahmen der Brueckner-
Theorie oder anderen Ndherungen zur Losung des Vielteilchenproblems, so erhélt
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man fiir die Sattigungseigenschaften von Kernmaterie, aber auch fiir die Bindungs-
energie und Radien von Kernen [4] Ergebnisse, die in relativ guter Ubereinstim-
mung mit den experimentellen Werten stehen. Es zeigt sich allerdings, dafi die
theoretischen Werte auf der sogenannten Coester-Linie [14] liegen. Sie liefern ent-
weder eine zu geringe Bindungsenergie oder aber eine zu grofie Sattigungsdichte
bzw. einen zu kleinen Radius im Fall von endlichen Kernen, im Vergleich zu den
experimentellen Werten.

Eine Moglichkeit, die Coester-Linie zu verlassen, besteht in der Einfiihrung von
Drei-Teilchen Kréften, die gerade so gewéhlt werden, dafl die Grundzustandseigen-
schaften von Kernmaterie reproduziert werden [15]. Damit ergibt sich allerdings
die Sattigungseigenschaft per Definition, und weniger als Losung des Vielteilchen-
problems. Eine andere M6glichkeit ist gegeben durch die Beriicksichtigung von re-
lativistischen Effekten. Dieser Weg beruht auf den Untersuchungen, die durch die
phénomenologische Beschreibung von nuklearen Systemen im Rahmen des Wa-
lecka Modells [16] motiviert sind. Die Nukleon-Nukleon Wechselwirkung wird in
diesem Modell durch den Austausch eines skalaren o, und eines vektoriellen Me-
sons, w, beschrieben. Berechnet man in diesem Modell in der Hartree Naherung
die Selbstenergie > des Nukleons, so findet man, dafl der Austausch des w-Mesons
eine Komponente X° liefert, die sich unter der Lorentz-Transformation wie die
zeitartige Komponente eines Vektors transformiert. Der Austausch des o-Mesons
liefert eine Komponente 37, die sich als Skalar transformiert. Verwendet man diese
Komponenten der Selbstenergie in der Dirac-Gleichung fiir ein Nukleon im System
der Kernmaterie, so erhélt man Einteilchenenergien, die in der Groflenordnung des
empirischen Wertes von ca. —50 MeV liegen. Dieser relativ kleine Wert ergibt sich
jedoch aus einer starken Aufhebung zwischen der repulsiven (X°) und attrakti-
ven (X) Komponente der Selbstenergie. Der attraktive Teil X fiihrt weiterhin
zu einem Dirac-Spinor fiir das Nukleon im Medium, dessen kleine Komponente
im Vergleich zum Spinor eines freien Nukleons, wesentlich gréfler ist. Diese Eigen-
schaft wird durch die Angabe einer effektiven Dirac-Masse M* fiir das Nukleon
beschrieben. Im Bereich der Sattigungsdichte von Kernmaterie liegt M* bei rund
600 MeV. Damit ist der Dirac-Spinor im Medium verschieden von dem Spinor fiir
das freie Nukleon. Dieser Spinor fiir das Nukleon im Medium mufl dann verwen-
det werden, um die Matrixelemente des Mesonen-Austausch Modells der Nukleon-
Nukleon Wechselwirkung zu berechnen. Man erhilt damit eine Dichteabhéngigkeit
der Wechselwirkung, die wiederum die berechneten Sittigungseigenschaften beein-
flussen.
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Auch auf dem Meson-Austausch Modell basierende, realistische Nukleon-Nukleon
Wechselwirkungen liefern grofie Beitrdge zur Selbstenergie durch den Austausch
von skalaren und vektoriellen Mesonen. Fiir solche Potentiale V' lassen sich die
Komponenten der Selbstenergie in der Hartree bzw. Hartree-Fock Ndherung ein-
fach bestimmen. Verwendet man jedoch solche realistischen Potentiale, so miissen
nach der vorangegangenen Diskussion Korrelationen iiber die reine Hartree-Fock
Néherung hinaus beriicksichtigt werden, indem die Selbstenergie durch die G-
Matrix bestimmt wird, anstatt durch die reine Nukleon-Nukleon Wechselwirkung.
Solche relativistischen Rechnungen werden als Dirac-Brueckner-Hartree-Fock bzw.
einfach als relativistisches Brueckner-Hartree-Fock Verfahren bezeichnet [17, 18,
19, 20]. Die G-Matrix ergibt sich aus solchen Rechnungen jedoch aus der Losung
einer nichtrelativistisch reduzierten Streugleichung, d.h. es werden Matrixelemente
nur fiir Teilchenzustédnde bestimmt, so dafl die relativistische Struktur der effekti-
ven Wechselwirkung nicht vollsténdig beriicksichtigt wird. Daraus ergibt sich, dafl
ebenso die Dirac-Struktur der Selbstenergie 3 nicht unmittelbar bestimmt werden
kann.

Verschiedene Naherungsverfahren wurden deshalb entwickelt, um die Dirac- Struk-
tur der Nukleon Selbstenergie ¥ innerhalb des Dirac-Brueckner-Hartree-Fock Ver-
fahrens zu bestimmen. Ein vergleichsweise einfaches Verfahren wurde von Brock-
mann und Machleidt [18] vorgeschlagen. Unter der Annahme, daf§ die dominieren-
den Komponenten der Selbstenergie ¥° und X° nicht vom Impuls des Nukleons
abhéngen, konnen diese aus der Analyse der Einteilchenenergie bestimmt werden.
Dieses Verfahren 148t sich im Fall der Kernmaterie sehr gut verwenden. Es zeigt
sich allerdings, dafl dies im Fall der Neutronenmaterie nicht mehr zutrifft [21].

Ein anderes Verfahren, die sogenannte Projektions-Methode, versucht direkt die
antisymmetrischen G-Matrixelemente durch einen vollstédndigen Satz von Lorentz-
invarianten Operatoren zu analysieren. Durch diesen Ansatz fiir die relativistische
Struktur der effektiven Wechselwirkung GG kann die Dirac-Struktur der Selbstener-
gie des Nukleons direkt bestimmt werden, und damit ebenfalls die Dichteabhéngig-
keit der Dirac-Spinoren [22, 23]. Allerdings hingt dieses Verfahren von der Wahl
der Operatoren ab, so daf§ diese moglichst geeignet zu wihlen sind. Ein wohlbe-
kanntes Beispiel fiir diese Abhéngigkeit von der Wahl der verwendeten Operatoren
ist der Ein-Pion-Austausch. Dieser ergibt identische Matrixelemente fiir zu positi-
ver Energie gehorende Dirac- Spinoren, sowohl im Fall der pseudoskalaren als auch
der pseudovektoriellen Kopplung. Die Fock-Beitréige zur skalaren und vektoriellen
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Komponente der Selbstenergie sind fiir diese Kopplungen jedoch vollkommen un-
terschiedlich [16, 24, 25]. Ein weiteres Beispiel ist der Ein-Rho-Meson Austausch,
der in dieser Arbeit ebenfalls diskutiert werden soll.

Um die durch Verwendung des Projektionsverfahren bedingten Unstimmigkeiten
bestmoglichst zu vermeiden, wird in dieser Arbeit die G-Matrix in die beiden An-
teile der reinen Nukleon-Nukleon Wechselwirkung V' und den die Korrelationsef-
fekte enthaltenen Restwechselwirkungsanteil AG aufgespalten. Die Dirac-Struktur
der Selbstenergie fiir V' ist wohlbekannt, so dafy die Projektions-Methode nur auf
den Restwechselwirkungsteil angewandt zu werden braucht. Es zeigt sich, dafi die
iiber die sich aus V ergebenden Anteile der Selbstenergie hinausgehenden Bei-
trage sehr gut durch den Austausch einiger weniger effektiver Mesonen mit ho-
her Masse, entsprechend der kurzen Reichweite der Korrelationseffekte, und dich-
teabhéngigen Kopplungskonstanten beschrieben werden kann. Man erhélt somit
eine einfache Beschreibung der Effekte der Nukleon-Nukleon Korrelationen. Ahn-
liche Ansitze wurden bereits von Boersma und Malfliet [23] und Elsenhans et
al.[26] verfolgt. Aufgrund der besonders einfachen Struktur der Parametrisierung
ist die hier bestimmte Parametrisierung geeigneter fiir Untersuchungen in endli-
chen Kernen [27, 28].

Im Anschlufl an diese Einfiithrung wird in Kapitel 2 zuerst, neben einer Motiva-
tion der storungstheoretischen Grundlagen der Brueckner-Hartree-Fock Theorie,
detailliert auf die Losung der Bethe-Goldstone Gleichung eingegangen werden,
wie sie in dieser Arbeit Verwendung findet. Hierbei steht im Vordergrund, die
iiblicherweise verwendeten Néherungen genauer zu untersuchen. Dies betrifft den
winkelgemittelten Pauli-Operator als auch die Parametrisierung der in die Rech-
nung eingehenden Einteilchenenergie. Zum Vergleich werden die Ergebnisse fiir die
Bindungsenergie in Kernmaterie unter Benutzung des winkelgemittelten und des
exakten Pauli-Operators gegeniibergestellt. Neben der Verwendung des exakten
Pauli-Operators wird in einem weiteren Schritt ebenfalls die exakte Einteilchen-
energie in die selbstkonsistenten Rechnungen mit einbezogen und deren Einflufl
auf den Verlauf der Einteilchenenergie im Vergleich zur parametrisierten Form als
auch auf die Bindungsenergie diskutiert.

Die in dieser Arbeit verwendeten, auf dem Ein-Boson-Austausch Modell beruhen-
den Bonn Potentiale werden in Kapitel 3 ausfiihrlich besprochen. Ferner wird die
Herleitung der Streugleichung fiir die freie Nukleon-Nukleon Streuung, ausgehend
von der Bethe-Salpeter Gleichung, skizziert. Dies dient als Grundlage fiir die sich
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anschliefende Erdrterung des in dieser Arbeit verwendeten relativistischen bzw.
Dirac-Brueckner-Hartree-Fock Verfahrens in Kapitel 4.

In dieser Arbeit wird besonderes Augenmerk auf die korrekte Verwendung der
Projektions-Methode zur Bestimmung der Operator-Struktur der effektiven Wech-
selwirkung, der G-Matrix, gelegt. In diesem Zusammenhang wird ausfiihrlich die
Nichteindeutigkeit bei der Wahl der Operatoren diskutiert. Hierzu dient nicht nur
als Beispiel die bekannte Unstimmigkeit beim Ein-Pion Austausch, sondern eben-
falls der Austausch des 7- als auch des p-Mesons. Dies fiihrt auf das in dieser
Arbeit verwendete Verfahren, die Projektions-Methode nur auf den Restwechsel-
wirkungsteil der G-Matrix anzuwenden. Ein weiterer Punkt ist der Vergleich des
Projektions-Verfahrens mit der Analyse der Einteilchenenergie nach Brockmann
und Machleidt, zur Bestimmung der Komponenten der Selbstenergie. Hierzu wer-
den beide Verfahren in Kernmaterie und Neutronenmaterie angewandt.

Die sich aus dem Projektions-Verfahren ergebende Operator-Struktur der effekti-
ven Zweiteilchen-Wechselwirkung im Medium wird genauer diskutiert, da sie den
Ausgangspunkt fiir die Parametrisierung der G-Matrix darstellt. Die Parametrisie-
rung wird dann auf das System der Neutronenmaterie angewandt und es kénnen
so einfache Aussagen zu der Asymmetrie-Abhéngigkeit der effektiven Wechselwir-
kung gemacht werden.

Zu guter Letzt werden in Kapitel 5 die wichtigsten Punkte noch einmal kurz zu-
sammengefasst und ein Ausblick auf zukiinftige Anwendungen der in dieser Arbeit
dargelegten Ergebnisse gemacht.




Kapitel 2
Brueckner-Hartree-Fock

Die auf der Goldstone Entwicklung fiir die Grundzustandsenergie basierende
Brueckner-Hartree-Fock Theorie soll im Folgenden nicht vollstédndig abgeleitet wer-
den; vielmehr soll der stérungstheoretische Zugang zur Goldstone Entwicklung
motiviert und am Schlufl die Bethe-Goldstone Gleichung an den IThr gebiihrenden
Platz oben an gestellt werden, aus der sich die effektive Zweiteilchenwechselwir-
kung im Medium, die G-Matrix, ergibt.

2.1 Goldstone Entwicklung

Ohne uns zugleich auf das System Kernmaterie zu konzentrieren, betrachten wir
zu Beginn ein System aus A identischen Nukleonen, dafi durch den nicht explizit
von der Zeit abhéngigen Hamilton-Operator

A A
fI:Zti—l—Zvij:ﬁo—i—f/ (21)
i=1

1<j

beschrieben werden soll. Der erste Summand bezeichnet die Summe iiber die ki-
netische Energie aller Teilchen, der zweite die Summe iiber die Zweiteilchenwech-
selwirkung v;; zwischen den Nukleonen, wobei die Zweiteilchenwechselwirkung fiir
eine realistische Nukleon-Nukleon Wechselwirkung steht, auf die weiter unten ein-
gegangen werden soll.
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Die Aufspaltung des Hamilton-Operators H in die beiden Anteile Hy und V erfolgt
gemaf

A

H() = Z(tz—i-uz)

=1

A

A A
Vo= D> v = w (2.2)
i<j i=1
wobei das Einteilchenpotential U = " u; zur besseren Handhabung der Storent-
wicklung eingefiihrt wurde, und da der Hamilton-Operator Gl.(2.1) nicht von U
abhéngt, sollte ebenso das Endergebnis von der speziellen Wahl von U unabhéngig
sein.

Zur Durchfiihrung der Storentwicklung wird Hy als das ungestorte Problem be-
trachtet, dafl exakt 16sbar ist, und der Restwechselwirkungsanteil V wird schluB-
endlich in einer Storentwicklung behandelt, wobei versucht wird, durch geeignete
Wabhl des Einteilchenpotentials U, die Konvergenz der Stérentwicklung giinstig zu
beeinflulen.

Da der Hamilton-Operator Gl.(2.1) als nicht explizit von der Zeit abhéngig voraus-
gesetzt wurde, ergibt sich, dal im Schrodinger-Bild die gesamte Zeitabhéngigkeit
von den Zustédnden getragen wird, die selbstversténdlich der Schrédinger-Gleichung
genigen miissen

0| Ws(t)) = H|Ws(1)). (2.3)

Hier wurde das Planck’sche Wirkungsquantum # gleich 1 gesetzt und im Folgenden
soll immer gelten h = c = 1.

Um zu anderen Darstellungen aufler dem Schrodinger-Bild zu gelangen, betrachten
wir zuerst eine allgemeine, unitire Transformation beziiglich der Zeit mit

W, (1)) = U, 0)[e(t)
O.t) = U, ) OU*(t,1) (2.4)

wobei O einen beliebigen Operator und U (t',t) den Zeitentwicklungsoperator be-
zeichnet, der unitér ist sowie folgende wichtige Eigenschaften besitzt

Ut to) = U 't t)
U(tg,tg) - U(tl,tg)
Ulto,t) = Ut to) (2.5)

A~

Ulty,t2)




2.1 GOLDSTONE ENTWICKLUNG

die man durch Anwendung der Gl.(2.3) auf (2.4) bestimmt. Ferner geniigt der
Zeitentwicklungsoperator der Differentialgleichung

i0,U(t, 1) = HU(t, to) (2.6)

aus der w.a. U(t,t) bestimmt werden kann.

Mittels der Transformation GI.(2.4) bleiben die uns interessierenden Ubergangs-
matrixelemente

(L ()0 Wu(t)) = (TOIUE, U, ) OU (¢, U (', 1) [¥(2))

= (L()[O]¥ (1)) (2.7)

invariant. Durch geeignete Wahl des Zeitentwicklungsoperator U (t',t) gelangt man
also zu anderen Darstellungen.

Im sogenannten Wechselwirkungs-Bild wird die durch Hy, induzierte Zeitevolution
von unserem Zustand separiert, indem man einen Wechselwirkungszustand |¥(¢))
einfiihrt durch )

|07 (1)) = e Ws(t)) (2.8)

Entsprechend ergibt sich fiir die Operatoren im Wechselwirkungsbild

~

Vi(t) = ¢iHot g~ iHot (2.9)

Unter Verwendung der Schrodinger-Gleichung (2.3) ergibt sich als Bewegungsglei-
chung fiir den oben eingefiithrten Wechselwirkungszustand Gl1.(2.8) im Wechselwir-
kungs-Bild

10,V r(t)) = Vi(t)[W1(t)) (2.10)

Ebenso erhilt man fiir den Wechselwirkungsoperator eine Gleichung vom Heisen-

bergtyp
V() = i[Hy, Vi (2.11)

Anstatt wie oben kann man natiirlich auch folgende unitére Transformation durch-
fithren

Wy) = e HWg(t)) (2.12)
On(t) = eftOge ™t (2.13)
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und gelangt so zum Heisenberg-Bild. In ihm wird die Zeitevolution, im Gegensatz
zum Schrédinger-Bild, von den Operatoren getragen und die Zustandsvektoren
bleiben zeitlich konstant.

Betrachtet man den Zeitpunkt ¢ = 0, so ergibt sich
Vi) = [¥;(0)) = [¥s(0))
Og(0) = 07(0) = Og (2.14)
daf3 heiflt, die drei Bilder stimmen zu diesem Zeitpunkt miteinander iiberein.

Kommen wir aber zur formalen Losung von Gl.(2.10) zuriick, indem wir den Wech-
selwirkungszustand GI.(2.8) noch einmal mit Hilfe des Zeitentwicklungsoperator
Uy (t,t) schreiben als

U1 (t)) = Ur(t, to)| T 1(to)). (2.15)

wobei der Zeitentwicklungsoperator geméafi G1.(2.6) der Gleichung
i0,U; (¢, to) = ViU (¢, to) (2.16)

genugt.
Formale Integration der Gleichung (2.16) liefert [29]

N t
Ur(t,ty) = T exp {—z’ dt’ v,(t')} (2.17)
to
= (i)t .
= > 7 dty...dt, T [Vi(ty) ... Vi(ty)] (2.18)
k=0 ! to
wobei durch
— ‘/}(tl)‘/}(tz) falls tl Z tg
Vi(t), Vi(Ty)) = 2.19
() i) = { T B (2.19)
der Zeitordnungsoperator T definiert ist.
Andererseits gilt natiirlich wegen obiger Definition GI.(2.8)
(T (t)) = e s(t) (2.20)
= ot miH =) | g (1)) (2.21)
— eiHote—iH(t—to)e—iHoto |\I/[(t())> (222)

10



2.1 GOLDSTONE ENTWICKLUNG

und man erhélt als alternative Darstellung des Zeitentwicklungsoperators

= Us(t, ty) = gttt g=iH (t—to) o —iHoto (2.23)

Allerdings ist die Darstellung des Zeitentwicklungsoperators Gl.(2.18) fiir die Stor-
entwicklung geeigneter.

Um eine Storentwicklung fiir G1.(2.1) zu erhalten, nimmt man an, dafl die Stérung
V fiir Zeiten im Unendlichen ¢ = 400 ,ausgeschaltet” ist, und diese fiir Zeiten
t ~ 0 adiabatisch eingeschaltet werden kann. Um dies zu erreichen, betrachten wir
folgenden Hamilton-Operator:

H.=Hy+e MV >0 (2.24)

der sich von Gl.(2.1) durch Einfithrung einer expliziten Zeitabhéngigkeit unter-
scheidet.

Der Parameter ¢ ist eine kleine positive Zahl, die im adiabatischen Limes infinite-
simal klein wird. Mit Hilfe des Hamilton-Operators Gl.(2.24) erhélt man nun die
gleichen Eigenzustédnde fiir ¢ — 0o wie fiir den ungestérten Hamilton-Operator
f[o, die dann mit Hilfe des Zeitentwicklungsoperators U 1(t',t) derart propagiert
werden sollen, daf} sie in Eigenzustéinde von H fiir Zeiten t ~ 0 iibergehen.

Fiir den Wechselwirkungszustand ergibt sich somit

|W1e(t)) = Ure(t, to)|Vre(to)) (2.25)

wobei nun der Zeitentwicklungsoperator gegeben ist durch

o (_N\k t N
Uttty = 3 kﬁ) ity . dtye0 D T V(1) - V()]
. to

t /
= T exp {—i dt’ e~#It Vl(t’)} (2.26)

Fiir den Grenzfall ¢ — +o00 erhalten wir fiir den Wechselwirkungszustand
P71 (to)) = [ Ws(to)) = |o) (2.27)
wobei |®g) den Grundzustand von Hy bezeichnen soll mit

Ho|®o) = Eo|Po) (2.28)

11



2 BRUECKNER-HARTREE-FOCK

Entsprechend ergibt sich fiir t =0
(Vi) = [V1:(0)) = Ure(0, —00)[ Do) (2:29)

womit wir nun in der Lage sind, durch Eigenzusténde zum freien Hamilton-Operator
unsere Eigenzustinde zum voll wechselwirkenden Hamilton-Operator darzustellen.

Das man im Limes ¢ — 0 durch GI1.(2.29) tatséchlich einen exakten Eigenzustand

zu H erhilt, ist Aussage des [30]

Theorem von Gell-Mann und Low :

Existiert in jeder Ordnung Storungstheorie die Grofle

im U€(07 :|:OO)|<DO> — |\IIO>
O 70 [0 (0, 00) | @g) — (o] Wo) (2:30)

so ist sie ein Eigenzustand zu H

N v
LD

(Do|Wo) (Do|Wo)

(2.31)

Dieses Resultat ist Ausdruck dafiir, dafl unser explizit zeitabhéngig konstruierter
Hamilton-Operator nur schwach fiir ¢ — 0 gegen H konvergiert.

Anstatt das Theorem weiter zu diskutieren, nutzen wir es gleich, indem wir von
links mit (®y| an GI1.(2.31) multiplizieren und erhalten nach einer kleinen Umfor-
mung

(@o| VU, (0, —00)|Po)
(Do| Vo)

als Anderung unserer freien Grundzustandsenergie durch Einschalten einer Wech-

AE=F —FEy= lin% (2.32)
selwirkung V.

Eine alternative Darstellung zu G1.(2.32) ergibt sich aus Betrachtung der Grofie
10 In( Dy |U,(t, —00)|Po) |1=0 (2.33)
Mit 10,U(t,t") = Vi(t)U(t,t') erhédlt man dann
10; In(®p|Ue(t, —00)|Po)|t=0 =

(Dole V7 (£) UL (t, —00) |Po) |1=0
(®o|Uk(t, —00)| Do)
(Po|V1(0)U: (0, —00)[Po)
(@o|U: (0, —00)[ Do)

(2.34)

12



2.2 FEYNMAN-DIAGRAMME

und schlulendlich

AE = hH(l) zﬁt 1H<¢0|U€(t, —OO)|<I)()>|t:0 (235)

2.2 Feynman-Diagramme

Verwenden wir obigen Ausdruck fiir die Energieverschiebung, so ergibt sich als
Storentwicklung

AE = hH(l)Zat 1H<¢0|U€(t, —OO)|CI)0>|t:()
T e(lta |-t )
= limi0, ln{z dty...dtge
e—0 E—0 k}' —00
(o[ T'[VI(t1) - - Vi(tk)|®0) }Hi=o (2.36)

und es verbleibt nur noch die Auswertung des Grundzustandserwartungswertes
des zeitgeordneten Produkts.

Schreiben wir die Zweiteilchenwechselwirkung in [31] Besetzungszahldarstellung

Vi(t) = —Z ij|VIik)al (t)af (t)ag ()ay (t)

zgk:l

- _vauk Kl)ai (t)a} (t)ag (t)a; (t) (2.37)

so verbleiben lediglich Terme der Form

(i |VIEL) (@ VIET) - (Do| Tlef (t1) e (tr)ei (t)er ()
ci (t1)ef (t) e (t)ey (t1) - ]| @o) (2.38)

Die Potentialmatrixelemente (ij|V'|kl) konnen als bekannt vorausgesetzt werden,
da die mit ¢, 7, k,l bezeichneten Zustdnde gerade die Eigenzusténde des freien
Systems sind. Die verbleibenden Grundzustandserwartungswerte der zeitgeordne-
ten Produkte von Erzeugungs- und Vernichtungsoperatoren werden mit Hilfe des
Wick’schen Theorems ausgewertet.

Dieses besagt, dafl das zeitgeordnete Produkt von Operatoren geschrieben werden
kann als Summe iiber das reine normalgeordnete Produkt, iiber normalgeordnete

13



2 BRUECKNER-HARTREE-FOCK

Produkte mit einer, zwei und mehr Kontraktionen und den vollstdndig kontrahier-
ten Normalprodukten

TUVW ...XYZ] = N[UVW...XYZ]
(=)*UVN[Y YW ... XYZ] +...
(=) UVWXNP YV W...XYZ]+...

maximale Anzahl vollstdndig kontrahierter Terme
(2.39)

« gibt hierbei die Anzahl der Zweiervertauschungen an, um die einzelnen Opera-
toren direkt nebeneinander anordnen zu koénnen.

Das Normalprodukt ist definiert durch die Vorschrift, daB bei Darstellung der
Operatoren durch Erzeugungs- und Vernichtungsoperatoren, die Vernichter alle
rechts und die Erzeuger alle links stehen, so dal der Vakuumerwartungswert eines
normalgeordneten Produkts immer identisch gleich Null ist

(O|N[AB]|0) = 0. (2.40)
Die Kontraktion zweier Operatoren ist definiert als Differenz zwischen zeitgeord-
netem und normalgeordnetem Produkt der Operatoren
AB =T[AB] — N[AB] (2.41)
wobei die Kontraktion selber eine komplexe Zahl ist.

Hieraus ergibt sich, dafl der Grundzustandserwartungswert eines zeitgeordneten
Produkts gleich der Summe iiber alle moglichen, vollstdndig kontrahierten Terme
ist.

Die verbliebenen Kontraktionen stellen schliefilich nichts anderes dar als die Ein-
teilchen-Greensfunktion [32]

iGO(ktk,ltl) = <¢O|T[Ck(tk)cl+(tl) |(I)0>

)
(Po|Tlar(tr)a (t)]|Po) x> e
= (Po|T'[bF (tr)bi(t)]| Do) et < €F
0 sonst
= 6kl€7igk(tk7tl)(@(tk — tl)@(k — kF) — @(tl — tk)@(kp — k))
(2.42)

14
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hier in der Impulsdarstellung. Anstatt des reinen Vakuumzustands haben wir hier
den Grundzustand des N-Teilchensystems geschrieben, der gerade dadurch ausge-

zeichnet ist, dafl alle Zustéinde bis zum Ferminiveau besetzt sind. Hierfiir ergibt
+

sich, da nur fermionische Systeme betrachtet werden, fiir die Erzeuger ¢;” und
Vernichter ¢; der Einteilchenzustéinde zu H, die Interpretation als Teilchen- und

Lochoperatoren, indem man definiert

Teilchenerzeuger a;” =c

Jr
i gip e 04
Teilchenvernichter a; = ¢; } ur €; > €p (2.43)

und

Loch b = c;
ocherzeuger ; i }fﬁr e <ep (2.44)

Lochvernichter b; = ¢

Somit beschreibt obige Greensfunktion fiir ¢, > ¢; die Propagation eines Teilchens
oberhalb des Fermi-Sees und fiir ¢, < t; die Propagation eines Loches im Fermisee.

Insgesamt ergibt sich nun fiir die anfangs beschriebene Storreihe G1.(2.36) die
allgemeine Form des n-ten Terms

(7;;): {%} [arte IS ) (1) (V) (60) . GGY)  (2.45)

n Faktoren 2n Faktoren

wobei die Summe iiber alle vollsténdig kontrahierten Terme lduft und das Produkt
der n Matrixelemente in jedem Summanden gleich ist. Eine besondere Veranschau-
lichung erhélt man durch die Feynman-Graphen mittels folgender Regeln [31], die
eine eineindeutige Beziehung zwischen graphischer Darstellung und formalem Aus-
druck darstellen:

1. Man denke sich eine Zeitachse mit wachsendem t von unten nach oben.

15



2 BRUECKNER-HARTREE-FOCK

2. Fiir die Greensfunktion G(\'t', At) zu unterschiedlichen Zeitargumenten zeich-
ne man

At _ At
Tellchen- L och-
propagation propagation
A A
' >t U<t

Abbildung 2.1: Greensfunktion zu unterschiedlichen Zeiten

und fiir gleiche Zeitargumente ¢’ = ¢

Abbildung 2.2: Greensfunktion zu gleichen Zeiten

3. Die Wechselwirkungsmatrixelemente werden durch eine geschlangelte Linie
dargestellt, die Endpunkte bezeichnet man als Vertices. Diese sind Anfangs-
und Endpunkte der G%Linien und werden entsprechend indiziert.

16
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i ]
DGjVIKIO = M

Abbildung 2.3: Vertex
. Uber alle an den Vertices auftretenden Indizes wird summiert bzw. integriert.
Fiir die Zeitintegration ist der Faktor e /"l zu beriicksichtigen.

. Als Vorfaktor eines Terms n-ter Ordnung erhélt man

()"

nl2n

. Das Vorzeichen eines Terms ergibt sich aus der Anzahl [ der Loops
(geschlossene G°-Linien)

(=1

17



2 BRUECKNER-HARTREE-FOCK

Zur Illustration der Regeln seien zwei Beispiele gegeben :

1. Graph zweiter Ordnung

Abbildung 2.4: Feynman-Diagramm Beispiel 1

222,2 Z/ dtg/ dty e 41D (5 VL (mn V | pa)

ikl nmpq

Go(kt1, mta)Go(pta, it1)Go(qta, jt1)Go(lt1, nts)
(2.46)

2. Unzusammenhéngender Graph

Abbildung 2.5: Feynman-Diagramm Beispiel 2

18



2.3 LINKED-CLUSTER ENTWICKLUNG NACH GOLDSTONE

— (_)3% 3 Z/dm/dtge—é(‘tﬂﬂtﬂ)

jkmn pqrs
(E|V |mn) (pq|V |rs) GO (mty, jt1) GO (nty, kt])
GO (sta, ptf )G (rta, gt3)

1
=3 { > /dtle5tl'<jk\V\mn>G(0)(mt1,jtf)G“))(ntl,ktf)}

jkmn

{Z /dt26_€|t2|<pq|V|Ts>G(O)(st2,pt;)G(O)(rtg,qt;)}

pqrs

(2.47)

Am Beispiel zwei sieht man, daf offensichtlich unzusammenhéngende Graphen in
Anteile faktorisieren, die zu zusammenhéngende Untergraphen gehoren. Hierzu
wird im néchsten Kapitel noch einmal kurz darauf eingegangen werden.

2.3 Linked-Cluster Entwicklung nach Goldstone

Wir wenden uns noch einmal dem Ausdruck G1.(2.32) fiir die Anderung der Grund-
zustandsenergie bei Einschalten einer Wechselwirkung zu.

Schreiben wir wieder die dort auftretenden Operatoren in Besetzungszahldarstell-
ung, so erhalten wir analog zu oben die Grundzustandserwartungswerte als zeitge-
ordnete Produkte in Erzeugungs- und Vernichtungsoperatoren, die wir wiederum
mit Hilfe des Wick’schen Theorems auswerten und die entsprechenden Terme der
Storreihe mit Hilfe von Feynman-Diagrammen graphisch darstellen kénnen.

Es zeigt sich nun, dafl die in der Entwicklung auftretenden Terme im Goldstone
Sinne unterteilt werden kénnen in verbundene und unverbundene Diagramme, vgl.

Abb.2.4 bzw.2.5.

Es 148t sich nun der Beitrag in jeder Ordnung der Stérentwicklung in

1
AE = lim———($o|VU.(0, —00)| )

(o i_oj (_ki!) /tt dtr .. dte T [VVi(t1) ... Vi(te)] | o)

(2.48)

1
e—0 (@0]\1/0>
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umschreiben [32] zu

k — — v
>0l T [VVith) - Vilt)] [Bo)o (@l T (Vi) . Vilto] 00) () (2.49)
v=0
wobei der Index im ersten Term fiir connected, also fiir ein verbundenes Diagramm
steht. Fithrt man die Summation aus, so faktorisiert der Zahler in G1.(2.48) in einen
Anteil, der nur noch verbundene Diagramme enthélt und einen Anteil, der gleich
der Vakuumamplitude im Nenner von Gl.(2.48) ist und sich somit herauskiirzt.
Anschlieendes Ausfithren der verbliebenen Zeitintegration liefert dann als Ergeb-
nis

(o] VW) ( >n
E—-Ey=AFE=-———=(0|V d 2.50

0 <(b0|\:[10> O| Z EO _ | O>C ( )

D.h., bei der oben angegebenen Entwicklung der Storreihe mit Hilfe von Feynman-
Diagrammen braucht man fiir die einzelnen Terme nur verbundene Diagramme zu
betrachten. Gerade dies ist die Aussage des Goldstone Theorems [33].

Interessant an GI.(2.50) ist weiterhin, dafl die zeitabhéngige Storentwicklung im
Endergebnis wieder ein zeitunabhéngiges Ergebnis liefert, so wie es ja auch sein
sollte, nachdem wir von einem explizit zeitunabhédngigen Hamilton-Operator aus-
gegangen sind.

2.4 Hartree-Fock Verfahren

Ausgangspunkt fiir die bisherigen Ausfithrungen war der Hamilton-Operator G1.(2.1)

H = Zt + u; —I—ZUU z:uZ (2.51)

1<j
h/—/

Hy 1%

mit den in Kapitel 2.1 eingefiihrten Bezeichnungen. Hierfiir haben wir formal abge-
leitet, wie z.B. die Grundzustandsenergie des Systems prinzipiell bestimmt werden
kann GI.(2.50).

Offen gelassen wurde bisher die Wahl des Einteilchenpotentials U, dafl ja gerade
eingefiihrt wurde, um die Konvergenzeigenschaften der Storentwicklung giinstig zu
beeinflulen.

20



2.4 HARTREE-FOCK VERFAHREN

Ein guter Startpunkt ist, daBl Einteilchenpotential in der Hartree-Fock Naherung

(rlUlm) =3 (rn|V|rn —nr) = > (rn|V]rn) 4 (2.52)

n n

zu wéhlen, also als Summe iiber die antisymmetrisierten Matrixelemente der Zwei-
teilchenwechselwirkung V. Fiir die Goldstone-Entwicklung G1.(2.50) bedeutet dies,
daB sich fiir die Anderung der Grundzustandsenergie in niedrigster Ordnung der
Storentwicklung (n = 0)

Z<mn\V!mn)A

N~ N~

S (mn|Vimn)a — > (n|Uln) (2.53)

n

ergibt, wobei die Summe iiber alle nicht angeregten Einteilchenzusténde lauft und
die Einteilchenzusténde gerade die zu H, gehorigen Eigenfunktionen

Holn) = (T + U)|n) = E,|n) (2.54)

darstellen. G1.(2.54) und Gl.(2.52) stellen gerade die Hartree-Fock Selbstkonsistenz-
Gleichungen dar.

Es ergibt sich somit fiir die Grundzustandsenergie des Systems

1 ~
E=FEy+AE = Z<n|(T+U)|n>—|—§Z<mn|V|mn—nm>

n

= S (nlTln) + 5 > (mn|V|mn — nm)

n

= Y {nlTln) + 5 (0l (2.55)

n

wobei beim Ubergang von der zweiten zur dritten Zeile gerade von der speziellen
Wahl des Einteilchenpotentials G1.(2.52) Gebrauch gemacht wurde.

Wie man sieht, ist dal Ergebnis fiir die Grundzustandsenergie formal unabhéngig
vom Einteilchenpotential U, andererseits ergibt sich aufgrund des Selbstkonsistenz-
verfahrens, dafl natiirlich bei der Bestimmung der Einteilchenzustinde Gl.(2.54)
gerade das Einteilchenpotential U eingeht.
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2.5 Bethe-Goldstone Gleichung

Verwendet man die eben beschriebene Ndherung zur Bestimmung der Grundzu-
standsenergie unter Verwendung einer realistischen Nukleon-Nukleon Wechselwir-
kung, so erhilt man [34] z.B. fiir das System Kernmaterie positive Energien von
einigen 10 MeV /Nukleon bis zu 100 MeV /Nukleon und mehr, je nach verwendeter
realistischer Wechselwirkung. Dies ist ganz offensichtlich im Gegensatz zu dem er-
warteten Wert von ca. —16 MeV /Nukleon. Der Grund fiir dieses Mifiverhéltnis ist
wohlbekannt. Ein typisches, die freie Nukleon-Nukleon Wechselwirkung beschrei-
bendes, und damit realistisches Potential, zeichnet sich zum einen gerade durch
seine kurzreichweitige Attraktion, zum anderen durch eine starke Repulsion am
Kernort aus. Benutzt man ein solches Potential in obiger Hartree-Fock Naherung,
so berechnet man Matrixelemente dieser realistischen Nukleon-Nukleon Wechsel-
wirkung mit unkorrelierten Zweiteilchenzustédnden. Diese zeichnen sich aber gerade
fiir kleine Relativabsténde, fiir die die Wechselwirkung sehr repulsiv ist, durch nicht
verschwindende Beitridge aus, so dafl sich insgesamt von den Potentialmatrixele-
menten positive Beitrdge zur Bindungsenergie ergeben.

Es ist damit unerldfllich, Korrelationen, iiber die reine Hartree-Fock Néherung
hinaus, konsistent zu beriicksichtigen.

Fiir die Relativwellenfunktion zweier Nukleonen bedeutet dies, dafl eine korre-
lierte Zweiteilchenwellenfunktion, im Vergleich zur unkorrelierten, eine kleine bis
verschwindende Aufenthaltswahrscheinlichkeit liefern sollte, wenn der Relativab-
stand der beiden Nukleonen so klein ist, daf3 der repulsive Anteil des Potentials
iiberwiegt, und eine groflere in den Bereichen, in denen der attraktive Anteil des
Potentials vorherrscht.

Eine Moglichkeit, die insbesondere durch die kurzreichweitigen, stark repulsiven
Anteile der Nukleon-Nukleon Wechselwirkung induzierten Korrelationen zu beriick-
sichtigen, besteht in der Einfiihrung einer effektiven Wechselwirkung, der G-Matrix,
die Losung der Bethe-Goldstone Gleichung ist [35]

Q

G=V+V—F—7"T———
* w— Hy+1in

(2.56)

und die Streuung zweier Nukleonen im Medium, wie in Abb.(2.6) dargestellt, be-
schreibt.
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Abbildung 2.6: Zur Definition der G-Matrix

Die Bethe-Goldstone Gleichung ist dhnlich der Lippmann-Schwinger Gleichung

1
T=V+Vg—pg—7T (2.57)
die die Streuung zweier Teilchen im Vakuum beschreibt. Ein Unterschied zur
Lippmann-Schwinger Gleichung ist die Einfiihrung des Pauli-Operators ) zur
Beriicksichtigung des Pauli-Prinzips, indem nur Streuzusténde fiir die beiden wech-
selwirkenden Nukleonen oberhalb des Fermi-Sees erlaubt sind. Fiir den Pauli-
Operator @ ergibt sich damit

A 1 e, und e, > ep
= 2.58
Ay ={ 5 o b 259

mit den Eigenzustinden Gl.(2.54) zum Hamilton-Operator Hy. Ferner ist die im
Energienenner von Gl.(2.56) auftretende Energie nicht die reine kinetische Energie,
sondern die beziiglich des Vielteilchensystems definierte Energie, wie weiter unten
angegeben.

Die sich aus der Bethe-Goldstone Gleichung ergebende G-Matrix ist also als ef-
fektive Zweiteilchenwechselwirkung zu verstehen, die, auf den unkorrelierten Zwei-
teilchenzustand |®) angewandt, das gleiche Ergebnis liefert, wie die Anwendung
der reinen Nukleon-Nukleon Wechselwirkung beschreibenden Operators V' auf die
korrelierte Wellenfunktion |W).

VT = G|®) (2.59)
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2 BRUECKNER-HARTREE-FOCK

so daf} die Beriicksichtigung von Korrelationen vollsténdig von der G-Matrix erfasst
wird.

Ersetzen wir nun die Nukleon-Nukleon Wechselwirkung V in G1.(2.52) mit der ef-
fektiven Wechselwirkung G, so erhalten wir die Einteilchenenergie in der Brueckner-
Hartree-Fock (BHF) Naherung

k?2
&= o7 T > (ka|G(w = ™ + €37 ka4 (2.60)

a<F

Die hier eingehende Definition der Startenergie w ergibt sich nach dem Theorem
von Bethe, Brandow und Petschek [36].

Unmittelbar einsichtig ist, daf} sich bei dieser Wahl der Startenergie ein Selbstkon-
sistenz-Verfahren ergibt. Zur Berechnung der Einteilchenenergie muf} einerseits die
G-Matrix bekannt sein, andererseits geht die Einteilchenenergie aber gerade wieder
iiber die Startenergie in die Losung der Bethe-Goldstone Gleichung, und damit in
die Bestimmung der G-Matrix, ein.

2.5.1 Numerisches Losungsverfahren

In den folgenden Abschnitten werden einige technische Details zur exakten Losung
der Bethe-Goldstone Gleichung erlautert, wie sie im Rahmen dieser Arbeit im-
plementiert und benutzt wurden. Dies betrifft hauptséchlich die Darstellung der
Bethe-Goldstone Gleichung in einer Partialwellenbasis sowie Losung derselben mit
Hilfe der Matrixinversion’s-Methode [37].

Ferner wird an entsprechender Stelle angegeben, welche Naherungen iiblicherweise
benutzt werden, um den numerischen Aufwand fiir die Losung der Bethe-Goldstone
Gleichung zu verringern.

ZweckmafBigerweise wird zur Losung der Bethe-Goldstone Gleichung zu den Varia-
blen Schwerpunktsimpuls K, der im System der Kernmaterie eine Erhaltungsgrofie
ist, und Relativimpuls k iibergegangen, die hier definiert werden als

—

1 - -
K =5k +F)
— 1 — —

wobei El, Eg die Einteilchenimpulse bezeichnen.
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2.5 BETHE-GOLDSTONE GLEICHUNG

Antisymmetrisierte Wellenfunktion

Ausgehend von den Einteilchenwellenfunktionen
]El; S1,Ms,, t1, My, ) und \Eg;sg,mSQ,tg,mt2> (2.62)

mit den Einteilchen-Impulsen l;:;-,z' = 1,2 sowie den Spin- und Isospin-Quantenzah-
len s;,t; ergibt sich fiir die antisymmetrisierte Zweiteilchen- Wellenfunktion nach
Ubergang zu den Variablen Schwerpunktsimpuls K und Relativimpuls k in einer
Partialwellenentwicklung

‘kv 817ms17t17mt17 827m827t2>mt2>A =

‘k;817m517t17mt17827m827t27mt2> - ‘ - k;827m527t27mt27Slamsntbmtl) =

Z (1 - (_)S+T+L) <TMT‘t1> My, t27 mt2><SMS‘81> Mgy, S2, ms2>
LM;y,
v x (JM;| LMy S Ms) |k; (LS)TM;TMz) Vi ar, ()
JM 5

(2.63)
Hierbei wurde die Abhéngigkeit vom Schwerpunktsimpuls K unterdriickt und die
Kopplung des Drehimpulses, der Spins und Isospins zum Gesamtdrehimpuls J und
Gesamtisospin 7" mittels der Clebsch-Gordan Koeflizienten durchgefiihrt.

Ferner wurde bei der Antisymmetrisierung von den Symmetrieeigenschaften der
Clebsch-Gordan Koeffizienten

<SMS’527m827517m81> = (_)51+52_S <5M5\81,m51,32,m52>
(31 =52 = %) = (_)S+1 <SM5|317m517527m52> (264)

Gebrauch gemacht, dargestellt am Beispiel des Spins; gleiches gilt natiirlich ebenso
fiir den Isospin. Weiterhin ergibt sich

|-k = Yiu, (LMp| — k)|k; LMy)
= Yiv, (5P (LMg|k)|k; LMy) (2.65)

aus den Eigenschaften der Kugelflichenfunktionen

(LMy|k) = Yiar, (k) = (=)"Yiur, (k). (2.66)
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2 BRUECKNER-HARTREE-FOCK

Somit erhélt man aus der Antisymmetrisierung die Auswahl-Regel

L + S + T = ungerade (2.67)

Fiir die weiter unten benutzte |(LS).J)-Basis ergibt sich unmittelbar
k(LS)JM;TMz) = S (SMgLMy|JM)|k; LM, SMsTMyz) — (2.68)

Mg My,

Darstellung

Ublicherweise wird die Bethe-Goldstone Gleichung in einer Partialwellenentwick-
lung, |(LS)J)- Basis G1.(2.68), dargestellt und in eine Matrix-Gleichung iiberfiihrt,
die dann mit géngigen Methoden gelost werden kann.

Hierzu ist es erforderlich, die Abhingigkeit der auftretenden Ubergangsmatrix-
elemente von den verschiedenen Quantenzahlen zu bestimmen [38]. Wie eingangs
bereits erwahnt, stellt der Schwerpunktsimpuls K eine Erhaltungsgrofie dar, so
dafl dieser in der Wellenfunktion der Einfachheit halber nicht weiter angegeben
wird.

Ferner werden die Isospin-Quantenzahlen unterdriickt, da die in der Bethe-Goldstone
Gleichung auftretenden Operatoren in diesen diagonal sind.

Gehen wir von der Bethe-Goldstone Gleichung (2.56) aus, so gilt fiir die Potential-
matrixelemente

(K'(L'S")J' M|V |K(LS) I M) = (K (L'S)J|V|k(LS)T)Ss:56 58, (2.69)

Weiterhin ist der in der Bethe-Goldstone Gleichung auftretende Propagator dia-
gonal in allen Quantenzahlen

(K (L'S") ] M| — BK.R) JrZ-g|’</’(LS)J]V-’J>
= (27r)36(k;€2_ k) — E(I; T 051500816010, (2.70)
Fiir den Pauli-Operator ergibt sich
(K'(L'S") ' M}|Q(K, k)|k(LS)J M;)
= e s e IS Nogstu, 27
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2.5 BETHE-GOLDSTONE GLEICHUNG

wobei nur Matrixelemente mit der gleichen Paritét (—)% auftreten.

Um einen expliziten Ausdruck fiir den Pauli-Operator zu erhalten, entkoppelt man
den Bahndrehimpuls und den Spin GI.(2.68)

(L) J'|Q(K, k)|(LS)JT) =
S° (LMySMs|JM)(J' M| L' MpSMg) (L' My |Q(K, k)| LMy)

Mg M,
(2.72)

und erhélt schliellich
(L'ML|Q(K, k)|LMy)
= /di%yg,ML(/%)YLML(i%)@(\ﬁ + k| —kp)O(P — k| —kp)  (2.73)
als expliziten Ausdruck fiir den Pauli-Operator.

Fat man nun alle Terme zusammen, so ergibt sich fiir die Bethe-Goldstone Glei-
chung in der Partialwellenentwicklung

(K'(L'S)J|GT™™1 (K, w)|k(LS)J) = (K'(L'S)J|VT|k(LS)J)6

dk”k”Z / / ! " n !/ "
53 S (K LS)TIVIE"(L"S)T)Go(K, k")
L//J//L///
x {(L"S)JQ(K,K"|(L"S)J"Y((L"S)J"k"|GT™ (K, w)|k(LS)J)
(2.74)
wobei Go(K, k") fir den Propagator
1

(2.75)

w— E(K k") +ie
steht und der Isospin 7" der Vollsténdigkeit halber wieder eingefiihrt wurde.

Die in G1.(2.74) erhaltenen Quantenzahlen sind neben dem Spin S, der Isospin T
und die Paritiit m = (=)L, fiir die insgesamt vier Kombinationen, Tab.2.1, méglich
sind, wobei sich die Paritét unmittelbar aus der Auswahlregel G1.(2.67) ergibt. Fiir
vorgegebenen Schwerpunktsimpuls K, Startenergie w und Projektionsquantenzahl
M ist somit fiir jede Dichte mit Fermi-Impuls k; ein Satz von vier Gleichungen
zu l6sen.
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2 BRUECKNER-HARTREE-FOCK

T S =«
i 0 0 -1
i 0 1 +1
o1 0 +1
iv 1 1 -1

Tabelle 2.1: Kombinationen der erhaltenen Quantenzahlen

Matrixgleichung

Zur numerischen Berechnung der Bethe-Goldstone Gleichung (2.74) bedient man
sich der Methode der Matrix-Inversion, die im Folgenden kurz skizziert werden
soll.

Hierzu wird die G1.(2.74) zuerst umgeschrieben, indem man zum einen das Integral
iiber den Relativimpuls k" diskretisiert

AR R = i £ (k) (276)

Hierbei ist f die zu integrierende Funktion an der Stelle k;, und die w; stel-
len geeignete Integrationsgewichte dar. N bezeichnet die Anzahl der Stiitzstellen
und ist hinreichend grof§ zu wahlen. Zur Bestimmung der Integrationspunkte und
-stiitzstellen wird in dieser Arbeit die Methode von Gauss-Legendre [39] benutzt.

Zum anderen wird dem komplexen Energienenner Rechnung getragen, indem dieser
mit der symbolischen Identitdt [32] umgeschrieben wird zu

1 B P
w—EB(K,k)+ic  w-— E(K,k)

—ind(w — E(K,k)) (2.77)

Die é-Funktion auf der rechten Seite kann vereinfacht werden zu

S — B K)) = | 2 23,6k — k) (2.73)

wobeil mit ky die einfache Nullstelle des Nenners bezeichnet sei.

Mit ,,P“ im ersten Term auf der rechten Seite ist gemeint, dafl bei der auszufiihren-
den Integration der Cauchy-Hauptwert des Integrals zu bestimmen ist. Dies kann

28



2.5 BETHE-GOLDSTONE GLEICHUNG

jedoch umgangen werden, indem man die Singularitédt des Integranten an der Pol-
stelle k, durch Subtraktion des Zahlers an der Polstelle aufhebt

k:ll f k/l f(ks)
P —C T = [T awrE e A (2.79)
wobei gelten muf3
oo 1
P/ dk' —————— =10 2.80
0 w— E(K, k") (2:80)

Die Erfiillung dieser Bedingung ist fiir die weiter unten zu besprechende Parame-
trisierung von F (K, k) exakt; wird F(K, k) nicht in einer parametrisierten Form
verwendet, so kann dies numerisch bestétigt werden.

Fassen wir nun die beiden Schritte, Diskretisierung des Integrals und Aufspaltung
in Real- und Imaginérteil zusammen, und fiihren fiir eine kompaktere Darstellung
fiir die relevanten Quantenzahlen Multiindizes

= (L'S)J ; j=(L"S)J ; 1= (L"S)J"; jo=(LS)J (2.81)
ein, so 1a8t sich die Bethe-Goldstone Gleichung schreiben als
(K'i|G|kjo) = (K'i|V|kjo)é. s
b3 RV Gl QU 1 bl G
i n—

OE
ok |, _,

—hvs

-1
1.2
— amk;

(K'i|V ks ) (G1Q(Ks) 1) ksl | G K o) (2.82)

wobei zur einfacheren Handhabung die Variablen Schwerpunktsimpuls K, Isospin
T und die Startenergie w unterdriickt wurden.

Im néchsten Schritt wird die Polstelle ks zu den Stiitzstellen k; hinzugefiigt
kni1 = ks (2.83)

sowie die Integrationsgewichte umdefiniert zu
= u,k2Go(kn) ; 1

ﬂN-{-l = {Z unGo + T

—1...N
oF |
5 kks} (2.84)
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einschlieBlich der Behandlung des Hauptwertintegrals Gl1.(2.79). Somit ergibt sich
(K'i|Glkjo) = (K'i|V|kjo)o s+

N+1

SN (K V k) (G1Q ) 1) (il |G o) (2.85)

lj n=1
als weiter vereinfachte Darstellung von GI.(2.82).
Um nun zu einer Matrixgleichung zu gelangen, wird auch der Impuls &' — k,,, ;m =

1... N + 1 diskretisiert, mit den gleichen Werten wie die bisherigen Stiitzstellen

Damit erhédlt man nach einer weiteren kleinen Umformung

<kmi|v|kj0>6J’J =
N+1

> > {bmnbip — kil V[knj) (71Q(ka) 1)} (kallGlRGo) — (2.86)

lj n=1
Faflen wir jetzt noch die Multiindizes mit den auftretenden Impulsen zu neuen
Indizes
M = (kp,1)
N = (kn1) (2.87)

zusammen und fithren zur weiteren Verdeutlichung die Abkiirzungen

VM = <ka’VV€]0>6J/J
BBt — i S V) G1Q k) )

J

Gy = (kal[Glkjo) (2.88)

FMN

ein, so wird die Matrixstruktur der Bethe-Goldstone Gleichung Gl.(2.74) offent-
sichtlich

N
Nach Inversion der Matrix
[F] — [F7] (2.90)
148t sich die G-Matrix
Gy =) [F unVu (2.91)
M

vollstandig aus der Nukleon-Nukleon Wechselwirkung berechnen.
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2.5 BETHE-GOLDSTONE GLEICHUNG

2.5.2 Konventionelle Ndherungen

Die Losung der Bethe-Goldstone Gleichung unter Verwendung des exakten Pauli-
Operators ist durch dessen komplizierte Tensor-Struktur mit einem gewissen nu-
merischen Aufwand verbunden, der wesentlich verringert werden kann durch Ver-
wendung des sogenannten winkelgemittelten Pauli-Operators [37]

0 K< \Jk3 — K2

QUEK") = § KERok: e T K2 < b < hp+ K (2.92)
1 K' > kp+ K

Verwendet man den winkelgemittelten Pauli-Operator, so ergibt sich fiir die Bethe-
Goldstone Gleichung

G (KK k) = Vigt (K k)+

o0 Q K, k"
%;/0 dkj//k//2VYLJ,‘E?(k;’7 k;/’)w — E((K’ k”)) n ZgGi;?}X}(’ K" k?) (293)

wobei zur Abkiirzung
GPT(K K k) = (K(L'S)J|GT(K,w)|k(LS)J) (2.94)

eingefiithrt wurde. Analoges gilt fiir das Potential V. Der Gesamtdrehimpuls J
stellt hier eine Erhaltungsgrofle dar, so daf die in Gl.(2.74) vorhandenen Kopp-
lungen zwischen Matrixelementen mit verschiedenem Gesamtdrehimpuls J nicht
auftreten, woraus sich eine wesentliche Reduzierung des numerischen Aufwandes
ergibt.

Eine weitere Ndherung betrifft die im Nenner der Bethe-Goldstone Gleichung auf-
tretende Einteilchenenergie,

2

q = o
0) = gt [, PPAIGE =c0+ )l (2.95)
q2
~ 2.
5= U (2.96)

die man iiblicherweise durch Einfiihrung einer effektiven Masse m* und eines kon-
stanten Potentialparameters U parametrisiert. Unterschieden wird hier noch zwi-
schen der sogenannten , kontinuierlichen“ bzw. ,konventionellen“ Wahl, dafl heift
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im ersten Fall benutzt man die Parametrisierung der Einteilchenenergie sowohl fiir
q < ky als auch fir ¢ > ky.

Im zweiten Fall wird die Einteilchenenergie fiir Zustédnde oberhalb der Fermi-Kante
einfach gleich der kinetischen Energie dieser Zusténde gesetzt, was offensichtlich
den unschonen Nebeneffekt hat, dafl direkt an der Fermi-Kante ein Sprung im
Einteilchenspektrum auftritt.

Das sich an der Gleichung (2.95) unmittelbar abzulesende Selbstkonsistenzpro-
blem, Bestimmung des Einteilchenspektrums durch die effektive Wechselwirkung,
die wiederum selbst von der Einteilchenenergie abhéngt, wird durch die Parame-
trisierung G1.(2.96) vereinfacht, indem e(g) nur fiir zwei geeignete Werte von ¢
berechnet werden muf}, um die beiden Konstanten m* und U zu bestimmen, im
Gegensatz zur exakten Bestimmung fiir alle q.

2.6 Ergebnisse

Aus den sich aus der Losung der Bethe-Goldstone Gleichung (2.74), unter Beriick-
sichtigung des exakten Pauli-Operators G1.(2.73), ergebenden Matrixelementen be-
stimmt sich die Bindungsenergie pro Nukleon [40] gemaf}

k‘2
EA = 2 6 (2T+1)/k2dk:/K2dK/dQ
52M K
T,8,M;,L' L
JI7J7ML7MS

x  (k(LS)J|G™ (K, w)|k(L'S).J")
X (L'MpSMg|J My)(LMpSMs|JM)Yrn,, ()Y, ()
x Ok — |K +k)O(ks — |K — F)) (2.97)

Hierbei bezeichnet (2 den Winkel zwischen dem Relativimpuls k und dem Schwer-
punktsimpuls K. Fiir die Losung der Bethe-Goldstone Gleichung wird die Kopp-
lung zwischen den Partialwellen bis J,J" < 6 beriicksichtigt. Fiir Drehimpulse
oberhalb 6 wird fiir die G-Matrix die Born-Approximation benutzt, d.h. die G-
Matrix wird einfach durch das Potential ersetzt und es werden Partialwellen bis
J = 15 beriicksichtigt.
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Verwendet man anstatt des exakten Pauli-Operators den winkelgemittelten G1.(2.92)
als Ndherung, so sind die G-Matrixelemente diagonal in den Drehimpulsquanten-
zahlen (J = J') und unabhingig von der Projektionsquantenzahl M;. Fiir die
Bindungsenergie pro Nukleon ergibt sich dann einfach

E/A = 3 K O 3 (2T+1)(2J+1)/kf k2dk /kf_kKQdK
- 52M k3 0 0
T.S,L,J
52— |2 k?2 . K2 _ ]{32
+ T RK 22— | (RLJ|GTS(K,w)|kLT)  (2.98)
kp—k Kk

als Ergebnis, das hier in der {iblichen Form angegeben wurde, wie man es beispiels-
weise in [37] findet.

Um nun einen Unterschied zwischen Verwendung des exakten Pauli-Operators und
dem Winkelgemittelten auszumachen, wurden in dieser Arbeit die Rechnungen fiir
verschiedene realistische Potentiale durchgefiihrt. Ferner wurde fiir die Einteilchen-
energie die Parametrisierung G1.(2.96) verwendet, sowohl in dem kontinuierlichen
als auch in dem konventionellen Fall.

Die Ergebnisse fiir die Bindungsenergie pro Nukleon sind in den Abbildungen 2.7
und 2.8 dargestellt. Zu jeder Dichte und Nukleon-Nukleon Wechselwirkung wurde
ein selbstkonsistentes Einteilchenspektrum, unter Verwendung der Parametrisie-
rung G1.(2.96), bestimmt. Die Bindungsenergie pro Nukleon wurde dann sowohl
unter Verwendung des winkelgemittelten Pauli-Operators (gestrichelte Linie) als
auch des exakten Pauli-Operators (durchgezogene Linie) berechnet. In Abb.2.7
sind die Ergebnisse fiir den kontinuierlichen Fall, in Abb.2.8 fiir den konventionel-
len Fall angegeben.

Anhand der beiden Abbildungen 148t sich allgemein feststellen, daf§ die Verwen-
dung des exakten Pauli-Operators mehr Bindungsenergie liefert als im Fall des win-
kelgemittelten Pauli-Operators, unabhéingig von der verwendeten Nukleon-Nukleon
Wechselwirkung. Dieses Mehr an Bindungsenergie erscheint im Bereich der Satti-
gungsdichte am grofiten, wahrend fiir Dichten oberhalb als auch unterhalb der
Sattigungsdichte die Unterschiede zwischen exaktem und winkelgemitteltem Pauli-
Operator kleiner werden.

Die maximalen Unterschiede im Bereich der Sattigungsdichte sind in der Groéflen-
ordnung von etwa 0.5 MeV im kontinuierlichen Fall, und etwas kleiner im konven-
tionellen Fall, d.h. der Effekt des exakten Pauli-Operators ist im kontinuierlichen
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Fall grofler als im konventionellen. Dies ist auch versténdlich, da gerade der konti-
nuierliche Fall stdrker abhéngt von einer genaueren Behandlung der Zustédnde im
Bereich der Fermi-Kante, wiahrend dies im konventionellen Fall durch den Sprung
im Einteilchenspektrum an der Fermi-Kante gerade nicht zutrifft.

Bonn B Bonn C  Argonne V,
-10
———- gemitt.
exakt
-12 + - + i
2
Cont.
= -14 | - T 1
<
L
-16 - £ i
_18 L L I I I

1.1 15 1.1 15 1.1 15

K,
Abbildung 2.7: Kontinuierliche Wahl

Berechnete Bindungsenergie pro Nukleon fiir Kernmaterie in
Abhéngigkeit vom Fermi-Impuls kf, unter Verwendung der kon-
tinuierlichen Wahl fiir die Einteilchenenergie. Die durchgezogenen
Linien stellen die Ergebnisse unter Verwendung des exakten Pauli-
Operators dar, die gestrichelten fiir den winkelgemittelten. Als rea-
listische Nukleon-Nukleon Potentiale wurden die Bonn Potentiale B
und C [2] sowie der Neutron-Proton Teil des Argonne Vig Potentials
[41] verwendet.

Damit 148t sich feststellen, dafl in absoluten Werten der Unterschied in der Bin-
dungsenergie, unter Verwendung des winkelgemittelten und des exakten Pauli-
Operators, relativ klein ist. Dies ist in Ubereinstimmung mit &lteren Untersuchun-
gen [38, 42|, in denen der EinfluBl des exakten Pauli-Operators allein auf die G-
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Matrixelemente bestimmt wurde. Andererseits ist der Unterschied aber auch nicht
vernachléssigbar, insbesondere im Bereich der Sattigungsdichte, so dafl es notwen-
dig ist, gerade fiir genauere und iiber die reine Brueckner-Hartree-Fock Naherung
hinausgehende Rechnungen eben diese Effekte durch den exakten Pauli-Operator
addquat zu beriicksichtigen.

Bonn B Bonn C  Argonne V,,

_9 = + 4
> 11l 1 ]
2 1 Conv.
<
L

-13 + 1 1———- gemitt. |

exakt
_15 I I I I I

1.1 15 1.1 15 11 15
kf
Abbildung 2.8: Konventionelle Wahl

Berechnete Bindungsenergie pro Nukleon fiir Kernmaterie in
Abhéngigkeit vom Fermi-Impuls k;, unter Verwendung der kon-
ventionellen Wahl fiir die Einteilchenenergie. Die durchgezogenen
Linien stellen die Ergebnisse unter Verwendung des exakten Pauli-
Operators dar, die gestrichelten fiir den winkelgemittelten. Als rea-
listische Nukleon-Nukleon Potentiale wurden die Bonn Potentiale B
und C [2] sowie der Neutron-Proton Teil des Argonne V35 Potentials
[41] verwendet.

Neben der Beriicksichtigung des exakten Pauli-Operators ist es ebenso angebracht,
die Parametrisierung der Einteilchenenergie in der Form G1.(2.96) aufzugeben und
stattdessen die exakte Einteilchenenergie GI1.(2.95) in der Bethe-Goldstone Glei-
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chung zu verwenden.

100
;
—— Exakt
——- Param.
__ 50
>
[}
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-100 ] ‘

1
k [fm ]
Abbildung 2.9: Einteilchenspektrum

Einteilchenspektrum e(k) fiir Kernmaterie fiir die Dichte mit ky =
1.36 fm ™! in Abhéngigkeit vom Einteilchenimpuls k& am Beispiel des
Potentials Bonn C. Die gestrichelte Linie stellt die Parametrisierung
(kontinuierliche Wahl) dar G1.(2.96), die durchgezogene Linie das
exakte Ergebnis G1.(2.95) fiir die Einteilchenenergie.

In Abb.2.9 ist unter Verwendung des Potentials Bonn C die Einteilchenenergie
e(k) dargestellt, in Abhéngigkeit vom Einteilchenimpuls & bei der Dichte mit dem
Fermi-Impuls k¢ = 1.36 fm™! in Kernmaterie. Die durchgezogene Linie stellt die
exakte Einteilchenenergie ¢(k) dar G1.(2.95), wie sie sich aus einer selbstkonsisten-
ten Rechnung unter Beriicksichtigung des exakten Pauli-Operators ergibt. Thr ge-
geniiber gestellt ist die Einteilchenenergie in der parametrisierten Form G1.(2.96).

Wie sich aus der Abbildung 2.9 ergibt, stimmt die parametrisierte Form fiir Impulse
unterhalb des Fermi-Impulses gut mit dem exakten Verlauf der Einteilchenenergie
iberein. Fiir Impulse um und insbesondere oberhalb des Fermi-Impulses k; wird
jedoch die Einteilchenenergie durch die Parametrisierung {iberschétzt. Dies ist auch
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versténdlich, da oberhalb der Fermi-Kante die G-Matrix komplex wird und damit
auch die Einteilchenenergie. Die durch die Polstruktur bedingten Korrelationseffek-
te fithren dann dazu, dafl oberhalb der Fermi-Kante die Einteilchenenergie weniger
repulsiv, also attraktiver ist, im Vergleich zum Verlauf der parametrisierten Form.

Bonn C
-12
——— ¢(k) param.
N e(k) exakt
_14 L i
>
)
=,
<
Ll
-16 J
_18 | | |
1.2 1.4 1.6
k, [fm™]

Abbildung 2.10: Vergleich Bindungsenergie

Berechnete Bindungsenergie pro Nukleon fiir Kernmaterie in
Abhéngigkeit vom Fermi-Impuls &y am Beispiel des Potentials Bonn
C. Vergleich der Ergebnisse unter Verwendung der parametrisierten
Form (kontinuierliche Wahl) der Einteilchenenergie (gestrichelte Li-
nie) und der exakten Einteilchenenergie (durchgezogene Linie), wie
sie in Abb.2.9 dargestellt sind.

Dieser Unterschied zwischen der Parametrisierung und dem exakten Verlauf der
Einteilchenenergie wirkt sich auch auf die Berechnung der Bindungsenergie aus.
Diese ist in Abb.2.10 in Abhéngigkeit von der Dichte dargestellt. Die oben an-
gesprochenen Korrelationseffekte fithren bei der Berechnung der Bindungsener-
gie unter Verwendung der exakten Einteilchenenergie zu einer stirkeren Bindung
(durchgezogene Linie) im Bereich der Sittigungsdichte, verglichen zu der berech-
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neten Bindungsenergie unter Verwendung der parametrisierten Form der Einteil-
chenenergie (gestrichelte Linie), wie sie bereits in Abb.2.7 angegeben wurde. Diese
zusétzliche attraktive Komponente zur Bindungsenergie nimmt zu kleineren, aber
auch zu groferen Dichten ab.

Betrachten wir wiederum allein die Bindungsenergie, so ist der maximale Unter-
schied zwischen der Verwendung der parametrisierten und der exakten Einteil-
chenenergie im Bereich der berechneten S&ttigungsdichte in der Groflenordnung
von rund 0.6-0.7 MeV. Beriicksichtigen wir ferner noch die Verwendung des ex-
akten Pauli-Operators, so machen die Ndherungen rund 1 MeV Unterschied in
der Bindungsenergie aus. Damit 148t sich noch einmal die bereits oben getroffe-
ne Aussage unterstreichen. Die durch die Ndherungen bedingten Abweichungen
bei der Bindungsenergie sind relativ klein, beriicksichtigt man die erhebliche Ver-
einfachung des numerischen Aufwandes bei Verwendung des winkelgemittelten
Pauli-Operators und der Parametrisierung der Einteilchenenergie. Andererseits,
wie ebenso am Beispiel der Einteilchenenergie zu sehen ist, erscheint es dennoch
unerléBlich, fiir genauere Rechnungen konsequent auf die iiblicherweise verwende-
ten Naherungen zu verzichten.
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Kapitel 3

Nukleon-Nukleon
Wechselwirkung

Ausgangspunkt der vorangegangenen Uberlegungen und wesentlicher Bestandteil
der Bethe-Goldstone Gleichung, aus der sich die effektive Wechselwirkung zwischen
zwei Nukleonen im Medium ergibt, ist die freie Nukleon-Nukleon Wechselwirkung.
Auf diese soll von daher in den folgenden Abschnitten etwas genauer eingegan-
gen werden, wobei als Beispiel die in dieser Arbeit benutzten, auf dem Mesonen-
Austausch Modell beruhenden Bonn-Potentiale dienen sollen. Dies erfolgt insbe-
sondere auch im Hinblick auf die weiter unten zu erorternde Dirac-Struktur der
effektiven Wechselwirkung, der relativistischen G-Matrix.

3.1 Eigenschaften der Nukleon-Nukleon Wech-

selwirkung

Durch die verschiedensten Untersuchungen an nuklearen Systemen weifl man heu-
te, da3 die Nukleon-Nukleon Wechselwirkung, im Gegensatz beispielsweise zur
Langreichweitigkeit der elektro-magnetischen Wechselwirkung, von kurzer Reich-
weite ist. Man kann den Bereich, in dem die Wechselwirkung zwischen den Nu-
kleonen von Bedeutung ist, unterteilen in den

1. langreichweitigen Bereich fiir r > 2 fm
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3 NUKLEON-NUKLEON WECHSELWIRKUNG

2. intermediaren Bereich fiir 0.5 fm <r <2 fm

3. kurzreichweitigen Bereich bzw. Core fiir r < 0.5 fm

wobei hier r den mittleren Abstand zweier Nukleonen bezeichnet. Der kurzreich-
weitige Teil ist gekennzeichnet durch ein stark repulsives Verhalten, das sozusa-
gen die Nukleonen auf einen Mindestabstand hélt; hingegen ist im intermedidren
Bereich die Wechselwirkung attraktiv. Im langreichweitigen Bereich verliert die
Nukleon-Nukleon Wechselwirkung ihre Bedeutung.

Von ihrer Struktur her ist die Nukleon-Nukleon Wechselwirkung nicht allein zen-
tralsymmetrisch, sondern enthélt neben nicht-zentralen, sogenannten tensoriellen
Anteilen auch Beitrége von der Spin-Bahn, Spin-Spin und Isospin Wechselwirkung.

In Analogie zur Quantenelektrodynamik, in der die Wechselwirkung zweier Elek-
tronen durch Photonen vermittelt wird, entwickelte Yukawa 1935 das Modell vom
Mesonenaustausch unter Nukleonen.

Ausgehend von der klassischen Feldtheorie fiithrte er das Meson als massives Aus-
tauschteilchen ein, das als Feldgleichung der Klein-Gordon Gleichung zu geniigen
hat

(O +m?)p(x) = g¥(x)¥(z) (3.1)

wobei hier das Nukleonenfeld die Quelle des Mesonenfeldes mit der Stirke g ist.
Unter der Annahme eines unendlich schweren, im Ursprung fixierten Nukleons,
geht die Klein-Gordon Gleichung (3.1) iiber in

(=2 +m)p(r) = g5O0) (32)

deren Losung das ,, Yukawa-Potential® ergibt

mr

_ge
SO(T) A7 r

(3.3)

Aufgrund der Exponentialform hat es eine endliche Reichweite fiir Massen ungleich
Null. La8t man die Masse gegen Null gehen, so erhélt man das bekannte Coulomb-
Potential

V(r)=-—=—- (3.4)
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Motiviert durch den einfachen Ansatz im Rahmen einer klassischen Feldtheorie und
durch die Entdeckung des von Yukawa vorausgesagten m-Meson und nachfolgend
vieler anderer Mesonen, sollte eine Beschreibung von Nukleonsystemen, &dhnlich
der Quantenelektrodynamik, als Quantenfeldtheorie prinzipiell moglich sein.

Urspriinglich glaubte man, dafl die Mesonentheorie, analog zur Quantenelektrody-
namik, die Theorie der ,starken Wechselwirkung® ist, und eine Storentwicklung
nach der Kopplungskonstanten ebenfalls moglich sein sollte, die in der Quanten-
elektrodynamik in einfacher Weise nach der Sommerfeld’schen Feinstrukturkon-
stanten o = % ~ %7 durchgefiihrt werden kann und die einzelnen Storterme ei-
ne besonders anschauliche Interpretation mittels Feynman Diagrammen erhalten.
Aufgrund der Substruktur der Nukleonen und Mesonen weifl man jedoch heute, dafl
die Mesonentheorie in ihrer Form keine fundamentale Wechselwirkung darstellt.
Vielmehr stellt sie erfolgreich eine effektive Beschreibung von Nukleonensystemen
dar, die sich aus der fundamentaleren Theorie, der Quantenchromodynamik, als

Grenzfall fiir den in der Kernphysik typischen Niederenergiebereich ergeben sollte.

Die in der Mesonentheorie auftretenden Kopplungskonstanten sind im Vergleich
zur QED wesentlich grofler, typischerweise in der Groflenordnung von 10, so dafl
eine Entwicklung nach der Kopplungkonstanten auf den ersten Blick nicht un-
bedingt sinnvoll erscheint. Nichtsdestotrotz ist eine Beschreibung der Nukleon-
Nukleon Wechselwirkung in Stortermen und der graphischen Veranschaulichung
mit Hilfe der Feynman Diagramme erfolgreich [16].

3.1.1 Lagrange-Dichte

In niedrigster Ordnung der Stérentwicklung erhalten wir als Beitrag zur Nukleon-
Nukleon Wechselwirkung das Diagramm Abb.3.1 des Ein-Bosonen-Austauschs [2].

Es beschreibt die Streuung zweier Nukleonen im Impuls-Schwerpunktsystem durch
den Austausch eines Mesons. Entsprechend den Feynman-Regeln ergibt sich hierfiir
als Beitrag fiir die Streuamplitude [43]

P o
@ =g —m2 Uz (—¢' )auz(—q) (3.5)

Va(d'sq) = W (¢ )T1ua(q)

wobei hier = ql))g‘fmz fiir den Meson-Propagator steht. Fiir P, ergibt sich fiir
Vektor-Mesonen P, = —g,,, + k,k,/m2 und fiir skalare und pseudoskalare Meso-

nen P, = 1. I'; stellt den Vertex der Meson-Nukleon Wechselwirkung dar, der sich
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3 NUKLEON-NUKLEON WECHSELWIRKUNG

aus dem Wechselwirkungsanteil der Lagrange-Dichte ergibt. So erh&lt man

I's = VA4ng, Skalar-Meson
Lps = ivVATGpsy® Pseudoskalar-Meson

(3.6)
T, = VAr[g, " + Lioc"k,] Vektor-Meson

[py = iV4m %’:7“75 k, Pseudovektor-Meson

u; und u; sind Dirac-Spinoren und stellen die ein- bzw. auslaufenden Nukleonen
dar. Der Einfachheit halber sind Spin-Indizes unterdriickt.

q -q’

Abbildung 3.1: Ein-Bosonen-Austausch

Summiert man nun alle von den einzelnen Mesonen kommenden Beitrége der Streu-
amplitude auf, so definiert dies gerade das Ein-Bosonen-Austausch-Potential (One
Boson Exchange Potential)

Vopep = »_ VPP (3.7)

Um auf die entsprechenden Ausdriicke fiir den uns interessierenden Wechselwir-
kungsanteil des Hamilton-Operators zu kommen, geht man von der das System
beschreibenden Lagrange-Dichte £ = Ly+ L;,; aus, die eine Funktion der Nukleon-
und Meson-Felder ist. £y beschreibt hier die freien Felder, L;,; den Wechselwir-
kungsanteil. Mittels den Euler-Lagrange Gleichungen

oL oL

8”(9((9”@&) - Do =0 (3.8)
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die sich aus dem Variationsprinzip
6 [da't =0 (3.9)

ergeben, erhilt man die Bewegungsgleichungen fiir die Felder, per Legendre-Trans-
formation die Hamilton-Dichte

H=> Tapa —L (3.10)
mit dem konjugierten Impuls
oL
To = (3.11)
8090(1

aus der sich der Hamilton-Operator
i = /d?’xH(:c, t) = Hy + Hin, (3.12)

ergibt. Der uns interessierende Wechselwirkungsanteil des Hamilton-Operators be-
stimmt sich dann einfach zu

) oL
Hipt = — | *2(Lins — ———809'%) (3.13)
/ a(aogpgu))) (1)

Der Lagrange-Formalismus bietet zum einen den Vorteil, daf§ in ihm keine Raum-
Zeit Koordinate bevorzugt wird, zum anderen wird in ihm mit Hilfe des Noether-
Theorems die Beziehung zwischen Invarianz unter Symmetrieoperationen und Er-
haltungsgroflen deutlich.

Andererseits sind wir natiirlich an der zeitlichen Entwicklung des Systems interes-
siert und vollziehen somit den Ubergang zum Hamilton-Formalismus.

Der Lagrange-Dichteanteil der freien Felder ist gegeben [16] durch

_ 1
Ly = Y(Eg— M)V + 5(5u90(s)3“90(s) — m2ely)

1 2 u o, (v) 1 v
+§mv<10(v)(10,u - Z HVFH
1
+§(8u90(ps)6”90(ps) - mf)sgp%ps)) (314)
mit
Fp,y — p{(pl(j.}) - 81/%05,:‘)) (315)
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3 NUKLEON-NUKLEON WECHSELWIRKUNG

Etwaige Wechselwirkungen elektromagnetischer Natur werden unterdriickt, da wir
nur an der reinen Nukleon-Nukleon Wechselwirkung interessiert sind.

Fiir den wechselwirkenden Lagrange-Dichte Anteil L£;,; wiahlt man typischerweise

Lps = _gpsﬁi"yE)\pgp(pS) (316>

Ly, = +g, 0T (3.17)
= - v fv T v v v

L, = —gv\IIZ’y“\Ifcpr) — m\lfa“ \If(ﬁucpl(,) — (9,,90& )) (3.18)

Hierbei ist ¥ der Nukleon Dirac-Spinor und ¢®), »(), ©(®) sind die pseudoskalar-,
skalar- und Vektor-Meson Felder. Spin- und Isospin-Indizes werden wie immer der
Einfachheit halber nicht angegeben. Zur Beriicksichtigung des Isospins hat man
nur ¢ durch ¢ -7 zu ersetzen, wobei 7 der Isospin-Operator ist und nichts anderes
als die bekannten Pauli-Matrizen darstellt.

Fiir den pseudoskalaren Anteil, insbesondere fiir Kernmaterierechnungen, benutzt
man stattdessen die Pseudovektor- bzw. Gradientenkopplung [16]

L,, = —@Wi’f’y“qf@“gp@s) (3.19)
My

Diese beiden Kopplungen liefern fiir On-Shell Nukleonen identische Ergebnisse,
sofern man fp,, = (m;/2M)gps setzt, wie weiter unten im Rahmen des Aquiva-
lenztheorems noch genauer diskutiert wird, weisen jedoch ein unterschiedliches
Off-Shell Verhalten auf. So zeigt sich, dafl die Propagation der Off-Shell Nukleo-
nen in der Kernmaterie bei der pseudoskalaren und pseudovektoriellen Kopplung
sehr unterschiedliche Ergebnisse liefert. Die Selbstenergie der Nukleonen, die ja
fiir diese Propagation relevant ist, entwickelt im Fall der pseudoskalaren Kopplung
eine starke Mischung zwischen Nukleonen und Antinukleonen. Diese Mischung ist
im Fall der pseudovektoriellen Kopplung unterdriickt, vgl. Kap.4.4.1.

3.1.2 Mesonen

In Tab.3.1 ist eine Auswahl der bekannten Mesonen bis zu Massen von 1 GeV
dargestellt.

Um schon die wesentlichsten Eigenschaften der Nukleon-Nukleon Wechselwirkung
zu erfassen, sind hauptséichlich das 7-, p- und w-Meson von Bedeutung. Letztere
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sind Spin-1 Teilchen, das m-Meson hat Spin 0. Das w-Meson ist ein isoskalares
Meson, hat also Isospin 0, daff 7- und p-Meson sind Isovektor-Mesonen, haben
also Isospin gleich 1. Entsprechend identifiziert man das m-Meson mit der oben
angegebenen Pseudoskalar-Kopplung bzw. Pseudovektor-Kopplung, dafl p- und w-
Meson mit der Vektor-Kopplung, wobei wie oben angegeben, der Isospin des p-
und 7-Mesons zu beriicksichtigen ist.

Name J¥ [ Masse (MeV)

7t 0~ 1 139.57
70 0~ 1 134.96
n 0~ 0 5488
) 1= 1 769
w 1= 0 7826
8 0t 1 983

Tabelle 3.1: Ubersicht Mesonen
Notation: Spin,J;Paritét, P;Isospin, [

Fiir die Nukleon-Nukleon Wechselwirkung bedeutet dies [2], dal das m-Meson,
als leichtestes Meson, fiir den langreichweitigen Teil der Wechselwirkung verant-
wortlich ist. Ferner erhdlt man aufgrund der Kopplung auch Tensorkrifte. Das
p-Meson liefert ebenso Beitrdge zur Tensorkraft, aufgrund seiner deutlich schwe-
reren Masse aber nur fiir kurze Abstdnde und kompensiert ein Teil der durch das
m-Meson induzierten tensoriellen Wechselwirkung. Das w-Meson als schweres Me-
son, ist verantwortlich fiir die starke Repulsion bei kurzen Abstéinden und liefert
ferner Beitrdge zur Spin-Bahn Wechselwirkung. Was nicht im Rahmen eines Ein-
Bosonen-Austausch Modells mit beobachtbaren Mesonen erklart werden kann, ist
die Attraktion im intermediéren Bereich. Hierfiir wére ein skalares, isoskalares Me-
son mit einer ungefdhren Masse um die 500 MeV notwendig, das aber in der Natur
nicht beobachtet wird. Es kann jedoch gezeigt werden, dal diese Attraktion im
wesentlichen aus den irreduziblen 27-Austauschtermen resultiert. Das sind gerade
die 27-Austauschterme, die nicht durch die Losung der Lippmann-Schwinger Glei-
chung generiert werden. Hierzu zéhlen sowohl die , cross-boxed* Diagramme, aber
auch 2m-Austauschterme mit internen NA- oder AA- Zusténden. Diese Beitrige
werden durch den Austausch eines skalaren Mesons recht gut parametrisiert [44].
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Das 6-Meson, als skalares Isovektor-Meson, liefert insgesamt wegen seiner grofien
Masse und der damit verbundenen Kurzreichweitigkeit als auch seiner kleinen
Kopplungskonstanten wegen nur einen kleinen Beitrag zum Ein-Bosonen-Austausch
Potential. Dieser ergibt einen Beitrag zur isospinabhéngigen Zentralkraft, der dazu
dient, Korrekturen an den beiden S-Streuwellen anzubringen.

Ebenso wie das m-Meson ist das n-Meson ein pseudoskalares (pseudovektorielles)
Meson, allerdings mit Isospin 0 und liefert somit Beitrége zur isospinunabhéngigen
Tensorkraft. Aufgrund seiner kleinen Kopplungskonstanten und der gegeniiber dem
m-Meson fast viermal grofleren Masse, sind die Beitrdge aber so gering, dafl das
n-Meson fiir die Nukleon-Nukleon Wechselwirkung eigentlich keine wichtige Rolle
spielt.

Insgesamt kann man bis hierher schon einmal festhalten, welche Punkte wichtig
sind in der Beschreibung einer Nukleon-Nukleon Wechselwirkung im Rahmen eines
Ein-Bosonen-Austausch Modells :

Dies ist zum einen die Kopplung der Mesonen, die bestimmt, von welcher Art
die Meson-Beitrage zum Potential sind, also zentrale, tensorielle, Spin-Bahn, usw.
Beitréige. Ferner die Masse der Mesonen, die die Reichweite der Wechselwirkung
bestimmt. Zuletzt das Verhiltnisquadrat von Kopplungskonstante und Masse

<g—“>2 (3.20)

M

das uns ein Maf} dafiir liefert, wie grofl die einzelnen Beitrége der Mesonen iiber-
haupt sind.

Betrachten wir zum Beispiel das n-Meson, so wiirde es aufgrund seiner Masse
Beitrage zur Nukleon-Nukleon Wechselwirkung im intermedidren Bereich liefern,
aufgrund seines pseudoskalaren Charakters, ohne jetzt den Isospin betrachten zu
wollen, von der gleichen Art wie das m-Meson. Sieht man sich jetzt nun das Verhélt-
nis (ga/mq)? fiir das 7- und das m-Meson an, so ist wegen der gréferen Masse
und der wesentlich kleineren Kopplungskonstanten des n-Mesons gegeniiber dem
m-Meson sicherlich das obige Verhéltnis fiir das m-Meson wesentlich gréfer als fiir
das n-Meson, so dafl die vom 7-Meson stammenden Beitrédge zum Potential starker
ins Gewicht fallen als die Beitrdge vom n-Meson.

Mesonen mit Massen gréfler als der in Tab. 3.1 angegebenen Mesonen werden
im Rahmen eines Ein-Bosonen-Austausch Modells nicht betrachtet. Aufgrund der
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groflen Masse wiirden sie Beitrdge zur Nukleon-Nukleon Wechselwirkung im kurz-
reichweitigen Bereich liefern. Dieser aber wird geprigt durch die starke Repulsion,
die das w-Meson liefert und derartige zuséatzliche Beitrdage iiberlagert.

Ferner werden noch die Formfaktoren

(M) (3.21)
A%+ (7 — )

beriicksichtigt, die jedem Meson-Nukleon Vertex hinzugefiigt werden; A, bezeich-
net hier den Cutoff-Parameter. Die Formfaktoren sind in einer Mesonentheorie der
Nukleon-Nukleon Wechselwirkung unerléfllich, da sie die innere Struktur der Nu-
kleonen quasi verbergen und die Theorie in der Storentwicklung {iberhaupt endlich
machen. Typischerweise liegen die Cutoff-Parameter in einem Bereich von 1,2-2
GeV, so daf} hier die Beriicksichtigung schwerer Mesonen im Rahmen des Ein-
Bosonen-Austausch Modells keinen Sinn macht.

Ein weiterer Punkt betrifft das m-Meson. Wie in Tab. 3.1 ersichtlich, miifliten wir
das 77,7~ und 7° unterscheiden. Das 7°, als elektrisch neutrales Meson, hat ge-
geniiber den ladungstragenden Mesonen 7" und 7~ eine etwas kleinere Masse.
Im Rahmen des Ein-Bosonen-Austausch Modells, in dem wir nur an der reinen
Nukleon-Nukleon Wechselwirkung interessiert sind, werden die drei, in ihrer elek-
trischen Ladung verschiedenen Mesonen durch ein einzelnes w-Meson mit einer

gemittelten Masse ersetzt.

Um nun letztendlich ein Ein-Bosonen-Austausch Potential angeben zu koénnen,
miiflen die in dem Modell auftretenden Parameter bestimmt werden. Dies erreicht
man dadurch, indem man die Parameter so einstellt, dafl die bekannten Ergebnisse
aus Streuexperimenten bestmoglichst reproduziert werden. Hierzu zédhlen beispiels-
weise Ergebnisse aus der mN-Streuung oder NN-Streuung. Ebenso reproduziert
werden miissen die Eigenschaften des einfachsten, gebundenen Nukleonensystems,
dem Deuteron.

Auf die fiir all dies erforderliche relativistische Beschreibung der Zwei-Teilchen
Streuung wird im folgenden Kapitel eingegangen.

3.1.3 Zwei-Nukleonen System

Stellt die Lippmann-Schwinger Gleichung die adiquate Beschreibung der Zwei-
Teilchen Streuung im nichtrelativistischen Fall dar, so ist dies in einer relativisti-
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schen, kovarianten Formulierung die Bethe-Salpeter Gleichung [45]

M=V +VGM (3.22)

hier in Operatorform dargestellt. M ist die invariante Ubergangsamplitude fiir
die Zwei-Nukleon Streuung, V die Summe {iber alle zusammenhéngenden, Zwei-
Teilchen irreduziblen Diagrammen und G bezeichnet den relativistischen Zwei-
Nukleon Propagator.

Die Bethe-Salpeter Gleichung stellt eine vierdimensionale Integralgleichung dar,
die im Allgemeinen nicht einfach zu losen ist. Es hat sich nun gezeigt, dafl so-
genannte dreidimensionale, kovariante Reduktionen der Bethe-Salpeter Gleichung
zum einen technisch einfacher zu handhaben sind, zum anderen liefern diese Rech-
nungen, im Vergleich zur vollstdndigen Behandlung des Problems, &hnliche Resul-
tate.

Um die Reduktion der Bethe-Salpeter Gleichung durchzufiihren, spaltet man ty-
pischerweise G1.(3.22) in zwei gekoppelte Gleichungen [22] auf

M = W+ WgM (3.23)
W = V+V(G—-gW (3.24)
wobei hier g ein kovarianter, drei-dimensionaler Propagator ist.

Unter der Annahme, dafl der zweite Term auf der rechten Seite von Gl.(3.24) klein
ist, wird dieser vernachléssigt und man erhélt somit eine wesentliche Vereinfachung
seines urspriinglichen Problems in der Form

Bezeichnet man mit ¢, ¢/, k den Relativimpuls im Anfangs-, Intermediér- und End-
Zustand, mit P den totalen Viererimpuls, so erhélt man ausfiihrlich fiir die Bethe-
Salpeter Gleichung in einem beliebigen Bezugsystem

M(¢alP) = V(' qlP) + [ d'RV(d KIP)G(RIP)M(k,qlP)  (3.26)
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mit dem Zweiteilchen-Propagator in LeiterNdherung

i 1 1
G(k|P) = QT4 (P+ F— M +ie)D) (P— §F— M +ie)®@
i prk+m W p-k+m ¥
@)t [(P+k)>—M2+ic] [(P—k)?— M>+ie

(3.27)

Fiir die Reduktion von vier auf drei Dimensionen wird die zeitartige Komponente
in einer kovarianten Art und Weise fixiert, und somit kann die Integration iiber die
zeitartige Komponente ausgefiihrt werden. Da diese Fixierung nicht einheitlich ist,
gibt es natiirlich eine Unmenge an Moglichkeiten, so dal man durch zusétzliche
Forderungen die Geeignetste auszuwéhlen hat, je nach Verwendungsweise.

Ein typisches Beispiel ist die Reduktion nach Blanckenbecler und Sugar [46]. Man
erhélt hier fiir den kovarianten, drei-dimensionalen Propagator

1 M2 AD(P+ AP P -F)

(27T)3E13+E E —E% ~+

9red = gps (k| P) = 6(ko) (3.28)

2
P+

N ; (%)
A(Z)(k) = <70E’“2#> bezeichnet den Projektionsoperator auf positive Energie

fiir das i.te Nukleon zum Einteilchen-Impuls g und E, = (M? + p ) das heif3t
virtuelle Anti-Nukleon Beitrdge werden unterdriickt. Ferner wurde eine Winkel-
mittelung fiir (P + k)2 ~ P% + k2 verwendet.

Damit ergibt sich fiir die reduzierte Bethe-Salpeter Gleichung (3.26) mit der Er-
setzung von G durch greq aus G1.(3.28)

L L Bk -
M@ @) =V 1P + [ G5V KIP)
AVP+RANPP -k
LA PP vk, 1) (3.29)
Eg ¢~ Epgtic

wobei hier die Nukleonen in den Zwischenzustinden symmetrisch off-shell sind.

Nimmt man nun Matrixelemente von Gl.(3.29) mit Spinoren positiver Energie und
ersetzt V — Voprp mit dem Ein-Mesonen-Austausch Potential, so erhilt man in
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3 NUKLEON-NUKLEON WECHSELWIRKUNG

einem beliebigen Bezugssystem fiir die Streuamplitude

. &k M2
(¢, qP)=V(d,q) + 2n)? V(@ k) m—
P+k
1 — —
X gz - —T(F.qIP) (3.30)
P+q

wobei als Abkiirzung fiir die Matrixelemente des Potentials

—

¢)a2(P — ¢)\Vopp(d, d1P)ui(P + Qua(P — §) =
1 (¢ )2 (—¢ ) Vore(d, Pui(@)uz(—7) =
V(d.q) (3.31)

(P +

benutzt wurde, da diese ein Lorentz-Skalar bilden. Analoges gilt fiir die Streuam-
plitude 7.

Ublicherweise wird die Streugleichung (3.30) im Schwerpunktsystem (P = 0)
gelost, so daf sich

.9 =V + [ V@R TED 63
ergibt.
Fiithrt man die folgenden Definitionen
7.0 = (5 T ()" (333)
und
V(d.9) = ( q)WWq ) q)”Q (3.34)

ein, so 1aBt sich obiger Ausdruck fiir die Streuamplitude noch umformen zu

T(¢,9) =V(d, ci)+/ dgk k)#wf(ﬁ,q’) (3.35)

was genau der nichtrelativistischen Lippmann-Schwinger Gleichung entspricht und
unter ,minimaler Relativitdt® bekannt ist. Der letzte Ausdruck fiir die Streuam-
plitude hat den Vorteil, dafl man die aus der nichtrelativistischen Kernphysik be-
kannten Methoden zur Untersuchung der Nukleonsysteme ohne grofie Anderungen
anwenden kann.
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3.1 EIGENSCHAFTEN DER NUKLEON-NUKLEON WECHSELWIRKUNG

Eine andere, hidufig benutzte Wahl fiir den dreidimensionalen Propagator ist die
Reduktion nach Thompson [47], wie sie auch in dieser Arbeit Verwendung findet.
Hier ist der dreidimensionale, kovariante Propagator gegeben durch

1 M2 ADP+RAPDP -k
(2m)?2EEp, ;. Eq— By +ic

Grea = gru(k|P) = 6(ko) (3.36)
was unmittelbar auf die entsprechende Streugleichung in einem beliebigen Bezugs-
system

S M? 1

V(T k) T(k,q|P) (3.37
Vi, QEEEpH;Eq—EkJris (k,q1F)  (3.37)

T(7,qP) =

— -,

fithrt, wobei analog zu oben die Winkelmittelung (P + k)2 &~ P2? 4+ k2 benutzt
wurde.

Beim Ubergang zum Schwerpunktsystem der beiden wechselwirkenden Nukleonen
(13 = 0) ergibt sich entsprechend

(7,9 = V(d, ci)+/ Tk y /2)2]‘2 5 _;kﬂ,gf(/%‘,q*) (3.38)
als Streugleichung.
Analog zu oben ist es {iblich, die Gréflen
T(¢,q) = E%T((?,d’)% (3.39)
und o Vo.M
V(d,q) = E—q,V(q’, q‘)E (3.40)
zu definieren. Damit geht die Gleichung (3.38) tiber in
d3l<: - 1 -
T(¢d,9) = V(d, ci)+/ ,k)QEq_QEk+i€T(k,cj) (3.41)

eine zur Lippmann-Schwinger Gleichung analoge Gleichung mit relativistischen
Energien im Propagator.

Man beachte, daf die Streuamplituden 7' in G1.(3.35) und 7" in GL(3.41) der
nichtrelativistischen T-Matrix entsprechen. Im Gegensatz dazu sind die Streuam-
plituden in GI1.(3.32) und GI.(3.38) kovariant.
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3 NUKLEON-NUKLEON WECHSELWIRKUNG

Die Streuamplituden 7 sind mit der Streumatrix S durch

(Pipb|S|pip2) = (Diph|pipa) — 216 () + Py — p1 — p2) =T (7, )  (3.42)

Eq

verkniipft. p; und p} (i = 1, 2) bezeichnen die Vierer-Impulse im Anfangs- und End-
zustand der beiden wechselwirkenden Nukleonen, wobei als Normierung (p/|p) =
6O (§ — p) Anwendung findet.

Zur Analyse der Streuphasen, und damit zur Bestimmung der freien Parameter
im Ein-Bosonen-Austausch Potential, wird die Streugleichung, wobei wir uns im
Folgenden auf die Thompson-Gleichung (3.38) beschrénken, in eine Streugleichung
fiir die reelle R-Matrix transformiert, die durch

T = R —irRS§(E — Ho)T (3.43)

definiert ist.

Analog zu den Definitionen in G1.(3.39) und GIl.(3.40) ergibt sich fiir die reelle
R-Matrix als Bestimmungsgleichung im Schwerpunktssystem (P = 0)

(A (A dgﬁ (A 1 D (=
R(q,q) = V(qaff)+7’/wv(q7@m3(@@ (3.44)
q p

wobei P den Hauptwert des Integrals bezeichnet.

Diese Gleichung wird mit Hilfe der Matrixinversion in einer |(LS).J)- Basis gelost,
und man erhilt als Ergebnis die Matrixelemente R{7, = ((L'S)J|R|(LS)J).

Die Streuphasen stellen eine Parametrisierung der unitaren S-Matrix dar, die fiir
den ungekoppelten Fall, d.h. wenn gilt L = L' = J, durch

S, = o2t (3.45)

gegeben sind. Unter Verwendung der on-shell R-Matrix ergibt sich dann fiir den
Spin-Singulett:
T =70,
tan OéJ(ELab) = _§qEqRi%(Qa ‘ﬂ (3'46)

sowie den
Spin-Triplett, ungekoppelt:

7T na —
tan '67(Epap) = —§qEqRi1L(q, q) (3.47)
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3.1 EIGENSCHAFTEN DER NUKLEON-NUKLEON WECHSELWIRKUNG

als Beziehung zwischen Streuphasen und R-Matrix.

Fiir die gekoppelten Matrixelemente, d.h. fiir S = 1, L,L' = J £ 1, ist eine
unitére Transformation notwendig, um die gekoppelten 2 x 2-Untermatrixen der R-
Matrix zu diagonalisieren. Zusétzlich zu den zwei Streuphasen erhélt man einen Mi-
schungsparameter ¢;. Unter Verwendung der Streuphasen-Konvention nach Blatt
und Biedenharn [48] ergibt sich als Beziehung zwischen Streuphasen sowie Mi-
schungsparameter und der on-shell R-Matrix fiir den gekoppelten Fall (S=1):

RI_—RI,

3.48
cos2¢ey ( )

tanéi(ELab) = —%qEq R{_ + R_{_+ +
2R]_

tan 2€J(ELab) W
—— 7 4t

(3.49)

wobei der Index 4 an den R-Matrixelementen als Abkiirzung fiir + = J + 1 und
— = J — 1 steht. Fiir R-Matrixelemente in den vorangegangenen Formeln wurde
deren Argument (g¢, q) unterdriickt, wobei ¢ den Relativimpuls im Schwerpunktsy-
stem bezeichnet und mit Fip,y, iiber

2q>

Frap = T (3.50)

verkniipft ist [49].

In Tabelle (3.2) sind als Beispiel die sich aus der Streuphasenanalyse unter Ver-
wendung der Thompson-Streugleichung ergebenden Parameter fiir relativistische
Ein-Bosonen-Austausch Potentiale dargestellt. Diese Potentiale werden als Bonn
A, B, C bezeichnet und finden in dieser Arbeit Anwendung.
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3 NUKLEON-NUKLEON WECHSELWIRKUNG

Tabelle 3.2: Parameter der relativistischen Potentiale (Tab. aus Ref.[49])

Potential A Potential B Potential C
Mesonenparameter
ma(MeV) g2 /4n Aa(GeV) g2 /4m Aa(GeV) g2 /4m Ao (GeV)

s 138.03 14.9 1.05 14.6 1.2 14.6 1.3

n 548.8 7 1.5 5 1.5 3 1.5

p 769 0.99 1.3 0.95 1.3 0.95 1.3

w 782.6 20 1.5 20 1.5 20 1.5

[ 983 0.7709 2.0 3.1155 1.5 5.0742 1.5

o 550 8.3141 2.0 8.0769 2.0 8.0279 1.8
Deuteron

—eq (MeV) 2.22459 2.22468 2.22450 [2.224575(9)]
Pp (%) 4.47 5.10 5.53 —]

Q4 (fm2) 0.274 @ 0.279 ¢ 0.283 * [0.2860(15)]
ta (LN) 0.8543 @ 0.8507 @ 0.8482 ¢ 0.857406(1)]
Ag (fm’1/2) 0.8984 0.8968 0.8971 [0.8846(8)]
D/S 0.0255 0.0257 0.0260 [0.0264(12)]

Niederenergiestreuung

anp (fm) -23.752 -23.747 -23.740  [-23.748(10)]
Tnp (£m) 2.69 2.67 2.66 [2.75(5)]
at (fm) 5.482 5.474 5.475 [5.419(7)]
r¢ (fm) 1.829 1.819 1.821 [1.754(8)]

Die Mesonenparameter definieren die Potentiale. Das Deuteron und die Niederenergiestreu-
parameter sind Vorhersagen dieser Potentiale. Die experimentellen Werte sind in den eckigen
Klammern gegeben. Notationen und Referenzen der empirischen Werte sind in Tabelle 4.2
in Ref.[2] aufgefiihrt.

Es werden jeweils folgende Parameter verwendet: f,/g, = 6.1 und f.,/g. = 0.0.

@ Mesonenaustauschstrome sind nicht beriicksichtigt.
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Kapitel 4
Dirac-Brueckner-Hartree-Fock

In einer relativistischen Beschreibung wird die Bewegung eines Nukleons in Kern-
materie durch die Dirac-Gleichung

(J = M = S(k))u(k) = 0 (4.1)

beschrieben. Hierbei bezeichnet ¥ = +*k,, wobei k, der Viererimpuls des Nukleons
ist und M die Nukleonmasse. Um die Effekte des Mediums auf das Nukleon zu
beriicksichtigen, wird der Selbstenergie-Operator (k) eingefiithrt. Unter Beriick-
sichtigung der Translations- und Rotations-Invarianz, Paritdtserhaltung und Inva-
rianz unter Zeitumkehr ergibt sich als allgemeinste Form fiir die Dirac-Struktur
der Selbstenergie als 4 x 4-Matrix im Ruhesystem der Kernmaterie [50]

S(k) = 20 (k) — °20(k) + 7 - kx? (k) (4.2)

wobei die GroSen ¥°, X°, ¥V einfach skalare Funktionen sind, die fiir on-shell
Nukleonen (k° = E(k)) nur vom Absolutbetrag des Dreier-Impulses k = |k| bei
gegebener Dichte abhéngen.

Bei gegebener Selbstenergie ergeben sich die Komponenten der Selbstenergie in
einfacher Art und Weise durch Spurbildung in der Gestalt

S(k) = TSR], Sk = — TSR], D) = — T k)] (43)

Setzen wir den Ausdruck fiir die Selbstenergie Gl.(4.2) in die Dirac-Gleichung (4.1)
ein, so ergibt sich nach einer kleinen Umformung

(7 k(1 +3°) + M+ 2u(k, s) = (B + ) u(k, s) (4.4)
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4 DIRAC-BRUECKNER-HARTREE-FOCK

Schlulendlich wird noch durch den Ausdruck (14 3") dividiert, so dafl anhand der
Gruppierung der einzelnen Ausdriicke schon ersichtlich ist, dafl es sich anbietet,
folgende effektive Groflen einzufiihren

- My
Mk = T

. Ej +%°

B = s (45)

sowie formal k* = k zu setzen. Die Impulsabhéngigkeit der einzelnen Komponenten
der Selbstenergie wird im Folgenden der Einfachheit halber nicht mit angegeben.

Fiir die Dirac-Gleichung ergibt sich dann mit obigen Definitionen

-,

(§* = M")u(k) =0 (4.6)
was genau identisch ist zu der freien Dirac-Gleichung. Als Losung ergibt sich un-
mittelbar

- Ef + M+ 1
u(k) = ZT ( Fk* ) XsXt (4~7)
(E;+M~)

mit der Massenschalenbedingung E* (k)2 = M*(k)? + k? im Medium und der ko-
varianten Normierung

ty = ﬁ*((’;g) (4.8)

=1, u

Die Pauli-Spinoren x und y, beschreiben die Spin- und Isospinfreiheitsgrade des

Systems und werden der Einfachheit halber beim Nukleon-Spinor u(k) nicht ex-
plizit mit angegeben.

Diese Normierung weicht von der normalerweise fiir Nukleonen in einer relativisti-
schen Vielteilchentheorie gewdhlten Normierung

_ M(k)
B (k)

wtw =1 (4.9)

ab, wobei sich der einfache Zusammenhang w = \/M*/E* x u zwischen den Spino-
ren unterschiedlicher Normierung ergibt. Im Folgenden werden, soweit nicht anders
angegeben, Spinoren mit der Normierung aus Gl.(4.8) verwendet, was im wesent-
lichen dazu fiihrt, dafl in manchen Ausdriicken die Faktoren M*/E* explizit auf-
tauchen.
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4 DIRAC-BRUECKNER-HARTREE-FOCK

Uber die Matrixelemente der Selbstenergie wird fiir gewohnlich das Einteilchenpo-

tential

M* M*3° + kk*X?
k|X|k) =

g HIIE) -

Uk) = -0 (4.10)
in Analogie zur nichtrelativistischen Vielteilchentheorie definiert, ebenso wie die
kinetische Einteilchenenergie

M .  kk*+ MM*

T(k) = (KT - o+ M) = =5

(4.11)

so daf sich die aus der Dirac-Gleichung (4.1) ergebende Einteilchenenergie schrei-
ben 148t als

* *

(k) = T (K17 - F -+ MIk) + ]‘Ei kISIK) = T(k) +UK)  (412)

Fiir die Bindungsenergie, also die Energie pro Nukleon, ergibt sich mit den eben
eingefithrten Grofien

E—:—ZTk—i——ZU (4.13)

PB j<k; 208 i x,

k = {k,ms,m,} bezeichnet hier die Zustédnde mit Impuls £ und den Spin- und
Isospinquantenzahlen m, und m,, so daf} sich ausgeschrieben fiir die symbolische

Summation
k d3k
=% / ' (4.14)
k<kg mMs, Mt 0
ergibt. k¢ entspricht dem Fermi-Impuls, der iiber
M* 1)
o= 3 T (kOlK) = 25k (4.15)

k<’€f Ek 3 2
mit der Baryonendichte p, verkniipft ist. Analog zur Baryonendichte wird die ska-

lare Dichte
6 ks
== k?
2 /0

definiert. Der Faktor ¢ in der Baryonendichte und skalaren Dichte bezeichnet die

k<kf

Isospin-Entartung und ist fiir Kernmaterie 6 = 2, fiir Neutronenmaterie 6 = 1.
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4 DIRAC-BRUECKNER-HARTREE-FOCK

4.1 Die Selbstenergie in der Hartree-Fock Nihe-
rung
Die Selbstenergie 3 zum Einteilchenimpuls k ihrerseits kann in der Hartree-Fock

Néherung mit der effektiven Zweiteilchen-Wechselwirkung im Medium, der relati-
vistischen G-Matrix, iiber

. d*p _
Yop(k) = _Z/ﬁgsz Wgw(p){G(k,p;k,p)w;m—G(k,p;p,k‘)w;w}
dp
= - —~7'0' GA k? 7k7 ao: BT
s /Mf (2m)i 7o )G (K: Pi ks Dasys
d*p
= =i | o Tgm) Gk pikp)la 4.17
[ e I ik ples (417)

verkniipft werden. Hierbei bezeichnet
_ooam
E*(p)

den Dirac-Propagator, der die on-shell Propagation der Nukleonen mit dem Ein-

9o (D) (# + M")o6(0° — E(p))© (ks — |p]) (4.18)

teilchenimpuls p im Fermi-See im Ruhesystem der Kernmaterie beschreibt. Dieser
ergibt sich unter Verwendung des relativistischen Formalismus der Green’schen
Funktionen, wie in der Arbeit von Horowitz und Serot [22] ndher beschrieben
wird.

Gleichung (4.17) stellt eine Operator-Gleichung fiir die Selbstenergie dar, so dafl
zur Bestimmung der Dirac-Struktur der Selbstenergie mit Hilfe von Gl.(4.3) die
Operator-Struktur der effektiven Zweiteilchen-Wechselwirkung bekannt sein muf.
Wie weiter unten besprochen wird, trifft dies jedoch fiir die G-Matrix nicht unmit-
telbar zu.

Verwenden wir vorerst fiir die in der G1.(4.17) auftretende G-Matrix die oben ange-
gebene, auf dem Ein-Bosonen-Austausch basierende Zweiteilchenwechselwirkung

V(KD kp) =) = 53 ——5la(@) @ Ta(=0) (4.19)

wobei ¢ = k' — k dem Viererimpulsiibertrag entspricht und « die Summe iiber die
verwendeten Mesonen, so kann unmittelbar aufgrund der vorgegebenen Operator-
Struktur die Selbstenergie berechnet und die Komponenten derselben bestimmt
werden.
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Bestimmen wir ferner die Matrixelemente von Gl.(4.17), so erhalten wir das Ein-
teilchenpotential in der Hartree-Fock Naherung

M* M*2
Uk) = o KISIR) = 3 2okl VIkp — ph) (4.20)
k p</€f k~p

als Summation iiber die antisymmetrischen Potentialmatrixelemente.

Ublicherweise ist G1.(4.20) Ausgangspunkt fiir die Definition des Hartree-Fock Po-
tentials iiber eine effektive Zweiteilchen-Wechselwirkung, analog zum nichtrelati-
vistischen Fall. Durch den fiir die Berechnung der Operator-Struktur der Selbst-
energie benutzten Propagator G1.(4.18) wird an dieser Stelle also gewéhrleistet,
dal man das gleiche Ergebnis fiir das Einteilchenpotential erhélt.

Als Beispiel fiir die Beitréige zur Selbstenergie soll an dieser Stelle auf das Walecka-
Modell eingegangen werden. In diesem Modell werden nur die Hartree-Beitrége zur
Selbstenergie vom o- und w-Meson beriicksichtigt, d.h. in Gl.(4.19) lduft die Sum-
me nur iiber o = {o,w} und Fock-Beitrige werden vernachléssigt. Dieses Modell
wird allgemein als Dirac-Hartree (DH) Niherung der Selbstenergie bezeichnet.
Unter Beriicksichtigung der Fock-Beitrége ergibt sich dann die Dirac-Hartree-Fock
(DHF') Néherung der Selbstenergie, wobei allgemein auch andere Mesonen ausser
dem o- und w-Meson beriicksichtigt werden. Fiir die Komponenten der Selbstener-
gie ergibt sich in diesem Modell

2 2
S gcr gw
W=, X =i, (4.21)

mit der oben eingefiihrten skalaren Dichte p, und Baryonendichte p,. Mit (g;/m;)?
wird das Verhiltnisquadrat von Kopplungskonstante zur Masse des Mesons be-
zeichnet. Fiir die Mesonenmasse werden meist die empirischen Werte benutzt, so
dafl nur noch die Kopplungskonstanten geeignet gew#hlt werden miissen, u.a. der-
art, da} der Sattigungspunkt von Kernmaterie reproduziert wird. Zu X" liefern
nur die Fock-Terme Beitrédge, so daf hier XV = 0 gilt.

Typischerweise liegen die Selbstenergiebeitrage >° und ¥¥ am Sattigungspunkt in
der GroBlenordnung von ungefihr —300 bis —400 MeV, im Vergleich zu einer ty-
pischen Tiefe des Potentials von ca. —50 MeV. D.h. die relativ groflen Beitrdage
heben sich im Mittel zum grofiten Teil auf. Anhand der Gl.(4.10) sieht man fer-
ner, dafl der skalare Anteil der Wechselwirkung, also das o-Meson, Attraktion zum
Einteilchenpotential liefert, der vektorielle Anteil der Wechselwirkung, also das

59
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w-Meson, Repulsion. Ferner ist interessant zu bemerken, dafl aufgrund der Impul-
sunabhingigkeit der Selbstenergie-Beitrdge die gesamte Impulsabhédngigkeit des
Einteilchenpotentials von dem Faktor M*/Ej} herriihrt.

Im Gegensatz zur DH-N&dherung sind die Komponenten der Selbstenergie in der
DHF-N&herung abhéngig vom Impuls, und nicht mehr von ganz so einfacher Ge-
stalt wie in Gl.(4.21), so dafB fiir die expliziten Ausdriicke fiir die verschiedenen
Austausch-Mesonen auf [16] verwiesen sei.

Auch in der DHF-Naherung dominieren die vom o¢- und w-Meson herrithrenden
skalaren und vektoriellen Anteile der Selbstenergie, wobei jetzt aber iiber die Fock-
Terme das o-Meson Beitriige liefert zu X9, ebenso wie das w-Meson Beitrige zu 2
liefert. Die von den Fock-Beitragen stammende Impulsabhéngigkeit ist im Vergleich
zur DH-Nédherung in der Gréfilenordnung von ungefihr 10%, so dafl die Annahme
Y5, X9 = const. teilweise fiir qualitative Aussagen in einem ersten Schritt gerecht-
fertigt erscheint. Nichtsdestoweniger ist es im Allgemeinen erforderlich, die Fock-
Terme richtig zu beriicksichtigen, und damit auch die geringe Impulsabhéngigkeit.

4.2 Dirac-Brueckner-Hartree-Fock

Ziel der Dirac-Brueckner-Hartree-Fock (DBHF) Niherung ist es, die sich bereits
aus dem einfachen Walechka Modell ergebenden relativistischen Effekte in einer
mikroskopischen Beschreibung des Vielteilchenproblems mit einzubeziehen, wobei
als Ausgangspunkt eine realistische Nukleon-Nukleon Wechselwirkung dient, wie
sie in Kap.3 beschrieben wurde, und von der ausgehend eine effektive Nukleon-
Nukleon Wechselwirkung im Medium, die G-Matrix, abgeleitet wird.

Die G-Matrix ergibt sich aus der relativistischen Bethe-Goldstone Gleichung [49]

S s , &k oo M? QkP) - o
" q|P = ! "k : k,q|P 4.22
G 0P.0) = V@D + [ sV (@R g =GR AP (122
+k P+k

die in der hier angegebenen Form das Pendant zur Thompson Gleichung (3.37) als
dreidimensional reduzierte Streugleichung unter Beriicksichtigung von Pauli- und
Medium Effekten darstellt und im Ruhesystem der Kernmaterie angegeben ist.
Hierbei steht P = %(ﬁl + pa) fiir deg Schwerpunktsimpuls, ¢ = %(ﬁl — po) fiir den
Relativimpuls im Anfangszustand, k, ¢’ fiir den Relativimpuls im Zwischen- bzw.
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Endzustand zweier wechselwirkender Nukleonen im Medium. Der winkelgemittelte
Pauli-Operator @ beriicksichtigt, daB als Zwischenzustinde nur Zusténde oberhalb
der Fermi-Kante zuldssig sind. Die Startenergie ist durch w = 2E% g gegeben.
Zur Vereinfachung sind Spin- bzw. Helizitdts- und Isospin-Indizes sowie die k-
Abhéngigkeit nicht explizit angegeben.

Im Gegensatz zur Thompson Gleichung bzw. konventionellen BHF-Niherung wer-
den fiir die Berechnung der Matrixelemente nicht die Spinoren der freien Dirac-
Gleichung verwendet, sondern die durch Einfithrung der Selbstenergie modifizier-
ten Spinoren aus Gl.(4.1), was unmittelbar das Auftreten der effektiven Gréfien
M* und E* in Gl.(4.22) erklart.

Andererseits ist zur Bestimmung der effektiven Groflen die Kenntnis der G-Matrix,
genauer, die Operator-Struktur der G-Matrix erforderlich, um gem&f Gl.(4.17)
die Komponenten der Selbstenergie bestimmen zu koénnen, die wiederum in die
Losung der Dirac-Gleichung eingehen, deren Spinoren zur Berechnung der G-
Matrix benotigt werden, was unmittelbar auf ein Selbstkonsistenzproblem fiihrt.

Die Bestimmung der Operator-Struktur der G-Matrix ist jedoch weder trivial noch
eindeutig, so da§ von Brockmann und Machleidt [18] eine einfache Parametrisie-
rung des Einteilchenpotentials vorgeschlagen wurde, um daraus die Selbstenergie
zu bestimmen. Das Einteilchenpotential ist analog zu Gl.(4.20)

M M*?
U(k) = Re(k|S|k) = Re > (kp|G|kp — pk) (4.23)
p<kf p

als Summe {iiber die antisymmetrischen G-Matrixelemente definiert. Da in der
DBHF-Nédherung die G-Matrix, und damit die Selbstenergie, fiir & > £y kom-
plexwertig ist, wird das Einteilchenpotential iiber den Realteil definiert. Dieses
Potential wird nun durch ein Hartree-Potential

* *

M . M
_ _ _ Mg 4.24

U(k)

mit den Konstanten U; und U, parametrisiert, unter der Annahme, daf§ die Im-
pulsabhéngigkeit der Selbstenergie schwach ist, und deshalb vernachléssigt werden
kann. Durch DHF-Rechnungen, aber auch durch andere, genauere Untersuchun-
gen [26, 27, 23], ist bekannt, dafl die Impulsabhiéingigkeit der Selbstenergie relativ
gering ist, so dal die Annahme der Impulsunabhéngigkeit gerechtfertigt erscheint.
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Unter dieser Annahme konnen in einfacher Weise die beiden Konstanten U, und
Up bestimmt werden, wobei M* = M + U, die effektive Masse fiir den néchsten Ite-
rationsschritt darstellt. Dieses Verfahren wird solange wiederholt, bis die effektive
Masse M* konvergiert.

Eine andere Moglichkeit zur Bestimmung der Selbstenergie, wie sie in dieser Arbeit
verwendet wird und auch noch detaillierter beschrieben werden soll, besteht darin,
fiir die G-Matrix in geeigneter Weise einen Ansatz fiir die Operator-Struktur zu
wéhlen, um dann gemifl G1.(4.17) die Selbstenergie direkt berechnen zu kénnen,
und damit insgesamt die Dirac-Struktur der Nukleon Selbstenergie Gl.(4.2).

Als Ansatz wahlt man gewohnlich eine Entwicklung nach einem vollstéandigen Satz
von Zweiteilchen-Operatoren

G =Y 1" ®r? (4.25)

bestehend aus den 16 linear unabhéngigen Dirac-Matrizen
fm = {17, 0" "7, 7} (4.26)

wobei hier Iﬁ%) bedeutet, dafl der Dirac-Operator k,, auf den Spinor des Nukleons ¢
anzuwenden ist. Die Impulsabhéngigkeit als auch die Dichteabhéngigkeit des Ope-
rators G und der skalaren Amplitudenfunktionen I'"™ wurden vorerst unterdriickt.

Zur Bestimmung der Operator-Struktur der G-Matrix wird iiblicherweise die Bethe-
Goldstone Gleichung nicht im Ruhesystem der Kernmaterie gelost, sondern im
Schwerpunktsystem der beiden wechselwirkenden Nukleonen. Im Schwerpunktsy-
stem (P = 0) ergibt sich fiir die Bethe-Goldstone Gleichung [19, 22]

o o M2QURL P s")

d*k
Vg, k G(k,qls” 4.27
VD g GRS @

G(d.ds) = Va0 + [

Hier bezeichnet s* = 4P2 = 4(P% — P?) = 4E;* die invariante effektive Masse,
die die Rolle der Startenergie w in Gl.(4.22) einnimmt. Man beachte, daf hier der
Vierer-Schwerpunktsimpuls als P, = %(pl +po), definiert ist. ¢, ¢ und k bezeichnen
die Relativimpulse im End-, Anfangs- und Zwischenzustand. ) bezeichnet den
winkelgemittelten Pauli-Operator, der weiter unten angegeben wird.

Eine wesentliche und wichtige Vereinfachung bei der Losung der Bethe-Goldstone
Gleichung ergibt sich aus der Annahme, dafl die in der Bethe-Goldstone Gleichung
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eingehende Selbstenergie nicht vom Impuls abhéngt, d.h. man setzt
Y(k) = X5 — 480 = (M* — M) —/°%° (4.28)
mit 3° und X° als Konstanten, wobei diese iiblicherweise an der Fermi-Kante

gewdhlt werden, so daB z.B. fiir die effektive Masse M* = M*(k = ky) gilt.

Andererseits soll aus der G-Matrix aber gerade die Impulsabhéngigkeit bestimmt
werden, d.h. die in die Losung der Bethe-Goldstone Gleichung eingehende Annah-
me iiber die schwache Impulsabhéngigkeit der Selbstenergie mufl im Nachhinein
wieder verifiziert werden.

4.3 Technische Detalils

4.3.1 Lorentz-Transformation

Um die Operator-Struktur der G-Matrix im Ruhesystem der Kernmaterie aus der
Losung der Bethe-Goldstone Gleichung im Schwerpunktsystem der beiden wech-
selwirkenden Nukleonen zu erhalten, mufl diese Grofle entsprechend Lorentz trans-
formiert werden.

Die Lorentz-Transformation fiir einen beliebigen, im Ruhesystem der Kernmaterie
definierten Vierer-Vektor a* in das Schwerpunktsystem ist gegeben durch [51]

5 5,7 T F =0
. = a—+ 0y (—7 n lﬁ a—a ) (4.29)
a) = y(d"-f-ad) (4.30)

mit den Boost-Parametern

P AP%  \/s* 4+ 4P2 (431)

j=L d — —
= = un = =
PO v g* g*

: \/s*/4+]32

wobei a¥ den resultierenden Vektor im Schwerpunktsystem bezeichnet, und P*”

den Vierer-Schwerpunktsimpuls im Ruhesystem der Kernmaterie. s* = 4P =
4(Py? — P?) ist die bereits oben eingefiihrte invariante effektive Masse.

Wendet man die Lorentz-Transformation auf die Nukleonen im Eingangszustand
mit den Einteilchenimpulsen im Ruhesystem der Kernmaterie p; = P + ¢ und
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—

po = P — ¢ an, so erhélt man in der Tat im Schwerpunktsystem pj. = —ps. = ¢,
wobei ¢. den Relativimpuls im Schwerpunktsystem bezeichnet. Analoges gilt fiir
die Nukleonen im Endzustand.

Im Fall, da§ die Teilchen on-shell sind, es gilt also (pi°) = E*(p1) = \/p? + M*2,
so folgt aus (4.30), dafl ebenso gilt (pi2) = E*(p.) = \/p? + M*2. Damit kann der

Relativimpuls im Schwerpunktsystem in besonders einfacher Art und Weise aus
der invarianten effektiven Masse

s = AP P?) =4R?
(E*(QC) + E*(_qc))2
= 4(3% + M*?) (4.32)
zu

qc = ‘QC‘ = —§* — M*2 (433)

bestimmt werden.

4.3.2 Pauli-Operator

Fiir den winkelgemittelten Pauli-Operator ergibt sich im Schwerpunktsystem [22]

0 k<k_
©(|E|7 |ﬁ|75*) = ’yEﬁk;’fEf k_ S k< k?+ (434)
1 k>ke

wobel mit £} = ,/k‘fc + M*2 die Fermi-Energie bezeichnet wird und mit
k.= \/k‘fc — ﬂQEJ% und k= y(BEf + ky) (4.35)

die Grofen fiir die Impuls-Intervalle in (4.34). Die in @ angegebene Abhingigkeit
von dem im Ruhesystem der Kernmaterie definierten Schwerpunktsimpuls soll nur
die Abhéngigkeit von den oben definierten Boost-Parametern § und v verdeutli-
chen.

Im Vergleich zu Gl.(4.34) wird in [19] fir den Impuls-Bereich k- < k < k; der
etwas komplizierter aussehende Ausdruck

L\ [=28B [ 28Ef, o L e s o]
fora - )] { B - R 4 ) }
(4.36)
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angegeben. Dies ist jedoch genau das gleiche wie in Gl.(4.34), wie sich leicht zeigen
1a8t.

Unter Verwendung von 1—1/~% = 32 lift sich der Ausdruck Gl.(4.36) umschreiben

zu
—2F;

1{ ZE}k 2 2 2 2 2 V2
{2k3} + [( 5 )? +4(B°E} — EF + E; )1 (4.37)

wobei k* = E* — M** und k} = Ef* — M** benutzt wurde. Der Ausdruck verein-
facht sich mit

E*2
BEP - Ef = — ny; (4.38)
nach einer weiteren kleinen Umformung zu
vyE; — E%
ZTf (4.39)

was genau der vorangegangenen Behauptung entspricht.

4.3.3 Partialwellenentwicklung

Die Bethe-Goldstone Gleichung (4.27) wird, ebenso wie in Kap. 2.5.1 beschrieben,
in einer Partialwellenbasis entwickelt und mit Hilfe der Matrixinversion geltst.

Fiir die Partialwellenentwicklung geht man gewohnlich von den Matrixelementen
in der Ebenen-Welle Helizitatsdarstellung |gA\1\2) aus, wobei die Helizitdt A; des
Teilchens ¢ als Eigenwert zum Helizitétsoperator £ - p;/|p;| mit den Eigenwerten
i% definiert ist. Bezeichnet

(@XM (4.40)

ein solches Matrixelement in der |gA;A2)- Basis, so ergibt sich fiir das Matrixele-
ment in der Drehimpuls-Basis |JM A \y) [52]
+1
(NG (@) | MAe) = 27r/ d(cos9)dy (OGN N |G| A A2 ) (4.41)
—1 ’
wobei zur Abkiirzung A = A; — A und X = \| — A} benutzt wurde. ¥ bezeichnet
den Winkel zwischen ¢und ¢, und ¢/, ¢ bezeichnen die Betrige der Relativimpulse.
di%m, () sind die iiblichen reduzierten Drehmatrizen [53]. Die Umkehrtransforma-

tion ist gegeben durch

2J +1)

@xxienng = BN oonie e (4
J
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Die Anzahl der insgesamt unabhéngigen Matrixelemente (N \5|G” (¢, q)| A1 A\2) er-
gibt sich zum einen aus der Beschrinkung, dafl nur zu positiver Energie gehorende
Zustdnde betrachtet werden, d.h. Antinukleon-Zustidnde werden nicht beriicksich-
tigt, zum anderen aus der Beriicksichtigung der

1) Paritdtserhaltung
NG (s @) MA) = (=X = MG, q) = M = o)

2) Erhaltung des Gesamtspins
(MG, @)l Airz) = (MG (', @) |A2 = M)

3) Zeitumkehrinvarianz

(MG, @) MiAz) = (Mda|G7 (g, ¢) [N AL)

Hieraus ergibt sich, dal von den 4 x 4 = 16 moglichen Matrixelementen insgesamt
nur 6 linear unabhingig sind. Diese werden iiblicherweise gewéhlt zu [52]

Gl =(++|G(d, 9| ++) G =(++1|G(d.q)|——)
G{=(+—-1G(d,q)|+-) Gi{=(+-|G(d,q)|—+)
Gl =(++1G(d, 9l +-) GI=(+-1G(d, 9| ++) (4.43)

wobei GY = GY(q¢, q) bedeuten soll. + steht fiir die Helizitét i%. Aufgrund der
Zeitumkehrinvarianz gilt weiterhin

Gi(d',q) = G3(q,4) (4.44)

so daf} die Anzahl der linear unabhéngigen Matrixelemente im on-shell Fall, d.h.
q = ¢ und damit G{(¢?) = G{(¢?), auf letztendlich 5 reduziert wird.

Die G-Matrix ergibt sich dann in der gewohnten |JM LS)-Darstellung aus der
G-Matrix in der |JM A A2)-Basis geméfl der Transformation

(L'SJ|G(q,q)|LST) =
S A(LST[TMNAY NG (¢ @) | M) (TM A A | LS T)

A17A27)‘/17)‘/2

(4.45)

mit der Transformations-Matrix

2L +1
2J+1

<JMLS‘JM)\1/\2> == C(LS(], 0/\)0(81325; /\17 —)\2), A= )\1 - )\2 (446)
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wobel mit
C(J172J; M1M2)0mmy4my = (J1j2mamaljijajm,) (4.47)
die Clebsch-Gordan Koeflizienten bezeichnet sind.

Nach der Partialwellenentwicklung ergibt sich fiir die Bethe-Goldstone Gleichung
(4.27)

(NG (d, als™)[Md2) = (M V(e @) Mda)+

oo M2 Q(|k|,|P|, s*)
> dkE2IN NV (' k) by, b A
h17h2/0 < 1 2’ (q7 )’ 1 2> E)]z? /S* _ 2E;§

X <h1h2’G(k,q’S*)’)\1)\2> (448)

als System gekoppelter Integralgleichungen in der Partialwellen-Helizit&tsdarstel-
lung |JM A1 Ag). Diese konnen durch geeignete Linearkombinationen der Helizitats-
amplituden teilweise entkoppelt werden, wie in [52] ausfiihrlich dargestellt, so daf
man je eine ungekoppelte Gleichung fiir den Spin-Singulett (S = 0;L, L' = J)
und den ungekoppelten Spin-Triplett (S = 1; L, L’ = J) Fall erhilt, sowie vier
gekoppelte Gleichungen fiir den gekoppelten Triplett Fall. Ein vollkommen formal
dquivalentes Gleichungsystem erhélt man, wenn man unter Anwendung der Trans-
formation Gl.(4.45) die Bethe-Goldstone Gleichung anstatt in der |JM A;\;)-Basis
gleich in der |LSJ)-Basis angibt.

4.3.4 Operator-Struktur

Um die Dirac-Struktur der Nukleon Selbstenergie bestimmen zu konnen, ist es
geméfl Gleichung (4.17) erforderlich, die Operator Struktur der effektiven Wech-
selwirkung, der G-Matrix, fiir den Fall der on-shell Streuung im Ruhesystem der
Kernmaterie zu kennen. Daraus ergibt sich, dafl bei der Bestimmung der Operator-
Struktur der G-Matrix im Schwerpunktsystem (15 = 0) der beiden wechselwirken-
den Nukleonen nur Matrixelemente benétigt werden, fiir die der Streuwinkel ¢
zwischen den Relativimpulsen ¢ und ¢ auf ¢ = 0 eingeschrankt ist, und somit nur
der Betrag des Relativimpulses ¢ = |g] im Folgenden als Argument betrachtet wer-
den mufl. Ferner ergibt sich aus der vorangegangenen Diskussion, dafl insgesamt

nur fiinf Helizitdts-Matrixelemente linear unabhéngig sind.

Die exakte Operator-Struktur der G-Matrix ist jedoch als solches im Allgemeinen
nicht bestimmbar, so daf§ hierzu, wie bereits in G1.(4.25) und (4.26) angegeben,
ein hierfiir geeigneter Ansatz gewahlt wird.
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Gehen wir fiir den Moment von der in G1.(4.25) angegebenen Operator-Entwicklung

m=S,V,T,A,PS

— 151M13) _|_FV7( )fy( B +FT (1) ( Y
_ —|—FA ’yﬁl)’y( )’7( ) 7(2) + FPS "}/( )’7( ) (4.49)

fiir die G-Matrix aus, wobei im Folgenden der Einfachheit halber die Abhéngigkeit
vom Isospin unterdriickt wird, so ergibt sich fiir die fiinf Helizitdtsmatrixelemente
der G-Matrix in der Operator-Entwicklung

WMXlG(@MA)a = > Tp@)(sy s o — TR(@) (G w5 )x - (4.50)

m=8,V,T,A,PS

Der Index A an dem G-Matrixelement soll an dieser Stelle noch einmal beson-
ders verdeutlichen, dal wir als Losung der Bethe-Goldstone Gleichung antisym-
metrische Matrixelemente erhalten, und dies natiirlich auch bei der Operator-
Entwicklung beriicksichtigen miissen. Demnach folgt fiir den Ausdruck auf der
rechten Seite, daf sich dieser gerade als Summe aus dem direkten ,D“ und dem
Austausch- , X“ Matrixelement zusammensetzen muf.

Der Ausdruck in Gl.(4.50) kann unter Verwendung der Fierz-Transformation [54]

(ﬂllimUQ)(ﬂgﬁmU4) = Z me(ﬂlI‘LnUAl)(ﬂglﬁnUQ) (451)
n=S,V,T,A,PS
wobei
1
., = ZTI“(/’inFJm/inFJm) (4.52)
1 -1 - 1 -
1 -4 -2 0 -2 —4
= ;|12 0 2 0 1 (4.53)
4 -2 0 -2 4
-1 -1 1 1 1

die Fierz-Transformationsmatrix ist, noch weiter vereinfacht werden.

Verwendet man die Fierz-Transformation fiir G1.(4.50), so ergibt sich

<)\,1/\,2|G(Q)|/\1/\2>A = Z FQ(Q)<€7>\,1)‘/2|’€%)’€7(5)|A1A2@D (4.54)

m=S,V,T,A,PS
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d.h. das antisymmetrische G-Matrixelement 148t sich einfach darstellen als Summe
iiber die ,direkten“ Operator-Matrixelemente, jeweils multipliziert mit einer ska-
laren Amplitudenfunktion I}, die die Antisymmetrie richtig beriicksichtigt, und
iiber

@) =Th)~ > Ful%(q) (4.55)
n=8,V,T,A,PS

mit dem ,,direkten“ und ,, Austausch“- Amplituden verkniipft ist.
Die Gleichung (4.54) stellt insgesamt eine Matrixgleichung dar, die durch Inversion
der 5 x 5-Matrix
(@l w2 [ MAed) D (4.56)
invertiert und nach den Operator-Amplituden I'} aufgelost werden kann [22].
Verwendet man nun die Darstellung in Gl.(4.54) zur Bestimmung der Dirac-Struktur
der Nukleon Selbstenergie (4.17), so ergibt sich aus der Auswertung der Ausdriicke
KOTE[(p + M*)r] (4.57)

unter der Beachtung der Regeln zur Spurbildung von Dirac-Matrizen [55], dafi der
Ausdruck Gl.(4.57) nur Werte ungleich Null liefert fir x,, = 1 bzw. K, = "
Damit ergibt sich in einfacher Weise fiir die Komponenten der Selbstenergie

- M*
D) = g [ R B TSW)
0 Lofkrog v
X (k1) = _ﬁ/o d’k2 T4 (q)
1 ke oo ko'
D(h) = —5 [ &R 2 i) (4.58)

wobei k;;—12 die Einteilchenimpulse sind, aus denen sich mittels Gl.(4.33) der
Relativimpuls ¢ = ¢q(k1, k2) im Schwerpunktsystem ergibt, von denen die Operator-
Amplituden I'"} abhédngen. Interessant an Gl.(4.58) ist, dal zur Bestimmung der
Selbstenergie letztendlich nur die skalare I'j und die vektorielle I'Y, Operator-
Amplitude benétigt werden.

4.3.5 Aquivalenztheorem

Im Folgenden soll nicht in aller Vollstéindigkeit auf das sogenannte Aquivalenztheo-
rem [50] eingegangen werden. Vielmehr soll der Inhalt des Aquivalenztheorems am
prominentesten Beispiel, der Kopplung des m-Mesons, kurz erldutert werden.
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Wir betrachten hierzu das Matrixelement

I ) (4.59)

wie es im Potentialmatrixelement Gl.(3.5) fiir ein pseudovektoriell wechselwirken-
des m-Meson auftritt.

Fiir den on-shell Fall kénnen wir die Dirac-Gleichung anwenden und der Ausdruck
Gl.(4.59) 148t sich einfach umschreiben zu

Lo (@ Moiy® ug + T i M ow) =

L oM g in® (4.60)

d.h. man erhélt fiir das Matrixelement genau das gleiche Resultat, wie fiir ein pseu-
doskalar wechselwirkendes m-Meson, wenn die Kopplungskonstanten die Relation

G _ I
2M m,

(4.61)

erfiillen.

Damit ist die (triviale) Aussage des Aquivalenztheorems schon umschrieben. Fiir
die Darstellung der Matrixelemente, wie hier an diesem einfachen Beispiel gezeigt,
ist die Operator-Struktur, pseudoskalar oder pseudovektoriell, irrelevant, da diese
wie in der Gl.(4.60) beschrieben, dquivalent sind.

Andererseits ist aber unmittelbar ersichtlich, dafl der Operator der pseudovek-
toriellen Kopplung nicht nur ungleich dem Operator der pseudoskalaren Kopp-
lung ist, sondern, daf} er, aufgrund der expliziten Impulsabhéngigkeit, auch nicht
durch geeignete Linearkombinationen der Dirac-Matrizen Gl.(4.26) dargestellt wer-

den kann. Ebenso existiert fiir diesen auch keine geeignete Fierz-Transformation
Gl.(4.51).

Diese Nichteindeutigkeit der Operatoren ist, solange eine geeignete Aquivalenzbe-
ziehung existiert, fiir die Darstellung von Matrixelementen unbedeutend. Fiir die
Bestimmung der Komponenten der Selbstenergie G1.(4.17) indes, in die gerade die
Operator-Struktur eingeht, ist jedoch das Aquivalenztheorem als solches nicht an-
wendbar und das Ergebnis kann sehr wohl von der genauen Wahl der Operatoren
abhéngen.
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Um dieses Problem der Nichteindeutigkeit der Operator-Entwicklung, wie es be-
reits auftritt, wenn die effektive Wechselwirkung, die G-Matrix, durch die reine
Nukleon-Nukleon Wechselwirkung ersetzt wird, bestmdéglichst zu vermeiden, ist es
angebracht, die G-Matrix in zwei Anteile aufzuspalten

G=V+AG (4.62)

Der erste Anteil ist gerade die reine Nukleon-Nukleon Wechselwirkung, deren
Operator-Struktur bekannt ist, so dafl die Komponenten der Selbstenergie explizit
bestimmt werden kénnen. Der zweite Anteil bezeichnet den Restwechselwirkungs-
anteil und nur fiir diesen wird die Operator-Entwicklung Gl.(4.54) verwendet. Das
dies gerechtfertigt ist, soll weiter unten genauer besprochen werden.

4.4 Ergebnisse

In den folgenden Abschnitten wird zum einen ausfiihrlich auf die Bedeutung der
Aufspaltung der effektiven Wechselwirkung, der G-Matrix, in die beiden Anteile
der reinen Nukleon-Nukleon Wechselwirkung V' und den Restwechselwirkungsan-
teil AG, eingegangen.

Zum anderen werden die Ergebnisse angegeben und diskutiert, die sich aus der
selbstkonsistenten Dirac-Brueckner-Hartree-Fock Rechnung in Kernmaterie und
Neutronenmaterie ergeben. Ferner wird eine einfache Moglichkeit der Parametri-
sierung der G-Matrix besprochen.

4.4.1 Validierung G =V + AG

Wie oben schon diskutiert, ist die Operator-Entwicklung Gl.(4.54) abhéngig von
der Wahl der kovarianten Operatoren Gl.(4.26) und damit nicht eindeutig. Um die-
se Nicht-Eindeutigkeit besonders zu veranschaulichen, werden im Folgenden ver-
schiedene Komponenten der Nukleon-Nukleon Wechselwirkung diskutiert, wobei
hier als Beispiel das Bonn B Potential Tab. 3.2 dienen soll.

Betrachten wir als erstes Beispiel den m-Meson Austausch, wie er im Bonn B Po-
tential mit einer pseudovektoriellen 7-N Kopplung definiert ist. Wie bereits in
Kap.4.3.5 besprochen, sind die Matrixelemente der pseudovektoriellen Kopplung
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mit der pseudoskalaren dquivalent, so dafl sich in der Operatorentwicklung fiir
die Matrixelemente V, grofle Beitrige der Lorentz-Invarianten skalaren und vek-
toriellen Operator-Amplituden I'j und T'Y ergeben, die von den Fock-Beitrigen
des pseudoskalaren Operators stammen. Integrieren wir diese Amplituden wie in
G1.(4.58) angegeben, so ergeben sich ebenso grofie skalare (3°) und vektorielle
(X°) Komponenten der Selbstenergie.

Projektion Exakt
-300 20
[
/
/
-400 | /ot 110
/ S
/ — 3
/ 0
> / >
0 - H 4 1 0]
3 500 // 0 3
/
//
-600 | -~ t 1-10
-700 : : -20
0 0.5 0 05 1
k/k, k/k,

Abbildung 4.1: Selbstenergie m-Meson

Beitrige vom 7-Austausch zu der skalaren (X°) und vektoriellen
(X%) Komponente der Selbstenergie in Kernmaterie bei Séttigungs-
dichte ky = 1.36 fm~! in Abhingigkeit vom Einteilchenimpuls in
Einheiten von k. Projektion bezeichnet die Beitrége, wie sie sich
aus dem Projektionsverfahren ergeben (pseudoskalar), Ezakt die
Beitrage, wie sie sich direkt aus dem Bonn B Potential berech-
nen (pseudo-vektor). Man beachte insbesondere die unterschiedli-
che Energieskalierung auf beiden Seiten.

Diese Komponenten der Selbstenergie sind auf der linken Seite der Abb.4.1 dar-
gestellt. Sie wurden fiir Kernmaterie bei der Sittigungsdichte (k; = 1.36 fm™")
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berechnet und sind in Abhéngigkeit des Einteilchenimpulses k£ in Einheiten des
Fermi-Impulses k; angegeben. Zwei Dinge sind an dieser Abbildung besonders
beachtenswert. Zum einen, daf sich fiir die Komponenten der Selbstenergie in ab-
soluten Zahlen Betrige ergeben, die bis zu 600 MeV betragen. Dies allein wiirde
schon bedeuten, daf} die effektive Masse M* des Nukleons im Medium etwa 300
MeV betragen wiirde. Zum anderen die starke Abhéngigkeit vom Einteilchenim-
puls k, sowohl der skalaren als auch der vektoriellen Komponente der Selbstenergie
% und X°. Andererseits ist wegen der starken Aufhebung zwischen der skalaren
und vektoriellen Komponente der Beitrag zur Einteilchenenergie

e(k) = VM2 + k2 —xk)— M (4.63)

verhéltnisméafig klein.

Ein vollkommen anderes Bild ergibt sich, wenn man die Komponenten der Selbst-
energie direkt fiir die pseudovektorielle Kopplung berechnet. Diese sind zum Ver-
gleich in dem rechten Teil der Abb.4.1 dargestellt. Zum einen hat die skalare Kom-
ponente der Selbstenergie ein umgekehrtes Vorzeichen und liegt, ebenso wie die
vektorielle Komponente der Selbstenergie, vom Betrag in der Grofenordnung um
die 15 MeV. Zum anderen haben die Komponenten der Selbstenergie eine relativ
kleine Abhéngigkeit vom Einteilchenimpuls k.

Damit ist offensichtlich, dafl die Dirac-Struktur der Selbstenergie fiir die pseudos-
kalare und pseudovektorielle Kopplung vollkommen verschieden voneinander sind.
Andererseits ergibt sich aufgrund der Aquivalenz der Matrixelemente aber, daB die
Einteilchenenergie Gl.(4.63) identisch ist.

Diese Diskrepanz zwischen diesen beiden Kopplungen im Falle des m-Meson Aus-
tausches ist lange bekannt [2] und erklért sich einfach durch die Aquivalenz der
Matrixelemente fiir Spinoren, die zu den Loésungen der Dirac-Gleichung positiver
Energie gehoren. Diese Aquivalenz besteht jedoch nicht mehr, wenn man auch
Matrixelemente zwischen zu positiver und negativer Energie gehérende Spinoren
betrachten wiirde. Andererseits werden aber nur Matrixelemente von ersteren Spi-
noren betrachtet und unter Benutzung des Operator-Ansatzes analysiert, so dafl
sich im Falle des m-Mesons immer ein Ergebnis fiir eine pseudoskalare Kopplung
ergibt, die gerade zu diesen groflen Komponenten der Selbstenergie fithrt. Diese
entsprechen jedoch nicht im entferntesten den Beitrédgen, die eine pseudovektorielle
Kopplung liefert, wie sie durch die urspriingliche Nukleon-Nukleon Wechselwirkung
gegeben ist.
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Ein weiteres Beispiel, bei dem es zu einer solchen Unstimmigkeit kommt, ist der
Austausch des n-Mesons, dafl ebenfalls in den Bonn Potentialen mit einer pseu-
dovektoriellen Kopplung definiert ist. Die Komponenten der Selbstenergie, wie sie
sich aus dem Operator-Ansatz ergeben, sind im linken Teil der Abb.4.2 dargestellt,
und im Vergleich dazu wieder im rechten Teil die Beitrége, die sich aus der direkten
Berechnung fiir die pseudovektorielle Kopplung ergeben.

Projektion Exakt

[MeV]
[MeV]

0 05 0 05 1
ik, klk;
Abbildung 4.2: Selbstenergie n-Meson

Beitrdge vom n-Meson zur skalaren und vektoriellen Komponen-
te der Selbstenergie in Kernmaterie. Vgl. Abb.4.1 fiir weitere Ein-
zelheiten. Man beachte ebenfalls die unterschiedliche Skala fiir die

Energie

Ebenso wie im Falle des m-Mesons ergibt sich die offensichtliche Diskrepanz zwi-
schen dem Ergebnis unter Anwendung des Projektions-Formalismus und der di-

rekten Berechnung.
Der wesentliche Unterschied zwischen dem 7- und dem 7n-Meson jedoch besteht

in den absoluten Betrédgen, die sie letztendlich zu den Komponenten der Selbst-
energie beitragen. Diese Unterschiede ergeben sich einfach aufgrund der bereits in
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Kap.3.1.2 gefiihrten Diskussion. Zum einen ist das n-Meson, im Gegensatz zum
m-Meson, kein isovektorielles, sondern ein isoskalares Meson, so daf} sich die Fock-
Beitrdge zu den Komponenten der Selbstenergie aufgrund der unterschiedlichen
Isospin-Struktur um einen Faktor drei unterscheiden.

Wesentlich bedeutsamer ist jedoch der Unterschied der Kopplungskonstanten und
der Massen, wie sie sich aus Tab.3.2 ergeben. So hat das n-Meson gegeniiber dem

m-Meson eine um den Faktor drei kleinere Kopplungskonstante, andererseits eine

2
Qa=m,n’

so ist dieses fiir das m-Meson ungefdhr vierzigmal grofler als fiir das n-Meson,

viermal so groffie Masse. Betrachtet man nun einfach das Verhéltnis (g,/maq)

was einfach die Wichtigkeit des m-Mesons gegeniiber dem 7-Meson unterstreicht.
Vergleicht man dies nun mit aus den in Abb.4.1 und 4.2 ersichtlichen Werten, so
ist der Beitrag des m-Mesons zu den Komponenten der Selbstenergie nicht ganz
in dieser Gréflenordnung Vielfaches der Beitrdge des n-Mesons, aber immer noch
ein merkliches Vielfaches dieser Beitrdge. Der Grund hierfiir liegt darin, dal die
zu den Komponenten der Selbstenergie beitragenden Fock-Terme nicht direkt mit
dem Verhéaltnisquadrat aus Kopplungskonstante und Masse des Mesons skalieren.
Nichtsdestotrotz stellt dieses Verhéltnis einen guten Parameter dar, um vorab die
Wichtigkeit der einzelenen Mesonen zu klassifizieren.

Als letztes Beispiel sei das p-Meson angefiihrt. Der p-Meson Austausch im Bonn B
Potential enthélt neben der Vektor-Kopplung auch eine starke Tensor-Kopplung
(Pauli-Kopplung) fiir die p-N Wechselwirkung. Ebenso wie die pseudovektorielle
Kopplung kann diese nicht vollstdndig durch den Operator-Ansatz dargestellt wer-
den. Ferner fehlt fir diese Kopplung auch eine einfache Aquivalenzbeziehung wie
im Falle der pseudoskalaren- und pseudovektoriellen Kopplung, so daf} eine direkte
Gegeniiberstellung von verschiedenen Kopplungen nicht moglich ist, die vielleicht
die Diskussion etwas erleichtern kénnte.

Die Ergebnisse, die der p-Meson Austausch zu den Komponenten der Selbstenergie
liefert, sind in der Abb.4.3 dargestellt. Die Beitrége, die sich aus der Anwendung
des Projektions-Formalismuses ergeben, sind auf der linken Seite angegeben, und
die aus der direkten Berechnung auf der rechten Seite.

Auch im Fall des p-Mesons liefert der Operator-Ansatz ein anderes Ergebnis als
die direkte Berechnung. Wahrend die Abhéngigkeit vom Einteilchenimpuls k£ noch
relativ dhnlich ist, so sind doch die absoluten Betrige bemerkenswert unterschied-
lich, in der Art, dal der Operator-Ansatz in etwa um 40 MeV grofiere Beitrige
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liefert als die direkte Berechnung.

Projektion Exakt
50 50
40 T 140
- ZS
30 ¢ N 130
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° Bl
-10 ¢ +-—————"""""7-10
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k/k, k/k,

Abbildung 4.3: Selbstenergie p-Meson

Beitrdge vom p-Meson zur skalaren und vektoriellen Komponente
der Selbstenergie in Kernmaterie. Vgl. Abb.4.1 fiir weitere Einzel-
heiten.

Aus den drei vorgenannten Beispielen ergibt sich nun einfach, daf§ der in Gl.(4.54)
angegebene Operator-Ansatz zur Bestimmung der Komponenten der Selbstenergie,
zumindestens fiir die reine Nukleon-Nukleon Wechselwirkung, ungeniigend ist. Die
in den Bonn Potentialen verwendeten restlichen Mesonen, dafl o-, w- und 6-Meson,
werden zwar richtig beschrieben, hier stimmt der Ansatz mit den Kopplungen der
Mesonen ja exakt iiberein, aber insbesondere die Dominanz des m-Mesons fiihrt zu
Komponenten der Selbstenergie, die mit dem exakten Ergebnis in keinster Weise
im Einklang stehen.

Aus diesem Grund ist es ratsam, die effektive Wechselwirkung G in die bei-
den Anteile der reinen Nukleon-Nukleon Wechselwirkung V' und den Restwech-
selwirkungsterm AG aufzuspalten Gl.(4.62), um die sich aus dem Projektions-
Formalismus ergebenden Unstimmigkeiten bestmoglichst zu minimieren. Zumin-
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destens die, die sich allein aufgrund der Anwendung des Operator-Ansatzes auf
die reine Nukleon-Nukleon Wechselwirkung ergeben.

Skalar Vektor
-250 ‘ ‘ -250
6 /
———V
-300 t + 1 -300
3 3
$ 30 / | =350 2
U)N OI/\]
-400 + 1 1 —400
-450 ‘ ‘ -450
0 05 0 05 1
ik, ky/k;

Abbildung 4.4: Vergleich Selbstenergie von V und G

Skalare (X9 linke Seite) und vektorielle (X°, rechte Seite) Kompo-
nente der Nukleon Selbstenergie in Kernmaterie bei ky = 1.36 fm~!
in Abhéngigkeit vom Einteilchenimpuls in Einheiten k;. Beitrdge
der Nukleon-Nukleon Wechselwirkung V' (Bonn B, gestrichelte Li-
nie) im Vergleich zur G-Matrix (durchgezogene Linie)

Fiir die reine Nukleon-Nukleon Wechselwirkung werden also die Komponenten der
Selbstenergie direkt berechnet, da fiir sie die explizite Operatorstruktur trivialer-
weise bekannt ist. Fiir den Restwechselwirkungsterm AG, der gerade die durch
Korrelationen verursachten Effekte enthélt, die iiber die reine Hartree-Fock Néhe-
rung hinausgehen, wird hingegen der Operator-Ansatz zur Analyse und anschlie-
Benden Bestimmung der Komponenten der Selbstenergie benutzt. Die Selbstener-
gie fiir die G-Matrix ergibt sich dann einfach, indem man zu letzteren noch die
exakten Beitridge, die vom Potential V' kommen, hinzuaddiert. Es verbleibt aller-
dings noch zu priifen, ob hierdurch tatsdchlich ein annehmbares Ergebnis erzielt
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wird.

Um das hier verwendete Vorgehen besser zu veranschaulichen und die Diskussion
zu erleichtern, sind in Abb.4.4 die Komponenten der Selbstenergie, in Abhéngigkeit
des Einteilchenimpulses k& und bei fest gewidhlter Dichte £y = 1.36 fm™', darge-
stellt.

Im linken Teil der Abbildung ist der skalare Anteil (X°), im rechten Teil der
vektorielle Anteil (X%) der Selbstenergie in Abhiingigkeit vom Einteilchenimpuls
k dargestellt. Die gestrichelten Linien geben die Beitrdge an, die sich direkt vom
Potential ergeben, wobei hier wieder das Bonn B Potential gewdhlt wurde. Die
durchgezogenen Linien stellen die Anteile der Selbstenergie dar, die sich fiir die
G-Matrix ergeben.

Die Beitriage zur Selbstenergie, wie sie sich fiir das Potential ergeben, setzen sich
aus den zuvor schon besprochenen Beitrdgen des 7-, n- und p-Meson zusammen,
die ungefihr in der Gréfenordnung von +20 MeV fiir die skalare, und —20 MeV
fiir die vektorielle Selbstenergie liegen. Hinzukommen die Beitrége des o-, w- und
0- Mesons.

Der Beitrag des 6-Mesons zu den Komponenten der Selbstenergie ist aufgrund der
kleinen Kopplungskonstante und der grofien Masse relativ klein. Er 148t sich bei-
spielsweise aus den Werten fiir das n-Meson fiir die pseudoskalare Kopplung aus
Abb.4.2 abschétzen, analog zum oben durchgefithrten Vergleich zwischen dem 7-
und n-Meson. Da das 6-Meson ein Isovektor-Meson ist, liefert es im System der
Kernmaterie nur Fock-Beitréage zu der Selbstenergie, die um den Faktor drei grofier
sind, als sie fiir ein vergleichbares isoskalares Meson wéren, und, bis auf das Vor-
zeichen fiir die skalare Selbstenergie, mit den Fock-Beitrdgen eines pseudoskalaren
Mesons iibereinstimmen. Setzt man noch das Verhéltnis (ga/ma)?—s, fir das 6-
und n-Meson in Relation, so ergibt sich vom Betrag her ein Beitrag des 6-Mesons
von ungefdhr 6 MeV zu den Komponenten der Selbstenergie, d.h. die verschiede-
nen Mesonen des betrachteten Bonn Potentials liefern in der Summe einen Beitrag
zu den Komponenten der Selbstenergie, der in etwa 30 MeV betrégt, ohne das o-
und w-Meson bisher beriicksichtigt zu haben.

Vergleichen wir dies nun mit den Werten fiir das Potential V' in Abb.4.4, die in der
Groflenordnung von —420 MeV bis —400 MeV liegen, so wird an dieser Stelle noch
einmal besonders deutlich, dafl das o- und w- Meson bekanntermafien nicht nur
die grofiten, sondern die dominierenden Beitrige zu den Komponenten der Selbst-
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energie liefern [16], was einfach auf die Hartree-Beitrage Gl.(4.21) zuriickzufithren
ist. Interessant ist auch zu sehen, daf die skalare und vektorielle Selbstenergie rela-
tiv ahnlich sind, was dazu fiihrt, dal das Einteilchenpotential zu positiven Werten
tendiert und man damit keine Bindungsenergie fiir das System Kernmaterie erhélt,
wenn keine Korrelationen beriicksichtigt werden, die iiber die reine Hartree-Fock
Néherung hinausgehen, unter Benutzung von realistischen Nukleon-Nukleon Wech-
selwirkungen.

Durch Beriicksichtigung der in AG enthaltenen Korrelationseffekte erhilt man die
in Abb.4.4 durchgezogenen Linien fiir die G-Matrix. Zuallererst sind zwei Punkte
augenfillig. Zum einen reduzieren die in AG beriicksichtigten Korrelationseffekte
vom Betrag her sowohl den skalaren als auch den vektoriellen Anteil der Selbstener-
gie der reinen Nukleon-Nukleon Wechselwirkung, wobei eine stirkere Reduktion
des vektoriellen Anteils erfolgt als fiir den skalaren Anteil. Dies kann in dem Sinne
verstanden werden, vgl. auch Diskussion Kap.2.5, dafl die kurzreichweitigen Kor-
relationen zu einer Verringerung der Relativwellenfunktion bei kurzen Absténden
der beiden wechselwirkenden Nukleonen fithrt. Durch diese Reduktion der Wel-
lenfunktion wird aber auch der Effekt des o- als auch des w-Austausches verrin-
gert. Beriicksichtigen wir nun, dafl das w-Meson aufgrund seiner gréferen Masse
(my, = 783 MeV) eine kiirzere Reichweite hat als das o-Meson (m, = 550 MeV),
so ist die Reduktion der kurzreichweitigen Anteile der Relativwellenfunktion fiir
das w-Meson bedeutender als fiir das o-Meson. Andererseits liefert das w-Meson
fiir die vektorielle Selbstenergie X° den dominierenden Beitrag, das o-Meson ent-
sprechend fiir die skalare Selbstenergie ¥°. Dies erklirt somit, da die vektorielle
Komponente der Selbstenergie X° durch den Restwechselwirkungsterm AG stiirker
reduziert wird als es fiir die skalare Komponente ¥° der Fall ist. Diese unterschied-
liche Auspragung der Korrelationseffekte auf die Komponenten der Selbstenergie
der Nukleon-Nukleon Wechselwirkung fithrt somit zu einem attraktiven Einteil-
chenpotential und, infolgedessen, zu Bindungsenergie in Kernmaterie.

Der zweite Punkt ist die Impulsabhéngigkeit der Komponenten der Selbstenergie.
Wie sich aus der Abb.4.4 ergibt, fithrt der Restwechselwirkungsterm AG zu einer
nahezu konstanten Verschiebung, so dafl die Impulsabhéngigkeit der Komponen-
ten der Selbstenergie vollstéindig durch die freie Nukleon-Nukleon Wechselwirkung
gegeben ist. Dieses Ergebnis fiir die Impulsabhéngigkeit kann nun auch mitbenutzt
werden, um die Sinnhaftigkeit des Operatoransatzes allein fiir den Restwechselwir-
kungsterm AG zu begriinden.
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Wie oben ausfiihrlich diskutiert wurde, liefert insbesondere der m-Austausch fiir
die Helizitdtsmatrixelemente der Nukleon-Nukleon Wechselwirkung V', und damit
der effektiven Wechselwirkung G, die dominierenden Beitréige. Dies ergibt sich
schon aus der Betrachtung des Verhéltnisses (g,/mq)?, daB fiir @ = 7 in etwa um
den Faktor 20 bis 25 grofler ist als fiir das o- und w-Meson. Diese Dominanz des
m-Austausches fiithrt dann letztlich auf die in Abb.4.1 aufgezeigte Diskrepanz fiir
die Komponenten der Selbstenergie, unter Anwendung des Operatoransatzes, und
insbesondere zu einer starken Impulsabhéngigkeit. Eben eine solche starke Impul-
sabhéngigkeit wurde beispielsweise in [24] beobachtet, die mit der vorangegangenen
Erlauterung aber nun mehr als verstédndlich ist.

Andererseits wurde aber noch einmal gezeigt, dal unter Benutzung der , richtigen®
Operator-Struktur der einzelnen Mesonen zur Berechnung der Komponenten der
Selbstenergie, allein fiir die reine Nukleon-Nukleon Wechselwirkung, die Beitréige
vom o- und w-Meson dominieren.

Analysieren wir nun nur den Restwechselwirkungsanteil AG mit Hilfe des Operator-
Ansatzes, so wird gerade dieser vom 7-Austausch dominierende Beitrag vermieden.
Ferner ergibt sich aus dem oben durchgefiihrten Vergleich zwischen dem Operator-
Ansatz und der exakten Berechnung der Komponenten der Selbstenergie fiir die
verschiedenen Kopplungen, dal zumindestens eine starke Impulsabhéngigkeit ein
Indiz ist, dafl der Operator-Ansatz nicht ausreichend die eigentliche, und letztlich
unbekannte Operator-Struktur moglichst gut beschreibt. Aber eine solche starke
Impulsabhéngigkeit kann in Abb.4.4 nicht festgestellt werden, so dafi dieses Vor-
gehen, die G-Matrix in

G=V+AG (4.64)

aufzuspalten, und den Operator-Ansatz nur fiir den Restwechselwirkungsanteil AG
zu verwenden, als gerechtfertigt erscheint.

4.4.2 Bindungsenergie in Kernmaterie

Nach der ausfiihrlichen Diskussion iiber die Anwendung des Projektions-Verfahrens
bzw. Verwendung eines Operator-Ansatzes fiir den Restwechselwirkungsanteil AG
kénnen nun die Gleichungen des Dirac-Brueckner-Hartree-Fock Verfahrens selbst-
konsistent geltst werden.
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Als Ergebnis ergeben sich die Grundzustandseigenschaften wie sie in der Abb.4.5
und in den folgenden Tabellen 4.1, 4.2 und 4.3 dargestellt sind.

Kernmaterie
:/’

10 3
3 0
2,
<
L

_10 L

-20

0.9 11 13 15 1.7 19
k [fm ]
Abbildung 4.5: Bindungsenergie Kernmaterie

Bindungsenergie pro Nukleon in Abhéngigkeit von dem Fermi-
Impuls ky fiir die Potentiale Bonn A, B, C. Der offene Kasten stellt
den Séttigungsbereich dar. Die Punkte auf den Linien geben den
Sattigungspunkt fiir die Potentiale wieder.

In Abb.4.5 ist die Bindungsenergie pro Nukleon in Abhéngigkeit vom Fermi-Impuls
k; fiir die verschiedenen Potentiale Bonn A, B und C dargestellt. Der Punkt auf den
Kurven gibt jeweils den S&ttigungspunkt fiir die Zustandsgleichungen an. Durch
den eingezeichneten Kasten in der Abbildung ist der Séttigungsbereich fiir Kern-

materie dargestellt.

Die in der Abb.4.5 eingezeichneten Kurven ergeben sich aus den in den Tab.4.1,
4.2 und 4.3 angegebenen Werten. In diesen Tabellen ist die effektive Masse M* =
M*(k = ky) an der Fermi-Kante angegeben, sowie das Verhéltnis zwischen der

effektiven Masse und der Masse des Nukleons.

Neben der Bindungsenergie pro Nukleon E/A sind auch noch die verschiedenen
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Beitrige angegeben, aus der sich die Bindungsenergie zusammensetzt. Dies ist zum
einen die kinetische Energie, sowie die Beitrige, die zum einen von dem Potential
V', zum anderen von dem Restwechselwirkungsanteil AG stammen, vgl. G1(4.13).

Bonn A

k M*  M*/M  EJ/A E(kin) E(V) E(AG)
[fm™]  [MeV] MeV]  [MeV] [MeV] MeV]

1.00 766.123 0.816 —11.05 11.75 =545 —17.35
1.10  723.369 0.770 —12.23 13.68 —5.18 —20.73
1.20 675877 0.720 —-13.55 1527 —-3.50 —25.32
1.30  624.957 0.666 —14.88  16.12 0.58 —31.59
1.36 592.843 0.631 —1542  15.99 4.82 —36.24
1.40  571.106 0.608 —15.58  15.55 8.64 —39.77
1.50 515882 0.549 —-14.96 12.60 2291 —50.46
1.60 460.332 0.490 —12.13 5.90  46.52  —64.55
1.70  406.423 0.433 —-6.31 —6.02 83.04 —83.33
1.80  356.702  0.380 3.96 2398 135.24 —107.30

Tabelle 4.1: Ergebnisse fiir Bonn A

Ergebnistabelle fir die effektive Masse M* = M*(k;) an der
Fermi-Kante und deren Verhéltnis mit der Nukleonmasse M, die
Bindungsenergie pro Nukleon und deren Aufspaltung in die ki-
netische (F£(kin)), Hartree-Fock (E(V')) und Restwechselwirkungs-
(E(AG)) Energie.

Anhand der in den Tabellen dargestellten Werte 148t sich noch einmal verdeutli-
chen, was es bedeutet, Korrelationen iiber die reine Hartree-Fock Néherung hin-
aus unter Verwendung von realistischen Nukleon-Nukleon Wechselwirkungen zu
beriicksichtigen. Nehmen wir hierzu beispielsweise die in Tab.4.1 angegebenen
Werte, wie sie sich unter Verwendung des Potentials Bonn A ergeben. Bei der
Sattigungsdichte ky = 1.36 fm ™! ergibt sich ein Wert fiir die Energie pro Nukleon
von ungefahr +20 MeV, ohne Beriicksichtigung von Korrelationen, d.h. man erhélt
kein gebundenes System. Dies ist, wie in Kap.2.5 erldutert, auf den stark repulsiven
Anteil der reinen Nukleon-Nukleon Wechselwirkung zuriickzufithren. Werden Kor-
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relationen iiber die reine Hartree-Fock Nédherung hinaus beriicksichtigt, so ergibt
sich ein zusétzlicher Beitrag zur Energie pro Nukleon von ca. —36 MeV und erst
damit erh&lt man den angegebenen Betrag von rund —16 MeV Bindungsenergie.

Bonn B

k M*  M*/M  EJ/A E(kin) E(V) E(AG)
[fm™]  [MeV] MeV] [MeV] [MeV] MeV]

1.00 769.667 0.820 —10.65 11.78  —2.58 —19.85
1.10  726.597 0.774 —11.59 13.73 —-143 —23.89
1.20 680.284 0.725 —12.59 15.38 1.21 —-29.18
1.30  629.886 0.671 —13.48 16.33 6.33 —36.13
1.36  598.519 0.638 —13.67 16.32 11.14 —41.13
1.40 576.876 0.614 —13.57 1595 1536  —44.87
1.50  522.223 0.556 —12.18 13.33 30.43  —55.95
1.60  467.491 0.498 —8.51 724 5439 —70.15
1.70  414.074 0.441 —-1.82 —-3.78 90.68 —88.72
1.80  364.722  0.388 9.26 —20.47 141.87 —-112.14

Tabelle 4.2: Ergebnisse fiir Bonn B

Siehe Anmerkungen Tab.4.1
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Bonn C
ky M*  M*/M  EJA Ekin) E(V) E(AG)
[fm™]  [MeV] MeV] [MeV] [MeV] MeV]
1.00 770943 0.821 —10.38 11.79 1.29 —23.45
1.10 728.642 0.776 —11.17 13.75 3.62  —28.55
1.20  682.118 0.727 —11.95 15.43 7.64 —35.00
1.30 632.353 0.674 —12.49 16.43 14.24 —43.15
1.36  600.918 0.640 —12.41 16.46  20.00 —48.87
1.40 579.820 0.618 —12.10 16.15 2481 —-53.07
1.50  525.683 0.560 —10.09 13.72 4135 —65.16
1.60 471.585 0.502 —5.67 798 66.46 —80.11
1.70  419.080 0.446 1.86 =237 103.23  —99.00
1.80  370.218  0.394 13.77 —18.17 154.21 —122.26

Tabelle 4.3: Ergebnisse fiir Bonn C

Siehe Anmerkungen Tab.4.1
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Als Beispiel fiir die Impulsabhéingigkeit ist in Abb.4.6 die effektive Masse M*(k)
in Abhéngigkeit von der Dichte dargestellt, wie sie sich unter Verwendung des
Projektions-Formalismuses ergibt. Die schraffierte Fléche gibt den Impulsbereich
von M*(k) bei jeder Dichte mit dem Fermi-Impuls k; wieder. Die Werte gehoren
zu den Rechnungen unter Verwendung des Bonn B Potentials.

Kernmaterie
Bonn B
1
2
s
05
1 15
k, [fm ]

Abbildung 4.6: Vergleich M* in Kernmaterie

Die schraffierte Flache gibt den Impulsbereich zu jeder Dichte fiir
M*(k) an. Zum Vergleich ist M* aus der Analyse der Einteilchen-
energie (k) als durchgezogene Linie dargestellt.

Zum Vergleich ist ebenfalls die effektive Masse M* als durchgezogene Linie einge-
zeichnet, wie sie sich aus der Analyse der Einteilchenenergie e(k) ergibt, vgl.[18].
Diese Analyse ist in der Verwendung wesentlich einfacher als die Anwendung des
Projektions-Formalismuses, und wie man sieht, ergeben sich &hnliche Ergebnisse
fiir die effektive Masse, auch wenn sich natiirlich aus dieser Analyse keine Impul-
sabhéngigkeit der effektiven Masse ableiten 1483t.

Damit ergibt sich fiir die effektive Masse M* im System der Kernmaterie aus den
beiden Verfahren kein signifikanter Unterschied. Die sich aus dem Projektions-
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Formalismus ergebende Impulsabhéngigkeit ist relativ gering und scheint damit
tatsdchlich fiir die Bestimmung der effektiven Masse keine besondere Rolle zu
spielen. Vergleicht man die Bindungsenergien, wie sie sich zum einen aus dem
Projektions-Verfahren, zum anderen aus der Analyse der Einteilchenenergie ¢(k)
[49] ergeben, so sind diese bis auf vernachlissigbar kleine Unterschiede identisch
und werden aus diesem Grund an dieser Stelle nicht extra gegeniibergestellt.

4.4.3 Neutronenmaterie

Ergibt sich fiir das System der Kernmaterie kein relevanter Unterschied zwischen
der Projektions-Methode und der Analyse der Einteilchenenergie (k) zur Bestim-
mung der effektiven Masse M*, abgesehen davon, dal man im letzteren Fall keine
Aussagen zur Impulsabhéngigkeit der effektiven Masse machen kann, und ande-
rer Grundzustandseigenschaften der Kernmaterie, so ergibt sich im Fall isospin-
asymmetrische Materie ein anderes Bild.

Wenden wir uns dem einfachsten Fall isospin-asymmetrischer Materie zu, der Neu-
tronenmaterie. Im Fall der Neutronenmaterie kann das Projektionsverfahren ge-
nauso wie im diskutierten Fall der Kernmaterie durchgefiihrt werden. Insbesondere
betrifft dies natiirlich die Giiltigkeit des Operator-Ansatzes fiir den Restwechsel-
wirkungsteil AG.

In Abb.4.7 ist wieder die effektive Masse M*(k) in Abhéngigkeit von der Dichte
dargestellt, wie sie sich unter Verwendung des Projektions-Formalismuses ergibt.
Ebenso stellt die schraffierte Fliche den Impulsbereich von M*(k) bei jeder Dichte
mit dem Fermi-Impuls k; dar. Die sich aus der Analyse der Einteilchenenergie (k)
ergebende effektive Masse ist wieder als durchgezogene Linie dargestellt.

Im Gegensatz zur Kernmaterie ergibt sich nun, daf3 die sich aus der Analyse der
Einteilchenenergie €(k) ergebende effektive Masse M* iiber den gesamten Dich-
tebereich eine merklich groflere effektive Masse, und damit eine kleinere skalare
Komponente der Selbstenergie X° liefert, als es fiir das Projektions-Verfahren der
Fall ist. Dies steht im Einklang mit einer Untersuchung von Ulrych et.al. [21],
in der eine Parametrisierung der effektiven Wechselwirkung G von Boersma und
Malfliet [23] benutzt wurde, um gerade verschiedene Methoden zur Bestimmung
der effektiven Masse M* in asymmetrischer Materie zu vergleichen.

Es 148t sich somit an dieser Stelle festhalten, dafl die Analyse der Einteilchenenergie
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e(k) im Allgemeinen nicht geeignet ist, um die Dirac-Struktur der Selbstenergie
in asymmetrische Materie zu bestimmen; auch wenn dies im Fall der Kernmaterie
durchaus moglich erscheint.

Neutronmaterie

Bonn B
09
0.7 +
2
s
05
0.3+
1 15 2
K [fm”]

Abbildung 4.7: Vergleich M* in Neutronenmaterie

Die schraffierte Fliache gibt den Impulsbereich zu jeder Dichte fiir
M*(k) an. Zum Vergleich ist M* aus der Analyse der Einteilchen-
energie (k) als durchgezogene Linie dargestellt.

Interessant ist zu sehen, wie sich dieser Unterschied zwischen den effektiven Mas-
sen aus Abb.4.7 auf die Bindungsenergie pro Nukleon auswirkt. Diese sind in der
Abb.4.8 dargestellt. Obwohl sich die effektiven Massen M* der beiden verschie-
denen Methoden merklich unterscheiden, so ergibt sich jedoch fiir die Bindungs-
energie bei kleinen Dichten kaum ein Unterschied. Erst zu grofleren Dichten hin
wird deutlich, dafl die Bindungsenergie im Fall der Analyse der Einteilchenenergie
(k) die Bindungsenergie unter Verwendung der Projektionsmethode unterschitzt.
Bei Dichten um 0.4 fm ™3, was gerade der 2.5-fachen Sittigungsdichte entspricht,
betrégt der Unterschied in etwa 10 Prozent.
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Bonn A
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Abbildung 4.8: Energie pro Nukleon in Neutronenmaterie

Energie pro Nukleon in Abhéngigkeit von der Dichte unter Verwen-
dung des Bonn A Potentials fiir Projektions-Methode (durchgezo-
gene Linie) und Analyse der Einteilchenenergie €(k) (gestrichelte
Linie)

4.4.4 Parametrisierung und Anwendung

Wie wir bereits in Abb.4.4 festgestellt haben, bewirken die durch die Restwechsel-
wirkung AG beriicksichtigten Korrelationen im wesentlichen eine konstante Ver-
schiebung der Komponenten der Selbstenergie, bezogen auf die reine Nukleon-
Nukleon Wechselwirkung V. D.h. unter anderem auch, daf} die Impulsabhéngig-
keit der Selbstenergie hauptséchlich durch die Nukleon-Nukleon Wechselwirkung
gegeben ist.

Diese einfache Erkenntnis wird im Folgenden anhand der sich aus der Projektions-
Methode ergebenden Operator-Amplituden Gl.(4.55), aus denen letztlich die zur
Restwechselwirkung AG gehorenden Komponenten der Selbstenergie bestimmt
wurden, noch einmal veranschaulicht werden. Weiterhin ergibt sich unmittelbar
daraus in einfachster Art und Weise eine Moglichkeit zur Parametrisierung des
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Restwechselwirkungsanteils AG.

Hierzu betrachten wir die auf der linken Seite der Abb.4.9 dargestellten Opera-
toramplituden. Diese ergeben sich aus der Analyse der Restwechselwirkung AG
unter Verwendung des Operator-Ansatzes. Als Beispiel wurde hier eine Rechnung
bei Séttigungsdichte k; = 1.36 fm~" unter Verwendung des Bonn B Potentials
gewdhlt. Die Impulsabhéingigkeit der Operatoramplituden bezieht sich auf dem im
Schwerpunktsystem definierten Relativimpuls Gl.(4.33).

Amplituden Fit
0
—— @ —_
e SN Sl St Sk S
T
>
()
=
© == —_— b ]
o ~<
=, N
< =10 r 1 — scalar, isoscalar
L \| e—e scalar, isovector
— —— vector, isoscalar
@ — -@ vector, isovector
_15 I |
0 0.5 0 0.5 1
alk alk,

Abbildung 4.9: Operator Amplituden

Auf der linken Seite sind die antisymmetrischen Operatoramplitu-
den I'y aus der Analyse von AG in Abhiingigkeit vom Relativimpuls
im Schwerpunktsystem in Einheiten des Fermi-Impulses k¢ darge-
stellt bei Séttigungsdichte ky = 1.36 fm~! . Auf der rechten Seite
die fiir die Parametrisierung dazugehorigen Konstanten.

Dargestellt sind nur die skalaren und vektoriellen Operatoramplituden, wie sie
letztlich in die Selbstenergie eingehen. An dieser Stelle werden ferner die verschie-
denen Isospin-Komponenten unterschieden.

Aus der Losung der Bethe-Goldstone Gleichung ergeben sich Operator-Amplituden
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sowohl fiir den Isospin 7' = 0 als auch fiir 7" = 1, die im Folgenden durch FZTZM
bezeichnet werden mogen. Mit diesen Amplituden werden nun geméf

.. 1 . A

e = Z(srf*wrffo)

. 1 .

sy = Z(F;T—l—rff—o) (4.65)

die isoskalare (is) und isovektorielle (iv) Komponente der Operatoramplituden
definiert, wobei der Index ¢« = S,V fiir die skalare bzw. vektorielle Operator-
Amplitude steht. Wir unterscheiden damit die skalare isoskalare bzw. isovektorielle
und die vektorielle isoskalare bzw. isovektorielle Operatoramplitude. Diese kénnen
im Mesonen-Austausch Bild mit den Beitrdgen von dem o- bzw. 6-Meson und dem
w- bzw. p-Meson veranschaulicht werden.

Anhand der Abb.4.4 wurde bereits festgestellt, daf§ die Restwechselwirkung AG
zu einer konstanten Verschiebung der Komponenten der Selbstenergie der rei-
nen Nukleon-Nukleon Wechselwirkung fiihrt, die nahezu unabhéngig vom Impuls
des Nukleons ist. Diese konstante Verschiebung, mit der einhergehenden gerin-
gen Impulsabhéngigkeit, spiegelt sich auch bei den antisymmetrischen Operator-
Amplituden I'Yy wieder. Eine deutlichere Abweichung von einem konstanten Wert
ergibt sich nur, wenn ¢ — ky. Dies ist aber versténdlich, da sich an dieser Stel-
le der Nenner in der Bethe-Goldstone Gleichung dem Pol ndhert, wie bereits am
Beispiel der Einteilchenenergie in Kap.2.6 diskutiert wurde. Sehen wir von die-
ser Polstruktur ab, so kénnen die Operator-Amplituden einfach durch Konstanten
ersetzt werden.

Die Ersetzung der Operator-Amplituden durch Konstanten legt es nahe, die Rest-
wechselwirkung AG durch den Austausch von effektiven Mesonen mit unendlich
grofler Masse zu beschreiben, d.h. die in der Restwechselwirkung AG enthalte-
nen Korrelationen werden durch eine effektive Wechselwirkung beschrieben, die
von der Reichweite null ist. Auf diese Art erhélt man in einfachster Weise eine
Parametrisierung der Restwechselwirkung in der Form

AG - [_gs,sll + gv,s'yu’yu] + [_gs,vll + gv,vfyu'yu]?' T (466)

wie sich aus G1.(3.5) im Grenzfall m — oo ergibt. Damit werden die skalare und
vektorielle Operator-Amplituden durch vier dichteabhéngige Kopplungskonstan-
ten beschrieben, entsprechend der vier Operator-Amplituden. Durch diesen Ansatz
Gl.(4.66) fiir die Parametrisierung wird zum einen der Spin- und Isospin-Struktur
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der Operator-Amplituden Rechnung getragen, zum anderen sind die Kopplungs-
konstanten durch das resultierende 4 x 4-Gleichungssystem zwischen dem Ansatz
G1.(4.66) und den vier Operator-Amplituden, nahezu eindeutig bestimmt. Nahezu
eindeutig bedeutet hier, dal die Kopplungskonstanten in einem ersten Schritt ein-
fach durch Matrixinversion des resultierenden Gleichungssystems bestimmt wer-
den und anschlieBend durch einen Least-Square-Fit optimiert werden, um der,
wenn auch geringen, Impulsabhéingigkeit der Operator-Amplituden bestmoglichst
gerecht zu werden.

scalar - isoscalar scalar - isovector
1 1
N o L | N o
€ 0 0 €
B —— BonnA =
¥ 4| -——BomB 43
) —-—-BonnC o
vector - isoscalar vector - isovector
“o 0 T 10%s
£ s £
3 N | B
5 1 _ 1 15
_2 | I I | _2
1 1.5 1 1.5
-1 -1
ki [fm ] ki [fm ]

Abbildung 4.10: Kopplungskonstanten Parametrisierung

Kopplungskonstanten fiir die Parametrisierung der Restwechselwir-
kung AG fiir die Bonn Potentiale A, B, C, dargestellt in Abhéngig-
keit des Fermi-Impulses £¢. Die Kopplungskonstanten sind mit dem
Quadrat der Masse des o-Mesons (m, = 550 MeV) multipliziert
und durch 47 dividiert um dimensionslose Gréflen der Ordnung
eins zu erhalten.

Als Beispiel sind die sich aus der Parametrisierung ergebenden Konstanten auf der
rechten Seite der Abb.4.9 den zu parametrisierenden Operator-Amplituden zum

91



4 DIRAC-BRUECKNER-HARTREE-FOCK

Vergleich gegeniiber gestellt.

Bonn A
ky s-is s-iv v-is v-iv
[fmfl] o' 5 W' p/

1.00 0.4538 -0.5998 -1.4737 -0.4196
1.10 0.4516 -0.7569 -1.3066 -0.6539
1.20  0.4375 -0.8686 -1.2280 -0.8259
1.30  0.3853 -0.9122 -1.2392 -0.9178
1.36  0.3353 -0.9020 -1.2752 -0.9332
1.40  0.2981 -0.8842 -1.3060 -0.9311
1.50 0.1984 -0.8007 -1.4001 -0.8845
1.60 0.1083 -0.6933 -1.4971 -0.8095
1.70  0.0419 -0.5821 -1.5900 -0.7276
1.80  0.0046 -0.4814 -1.6630 -0.6514

Tabelle 4.4: Parameter Pseudo-Mesonen Bonn A

Angegeben sind die Kopplungskonstanten g/(4mw)m? fiir die Para-
metrisierung der Restwechselwirkung AG entsprechend Gl.(4.66)
in Abhéngigkeit vom Fermi-Impuls &

In Abb.4.10 sind die Ergebnisse fiir die Kopplungskonstanten in Abhéngigkeit vom
Fermi-Impuls £k dargestellt. Die Betrége der Kopplungskonstanten sind vom Be-
trag her im Allgemeinen kleiner im Vergleich zur reinen Nukleon-Nukleon Wechsel-
wirkung V', liefern jedoch gerade die zu V' nicht zu vernachléssigenden Korrekturen.
Die Unterschiede der Kopplungskonstanten fiir die verschiedenen Potentiale Bonn
A, B, C sind relativ klein, wobei die absoluten Betriage z.B. fiir das Bonn C ty-
pischerweise etwas grofler sind und damit zum Ausdruck bringen, dal das Bonn
C etwas groflere Korrelationseffekte liefert als die beiden anderen Potentiale. Die
Dichteabhéingigkeit der Kopplungskonstanten ist nicht besonders stark, anderer-
seits fiir die Parametrisierung der Restwechselwirkung AG nicht vernachlassigbar.
Die grofiten absoluten Betréige ergeben sich fiir das vektorielle-isoskalare Pseudo-
Meson (g, s). Dies bringt den schon oben diskutierten Sachverhalt zum Ausdruck,
daf die Korrelationen insbesondere zu einer starkeren Unterdriickung des w-Meson
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Austausches fithren.

Die genauen Parameter der Kopplungskonstanten fiir die verschiedenen Bonn Po-
tentiale sind in den Tabellen 4.4, 4.5, 4.6 angegeben. Verwendet man diese Parame-
ter und berechnet beispielsweise die Komponenten der Selbstenergie in Kernmate-
rie, so werden diese im Rahmen der Vernachlissigung der durch die Restwechsel-
wirkung AG gegebenen geringen Impulsabhéngigkeit relativ genau wiedergegeben.
Hingegen reproduziert die Parametrisierung die Bindungsenergie pro Nukleon in
Kernmaterie exakt, da sich die gegeniiber der reinen Nukleon-Nukleon Wechsel-
wirkung zusétzlich gegebene Impulsabhéngigkeit gerade herausmittelt.

Bonn B
ky s-is s-iv v-is v-iv
[ fm~ 1] o' 5 W' p/

1.00 0.4580 -0.6344 -1.6132 -0.2799
1.10  0.4547 -0.7862 -1.4435 -0.5189
1.20  0.4567 -0.9052 -1.3444 -0.7064
1.30  0.4247 -0.9673 -1.3262 -0.8231
1.36  0.3877 -0.9688 -1.3431 -0.8542
1.40  0.3559 -0.9544 -1.3647 -0.8590
1.50 0.2685 -0.8842 -1.4353 -0.8337
1.60 0.1833 -0.7809 -1.5170 -0.7717
1.70  0.1165 -0.6729 -1.5985 -0.7009
1.80  0.0747 -0.5704 -1.6650 -0.6308

Tabelle 4.5: Parameter Pseudo-Mesonen Bonn B

Siehe Anmerkungen Tab.4.4

93



4 DIRAC-BRUECKNER-HARTREE-FOCK

Bonn C
ky s-1s s-iv v-is v-iv
[fm—l] o' 5 W' p/

1.00 0.6746 -0.8369 -1.6288 -0.2542
1.10  0.6679 -0.9177 -1.4951 -0.4619
1.20  0.6824 -1.0411 -1.3840 -0.6648
1.30  0.6668 -1.1189 -1.3424 -0.8018
1.36  0.6364 -1.1277 -1.3477 -0.8437
1.40 0.6089 -1.1156 -1.3621 -0.8538
1.50  0.5245 -1.0480 -1.4208 -0.8386
1.60 0.4353 -0.9392 -1.4978 -0.7801
1.70  0.3615 -0.8243 -1.5761 -0.7107
1.80  0.3100 -0.7141 -1.6411 -0.6407

Tabelle 4.6: Parameter Pseudo-Mesonen Bonn C
Siehe Anmerkungen Tab.4.6

In der G1.(4.67) sind die entsprechenden Ausdriicke fiir die skalare (£°) und vekto-
rielle (X°) Komponente der Selbstenergie in der Hartree-Fock Nidherung angegeben,
wie sie sich fiir den Meson-Austausch von Mesonen mit unendlich grofler Masse
ergeben,

1.
27 = =P 3 A9si[4mi — Indd + goidlns}
1.
20 = g > A9 [4mi + 2Irs) + gsilri} (4.67)

1=15,1vV

wobei die Grolen ps und p, definiert sind durch

2 f M
Dy = — dq ¢?
S
~ 2
o = 33 k:i’c (4.68)

94



4.4 ERGEBNISSE

und in Kernmaterie gerade mit der dort definierten Baryonen- und skalaren Dichte
iibereinstimmen. Ferner sind die Isospin-Faktoren fiir den Hartree- und Fock-Anteil
zu beriicksichtigen. Diese konnen der Tab.4.7 entnommen werden.

Kernmaterie Neutronenmaterie
is 1v is 1v

H 2

F 1

0
3

Tabelle 4.7: Isospin-Parameter

Isospin-Faktoren fiir den Hartree- (H) und Fock- (F) Beitrag zur
Selbstenergie Gl.(4.67) wie sie sich fiir Kernmaterie und Neutro-
nenmaterie ergeben

Die Parametrisierung der Restwechselwirkung AG ist ausreichend, um die sich
aus der selbstkonsistenten Dirac-Brueckner-Hartree-Fock Rechnung ergebenden
Ergebnisse zu reproduzieren. Wendet man die in Kernmaterie bestimmten, dich-
teabhéingigen Parameter fiir die Restwechselwirkung AG ebenso auf Neutronen-
materie an, unter der Annahme, dafl die Parametrisierung nicht von der Isospin-
Asymmetrie abhéngt, so 148t sich beispielsweise die effektive Masse M* = M*(ky)
und der von der Restwechselwirkung AG stammende Beitrag zur Energie pro Nu-
kleon in Neutronenmaterie berechnen. Diese beiden Grofien sind in Abhéngigkeit
von der Dichte in der Abb.4.11 als gestrichelte Linien dargestellt, im Vergleich zu
den sich aus der Dirac-Brueckner-Hartree-Fock Rechnung fiir Neutronenmaterie
stammenden Werten. Es 143t sich feststellen, dafl fiir kleine Dichten die Parame-
trisierung die exakten Werte, dargestellt durch die durchgezogenen Linien, sehr
gut wiedergibt, mit steigender Dichte die Unterschiede aber etwas grofler werden
und sich fiir £y > 2.0 in etwa um 10% unterscheiden.

Dennoch kann man in guter Ndherung und unter Beriicksichtigung der besonders
einfachen Art der Parametrisierung sagen, dafl die zugrunde gelegte Annahme, die
Unabhéngigkeit der Isospin-Asymmetrie der Parametrisierung der Restwechselwir-
kung AG, sehr wohl gerechtfertigt erscheint.
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Abbildung 4.11: Ergebnisse Neutronenmaterie aus Parametrisierung

Im oberen Bild ist der Anteil zur Bindungsenergie von der Rest-
wechselwirkung AG in Abhéngigkeit vom Fermi-Impuls k; in
Neutronenmaterie, im Bild unten die effektive Masse M*, darge-
stellt. Die durchgezogene Linie gibt die Ergebnisse aus der DBHF-
Rechnung wieder, die gestrichelte Linie die sich aus der Parametri-

sierung ergebenden Ergebnisse.
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Kapitel 5
Zusammenfassung und Ausblick

Im ersten Teil dieser Arbeit wurde die Giiltigkeit der Naherungen untersucht, die
iiblicherweise bei der Losung der Bethe-Goldstone Gleichung benutzt werden. Dies
ist zum einen die Verwendung des winkelgemittelten Pauli-Operators, zum ande-
ren die Parametrisierung der Einteilchenenergie. Es konnte gezeigt werden, daf die
Verwendung des exakten Pauli-Operators generell zu einer gréfleren Bindungsener-
gie fiihrt, unabhingig von der verwendeten realistischen Nukleon-Nukleon Wech-
selwirkung. Dieser Effekt ist im Bereich der Sattigungsdichte am grofiten und liegt
dort in der Gréfenordnung von rund 0.5 MeV und nimmt sowohl mit kleinerer als
auch zunehmender Dichte ab.

In einem néchsten Schritt wurde neben dem exakten Pauli-Operator auch die
Einteilchenenergie in ihrer exakten Form bei der selbstkonsistenten Losung der
Bethe-Goldstone Gleichung beriicksichtigt. Die normalerweise verwendete Para-
metrisierung kann den Verlauf der Einteilchenenergie unterhalb der Fermi-Kante
sehr gut beschreiben. Dies trifft jedoch nicht mehr oberhalb der Fermi-Kante zu.
Hier macht sich insbesondere die Polstruktur in der Bethe-Goldstone Gleichung
bemerkbar, die zu einem attraktiveren Verlauf der Einteilchenenergie fiihrt, der
nicht durch die Parametrisierung Beriicksichtigung findet. Diese zusétzliche Kom-
ponente filhrt dann auch dazu, daf§ im Bereich der Sattigungsdichte der Verlauf
der Bindungsenergie attraktiver wird, in einer Groflenordnung von etwa 0.6-0.7
MeV.

Zusammenfassend kann festgestellt werden, dafl sich sowohl der Einflufl des exak-
ten Pauli-Operators als auch die Verwendung der exakten Einteilchenenergie auf
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die Bindungsenergie pro Nukleon im System der Kernmaterie im Bereich der be-
rechneten Sittigungsdichte am stirksten bemerkbar machen. Diese Anderungen
gegeniiber den normalerweise verwendeten Naherungen sind nicht in besonderer
Weise dramatisch, zeigen aber auf der anderen Seite, dafl sie auch nicht in Rech-
nungen vernachlissigt werden sollten, die iiber die reine Brueckner-Hartree-Fock
Néherung hinausgehen.

Im zweiten Teil dieser Arbeit wurde die Operator-Struktur der effektiven Wechsel-
wirkung im Medium, der G-Matrix, unter Verwendung der Projektions-Methode
bestimmt. Die Abhéngigkeit der Projektions-Methode von der Wahl der kovari-
anten Operatoren wurde an verschiedenen Beispielen des Ein-Meson Austausches
diskutiert. Es hat sich gezeigt, dafl neben dem 7-Meson Austausch, als bekann-
tes Beispiel, ebenso der p-Meson Austausch, aufgrund seiner Tensor-Kopplung,
nur ungeniigend mittels der Projektions-Methode beschrieben werden kann. Es
wurde gezeigt, dal diese Abhéngigkeit von der Wahl der verwendeten Operatoren
bestmdglichst vermieden werden kann, wenn die G-Matrix aufgespalten wird in
den Anteil V' der reinen Nukleon-Nukleon Wechselwirkung und den Restwechsel-
wirkungsanteil AG, der gerade die Korrelationseffekte beschreibt. Da fiir die reine
Nukleon-Nukleon Wechselwirkung V' die Dirac-Struktur bekannt ist, reicht es, das
Projektions-Verfahren nur auf den Restwechselwirkungsterm AG anzuwenden.

Die Nukleon Selbstenergie im System der Kernmaterie zeichnet sich durch zwei
Eigenschaften aus. Zum einen ist die Abhéngigkeit vom Einteilchenimpuls im
wesentlichen bereits durch die Impulsabhéngigkeit der reinen Nukleon-Nukleon
Wechselwirkung V' bestimmt. Zum anderen bedingen die in AG enthaltenen Kor-
relationseffekte eine Verringerung der absoluten Betrdge der Komponenten der
Selbstenergie von V. Diese Verringerung ist fiir den repulsiven Anteil X° grofler
als fiir den attraktiven Anteil ¥° der Selbstenergie von V und fiihrt somit auf ein
attraktives Einteilchenpotential.

Auf einfachste Weise kann die Dirac-Struktur des Restwechselwirkungsanteils AG
durch den Austausch von Pseudo-Mesonen mit unendlich grofler Masse beschrie-
ben und in Abhéngigkeit von der Dichte parametrisiert werden. Unter Verwen-
dung der Parametrisierung 148t sich in Kernmaterie die Selbstenergie des Nukle-
ons wiederum in guter Genauigkeit sowie die Bindungsenergie pro Nukleon exakt
reproduzieren. Unter der sehr einfachen Annahme, dafl die Parametrisierung der
effektiven Wechselwirkung in Kernmaterie unabhéngig von der Asymmetrie ist,
148t sich ebenso die effektive Masse als auch die Energie pro Nukleon in Neutro-
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5 ZUSAMMENFASSUNG UND AUSBLICK

nenmaterie beschreiben. Die Ubereinstimmung mit den exakten Ergebnissen aus
der entsprechenden Dirac-Brueckner-Hartree-Fock Rechnung in Neutronenmaterie
ist fiir kleine Dichten bis in den Bereich der Sattigungsdichte der Kernmaterie
ausgezeichnet. Fiir groflere Dichten ergeben sich Abweichungen, die bis zu rund
10% betragen koénnen bei Dichten, die dem 2,5-fachen der Séttigungsdichte in
Kernmaterie entsprechen.

Vergleicht man das Projektionsverfahren mit dem relativ einfachen Verfahren, bei
dem die Dirac-Struktur der Selbstenergie aus der Impulsabhéngigkeit der Ein-
teilchenenergie bestimmt wird, so ergeben sich im System der Kernmaterie keine
gravierenden Unterschiede. Letzteres Verfahren versagt jedoch im Fall der Neutro-
nenmaterie.

Interessant sind die moglichen Weiterentwicklungen, die sich an die in dieser Arbeit
vorgestellten Ergebnisse anschliefen kénnen bzw. bereits durchgefiihrt werden.

Einen grofien Komplex stellt hier sicherlich die Beriicksichtigung des exakten Pauli-
Operators sowie die exakte Einteilchenenergie bei der Losung des Vielteilchenpro-
blems dar, die {iber die reine Brueckner-Hartree-Fock N&herung hinausgeht. Es
wurden bereits erste Rechnungen durchgefiihrt, die zusétzlich 2hlp-Diagramme
in der Selbstenergie beriicksichtigen. Aus der Selbstenergie kénnen dann wieder-
um die Teilchen- und Loch- Spektralfunktionen berechnet werden, aus denen sich
unmittelbar die Einteilchen-Greensfunktion ergibt, die {iber die Dyson-Gleichung
andererseits mit der Selbstenergie verkniipft ist. Die Selbstenergie ergibt sich an-
dererseits aus der effektiven Zweiteilchen-Wechselwirkung, in die im Rahmen des
selbstkonsistenten Greens-Funktionen Formalismuses wieder die zuvor bestimmte
Einteilchen-Greensfunktion eingeht. An einer solchen Vervollsténdigung des Selbst-
konsistenzproblems wird zur Zeit gearbeitet.

Ein weiterer, aktueller Themenbereich ist die Beriicksichtigung von relativistischen
Effekten in endlichen Kernen. In Vorbereitung befindet sich hier die Verwendung
der sich aus dieser Arbeit ergebenden Ergebnisse zur Dirac-Struktur der effektiven
Zweiteilchen-Wechselwirkung, der G-Matrix. Interessant diirfte es sein, zu sehen,
welche Auswirkungen die hier vorgeschlagene Parametrisierung, mit der Annahme
iiber die Unabhéngigkeit von der Asymmetrie, auf solche Rechnungen hat.

Zu guter Letzt sollte natiirlich auch bei Losung der relativistischen Bethe-Goldstone
Gleichung der exakte Pauli-Operator Beriicksichtigung finden.
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Anhang A

Notation

In dieser Arbeit wird in weiten Teilen der Notation und Schreibweise gefolgt, wie
man sie beispielsweise in Bjorken und Drell [55] oder Itzykson und Zuber [43]
findet.

Fiir den metrischen Tensor wird die Darstellung
ng e g‘“’ = Dlag(L —17 —17 —1) (Al)

verwendet.

Fiir den kontravarianten Vierervektor der Raum-Zeit Koordinaten gilt
ot = (.TIZ'O,.CL'l,Z'Z,.CIZ'S) = (t,l‘,y,Z) (AQ)

wobei h = ¢ = 1 gesetzt wird. Entsprechend ergibt sich fiir den kovarianten Vie-
rervektor

z, = (%0, 1, T, T3) = g’ = (t, —z, —y, —2) (A.3)

Falls nicht anders erwéahnt, wird die Einstein’sche Summenkonvention verwendet,
d.h. iiber doppelt auftretende Indizes wird summiert. Griechische Buchstaben be-
zeichnen die Komponenten von Vierervektoren, lateinische Buchstaben die Kom-
ponenten von Dreiervektoren.

Fiir den Viererimpuls ergibt sich vollkommen analog

=% p", %) = (B, ps, 0y, p2) (A.4)
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A NOTATION

Die auftretenden y-Matrizen erfiillen die Antivertauschungsrelation
{777} =+ = 29" (A.5)

und werden in der gebraduchlichen Darstellung

1 0
0 _
* = Lo 4l

0 ¢
- A6
gl [_6 0] (A.6)
fiir komponentenweise Angaben verwendet. Hierbei sind
01 0 —i 1 0 10
ol Y KK ) et P R PR B

die bekannten Pauli-Matrizen sowie die 2 x 2-Einheitsmatrix.
Héaufig benutzte Schreibweisen sind fiir beliebige Vierervektoren a, und y-Matrizen

g = ya'=~a —5-d

a2 = aya’=a"?—a? (A.8)
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Anhang B

Selbstenergiebeitrige

An dieser Stelle werden die Ausdriicke fiir die Selbstenergie angegeben, wie sie sich
fiir die verschiedenen Mesonen der Bonn Potentiale A, B, C in Kernmaterie und
Neutronenmaterie ergeben.

Gehen wir von der allgemeinen Form GI.(4.17) aus, mit der Ersetzung G — V| so
ergibt sich fiir die Selbstenergie

1k, FgDVTe[(f + M)
n(k) = _47r2/0 d D m2 Lu
q
f 2 prl(g’*+M*)F2
d/ I B.1
87?2/ 7 Ey (k—q)i —m g (B.1)

Hierbei bezeichnet k und ¢ den Betrag der Einteilchenimpulse. I'; sind die Meson-
Nukleon Vertizes, m ist die Mesonmasse und M bzw. M* die Masse des Nukleons
bzw. die effektive Masse. Die auftretenden Isospin-Faktoren Iy und Iy fiir den
Hartree- (H) und Fock- (F) Term sind in der Tab.B.1 zusammengefasst. Fiir die
Formfaktoren Gl.(3.21) ergibt sich

m2\" A2 — m2\"
mit den entsprechenden Werten fiir die Bonn Potentiale Tab.3.2. Als Abkiirzung
steht hier und im Folgenden fiir den Viererimpuls p, = (k — q),.
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B SELBSTENERGIEBEITRAGE

Ferner werden die Grofien

2 [k, MY
s = 5 d
7z Jo T By
. 2
Po = ﬁk? (B.3)

definiert, die in Kernmaterie gerade der dort auftretenden skalaren Dichte bzw.
Baryonendichte entsprechen.

Fiir eine skalare Wechselwirkung (I'y = g1,T'y = g1) ergibt sich

1/g\2%. 1 g% [k, +1 Fr 1
s = —= (L) poFul ———/ d/ A —
s 2<m> Pl =5 4 ), @da | | dleos )E;(/k:—q)%—m2

—

-k
X {M*+70E;—%qcosﬁ} Iy (B.4)

Bei der vektoriellen Kopplung (I'y = g7*,T's = ¢7,) mu8 noch ein Minuszeichen
berticksichtigt werden, das sich vom Propagator Gl.(3.5) ergibt.

1/g\?%. 1 g® [k +1 Fr 1
Yy = A%= <—> Fyl — —/ 2d / d Y)————
v T \m) P HH_FZ47T2 o T4 (cos )E;(k’—Q)Z—mZ

—).E
X {4M*_702E;+772q00819} Ir (B.5)

Der Vollsténdigkeit halber ist hier auch der Fall einer pseudoskalaren Kopplung
(1 = gin®, Ty = gin®)

1 g® [k +1 1
Sps = ——/ Qd/ d(cos9) L
s 2 dn2 o T, (cos )Eq (k—q); —m?
X {M*_,YOE;—FTQCOS&}IF (B.6)

angegeben.

Fiir die in den Bonn Potentialen verwendete pseudovektorielle Kopplung fiir das
7- und n-Meson ergibt sich (I'y = (f/m)ivs ¢, Ta = (f/m) piv°)

1 f 1
Spy = = (L / 2q / 19 S —
v 2 ( ) 42 7 (cos (k —q)? —m?
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B SELBSTENERGIEBEITRAGE

X {p,,M* +°P2E; — 2(Ex — Ey)qp"]

—%[p?jq cos ¥ — 2q;p"{k — qcos 19}]} Ir (B.7)

Das p-Meson besitzt neben der Vektorkopplung GI.(B.5) noch Beitriige, die von
der Tensorkopplung stammen. Mit (I'y = (gv* + (f/(2M))ic*p,), (T2 = (g7, —
(f/(2M))io,,p"))) ergeben sich neben dem Beitrag von der Vektorkopplung ein
Beitrag von der Tensorkopplung

1 f2 ky 1
S = / 24 / 19 S —
rr s g fy T4 dleos (k —q)2 —m?

_'_
{ 3piM* — A Aqp" (B, — Ey) — pLE;]

l

+%[—p12,q cos ) + 4q,p"{k — qcos 19}]} Ir (B.8)

sowie ein gemischter Beitrag mit einem vektoriellen und einem tensoriellen Vertex

1 fg 1 4, 1
Sy = —— ——/ d/ 19 -
VT 2 oM 42 7 (cos

X {6q;p“—706M*(Ek—Eq)—i-%M*[k—qcosﬁ]}IF (B.9)

Kernmaterie Neutronenmaterie

1S 1v 1S 1v
I 2 0 1 1
Ir 1 3 1 1

Tabelle B.1: Isospin-Parameter

Isospin-Faktoren fiir den Hartree- (Iy) und Fock- (Ir) Beitrag zur
Selbstenergie Gl.(4.67) wie sie sich fiir Kernmaterie und Neutro-
nenmaterie ergeben
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Anhang C

Parametrisierung Bonn Potentiale

Die in Kap.4.4.4 angegebene Parametrisierung der effektiven Wechselwirkung be-
dingt, daf die sich von der reinen Nukleon-Nukleon Wechselwirkung V' ergebenden
Beitrége zur Selbstenergie exakt zu berechnen sind. Insbesondere schliefit dies die
Beriicksichtigung der Formfaktoren mit ein, vgl. GL.(B.1).

In Hinblick auf die Verwendung der Parametrisierung fiir Rechnungen in endli-
chen Kernen stellt dies aber eine nicht notwendige Erschwernis dar. Um derartige
Rechnungen zu vereinfachen, kann in guter Ndherung die Impulsabhéngigkeit der
Formfaktoren bei der Berechnung der Selbstenergie vernachléssigt werden, und
der verbleibende konstante Faktor mit in die Kopplungskonstante hineingezogen
werden.

Die sich fiir die Potentiale Bonn A, B, C Tab.3.2 ergebenden effektiven Kopplungs-
konstanten sind in den Tabellen C.1, C.2, C.3 zusammengestellt. Sie wurden so
gewihlt, dafl bei der Berechnung der Energie des einzelnen Mesons ohne Beriick-
sichtigung des Formfaktors die exakte Energie unter Beriicksichtigung des Form-
faktors reproduziert wird. Hierdurch erreicht man automatisch, da3 ebenso das
Einteilchenpotential sowie die Komponenten der Selbstenergie der einzelnen Me-
sonen bestmoglichst wiedergegeben werden. Eventuell kleine Abweichungen hierbei
fallen nicht ins Gewicht, da am Ende immer die Summe der Beitrédge aller Mesonen
betrachtet wird.

Anhand der Tabellen 148t sich erkennen, dafl diese effektiven Kopplungskonstanten
mit der Dichte etwas abnehmen. Dies ist Ausdruck dafiir, dafl mit zunehmender
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C PARAMETRISIERUNG BONN POTENTIALE

Dichte, und damit betragsméflig grofleren Impulsiibertragen in den Fockbeitrigen
zur Selbstenergie, die Formfaktoren einen etwas stérkeren Einflufl haben.

Es versteht sich von selbst, dafl diese Parametrisierung der Bonn Potentiale keine
Streuphasen wiedergeben kann.

Bonn A
K¢[fm ™) 7r o ) n w p

1.00 13.1359 7.1472 0.4334 5.0012 10.7033 0.3734
1.10 12.9184 7.1536 0.4313 4.9568 10.7164 0.3721
1.20 12.6917 7.1595 0.4291 4.9120 10.7261 0.3685
1.30 12.4559 7.1643 0.4265 4.8668 10.7305 0.3637
1.36 12.3103 7.1662 0.4249 4.8399 10.7295 0.3605
1.40 12.2115 7.1669 0.4237 4.8236 10.7268 0.3583
1.50 11.9571 7.1655 0.4205 4.7834 10.7117 0.3524
1.60 11.6884 7.1565 0.4167 4.7488 10.6807 0.3460
1.70 11.3980 7.1349 0.4121 4.7223 10.6297 0.3391
1.80 11.0767 7.0950 0.4064 4.7068 10.5569 0.3315

Tabelle C.1: Parameter Mesonen Bonn A

Angegeben sind die Kopplungskonstanten g?/(4) fiir die Parame-
trisierung der reinen Nukleon-Nukleon Wechselwirkung Bonn A in
Abhingigkeit vom Fermi-Impuls k;
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C PARAMETRISIERUNG BONN POTENTIALE

Bonn B
k[fm ™ s o ) n w p
1.00 13.2578 6.9433 0.9742 3.5718 10.7034 0.3583
1.10 13.0869 6.9495 0.9662 3.5409 10.7166 0.3571
1.20 12.9072  6.9553 0.9576 3.5078 10.7265 0.3535
1.30 12.7186 6.9600 0.9483 3.4751 10.7313 0.3489
1.36 12.6009 6.9620 0.9423 3.4566 10.7306 0.3459
1.40 12,5206 6.9628 0.9381 3.4445 10.7283 0.3438
1.50 12.3118 6.9618 0.9268 3.4151 10.7141 0.3381
1.60 12.0873 6.9541 0.9142 3.3899 10.6850 0.3320
1.70 11.8395 6.9348 0.8995 3.3693 10.6365 0.3255
1.80 11.5591 6.8991 0.8825 3.3561 10.5671 0.3183

Angegeben sind die Kopplungskonstanten g2/(4r) fiir die Parame-
trisierung der reinen Nukleon-Nukleon Wechselwirkung Bonn B in

Tabelle C.2: Parameter Mesonen Bonn B

Abhéngigkeit vom Fermi-Impuls &y
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C PARAMETRISIERUNG BONN POTENTIALE

Bonn C
k[fm ™) T o ) n w p

1.00 13.4505 6.6481 1.5867 2.1442 10.7034 0.3583
1.10 13.3019 6.6556 1.5737 2.1248 10.7167 0.3571
1.20 13.1448 6.6626 1.5597 2.1047 10.7267 0.3535
1.30 12.9791 6.6688 1.5444 2.0854 10.7316 0.3489
1.36 12.8753 6.6717 1.5347 2.0734 10.7311 0.3459
1.40 12.8040 6.6732 1.5279 2.0659 10.7290 0.3437
1.50 12.6178 6.6743 1.5097 2.0486 10.7154 0.3381
1.60 12.4154 6.6694 1.4892 2.0331 10.6873 0.3320
1.70 12.1895 6.6547 1.4656 2.0205 10.6408 0.3255
1.80 11.9305 6.6256 1.4382 2.0115 10.5738 0.3184

Tabelle C.3: Parameter Mesonen Bonn C

Angegeben sind die Kopplungskonstanten g2/(4r) fiir die Parame-
trisierung der reinen Nukleon-Nukleon Wechselwirkung Bonn C in
Abhéngigkeit vom Fermi-Impuls ky
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