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Einleitung

In den letzten Jahrzehnten wurden mit groflem Interesse t — (v, k, A) Designs
mit gewissen Transitivitdtseigenschaften klassifiziert. Dabei beschréinkte man
sich meist auf die Betrachtung des Falles A = 1. Héaufig spricht man hierbei
auch von Steinersystemen oder Steiner Designs. Beispielsweise charakterisier-
te Kantor [32] alle 2-fach punkttransitiven 2 — (v, k, 1) Designs. Wenige Jahre
spéter gelang Buekenhout et al. [9] eine Klassifikation aller fahnentransitiven
2 — (v, k, 1) Designs. Beide Resultate benstigen die Klassifikation der endlichen
einfachen Gruppen.

Fiir 3 — (v, k, 1) Designs hingegen ist es bisher noch nicht gelungen, Klassifi-
kationen mit obigen Transitivitédtseigenschaften zu erreichen:
Die Klassifikation fahnentransitiver 3 — (v, k, 1) Designs ist ein ,still open and
longstanding problem” und die der 2-fach punkttransitiven erscheint sogar als
hoffnungslos (siehe [16] und [17, S.273]).

In der vorliegenden Arbeit werden wir alle fahnentransitiven 3 — (v, k, 1) De-
signs fiir kleine Parameter k klassifizieren. Dabei benutzen wir die Klassifikation
der endlichen 2-fach transitiven Permutationsgruppen.

Fiir k = 4 erhalten wir genau eines der folgenden Designs D mit ihrer zugehorigen

fahnentransitiven Automorphismengruppe G:

(1) D ist isomorph zum 3 — (2%,4,1) Design, bestehend aus den Punkten und
Ebenen von AG(d,2), und es tritt einer der folgenden Fille auf:

(i) d >3, und G = AGL(d,?2),

(ii) d =3, und G = AGL(1,8) oder AT'L(1,8),
(i) d = 4, und Gy = Az,

(iv) d = 5, und G = ATL(1,32),



(2) D ist isomorph zu einem 3—(3%+1,4,1) Design, dessen Punkte die Elemente
von GF(3%) U {oo} und dessen Blécke die Bilder von GF(3) U {oo} unter
PGL(2,3%) mitd > 2 (resp. PSL(2,3%) mit d > 1 ungerade) sind, und das
abgeleitete Design ist isomorph zum 2 — (39,3, 1) Design, bestehend aus den
Punkten und Geraden von AG(d,3), und PSL(2,3%) < G < PTL(2,3%),

(3) D ist isomorph zu einem 3— (q+1,4, 1) Design, dessen Punkte die Elemen-
te von GF(q) U {oo} mit einer Primzahlpotenz ¢ = 7 (mod 12) und dessen
Bliocke die Bilder von {0,1,00,¢} unter PSL(2,q) sind, wobei £ eine pri-
mitive sechste Einheitswurzel in GF(q) ist, und das abgeleitete Design ist
isomorph zum Nettotripelsystem, und PSL(2,q) < G < PXL(2,q).

Fir k = 5 ergeben sich lediglich die (analog zu den unter (2) beschriebenen)
Kreisgeometrien iiber GF'(4). Im Fall £ = 6 tritt neben den Kreisgeometrien
tiber GF(5) das Witt 3 — (22,6, 1) Design mit G > My, als fahnentransitiver Au-
tomorphismengruppe auf. Fiir £ = 7 existieren hingegen keine fahnentransitiven

Designs.

Im ersten Kapitel legen wir die Grundlagen fiir unser weiteres Vorgehen: Wir
fithren wichtige kombinatorische Eigenschaften von Designs ein, geben die Klas-
sifikation der endlichen 2-fach transitiven Permutationsgruppen an und stellen
einige zahlentheoretische Hilfsmittel, insbesondere den Satz von Zsigmondy, zur
Verfiigung.

Im darauf folgenden Kapitel beweisen wir, dass fiir 3 — (v, k, 1) Designs die
Fahnentransitivitéit der Automorphismengruppe bereits deren 2-fache Punkttran-
sitivitdt impliziert (Korollar 2.3). Dieser Sachverhalt folgt aus dem bekannten
Satz von Block und erméglicht uns, bei den nachfolgenden Klassifikationen die
Klassifikation der endlichen 2-fach transitiven Permutationsgruppe zu verwenden.
Des Weiteren geben wir einige Beispiele bekannter Designs mit ihren zugehorigen
Automorphismengruppen an.

Im dritten Kapitel betrachten wir 3 — (v,4,1) Designs. Diese werden hiufig
auch Steinerquadrupelsysteme genannt. Eine notwendige und hinreichende Be-
dingung fiir ihre Existenz gibt der Satz von Hanani an. Wir werden alle fahnen-

transitiven Steinerquadrupelsysteme klassifizieren (Theorem 3.4).
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Unser Resultat verallgemeinert einen Satz von Liineburg [38], der alle fahnentran-
sitiven Steinerquadrupelsysteme charakterisiert unter der zusétzlichen starken
Voraussetzung, dass jedes von der Identitét verschiedene Element der Automor-
phismengruppe hochstens zwei Fixpunkte hat. Unsere Vorgehensweise wie auch
unsere Beweise sind dabei unabhéngig von Liineburg. Bereits in [26] beschéftig-
ten wir uns mit dieser Klassifikation. Die dort erzielten Ergebnisse wurden in
ihrer Darstellung verbessert und die noch offen gebliebenen Félle gelost. Unser
Resultat ist erschienen in [27]. AbschlieBend untersuchen wir als Sonderfall, wann
eine fasteinfache Gruppe mit PSL(2,q) als Normalteiler auf einem Steinerqua-
drupelsystem operiert (Satz 3.5).

Im letzten Kapitel werden wir die Félle £ = 5,6 und 7 untersuchen. Dafiir
betrachten wir in den ersten beiden Abschnitten zunéchst zwei Spezialfille:
Zum einen setzen wir voraus, dass die Automorphismengruppe des 3— (v, k, 1) De-
signs projektiv ist, zum anderen soll die Automorphismengruppe, abgesehen von
der eindimensionalen affinen Gruppe, vom Typ affin sein. Fiir allgemeines k 14sst
sich jeweils eine vollstindige Klassifikation der fahnentransitiven 3 — (v, k, 1) De-
signs angeben (Sédtze 4.1 und 4.2). Daran anschlieBend geben wir notwendige
Bedingungen an fiir die Existenz fahnentransitiver 3 — (v, k, 1) Designs deren Au-
tomorphismengruppe eine der Gruppen PSU(3,¢?), 2G2(q) oder Sz(q) enthélt
(Propositionen 4.3 bis 4.5). Mittels gruppentheoretischer und kombinatorischer
Argumente lassen sich dann alle fahnentransitiven 3 — (v, k, 1) Designs mit den
BlockgroBen k = 5,6 und 7 klassifizieren (Theoreme 4.6 bis 4.8).

Ich mochte mich ganz herzlich bei Herrn Prof. Dr. Ch. Hering bedanken fiir die
sehr gute Betreuung der vorliegenden Dissertation. Seine Anregungen sowie die

zahlreichen personlichen Gespréche waren mir stets eine grofie Hilfe.






Notation

N Menge der natiirlichen Zahlen {1,2,...}

Q Korper der rationalen Zahlen

Qlt] Ring der Polynome iiber Q

GF(q) endlicher Kérper der Machtigkeit ¢

GF(q)* multiplikative Gruppe des Korpers GF(q)
Aut(GF(q)) Gruppe der Korperautomorphismen

% Vektorraum tiber GF(q)

GL(V) Gruppe der invertierbaren linearen Abbildungen von V/
I'L(V) Gruppe der invertierbaren semilinearen Abbildungen von V'
V(d,q) d-dimensionaler Vektorraum iiber GF(q)

AG(d, q) d-dimensionaler affiner Raum iiber GF(q)

PG(d, q) d-dimensionaler projektiver Raum tiber GF(q)
Aut(G) Automorphismengruppe von G

Out(G) auBere Automorphismengruppe von G

G : H] Index der Untergruppe H in G

Syl,(G) Menge der p-Sylowuntergruppen von G

Cn zyklische Gruppe der Ordnung n

S, An symmetrische und alternierende Gruppe vom Grad n
AGL(d,q),ASL(d,q), ATL(d,q) affine Gruppen iiber GF(q)

PGL(d,q),PSL(d,q), PTL(d,q) projektive Gruppen iiber GF(q)

Sp(2d, q) symplektische Gruppen iiber GF'(q)
PGU(d,q),PSL(d,q), PT'L(d,q) projektive unitdre Gruppen iiber GF(q)

(a,b) grofter gemeinsamer Teiler von a,b € N

al|b, atb a ist ein, kein Teiler von b

rlgd—1 r teilt ¢* — 1, aber nicht ¢ — 1 fiiralle 1 < a < d

[a] grofite ganze Zahl kleiner oder gleich a

| M| Michtigkeit der endlichen Menge M






Kapitel 1

Grundlagen

1.1 Inzidenzstrukturen und Steiner Designs

In diesem Abschnitt stellen wir die fiir unsere Arbeit notwendigen designtheore-
tischen Grundlagen bereit. Fiir eine umfassende Einfithrung in die Theorie der
endlichen Geometrien und Designs seien die Werke von Beth, Jungnickel und
Lenz [4], Beutelspacher [6], Dembowski [19] sowie von Hughes und Piper [2§]

empfohlen.

Eine Inzidenzstruktur ist ein Tripel Z = (X, B, I) von Mengen mit
XNB=0 und I C X x B.

Die Elemente von X nennen wir Punkte, die von B heiflen Bldcke und die von [
werden Inzidenzen oder auch Fahnen genannt. Wir werden Punkte mit kleinen
und Blocke mit grofien lateinischen Buchstaben bezeichnen. Anstatt ,(z, B) ist
eine Fahne” werden wir in der Regel ,,x inzidiert mit B” sagen. Fiir eine gegebene
Inzidenzstruktur kann man die Rolle der Punkte und Blocke vertauschen, sodass
sich eine neue Inzidenzstruktur ergibt, wobei sich die urspriingliche Inzidenzrela-

tion umkehrt. Diese nennen wir die duale Inzidenzstruktur.

Wir beschrianken uns auf endliche Inzidenzstrukturen; dies bedeutet dass X
und B, und daher auch I, stets endliche Mengen sind. Ublicherweise setzen wir

v:=|X| und b := |B|.
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Definition 1.1. Seien Z; = (X1, By, 1) und Iy = (Xy, By, I5) zwei Inzidenzstruk-
turen. Eine bijektive Abbildung

a: X UB — XU By

heilt Isomorphismus von I, auf I, falls gilt:

(i) fir x € X; und B € By gilt 2 € X5 und B* € B, (d. h.: « bildet Punkte
auf Punkte und Blocke auf Blocke ab),

(ii) fiir alle Punkte x und alle Blécke B von Z; gilt:

(x,B) € I) <= (%, BY) € L.

Zwei Inzidenzstrukturen Z; und Z, nennen wir isomorph, wenn es einen Iso-
morphismus von Z; auf Z, gibt. Einen Isomorphismus von Z; auf sich heifit Au-
tomorphismus von Z;. Offensichtlich bilden alle Automorphismen einer Inzidenz-
struktur beziiglich der Hintereinanderausfithrung eine Gruppe, die wvolle Auto-

morphismengruppe der Inzidenzstruktur.

Fir natiirliche Zahlen ¢ < k < v und M nennen wir eine Inzidenzstruktur
D = (X,B,I) ein t — (v,k,\) Design, falls jeder Block B € B mit k Punkten
inzidiert und jede t-elementige Teilmenge von X mit A Blocken inzidiert.
Ein t — (v, k, 1) Design werden wir auch Steiner t-Design nennen (vgl. beispiels-
weise [5]). Man spricht in der Literatur hierbei héufig auch von Steinersystemen,
wenn klar ist, um welchen Parameter ¢ es sich handelt. Wir bemerken, dass fiir
A =1 jeder Block eindeutig bestimmt ist durch die Menge der Punkte, mit denen

er inzidiert.

Fiir beliebiges © € X definieren wir das abgeleitete Design D, = (X,, B, I.)
beziiglich z mit X, := X \ {z}, B, :={Be€B:(¢,B)el} und I, :=I| x,x5,-
Wir bezeichnen D dann auch als Frweiterung von D,. Offensichtlich ist ein ab-

geleitetes Design ein (t — 1) — (v — 1,k — 1, A) Design.

Fiir eine natiirliche Zahl s <t wihlen wir eine s-elementige Teilmenge von X.
Sei \g die Anzahl der Blocke B € B, welche mit jedem Element dieser Teilmenge

inzidieren. Via Konvention setzt man r := A;. Durch doppeltes Abzéihlen erhalten

(o=20)

wir
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Damit lassen sich fiir t — (v, k, A) Designs mit vorgegebenen Parametern ¢, v, k

und A die Parameter b und r leicht berechnen:

Lemma 1.2. Fualls (X,B, 1) eint — (v, k,\) Design mit t > 1 ist, dann gilt:

(c) r(k—1)=X(v—1) firt>2.

(d) Falls t =3 ist, dann gilt (k — 2)\a = v — 2, insbesondere also k — 2 |v — 2.

Fiir Steiner ¢-Designs ergeben sich mithilfe der Parameter ¢ und &k untere
Schranken fiir v (siehe [10, Theoreme 3A.4und 3A.5)):

Satz 1.3. (Cameron). Fallst > 2 und v > k ist, dann gilt firt—(v,k,1) Designs

vt 1> (k—t+2)(k—t+1).

Satz 1.4. (Cameron). Falls v > k ist, dann gilt firt — (v, k,1) Designs

v>(t+1)(k—t+1).

Der erste Satz ist stirker fir k& > 2(t — 1), der zweite fur k < 2(t — 1). Fiir
k = 2(t — 1) ergeben beide v > t* — 1.

Falls t = 3 ist, dann erhalten wir aus Satz 1.3 durch einfaches Rechnen die

folgende Abschitzung fiir k, die wir des Ofteren bendtigen werden.

Korollar 1.5. Fir nicht-triviale 3 — (v, k,1) Designs gilt

k< [Vi+d].
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1.2 Endliche zweifach transitive Permutations-

gruppen

In der vorliegenden Arbeit werden stets endliche Gruppen betrachtet. Fiir wei-
terfithrende Literatur verweisen wir auf Huppert [30], Huppert und Blackburn [31]

sowie auf Kurzweil und Stellmacher [34].

Wir fithren zunéchst einige grundlegende Bezeichnungen der Gruppentheorie
ein. Sei Sym(X') die Menge aller Permutationen der nicht-leeren, endlichen Menge
X. Beziiglich der Hintereinanderausfithrung ist Sym(X') eine Gruppe, die symme-
trische Gruppe auf X. Fir g € G < Sym(X) bezeichne fix(g) die Fizpunktmenge
und supp(g) den Tréiger von g.

Eine Gruppe G operiert (oder: wirkt) auf X, falls jedem g € G eine Permuta-

tion x — 29 von X zugeordnet ist, sodass gilt:

(i) o' =z fiir alle z € X (wobei 1 das Neutralelement von G bezeichnet),

(i) (x9)h = 29" fiir alle z € X und alle g, h € G.

Dies ist offenbar genau dann der Fall, wenn die Abbildung
p:rg— (v a9)

von G in Sym(X) ein Homomorphismus ist. Ist ker ¢ = 1, dann operiert G treu
auf X; in diesem Fall heiit G eine Permutationsgruppe auf X. Ist hingegen
ker p = G, also 29 = x fir alle x € X und alle ¢ € G, dann operiert G tri-
vial auf X. Mit | X | bezeichnen wir den Grad von G.

Definition 1.6. Sei G resp. G’ eine Permutationsgruppe, die auf der Menge
X resp. X’ wirkt. Wir nennen G und G’ permutationsisomorph, falls es einen
Gruppenisomorphismus ¢ : G — G’ und eine Bijektion 7 : X — X' gibt,
sodass

(2" = (&)

gilt fiir alle z € X und alle g € G.
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Fiir x € X bezeichnet die Untergruppe
G, ={9geG:2?=x}
den (Punkt-)Stabilisator von z in G und die Menge
% = {29: g€ G}

die Bahn von z unter GG. Die Anzahl der Elemente einer Bahn heifit die Ldnge

der Bahn. Fiir M C X nennen wir die Untergruppe
Gyi={geG:M=M}

den globalen Stabilisator von M in G; die Untergruppe

G(M) = ﬂ Gm

reM

hingegen ldsst die Menge M punktweise fest. Fiir M = {x,y} schreiben wir

hierfiir auch G, .

Eine Permutationsgruppe G operiert transitiv auf X, falls G nur eine Bahn
besitzt, also 2% = X gilt fiir alle # € X. Aquivalent dazu ist, dass fiir jedes
Punktepaar z,y € X stets ein g € G existiert, so dal x9 =y gilt.

G operiert reguldr auf X, falls G transitiv auf X operiert und falls G, = 1 gilt
fiir ein z € X.

Fiir t € N heiit G t-fach transitiv, wenn fiir je zwei injektive t-Tupel (z1, 23, ..., ;)
und (y1, Y2, ..., ¥;) €in g € G existiert, sodass z;9 = y; gilt fiir alle i = 1,2, ..., t.
G heiit t-fach homogen, falls es zu je zwei t-elementigen Teilmengen M und M’

von X ein g € G gibt mit
M' = MI(={m? :m e M}).
Insbesondere ist jede t-fach transitive Permutationsgruppe auch t-fach homogen.

Grundlegend ist die folgende elementare Aussage (vgl. beispielsweise [34,
Satz 3.1.5)):

Satz 1.7. (Bahnenformel). Fir jedes x € X gilt
12C|=|G : Gy .

Insbesondere ist die Linge einer Bahn x¢ stets ein Teiler von |G|.
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In unserer Arbeit geht entscheidend die Klassifikation der endlichen 2-fach
transitiven Permutationsgruppen ein. Diese wiederum beruht auf der Klassifika-
tion aller endlichen einfachen Gruppen (vgl. hierzu Gorenstein [21], Hering [24],
Huppert [29], und Curtis, Seitz und Kantor [15].)

Wir fithren alle 2-fach transitiven Permutationsgruppen an:

Theorem 1.8. Sei G eine endliche 2-fach transitive Permutationsgruppe auf

einer nicht-leeren Menge X. Dann qilt entweder

(A) Typ affin: G enthdlt einen reguliren elementar-abelschen Normalteiler T
der Ordnung v = p?, wobei p eine Primzahl ist. Wenn a ein Teiler von d ist und

wenn wir G mit einer Gruppe von affinen Abbildungen
r—zl4u

von V :=V(d,p) mit g € Gy und u € V, identifizieren, dann tritt insbesondere

einer der folgenden Fille auf:
(1) G < ATL(1, p%)
(2) Go> SL(4,p"), d>2a
(3) Go> Sp(za—d,p“), d>2a
(4) Go > Go(2), d = 6a
(5) Go = Ag oder A7, v =21
)

(6) Go > SL(2,3) oder SL(2,5), v = p?, p = 5,7,11,19,23,29 oder 59, oder
v=3%

(7) Gy enthilt einen extraspeziellen Normalteiler E der Ordnung 2°, und Go/E

ist isomorph zu einer Untergruppe von S5, v = 3*
(8) Go = SL(2,13), v =35,

oder

(B) Typ fasteinfach: G enthdlt einen einfachen Normalteiler N, und es gilt
N < G < Aut(N). Insbesondere tritt einer der folgenden Fille auf, wobei wir N

und v = | X| angeben:
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(1) Ay, v =5
(2) PSL(d,q). d > 2, v= 2=, wobei (d,q) # (2,2), (2.3)
(3) PSU3,¢*),v=¢*+1,q¢>2
(4) Sz(q), v=¢q*>+1, g =2%" > 2 (Suzuki Gruppe)
(5) 2Ga(q), v=q>+1, ¢ = 3**"! > 3 (Ree Gruppe)
(6) Sp(2d,2), d >3, v =221 4 241
(7) PSL(2,11), v =11
(8) PSL(2,8), v =28 (N nicht 2-fach transitiv)
(9) M,, v=11,12,22,23,24 (Mathieu Gruppen)

(10) My, v =12

(11) A7, v=15

(12) HS, v =176 (Higman-Sims Gruppe)

(13) Cos, v =276 (Kleinste Conway Gruppe).

Bemerkung 1.9. Diesen Abschnitt abschlieBend werden wir einige Bezeich-

nungen einfiihren, auf die wir in den spéteren Kapiteln zuriickgreifen werden.

Sei ¢ eine Primzahlpotenz. Bekanntlich gilt
Aut(PSL(2,q)) = PTL(2, ),

und Aut(PSL(d,q)) = PT'L(d,q) » (1) fiir d > 3.

Mit ¢ bezeichnen wir dabei den durch die Abbildung, welche jeder reguldren
Matrix die Transponierte der Inversen zuordnet, induzierten Graphautomorphis-
mus in der Terminologie der Gruppen vom Lie-Typ (vgl. [33, Proposition 2.2.3]
und [12, Kap. 12]).
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Fiir eine ungerade Primzahl p definieren wir
PY.L(2,p%) := PSL(2,p%) X <75>,

wobei 7, die durch den Frobenius-Automorphismus « : GF(p*) — GF(p*),
x — 2P induzierte Abbildung 7, € Sym(GF(p*) U {oo}) = S, der Ordnung a
bezeichnet. Offensichtlich ist PXL(2,p") eine Untergruppe von PT'L(2,p*) vom
Index 2.

1.3 Der Satz von Zsigmondy

In unserer Arbeit werden wir uns einiger zahlentheoretischer Hilfsmittel bedienen.
Fiir d € N sei ®,4(t) das d-te Kreisteilungspolynom in Q[t] und fir 2 < ¢ € N sei

¥j(q) = A0

wobei f = (d,®4(q)) und f* die hochste Potenz von f ist, die in ®4(q) aufgeht
(vel. [24]).

Bemerkung 1.10. Aus der elementaren Zahlentheorie ist bekannt, dass fiir

2 < q € N das p-te Kreisteilungspolynom

—

-1

D, (q) q—1

1=0

fiir eine Primzahl p > 2 nur fir ¢ = 1 (mod p) durch p teilbar ist, und dann
auch lediglich in erster Potenz. Ferner ist jeder von p verschiedene Primteiler von
®,(q) von der Form 2pn + 1 fiir ein n € N (vgl. z. B. [1, S.83und 109]).

Sei ¢ nun eine Potenz der Primzahl p und V := V(d, ¢q) ein Vektorraum der
Dimension d > 2 iiber GF(q).

Definition 1.11. Eine natiirliche Zahl b heifit g-primitiver Teiler von ¢? —1, falls
b}qd—l und (b, ¢* — 1) = 1 gilt fiir alleamita’dund 1<a<d.

Es gilt der bekannte Satz von Zsigmondy (vgl. [23, Hilfssatz3] oder [43,
S. 283]):
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Satz 1.12. (Zsigmondy). Es besitzt ¢*—1 einen von 1 verschiedenen q-primitiven

Teiler mit Ausnahme der Fille

d=6 und ¢=2, bzw. d=2 und ¢=2"—1 fir ein i € N.

Lemma 1.13. FEs gelten die folgenden Aussagen:

(a) Ist b ein p-primitiver Teiler von ¢ — 1, dann ist b ein q-primitiver Teiler

von g% — 1.

(b) Ist b ein g-primitiver Teiler von ¢* — 1 und c ein Teiler von b, dann ist c

ein q-primitiver Teiler von ¢% — 1.
(c) Ist b ein q-primitiver Teiler von ¢ — 1, dann gilt b= 1 (mod d).

Beweis. Die Aussagen (a) und (b) sind sofort einsichtig. Teil (c¢) folgt aus [23,
Hilfssatz 2]. O

Es ergibt sich in der p-modularen Darstellungstheorie ein Zusammenhang
von g-primitiven Teilern von ¢¢ — 1 mit irreduziblen Untergruppen von GL(V)
(vgl. [24, Theorem 3.5]):

Satz 1.14. (Hering). Sei r eine Primzahl. Dann sind dquivalent:
(3) 7| 93(0).
(b) (r,q) =1 und d ist die multiplikative Ordnung von q modulo r.
(c) qud—l und r teilt nicht q¢* — 1 fir 1 <a <d.
(d) r ist ein q-primitiver Teiler von ¢@ — 1.

(e) GL(V) enthdlt nicht-triviale r-Gruppen, und jede nicht-triviale r-Gruppe in
GL(V) wirkt irreduzibel auf V.
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Fahnentransitive Steiner Designs

Sei im Folgenden D = (X,B,I) ein t — (v,k,1) Design und G < Aut(D) eine

Automorphismengruppe von D.

Wir nennen G fahnentransitiv (resp. blocktransitiv), falls G transitiv auf den
Fahnen (resp. auf den Blocken) von D operiert. Abkiirzend heit D fahnentran-
sitiv (resp. blocktransitiv, t-fach (punkt-)transitiv), falls D eine fahnentransitive

(resp. blocktransitive, t-fach (punkt-)transitive) Automorphismengruppe zulésst.

2.1 Eigenschaften
Lemma 2.1. Sei D = (X,B,1) eint— (v, k,1) Design und x € X beliebig. Falls
G < Aut(D) fahnentransitiv auf D operiert, dann gilt die Teilungseigenschaft

r | |G|,

das heif$t, die Anzahl der Blocke, welche mit einem beliebigen Punkt inzidieren,

teilt stets die Ordnung des Punktstabilisators.

Beweis. Sei € X beliebig. Da G < Aut(D) nach Voraussetzung fahnentransitiv
auf D operiert, wirkt G, transitiv auf den r Blocken, welche mit z € X inzidieren.
Somit bilden diese eine Bahn von G, und Satz 1.7 liefert die Behauptung. [

Fiir Steiner t-Designs gilt die elementare Aussage, dass die 2-fache Punkttran-

sitivitédt der Automorphismengruppe bereits deren Fahnentransitivitat impliziert,

19
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falls t = 2 ist. Fiir t > 3 hingegen gilt interessanterweise die Umkehrung, wie sich

leicht aus dem bekannten Satz von Block (vgl. [7, Theorem 2]) folgern lasst:

Satz 2.2. (Block). Sei D = (X,B,I) eint— (v, k,1) Design. Fallst > 2 gilt und
G < Aut(D) blocktransitiv auf D operiert, dann operiert G auch transitiv auf den
Punkten von D.

Korollar 2.3. Sei D = (X,B,1I) eint — (v,k,1) Design mit t > 3, und operiere
G < Aut(D) fahnentransitiv auf D. Dann operiert G auch 2-fach transitiv auf

den Punkten von D.

Beweis. Sei x € X beliebig, und G < Aut(D) operiere fahnentransitiv auf D.
Offensichtlich wirkt dann G, blocktransitiv auf dem abgeleiteten Steiner
(t — 1)-Design D,. Daher operiert G, nach dem Satz von Block transitiv auf
den Punkten von D,, und die Behauptung folgt. U

2.2 Beispiele

Wir werden im Folgenden einige Beispiele bekannter Steiner Designs mit ihren
zugehorigen Automorphismengruppen anfiihren. In Beispiel 2.7 geben wir dabei
ein Steiner 3-Design an mit einer 2-fach punkttransitiven, jedoch nicht fahnen-

transitiven Automorphismengruppe.

Sei ¢ eine Primzahlpotenz.

Beispiel 2.4. (Projektive Raume).

Als Punktmenge X wéhlen wir die Menge der 1-dimensionalen Unterrdume eines
Vektorraums V' der Dimension d > 3 tiber GF(q). Als Blockmenge B wihlen wir
die 2-dimensionalen Unterriume von V. Dann haben wir v = (¢¢ — 1)/(q — 1)
Punkte und jeder Block B € B enthilt £k = g+ 1 Punkte. Je zwei Punkte entspre-
chen zwei 1-dimensionalen Untervektorrdumen und spannen dadurch eindeutig
einen 2-dimensionalen Untervektorraum auf. Daher liegt jedes Paar verschiede-
ner Punkte in genau einem Block. Somit ist der projektive Raum PG(d — 1, q)
ein Beispiel eines 2 — (v, ¢ + 1,1) Designs mit v = (¢¢ — 1)/(¢ — 1). Die Gruppe
PT'L(d, q) ist die volle Automorphismengruppe dieses Steiner Designs.
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Beispiel 2.5. (Affine Réume).

Wir wéhlen als Punktmenge X die Menge der Elemente eines Vektorraums V' der
Dimension d > 2 iiber GF'(q). Als Blockmenge B wihlen wir die affinen Geraden
des Vektorraums (bekanntlich sind dies die Nebenklassen nach 1-dimensionalen
Untervektorrdumen). Dann haben wir v = ¢¢ Punkte und jeder Block B € B
inzidiert mit £ = ¢ Punkten. Da je zwei verschiedene Punkte auf genau einer
Geraden liegen, inzidieren sie mit genau einem Block. Daher erhalten wir den
affinen Raum AG(d, q) als Beispiel eines 2 — (¢%, ¢, 1) Designs. Die volle Auto-
morphismengruppe dieses Steiner Designs ist die Gruppe AI'L(d, q).

Beispiel 2.6. In einem beliebigen affinen Raum definieren je drei verschiedene
Punkte eine Ebene, wenn sie nicht-kollinear (d. h. auf keiner Geraden liegend)
sind. Wenn wir den Koérper GF'(2) zugrunde legen, dann sind jedoch drei ver-
schiedene Punkte stets nicht-kollinear, denn die Geraden bestehen jeweils nur
aus zwei Punkten. Somit bilden die Punkte und die Ebenen des affinen Raums
AG(d,2) ein 3 — (2,4, 1) Design. Da AG(d,2) stets desarguessch ist fiir d > 3,
sind diese sogar bis auf Isomorphie eindeutig bestimmt. Als 3-fach transitive volle

Automorphismengruppe haben wir die Gruppe AGL(d, 2).

Beispiel 2.7. (Kreisgeometrien).

Sei d > 2. Als Punktmenge X wéihlen wir die Elemente der projektiven Geraden
GF(q%) U {oo} iiber GF(q%) (wobei oo ein Symbol bezeichnet mit co ¢ GF(q%)).
Auf dieser wirkt die Gruppe

N ar +b d B
PGL(Q,q)—{xr—>cx+d.a,b,c,d€GF(q ),ad —be # 0}

in natiirlicher Weise (mit den iiblichen Rechenregeln fiir co). Als Blockmenge B
kénnen wir alle Bilder von GF(q) U{oo} unter dieser Gruppe wéhlen. Wir erhal-
ten somit ein 3 — (¢ + 1,¢ + 1,1) Design.

Fiir d = 2 erhilt man als sog. Mébiusebenen 3 — (¢*+1,q+ 1,1) Designs. Fiir
jede Primzahlpotenz ¢ existiert stets eine klassische Mobiusebene mit der Gruppe
PGL(2,¢%) als Automorphismengruppe. Falls die natiirliche Zahl e > 1 ungerade
ist, dann existiert ebenfalls (bis auf Isomorphie sogar genau) eine Mobiusebene
mit ¢ := 2° und der Suzukigruppe Sz(q) als 2-fach transitiver Automorphismen-
gruppe (vgl. [37, Sdtze9.1und 9.3].)
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Da PGL(2, ¢?) auf den Punkten der projektiven Geraden 3-fach transitiv ope-
riert, wirkt PGL(2,¢*) offensichtlich auch fahnentransitiv auf ihrer zugehorigen
Mébiusebene. Die Gruppe Sz(q) hingegen operiert nicht fahnentransitiv auf ihrem
Steiner 3-Design: Nach [37, Satz 1.11] hat Sz(q) die Ordnung (¢*+1)g*(g—1). Auf-
grund der Transitivitdt auf den Punkten hat der Punktstabilisator nach Satz 1.7
daher die Ordnung ¢?(q — 1). Andererseits erhalten wir r = ¢(¢ + 1) aus Lem-
ma 1.2 (c¢). Somit teilt r offensichtlich nicht die Ordnung des Punktstabilisators,
und Sz(g) kann aufgrund von Lemma 2.1 demzufolge nicht fahnentransitiv ope-

rieren.

Beispiel 2.8. (Nettotripelsysteme).
Sei ¢ = 7 (mod 12), und sei € eine primitive sechste Einheitswurzel in GF(q),
d. h., es gilt e2 —e+1 =0 in GF(q). Bezeichne ferner AT?L(1,q) die Gruppe

aller Permutationen von GF(q) der Form
z — a’z® + b,

wobei a,b € GF(q) mit a # 0 und o € Aut(GF(q)) ist.
Als Punktmenge X wihlen wir die Elemente von GF'(q) und als Blockmenge B
die Bilder von {0,1,e} unter AT?L(1,q). Somit erhalten wir ein 2 — (¢, 3,1) De-
sign, welches wir als Nettotripelsystem N(q) bezeichnen (vgl. [18, Sect. 3]).
Offensichtlich gibt es genau zwei primitive sechste Einheitswurzeln in GF(q).
Daher erhalten wir zunéchst zwei formal unterschiedlichen Nettotripelsysteme.
Clapham [13, Proposition 3.3] hat jedoch gezeigt, dass die beiden Designs iso-
morph sind. Somit existiert fiir jede Primzahlpotenz ¢ mit ¢ = 7 (mod 12) (bis
auf Isomorphie) genau ein Nettotripelsystem N(q).
Fiir ¢ = 7 ist N(7) offensichtlich isomorph zur projektiven Ebene PG(2,2)
und hat somit eine auf den Punkten 2-fach transitive volle Automorphismengrup-

pe. Fiir ¢ # 7 hingegen gilt
Aut(N(q)) = AT*L(1, q),

und AT2L(1,q) operiert 2-fach homogen, jedoch nicht 2-fach transitiv auf den
Punkten von N(q) (siehe [18] und [40]). Daher gibt es lediglich fiir ¢ = 7 eine

Koinzidenz zwischen Nettotripelsystemen und projektiven Raumen.
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Beispiel 2.9. (Witt-Designs).

Wie sich leicht zeigen lésst, ist die affine Ebene AG(2,3) ein 2 — (9, 3,1) Design,
das bis auf Isomorphie eindeutig bestimmt ist. Es stellt sich heraus, dass sich
dieses genau dreimal erweitern ldasst zu ebenfalls eindeutig bestimmten Designs:
das 3 — (10,4, 1) Design ist die Mobiusebene der Ordnung 3 mit PI'L(2,9) als
voller Automorphismengruppe, die 4 — (11,5,1) und 5 — (12,6, 1) Designs werden
haufig Witt-Designs genannt und besitzen die Mathieugruppen M, bzw. M5 als
4-fach bzw. 5-fach transitive volle Automorphismengruppen.

Ausgehend von der projektiven Ebene PG(2,4) lassen sich wieder durch drei-
maliges Erweitern die {ibrigen eindeutig bestimmten Witt-Designs konstruieren:
das 3 — (22,6, 1) Design mit Aut(Mys) als 3-fach transitiver voller Automorphis-
mengruppe und die 4 — (23,7,1) und 5 — (24,8,1) Designs mit Ms3 bzw. Moy
als 4-fach bzw. 5-fach transitiver voller Automorphismengruppe (vgl. [3, Kap. 18]
und [41]).

Bemerkung 2.10. Wenn sich fiir vorgegebene Parameter ¢ < k < v nicht
mit Lemma 1.2 sofort auf eine Nicht-Existenz schlieflen ldsst, ist es in vielen
Féllen sehr schwierig und héufig noch offen, ob ein ¢t — (v, k, 1) Design iiberhaupt
existiert. Nach Beutelspacher [6, S.99] gehort dies zu einem der schwierigsten
Probleme der endlichen Geometrie. Noch schwieriger gestaltet sich allerdings die
Frage nach der Anzahl der nicht-isomorphen Typen eines ¢t — (v, k, 1) Designs,
falls ein solches existiert.

Wenn wir beispielsweise affine Ebenen der Ordnung ¢, also 2 — (¢?, ¢, 1) Designs,
betrachten, dann existieren diese vermutlich nur, wenn ¢ eine Primzahlpotenz ist
und fiir den Fall, dass ¢ eine Primzahl ist, gibt es bis auf Isomorphie wahrschein-
lich nur einen solchen Typ. Fiir projektive Ebenen gelten dieselben Vermutungen
(vgl. [42]). Bruck und Ryser [8] haben bewiesen, dass keine projektive Ebene
der Ordnung ¢ existiert, falls ¢ = 1 oder 2 (mod 4) und ¢ nicht Summe zweier
Quadrate ist. Die erste natiirliche Zahl, welche weder diese Hypothese erfiillt
noch von Primzahlpotenz ist, ist ¢ = 10. Lam et. al [35] haben unter erheblichem
Computereinsatz gezeigt, dass es keine projektive Ebene dieser Ordnung geben
kann. Andererseits gibt es beispielsweise genau 4 Isomorphietypen von projek-

tiven Ebenen der Ordnung 9, also genau 4 nicht-isomorphe 2— (91, 10, 1) Designs.
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Fahnentransitive
Steinerquadrupelsysteme

3.1 Steinerquadrupelsysteme

Ein Steinerquadrupelsystem der Ordnung v ist ein 3 — (v,4,1) Design, und wird
mit SQS(v) bezeichnet. Wie wir in Kapitel 2, Beispiel 2.6 gesehen haben, exi-
stieren fiir d > 3 stets die eindeutig bestimmten SQS(2¢), bestehend aus den
Punkten und Ebenen von AG(d,2).

Mittels aufwendiger rekursiver Konstruktionen lésst sich zeigen, dass die un-
mittelbar einzusehende notwendige Bedingung fiir die Existenz eines SQS(v)

bereits hinreichend ist.
Satz 3.1. (Hanani [22]). Fin SQS(v) existiert genau dann, wenn
v=2 oder 4 (mod 6), v >4,
gilt.
Fiir v = 8 und 10 gibt es bis auf Isomorphie jeweils nur ein SQS(v), ndmlich
das oben erwidhnte und die Md&biusebene der Ordnung 3. Dagegen existieren fiir

v = 16 bereits mehr als 31021 und fiir v = 28 sogar iiber 4 - 102 verschiedene

Isomorphietypen (vgl. [4] und [36]).

Fiir die Klassifikation aller fahnentransitiver Steinerquadrupelsysteme im

nédchsten Abschnitt benétigen wir die folgenden Lemmata:
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Lemma 3.2. Sei D = (X,B,I) ein SQS(2¢) mit d > 3, und G < Aut(D)
enthalte einen requliren elementar-abelschen Normalteiler T der Ordnung v = 2¢.
Falls G fahnentransitiv auf D operiert und |Go| = 1 (mod 2) gilt, dann ist D (bis

auf Isomorphie) eindeutig bestimmt, und die Punkte und Blicke von D sind genau
die Punkte und Ebenen von AG(d,?2).

Beweis. Da die Gruppe T elementar-abelsch der Ordnung 2¢ ist, enthilt sie
Untergruppen der Ordnung 4. Ferner ist 7" wegen |Go| = 1 (mod 2) die einzige
2-Sylowuntergruppe und enthélt daher alle Untergruppen von G der Ordnung 4.
Nach Voraussetzung wirkt G transitiv auf den Punkten eines beliebigen Blocks
B € B. Somit ist 4 ein Teiler der Ordnung von G g, und G g enthélt mindestens
eine Untergruppe S von T der Ordnung 4. Dann ist aber B € B eine Bahn von
S und daher eine affine Ebene. Da G < Aut(D) blocktransitiv ist, kénnen wir
schlieflen, dass alle Blocke affine Ebenen sein miissen. Nun identifizieren wir die

Punkte von D mit den Elementen von 7', und die Behauptung folgt. O

Lemma 3.3. Sei V(d,q) ein Vektorraum der Dimension d > 3 dber GF(q),
q eine Primzahlpotenz, und PG(d — 1,q) der zugehdrige (d — 1)-dimensionale
projektive Raum. Wirke die Gruppe G vom Typ fasteinfach mit N = PSL(d,q)
auf PG(d —1,q), und fir alle g € G mit |M9 N M| > 3 gelte M9 = M, wobei M
eine beliebige Menge von Punkten aus PG(d — 1,q) bezeichnet der Mdachtigkeit k
mit 3 < k < |H| und H eine Hyperebene von PG(d —1,q).
Falls [M N'H| > 3 ist, dann gilt M N'H = M.

Beweis. Fiir k = 3 ist die Behauptung trivial. Sei daher 3 < k < |H| = qdqi#.
In PG(d — 1,q) gilt der Satz von Desargues und die Translationen 7'(H) bilden
eine abelsche Gruppe, welche nach dem Satz von Baer scharf transitiv auf den
Punkten von PG(d—1,q) \'H operieren. Auf ‘H hingegen wirkt die Gruppe T'(H)
trivial, denn die Zentralkollineationen lassen jeden Punkt von H fest. Somit gilt
die Behauptung, falls alle Elemente von M in H liegen. Um dies zu zeigen, nehmen
wir an, dass es ein Element von M gibt, das nicht in H liegt. Dann enthalt M
bereits alle Punkte von PG(d — 1,q) \ ‘H, da T'(H) transitiv ist. Daher gilt

d_ d—1 _ d _ . d-1 d—1 _
PV Ak G ek SRS SN Aty 7
q—1 q—1 q—1 q—1

ein Widerspruch zur Voraussetzung |M| < |H]|. O
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3.2 Klassifikation

Wie in der Einleitung erwihnt, ist die Klassifikation fahnentransitiver Steiner

3-Designs ein ,still open and longstanding problem” (siehe [16] und [17, p. 273]).

In diesem Abschnitt klassifizieren wir unter Zuhilfenahme der Klassifika-
tion der endlichen 2-fach transitiven Permutationsgruppen alle fahnentransiti-
ven SQS(v). Wir losen somit das obige Problem fiir den kleinsten Wert, den
der Parameter k£ annehmen kann. Unser Resultat verallgemeinert einen Satz von
Liineburg [38], der alle fahnentransitiven SQS(v) charakterisiert unter der zuséitz-
lichen starken Voraussetzung, dass jedes von der Identitét verschiedene Element
der Automorphismengruppe hochstens zwei Fixpunkte hat. Unsere Vorgehens-
weise wie auch unsere Beweise sind dabei unabhéngig von Liineburg. Bereits
in [26] beschéftigten wir uns mit dieser Klassifikation. Die dort erzielten Ergeb-
nisse haben wir in ihrer Darstellung verbessert und die noch offen gebliebenen
Fille gelost. Unser Resultat ist erschienen in [27]. AbschlieBend betrachten wir
noch einen Sonderfall (Satz 3.5).

Theorem 3.4. Sei D = (X, B,I) ein nicht-triviales SQS(v). Genau dann ope-
riert G < Aut(D) fahnentransitiv auf D, wenn einer der folgenden Fille auftritt:

(1) D ist isomorph zum SQS(2¢), bestehend aus den Punkten und Ebenen von
AG(d,2), und es gilt eine der folgenden Aussagen:

(i) d >3, und G = AGL(d,?2),

(ii) d =3, und G = AGL(1,8) oder AT'L(1,8),
(iii) d = 4, und Gy = Az,

(iv) d = 5, und G = ATL(1,32),

(2) D ist isomorph zu einem SQS(3¢ + 1), dessen Punkte die Elemente von
GF(3%) U{oco} und dessen Blécke die Bilder von GF(3)U{oo} unter
PGL(2,3% mit d > 2 (resp. PSL(2,3%) mit d > 1 ungerade) sind, und das
abgeleitete Design ist isomorph zum 2 — (39,3, 1) Design, bestehend aus den
Punkten und Geraden von AG(d,3), und PSL(2,3%) < G < PTL(2,3%),
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(3) D st isomorph zu einem SQS(q + 1), dessen Punkte die Elemente von
GF(q) U {oo} mit einer Primzahlpotenz ¢ = 7 (mod 12) und dessen Blicke
die Bilder von {0,1,00,e} unter PSL(2,q) sind, wobei ¢ eine primitive
sechste Einheitswurzel in GF(q) ist, und das abgeleitete Design ist isomorph
zum Nettotripelsystem N(q), und PSL(2,q) < G < PXL(2,q).

Das Nettotripelsystem haben wir in Kapitel 2, Beispiel 2.8 ausfiihrlich be-

schrieben.

Beweis. Sei D = (X, B, I) ein SQS(v). Aufgrund von Korollar 2.3 kénnen wir von
der Klassifikation der endlichen 2-fach transitiven Permutationsgruppen (Theo-
rem 1.8) ausgehen. Die dort auftretenden Gruppen G werden wir im Folgenden

sukzessive daraufhin untersuchen, ob G < Aut(D) fahnentransitiv auf D operiert.

(A) Affiner Fall.

Wie in Theorem 1.8 angefiihrt, hat eine endliche 2-fach transitive Permuta-
tionsgruppe G vom Typ affin den Grad v = p?. Wegen Satz 3.1 gilt in diesem
Fall somit v = 2¢. Um triviale SQS(v) auszuschlieBen, sei d > 3.

Fall (1): G < ATL(1,24).

Wir setzen zunéchst voraus, dass G < Aut(D) fahnentransitiv auf D operiert.

Lemma 2.1 und der Satz von Lagrange liefern dann
7= 3! = " - 1) |Gol | |ATL(1,2%] = [P2(1,29)] = ' - 1)

Daher gilt d = 3,5. Sei zunéchst d = 3. Dann gilt |[AI'L(1,8)| = |T'| |I'L(1,8)| =
8-7-3. Da G 2-fach transitiv ist, erhalten wir 8 - 7 | |G|, und daher |G| =8-7
oder 8 - 7 - 3. Letzteres impliziert G = AI'L(1,8). Sei also |G| = 8- 7. Da
AT'L(1, 8) auflosbar und G eine {2, 7}-Halluntergruppe ist, konnen wir nach dem
m-Sylowsatz schlieflen, dass G = AGL(1,8) gilt. Fiir d = 5 erhalten wir entspre-
chend |G| = 3231 oder 32-31-5. Da wir fiir |G| = 32-31 mit Lemma 2.1 einem
Widerspruch erhalten, folgt G = AT'L(1, 32).

Umgekehrt haben wir zu zeigen, dass G = AGL(1,8), AI'L(1,8) resp.
AT'L(1, 32) fahnentransitiv operiert auf dem angegebenen SQS(8) resp. SQS(32).
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Fiir v = 8 gibt es (bis auf Isomorphie) nur das eindeutig bestimmte SQ.S(v), be-
stehend aus den Punkten und Ebenen von AG(3,2). Da G = AGL(1,8) transitiv
auf den Punkten operiert, geniigt es zu zeigen, dass Gy = GL(1,8) transitiv auf
den mit 0 inzidenten Blocken operiert. Nun sind dies genau die 2-dimensionalen

Unterrdume des zugrunde liegenden Vektorraums. Daher gilt
By :={0,1,t,t +1} # Bf = {0,¢,£*,#* + 1} fiir 1#te GL(1,8) 2 GF(8)"

Dann ist |Bch(1’8)| # 1, und wegen r = 7 folgt die Behauptung nach Satz 1.7.
Offensichtlich wirkt dann auch G = AI'L(1, 8) fahnentransitiv auf D. Fiir v = 32
gilt |Go| = [I'L(1,32)| = 1 (mod 2) und wir erhalten daher mit Lemma 3.2 eben-
so lediglich das eindeutig bestimmte SQS(v), bestehend aus den Punkten und
Ebenen von AG(5,2). Um einzusehen, dass Gy = I'L(1, 32) fahnentransitiv auf
den mit 0 inzidenten Blocken wirkt, zeigt man wie vorher, dass |BlG L(1’32)| # 1
gilt. Nach Satz 1.7 ist dann |GL(1,32)g| =1 fiir 0 € B € B beliebig. Somit gilt
|BTL132)| = 31 oder 31 -5. Angenommen, die erste Aussage gelte. Wiederum mit
Satz 1.7 erhalten wir dann |[I'L(1,32)p| = 5. Sei H eine zyklische Gruppe der
Ordnung 5. Dann gilt |Hg| # 1 fiir 0 € B € B beliebig. Andererseits ist aber 5
ein 2-primitiver Teiler von 2% — 1. Daher besitzt H infolge von Satz 1.14 irredu-
zible Moduln vom Grad 4. Da nach dem Satz von Maschke der 5-dimensionale
G F(32) H-Modul vollsténdig reduzibel ist, hat H als irreduzible Moduln nur den
trivialen Modul und einen weiteren vom Grad 4. Falls jedoch H einen beliebigen
2-dimensionalen Untervektorraum fest lassen wiirde, dann héatte H, wiederum
nach dem Satz von Maschke, als irreduzible Moduln zwei 1-dimensionale Mo-
duln, ein Widerspruch. Daher muss |[BF2(1:32)] = 31.5 gelten, und wegen r = 31-5
folgt dann die Behauptung.

Fall (2): Go > SL(%,2%), d > 2a.

Fir @ = 1 haben wir G = AGL(d,2). Dann ist G 3-fach transitiv und
nach [32, Theorem 3] ist das SQS(v), bestehend aus den Punkten und Ebenen
von AG(d,2), d > 3, das einzige, auf welchem G operiert. Offensichtlich wirkt
G auf diesem auch fahnentransitiv. Wegen d > 2a kénnen wir im Folgenden an-
nehmen, dass a ein echter Teiler von d ist. Wir werden zeigen, dass hier kein

fahnentransitives SQS(v) existiert.
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Aufgrund von Lemma 2.1, geniigt es zu zeigen, dass r kein Teiler von |G| ist.
Bekanntlich gilt

d

|SL(%’ 20,)‘ — 2d(§—1)/2ﬁ(2ia . 1)7
=2

und  [[L(%,29) : SL(4,2%)] = |[Aut(GF(2%)| |GF(2)*| = a- (2° = 1).

Daher geniigt es zu zeigen, dass 7 nicht a - (2 — 1) - |[SL(%,2%)| teilt. Nach den
Sétzen 1.12 und 1.14 sowie Lemma 1.13 (b) hat

2d-1 _q

einen 2-primitiven Primteiler # mit # 1 297! — 1. Offensichtlich ist 7 # 2. Ferner
gilt 71 3a, denn 7 = 1 (mod (d — 1)) nach Lemma 1.13 (¢) und d ist echt teilbar
durch a.

Daher gilt

d_q

2d—1 -1 ,i/ 3a - 2d(%—1)/2 H(Qia . 1)
i=1
und die Behauptung folgt.

Fille (3)-(4): Diese Félle konnen analog zu Fall (2) eliminiert werden mit-
hilfe der Lemmata 1.13 und 2.1 sowie den Sétzen 1.12 und 1.14. (Ausfiihr-
lich ist dies dargestellt in [26, S.72ff.]; fiir |Out(Gy)| siehe beispielsweise [33,
S.170, Tables 5.1 A und 5.1 B]).

Fall (5): Gy = Ag oder Ay, v =21

Falls G = Ag gilt, dann impliziert Lemma 2.1, dass G auf keinem SQS(v)

fahnentransitiv operieren kann.

Da G = A7 3-fach transitiv ist und nach [32, Theorem 3] das aus den Punkten
und Ebenen von AG(4,2) bestehende SQS(v) das einzige ist, auf welchem G

operiert, liegt in diesem Fall Fahnentransitivitéat vor.

Fille (6)-(8): Diese Félle konnen nicht auftreten, da v keine 2-Potenz ist.

(B) Fasteinfacher Fall.
Die Falle (3),(5),(8),(12) aus Theorem 1.8, wobei G vom Typ fasteinfach

ist, konnen mittels Lemma 2.1 leicht ausgeschlossen werden (vgl. [26, S.911f.]).
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Offensichtlich kénnen die Félle (4), (7), (10), (11), (13) wegen Satz 3.1 nicht auf-
treten.

Fall (1): N = A,, v > 5. In diesem Fall ist G 3-fach transitiv und operiert
nach [32, Theorem 3] auf keinem nicht-trivialen 3 — (v, k, 1) Design.

Fall (2): N = PSL(d,q), d > 2, v ==L, wobei (d,q) # (2,2).(2,3).

1

Wir unterscheiden zwei Unterfalle:
(i) N=PSL(2,q),v=q+ 1.

Es gilt ¢ > 5, denn PSL(2,4) = PSL(2,5), und Aut(N) = PI'L(2,q). Sei
zunéchst G 3-fach transitiv. Aufgrund von [32, Theorem 3| erhalten wir dann le-
diglich das in (2) beschriebene SQS (3% + 1) mit PSL(2,3%) < G < PI'L(2,3%).
Offensichtlich liegt hier auch Fahnentransitivitdt vor. Da PGL(2, q) eine transiti-
ve Erweiterung von AGL(1, q) ist, sieht man leicht, dass das abgeleitete Design in
einem beliebigen Punkt von GF(3%)U{oo} isomorph ist zum 2 — (3%, 3, 1) Design,
bestehend aus den Punkten und Geraden von AG(d, 3).

Nun nehmen wir an, dass G' 3-fach homogen, aber nicht 3-fach transitiv ist. Da
hier PSL(2, q) eine transitive Erweiterung von AG%L(1, q) ist, kénnen wir aus [18]
schlieflen, dass das abgeleitete Design entweder der affine Raum AG(d, 3) mit den
Geraden als Blocken oder das Nettotripelsystem N(g) ist. Somit gilt (2) mit der
Aussage in Klammern oder (3) mit PSL(2,3%) < G < PX.L(2,3%). Umgekehrt ist
G aufgrund der 3-fachen Homogenitédt auch blocktransitiv. In beiden Féllen ha-
ben wir PSL(2,q)p = A, fiir B € B beliebig, denn PSL(2, q)p hat nach Satz 1.7
die Ordnung 12 und PSL(2,q)p — Sym(B) = S, ist eine treue Darstellung.
Somit liegt in jedem der beiden Fille Fahnentransitivitéit vor.

Sei schliefllich G' nicht 3-fach homogen. Da PGL(2,q) 3-fach homogen ist,
zerfallt die PGL(2,q)-Bahn auf den 3-elementigen Teilmengen daher unter
PSL(2,q) in genau zwei Bahnen gleicher Lénge. Sei M eine beliebige 3-elementige
Teilmenge. Dann gilt |PSL(2,q)u| = |PGL(2,q9)m| = 6 nach Satz 1.7. Da
PGL(2,q) 3-fach transitiv ist, haben wir folglich

PSL(Q,Q)M = Sg

fiir jede Bahn.
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Falls PSL(2,q) blocktransitiv auf einem beliebigen SQS(v) operieren wiirde,
dann wére wiederum
PSL(2,q)p = Ay

fir B € B beliebig. Jedoch wiirde dies nach der Definition von SQS(v) impli-
zieren, dass PSL(2,q) gz, wobei B den durch M eindeutig bestimmten Block be-
zeichnet, PSL(2, q)y enthélt, ein Widerspruch. Somit kann PSL(2, q) auf einem
beliebigen SQS(v) nicht fahnentransitiv operieren. Nun zeigen wir, dass auch G
auf keinem SQS(v) fahnentransitiv operiert. Ohne Einschriankung kénnen wir
O, als die PSL(2,q)-Bahn wihlen, die das Tripel {0,1,00} enthilt. Einfaches

Rechnen ergibt
PEL(27q)O,1,oo = <Ta>

mit 7, wie in Bemerkung 1.9 eingefiihrt. Dann ist PXL(2,¢)p, in PT'L(2, q) ent-
halten, und es gilt sogar Gleichheit, denn PXL(2, q) ist vom Index 2 in PT'L(2, q)
und PI'L(2, q) ist 3-fach transitiv. Daher haben wir lediglich

PSL(2,q) <G < PYL(2,q)
zu betrachten. Das Dedekind’sche Gesetz liefert
G = PSL(2,9) x (G N (1))

und

Gy = PSL(2,q)5) % (G N (10)) = G N (7o) = Cly

mit m | d fiir einen beliebigen Block B € B, denn jedes von der Identitét verschie-
dene Element von PSL(2,q) ldsst hochstens zwei Punkte fest. Angenommen, G
wirke nun blocktransitiv auf einem beliebigen SQS(v). Dann kénnen wir B € B
derart wéhlen, dass B das Tripel {0,1, 00} enthélt. Da G5y der Kern der Dar-
stellung Gp — Sym(B) = S, ist und PSL(2,q)p = A4 gilt, erhalten wir somit

wiederum nach dem Dedekind’schen Gesetz
Gp = PSL(2,q)p x (G N (1y)) = Ay X Cpy,.
Jedoch ergibt sich wegen PSL(2,q){0,1,00} = S5 analog
Gro1,00) = PSL(2,9){0,1,00) X (G N (15)) = 83 x Cip,

wiederum nach der Definition von SQS(v) ein Widerspruch.
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(i) N = PSL(d,q), d > 3, v =2=L.

1

Hier gilt Aut(N) = PT'L(d,q) > (t) (vgl. Bemerkung 1.9). Wir werden zei-
gen, dass G auf keinem SQS(v) operiert. Fiir d = 3 ist dies offensichtlich, denn
v = q¢*> + ¢+ 1 ist stets ungerade, ein Widerspruch zu Satz 3.1.

Sei also d > 3 und H eine Hyperebene des projektiven Raums PG(d — 1, q).
Angenommen, die Behauptung wére falsch. Dann gibt es ein Gegenbeispiel mit

minimalem d. Ohne Einschrénkung kénnen wir drei beliebige Punkte z,y, z aus

‘H wéhlen. Fiir d > 3 gilt
d—1

= —1
H| = ——— >4
==
Daher ist der durch x,y, z eindeutig bestimmte Block in H enthalten nach Lem-

ma 3.3. Folglich induziert H ein SQS(qd_lfl), auf welchem die Gruppe G, die

q—1
PSL(d—1,q) enthélt, operiert. Nach Induktion erhalten wir dann das minimale

Gegenbeispiel fiir d = 3. Somit operiert die Gruppe G, welche PSL(3, q) enthilt,
auf einem SQS(qqi—_ll). Da jedoch % = ¢®> + ¢ + 1 stets ungerade ist, folgt der
gewiinschte Widerspruch.

Fall (6): N = Sp(2d,2), d > 3, v = 224~1 £ 2d-1,
Es gilt N = G, denn |Out(N)| =1 (vgl. [33, S. 170, Table 5.1 A]). Wir zeigen,

dass G Elemente enthilt, die genau drei Punkte fix lassen und somit auf keinem
SQS(v) operieren kann nach Definition.

Bezeichne X' resp. X~ die Menge der Punkte, auf der G operiert mit
| X F| = 22471 42971 resp. | X | =221 — 2471 Fiir einen Primteiler p von |G|

definieren wir
my(G) := min{|supp(g)| : 1 # g € G, g ein p-Element von G}

als den p-Minimalgrad einer transitiven Permutationsgruppe G (vgl. [25]).
Zunéchst nehmen wir an, d sei gerade. Nach den Satzen 1.12 und 1.14 sowie
Lemma 1.13 (b) besitzt
2071 -1

einen 2-primitiven Primteiler p mit p L 297! — 1. Ferner teilt p die Ordnung
von G, denn es gilt |G| = 2% []%,(2% — 1) (siehe z. B. [33, S. 19, Table 2.1 C]).
Aufgrund von [25, Theorem 3.7] erhalten wir in X * daher

mp(G) — 22d—2(d—1)—1(22(d—1) o 1) + 2d—(d—1)—1(2d—1 _ 1) — }X'ﬁ" _ 3
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Somit existiert ein ¢ € G von Primzahlordnung p, welches genau drei Punkte fest
lasst in X+,

Fiir d # 4 existiert wie oben ein 2-primitiver Primteiler p mit p 1 2241 — 1,
und da p ein Teiler von |G| ist, erhalten wir wiederum mit [25, Theorem 3.7] in
-

(Q) = 224-2d=D=-1(92(d=1) _ 1) _ gd=(d=1)=1(gd=1 | 1) _ }X" _3

mp

Falls d = 4 ist, dann liefert [14, S.123], dass |fix(¢)| = 3 ist in X~ fiir g € 3D,
wobei 3D eine Konjugiertenklasse in [14] bezeichnet.
Nun nehmen wir an, d sei ungerade. Wieder erhalten wir die Existenz eines
2-primitiven Primteilers p mit p 1L 224~ — 1, und m,(G) = |X~| =3 in X,
Falls d # 7 gilt, dann existiert ein 2-primitiver Primteiler p mit p L 2971 — 1.

Wir wéhlen Ao € S € Syl,(Sp(d —1,2)) und definieren
Ay Aj P

Ay Ay
A Ay

A2 A3
Ay As
0 1

Aus dem Beweis von [25, Theorem3.7] ergibt sich |fix(h)|=3 in XT und
Ifix(h)] =1 in X ™.

Fiir d = 7 wahlen wir A := (1 1

1 O> und definieren

i:=diag(A, A, A, 1, A7 A7 AT ).

Wieder ist [fix(i)] =3 in X und |fix(7)] = 1 in X . Somit ist die Behauptung
gezeigt.

Fall (9): M,, v =11,12,22,23, 24.

Hier ist nach Satz 3.1 nur v = 22 moglich. Da My, 3-fach transitiv ist, liefert
jedoch [32, Theorem 3], dass das Witt 3 — (22,6, 1) Design das einzige Steiner
3-Design ist, auf welchem My resp. Aut(Mas) operiert. Somit kann dieser Fall

nicht auftreten, und das Theorem ist bewiesen. 0
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Es lasst sich leicht zeigen, dass die in Theorem 3.4 unter (1) (iv) und (3) ange-
gebenen SQS(32) nicht isomorph sind: Es geniigt dafiir die abgeleiteten Designs
zu betrachten. Einerseits haben wir das Nettotripelsystem N (31), andererseits
erhalten wir mit [19, Kap. 2.4, Satz34] das Steiner 2-Design, welches aus den
Punkten und Geraden von PG(4,2) besteht. Wie wir jedoch in Beispiel 2.8 gese-
hen haben, gibt es nur fiir ¢ = 7 eine Koinzidenz zwischen Nettotripelsystemen

und projektiven Radumen.

Abschlieflend betrachten wir folgenden Sonderfall: Sei G' als Automorphismen-
gruppe eines Steinerquadrupelsystems vom Typ fasteinfach mit N = PSL(2,q).
Wenn G 3-fach homogen ist, dann sind die SQS(v), auf denen G operiert nach
dem vorangegangenen Theorem bekannt. Wir wollen daher voraussetzen, dass G
nicht 3-fach homogen ist. Es lésst sich zeigen, dass dies genau dann der Fall ist,
wenn ¢ = 1 (mod 4) gilt (vgl. [26, S.89]). Wie wir gesehen haben, existiert in
diesem Fall kein fahnentransitives SQS(v). Es stellt sich allerdings die Frage, ob
es ein SQS(v) gibt mit obiger Automorphismengruppe G, wenn wir von der Ei-
genschaft der Fahnentransitivitdt absehen. Analog zum vorangegangenen Beweis
geniigt es dabei, PSL(2,q) < G < PXL(2,q) zu betrachten. Wir erhalten die
folgende Aussage:

Satz 3.5. Sei D = (X,B,1) ein nicht-triviales SQS(v). Genau dann operiert
G < Aut(D) mit PSL(2,q) < G < PXL(2,q), q eine Primzahlpotenz, und G
nicht 3-fach homogen auf D, wenn D isomorph ist zu einem SQS(3%+1), dessen
Punkte die Elemente von GF(3*)) U {oo} und dessen Blicke die disjunkte Ver-
einigung der Bilder von {0,1,—1,00} unter PSL(2,3%!) und {0,1,a,00} unter
PSL(2,3%) mitd e N, a ¢ GF(BM)"‘2 sind, und PSL(2,3%) < G < PXL(2,3%?).

Beweis. Sei D = (X, B,1) ein nicht-triviales SQS(v). Wegen v = ¢+ 1 > 4
kénnen (d, q) = (2,2), (2, 3) nicht auftreten. Also ist G stets 2-fach transitiv, nach
Voraussetzung jedoch nicht 3-fach homogen. Somit geniigt es, G = PSL(2,q) zu
betrachten.

Da PGL(2,q) 3-fach homogen ist, zerfillt die PGL(2,q)-Bahn auf den
3-elementigen Teilmengen daher unter G in genau zwei Bahnen gleicher Lénge.
Nach der Definition von SQS(v) hat G folglich genau zwei Bahnen auf den
Blocken von moglicherweise ungleicher Lange. Da fiir einen beliebigen Block
B € B aus jeder Bahn die Darstellung Gg — Sym(B) = S, treu ist, erhal-
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ten wir mit der Bahnenformel (1.7), dass die beiden Bahnen auf den Blocken in

der Tat gleiche Lange haben und
Gp = 54

gilt auf jeder Bahn fiir jedes B € B der jeweiligen Bahn. Wir bemerken, dass G'g
dann vier 3-Sylowuntergruppen besitzt. Im Folgenden haben wir aufgrund von
Satz 3.1 und der Bedingung ¢ = 1 (mod 4) zwei Fille zu unterscheiden:

(i) ¢ =3%,deN.

Wegen 3 | ¢ hat jede 3-Sylowuntergruppe genau einen Fixpunkt. Folglich
haben wir hochstens eine Bahn der Lénge 4 unter Gp.
Andererseits ist der Normalisator einer 3-Sylowuntergruppe in der symmetrischen
Gruppe S3 bereits S3 selbst; daher ldsst S5 den jeweiligen Fixpunkt fest. Der
Stabilisator dieses Fixpunktes in der symmetrischen Gruppe S; hat mindestens
die Ordnung 6. Nun ist dieser offensichtlich 3-abgeschlossen, kann also nicht S
selbst sein. Ferner kann er auch nicht die alternierende Gruppe A4 sein, da diese S5
nicht enthalt. Folglich kann er nur die Ordnung 6 haben. Also gibt es mindestens
eine Bahn der Linge 4.
Somit haben wir auf jeder der beiden Bahnen von Blocken genau eine Bahn der
Lange 4 unter G'g. Dies liefert uns die angegebenen Kreisgeometrien, wobei wir
a & GF(q)** wihlen, denn es gilt allgemein —1 € GF(q)*> <= ¢ = 1 (mod 4)
(vgl. [6, Kap. 3.1, Lemmab (b)]). Wegen 2% | (3¢ — 1)(3% 4+ 1)(3% + 1) = 3% — 1
fiir alle d € N, ist fiir ¢ = 32¢, d € N, stets auch ¢°> = 1 (mod 16) erfiillt. Daher

haben wir in G

(¢+1)q(qg—1)
24

zu Sy isomorphe Untergruppen, verteilt auf zwei Konjugiertenklassen gleicher
Lange (siehe [20, S.285] bzw. [30, Kap.II, Hilfssatz 8.16 und Satz 8.18 (a)]). Nun

haben wir aber genau
b (g+1g(g—1)

2 2.-24

Kreise auf jeder Bahn von Blocken. Daher erhalten wir aufler den Kreisgeometrien

keine weiteren Steinerquadrupelsysteme.
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(ii)) ¢ = 1 (mod 12).

Angenommen, wir hétten eine Bahn der Linge 4 unter Gg. Dann ist der
Stabilisator eines Punktes in Gg isomorph zu S3. In dieser zur S5 isomorphen
Untergruppe U haben wir einen Normalteiler der Ordnung 3. Dieser hat genau
zwei Fixpunkte, denn es gilt insbesondere 3 | ¢ — 1. Eine Involution in U lasst
diese aber beide fest, daher hat U zwei Fixpunkte.

Andererseits ist jedoch der Stabilisator auf zwei Punkten in PSL(2,q) bekannt-
lich zyklisch. Somit erhalten wir einen Widerspruch, da S3 nicht-abelsch ist. Also
existiert keine Bahn der Lange 4 unter G und daher auch kein Steinerquadru-

pelsystem. Dies liefert uns die Behauptung. 0






Kapitel 4

Fahnentransitive Steiner 3-Designs

Nachdem wir im vorangegangenen Kapitel das Problem der Klassifikation fah-
nentransitiver Steiner 3-Designs fiir den kleinsten Parameter £ = 4 gelost haben,
werden wir in diesem Kapitel die Félle £ = 5,6 und 7 untersuchen.

Dafiir betrachten wir in den ersten beiden Abschnitten zunéchst zwei Spezialfalle:
Zum einen setzen wir voraus, dass die Automorphismengruppe des Steiner
3-Designs projektiv ist, zum anderen soll die Automorphismengruppe, abgesehen
von der eindimensionalen affinen Gruppe, vom Typ affin sein. Fiir allgemeines
k lasst sich jeweils eine vollstdndige Klassifikation der fahnentransitiven Steiner
3-Designs angeben (Sétze 4.1 und 4.2). Daran anschliefend lassen sich alle fahnen-

transitiven Steiner 3-Designs mit den Blockgréflen k£ = 5,6 und 7 klassifizieren.

4.1 Projektive Automorphismengruppe

Satz 4.1. Sei D = (X,B,I) ein nicht-triviales 3 — (v, k,1) Design, und sei
G < Aut(D) vom Typ fasteinfach mit N = PSL(d,q%), q eine Primzahlpotenz.
Genau dann operiert G fahnentransitiv auf D, wenn einer der folgenden Fille
auftritt:

(1) D ist isomorph zu einem 3—(¢°+1,q+1,1) Design, dessen Punkte die Ele-
mente von GF(q°) U {oo} und dessen Blicke die Bilder von GF(q) U {oo}
unter PGL(2,q°) (resp. PSL(2,q%), e ungerade) mit ¢ > 3, e > 2 sind, und
das abgeleitete Design ist isomorph zum 2 — (¢, q, 1) Design, bestehend aus
den Punkten und Geraden von AG e, q), und PSL(2,¢°) < G < PT'L(2,q°),

39
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(2) D ist isomorph zu einem 3 — (¢ + 1,4,1) Design, dessen Punkte die Ele-
mente von GF(q) U {oco} mit ¢ = 7 (mod 12) und dessen Blicke die Bil-
der von {0,1,00,e} unter PSL(2,q) sind, wobei € eine primitive sechste
FEinheitswurzel in GF(q) ist, und das abgeleitete Design ist isomorph zum
Nettotripelsystem N(q), und PSL(2,q) < G < PXL(2,q).

Beweis. Aufgrund von Theorem 1.8 sei im Folgenden N = PSL(d, ¢%), d > 2,
e\d
v = (qqe)—gl die Anzahl der Punkte von PG(d — 1,¢°), und (d, ¢°) # (2,2), (2, 3).

Wir unterscheiden zwei Falle:
(i) N=PSL(2,¢°), v=q°+ 1.

Hier gilt ¢° > 5, denn PSL(2,4) = PSL(2,5), und Aut(N) = PT'L(2,¢°).
Zuerst nehmen wir an, G sei 3-fach transitiv. Nach [32, Theorem 3] haben
wir dann lediglich das in (1) beschriebene 3 — (¢ + 1,q + 1,1) Design mit
PSL(2,¢°) < G < PT'L(2,¢°), ¢ > 3, e > 2. Offensichtlich liegt hier Fahnen-
transitivitit vor. Da PGL(2,¢%) eine transitive Erweiterung von AGL(1, ¢%) ist,
sieht man leicht, dass das abgeleitete Design in einem beliebigen Punkt von
GF(q¢°) U {oo} isomorph ist zum 2 — (¢%, ¢, 1) Design, welches aus den Punk-
ten und Geraden von AG(e, q) besteht.

Nun nehmen wir an, G sei 3-fach homogen, jedoch nicht 3-fach tran-
sitiv. Da hier PSL(2,¢°) eine transitive Erweiterung von AG?L(1,q°) ist,
kénnen wir aus [18] schliefen, dass das abgeleitete Design entweder der affi-
ne Raum AG(e,q) mit den Geraden als Blocken oder das Nettotripelsystem
N(q) ist. Daher gilt (1) mit der Aussage in Klammern oder Aussage (2) mit
PSL(2,¢°) < G < PXL(2,q¢%). Umgekehrt ist G aufgrund der 3-fachen Homo-
genitdt auch blocktransitiv. Mit der Bahnenformel (1.7) erhalten wir folglich
|PSL(2,¢°)s| = |PSL(2,q)| und mit [20, S.286] bzw. [30, Kap.II, Satz 8.26 (12)]
sogar

PSL(2,¢°)p = PSL(2,q)

fir B € B beliebig. Da PSL(2,q) 2-fach transitiv auf & = ¢ + 1 Punkten wirkt,
liegt somit in beiden Fillen Fahnentransitivitéit vor.

Schliellich nehmen wir an, GG sei nicht 3-fach homogen. Dann hat GG in diesem
Fall wiederum genau zwei Bahnen gleicher Lénge auf den 3-elementigen Teilmen-

gen. Nach der Definition von Steiner 3-Designs hat G folglich genau zwei Bahnen
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(moglicherweise ungleicher Lange) auf den Blocken. Daher kann G auf keinem
nicht-trivialen 3 — (v, k, 1) Design blocktransitiv operieren, folglich auch nicht

fahnentransitiv.

(i) N = PSL(d, ¢*), d > 3, v = @)=L,

o

Sei im Folgenden ¢ := ¢°. Hier gilt Aut(N) = PI'L(d,q) » (t) (vgl. Bemer-
kung 1.9). Wir werden zeigen, dass G als Automorphismengruppe auf keinem
nicht-trivialen 3 — (v, k, 1) Design operiert. Sei zunéchst d = 3. Da durch je drei
Punkte genau ein Block geht, konnen wir ohne Einschrankung von drei nicht-

kollinearen Punkten z,y, z ausgehen. Wir unterscheiden zwei Unterfélle:

(a) der durch z,y, z eindeutig festgelegte Block enthilt mindestens einen

weiteren Punkt des Dreiecks durch x, y, 2.
(b) der Block enthélt keinen weiteren Punkt des Dreiecks.

ad (a): Bezeichne G eine projektive Gerade. Da in PG(2,q) der Satz von De-
sargues gilt, wirkt die Gruppe der Translationen 7'(G) nach dem Satz von Baer
scharf transitiv auf den Punkten von PG(2,q) \ G. Auf G hingegen wirkt die
Gruppe T'(G) trivial, denn die Zentralkollineationen lassen jeden Punkt von G
fest. Somit miisste der in (a) genannte Block alle Punkte von PG(2,q) \ G, also
mindestens §? viele, enthalten. Dies sind jedoch offensichtlich mehr als die Hélfte
der Punkte von PG(2,q), im Widerspruch zu k < [% + 2} nach Satz 1.4.

ad (b): Wie leicht zu sehen ist, besteht der punktweise Stabilisator von drei
Punkten in der Gruppe SL(3,7) genau aus den Diagonalmatrizen und hat daher
die Ordnung (g — 1)? (vgl. [30, Kap.II,Satz 7.2 (b)]). Diesem entspricht in der
PSL(3,q) eine Untergruppe U der Ordnung

L@—1)?% mit n=(3,q-1).

Da U semiregular aulerhalb des Dreiecks wirkt, erhalten wir n Bahnen mit glei-
cher Lénge (g — 1)?, denn falls U einen weiteren Punkt auBerhalb des Dreiecks
fest lassen wiirde, dann wiirde U ein nicht-ausgeartetes Viereck fest lassen. Dies
wiirde aber bedeuten, dass U die Identitit sein miisste, ein Widerspruch. Somit

erhalten wir
k>34 1(qg—1)>
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Andererseits wissen wir aber, dass der in (b) genannte Block ein Bogen ist, also
maximal g+1 Punkte fiir § ungerade bzw. §+2 Punkte fiir ¢ gerade enthalten kann
(vegl. [19, Kap. 3.2, Satz 24]). Lediglich fiir ¢ = 2 und 4 sind beide Aussagen erfiillt.
Jedoch existieren wegen Lemma 1.2 (d) keine nicht-trivialen 3 — (7, k, 1) Designs
und 3 — (21, k, 1) Designs. Somit operiert G fiir d = 3 auf keinem nicht-trivialen
3— (@ +q+1,k, 1) Design.

Sei nun d > 3. Auch hier werden wir zeigen, dass G auf keinem nicht-

trivialen 3 — (v, k, 1) Design operiert. Sei H eine Hyperebene des projektiven
Raums PG(d — 1, q). Der Beweis erfolgt als Widerspruchsbeweis mittels Induk-
tion nach d:
Angenommen, die Behauptung wére falsch. Dann gibt es ein Gegenbeispiel mit
minimalem d. Ohne Einschrinkung kénnen wir drei beliebige Punkte x,y, z aus
der Hyperebene ‘H wéahlen. Zunéchst zeigen wir, dass der durch z,y, z eindeutig
bestimmte Block eines 3 — (v, k, 1) Designs vollsténdig in H liegt: Analog zu oben
wirkt die Gruppe der Translationen T'(H) scharf transitiv auf den Punkten von
PG(d—1,q) \'H, auf H jedoch trivial. Falls der durch x,y, z eindeutig bestimmte
Block mindestens einen Punkt auflerhalb von H enthalten wiirde, dann miisste
er bereits alle Punkte von PG(d—1,7) \'H, also mindestens g%~! viele, enthalten.
Wegen

7d_

<M= P - 1< - @) =2 -1 <

V=
q—1

sind dies jedoch mehr als die Hélfte der Punkte von PG(d — 1, q), wie oben ein

Widerspruch. Somit induziert H ein

-1

3 — (qdq_l_l, k,1) Design,

auf welchem G mit PSL(d —1,q) < G < PT'L(d — 1,q) x () operiert. Induktiv
erhélt man das kleinste Gegenbeispiel fiir d = 3. Wie wir jedoch gesehen ha-
ben, operiert G mit PSL(3,7) < G < PTL(3,q) x () auf keinem nicht-trivialen
3—(7*+q+1,k,1) Design, und die Behauptung folgt. O
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4.2 Automorphismengruppe vom Typ affin

Satz 4.2. Sei D = (X,B,I) ein nicht-triviales 3 — (v, k,1) Design, und sei
G < Aut(D) vom Typ affin mit G £ ATL(1,v). Genau dann operiert G fahnen-
transitiv auf D, wenn D isomorph ist zum SQS(2%), bestehend aus den Punkten

und Ebenen von AG(d,2), und es gilt eine der beiden Aussagen:
(i) d > 3, und G = AGL(d,?2),

Beweis. Sei G vom Typ affin mit G £ AT'L(1, v). Wir haben sukzessive die Félle
(2)-(8) aus Theorem 1.8 zu betrachten.

Fall (2): Go > SL(%,p%), d > 2a.

Im Folgenden werden Vektoren stets von links an Matrizen heranmultipliziert.
Ferner bezeichne e; den i-ten Einheitsvektor des Vektorraums V' := V(g, p*) und
(e;) den von e; erzeugten 1-dimensionalen Untervektorraum. Wirke G als Auto-
morphismengruppe nun fahnentransitiv auf einem nicht-trivialen 3 — (v, k, 1) De-
sign. Wir werden zeigen, dass in diesem Fall lediglich das oben genannte SQ.S(2¢)
mit d > 3 und G = AGL(d,2) auftreten kann. Sei zunéchst p* # 2. Fir d = 2a
sei T := T'((e1)) < Gy die Transvektionsuntergruppe zu (e;). Dann besteht 7" aus

allen Elementen der Form
10 a L.
<c 1> , ¢ € GF(p*) beliebig.

Offensichtlich ldsst T' als Punkte lediglich die Elemente von (e;) fest. Daher
hat GG, Bahnen mindestens der Lange p® auflerhalb der Geraden durch 0,e;.
Sei nun x € (e1). Falls der durch 0, ey, x eindeutig bestimmte Block mindestens
einen Punkt auflerhalb der Geraden (e;) fest lassen wiirde, dann wére folglich
k > p* + 3. Nach Korollar 1.5 haben wir jedoch in diesem Fall £ < p* 4 1, ein
Widerspruch. Also liegt der durch 0, e1, x eindeutig bestimmte Block vollstindig
in (e1). Aufgrund der Fahnentransitivitit von G liegt dann aber jeder Block in
einer affinen Geraden. Nach der Definition von Steiner 3-Designs miissten aber je
drei nicht-kollineare Punkte ebenso stets einen Block eindeutig bestimmen, ein

Widerspruch.
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Fir d > 3a betrachten wir (E X g)-Matrizen der Form

1 0 O
I
0
wobel
Bl =
BQ =
0
0 1
0
und B; := 0
i
0
0

-1

L3

,1<i<%—1, 2y € GF(p?) beliebig,

0
XT3 Ty
x;l
1
0
T3 T4 Ty
0
-1
1
0
0 Zip1 Tigo
S
—1
0
1

Td
71‘2#07
1
XTd
, 23 # 0
1
Td

, i1 #£0, 3< i< 41

1

Offensichtlich gilt B; € SL(g—l,p“) firl <i< g—l, und daher A; € SL(g,p“)e1
nach dem Entwicklungssatz von Laplace. Da wir bei Multiplikation von es; mit
den Matrizen A; (1 < < g — 1) als Bilder genau die Vektoren von V' \ (e;) er-
halten, wirkt SL(2,p%),, transitiv auBerhalb der Geraden durch 0, e;, und daher

a’

auch Gy .,. Nun wédhlen wir wieder z € (e;). Falls der durch 0, e;,z eindeutig
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bestimmte Block einen Punkt auflerhalb von (e;) fest lassen wiirde, dann miisste
er folglich bereits alle Punkte auierhalb, also mindestens p? — p® 4+ 3 viele, enthal-
ten, im offensichtlichen Widerspruch zu Korollar 1.5. Also liegt der durch 0, eq,
eindeutig bestimmte Block wiederum vollsténdig in (e;) und wir erhalten analog
zu oben, dass auch hier G' auf keinem nicht-trivialen 3 — (v, k, 1) Design fahnen-
transitiv operieren kann.

Sei nun p* = 2. Um nicht-triviale 3 — (v, k, 1) Designs zu erhalten, muss
v =29 > 4 gelten. Fiir v = 8 erhalten wir mit Lemma 1.2, dass notwendig k = 4
ist. Fiir v > 8 werden wir zeigen, dass ebenso lediglich Steinerquadrupelsysteme
in Betracht kommen. Theorem 3.4 liefert dann die Behauptung.
Sei also d > 3. Dain AG(d, 2) je drei Punkte nicht-kollinear sind, bestimmen die-
se stets eindeutig eine affine Ebene. Sei £ := (e, e5) der von e; und ey erzeugte

2-dimensionale Untervektorraum. Wir betrachten (d x d)-Matrizen der Form

1 0 0 0
0O 1 O 0
T T2 . . C .
A; = 0 0 B, , 1 <i<d—2; xq, 9 € GF(2) beliebig
0 O
mit
x3 T4 Ty Tq
0 3!
1 X
Bl = 0 , L3 # 07
: O ..
0 1
0 x4 5 ¢ -+ T4
z;t 0
0 —1 ES
By:=1 o 1 , T4 # 0
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0 0 -+ 0 0 @2 Tiys -+ @g

und B; = 0 -1 , Tigo £ 0, 3< 1< d-2.

0 1

Es gilt B; € SL(d — 2,2) fir 1 < i < d — 2, und daher A; € SL(d,2)¢. Durch
Multiplikation von e3 mit den Matrizen A; (1 < i < d — 2) erhalten wir als Bil-
der genau die Vektoren von V' '\ €. Somit wirkt SL(d,2)¢, und daher auch Gy ¢,
transitiv auf V'\ €. Falls nun der durch 0, 1, 5 eindeutig bestimmte Block einen
Punkt aulerhalb von £ enthalten wiirde, dann miisste er bereits alle Punkte von
V'\ € enthalten. Dann wire aber k > 2¢ —4+3 = 27— 1, im Widerspruch zu Ko-
rollar 1.5. Daher liegt der durch 0, e, e5 eindeutig bestimmte Block vollsténdig in
E. Wegen der Fahnentransitivitat von G liegt dann aber jeder Block in einer affi-
nen Ebene. Daher gilt £ < 4, und aufgrund der Definition von Steiner 3-Designs
erhalten wir k = 4.

Fall (3): Go > Sp(%d,p“), d > 2a.

Wir werden zeigen, dass G als Automorphismengruppe auf keinem nicht-
trivialen 3 — (v, k, 1) Design fahnentransitiv operiert. Angenommen, die Behaup-
tung wére falsch. Sei zunéchst p® # 2. Auf den Punkten des zugehorigen pro-
jektiven Raums ist die Permutationsgruppe PSp(%d,p“) eine Rang 3 Gruppe
und die Bahnen des Punktstabilisators sind bekannt (siehe beispielsweise [30,
Kap. II, Satz 9.15 (b)]). Folglich hat Go Sp(22, p*) genau zwei Bahnen auf V'\ (z)
(0 # x € V) mindestens der Lange

2d_g

pr(p*i — 1) az ia d
— = P > p.
pr—1 i=1

Sei y € (z). Falls der durch 0, x,y eindeutig bestimmte Block mindestens einen
Punkt von V'\ (z) fest lassen wiirde, dann wiire daher k > p?+3. Andererseits gilt
nach Korollar 1.5 in diesem Fall & < p? + 1, ein Widerspruch. Somit kénnen wir

wie im Fall (2) argumentieren, um den gewiinschten Widerspruch zu erhalten.
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Sei nun p® = 2. Um triviale 3— (v, k, 1) Designs auszuschliefen, sei v = 22¢ > 4.

Fir d = 2 (hier gilt Sp(4,2) = Sg (vgl. [30, Kap. 11, Satz 9.21])) haben wir £ <5
nach Korollar 1.5. Wegen k — 24 v — 2 fiir k = 5, geniigt es nach Lemma 1.2 (d)
den Fall £ = 4 zu betrachten. Fiir d > 2 werden wir zeigen, dass wir uns ebenfalls
auf Steinerquadrupelsysteme beschranken kénnen. Wiederum mit Theorem 3.4
folgt dann die Behauptung.
Sei {z,y} ein nach [30, Kap.II, Satz9.6 (b)] stets existierendes hyperbolisches
Paar in dem nicht-ausgearteten symplektischen Raum V :=V(2d,2) und sei
E = (x,y) die von {x,y} erzeugte hyperbolische Ebene. Aus dem Beweis
von [30, Kap.II, Satz9.13] ergibt sich Sp(2d,2)(,; = Sp(2d — 2,2). Wegen
Out(Sp(2d,2)) =1 (vgl. [33, S. 170, Table 5.1 B]) haben wir daher

Sp<2d -2, 2) = Sp<2d7 2){x,y} < Sp(2d7 2)5 = GO,S'

Da Sp(2d — 2,2) transitiv wirkt auf den von 0 verschiedenen Vektoren des
(2d — 2)-dimensionalen symplektischen Unterraums, sieht man leicht, dass die
kleinste Bahn in V' \ £ unter Gy ¢ mindestens die Liinge 22¢-2 — 1 hat. Falls der
durch 0 und {ey, es} eindeutig bestimmte Block B einen Punkt von V' \ &£ ent-
halten wiirde, dann wire bereits & > 22472 — 1 4 3 = 224-2 + 2 im Widerspruch
zu Korollar 1.5. Daher liegt der Block B vollstindig in £. Aufgrund der Fahnen-
transitivitdt von G liegt dann aber jeder Block in einer affinen Ebene. Somit gilt

k <4, und nach der Definition von Steiner 3-Designs erhalten wir k£ = 4.

Fall (4) Go [2 G2(2a),, d = 6a.

Wir werden hier ebenfalls zeigen, dass G als Automorphismengruppe auf kei-
nem nicht-trivialen 3 — (v, k, 1) Design fahnentransitiv operieren kann. Wieder
nehmen wir an, die Behauptung wire falsch. Sei zunédchst ¢ = 1. Dann ha-
ben wir v = 2° = 64 und nach Korollar 1.5 folglich k¥ < 9. Andererseits gilt
|G2(2)'| = 2°-3% -7 und |Out(G2(2)")| = 2 (vel. [14, S.14]). Wir erhalten mit
Lemma 2.1 daher
Dies bedeutet jedoch, dass k ein Vielfaches von 32 oder 33 ist, ein Widerspruch.

Sei nun a > 1. Da hier G2(2%) nicht-abelsch einfach ist, gentigt es, Go> G2(2%)

zu betrachten. Als Permutationsgruppe ist G3(2%) eine Rang 4 Gruppe und fiir
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0 # x € V hat G5(2%), genau drei Bahnen O; (1 = 1,2,3) auf V' \ (x) der Lénge
@ —q,¢° — ¢, q° — ¢° (siehe beispielsweise [2] oder [11, Theorem 3.1].) Somit hat
Gy genau drei Bahnen auf V' '\ (z) mindestens der Liange |O;|. Sei y € (z). Wir
zeigen wiederum, dass der durch 0, z, y eindeutig bestimmte Block B vollsténdig
in (z) liegt.

Falls der Block B mindestens einen Punkt von V' \ (z) in Oy oder O3 enthiilt,
dann erhalten wir wie oben einen Widerspruch zu Korollar 1.5. Es bleibt also nur
zu betrachten, dass B Punkte aus V' \ (z) enthélt, die alle in O liegen. Nach [2]
ist die Bahn O; genau bekannt und es gilt

Ol = 'IA \ <._'L'>,

wobei zA = {y € V | f(z,y,2) = 0 fiir alle z € V} mit einer alternierenden
Trilinearform f auf V. Dann besteht der Block B, ausgenommen von Elementen
aus (z), genau aus O;. Wegen |O;| # 1 kénnen wir (z) € zA wihlen mit (z) # (x).
Aus Symmetriegriinden bestimmen dann aber 0, Z, ¥ mit T # i € () ebenso ein-
deutig den Block B, ein Widerspruch zur Definition von Steiner 3-Designs. Somit

liegt B vollsténdig in (x), und wir konnen wie in den obigen Fillen argumentieren.

Fall (5): Gy = Ag oder A7, v = 2%, Wegen v = 24 gilt k < 5 nach Korollar 1.5.
Falls £ = 4 ist, dann liefert Theorem 3.4 den Teil (ii) unserer Behauptung. Fiir

k =5 erhalten wir mit Lemma 1.2 (d) einen Widerspruch.

Fille (6)-(8): Fiir die Existenz von nicht-trivialen 3 — (v, k, 1) Designs haben
wir in diesen Féllen nur endlich viele Moglichkeiten fiir & zu betrachten. Diese
konnen mithilfe von Korollar 1.5 und Lemma 1.2 (b) und (d) leicht von Hand

ausgeschlossen werden, und der Satz ist bewiesen. U
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4.3 Klassifikation bei kleinen Blocken

Proposition 4.3. Sei D = (X, B, 1) ein nicht-triviales 3 — (v, k, 1) Design. Falls
G < Aut(D) mit PSU(3,¢*) < G < PTU(3,¢%), q := p* > 2 eine Primzahl-
potenz, fahnentransitiv auf D operiert, dann gelten die folgenden Aussagen, wobei
ao = |G| /(¢* + 1)¢*(¢* — 1) ist (sodass 5 < ag < 2a gilt):

(a) k|(¢*+1)g*(¢* — Dag und r > ¢°.
(b) ®3(q) ‘ (k = 1)(k = 2)ao.

Insbesondere gilt k =1 oder 2 (mod 6n + 1) fiir mindestens ein n € N.
Falls g = 1 (mod 3) ist, dann gilt zusdtzlich (k —1)(k — 2)ap = 0 (mod 3).

Beweis. ad (a): Da G fahnentransitiv ist, gilt k | |G| | |G| fiir B € B beliebig, und
daher die erste Behauptung. Die Menge der Blocke durch einen beliebigen Punkt
x € X bilden die Blocke eines 2— (v —1,k—1,1) Designs D,.. Mit [39, Theorem 1]
ist die Anzahl dieser Blocke r > ¢3.

ad (b): Wegen (¢*> +¢+1,q+ 1) = 1 erhalten wir durch vollstéindiges Kiirzen
die Teilbarkeitsaussage aus Lemma 2.1. Da a < 1 gilt, folgt 3ag < ®3(q) fiir alle g.
Somit enthélt k—1 oder k—2 aufgrund von Bemerkung 1.10 mindestens einen Fak-
tor der Form 6n+1 (n € N), und es gilt zusétzlich (k — 1)(k — 2)ag = 0 (mod 3),
falls ¢ =1 (mod 3) ist. O

Entsprechend erhalten wir Proposition 4.4 (man beachte, dass hier stets
q Z 1 (mod 3) gilt) und Proposition 4.5. Fiir |Out(*G>(q))| und |Out(Sz(q))| ver-
weisen wir dabei auf [33, S. 170, Table 5.1 B].

Proposition 4.4. Sei D = (X, B, 1) ein nicht-triviales 3 — (v, k, 1) Design. Falls
G < Aut(D) mit 2Gy(q) < G < Aut(?Ga(q)), q == 32T > 3, fahnentransitiv auf
D operiert, dann gelten die folgenden Aussagen, wobei ag :== |G| /(¢*+1)¢*(¢—1)
ist (sodass 1 < ag < 2e+ 1 gilt):

(a) k| (¢*+ 1)¢*(q — 1)ag und r > ¢°.
(b) ®3(q) ‘ (k = 1)(k — 2)ao.

Insbesondere gilt k = 1 oder 2 (mod 6n + 1) fir mindestens ein n € N.
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Proposition 4.5. Sei D = (X, B, I) ein nicht-triviales 3 — (v, k, 1) Design. Falls
G < Aut(D) mit Sz(q) < G < Aut(Sz(q)), ¢ == 2**T' > 2, fahnentransitiv auf D
operiert, dann gelten die folgenden Aussagen, wobei ag := |G| /(¢*> + 1)¢*(q — 1)
ist (sodass 1 < ag < 2e+ 1 gilt):

(a) k | (qg -+ 1)q2(q —_ 1)0,0 'U/nd r Z q2.

(b) ®2(q) | (k = 1)(k — 2)ao.

Theorem 4.6. Sei D = (X, B, 1) ein nicht-triviales 3 — (v,5,1) Design. Genau
dann operiert G < Aut(D) fahnentransitiv auf D, wenn D isomorph ist zu einem
3 — (4% + 1,5,1) Design, dessen Punkte die Elemente von GF(4%)U {oo} und
dessen Blicke die Bilder von GF(4) U {oo} unter PGL(2,4%) mit d > 2 (resp.
PSL(2,4%) mit d > 1 ungerade) sind, und das abgeleitete Design ist isomorph
zum 2 — (42,4, 1) Design, bestehend aus den Punkten und Geraden von AG(d,4),
und PSL(2,4%) < G < PI'L(2,4%).

Beweis. Wegen Korollar 2.3 werden wir wieder die in Theorem 1.8 angegebenen
Gruppen G sukzessive daraufhin untersuchen, ob G als Automorphismengruppe

fahnentransitiv auf einem nicht-trivialen 3 — (v, 5, 1) Design operiert.

(A) Affiner Fall.
Fall (1): G < ATL(1,p%).

Fiir die Existenz fahnentransitiver 3 — (v, 5, 1) Designs muss nach Lemma 2.1
notwendig

d_ d_
WL D2 i) | dpt 1)

—=p'-2|d-4-3 (%)

gelten. Die Ungleichung p? — 2 < d -4 -3 gilt bei p = 2 nur fiir d < 7, bei p = 3
fiir d < 4, bei p = 5 fiir d < 3 und bei p = 7 fiir d < 2. Falls d = 1 ist, dann
ist die Ungleichung lediglich fiir 2 < p < 13 erfiillt. Von diesen endlich vielen
Méglichkeiten erfiillen jedoch nur p? = 3,4, 5,8, 32 das Teilbarkeitskriterium (*).
Da wir triviale 3— (v, 5, 1) Designs ausschliefien, bleiben in der Tat nur v = p? = 8
und 32 zu betrachten. In beiden Féllen erhalten wir aber mit Lemma 1.2 (c) deren
Nicht-Existenz.
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Fille (2)-(8): Nach Satz 4.2 existieren in diesen Fillen keine nicht-trivialen

fahnentransitiven 3 — (v, 5, 1) Designs.

(B) Fasteinfacher Fall.

Fall (1): N = A,, v > 5. Hier ist G 3-fach transitiv und operiert nach
[32, Theorem 3| auf keinem nicht-trivialen 3 — (v, k, 1) Design.

Fall (2): N = PSL(d,q), d > 2, v = £=L wobei (d,q) # (2,2),(2,3). Mit

q—17’
Satz 4.1 erhalten wir fiir £ = 5 das angegebene Design.

Fall (3): N = PSU(3,¢%*),v=¢*+1, ¢ >2. Aus Proposition 4.3 folgt, dass
fir £ < 7 keine nicht-trivialen fahnentransitiven 3 — (v, k, 1) Designs existieren

konnen.

Fall (4): N = Sz(q), v= ¢’ +1,q= 2" > 2.

Fiir ¢ > 27 gilt stets ®o(q) > (k — 1)(k — 2)ap. Fiir die iibrigen Werte von
q ist Proposition 4.5 (b) lediglich fiir ¢ = 8 erfiillt, und dies auch nur, wenn
G = Aut(Sz(8)) ist. Angenommen, G wirke in diesem Falle fahnentransitiv auf
einem nicht-trivialen 3 — (65,5, 1) Design. Insbesondere ist G dann blocktransi-
tiv. Nach der Bahnenformel (1.7) hat der Stabilisator G eines beliebigen Blocks
B € B daher die Ordnung 20, denn es gilt |G| = 65 -64 -7 -3 (vgl. beispiels-
weise [33, S. 170, Table 5.1 B]). Andererseits hat G nach dem Satz von Sylow eine
3-Sylowuntergruppe U. Wegen v = 65 = 2 (mod 3) besitzt U mindestens zwei
Fixpunkte. Im Folgenden werden wir zeigen, dass U sogar mindestens drei Fix-
punkte hat.
Die Untergruppe U lédsst eine 2-Sylowuntergruppe der Ordnung 64 fest, daher
auch ihr Zentrum der Ordnung 8. Wegen 7 = 1 (mod 3) kommutiert U als
Gruppe von Automorphismen auf dem Zentrum mit mindestens einem Gruppen-
element 7 # 1 der Ordnung 2. Das Element 7 operiert auf der Fixpunktmenge
von U, und U kommutiert mit 7. Folglich kommutiert auch 7 mit U und lasst die
Fixpunktmenge von U invariant. Da Involutionen in Sz(g) genau einen Fixpunkt
haben (siche z. B. [31, Kap.XI, Lemma1.7 (b)]), wird einer der beiden obigen
Fixpunkte von 7 bewegt. Daher hat U mindestens drei Fixpunkte. Dies bedeutet
aber, dass U nach der Definition von Steiner 3-Designs im Stabilisator des durch
diese drei Fixpunkte eindeutig bestimmten Blocks liegt. Jedoch hat dieser, wie

oben gezeigt, die Ordnung 20, ein Widerspruch nach dem Satz von Lagrange.
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Fall (5): N =2G5(q), v =¢*>+1, ¢ = 3% > 3. Fiir k < 7 existieren nach
Proposition 4.4 keine nicht-trivialen fahnentransitiven 3 — (v, k, 1) Designs.

Fall (6): N = Sp(2d,2), d > 3, v = 2%~ £ 241,
Wegen 2 4 (2247142471 1) (224242972 1) folgt (k—1)(k—2) { (v—1)(v—2).

Daher kann G nach Lemma 1.2 (c) auf keinem 3 — (v, 5,1) Design operieren.

Fidlle (7)-(13): Im Fall (9) ist G stets 3-fach transitiv und mit [32, Theorem 3]
kénnen wir folgern, dass G lediglich auf dem zugehorigen Witt Design fahnen-
transitiv operiert. Fiir £ = 5 existiert jedoch kein solches. In den iibrigen Fillen
kénnen wir mittels Korollar 1.5 und Lemma 1.2 (c¢) und (d) leicht zeigen, dass
fiir die vorgegebenen Werte von v keine 3 — (v, 5,1) Designs existieren kénnen,

und das Theorem ist bewiesen. O

Theorem 4.7. Sei D = (X, B, ) ein nicht-triviales 3 — (v,6,1) Design. Genau
dann operiert G < Aut(D) fahnentransitiv auf D, wenn einer der beiden Fille
auftritt:

(1) D ist isomorph zu einem 3—(5%+1, 6, 1) Design, dessen Punkte die Elemente
von GF(5%) U {oo} und dessen Blécke die Bilder von GF(5) U {oo} unter
PGL(2,5%) mit d > 2 (resp. PSL(2,5%) mit d > 1 ungerade) sind, und das
abgeleitete Design ist isomorph zum 2 — (5¢,5,1) Design, bestehend aus den
Punkten und Geraden von AG(d,5), und PSL(2,5%) < G < PTL(2,5%),

(2) D ist isomorph zum Witt 3 — (22,6, 1) Design, und G > Mas.
Beweis. Wiederum konnen wir von Theorem 1.8 ausgehen.

(A) Affiner Fall.
Fall (1): G < ATL(1,p%). Analog zum entsprechenden Fall in Theorem 4.6

erhalten wir mit den iibrigen Aussagen von Lemma 1.2, dass auch hier keine

nicht-trivialen fahnentransitiven 3 — (v, 6, 1) Designs existieren.

Die Fille (2)-(13) lassen sich wieder mit Satz 4.2 ausschliefen.

(B) Fasteinfacher Fall.

Die Félle (1)-(3),(5),(7)-(13) lassen sich analog zu denen in Theorem 4.6
behandeln. In Fall (9) ergibt sich hierbei das angegebene Witt-Design.
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Fall (4): N = Sz(q), v = ¢* + 1, ¢ = 2%t > 2. Fiir ¢ > 27 gilt stets
®o(q) > (k—1)(k — 2)ag. Fiir die iibrigen Werte von ¢ ist Proposition 4.5 (b)
ebenfalls nicht erfiillt, sodass wir hier keine nicht-trivialen fahnentransitiven

3 — (v,6,1) Designs erhalten kénnen.

Fall (6): N = Sp(2d,2), d > 3, v = 22471 £ 2471 Da 22472 4 24-2 _ 1 gstets
ungerade ist, erhalten wir, dass £ — 2 kein Teiler von v — 2 sein kann. Folglich
operiert G nach Lemma 1.2 (d) auf keinem nicht-trivialen 3 — (v,6,1) Design,

und die Behauptung ist gezeigt. 0

Theorem 4.8. Es existiert kein nicht-triviales 3 — (v,7,1) Design mit einer

fahnentransitiven Automorphismengruppe.

Beweis. Der affine Fall ergibt sich wie in Theorem 4.7. Es bleibt also nur noch

zu betrachten:

(B) Fasteinfacher Fall.

In den Féllen (1)-(3), (5), (7)-(13) kénnen wir wieder wie in Theorem 4.6 vor-
gehen. Offensichtlich kann dabei fiir £ = 7 der Fall (2) nicht auftreten.

Fall (4): N = Sz(q), v =¢"+ 1, g = 2*"" > 2.

Fiir ¢ > 29 gilt stets ®o(q) > (k — 1)(k — 2)ao. Fiir die iibrigen Werte von ¢
ist Proposition 4.5 (b) lediglich fiir ¢ = 8 erfiillt. Jedoch erhalten wir in diesem
Fall wegen v = 65 einen Widerspruch zu Lemma 1.2 (d). Also existieren auch

hier keine nicht-trivialen fahnentransitiven 3 — (v, 7,1) Designs.

Fall (6): N = Sp(2d,2), d > 3, v = 2%~ £ 24-1,

Falls G auf einem nicht-trivialen 3 — (v, 7, 1) Design operiert, dann muss nach
Lemma 1.2 (d) notwendig k —2 | v—2, also 5 | 2(22¢72 £2972 — 1) gelten. Dies ist
gleichbedeutend zu 224724292 —1 = 0 (mod 5). Nun sieht man aber leicht (durch
einfaches Einsetzen bzw. Rechnen in GF(5)), dass 422 £ x # 1 (mod 5) gilt, und
folglich 2272 4+ 2" £ 1 (mod 5) fiir n > 1. Mit n := d — 2 erhalten wir dann aber
224=2 4 24-2 £ 1 (mod 5), ein Widerspruch. Daher folgt die Behauptung. O
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