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1 Einleitung

Geometrische Objekte werden in vielen Teilgebieten der Mathematik beschrieben
und untersucht. So werden sie in der algebraischen Geometrie als Nullstellengebilde
eines Polynoms dargestellt, die Differentialgeometrie beschreibt sie durch Funktio-
nen und bedient sich zu ihrer Untersuchung der Methoden der Analysis. Mit Hilfe
der Differentialrechnung lassen sich Kriimmungsbegriffe von Kurven, Fldchen und
héherdimensionalen Objekten definieren und berechnen.

Neben der Geometrie im n-dimensionalen euklidischen Raum wird auch die einer
Mannigfaltigkeit untersucht. Eine n-dimensionale Mannigfaltigkeit kann lokal, d.h.
in kleinen Ausschnitten, und im Allgemeinen nur verzerrt auf den R"™ abgebildet wer-
den. In diesen lokalen Abbildungsfunktionen, Karten genannt, steckt die Information
dariiber, wie sich die Geometrie der Mannigfaltigkeit von der des R"™ unterscheidet.
Ein Beispiel ist eine zweidimensionale Sphére, etwa die Oberflaiche der Erde. Sie
scheint uns lokal flach, d.h. eine Ebene zu sein. Es ist jedoch nicht moglich, auch
nur in kleinen Ausschnitten eine ldngen- und winkeltreue Karte zu zeichnen. Ein
weiteres Beispiel ist der Raum um einen schweren Stern oder ein schwarzes Loch,
wie er in der Allgemeinen Relativitédtstheorie beschrieben wird. Aus unserer eukli-
dischen Sicht bewegen sich Lichtstrahlen in der Ndhe des Sterns auf gekriimmten
Bahnen. Diese sind jedoch “Geraden”, so genannte Geodéten, in der Geometrie der
beschreibenden Mannigfaltigkeit.

Partielle Differentialgleichungen haben ihren Ursprung in der Physik, in der sie
statische und dynamische Prozesse beschreiben. Beispiele sind etwa die Poisson-
Gleichung zur Bestimmung des Potentials zu einer vorgegebenen Massen- bzw La-
dungsverteilung, die Schwingungsgleichung eines Pendels oder die Warmeleitungs-
gleichung, die die Ausbreitung von Warme modelliert. Allein aus den Eigenschaften
der Differentialgleichung und ohne die Losung konkret anzugeben werden Aussagen
iiber Existenz und Gestalt einer Losung bewiesen. So folgt aus dem parabolischen
Maximumprinzip, dass sich Wérme im Innern eines Gebietes nicht sammeln kann.

In geometrischen Evolutionsgleichugen verbinden sich die Methoden von partiel-
len Differentialgleichungen und Differentialgeometrie. Eine partielle Differentialglei-
chung beschreibt die Bewegnung einer Fliache im euklidischen Raum oder einer Man-
nigfaltigkeit. Bewegungsrichtung und Geschwindigkeit bestimmen sich dabei aus der
momentanen Geometrie der Fliache. In dieser Arbeit werden Regularitétsergebnisse
fiir den so genannten inversen mittleren Kriimmungsfluss gezeigt. Darunter versteht
man Aussagen dariiber, ob Schranken an die Kriimmung und deren Ableitungen der
sich bewegenden Flidche gefunden werden kénnen oder ob sich Knicke ausbilden, die
einer unendlichen Kriimmung entsprechen.

Der folgende Abschnitt formuliert das hier Beschriebene mathematisch und gibt



einen Uberblick iiber bereits bekannte Ergebnisse. Zudem wird die Bedeutung des
inversen mittleren Kriimmungsflusses in der Allgemeinen Relativitétstheorie erleu-
tert.

1.1 Hintergrund

Geometrische Evolutionsgleichungen sind seit {iber zwanzig Jahren Gegenstand in-
tensiver mathematischer Forschung. Untersucht werden nichtlineare parabolische
Differentialgleichungen zweiter Ordnung der Form

OF

E(pvt):fy(pat)7 pENnila te [O7T)

F(p,0) = Fy(p), peN" (1.1)

mit F: N*7' x [0,T) — (M", g). Dabei ist (M™, g), n > 2 eine glatte Riemannsche
Mannigfaltigkeit und durch N}~ = F(-,¢)(N"!) wird eine glatte Familie von Hy-
perflichen definiert, die sich in Richtung ihrer d&uBeren Normalen v(p,t) bewegen.
Die Geschwindigkeit bestimmt sich durch eine homogene symmetrische Funktion
f(p,t) der Hauptkriimmungen der Fliche N;*~! im Punkt F(p,t).

Beispiele fiir (1.1) sind der mittlere Kriimmungsfluss mit f = —H = —(A\ +--- +
An—1) (MCF, mean curvature flow), der Gauf’sche Kriimmungsfluss fir f = —K =
—(A1-+-Au_1) oder der harmonische mittlere Kriimmungsfluss mit f = —(A\;' +
o+ + A1 )7h Gegenstand dieser Arbeit ist der inverse mittlere Kriimmungsfluss
(IMCF, inverse mean curvature flow), bei dem f = % fiir H > 0 untersucht wird.

Einen allgemeinen Uberblick iiber geometrische Evolutionsgleichungen geben [HP96]
und [HuO01].

Eine der ersten Fragen bei der Behandlung einer geometrischen Evolutionsgleichung
betrifft die Kurzzeitexistenz ihrer Losungen, die unter den Voraussetzungen des
folgenden Theorems [HP96] gesichert ist.

Theorem 1.1 Sei Fy: N*' — (M™,g) eine glatte, geschlossene Hyperfliche mit

_9f
N

(p) >0, 1<i<n-—1

auf Fo(N™1). Dann hat (1.1) eine glatte Losung auf einem nichtleeren Zeitintervall
[0,T) mit T > 0.

Im Fall des IMCF gilt — ( 36/(1') = H2 Fiir glatte Anfangsdaten mit H > 0 existiert

somit eine Losung zumindest fiir eine kurze Zeit.



Lasst man eine Sphére unter dem IMCF nach auflen flielen, so nimmt ihr Radius
exponentiell zu. Bei beliebigen Losungen spiegelt sich dies in der Evolution des
Féacheninhaltes wider, fiir den

0
1N = [V

und damit
| Ni| = [No| - €' (1.2)

gilt.

Der MCF dagegen ldsst eine geschlossene, gleichméfig konvexe Hyperflache im R"
in endlicher Zeit zu einem Punkt zusammenschrumpfen [Hu84]. Die Evolutionsglei-
chung fiir das Volumenelement

%Mt =—-H 2Nt

zeigt, dass der Flacheninhalt unter dem MCF kontinuierlich abnimmt.

Dieses Verhalten veranschaulicht die Entstehung von Singularititen. Im einfachen
Bild flieBen die Flichen unter dem IMCF nach auflen, sie werden immer flacher und
der Fluss bricht zusammen, wenn in einem Punkt H = 0 erreicht wird. Das Beispiel
des Torus im R" zeigt, dass dies ohne zusétzliche geometrische Voraussetzungen in
endlicher Zeit passiert. Beim MCF dagegen kriimmen sich die Flachen immer mehr
und Singularitdten entstehen dadurch, dass die Kriimmung divergiert.

Wie die Anschauung vermuten lésst existiert beim IMCF eine obere Schranke an die
mittlere Kriimmung, die allein von den Anfangswerten abhéngt. Diese folgt mit Hilfe
des Maximumprinzips aus der Evolutionsgleichung fiir H. Eine innere Abschitzung
(Satz 2.5) zeigt sogar, dass H im Fall M = R" wie 1/r abfillt, wobei  der Abstand
zur Anfangsfliche ist.

Die Fliachen N; des IMCF lassen sich als Niveauflachen einer Funktion u : M — R
auffassen, die einer degeneriert elliptischen Gleichung geniigt

div <|§—Z> = |Vul (1.3)

Dabei beschreibt die linke Seite von (1.3) die mittlere Kriimmung der Niveaufléchen,
die rechte Seite das Inverse der Geschwindigkeit. Gleichung (1.3) kann als Euler-
Lagrange-Gleichung eines Funktionals J,(v) gesehen werden. Dieses ist Ausgangs-
punkt fiir eine schwache Formulierung des IMCF [HI98], in der J,(v) in Cp:' mini-
miert wird.

Die Losung von (1.3) und des schwachen Problems basiert auf elliptischer Regulari-
sierung, d.h. es werden Losungen des elliptischen Problems

. u®
div (\/W) = 4/ |VU5| + 52 (14)
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gesucht. Diese konvergieren fiir ¢ — 0 lokal gleichmé&flig gegen das gesuchte w.
Somit ist das Problem auf ein rein elliptisches zuriickgefiihrt, auf das sich die Me-
thoden der klassischen elliptischen Theorie [GT]| anwenden lassen.

Zudem beschreibt (1.4) auch selber wieder eine glatte Losung des IMCF. So erfiillen
Us(z,z) =u(z) — ez

(1.3) in M x R, d.h. die Flichen Nf = {U® = t} translatieren unter dem IMCF.
Damit stehen fiir die Untersuchung der Funktionen u® auch parabolische Methoden
zur Verfiigung.

Die schwache Formulierung erlaubt Spriinge iiber Gebiete endlichen Mafles, die durch
die Flichen N; = 0{u < t} und N;" = dint{u < ¢} begrenzt sind. Eine Umformu-
lierung in der Sprache der geometrischen Mafitheorie zeigt, dass die Fldchen einer
minimizing hull property geniigen. Anschaulich gesprochen springt der Fluss immer
dann, wenn dadurch bei gleichbleibender Oberfliche zusétzliches Volumen einge-
schlossen werden kann. Zwischen solchen Spriingen bewegen sich die Flachen unter
dem klassischen Fluss.

Basierend auf analytischen Ergebnissen wurden geometrische Evolutionsgleichun-
gen numerisch untersucht und visualisiert. Im Fall des MCF und IMCF wurde dies
von Pasch [Pa97], [Pa98] durchgefiihrt. Bilder fiir den schwachen IMCF zeigen ein-
driicklich die Enstehung von Singularitdten und den Sprung iiber solche hinweg.
So springt der Torus im R?® zu einer Sphére, bevor am inneren Rand H = 0 er-
reicht wird. Ein anderes Beispiel sind zwei zunéchst getrennte Sphiren im R?, die
sich unter dem klassischen Fluss nach endlicher Zeit beriihren wiirden. Durch den
schwachen Fluss werden sie vorher durch ein Katenoid verbunden.

Physikalisch ist der IMCF durch die so genannte Geroch-Monotonie (1.5) [G73]
motiviert. Fiir eine geschlossene Fliche N? in einer beliebigen dreidimensionalen
Mannigfaltigkeit (M3, g) mit R > 0 ist die Hawking quasi local mass von N? durch
die geometrische Grofle

| N|Y/? 2

definiert. Aus den Evolutionsgleichungen fiir die mittlere Kriimmung und das Vo-
lumenelement, den Gau-Gleichungen sowie der Formel von Gau-Bonnet folgt fiir
eine glatte Losung (N2 )t>0 des IMCF

1
—/ / —|VH]? = |[AP =R+ R < (87rX(Nt) / H2>
6t Nt Nt Nt

Ist N? zusammenhingend, so erhilt man aus (1.2)

o
Sma(N?) >0 (1.5)



Eine dreidimensionle Riemannsche Mannigfaltigkeit (M3, g) heifit asymptotisch flach,
falls M = C' U M;... U My mit C kompakt und jedes Ende M; diffeomorph zu
R*\ B3 (0) ist. Fiir die Metrik auf jedem M; soll zudem gelten
C C _ Cyg

Gij — Oij| < —, Gijkl S T3 Ric 2 ———

’gJ ]‘ ‘SL” ‘g],k‘ ‘SL”Z i’ ‘SL”Z
fir |x| — oo. Die Ableitung sind dabei beziiglich der Euklidischen Metrik 6;; zu
berechnen. Fiir jedes Ende M; ist die ADM-Masse [ADM] definiert durch ein Fluss-
integral durch eine Sphére im Unendlichen

1 a o a
MADM =y Oo(gn',j = Gija)V dp

In einem mathematischen Raumzeitmodell wird der rdumliche Teil auflerhalb eines
isolierten Gravitationssystems (z.B. eines Sterns oder eines schwarzen Lochs) durch
ein Ende einer asymptotisch flachen Mannigfaltigkeit (M?3, g) mit R > 0 beschrieben.
Physikalisch misst mapys dann sowohl die Materie als auch die Gravitationsenergie
des isolierten Systems.
Fiir einen Raum mit Schwarzschild-Metrik (M = R*\{0}, g = (1+mg/2|x|)*6) stim-
men mapy und my(0Bg(0)) fir jede Koordinatensphéire 0Bg(0) mit der Schwarz-
schild-Masse mg iiberein. Im Allgemeinen gilt fiir grofle, approximativ runde Sphéren
Sk

mH(SR) — MADM

Der #ufere Rand eines schwarzen Loches wird durch eine Minimalfiche NZ C M?
beschrieben (Ny = 0B, /2(0) im Schwarzschild-Fall). Gébe es eine glatte Losung
(Ni)i>o des IMCF mit Anfangsfliche Ny und my(N;) — mapu, so wiirde aus der
Geroch-Monotonie folgen

|% =mpy(No) < Mapum

1
—=| N,

Dies ist ein Spezialfall der Riemannschen Penrose Ungleichung, Theorem 1.2, wie
sie in [HI98] bewiesen wird. Die Idee fir diesen Beweisansatz stammt von Geroch
[G73] und Jang, Wald [JWT77].

Theorem 1.2 Sei (M, g) eine vollstindige, zusammenhdingende 3-Mannigfaltigkeit
und gelte zudem

(i) M hat nichtnegative skalare Krimmung.

(i1) M ist asymptotisch flach mit ADM-Masse m.

(iii) OM ist kompakt und besteht aus Minimalflichen, und M enthdilt keine weitere
kompakte Minimalfidche.



Dann gilt m > 0 und
16mm? > |N|,

wobei N eine zusammenhdngende Komponente von OM ist. Gleichheit gilt genau
dann, wenn M eine Hdlfte der rdumlichen Schwarzschild Mannigfaltigkeit ist.

In ihrem Beweis verwenden Huisken und Ilmanen schwache Losungen des IMCF'. Die
beiden Hauptschritte sind die Erhaltung der Geroch-Monotonie unter dem schwa-
chen Fluss sowie lim;_ o mg(NV;) < mapys. Fiir einen ausfiithrlichen Uberblick tiber

den Beweis siehe [HI97].

1.2 Resultate

Die vorliegende Arbeit zeigt im Wesentlichen zwei Regularitéitsergebnisse fiir den
IMCF. Zum einen wird eine innere Abschétzung fiir die Kritmmung | A| einer glatten
Losung unter Voraussetzung lokaler Sternformigkeit der Flachen N; gezeigt (Theo-
rem 3.6 bzw. 5.1). Dabei ist im Fall einer beliebigen Hintergrundmannigfaltigkeit M
mit lokaler Sternformigkeit die Existenz eines Vektorfeldes X gemeint, fiir das lokal
(X,v) durch positive Konstanten nach oben und unten beschrankt werden kann.
Der Beweis beruht auf der Argumentation des parabolischen Maximumprinzips. Die
Idee ist es, an Stelle von |A| eine glatte Approximation des grofiten Eigenwertes zu
betrachten. Die richtige Kombination mit (X, )~! liefert eine Evolutionsgleichung,
die fiir ein Maximumprinzip geeignet ist. Wie im Beweis der Langzeitexistenz im
Fall einer sternformigen kompakten Anfangsfliche von Gerhardt [Ge90] bzw. Urbas
[Ur90] zeigt sich auch hier die fundamentale Bedeutung der Grofe (X, v).

Das zweite Ergebnis bezieht sich auf die Flichen N, und N, einer schwachen Losung,
die im Fall n < 8 von der Klasse C* sind [HI98|. Aufgrund der erwihnten mini-
mizing hull property erwartet man sogar Cl'-Regularitit. Hohere Regulariit wird
durch das Beispiel des Torus im R? ausgeschlossen. Diese Vermutung wird fiir den
Fall n < 7 bzw. geeignete Voraussetzungen bewiesen (Theorem 4.13 bzw. 5.5). Die
Idee ist, mit Hilfe der oben genannten Kriimmungsabschitzung lokal gleichmé&fBige
C?-Schranken fiir die Fliichen {U® = t} zu finden und auszunutzen, dass diese -
anschaulich gesprochen - gegen die Flachen N; x R konvergieren.

Nach Einfiihrung der Notation und Beweis einiger grundlegender Identitéten fiir
Hyperflichen in Abschnitt 1.3 folgt in Kapitel 2 eine Darstellung der wesentlichen
Eigenschaften des klassischen IMCF. Neben den Evolutiongleichungen der verschie-
denen geometrischen Groflen umfasst dies insbesondere die obere Schranke an H.

Die Beweise der beiden Hauptheoreme werden zunéchst nur fiir den Fall M = R"
gefiihrt. Da alle Aussagen von lokaler Natur sind, werden hier bereits die wesent-
lichen Ideen deutlich, ohne von der Schwierigkeit einer beliebigen Mannigfaltigkeit



iiberdeckt zu werden. In Kapitel 3 wird die innere |A|*>-Schranke (Theorem 3.6) be-
wiesen. Die Hauptarbeit steckt dabei in der Berechnung der Evolutionsgleichung. In
einigen vorangestellten technischen Grundlagen wird eine glatte Approximation an
den grofiten Eigenwert von A definiert und untersucht. Zudem enthélt dieser Ab-
schnitt das grundlegende mathematische Lemma dafiir, wann ein Ausdruck wahlwei-
se als Funktion einer selbstadjungierten Matrix bzw. deren Eigenwerten aufgefasst
werden kann.

Die ersten Abschnitte von Kapitel 4 fassen die Ergebnisse aus [HI98] iiber schwa-
che Losungen zusammen. Um Theorem 3.6 auf die Flichen {U® = ¢} anwenden zu
konnen, benotigt man deren lokale Sternformigkeit. Das Argument ist rein geome-
trisch und verwendet lediglich, dass es sich um eine Familie von lokal gleichmafligen
CY-Flichen handelt, die sich nicht schneiden. Die Ct®-Schranke hindert die Norma-
len daran, zu weit auseinander zu kippen. Theorem 4.13 enthéilt die lokal gleichmé&fige
CY1-Regularitit der Flichen N, und N,;" unter Voraussetzungen, die im Fall n < 7
stets erfiillt sind (Korollar 4.14).

In Kapitel 5 werden die Ergebnisse aus den Kapiteln 3 und 4 auf eine beliebige
Hintergrundmannigfaltigkeit M verallgemeinert. Dabei wird iiber Normalkoordina-
ten die Mannigfaltigkeit M im R" betrachtet, wo sich die Beweise im Wesentlichen
iibertragen lassen. Alle zusétzlichen Terme hédngen von der Exponentialabbildung
und damit von der umgebenden Mannigfaltigkeit ab.

1.3 Notation und Grundlagen

Sei M", n > 2 eine n-dimensionale glatte Riemannsche Mannigfaltigkeit mit Metrik
G = (Jop), Zusammenhang I', kovarianter Ableitung V und Riemann-Tensor R,gys.
Eine glatte (n — 1)-dimensionale Hyperfliche N"~! sei durch eine Immersion
F:Nvt S M™

definiert. Auf N"~! wird eine Metrik g = (g;;) induziert, die fir X,Y € T,N"
gegeben ist durch

9(X,Y) = g (dpF'(X), dp ' (Y'))
In lokalen Koordinaten {z'} auf N"~! und {y*} auf M" bedeutet dies

a B
9(0) = Gus (F(0) o (0) 0 (p)

Hier und im Folgenden laufen lateinische Indizes ¢, j, k... von 1 bis n — 1, griechi-
sche Indizes o, 3,7 ... von 0 bis n — 1. Uber die Metrik sind auf N"~* der Levi-
Civita-Zusammenhang I', die kovariante Ableitung V sowie der Riemann-Tensor
Rijkl definiert.



€o, ..., en_1 Sei ein orthonormales n-Bein, wobei eg = v eine Normale an N™ ! ist.
Die zweite Fundamentalform auf N*~! ist dann gegeben durch

hij(p) = (Ve €5) = —(v, Ve,e5) (1.6)
und die Weingartenabbildung W, : T,N*! — T,N""! durch hi = ¢"*hy;. Die
Hauptkriimmungen von N™~! im Punkt p, d.h. die Eigenwerte von W, seien mit
A1(p), - -, An_1(p) bezeichnet. Die mittlere Kiimmung ist dann H = hl = A\ +... +
An1-

In lokalen Koordinaten ist (1.6) dquivalent zu den Weingarten-Gleichungen

oPFe L OF . OFPOF

..l/a

0zxiorI U gk A T A
o™  _ OFP OF®
— +T% —17 = hyg"
ort oy oxt Y i9 or!

Die Norm eines Tensors T}; auf N™~! ist definiert durch

IT)? =(T,T) = gP¢" g, T TS

] pq

Das Quadrat der zweiten Fundamentalform ist dann |A[? = g"Pgi%h;;h,, = hih].
Fiir die Vertauschung zweiter kovarianter Ableitungen gilt

ViV, X* — ViViX* = Rijimg" X™
ViVjwy — V;Viwy, = Rijklglmwm

Zudem gelten die Gaufigleichungen

Rijii = Rijri + hirhji — hahjg
sowie die Gleichungen von Codazzi-Mainardi
Vihji — Vichij = Rojn; (1.7)
Theorem 1.3 Fir die zweiten kovarianten Ableitungen von A gilt

VieVihi; = ViVl + hig b B — R Righang =+ g By
— B hijhomt + Riitmh’* + Rijmhi"
+ Rmjiuh + Roiojhi — Rokorhi; + Ropjihl”
+ kaOjil + szouk
Beweis: Nach Codazzi gilt Vi Vihi; = Vi(Vihy; + Roja)
und aus der Definition von h;; folgt

Vk(ROjil) = kaOjil + h;ganjil - hikROjol - hlkROjiO

10



Vertauschen der zweiten kovarianten Ableitungen liefert

VieViluj = ViVihij + Ryimhy* + Riigmhy”
und damit

VieVihi; = ViVihij + Ryimhy" + Riigmhy”
+ kaOjil + hZLijil - hikROjOl - hlkROjiO

Analog findet man

ViVishi; = ViVihy + viROIjk + hszmljk

— hij Roior. — hix Rotjo

Mit den GauBgleichungen und den Symmetrien von R,s,s folgt die Behauptung.

Korollar 1.4 Fir den Laplace /\ = g”V,;V; der zweiten Fundamentalform gilt

Ahi_j = sz]H + thnhm] — hU’A‘2 + HROin — ROOhij
+ RE b+ Ry b + R

ikm'Yj J

+ ijikhkm + ?kROjik + @Rokjk

Das folgende Lemma wurde zuerst von Bartnik [Ba84] fiir den Lorentz-Fall bewiesen;
siehe auch [Ho99]. Es ist entscheidend in der Verallgemeinerung der |A|?-Schranken
unter Voraussetzung lokaler Sternférmigkeit auf beliebige Hintergrundmannigfaltig-
keiten.

Lemma 1.5 X sei ein zu N transversales Vektorfeld auf M. Dann gilt fir =
(X, v)

AB = —B(|A]* + Ric(v,v)) + (X,VH) — X (Hx)
Dabei bezeichnet X (Hx) die Variation der mittleren Krimmung von N unter dem
Deformationsvektorfeld X . Mit Hilfe des Killing Tensors Lxg(V,W) = (Vy X, W)+
(V,VwX) findet man

1 .. L
X(HX) = igmvl/(['Xg)(ei’ 6j) - gZ]vez'(‘CXg)(V’ ej)
y 1
—h7Lxg(ei e;) + §H£Xg(1/a v)
Beweis: Seip € N fest. Betrachte ein orthonormales (n—1)-Bein {e;} mit (V.,e;)(p)

=0. ps : U — M sei der lokale Fluss zu X um p. Setze {e;} zu Vektorfeldern auf U
fort durch

ei(ps(q)) = dyps(ei(q))

11



Dann ist {e;} tangentiales (n — 1)-Bein an ¢4(N) und es gilt
(X, e] = Vxe; — V. X =0
Damit erhédlt man im Punkt p
N(X, vy = gijVei{(VXej, V) + h?(X, ex) }
— BIAP + g9 {(Ve Ve ) + 20 (Vicer, ) + es(E) (X, 1))
= —B|A]* — Ric(X,v)
+ 9" {{Vx Veseg,v) + h5 X (gae) + €i(h5) (X, ex)}
= —BIA[* = Ric(X,v) — hi X (g")
+ g { X (V..e5,v) — (Ve,e5, Vxv) + ei(hf)(X, ex)
Nun gilt
g7 (V,.e;, Vxv) = —H (v, Vxv) = —%HX<V, v)y =0
und daher auch
glei(h)(X, ex) = 974" Ve (e, Vo) (X, ex)
= 979" {~hish{ (v, e,) + (ej, Ve, Verv) + (Rles, e)v, e5) HX, ex)
= 979" {Ve,(ej, Verv) = (Veres, Verv) + (Res, er)v, e5) HX, ex)
= (VH, X) + Ric(X",v)

und damit

B = —B|A]> = Ric(X,v) + Ric(X",v) + (VH, X)
—hijX(g7) = 9" X (hi;)
(AP + Ric(v,v))8 + (VH, X) — X(Hy)
Dies ist der erste Teil der Behauptung.

X(Hx) = _hin(gij) + gin(hij)
= —hin<ei, e;) + gin<ei, ?ejl/)
= —h9((V., X, e;) + (ei, Ve, X))
+ gij(<vXeia vejy> + <ez> VXV> + <

= —h"Lxg(ei, ;) + ¢7{V.,((Vxei, v) + (e;, Vx1))
+ (R(X, e;)v, €;) — (e, e, Vxv) + (Vxei, Ve,v) — Vi, (Vxe;, v) }

= —hLxg(ei, e;) + 97 {Ve, (X (ei, 1)) + (R(v, )X €j)
<VX6’L7V€]V> ve] <VX61’ >}

= —hLxg(es, e;) + 97 {(Vi(Ve, X), €5) — (
<VVu€iX’ 6.7) <VVeiVX7 €]> <VX6u

R(X, ej)v, )

(VX)) €5)

Ve, (V. X), €
? > V <Vxei,V>}

12



Nun gilt

hijﬁxg(em 6j) = gij<ve¢X> v@jw + hij<ei> vfij>

gij<?vﬁeiX’ 6j> - gij(%y('CXg(ei’ 6j)) - <?€iX’ ?,,63))

—(V.,V, X, ¢ej) — ei<?er, v) = —e;(Lxg(v,e;)) + (V, X, V.,e;)
o — (V.. X, ¢;) = —Lxg(Vyei, e5) + (Ve Ve, X)
° <@vel_,,X, ej) = h¥(V., X, e;)
Daraus folgt
X(Hy) = 59(Lxgleire;)) - g e Lxglv. ;)
— 97 Lxg(Vei ej) + g7 (M X, Ve,e5)
Weiter gilt
o 399v(Lxglei ;) = 599V (Lxg) (s €5) + g7 LxG(Vei, ;)
o ¢U(V,X,V,..e;) = —%HCXQ(V, V)
o —ci(Lxg(v.e))) = Ve (Lxg)(v.€j) — Lxg(Verv,€5) — LxG(v, Ve,e5)

Damit erhalt man
1 .. L
X(Hx) = §g”Vy(L’x§)(ei, ej) — 97 Ve,(Lxg) (v, e5)

iy iy 1
— 9" Lxg(ex, ¢;) + g7 hiiLxg(v,v) — SHLxg(v,v)
1o o
= 59" Vu(Lxg)(eis €5) = 9V (Lx9) (v, €5)

iy 1
- h”ﬁxg(ei, Gj) + iH[,Xg(I/, V)

13



2 Der inverse mittlere Kriimmungsfluss

Zunichst sollen die klassische Formulierung des IMCF und ihre grundlegenden Ei-
genschaften vorgestellt werden. Dies umfasst die Evolutionsgleichungen verschie-
dener geometrischer Groflen, die Bedeutung der Sternférmigkeit sowie eine innere
Abschéatzung fiir die mittlere Kriitmmung H der Flachen N;. Die am Ende dieses Ab-
schnittes vorgestellte Niveauflichenformulierung ist der Ausgangspunkt des schwa-
chen Losungsbegriffs in Kapitel 4.

Sei (M™, g) eine glatte Riemannsche Mannigfaltigkeit der Dimension n > 2.

2.1 Klassische Formulierung

Es sei eine (n — 1)-dimensionale Hyperfliche Ny C M gegeben durch eine glatte
Immersion
FR:N—M

Eine klassische Losung des inversen mittleren Kriimmungsflusses mit Anfangsbedin-
gung Ny ist eine glatte Familie

F:Nx[0,T) — M
von Hyperflachen Ny = F(-,t)(N) mit

oFr 1
Pl und  F(-,0) = Fy(-), (2.1)

fiir deren mittlere Kriimmung H > 0 gilt. Dabei ist v die d&uflere Normale an die
Fldche NV;.

Ist die Startfliche die (n — 1)-dimensionale Einheitssphire S" ! in R", so sind die

Sphéiren vom Radius
t
t = _
R(t) = exp <n — 1)

eine Losung von (2.1) und es gilt T' = oo. Startet man dagegen mit einem Torus
T C R?, so entsteht am inneren Rand in endlicher Zeit eine Singularitit, d.h. es gilt
dort H —»0fiirt - 7T < oo.

Evolutionsgleichungen

Aus der Evolutionsgleichung der Flachen N; folgen solche fiir ihre geometrischen
Groflen. Diese sind in Satz 2.1 zusammengestellt.

Satz 2.1 Es gilt
(i) %gij = %hij

14



(i) g = — 21

(iii) 2v=-V+ =1LVH

(iv) %h = VHVH+H2VVH_|_ Lhmh,, —%Rzogo
(v) Lhi = —ZVHVH + 5V H — Lhmhi, — LR,

(vi) (E - %A) H = _% ‘VH‘Q - %(’A‘Q + Roo)

Beweis: Rechne in Normalkoordinaten {z'} und {y“}.
(i)
0 8<8F 8F> 1 <8 8F>+<8F 0 > 2h
~—0ii — = \7—,y7—=) = 7= VUV, = sy A s = —Ny;
o7 " o 0w e’ T H \ 0w 0w’ " V0w 0w ) T HY
(i) Folgt direkt aus 6% = g*gy;.
(iii)
0 0
6 0 OF OF ., 0 O0F OF

— _ Y N
5 =9 <6t 500w~ 9V 5 o) o

y 0 (1 OF 1
— i — N vl
g, ox? ( >>6x3 vH

(iv) Aus den Weingarten-Gleichungen folgt

0 0 OPF . OF OFY OF"
—hy = =4 —(=—=— P (—— sl s
8th] 815{ <8x18xﬂ’y> * ”<8xk’ V) = anlSs oz Oxi }
2 (1 o . OFY OF°
=—(—— (= Gop—L° p
r ( ) i e e
# 1 1,0 OF .. OFY , 0
< i km re 6 ) ,l/>

—u, V) =

 O2i0xi H H<8

1 0 -, (9F"’(9F‘50ﬁ

IR oy 1 ozt 0xi "

2 o o 91
7~ B g G+ o e g
1 0 -, (9F"’(9F‘50ﬁ
IR oy’ 1 8xl oz "
1

1 m —
= —mViHVjH + mViVjH + ﬁhimhj — ﬁRinO

ox™ 10 9z © Ay

- VY,

(v) Folgt aus h} = gip'hpj.
(vi) Verwende H = h} und (iv).

Zusammen mit Korollar 1.4 erhalt man

15



Korollar 2.2

(i) <% - %A) hij = VHVH + ;2 hij(JA]* + Roo) — %ijo
;2 W™ Ryijm — H2 (hmR’jkm + R, e+ VP Roji + ViR
(id) <% - ;2A> hi = ——VZHVH + ﬁhg(w + Roo) — fjh;hé’
2 Ry~ gl R,
a %(h;ﬂ}_{kzkm + MR+ ViR + VIR )
Sternformigkeit

Eine zentrale Eigenschaft des IMCF ist die Erhaltung der Sternférmigkeit. Eine
kompakte Hyperfliche N C R" ohne Rand heifit sternformig beziiglich xo € R",
falls

B = {(x—xy,v) >0 fir zeN

Dabei ist v die &uflere Normale an N. Es kann 0.B.d.A zy = 0 angenommen werden.

Ist (N¢)i>o eine glatte Losung des IMCF im R", so geniigt 3 folgender Evolutions-
gleichung (siche Lemma 3.1)

0 1 |A?
(at H2A> 0=
Aus dem Maximumprinzip [PW] folgt damit, dass 5 > miny 8 > 0 unter dem IMCF
erhalten bleibt.
Gerhardt [Ge90] und Urbas [Ur90] beweisen in ihren Arbeiten: Ist Ny C R" eine
kompakte, sternformige C**-Fliche ohne Rand, so existiert eine eindeutige C?%“-
Losung des klassischen IMCF (2.1) fiir alle Zeiten 0 < ¢ < oo . Die reskalierten
Flichen F' = ¢ niF konvergieren exponentiell zu einer eindeutigen Sphére vom

Radius )
o (Nl N
S

Die Evolutionsgleichung fiir H liefert zusammen mit dem Maximumprinzip eine obe-
re Schranke fiir die mittlere Kriitmmung in Abhéngigkeit der Anfangswerte und der
Ricci-Kriimmung der umgebenden Mannigfaltigkeit. Existiert eine untere Schranke
H > 6 > 0, so ist auch |A]? nach oben beschréinkt. Im Fall n = 2 wurde dies von

Schranken an H

16



Smoczyk [Sm98] bewiesen und fiir beliebiges n von Huisken [Hu99] unter Anwen-
dung des Maximumprinzips fiir Tensoren [Ha82] auf Hh,;.

Im Gegensatz dazu garantiert die Evolutionsgleichung des MCF im R", dass die
Positivitdt von H unter dem Fluss erhalten bleibt [Hu84]. Wie das Beispiel der
schrumpfenden Sphire zeigt, existiert hier aber keine obere Schranke an H.

Im Fall M = R" ist fiir geeignetes B, p(y) = |z — y|?, v € B,(x)
Br
(r? = p(y))

eine Superlosung von 2.1 (vi), der Evolutionsgleichung fiir H (siehe [HI98] bzw. Be-
weis von Satz 2.5). Zur Ubertragung auf beliebiges M benétigt man eine Verallgemei-
nerung der Funktion p(y), deren Eigenschaften in Definition 2.3 zusammengefasst
sind. Damit ergibt sich eine innere Abschétzung fiir H (Satz 2.5).

h(y) =

Definition 2.3 Fir x € M definiere o(x) € (0,00] als das Supremum aller Radien
o, so dass B,(x) CC M,

Ric > in  By(x)

 100no?
und eine C*-Funktion p auf B,(x) ezistiert, fir die gilt

p(z) =0, p>d: auf 0B,(z)

und
IVp| <3d,, V’p<3g auf B,(z)

Dabei bezeichnet d, den Abstand zu x.

Bemerkung 2.4 (i) Im Fall M = R" ist p(y) = |y — z|* eine mogliche Wahl. Dann
gilt 0 = oo.
(ii) Eine hinreichende Bedingung ist die Existenz eines Diffeomorphismus’ von B, ()
auf einen offenen Ball in R", so dass gilt
1 1

— < =, |gial < ——
Dann erfiillt p(y) = 100|y — z|>/99 die Eigenschaften aus 2.3, wobei |- | den Abstand
in Koordinaten bezeichnet. Ein solcher Diffeomorphismus ist etwa durch die Inverse
der Exponentialabbildung fiir hinreichend kleines o gegeben.

in B,(z)

Satz 2.5 [HI98] Sei (Ni)o<i<r glatte Liosung von (2.1) in M, wobei die N, mit
glattem Rand zugelassen sind. Dann gilt fir jedes x € Ny und jedes r < o(x)

H(z,1) < max (Hr, @)
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Dabei ist H, = maxp, H und
P, = P.(z,t) = (B, N Np) x {0} U (Upgs<t (Br NON,) x {s})
der parabolische Rand von Ny N B,(x), 0 < s < t.

Beweis: Betrachte ¢ = % und finde eine untere Schranke ¢.
Es folgt aus der Evolution von H, Satz 2.1 (vi), und |A|*> > H?/(n — 1)

0
W — 2 (D + |APY + Relw,v))
MR
> U0y + n  100no?

auf N; N B,(x). Fiir 0 < e < 1 setze
1 d AL
—¢ un =p. = —
max(rH,,20n) L r

A = = (r?=py),

Fiir y € N; N B,(x) folgt aus Ay = §7V,;0 — HV, und 6y _ %u

9 2 9y 2¢. o2 15/
<6t A) <Vg0,at> =S Vip+ <,0 <V<,0,1/>
<@/} + ) (Vp,v) + —goZS Vp
Dabei ist S : V2 = ¥V, V.

Auf dem parabolischen Rand P, sowie auferhalb von B,(z) gilt ¥ — ¢ > 0. Sei
0 < s < t erster Zeitpunkt mit (¢» — ¢)(y, s) = 0 fiir ein y € Ny N B,.(z). In diesem

Punkt gilt
9 5
— —p*A —p) <
< T ) (=) <0

Andererseits gilt in (y, s) wegen ¥(y,s) < o

9 Y
(a—@/)ﬁ)?ﬁ?%

Daraus folgt in (y, s) mit den Voraussetzungen an p

) 24, A,
<§ - QA) W —) > 290 o (Vp,v) = —=¢*S: V'p

1
>¢<%—6AE—3(n—1)A§) >0

Damit gilt also insbesondere ¢(z,t) > ¢.(z,t) = A.r und da € beliebig war auch
P(x,t) = Ar mit A = (max(rH,,20n))~!. Dies ist die Behauptung.

O
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2.2 Niveauflichenformulierung

Ein anderer Ansatz fiir den IMCF fasst die Fachen N; als Niveaumengen einer
skalaren Funktion
u: M —R

auf, d.h. N; = 0E; mit E; = {u < t}. Ein &hnlicher Ansatz wurde erstmals von
Evans-Spruck [ES] bzw. Chen-Giga-Goto [CGG] fiir den MCF untersucht.

Es sei also u(x) der Zeitpunkt, zu dem der Ort x erreicht wird. Fiir einen Fluss mit
Geschwindigkeit f erhélt man

Lemma 2.6 Se: u glatt mit Vu # 0. Dann gilt fir die Geschwindigkeit des zu-
gehorigen Flusses

f=vul™

Beweis: Es gilt u (F(p,t)) = t. Daraus folgt

0 0
1= Et = (Vu, aF(p, t))
\V4
= (Vu, f(p, ) = (Vu, fﬁ>
— f|Vul

O

Andererseits gilt H = divy, (%). Damit ist (2.1) in der Situation von Lemma 2.6

dquivalent zu

: Vu :
leM <W> = ]Vu\ m M\EO

u=0 auf O0F (2.2)
Diese Formulierung des IMCF ist Ausgangspunkt fiir den schwachen Losungsbegriff,

auf den in Kapitel 4 eingegangen wird. Dieser vermag den Ursprung der Singula-
ritdten zu kldren und den Fluss iiber diese hinaus zu verfolgen.

19



3 Lokal sternférmige Losungen (M = R")

Im vorangehenden Kapitel wurde eine innere Abschitzung fiir die mittlere Kriim-
mung H der Fliachen N; einer glatten Losung des IMCF bewiesen. Es stellt sich die
Frage, unter welchen Voraussetzungen man lokale Regularitdtsergebnisse hoherer
Ordnung erhilt. Der Existenzsatz von Gerhardt bzw. Urbas legt nahe, dass lokale
Sternformigkeit dies liefern kann.

Eine glatte Losung F' : N x [0,T7) — R" des IMCF heifit lokal sternformig in
B%(yo) C R™ beziiglich o € R", falls
B =(x—xzp,v)>0 Ve NNBE(yo)

Dabei ist v die d&ulere Normale an N; im Punkt x und z, ist unabhéingig von t. Es
kann wieder 0.B.d.A. zy = 0 angenommen werden.

Lemma 3.1 Sei F': N x [0,T) — R" lokal sternférmig in B(yo) C R™ beziiglich
0 € R". Dann gilt in Ny N B} (yo)
(i) (5 — 1=0) =58 2
(ii) (% — 2 0) B = = BIVAT [ = 57 s
Beweis: (i) 28 = (2z,v) + (z, 2v) = £ + (2, VH)
Andererseits folgt mit (1.7)
A =V{{eiv) + (z,Viv)} = V{hi(z, e)}
= V' (x,e;) + h {e;, e;) + h (x, Vie;)
= V/H(z,e;) + H — hih(z,v)
= (z,VH) + H — |A]"8
(ii) Folgt direkt aus (i) und
ABT = —BT2AB+ 2670V
O

Um eine innere Abschiitzung fiir |A|? = h;'-hg zu erhalten, wire es nahe liegend, das
parabolische Maximumprinzip auf die Evolutionsgleichung von | A|?3~% anzuwenden.
Aus Korollar 2.2 ergibt sich
9 1 2 ivi 4 3 2
<8t e A) |A|* = thZV HV;H —I— |A| t A |VA|

In dieser Evolutionsgleichung hat man jedoch keine Kontrolle iiber —%hﬁ V'HV;H,
da weder H~! noch |VH| nach oben beschréinkt werden kénnen. Wegen H > 0 ist
eine obere Schranke an |A|? dquivalent zu einer an A2, das Quadrat des groBten
Eigenwertes der Weingartenabbildung. Da A, nur Lipschitz-stetig ist, betrach-
tet man glatte Approximationen. Die hierzu notwendigen technischen Grundlagen
beinhaltet der folgende Abschnitt.
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3.1 Technische Grundlagen
Glatte Approximation an max (xy,...,x,)

Die Niveauflichen der Funktion max (z;,25) auf R? lassen sich durch Hyperbeln
approximieren. Diese sind Niveauflichen der Funktion

1+ T — T 2
'ZLQ (.Tl,l'g) = ! 5 2 + ( ! 9 2) —|—62
fiir ein 6 > 0.

Rekursiv erhilt man eine Approximation an max (1, ..., Z,).

Definition 3.2 Fiir 6 > 0 setze

1+ X1 — X 2
ﬁg(.fl,.fg): 12 2+ <12 2> —|—62

n+1
1

Zﬁg(.l’i,ﬂn(.fl,...,i’l’,...,.anrl)), n22
n+1 —

ﬁnJrl(.l’l, c. 7xn+1) =

Lemma 3.3 Fir jedes 6 > 0 und n > 2 gilt:
(i)
(i)
)
)

n (T1, ..., xy) ist glatt, symmetrisch, monoton steigend und konvex .

Qz

Qlin, (T1,...5Tn)
63:Z < 1

(iil) max (x1,...,2,) < Uy (21,...,2,) < mazx(xq,...,2,) + (n— 1)

(iv) Firxz € R" gilt

3

Ot B .
le ) * T < Unp, (xb >xn)
=1

Bewelis:

. aﬁQ . l T4 (,E] . . . .

(i) 32 = 3 (1—%—2 (ioa) +52> >0fiiri=1,2, j#1

und D%y = ——9% —— < L. ) ist positiv definit.

4 (n;xz) 162 —1 1

Fiir n > 2 folgen die Behauptungen unmittelbar durch Induktion.
(ii) Induktion iiber n.
(iii) n = 2:

2 2
1]2(1‘1,1'2) - ma:c(xl,:cZ) = \/<$1 ;$2> 82— \/(1‘1 ;$2> <6
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n—n+1:

n+1
Upy1 = Zuz Ty Up (T1, -y Ziy e oy Tpt))
1 n+1
< —— ;max(xi,max(xl,...,ii,...,xnﬂ) +(n—1)6)+6
< max(xy,...,T,) +nd
(iv)n =2:
Ota(x1, x2) Qg (x1, xa)
- 5. 41 —F X2
0z, 01y
52
= u(z1, 72) — < Uz, x2)
(m522)% 4 42
n —mn+ 1
n+1

Zaanﬂ(:cl,...,xnﬂ) ] "ZH{&IZ (@i (21, gy Tn1))
im1 Ox; n+1 — oy,
+Z Qg (Tj, Un(T1, ..., Tjy .., Tng1)) _ Oty (1, ..., &jy oo, Tpy1) -z,
i< 8y2 8%71
N Z Qg (Tj, Un(T1, ..., Tjy ..., Tnt1)) _ Oty (T1, ..., &jy oo, Tpy1) 361}
j>i 9ya Ay
1 Uangp Ty Tiy Un (L1, Ty, Ty an
- (S e S m)}
mit
_ Z&Lg i, Un (X1, Ty Tpt1)) . Oty (21, .-, Zjy oo, Tyg1) .
= 0ys 0Yi1 ’
_ i@ug T, Un(T1, .oy &jy oy Tny)) _ Ol (1, ..., &jy ooy Tpy1) .
P Oy dyi
; s Tnt1) )

Z&Lg i, Un (X1, .oy Ty Tpt1)) . Oty (21, ..., Zj, . ..
0

Y2 0y,

1<j

Fiir festes j setze

Tiy1 + =7,...,M
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Damit findet man

A+ B = Dy (25, Un(T1, -+, Tn)) = Ol (1, - -, ) 5
92 i1 Ay
OUo (T, Un(T1, .. Ty T . R
g 2( K n( 178y2a K ’ n+1)) 'Un(xl, ,x_j, anrl)
+1 A~ +1 ~ ~ N
jnzc')unﬂ(xl,...,xnﬂ) p < 1 nz 0y (mi,un(xl,...,mi,...,xnﬂ))_ '
— ox; T+l — oY1 ‘
8’222 (.Ti,ﬁn(.%'l, .. .,.’,i’i, .. .,.T}nJrl)) =

n+1

g ’)’L—I—lzuZ xlaun(xl,...,i‘l’7...,$n+1))

Funktionen von Matrizen

Um die Evolutionsgleichung der Approximation an M., berechnen zu koénnen,
benotigt man eine glatte Funktion der Weingartenabbildung mit

u(hl) = a(h, ... An)

Dazu ist 3.4 das entscheidende Lemma [An94], [CNS].
Eine symmetrische Funktion f : R"™ — R sei gegeben durch

f(z) =glei(z),...,en(z)), wobel e = Z ... ik

11 <...<ig

die elementarsygnmetrischen Polynome sind und g : R" — R glatt ist. Fiir A €
Mat, (R") = R™ definiere

1
k _ = (k)
E(A) = tr(A%)
AB ug, . u) = Y (1) (A(ueq)), - - -5 Alto))
oeS(k)

Fiir eine Basis {vy,...,v,} von R™ ist durch {v;, ® ... ® v, : i1,...,0 =1,...,n}
eine Basis von ®*R"™ gegeben. Beziiglich einer solchen lit sich E¥(A) schreiben als

sgna i1 Lk
= ) Z Uo(i) """ Yolin)

11<...<ix o€S(k
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Fiir eine diagonalisierbare Matrix A sei A(A) = {\!,..., A"} die Menge der Eigen-
werte. Dann gilt E*(A) = e*(A\(A)). Nun l#it sich durch

F(A) = g(E'(A),..., E"(A))

eine glatte Funktion F : R” - R definieren, die fiir diagonalisierbare Matrizen mit
f(A(A)) tibereinstimmt. Mit obigen Voraussetzungen gilt dann das folgende Lemma.

Lemma 3.4 Sei A € Mat,,(R") diagonalisierbar.

(i) Beziiglich einer Basis von Eigenvektoren gilt

DF(A) = diag (%(A(A)), o (,?;L(A(A))>

(ii) Sei f konver und £ € Mat,(R") selbstadjungiert. Dann gilt

oF
(A
YsOYq
Beweis: (i)
6Ek s no 11 ~ i
P Z Z ¢ Uo(iy)” 'alq)“'aak(ik)
yq

11<...<p<...<i O:p—q

11 <...<p<... <l

) D )\il,..j\p...)\ik:g—;];()\(A)) P=q
0 sonst

(ii) Rechne in einer Orthonormalbasis von Eigenvektoren von A. Beziiglich dieser gilt
dann &P = 1. Wegen Stetigkeit geniigt es die Behauptung fiir eine dichte Teilmenge
der diagonalisierbaren Matrizen zu beweisen. Die Menge der diagonalisierbaren Ma-
trizen A mit paarweise verschiedenen Eigenwerten ist eine solche. Sei also \* # M
fiir i # j. Es gilt

0’F B 0%g OE* OF! N 0g O’°E*
Oyroyh — 0zF02L Oy Oyl 0zF Oyroyh
und fiir r # p (0.B.d.A. r < p)
aQEk sgno 1t AT ~ 7
dyroyt =2 Z (=1 ag,y - ay - ag - ag,
It (r,p) o:(r,p)—(s,9)

mit Ip(r,p) ={i1<...<r <...<p<...<ik}
Man findet
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Q2B
oyroyy
62F 8 g 66k 86 62f
syt = 5507 gz owr — awrae MA)

o r=s,p=qundr#p:

P EF . . . . 02 ek
OB = i AT AP N — A
G (A) = 3 N ()

Ik:(r7p)

O*F 0*f
A) = A
oy 8yq( ) (%7"(%1’()\( )
o s=p,gq=rundr#p:

O*EF . . . ,
———(A) = — Z DD LN VB U

r D
8ys 8yq I (rp)
B Z DI VNS VI TR | RN U VI {1
B AT — P
I (r,p)
ek ek
(0
AT — AP
oy (3= 250
oyroyh AT — AP
Alle iibrigen Terme verschwinden.
Man erhilt also
O2F f of _ of
rep _ rep | N Dar _ Dap (gry2
Sy = G S D ()
TF#p
>0

wegen der Konvexitidt von f und Lemma 3.5.

O

Lemma 3.5 Sei f : R" — R glatt, symmetrisch und konvex. Dann gilt fiir A € R"

(2L — 2LY (N) -
ozt oz 7 j
DY >0 falls X" # X

25



Beweis: (vgl. [EH89]) Es gelte 0.B.d.A. X' > M. Betrachte die Kurve
N i

2

A:[0,1] = R™, At)=A+t

n
mit n =e; —e; € R". Dann gilt Ni(1) = M (1) = _/\“Zr/\j und

of  of

Dol =55~ ou

Daraus folgt wegen Symmetrie D, f(A(1)) = 0 und man erhilt

1
N— N -
0< = / D, D, f(A(t)) dt
0

= D, f(N(0))

3.2 Die Evolutionsgleichung

Sei F': N x [0,T) — R" eine glatte Losung des IMCF. Theorem 3.6 liefert eine
Schranke an A2, in Bjr(yo), 0 € (0,1), falls

0< G R<(z,v) < BoR  Vz e NN Bx(yo)

Gesucht ist nun eine Kombination von u(h}) = @(Xy, ..., Ap—1) und " = (z,v)~ ",
die in B}(yo) einer Evolutionsgleichung geniigt, auf die das Maximumprinzip ange-
wendet werden kann. Eine dhnliche Methode wird in [EH91] verwendet. Die nach-
folgenden Rechnungen gelten in N; N BE(yo)-

Fiir ein festes 6 > 0 betrachte die glatte Approximation des maximalen Eigenwertes
der Weingartenabbildung (h}) aus Definition 3.2

U(h;) = ﬂ()\l, P )\n—l)

Dann gilt
o, _oud,
ot do’ ot
du (1 i 2 i AP 2,
= 550 (ﬁﬁhj — ﬁv HV;H + hjﬁ — ﬁhkhj>
J
und
NAu = VF -V,h' | = AV AV -A\h
u=v <80;-vk J) 60560§v 0V J+6a§ J
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o 1 1 %u .2 Ou_,
___A = —— B khp h’L‘__ 3 ’LH H
3 <6t H? >“ 2 00%007 © "1V T T gt Y V)

J

g

o))
ou |AP* 2 Ou

ik
907 T T H e (3-1)
J J
@) @)

e Da @ monoton und konvex ist, folgt aus Lemma 3.4: (1) < 0

e Aus den Lemmata 3.4 und 3.3 folgt

ou .. Ou .. |A|?
. La— - 4 < 2 g L
80;. h; N M<u = (2)<u °E

e Wieder wegen der Monotonie von % und Lemma 3.4 gilt

2 1 2 |AJ?
<— — —A) u? < —ﬁ]VUP + 2ut (3.2)

Aus 3.1 ergibt sich zudem

9_1 o 31 e oaalAP

In der Evolutionsgleichung von 4?3572 heben sich die Terme :|:2u26*2‘1’3—|22 gerade
weg. Betrachte daher ¢(372) an Stelle von 372 mit einer glatten Funktion ¢, die

zusitzliche gute Terme liefert.

27



Die Funktion ¢(z)
Auf [3,°R™2, 37 2R sei

o(z) = mit o = 26;*R*
o —z
Dann gilt
—2
0<@o<p(z) <1 mit ¢g= 262 — (3.4)
26,7 = 5,
S = = 2P (3.5)
2 2
S = = ) (3.6)
p—ylz=—p (3.
'SY(BPR) =R mit ¢y =20 (3.8)
Die Evolution von ¢(37?)
Aus (3.3) folgt
9 N -2 212 2 |A|2
o) = {52 = S v - asel
Dp(B72) = VI('Vi™?) = ¢"VI B2 + ¢/ AT
— S0//|Vﬂ—2|2 + QDIAQ_Q
0 1 1
— (- b)) 95 == G+ NV
—2¢'3~ 2|A|2 (3.9)

Die Evolution von w = u?p(37%)

Fiir w = u?p(572) gilt mit (3.2) und (3.9)

0, D ad
ol T Pt T ®
1 2
< ﬁ(goAu2+u2Ag0) — —@]VUP
_Lu( B2y + VB2 + 2u(p — B )|A|2
H2 ¢+ o= ¢B7)
= —Aw——V’ 2Vip — 2g0|Vu|2

A

— mu (56290/ + S0//) |Vﬁ_2|2 2(’02 B
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und nach (3.7)

0 1 2 _; 2
(a - ﬁA) W <~y VUVip — ol Vuf (3.10)
1 3 ~ AP?
— mu2 <55290/+90//> ’Vﬁ 2’2 _ 2901[)‘1_{—2
SetzeT:ﬁ<%unda:2—7.
T i T _ i 4T
—ﬁv uzvigp = —ﬁu WiwViu? + ﬁg0|Vu|2
oo, 0 e o _ B
_ﬁv uZVZ@:_ﬁSD lv wvﬁ@‘i‘ﬁuZ@ 1(90/)2’Vﬁ 2‘2

Aus (3.10) erhélt man dann

0 1 ; i
(& B EA> w S =g VeV - e Vi
2—A4Ar
1 2 3 2 1 " -1/, ,1\2 —-2|2
— 5’ 50% ¢ — o (@) ) IV
A7
_ Q@wﬁ (3.11)

AP

A
—— | Vul? - %R‘lngoQ\Vﬁ_Q\Q — 2g0wﬁ (3.12)
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Die Abschneidefunktion 7,

Um ein Maximumprinzip anwenden zu kénnen, miissen die Randwerte kontrolliert
werden. Dies wird durch eine Abschneidefunktion 7 erreicht, die auf 0B}(yo) ver-
schwindet.

Auf N; N B%(yo) betrachte r(z) = |z — yo|?. Dann gilt

2
Fride 2<§~T,$ — Yo) = ﬁ@’x = Y0)
A'I" = 2V1<6m y0>
= 2<V ei, T — Yo) + 29ij<€ia ej)
= —2H(v,x —yo) +2(n — 1)

0 1 4 2
|Vr|* = 4|z — yo|* < 4R? (3.14)
Setze n(x) = (R? — r(z))% Dann gilt n < R* und

0 2 0 2

81577_ —2(R —r)at'r’ (R —r)(v,x — yo)

An=-V'(2(R* - T)V ) = 2]Vr]2 —2(R* —r)Ar
_2]Vr]2+4H( —7r)(v,x — yo) —4n(R2—7’)

o 1 8 2
— <———A)n=—ﬁ(RZ—"’)@,l’—y&—ﬁWT’Z

ot H?
4 2
+ (R =) (3.15)
8 1 4
— _ﬁn2<y,x—y0> |V7“|2—|- H2
V| = 2n2|Vr| (3.16)

30



Die Evolution von wn

Mit (3.12) und (3.15) ergibt sich

< —nAw +whn) — T “2V'wViu®

ag
— —ne ' V'wVp — HQSOH\Vu!Z 2 Rung?|V 2P

]AP 8 1
- Q@ﬂwﬁ - Ewm (v, x — yo)

- ﬁw|V7‘|2 +

H2

Hann
2 . T 9w
— (— - —A) (nw) < —mvlem — 7 Vi Vu?

e c ~
—~ mnw WinVip — FIQWWIZ —~ ﬁR“wwnIVB 2|2
A> 8

H? H
2nw772 (3.17)

— 2enW-—=
4
H

1
—wnz (v, — yo) — ﬁw|V7‘|2

Es gelten die folgenden Ungleichungen

2 3 2 3

— 5z V' wVin = =50 Vi (nw) Vin + zn | Val?

2 Z. 8
= =251 V' (nw)Vin+ sz w|Vrf?
T 2w C1 2
~ V'wVu® — H29077]Vu\

=~ uTVRY, 2wV Ui — S | Tu?
=~ Il (nw) + Rz upV'uVm — 2 en|Vu|
< T ~2yi ZV( ) 7 -1 2|V |2
< = gpu VY (qw H2sm7 u?|Vn
= —#u Vu 2V(nw)+ —w|Vr|?

mit Cg(ﬁl,ﬁg) = % > 0.
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o _ i Co _
— 1% 'ViwVip — mR“wwnIVﬂ %2
o

= —1v  Vi(nw)Vie + o

we' o'V,

< ¥ "W (nw)Vie + mwlwl2

mit c4(01, B2) = ‘Z—j(pfgoo’?’ > 0. Dabei wurde (3.16) verwendet.
Eingesetzt in (3.17) ergibt sich

< — (20 'Vin + Tu PV + 0 Vi) Vi(nw)
AR 8 i,
— oWy — wn® (v, —yo) + 72w’
Cs
+ ﬁw|V7‘|2 (3.18)

mit 65(51752) =6 + C3 -+ Cq > 0

3.3 Innere Abschitzung fiir |A|?

Theorem 3.6 Sei F': N x [0,T) — R" glatte Lésung des IMCF. Firt € [0,T)
habe Ny in B%(yo) keinen Rand und in Ny N B (yo) gelte

0<BR<B=(z,v) <BR,
d.h. Ny ist in BR(yo) lokal sternformig beziglich 0. Zudem sei

Hypaw(yo, R) =sup  sup H < 0
t20 N:NB%(yo)

Dann gilt fir 6 € (0,1) in N; N Byr(yo)
)‘Enax < Ce ° (1 - 92)_2 - nax { sup )‘Enawa HmaxR_l + R_Q}

NoNB%(yo)

mit Ce = 06(615 6% n)
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Beweis:
Fiir ein § > 0 betrachte die Funktion nw mit w = u?p(372) und

n(z) = (R =r(2))+)*, r(z) =z —yol*

In N; N Bi(yo) fiir ¢ > 0 gilt dann die Evolutionsgleichung (3.18). Auf N; \ B%(yo)
fir ¢ > 0 gilt zudem nw = 0. Ziel ist es, eine obere Schranke an u? zu finden, die
unabhiingig von § ist, was eine Abschiitzung an A2, impliziert. Wegen der Voraus-
setzungen an ( und den Eigenschaften von ¢ (3.4) geniigt es, eine obere Schranke
fiir w zu beweisen. Durch die Abschneidefunktion 7 werden die Randwerte kontrol-
liert. Da n auf dem Rand von Bp(yo) verschwindet, erhélt man die gewiinschten

Abschétzungen nur auf einer etwas kleineren Kugel By (yo) mit 6 € (0,1).

Setze

Ls= sup (nw) >0

NoNB%(yo)
L = sup (7790)\2)1(11) g R4 Sup )\Enaz
NoNBZ(yo) NoNB%(yo)

d.h. lims o Ls = L. Sei t; > 0 erster Zeitpunkt mit nw(z;) = M > Ls fiir ein
x1 € Ny, Dann gilt z; € Ny, N B (yo) und

(% —~ %A> (mw)(z1) 20 Vi(nw)(z1) =0

Daraus folgt in x;

|AJ? 8
29@7711}@ < —gwn

=

(v, 21 — yo) + %nwn% + %M|V7“|2
Multipliziere mit H?

20nw|A]> < 8Hwn? |z1 — yo| + dnwn? + csw|Vr|?
Nach Lemma 3.3 gilt

U < Apaz + (0 —2)6
= u? < 2|A]* + d(6) mit (lsir% d(6)=0

Damit gilt in

2nw? = 2pnwu® < 4pnw|A|? + 2pnwd(6)
< 16Hwn? |z1 — yo| + 8nwn? + 2c5w|Vr|? + 2pnwd(6)
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Multipliziere mit 7
2M2 < (16H3 2 — yol + 8nn? + 2¢5| V7l + 20nd(6) ) - M

SHU%\xl — Y| + 4m]% + ¢5|Vr|? + ond(8)
8H pan R? + 4(n + c5)R* + d(6)R*

Auf N; N B%(yo), t > 0 erhélt man somit

nw < max { Ls, 8H e R® + 4(n + ¢5) R* + d(85)R*}

Fiir 6 — 0 ergibt sich damit
nA? o < max {L, 8H oz R® + 4(n + 05)R2}

m

= A2 . < ¢! max {L, 8H, e R + 4(n + c5)R2}
Auf By (yo) mit 6 € (0,1) gilt
n(z) > (1—6%)°R*
und damit auf Ny N Byg(yo), t =0
Aae < (1= 0°) 2R gy  max {L, 8H e R? + 4(n + c5) R*}

max

NoNB%(yo)

< (1—6%)2p,! ~max{ sup A 8H,u R +4(n+ c5)R2}

< (1—6%)"% max sup A2 Hmao R+ R7?
NoNB%(yo)

mit cg = cs(S1, B2, n). U
Bemerkung 3.7 (i) Wegen H > 0 erhilt man aus Theorem 3.6 eine obere Schranke
fiir |A]? in N; N Byr(yo)

AP <er-(1—6%)7 - maxq sup  |A]>, Hpoo R+ R

NoNB%(vo)

mit Cr = 07(615 BQa n)

(ii) Die obere Schranke fiir Hy,q. (Yo, R) liefert Satz 2.5. Gilt Ny N By (yo) = @ und
hat V; fir t > 0 in Bjg(yo) keinen Rand, so gilt nach Satz 2.5

und damit in N N BgR(yO)
1
72_

AP < e (1= 677

mit Cg = 68(517527”’)'
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4 Schwache Lésungen des IMCF

Im Allgemeinen existiert eine glatte Losung des IMCF maximal fiir ein endliches
Zeitintervall. In [HI98] wird ein schwacher Losungsbegriff als Minimum eines Funk-
tionals eingefiihrt, bei dem die Losung nach einem Sprung iiber ein Gebiet endlichen
Mafles weiter existiert. Zudem ermoglicht diese Formulierung die Ursache solcher
Spriinge zu verstehen. Fiir die Flachen einer schwachen Losung wird in diesem Ka-
pitel C11-Regularitit gezeigt.

Fiir ein beschranktes Gebiet €2 ist die Gleichung

) Vu
A (W) =0

die Euler-Lagrange-Gleichung des Funktionals

1) = [ 94

Bei “eingefrorenem” |Vu|-Term kann (2.2),

. [ Vu
div <W> = |Vul,,

als Euler-Lagrange-Gleichung von
Ju(v) = JE(v) = / (IVo| + v|Vul)
K

augefasst werden. Dies legt folgende Definition nahe:

Definition 4.1 Sei Q) C M offen. u € C’ZOOCI(Q) heifst schwache Losung (Subldsung,
Superlosung) von (2.2) in Q, falls

TE(w) < JE(0) (4.1)
fir alle v € C2H(Q) (mitv < u, v >u), so dass {u# v} CC Q.

Die Integration erstreckt sich tiber eine kompakte Menge K C M mit {u # v} C K.

4.1 Anfangswertproblem

Sei Fy offen mit 0F, € C*. u heifit schwache Lésung von (2.2) mit Anfangsbedingung
Ey, falls

(1) uwe X (M), Ey = {u < 0} und u erfiillt (4.1) in M \ E,.

loc
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In der Sprache der geometrischen MaBtheorie 148t sich (1) umformulieren. Sei E;
eine Familie offener Mengen in M mit E; C E fiir t < s, die abgeschlossen unter
Vereinigungen | J,, <t<t, Bt st Definiere u durch E; = {u < t}. (E})¢o heiit schwache
Losung des IMCF' (2.1) mit Anfangsbedingung Ey, falls

() we CX'(M) und firalle ¢>0 minimiert F,

loc

JU(F):\a*FﬂK\—/ V| in M\ B

FNK
d.h. fir alle F' mit FAE, = (E; \ F)U (F \ E;) CC M \ E soll J,(E;) < J,(F)
gelten. Dabei bezeichnet 0* F' den reduzierten Rand von F' C M und |0*F N K| das
(n — 1)-dimensionale Hausdorffmafl von 0* F N K [Si83]. (1) und ({1) sind dquivalent
[HI98].

Motivation

Fiir eine schwache Losung u definiere die Mengen E; = {u < t} und E;" = int{u < t}
sowie N; = OE, und N;” = OE;". Ist u auch eine glatte Losung, so gilt N, = N,
fiir alle ¢ € [0,7T). Die schwache Formulierung l&8t dagegen sogar Gebiete endlichen
MafBes mit Vu = 0 und damit u = ¢ fiir ein ¢ € [0,T) zu. Dann gilt N; # N," und
die entsprechenden Gebiete werden von N; und N;' umrandet.

Die Mengen F; und E," 16sen Hindernisprobleme im folgenden Sinn (vgl. [HI98]).
Sei 2 C M offen. E heif3t minimierende Hiille in €2, falls

*ENK| < |0°F N K] (4.2)

fir alle F¥ D E mit F'\ E CC Q und alle kompakten K mit FF\ £ = FAE C K.
Folgt aus Gleichheit in (4.2)

FNK=FENK fast iiberall,

so heifit E strikt minimierende Hiille.

Fiir eine messbare Menge E sei B/ = Ef, der Durchschnitt aller strikt minimierenden
Hiillen in €2, die E enthalten. Dann ist £’ selber strikt minimierende Hiille und offen.
E' heiit die strikt minimierende Hiille von E in §).

Satz 4.2 [HI98] M habe keine kompakte Komponente und u erfille (). Dann gilt
(i) Firt >0 ist E;, minimierende Hiille in M.
(ii) Fiirt >0 ist B strikt minimierende Hiille in M.

(iii) Fiirt >0 gilt E, = E;°, falls E;f relativ kompakt ist.

(iv) Firt >0 gilt |0E;| = |0E,"|, falls E; relativ kompakt ist. Dies gilt auch fir
t =0 genau dann, wenn Ey minimierende Hiille ist.
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Das Problem ist somit verwandt mit dem folgenden klassischen: Seien 2 C R",
n > 2und ¢, ¥ : @ — R gegeben. Finde eine Funktion v : @ — R mit u > 1 in Q
und u = ¢ auf 0€, so dass graphu die Oberfliche minimiert.

Unter geeigneten Regularitdtsvoraussetzungen folgt, dass in

K ={veC"(Q):v=1,vp = ¢}

eine C1!-Losung existiert [Ge85]. Im Fall des IMCF werden Hindernis und Ober-
flache gleichzeitig gesucht. Dennoch ist zu erwarten, dass man auch fiir die N; und
N;" aus der schwachen Formulierung des IMCF CU!-Regularitiit erhilt.

Vereinfacht 148t sich der schwache Fluss wie folgt beschreiben: Solange Vu # 0 gilt,
bewegen sich die Flichen N, = N;" unter dem klassischen IMCF. Ein Sprung, cha-
rakterisiert durch N, # N, , tritt immer dann auf, wenn dadurch bei gleichbleibender
Oberflache zusatzliches Volumen eingeschlossen werden kann. Dieses Verhalten wird
durch die Numerik und die daraus gewonnenen Bilder [Pa98] veranschaulicht. Da bei
einem Sprung stets ein Gebiet endlichen Mafes iiberstrichen wird, kann es hochstens
abzahlbar viele solcher Spriinge geben.

Bemerkung 4.3 Sei u eine Losung von (1). Regularitétsergebnisse aus der geome-
trischen Mafitheorie zeigen im Fall n < 8, dass die Fliachen N, = d{u < t} und
N;” = 0{u > t} fiir t > 0 lokal gleichméBige C'"®-Abschiitzungen besitzen, die nur
von der lokalen Lipschitz-Schranke von u abhéngen [HI98].

Eigenschaften des IMCF

Die folgenden Eigenschaften des IMCF sind von zentraler Bedeutung im Existenz-
beweis einer schwachen Losung. Zu den Beweisen siehe [HI98].

Theorem 4.4 (Kompaktheitssatz) Sei u; eine Folge von Lisungen von (4.1) in
offenen Mengen Q; C M, fir die gilt

u; — U, Q, — Q
lokal gleichmdfig. Zudem gelte fiir grofie i und jedes K CC €

sup |Vu,;| < C(K)
K

Dann ist u eine Lisung von (4.1) in Q.

Bemerkung 4.5 Mit Mitteln der geometrischen Mafitheorie 148t sich zeigen:

(i) Klassische Losungen des IMCF sind auch schwache Losungen. Fiir glattes u mit
Vu # 0 erhédlt man also insbesondere aus (2.2) nicht nur einen kritischen Punkt von
(4.1) sondern einen echten Minimierer.

(ii) Ist u eine schwache Losung von (2.2), so auch min(u, B) fiir jede Konstante B.
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Dies bedeutet, dass die Fachen V; gerne instantan nach Unendlich springen wiirden.
Insbesondere erhélt man ohne zusétzliche Bedingungen keine Eindeutigkeit. Daher
sucht man nach Losungen, fiir die gilt

{s<u<t} kompakt V0 < s <t (4.3)

(iii) Sind (E})=0 und (F})¢~o Losungen von (1) in einer Mannigfaltigkeit M und gilt
fiir die Anfangsbedingungen E, C Fy, so folgt E; C F; solange Ej; relativ kompakt
in M ist. Daraus ergibt sich insbesondere, dass zu einem gegebenen FEj hochstens
eine Losung u existiert, so dass die Mengen E; = {u < t} relativ kompakt sind.

Existenz einer schwachen Lésung

Um eine Losung u zu erhalten, die (4.3) erfiillt und deren Flidchen N; somit nicht in
endlicher Zeit ins Unendliche springen, bendtigt man eine zusétzliche Voraussetzung.
Es geniigt die Existenz einer schwachen Sublésung v € C)2} (M) mit (4.3) und relativ
kompakter Anfangsbedingung Fy = {v < 0}. Die Fliachen 0{u < t} haben dann
0{v < t} als Hindernis vor sich. Beachte, dass die Menge Fy beliebig grofl sein kann,
da Probleme nur “weit drauflen” auftreten. Zudem kann stets 0.B.d.A E, C F
angenommen werden.

Bemerkung 4.6 Im Fall M = R" existiert ein Ry > 0 mit FEy C Bg,(0). Eine
glatte mogliche Sublésung ist dann v(x) = n (In|z| — InRy) mit Anfangsbedingung
Fy = Bpg,(0). Fiir diese gilt Vv # 0.

Theorem 4.7 [HI98] Sei (M, g) eine vollstindige, zusammenhingende Riemann-
sche Mannigfaltigkeit ohne Rand der Dimension n. Es existiere eine Sublosung
v e CLH (M) mit (4.3) und relativ kompakter Anfangsbedingung Fy = {v < 0}. Fiir
jede nichtleere, relativ kompakte, glatte offene Teilmenge Eq C M existiert dann
eine Losung u € CpX(M) von (1) mit (4.3) und Anfangsbedingung Ey, die in M\ Eq
eindeutig ist. Sie erfullt fir fast alle x € M \ Ey die Abschdtzung

C
Vu@) < swp  Hy+ S0
dEoNB(z) r

(4.4)
fir jedes 0 < r < o(x) (Definition 2.3). Dabei ist Hy = maz (0, Hpg, ).

4.2 Elliptische Regularisierung

Es seien die Voraussetzungen von Theorem 4.7 erfiillt. Die degeneriert elliptische
Gleichung (2.2) 148t sich durch eine Familie elliptischer Gleichungen approximieren.
Die Losungen u® dieser Familie liefern zusammen mit einem geeigneten Konver-
genzbegriff die gesuchte Losung. Fiir die gegebene Sublésung v und L > 0 setze
Fr, ={v < L} und Q = Fy, \ Ey. Betrachte fiir ¢ > 0 die elliptische Gleichung
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div S —V|Vue24+e2=0 in Q
() V| Vue|? 4 2

: u® =0 auf O0FE

u =L—2 auf OF

Der Grenziibergang L — oo entspricht ¢ — 0, siehe Bemerkung 4.9.

Geometrische Interpretation

Die Losungen u® von (). liefern glatte Losungen des IMCF eine Dimension hoher.
Betrachte dazu die Graphen

us(z) t>
——], —oc0o<t<o

N; = graph (
£

Sie sind translatierende Losungen des IMCF in M x R. Definiere
Us(z,2) =u(z) —ez, (x,2) € QxR

Dann gilt Nf = {U*® = t}. Ist u® glatt, so geniigt U® der Niveauflichenformulierung
(2.2) in Q7 x R genau dann, wenn u® (x). in Q, erfiillt.

Lemma 4.8 [HI98] Die Sublisung v sei glatt mit Vv # 0. Dann gibt es zu jedem
L >0 eine(L) >0, sodass fire < e(L) eine glatte Losung von (x). existiert. Fir
diese gilt

(i) u*>=—e in Qp, v >v—2 in Fp\F
(i1) |Vu*| < Hiy+¢e auf OE
\Vu®| < C(L) auf OFy
C(n)
)

(t33) |Vu(z)| < maX)|Vu5|+€+—, r€Q, 0<r<o(n)
r

QLOBT(x
Dabei ist H,. = max(0, Hyg,).

Bemerkung 4.9 (i) Aus dem Beweis von Lemma 4.8 (siche [HI98]) wird ersichtlich,
dass (*). nur fiir ¢ < (L) mit (L) — 0 fiir L — oo 15sbar ist.
(ii) Im Folgenden sei stets e = £(L).

Beweis von 4.7 (vgl. [HI98]) (i) Seien die Voraussetzungen von Lemma 4.8 erfiillt.
K C M\ Ej sei kompakt. In K gilt dann nach Lemma 4.8 fiir L > 1, e =¢(L) < 1
und ¢ = ming o(z) >0

C(n)

|IVu®(z)| < max H, +2+——=
dEoNBy () o

C(n)

<max H, +2+ — < C(K)
OEy ag
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Betrachte nun Folgen L; — oo, ¢; = ¢(L;) und u; = u®. Nach dem Theorem von
Arzela-Ascoli existiert eine Teilfolge u; und eine lokale Lipschitz-Funktion u, so dass

u; — u lokal gleichméBig auf M \ Ej

Aus Lemma 4.8 folgt zudem u > 0in M \ Ey und u — oo fir z — oo.
Definiere U;(z,2) = u;(x) — €;z und die lokale Lipschitz-Funktion U(z, z) = u(x).
Dann gilt

U; — U lokal gleichméBig auf (M \ Ey) x R

Die Mengen

N} ::{Ui:t}:graph<%—§>, —00 <t < o0
sind glatte Losungen des IMCF in Q. x R mit H > 0. Nach Bemerkung 4.5 16sen die
U; dann auch das schwache Problem (4.1) in Q, x R. Aus dem Kompaktheitssatz
4.4 folgt, dass U eine Losung von (4.1) in (M \ Ep) x R ist.
Mit Hilfe geeigneter Testfunktionen zeigt man, dass u Losung von (4.1) in M \ Ey
ist. Setze nun u negativ auf Fy so fort, dass Ey = {u < 0}.

(ii) v sei nun beliebig und B > 0. Wihle eine offene Menge Wp mit glattem Rand
und Fg CC Wi CC M. Nahe 0Wpg éndert man die Metrik in Wpg derart, dass eine
vollstandige Metrik g auf Wp entsteht, fiir die gilt:

gg=g auf Fp, gp=g aul Wp

und in der Ndhe von 0Wpg ist gg isometrisch zu einem Riemannschen Kegel der
Form
g = Cs*gow, + ds” in 0Wp x [C,0)

Dann existiert ein « > 0, so dass alog s eine glatte Sublosung von (4.1) auf OWp x
[C, 00) ist. Nach (i) gibt es dann eine Losung up von (1) in (Mp, gp) mit (4.3) und
Anfangsbedingung Ey. Aus (4.4) folgt, dass fiir jedes B > 0 und fast alle x € Fp
gilt
|Vug(z)] < sup Hi+ Cn) , r<o(r)
dEoNBy(z) r

Dabher existiert eine Folge B; — oo und eine lokale Lipschitz-Funktion © mit ug, — u
lokal gleichméBig auf M \ Ey. Nach Theorem 4.4 ist u dann auch Lésung von (4.1)
in M, fiir die (4.4) erfiillt ist.

Zeige noch u > v in M. Nach Bemerkung 4.5 ist min(v, B) schwache Sublésung von
(2.2) in Wpg beziiglich g. Wegen g = gp fiir v < B und g > g in Wg ist min(v, B)
auch schwache Sublésung von (2.2) in Wg beziiglich gg. Aus Bemerkung 4.5 (iii)
folgt, dass up > v in Fp fiir alle B, d.h. v > v. Die Eindeutigkeit liefert wieder
Bemerkung 4.5.
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4.3 |A]*-Schranken der Flichen N (M = R")

Die Ct1-Regularitit der Flichen N; und N;" ist eine Konsequenz gleichmiifliger | A|2-
Schranken der Flichen Nf, die N; x R im Fall N; = N;" approximieren.

Es sei M = R" und fiir By, C R" seien die Voraussetzungen fiir Theorem 4.7
erfiillt. Dann existieren nach Bemerkung 4.6 eine geeignete Sublosung v und somit
eine Losung u € CLY(R™) von (1) mit (4.3), die durch glatte Losungen u® von (%).
approximiert wird.

Um die innere |A|?>-Schranke aus Theorem 3.6 fiir ein festes ¢ auf die Flichen
N; N B;f“(q) anwenden zu konnen, muss gezeigt werden, dass sie gleichméfig
sternférmig beziiglich einem von t unabhiingigen z € R™"! sind. Dies folgt aus
lokal gleichmiifligen C'b*-Schranken, die ausreichen, die Normalen an die Flichen
N zu kontrollieren.

Mit lokal gleichméBigen C*-Schranken der Flichen Nf in ¢ und e sei im Fol-
genden gemeint: Fiir alle ¢ € (R"\ Ey) x R ezistiert ein g > 0, so dass fiir
d = dist(q,0Ey x R) und alle t, ¢ < &g die Flichenstiicke NF N\ B (q) gleichmifige
CYe-Schranken in t und ¢ besitzen. Insbesondere soll Bi™(q) C Qp, x R gelten.

Sei obige Bedingung erfiillt und ¢ € (R™\ Ep) x R gegeben. Dann existiert ein
Ry € (0,4%) und ein K < oo, so dass fiir t, ¢ < go und p € Nj N By (q) gilt: Das

Flichenstiick Nf N Byt (p) 188t sich als Graph einer C*-Funktion w, iiber T, N;
schreiben mit
wy(0) =0, Dwy(0)=0 und |wplra <K (4.5)

Nach Lemma 4.8 sind die w, sogar glatte Funktionen. Eine |A[>-Schranke an die
Flichen Nf entspricht somit einer C?-Schranke an die Funktionen w,,.

Lokale Sternféormigkeit

Mit Hilfe von (4.5) soll zunéchst gezeigt werden, dass fiir geeignetes p > 0

V3

(v(p),v(a) 20 == in B (q)

Aus dieser Abschétzung folgt dann unmittelbar die lokale Sternférmigkeit der Fla-
chen Nf beziiglich einem z € R"', das auf der durch v(g) bestimmten Geraden liegt.

Fiir (y, wy(y)) € N N B! (p) mit einem y € T,N; N By, (0) gilt
| Duwy(y)| = [Dwy(y) — Duwy(0)] < Kly[*

Wihle 0.B.d.A. Ry so klein, dass KR§ < 1. Damit erhilt man fiir (y,w,(y)) €
N; N Bz;rl(p) : Jwy(y)| < $Ro. Sei nun R = ?Ro. Dann gilt:
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Fiir alle p € Nf N B3 (q) kann Nf lokal um p als Graph einer Ch*Funktion
wy, : T,N; N B{(0) — R geschrieben werden, fiir die gilt

wy(0) =0, Duwy(0)=0 und |wpl1a <K

Sei 0.B.d.A. Ry jetzt zusitzlich so klein, dass [Dw,(y)| < 155 in T,N7 N BE(0). Fiir
y € T,N; N B%(0) gilt dann

, 1
lw,(y)] < 6 mit 6 := mR
d.h. graphw, iiber T, N; N B%(0) liegt zwischen zwei Ebenen, die parallel zu T, Ny
um +0 bzw. —6 verschoben sind.

Sei nun € < &g fest. Dann existiert genau ein ¢, mit ¢ € N7 . Wihle ¢ als Ursprung
von R™™ und v(q) als 7,.1-Richtung. Fiir p € B%(q) existiert genau ein ¢ mit
10

p € Nf. Wihle die Normale v (p) an Nf so, dass
Y = (V4(p); Tt1) 2 0
Dann gilt v, (p) = +v(p). Zeige v = v = § in B (q).
10
Im Fall t = t. gilt mit p = (y, w,(y))

(=Duwy(y), 1)
1+ [Duw,(y)[?

Vy (p) =

1 100

also (v4.(p), Tn+1) = 1t D)2 ~ 101

Im Fall ¢ # t. kann 0.B.d.A. v < 1 angenommen werden, da eine obere Schranke an
~ gesucht wird.

71 sei so gewahlt, dass v4 (p) = /1 — 27 + Y741, also insbesondere (71, 7;,41) = 0.
Dann liegt

graph w, C Ni iiber T,N; N B%(0) zwischen A und B
graphw, C Ni iiber T, N; N BE(0) zwischen C' und D

wobel

A={z e R (z,v4(p)) = (p, v+ (p)) + 8}
B={z e R : (z,v,(p)) = (p,v+(p)) — 6}
C={zrecR": (v,7,1) =6}
D={xeR"™: (z,7,,) =6}

(sieche Skizze; p bezeichnet die Projektion von p auf die (71, 7,41)-Ebene).
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Ein Schnittpunkt von A und D ist

(p,v4(p)) +0(y+1)

a=ar —0T,y1 mit o=
1—~2

B und C schneiden sich in

(p,v4(p)) —0(y+1)
1—72

b=pr + 071,41 mit [=

Gllt nun "}/ < ’YO — ?7 SO folgt
al, 1Bl lp—al,l]p—b <R  mit

a=a—06v (p), b=b+bv.(p) €T,N¢
Dies bedeutet, dass sich N7 und Ny schneiden, was im Widerspruch zu ¢ # t. steht.
Es muss noch v, (p) = v(p) gezeigt werden. Sei dazu p € BT}%(q) beliebig und
10
n:[0,1] — B’li:é(q) sei Weg von ¢ nach p. Dann ist die Funktion s — (v(n(s)), Tnt1)

stetig und kann somit wegen v > 9 > 0 ihr Vorzeichen nicht &ndern.

Sei z = —mT,1 mit m = %fy&lR. Dann gilt in N7 N Bfré(q)
10
1 1 »
T (p—2zv(p) < 0 (1+2v")R

Damit ist gezeigt

Lemma 4.10 Besitzen die Flichen Ni lokal gleichmifsige CYHe_Schranken in t und
g, so existieren zu jedem q € (R™ \ Ey) X R Konstanten €, p > 0, so dass gilt: zu
jedem € < g¢ findet man ein z € R™ mit |z| unabhdngig von & und

0<Bip<(p—2zv(p) <Pep in NiNBI (g

Dabei sind 3, und 35 absolute Konstanten und p hingt nur von der lokalen CH°-
Schranke der Flichen Ny ab.
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Korollar 4.11 Besitzen die Flichen N¢ lokal gleichmifige CY*-Schranken int und
g, so ist |A|* auf Nf lokal gleichmifig beschrinkt, d.h. fiir alle q € (R"\ Ey) X R
existieren o, p > 0, so dass fir alle t und € < gy gilt

2 C(?’L) . n+1 €
| Al <7 m Bp (q) N NV;

p hingt dabei nur von der lokalen CY*-Schranke der Flichen Nf ab.

Beweis: Folgt direkt aus Lemma 4.10 und Theorem 3.6 bzw. Bemerkung 3.7 mit

0= % Beachte, dass der Fluss der Fldchen Vi zu jedem Zeitpunkt schon unendlich

lange existiert.
O

Bemerkung 4.12 Aus der Konstruktion von p folgt, dass ein C < oo existiert, so
dass sich fiir alle ¢, € < &g und p € NF N B2 (q) das Flichenstiick N° N By (p) als
2 2

Graph einer C?-Funktion w, iiber T,N§ schreiben lif}t, fiir die gilt
wp(0) =0, Dwy(0) =0 und |w,|20<Cy

4.4 C'-Regularitit der Flichen N7 (M = R")

Es sei wieder M = R" und E, C R" erfiille die Voraussetzungen von Theorem 4.7.
Dann gilt fiir die Losung u von (f) mit (4.3) das folgende Theorem.

Theorem 4.13 Besitzen die Flichen Nf lokal gleichmdflige CY*-Schranken in t
und & und sind die Flichen Ny und N, firt > 0 in C* und kénnen lokal gleichmdfig
als Graph geschrieben werden, so besitzen die Flichen N, und N, fir t > 0 lokal
gleichmipige C*'-Schranken, d.h. fiir alle y € R™\ Ey existiert ein p > 0, so dass
fiirt > 0 die Fldchenstiicke

NN B:f(y) und NN B;‘(y)
gleichmdflige CH1-Schranken besitzen.

Beweis: Sei y € R"\ By und Y = (y,0) € (R"\ Ey) x R. Nach Voraussetzung
existieren €y > 0, C; < 0o, p > 0 und R > 0, so dass gilt

e Firallet >0,x € Nt(Jr)ﬁBg(y) kann N{ ") lokal um z als Graph einer Funktion
se : TN n B H(0) — R
geschrieben werden.

e Fiir alle t, ¢ < g und p € Nf N B2 (Y) kann Ni N BE™ (p) als Graph einer
C?-Funktion w, iiber T, N{ geschrieben werden, fiir die gilt

wy(0) =0, Dwy(0) =0 und |w,|20<Ch
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(i) Sei zo € Ny, N B (y) mit Ny, = N;/. Betrachte eine Folge &; — 0 mit &; < &, fiir
die die Losungen u; = u® des regularisierten Problems auf M \ E, lokal gleichméfig
gegen u konvergieren. Zu jedem ¢; existiert genau ein ¢; mit Xo = (29,0) € N’ N
By (Y). Dann gilt us(xo) = ¢; fiir alle i. Aus u; — u und u(zo) = to folgt dann

1—00

Fiir jedes i 1ait sich N;' N Bjt1(X,) als Graph einer C2-Funktion w; iiber T'x, V¢!
schreiben, fiir die gilt

w;(0) =0, Dw;(0)=0 und |wl20<Ci

Die Normalen v; an N;' im Punkt X, bilden eine Folge in S™. Es existiert also ein
v € S™ und eine Teilfolge - wieder mit v; bezeichnet - mit v; — v. Fiir ¢ > 1 143t
sich dann N;' N BE™(X,) als Graph einer C*-Funktion 1; iiber

T= {<X’ 77) - <X07 D>}
schreiben mit
'ZIJZ(O) = O, D’ZI)Z(O) — 0 und ||’ZI)Z‘||270 < 201

Dabei sei Xy mit 0 € 7T identifiziert. Unabhingig von x, kann R so verkleinert
werden, dass gilt (vgl. Beweis von Lemma 4.11): fiir ¢ > 1 la8t sich Vi’ lokal um
Xy als Graph einer C%-Funktion

w; : TNBLO0) — R
schreiben, fiir die gilt
'ZIJZ(O) = O, D’ZI)Z(O) — 0 und ||’ZI)Z‘||270 < 201

Nach Arzela-Ascoli existiert eine weitere Teilfoge - auch mit w; bezeichnet - und
eine C'-Funktion @ : T'N B%(0) — R mit
w; — w in CHT N BE(0))

und damit @w(0) = 0 und Dw(0) = 0. Daraus folgt X, € graph®@w und T =
Tx,graph w. Wegen von i unabhiingigen C2-Schranken gilt sogar

W€ CYY (TN BR(0) mit |, < 2C

Nach Voraussetzung ist {U = t;} = N;, x R eine C'-Fliche und kann lokal um X
als Graph von
SXO . TXO{U == tg} N B?{(O) — R

geschrieben werden. Zeige nun: graph w = graph Sx,.
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Sei p € graphw. Dann existiert eine Folge p; € graphw; C N;' mit lim; .. p; = p.
Damit folgt

U (p:) — U(p)| < |U'(p:) = U'(p)| + |U*(p) — U(p)]

_>0

wegen der gleichgradigen Stetigkeit der U’ und der Konvergenz U' — U. Mit
U'(p;) = t; folgt dann

1—00

d.h. graph@ C {U = t,} und damit auch T = T, {U = t,}. Dann muss aber auch
graphw = graph Sx, gelten. Wegen {U = t;} = Ny, X R gilt dann: Ny, kann lokal
um ¢ als Graph einer C*!-Funktion

W : TyyNyy N BE1(0) — R
geschrieben werden, fiir die gilt
’ZIJ(O) = 0, Dl;](()) =0 und ||U~J||171 < 201

Sowohl R als auch '} héngen von y aber nicht z ab.

(ii) Sei nun zy € N N BJ(y) mit N7 # Ng,. Da es nur abzéhlbar viele solcher
to gibt, existiert eine Folge z; € N; N B} (y) mit t; > to, lim; . z; = 2o und
damit lim; . t; = to. Fiir ¢ > 1 gilt zudem N,, = N;. Nach (i) lassen sich die
Flachenstiicke IV, N BE(x;) als Graph einer C LI_Funktion w; iiber T, N, schreiben,
fiir die gilt

UNJZ(O) = O, D?I)z(()) =0 und ||1Di||171 < 201

Betrachte die Folge der Normalen 7; € S"! an N;, im Punkt z;. Dann existiert ein
v € S ! und eine Teilfolge - mit 7; bezeichnet - mit 7; — ©. Fiir ¢ > 1 lassen sich
dann die Ny, N BR(z;) als Graph einer C'"*-Funktion ; iiber

T = {(z,0) = (z0,7)}
schreiben mit
w;(0) = 0, Dw;(0) =0 und |jyl11 < 3Cy
Dann lassen sich die Ny, fiir 4 > 1 lokal um z; als Graph einer C'**-Funktion
w; TN B%—l(()) — R
schreiben mit

W;(0) — 0, Diy(0) — 0 und ||yll11 < 3C
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Somit existiert eine weitere Teilfolge - wieder w; - und eine C'-Funktion o : TN
B%1(0) — R mit
2

w; — w in CHT N BYY0)
2
und w(0) = 0, Dw(0) = 0. Damit gilt =y € graphw und T = T,,graph w. Wegen
gleichméBiger C'11-Schranken fiir die w; gilt sogar

e CYY (T N BYH0) mit |1, < 3C,
2
Auch N, 148t sich lokal um z, als Graph von
Szo : TooN,s N BE1(0) — R
2

schreiben. Zeige: graph w = graph s, .

Sei z € graphw. Dann existiert eine Folge z; € graphw; C N, mit z; — z. Aus
u(z;) = t; folgt dann u(z) = to. Angenommen z € E;'. Dann existiert § > 0 mit
B} (z) C E;; . Dies ist aber ein Widerspruch zu z; € N, mit ¢; > ty,. Also gilt
graph @ C N;'. Wie in (i) folgt dann T = Too N, und @ = s,

(iii) Der Fall 2y € Ny, mit Ny, # N, wird analog zu (ii) behandelt.
O

Korollar 4.14 Sein < 7. Dann besitzen die Flichen N, und N;= lokal gleichmdfige
CY1-Schranken.

Beweis: Sei ¢ = (¢/,¢") € (R"\ Ey) x R beliebig und d = dist(q,0Ey x R) =
dist(q',0Ey). Wahle Ly > 0 so grof}, dass B%,(q') C Fr,. Nach Bemerkung 4.6 und
Lemma 4.8 gilt dann fiir € < g = €(Ly) in B} ()

C(n)

|Vu5| < H+ + 260 + T

und damit o
\VU®| < Hy + 3¢9 + % in B}(q)

Bemerkung 4.3 liefert dann, dass die Flichen Nf N B}''(q) gleichmiBige C-
Schranken in ¢ und € besitzen.
Weiter gilt nach Theorem 4.7 fast tiberall in B} (q')

C
|VU|<H++$,

woraus wieder nach Bemerkung 4.3 lokal gleichmiifiige C'1®-Schranken der Fliichen
N; und N, folgen. Insbesondere sind somit die Voraussetzungen von Theorem 4.13
erfiillt.

O
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5 Verallgemeinerung

Die Aussagen und Beweise der vorangehenden Kapitel fiir den Fall M = R" sind
alle von lokaler Natur. Es ist daher zu erwarten, dass analoge Resultate fiir eine
beliebige Hintergrundmannigfaltigkeit M gelten. |A|?>-Schranken fiir die Flichen N,
einer glatten Losung des IMCF erhélt man nur im Fall lokaler Sternférmigkeit. Das
Positionsvektorfeld z € R"™ wird in Theorem 5.1 durch ein geeignetes Vektorfeld X
auf M ersetzt. Entscheidend fiir die modifizierten Evolutionsgleichungen im Beweis
der | A|?-Schranke ist, dass |A| nach Lemma 1.5 in zusitzliche Terme von A(X,v)
nur linear eingeht.

(M™,g) sei eine glatte Riemannsche Mannigfaltigkeit der Dimension n > 2.

5.1 |A|>-Schranke

Fiir ein yo € M bezeichne ¢(y) den Injektivitatsradius von yo in M. Fiir R < ¢(yo)
sei B¥ (yo) € M die geoditische Kugel vom Radius R um yp in M und

p = exp, : By (yo) — Ty M N BR(0)
seien Normalkoordinaten. Dann gilt fiir ¢ € B¥ (yy):
r(a) = d*(¢,90) = (@) (5.1)

Fiir einen Tensor Tam auf M setze

Tmaw(yOaR) = Ssup |Ta/@7|
B (yo)

Theorem 5.1 Sei F' : N x [0,T) — M glatte Losung des IMCF, yo € M und
R < «(yo) so klein, dass

|Vr| < 3R, V?*r <3j in B (yo)

Fiirt € [0,T) habe N; in BN (yo) keinen Rand. Weiter existiere ein glattes Vektorfeld
X auf BM (yo) mit

0<BR<(X, V)< BR in N.NBY(y)
und es sei

Hipaz(yo, R) =sup  sup H < oo
t>0 NtlﬁlB}]\{I(yo)

Dann gilt fir 0 € (0,1) in Ny N Bé‘é(yo)

Ao ey (1—602)2max{ sup A2 [(R%+ HpaoR ™"+ C1)> + Cao)2}

max max?
NonB¥ (yo)
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Dabei sind Konstanten ¢ skalierungsinvariant und héngen nur von n, ; und
ab. Konstanten C' héingen zusitzlich von Hoae, Rimazs (VER)maz, (£x)maee und
(VLxG)mar ab und skalieren richtig mit dem Abstand.

Bemerkung 5.2 Es gelte Ny N B%(yo) = 0 und N, habe fiir ¢ > 0 in B (yo)
keinen Rand. Setze
oo =min( inf o(z),R) >0
zeBY (yo)
mit o(x) aus Definition 2.3. Dann gilt nach Satz 2.5
C(n)

Hmaz(y07 R) g
0o

und damit
|14|2 < 023 . (1 — 02)_2 in Nt M B%(yo)

Cs3 hingt von R, 0y und den oben genannten Gréfien ab.

Die folgenden Rechnungen gelten in N; N BY (y,) und sind analog zu denen in Ab-
schnitt 3.2. Es werden insbesondere die Bezeichnungen von dort iibernommen.

Die Evolutionsgleichung von w = pu?

Setze 3 = (X,v). Aus Lemma 1.5, Satz 2.1 (iii) und £X = £V, X erhilt man
o 1 1 , - 1 - 1
(a - ﬁﬂ> p= I7e] ([A]" + Roo) + E(sza v) + ﬁX(HX)

und damit
0 1 -2 S 1 oon22 2 so0qa2.

(5~ 72) 572 = 3 PIVA~F = (AP + Ron

2

~ 7 (H(V,X,v) + X(Hy))

0 1 oy L3 0, " o2 2 o a2, B
(55— 70 #0572) = =GP’ + VA7 = /52 AR + Foo

— 2 H(TX, v) + X (Hy))

Mit
2 -, 2

at = ——_ R

kmp 1
J H 0j0 th Rk jm

L ki imp = D5 i =i D
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gilt nach Korollar 2.2

(9 1 z 2 i 1 '3 D 7

ot H? H P
Wie in Abschnitt 3.2 findet man
0 1 5 2 9 _ 9 ou
(57~ 72 o < 0P + [Ru) - 7 Falult + 20

und damit fiir w = pu?

8 1 2 1 _
<E B ﬁﬂ> w < —mvw\AV stolvuP - 230 (5 R\

2 _ ou
i,,2 -2 )
V wVip + 2| Rool (0 + ¢'87) 200 %
2 _
H2g0u 233(H(V,X,v) + X (Hyx))
Analog zu (3.12) ergibt sich
0 1 2 T o oA
(E — ﬁA> w < —Egow]AP — mu VwVu® — 2% 'WwVip
2 = -
HQSOWU\Z Riow|VE7** + - | Roo| (9 + '8 77)

+mwng—7¢uﬁ(<@XW+XU&D

Die Abschneidefunktion 7
Setze wieder n(q) = (R* — r(q))? fiir ¢ € BM (yo) mit r aus (5.1). In N; N B¥ (yo)
gilt

0 1=

—r=—=V,r

ot H ) )
Ar = NNy = Ny — (V2r)(v,v) — HV,r
= gijvlvjr — HV,r

Daraus folgt nach Voraussetzung an R und r

0 0 2
(E — ﬁA> 2(R2 — 'I")ar -+ —(R2 — ’I”)AT’ — —|V’I”|2
4 2 o
= ——H(R2 — T)V T+ _H2 (R2 — T)g ]ViVjT — E‘VTP
6 2
HR3+m( —1)R2—m\V7’\2
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Die Evolution von nw

Wie in (3.18) findet man

0 1 2
- = < = 2

1 ) ) )
— ﬁ(zn—lvm + 17u2Vu? + oo ' Vi) Vi(nw)
Cs 12 6 2 _ _
+ ﬁlU’VT’Z -+ ﬁng + mw(n — 1)R2 -+ m’f}UZ‘Roo‘(@ + 90/5 2)
ou 2 3 _
+2nup il — 25 (HUT,X ) + X () 5.2
J

Aus H= X+ ...+ X1 > 0 folgt |A] < ¢(n) - v und damit

ou 1 - 1 1 _ _
80';. CLj < Cg * (ﬁRmax + EURmax + E(VR)maz) (53)

Zudem gilt nach Lemma 1.5

— 1 .. o
H(V,X,v) + X (Hx) = 59"Vl £x9)(eire5) = 67V (Lx3) (¥, 05)
— R Lxg(es e;) + HLxg(v,v)
< 67 ) ((?ﬁxg)mam + |A|(£X§)maa:) (54)

Beweis von Theorem 5.1

Sei § > 0 beliebig. Setze n(q) = ((R?> —r(q))+)* Dann gilt fiir ¢t > 0 in N; N B¥ (yo)
(5.2). Wie im Beweis von Theorem 3.6 definiere

Ls= sup (nw)=0

NonB¥ (yo)
L= sup (npAl,) <R' sup A,
NonB¥ (yo) NonBy (yo)

Sei t; > 0 erster Zeitpunkt mit (nw)(z1) = M > Lg fiir ein ;7 € Ny,. Dann gilt
r1 € Ny, N B¥(yo) und

In x; gilt dann

2 CS 2 12 3 Cg 61,1/
ﬁgm]w\A] < ﬁwR + ﬁwR + 2 + 277u9080;

7
a;

_ %wfgp—lnwg—?’(}[(%x, V) + X(Hx)) (5.5)
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Aus (5.3) und (5.4) folgt

ou

2H? :
“aa;.

CL; < Cyp + Cpyu?

—2¢/¢7 B (H(V,X, V) + X (Hyx)) < Ciz + Cus]A|
Damit ergibt sich nach Multiplikation von (5.5) mit H?
2npw|Al? < cswR? + 12H pquwR? + Crynw + Chsnw| A| + Cione

und mit
Cisnwl]A| < nwgp|A|2 + Cisnw

folgt
new|A|* < (csR? + 12H 0o R + Cign)w + Chrong

Multiplikation mit 7, ¢ < 1 und u? < 2|A|* + d(8) liefern
M? < M (2¢sR* + 24H e R? + (2C16 + d(6))n) + 2C10n°
und daraus

1
2

M < [(c17R2 + 24H 0e R? + (Cig + al((S))R‘*)2 + OlgRﬂ
In N; N B¥ (yo) gilt somit
neu? < max {L(g, [(017R2 + 24H qu R? + (Chg + d((?))RLl)2 + 019R8i| %}
Fiir 6 — 0 folgt
nAZ. < oy max {L, [(017]%2 + 24H,0, R + C15RY)* + ClgRﬂ 5}
Fiir 6 € (0,1) gilt in By%(yo)

n > (1 . 92)2R4
und damit in N; N B(%I%(yo)

Mo < (1—0")2py -max{ sup N2

max max?
NonB¥ (yo)

[(c17R ™2 + 24H o R + Ci5)* + Cho|

N

}
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5.2 Cll-Regularitit der Flichen NtH)

Fiir den Beweis der C11-Regularitéit der Flichen N; und N;" im Fall einer beliebigen
Hintergrundmannigfaltigkeit M bleibt im Wesentlichen zu zeigen:

e Existenz eines geeigneten Vektorfeldes X lokal auf M x R fiir die Verallgemei-
nerung der lokalen Sternférmigkeit

e lokale Konvergenz von Flidchen Ny gegen N; x R

Im Fall M = R" gehen in die Beweise lediglich die lokal gleichméBige C'1®-Schranke
der Fliachen Ny, ihre Bléatterungseigenschaft sowie die Eigenschaft der Fliachen N
und N,", lokal gleichmiifig als Graph geschrieben werden zu kénnen, ein. Dagegen
wird nicht verwendet, dass es sich um eine Losung des IMCF handelt. Die genannten
Eigenschaften bleiben im Bild von Normalkoordinaten auf M x R erhalten, so dass
man mit Hilfe der Exponentialabbildung die Situation im Fall M = R" erhilt.

Eigenschaften der Exponentialabbildung
Fir y € M und R < ¢(y) betrachte die Exponentialabbildung
exp, : T,M N BR(0) — B (y)

und die zugehorigen Normalkoordinaten empy_1 = (&...,&"). Setze T = empy_l(x)
fir x € B¥(y). Ist 11, ..., 7, die Orthonormalbasis der Koordinatenrichtungen von
T,M =~ R", so sind die Koordinatenvektorfelder auf BY (y) gegeben durch

0

8a‘x = 8—50"1 = (dfexpy)(Ta)

und fiir die Metrik gilt [Ch93|

ga,@(x) = §(8a|$7 8ﬁ|ﬂc)

1, - _ _
= bag = 3(R(Z, 0ul2)T, Ogl.) + o(|2°)

d.h. dyexp, ist eine Isometrie und auf kleinen Kugeln kann die Abweichung durch
die Geometrie von M um y kontrolliert werden.

Fiir den Tangentialraum an M x R im Punkt ¢ = (¢, ¢") gilt
T,(M xR) =TyM & TyR =TyM &R
und die Exponentialabbildung hat die Form
cap(a/, ") = (capy (&), eopy (&) = (eapy ('), ")
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Dies bedeutet, dass mit Ny auch die Flidchen
Nf = exp, ' (N; N BY"®(q)) C Ty(M x R)

in Richtung von R translatieren. Fiir p € B *®(q) setze p = exp, ' (p). Die Pro-
duktmetrik auf M x R sei mit g bezeichnet.

Ist M eine C**2-Mannigfaltigkeit, so folgt aus der Konstruktion und der Theorie
gewdhnlicher Differentialgleichungen, dass exp, eine C*-Abbildung ist [Br81]. Die
C'-Norm von ezp, hingt dann nur von der Kriimmung von M sowie deren Ab-
leitungen ab. Eine C*-Schranke an Nf N By *®(gq) ist somit dquivalent zu einer
C1-Schranke an N¢.

Lemma 5.3 Esseiy € M, R < 1(y) und 2(Z) ein konstantes Vektorfeld auf T,,M N
BL(0). Dann gilt fir Z(z) = (dzexp,)(2(Z)) in B (y)

1£29] < O+ 2ge und  [VLz3| < Cy - |2|ge
wobei Cy und Cy nur von der Geometrie von M in BM (y) abhingen.
Beweis: Mit den obigen Bezeichnungen gilt
Z(z) = 297, und Z(x) = 2%04|s
mit 2% = const. Daraus folgt

L27§(0a,05) = (V9. Z,08) + (Oa, Vo, Z)
= 27(I%, 965 + ', Gas)
= szmg

mit Zyaﬁ = fgfyg5ﬁ + fg,ygms.
= |L29]* = 35" L2§(0a, 95)L25(Ds, ;)
=372 2% 0 Ts0r < CF - |Z|Rn
Weiter gilt
Vo (£29)(95,0y) = Va,(£L25(9p,0y)) — L25(Va,0p,0,) — L25(s, Va,05)
= 2"V, (Zopy) — Loplz3(05,0;) — Lo, L25(9p, 05)
= 2% (Vo (Zopy) — TagBosy — Loy Sope)

und damit B
IVLzg> < C; - |Z|kn
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Im Folgenden seien fiir (M",g) und Ey C M die Voraussetzungen von Theorem
4.7 erfiillt. Dann existiert eine Sublosung v und eine Losung u € Cpl (M) von (1)
mit (4.3), die wie im Beweis von 4.7 konstruiert werden kann. Beachte, dass nur
im Fall eines glatten v mit Vv # 0 Losungen u® des regularisierten Problems und
damit Fliachen NNy existieren. Ist diese Voraussetzung nicht erfiillt, so muss auf die

Konstruktion aus dem Beweis (ii) von Theorem 4.7 zuriickgegriffen werden.

Lemma 5.4 Die Sublosung v sei glatt mit Vv # 0. Besitzen die Flichen Ni lokal
gleichmdfige CY*-Schranken in t und €, so ist |A|* auf Nf lokal gleichmifSig be-
schrinkt. Diese Schranke hingt nur von der lokalen CY*-Schranke und der lokalen
Geometrie von M ab.

Beweis: Sei ¢ € (M \ Ey) x R und d = min(:(q), dist(q,0E, x R)). Es existiert
ein gy > 0, so dass fiir alle ¢, ¢ < g die Flichenstiicke Nf N BY*®(q) gleichmiBige
C1_Schranken in ¢t und e besitzen.
Betrachte die Exponentialabbildung

exp, : Ty(M xR)N B;LH(O) — BCJIVIXR(q)
und setze .
N; = eap; (N7 0 BY®(q)) € T(M x R) = R™

Die Normale an Nf sel mit U bezeichnet. Nach Voraussetzung ist exp, eine C*-

Abbildung, so dass die Flidchen Nf gleichméBige C1®-Schranken in ¢ und ¢ besitzen.

Damit ist man in der Situation von M = R™ und es folgt: Es existiert ein R € (0, %),

’ 20
so dass gilt
~ o~ \/g \TE n
<l/(p), Tn+1> 2 Yo = 7 auf Nt N BR+1(O)

mit 7,41 = ¥(§), wobei 7(p) und 7,41 von € abhéngen.

Sei nun ¢ < ¢ fest. Das Vektorfeld X auf T,(M x R) N B7*(§) wird analog zum
Fall M = R" definiert, woraus man iiber das Differential der Exponentialabbildung
ein Vektorfeld X auf B)"*®(g) erhilt. Setze dazu

Z=-mr € T,(MxR)NBJT(0)  mit m=2v"'R
und X (p) = p — 2. Dann gilt
(X(p).7(p)) > R auf N;NBE(0)
Fiir p € B}"*®(q) definiere
X (p) = dyexpy(X (5))

und
w(p) = dpeap, ' (v(p)) € Tp(Ty(M x R))
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Dabei bezeichnet v(p) fiir p € Ny die Normale an Ny im Punkt p. é,...,¢é, sei
orthonormales n-Bein an Ny in p. Dann gilt

1
n 2
w=» Né&+or mit |o]= (\wP—ZAg)
=1 i

Es gilt e; = dzexpy(é;) € T,N; und damit (e;, ) = 0. Sei n > 0. Dann gilt fiir
hinreichend kleines R in 7, (M x R) N BL(0)
—n<{(E,w)y<n und  |w]P>1-7?

Wegen w ¢ Tj N¢ in T,(M x R)N B (0) und w(0) = #(0) gilt zudem o > 0. Damit
folgt in N¢ N B"+1(O)

(X,w)zz (X, &) <|u)|2 Z)\z) (X,7)
i=1
> —nnlp—Z+v1—-(n+1)n’R
> (\/1 "t D)? —np(1+ 270—1)> R
1
> —
> 2R

fiir hinreichend kleines R und damit 7. Nach eventueller Verkleinerung von R folgt
dann

1
(X,z/>>ZR in NN By R(q).

und die geoditische Distanzfunktion r erfiillt die Voraussetzungen von Theorem 5.1.
Beachte, dass die durchgefiihrten Verkleinerungen von R nur von der Geometrie von
M um g abhéngen, also unabhingig von ¢ und ¢ sind.

Ist noch gezeigt, dass (£x§)maz Und (VLx§)mee unabhingig von e beschréinkt wer-
den konnen, so folgt die Behauptung aus Theorem 5.1.

Setze P(p) = dzexp,(p) und fiir ein festes € < gy sei Z(p) = dpexp,(2). Dann gilt
X(p) = P(p) — Z(p) sowie

['Xg = ['Pg — Ezﬁ und @[fxg = @[,pg - @['Zg
Aus der Dreiecksungleichung folgt dann

gl < [Lpg| + [L24]

IVLxg| < IVLpgl + |VLZG|

Nun héngen weder P noch |Z|g» von ¢ ab, so dass die Behauptung aus Lemma 5.3
folgt. O
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Existiert eine Sublosung v mit Vo # 0, so iibertragt sich der Beweis von Theorem
4.13 im Bild von Normalkoordinaten und man erhélt ein entsprechendes Theorem
fiir eine beliebige Hintergrundmannigfaltigkeit. Ist die Voraussetzung Vv # 0 nicht
erfiillt, so bedarf es einer weiteren Uberlegung.

Zu B > 0 betrachte die Losung up von (t) in (Mp, gg) mit (4.3) und Anfangsbe-
dingung E, wie im Beweis von 4.7. Zu jedem B gehoren glatte Losungen up,. des
regularisierten Problems (x)p . in Q5. Setze

Be Be uPbe
N,® ={U"* =t} = graph e

Lokal gleichméBige C1*-Schranken der Flichen NtB “in B, t und ¢ bedeutet dann:
Zu jedem q € (M\ Ey) x R ezistiert ein By > 0, so dass fiir d = dist(q, 0Eyx R) und
alle B > By eineg > 0 existiert mit: fiir alle t und € < e besitzen die Fldchenstiicke
NPen BY*E(q) gleichmdpige CH*-Schranken. Insbesondere soll By so grof sein,
dass BY"*®(q) C Fp, x R.

Theorem 5.5 Es sei eine der folgenden Voraussetzungen erfillt:

(i) Die Sublosung v ist glatt mit Vv # 0 und die Flichen Ni besitzen lokal
gleichmipige CY*-Schranken in t und €.

(ii) Die Flichen NtB’E besitzen lokal gleichmifSige CY*-Schranken in B, t und €.

Gilt zudem, dass die Flichen N; und N;t in C' sind und im Bild von Normalko-
ordinaten lokal gleichmdfig als Graph geschrieben werden konnen, so besitzen die
Flichen Ny und N, lokal gleichmdfige C1t-Schranken.

Beweis: Sei y € M \ Ey und Y = (y,0) € (M \ Ey) x R. Setze

d = min(«(Y), dist(Y,0Ey x R))
= min(c(y), dist(y, 0Ep))

und betrachte die Exponentialabbildung
expy = (exp,,idr) : Ty (M x R) N B (0) — BM*R(Y)
(i) Definiere

U= U0 erpy
u° = u o exp,
U = U* o expy = i — cidgp
N = eap (N A BY (1) € T, M
Nf = eapy' (Nf N BYPR(Y)) € Tv(M x R) = T,M &R
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Dann gilt
N,=d{a<t}, Nf=0mt{a<t}, Ni={U°=t}

Nach Voraussetzung existieren g > 0, C; < 0o, p>0und R >0 mit R+ p < d, so
dass nach Lemma 5.4 gilt

e Firallet > 0,7 € Nt(+)ﬂBg (0) kann ]\th(+) lokal um z als Graph einer Funktion
Sz . T@Nt(Jr) N Blgil(O) — R
geschrieben werden.

e Fiirallet, e < g und € N N Br(0) kann N: N BEH(p) als Graph einer
C?-Funktion w; iiber Tﬁﬂff geschrieben werden, fiir die gilt

wﬁ(O) = O, D’LUﬁ(O) =0 und HwﬁHZ,O < Cl

Konvergieren u® — wu lokal gleichméfig, so konvergieren 4% — @ gleichméfig auf
B2(0) C T,M. Wie im Fall M = R" folgt, dass die Flichenstiicke N, N B7(0) und
N} n B7(0) gleichméBige C'-Schranken besitzen. Dann existieren aber auch fiir
die Flédchenstiicke

N:N Bi,w(y) und NN B/J)V[(y)

gleichmiflige C'H'-Schranken.

(ii) Seien By > 0 und € > 0 fiir B > By so gewéhlt, dass fiir alle £ und € < ep die
Fliichenstiicke N, N BM*R(Y) gleichmiiBige C'*-Schranken besitzen. Nach Lem-
ma 5.4 existiert dann ein r > 0, so dass die Flichenstiicke N, N BM*R(Y) fiir
B > By, € < ep gleichmiflige C*°-Schranken in B, € und ¢ haben.

Sei B; — oo Folge mit B; > By und up, — wu lokal gleichméfig, insbesondere
also up, — u gleichméflig auf BM(y). Zu jedem j existiert eine Folge £;; — 0 mit
eji < ep, und u¥' — up, lokal gleichmiBig, also u" — up, gleichméBig auf B (y).
Weiter gibt es zu jedem j ein ij, so dass mit £; = €5, gilt

sup |u¥ —up,| < sup |up, — ul
BM(y) BM(y)

Dann gilt v — u gleichméBig in BM(y). Zudem haben die Flichen N;”% N
BM*R(Y) gleichmiilige C*°-Schranken in j und t.

Wie in (i) beweist man mit Hilfe der Exponentialabbildung gleichmiflige C'1-
Schranken fiir die Fliachen Nt(+) N B}(0) mit Nt(+) = emp;l(Nt(Jr) N B¥(y)). Damit

besitzen auch in diesem Fall die Fldchen N; und Nt(Jr) fiir t > 0 lokal gleichméBige
C11-Schranken. |
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Korollar 5.6 Sein < 7. Dann besitzen die Flichen N; und N;° fiir t > 0 lokal
gleichmifige Ct'-Schranken.

Beweis: Sei ¢ = (¢, ¢") € (M \ Ey) x R und d = dist(q,0Ey x R). Wihle Ly =
By > 0 so grof}, dass BM(¢') C Fr, und setze

0p = min (d, inf a> >0

BY(d")

(i) Die Sublésung v sei glatt mit Vo # 0. Nach Lemma 4.8 gilt dann fiir € < g9 =
€(L0)

C
|VU®| < Hy + 3¢9 + (n) in BCJIVIXR(q)
00

Aus Bemerkung 4.3 folgt dann die gleichméBige C*-Schranke der Flichen Nf N
By *(q).

(ii) Sei v nun beliebig. Zu B > By existiert ein Lp > 0 mit Fg, C Fp, und
ep = e(Lp) < 1. Dann gilt fiir ¢ < e in BY*®(q)

C
|VUBS| < Hy +3+ ¢l
0o

Wieder folgt die gleichmiBige C*-Schranke der Flichen N> N BY*R(q) aus Be-
merkung 4.3.

In beiden Fillen gilt nach Theorem 4.7 fast {iberall in B (¢')

C(n)

Vu| < Hy + ——
00

woraus die gleichméfiige C1*-Schranke der Flichen N; N B} (¢') und N;" N BY(¢)
folgt.

99



Literatur

[An94| B. Andrews: Contraction of convex hypersurfaces in Euclidian space, Calc.
Var. 2, 151-171 (1994)

[ADM] R. Arnowitt, S. Deser, C. Misner: Coordinate Invariance and Energy Ex-
pressions in General Relativity, Phys. Rev. 122, 997-1006 (1961)

[Ba84] R. Bartnik: Existence of maximal surfaces in asymptotically flat spacetimes,
Com. Math, Phys. 94, 155-175 (1984)

[Br81] H. Brauner: Differentialgeometrie, Vieweg 1981

[Ch93] I. Chavel: Riemannian Geometry: A modern introduction, Cambridge uni-
versity Press, 1993

[CGG] Y.-G. Chen, Y. Giga, S. Goto: Uniqueness and Existence of Viscosity Solu-
tions of Generalized Mean Curvature Flow Equations, JDG 33 749-786 (1991)

[CNS| L. Carffarelli, L. Nirenberg, J. Spruck: The Dirichlet problem for nonlinear
second order elliptic equations, IlI: Functions of the eigenvalues of the Hessian,
Acta Math. 155, 261-301 (1985)

[EH89] K. Ecker, G. Huisken: Immersed hypersurfaces with constant Weingarten
curvature, Math. Ann. 283, 329-332 (1989)

[EH91] K. Ecker, G. Huisken: Interior estimates for hypersurfaces moving by mean
curvature, Invent. math. 105, 547-569 (1991)

[ES] L.C. Evans, J.Spruck: Motion of Level Sets by Mean Curvature I, JDG 33
635-681 (1991)

[Ge85] C. Gerhardt: Global C'-Regularity of Solutions of Quasilinear Variational
Inequalities, Arch. Ration. Mech. Anal. 89, 83-92 (1985)

[Ge90] C. Gerhardt: Flow of nonconvex hypersurfaces into spheres, JDG 32, 299-314
(1990)

[G73] R. Geroch: Energy Extraction, Ann. New York Acad. Sci. 224 108-117 (1973)

[GT] D. Gilbard, N. S. Trudinger: Elliptic Partial Differential Equations of Second
Order, Springer Verlag, Third Printing 1998

[Ha82] R. Hamilton: Three-Manifolds with positive Ricci curvature, JDG 17, 255-
306 (1982)

[Ho97] M. Holder: Contracting Spacelike Hypersurfaces by their Inverse Mean Cur-
vature, Preprint SFB 382 Tiibingen Nr. 57, 1997

60



[Ho99] M. Holder: Geometrische Evolutionsgleichungen in Kosmologischen Raum-
zeiten, Dissertation Universitat Tiibingen, 1999

[Hu84] G. Huisken: Flow by mean curvature of convex surfaces into spheres, JDG
20, 237-266 (1984)

[Hu99] G. Huisken, Vorlesung Princeton University, Herbst 1999

[HuO1] G. Huisken: Evolution Equations in Geometry, in: B. Engquist, W. Schmid
ed., Mathematics Unlimited - 2001 and Beyond, Springer 2001

[HI97] G. Huisken, T. Ilmanen: The Riemannian Penrose inequality, Int. Math. Res.
Mot. n0.20, 1045-1058 (1997)

[HI98] G. Huisken, T. Ilmanen: The Inverse Mean Curvature Flow and the Rieman-
nian Penrose Inequality, Preprint SFB 382 Tiibingen, Nr.93, (1998); to appear:
JDG

[HP96] G. Huisken, A. Polden: Geometric evolution equations for hypersurfaces,
Calculus of Variations and Geometric Evolution Problems, CIME Lectures of
Cetraro of 1996, Springer

[JWT77] P.S. Jang, R.M. Wald: The Positive Energy Conjecture and the Cosmic Cen-
sor Hypothesis, J. Math, Phys. 18, 41-44 (1977)

[Pa97] E. Pasch, The level set method for the mean curvature flow on (R?,g),
Preprint SFB 382 Tiibingen Nr. 63, 1997

[Pad8] E. Pasch: Numerische Verfahren zur Berechnung von Kriimmungsfliissen,
Dissertation Universitit Tiibingen, 1998

[PW] M.H. Protter, H.F. Weinberger: Maximum principles in differential equations,
Prentice Hall, 1967

[Si83] L. Simon, Lectures on Geometric Measure Theory, Centre of Mathematical
Analysis, Australian National University, 1983

[Sm98] K. Smoczyk: Remarks on the inverse mean curvature flow, Preprint 1998

[Ur90] J. L.E. Urbas: On the expansion of starshaped hypersurfaces by symmetric
functions of their principle curvatures, Math. Z. 205, 355-372 (1990)

61






05.10.1973

1980 - 1993

06/1993

WS 1993/94 - SS 1996

WS 1996/97 - WS 1998/99

05/1999

seit 06/1999

09-12/1999 und 03,/2000

Lebenslauf

Mirjam Elisabeth Heidusch geb. Wilkirchen
verheiratet mit Heiko Heidusch

geboren in Koln

Grundschule und Gymnasium in Pulheim bei
Koln

Abitur

Studium der Mathematik und Physik, Uni-
versitidt zu Koln

Studium an der Eberhard-Karls Universitat
T{ibingen

Erstes Staatsexamen in Mathematik und
Physik

wissenschaftliche Arbeit in Physik iiber pho-
toinduzierte Pionproduktion am Deuteron

Doktorandin und wissenschaftliche Ange-
stellte (SFB 382) an der Universitét
Tiibingen

Princeton University, Princeton NJ, USA



