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Einleitung

Permutationsgruppen waren historisch gesehen die ersten Gruppen, die in der Algebra
betrachtet wurden und bis heute zeigt sich ihre grundlegende Bedeutung fiir viele
Gebiete der Mathematik, weit {iber die Gruppentheorie hinaus.

Die Beschéftigung mit Permutationsgruppen begann vor iiber 200 Jahren. Doch lange
Zeit studierte man ausschliefSlich endliche Permutationsgruppen. Erste Resultate iiber
unendliche Permutationsgruppen wurden in den 30er Jahren des vergangenen Jahrhun-
derts bewiesen, ihre systematische Untersuchung begann erst nach 1960. Der Grund
ist, dass man dafiir das Instrumentarium der Mengenlehre und der infinitdren Kom-
binatorik bendttigt. Mit diesen Mitteln wurde in den letzten Jahrzehnten eine Reihe
von interessanten und zum Teil erstaunlichen Resultaten iiber unendliche Permutati-
onsgruppen erzielt. Eine gute bersicht geben [13] und [27].

Der Begriff der Konfinalitdt einer Gruppe ist relativ neu, er wurde 1990 von H.D.
Macpherson und Peter Neumann eingefiihrt (vgl. [18]). Der Hintergrund ist, dass eine
nicht endlich—erzeugbare Gruppe G als Union einer aufsteigend—geordneten Kette von
echten Untergruppen dargestellt werden kann. Die Konfinalitdt von G, welche wir mit
konf (G) bezeichnen, ist nun die kleinste Kardinalzahl p, mit der Eigenschaft, dass man
G als Union einer aufsteigend—geordneten Kette von p vielen echten Untergruppen
schreiben kann.

Durch die Beschaftigung mit solchen Ketten erhélt man wichtige Einblicke in die Struk-
tur des Untergruppenverbandes und die Konfinalitét ist eine Invariante, die fiir grup-
pentheoretische Untersuchungen sehr hilfreich sein kann.

Macpherson und Neumann haben in [18] bewiesen, dass fiir eine unendliche Kardinal-
zahl k die Konfinalitdt der symmetrischen Gruppe auf « echt gréfer als « ist. Offenbar
ist die Méchtigkeit einer Gruppe eine obere Schranke fiir ihre Konfinalitdt. Damit
stellt sich nun die Frage nach der exakten Bestimmung von konf (Sym(ﬁ)). Dieses
Problem fiihrt jedoch iiber das Axiomensystem ZSF + AC hinaus, denn James Sharp
und Simon Thomas bewiesen 1994, dass es konsistent mit ZSF + AC ist, dass 2% und
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konf (Sym(w)) zwei beliebig vorgegebene regulire iiberabzihlbare Kardinalzahlen sind,
wobei nur die Bedingung konf (Sym(w)) < 2% erfiillt sein muss (vgl. [22]). Ein analo-
ges Resultat fiir die Konfinalitit der Sym(k), wenn & iiberabzidhlbar und regulér ist,
publizierten Sharp und Thomas im Jahr darauf (vgl. [23]).

Ausgehend von diesen Ergebnissen entstand eine ganze Reihe von Arbeiten zu verschie-
denen Aspekten des Konfinalitédtsbegriffs. Eine Richtung, die von eher mengentheoreti-
schem Interesse getragen ist, nahm die Tatsache, dass die Konfinalitét der Sym(w) eine
iiberabzihlbare Kardinalzahl, aber héchstens gleich der Méchtigkeit der reellen Zahlen
ist, zum Anlass, den Zusammenhang zwischen konf (Sym(w)) und den sogenannten
Invarianten des Kontinuums zu untersuchen (vgl. [24], [30] und [19]).

Eine andere Richtung wandte sich eher algebraischen und modelltheoretischen Frage-
stellungen zu, wie der nach der Konfinalitdt der Automorphismengruppen bestimmter
Strukturen (vgl. [28] und [31]).

Aus der Klasse der Permutationsgruppen wurden bislang ausschlieflich die unendli-
chen symmetrischen Gruppen betrachtet. In der vorliegenden Arbeit beschéftigen wir
uns nun mit der Konfinalitdt wichtiger Untergruppen. Es werden die Normalteiler der
Sym(k) (fir eine unendliche Kardinalzahl k) und verschiedene Stabilisatoren von Teil-
mengen von £ untersucht. Auflerdem berechnen wir die Konfinalitdt der homomorphen
Bilder der Sym(x) und die der homomorphen Bilder ihrer Normalteiler.

Fiir eine nicht endlich—erzeugbare Gruppe G nennen wir eine aufsteigend—geordnete
Kette von echten Untergruppen von G, deren Union gleich G ist, eine konfinale Kette
in G. Falls die Linge dieser Kette gleich konf (G) ist, heifit sie eine kiirzeste konfinale
Kette in G.

Neben der Bestimmung der Konfinalitdten beschéftigen wir uns an verschiedenen Stel-
len in dieser Arbeit auch damit, welche allgemeinen Aussagen sich iiber die Gestalt
konfinaler Ketten in der Sym(x) sowie in den anderen betrachteten Gruppen machen
lassen, welche Zusammenhénge zwischen verschiedenen konfinalen Ketten bestehen und

welchen Bedingungen die in diesen Ketten auftretenden Untergruppen geniigen miissen.

Das erste Kapitel fiihrt in die Thematik ein, es werden die grundlegenden Begriffe
definiert und einige einfache Eigenschaften gezeigt. Auflerdem zitieren wir die oben
erwahnten Resultate von Macpherson, Neumann, Sharp und Thomas.

Gemif diesen kann die Konfinalitdt der Sym(x) in ZSF 4+ AC nicht genau bestimmt
werden. Allerdings erfiillen, wie im zweiten Kapitel dieser Arbeit gezeigt wird, die

in einer konfinalen Kette in der Sym(x) auftretenden Untergruppen stets bestimmte
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Eigenschaften, so ist ihr Index gleich 2%, unabhéngig davon, welche Léange die Kette
hat.

Viele wichtige Untergruppen der Sym(x), wie ihre echten Normalteiler oder bestimmte
Stabilisatoren von Teilmengen von x, haben den Index 2. Deshalb untersuchen wir die
Frage, ob diese als Glieder in konfinalen Ketten auftreten kénnen. Es zeigt sich, dass
man zu einem vorgegebenen Normalteiler der Sym(x) immer eine konfinale Kette in der
Sym(k) findet, deren erstes Glied dieser Normalteiler ist. Die Frage, ob es umgekehrt
auch konfinale Ketten in der Sym(k) gibt, deren séamtliche Glieder einen vorgegebenen
Normalteiler nicht als Untergruppe enthalten, fithrt tiber ZSF + AC hinaus in den
Bereich der Konsistenzaussagen. hnliches gilt fiir gewisse Stabilisatoren von Teilmengen
von K.

In Kapitel 3 berechnen wir die Konfinalitidt der nicht—trivialen Normalteiler der Sym(x),
das sind die alternierende Gruppe Alt(x) sowie die beschrinkten symmetrischen Grup-
pen Sym, (k) fir eine unendliche Kardinalzahl A mit A < k. Es wird gezeigt, dass die
Alt(k) abzdhlbare Konfinalitdt hat und die Konfinalitdt der Sym, (k) gleich cf(\), al-
so gleich der Konfinalitdt der Kardinalzahl A, ist. Die Situation ist damit wesentlich
anders als im Fall der Sym(k).

Mit diesen Resultaten kénnen wir (in ZSF + AC) ein Beispiel fiir eine Gruppe G und
eine Untergruppe U von G angeben, fiir die konf (U) > konf (G) gilt. AuBlerdem folgt,
dass zu jeder reguldren unendlichen Kardinalzahl p eine Gruppe der Konfinalitit p
existiert. Wie man leicht sieht, kann die Konfinalitdt einer Gruppe niemals singulér
sein.

Mit der Konfinalitdt der nicht—trivialen Faktorgruppen der Sym(x) und der ihrer Nor-
malteiler beschéftigt sich das vierte Kapitel. Wir zeigen, dass die Konfinalitdat jedes
homomorphen Bildes der Sym(r) gleich der der Sym(k) selbst ist. Ebenso ist die Kon-
finalitét eines homomorphen Bildes der Sym, (k) (fiir eine unendliche Kardinalzahl A
mit A < k) gleich ¢f(A), d.h. gleich konf (Sym,(x)). Am Beispiel der freien Gruppen
wird dargelegt, dass dies keineswegs immer so ist, sondern dass es Gruppen gibt, bei
denen zwischen ihrer Konfinalitdt und der ihrer Faktorgruppen beliebig grofie Spriinge
auftreten.

Mit Hilfe der genannten Resultate geben wir schliellich eine Teilantwort auf eine Frage
von William Scott nach der Isomorphie der in der Reihe der Normalteiler von unend-
lichen symmetrischen Gruppen auftretenden Faktoren.

In den letzten beiden Kapiteln der vorliegenden Arbeit untersuchen wir konfinale Ket-

ten in bestimmten Stabilisatoren von Teilmengen. Was den punktweisen Stabilisator
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einer Menge A betrifft, also die Gruppe der Permutationen der Sym(x), die jedes Ele-
ment von A festlassen, so ist dieser isomorph zur Sym(x — A). Folglich ist die Frage
nach der Konfinalitét der punktweisen Stabilisatoren die gleiche wie die nach der Kon-
finalitdt der symmetrischen Gruppen selbst.

Aus diesem Grund beschéftigen wir uns zunichst mit den blockweisen Stabilisatoren.
Diese bestehen aus den Permutationen, welche eine gegebene Teilmenge von x en bloc
festlassen. Die blockweisen Stabilisatoren endlicher Teilmengen sind nicht zuletzt des-
halb interessant, weil sie maximale Untergruppen der Sym(x) sind. Es gilt sogar, dass
jede intransitive maximale Untergruppe der Sym(x) blockweiser Stabilisator einer end-
lichen Teilmenge von k ist. Wir zeigen, dass diese immer dieselbe Konfinalitat wie die
Sym(k) haben.

Falls die Menge A weder endlich noch koendlich ist, so ist die Konfinalitdt des block-
weisen Stabilisators von A das Minimum aus der Konfinalitét der Sym(A) und der der
Sym(x — A). Dabei kann in ZSF 4+ AC nicht entschieden werden, welcher dieser Werte
der kleinere ist.

Allerdings zeigt sich, dass ein enger Zusammenhang zwischen den konfinalen Ketten
im blockweisen Stabilisator einer Menge A und denen in der Sym(A) sowie in der
Sym(x — A) besteht.

Man sieht relativ leicht, dass die Konfinalitéit einer maximalen Untergruppe einer nicht
endlich—erzeugbaren Gruppe G stets hochstens so grof ist wie die Konfinalitdt von G.
Nach dem oben genannten Resultat iiber die intransitiven maximalen Untergruppen
stellt sich nun die Frage, ob jede maximale Untergruppe der Sym(x) dieselbe Konfina-
litét wie die Sym(k) selbst hat.

Im letzten Kapitel dieser Arbeit zeigen wir, dass dem nicht so ist. Wir berechnen dort
die Konfinalitéit des sogenannten Faststabilisators einer unendlichen Teilmenge A von
k. Dieser besteht aus den Permutationen 7, fiir die die Kardinalitat der symmetrischen
Differenz aus der Menge A und ihrem Bild 7(A) echt kleiner als die Kardinalitdt von
A ist.

Es werden drei Fille unterschieden, je nachdem ob die Méchtigkeit von A eine Nachfol-
gerkardinalzahl, eine Limeskardinalzahl oder N, ist. Fiir die Untersuchung des letzten
Falls definieren wir eine weitere Untergruppe der Sym(xk), den gleichgewichtigen Fast-
stabilisator einer abzéhlbaren Menge.

Wir beweisen, dass die Konfinalitit des Faststabilisators von A der des blockweisen
Stabilisators entspricht, sofern A abzéihlbar oder die Méchtigkeit von A eine Nachfol-

gerkardinalzahl ist. Wenn die Méchtigkeit von A eine Limeskardinalzahl ist, dann ist
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die Konfinalitét des Faststabilisators gleich cf(|A|).

Fiir eine unendliche Teilmenge A von k, deren Kardinalitét echt kleiner als & ist, ist der
Faststabilisator von A eine maximale Untergruppe der Sym(x). Wir werden sehen, dass
man damit (in ZSF + AC) Beispiele fiir maximale Untergruppen angeben kann, deren
Konfinalitét echt kleiner als die der Sym(x) selbst ist. Unter der Annahme von GCH
gilt dies sogar fiir jede maximale Untergruppe, die Faststabilisator einer unendlichen
Teilmenge ist.

Schlieilich untersuchen wir noch die Gestalt kiirzester konfinaler Ketten in den Fast-

stabilisatoren.

An dieser Stelle mochte ich mich ganz herzlich bei Herrn Prof. Dr. Ulrich Felgner
bedanken fiir die Betreuung dieser Arbeit, fiir die zahlreichen Gesprache und fiir sei-
ne wundervolle Art, Mathematik zu betreiben und zu lehren. Auflerdem danke ich
Dr. Benedikt Lowe (Bonn), der mich in den letzten Jahren begleitet und mir vielfltige
Anregungen gegeben hat. Wéahrend meines Studiums und des ersten Jahres als Dok-
torand erhielt ich ein Stipendium der Friedrich-Ebert—Stiftung, ich danke ihr fiir die

Forderung.






Kapitel 1
Grundlagen

Die zugrundeliegende Theorie fiir die gesamte Arbeit ist das Axiomensystem von
Zermelo—Skolem—Fraenkel (ZSF, in der Literatur auch mit ZF bezeichnet) zusammen
mit dem Auswahlaxiom (AC). Werden zuséitzliche Annahmen wie die generalisierte
Kontinuums-Hypothese (GCH) beniitzt, so wird dies an der betreffenden Stelle ange-
geben.

Wir verwenden die mengentheoretischen Standardbegriffe und —notationen, wie sie sich
bei Felgner [12] oder Jech [15] finden.

Fiir eine (endliche oder unendliche) Kardinalzahl x mit x > 1 bezeichne Sym(k) die
symmetrische Gruppe auf x und Alt(k) die alternierende Gruppe auf . Dabei ist &
wie iiblich die Menge aller Ordinalzahlen o mit o < k.

Fiir eine Permutation 7 € Sym(k) sei supp(w) = {« € k; 7(a) # a} der Trdger (oder
Support) von m und fix(7) = {a € k; 7(a) = a} = k — supp(w) die Fizpunktmenge
von .

Wenn x und A unendliche Kardinalzahlen mit A < k sind, dann sei
Symy (k) = {m € Sym(x); [supp(m)| < A}.
Wie man leicht sieht, ist dies ein Normalteiler der Sym(x). Damit haben wir
1 < Alt(k) < Symy, (k) < Symy, (k) < ... < Sym, (k) < Sym(k).

Reinhold Baer [2] bewies 1934, dass in obiger Reihe sémtliche Normalteiler (und samt-
liche Subnormalteiler) der symmetrischen Gruppe auf s stehen. Wichtige Vorarbeiten

fiir diesen Satz hatten zuvor bereits Jan Schreier und Stanistaw Ulam [20] geleistet.

Im Folgenden sei G eine Untergruppe der Sym(x) und A eine Teilmenge von .
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Dann bezeichnen wir mit

Gy ={re G, Ve e A:n(z) =x}

den punktweisen Stabilisator von A in G und mit

Gay={reG n(A)=AY={reG VreA: n(x) e A& '(z) € A}

den blockweisen Stabilisator von A in G.

Wenn A unendlich ist, so sei
Gia) = {m € G; [A%w(A)] < A}

der Faststabilisator von A in G. Dabeiist X 2Y = (X —Y) U (Y — X) die symmetrische
Differenz der Mengen X und Y.

G(a); Gyay und G sind Untergruppen von G, wobei offensichtlich Ga) < Gyay < Gia)
gilt. Wenn A endlich ist, so bildet die Menge {m € G; |A* m(A)] < |Al} im Allgemei-

nen keine Gruppe.

G1A ={m1A; m € Gay} sei die von G auf A induzierte Permutationsgruppe. Dabei
bezeichnen wir mit 71 A die Restriktion der Abbildung 7 auf die Menge A.

G 1A ist ein homomorphes Bild, aber im Allgemeinen keine Untergruppe von G.

Wir identifizieren die Sym(A) mit dem punktweisen Stabilisator Sym(x).—a) von K —A

und fassen sie damit als Untergruppe der Sym(x) auf.

Eine Teilmenge A von k mit |A| = |k — A| = k nennen wir mittelmdpig.

Die folgende Proposition fithrt uns zu einem der zentralen Begriffe dieser Arbeit,
namlich zur Konfinalitidt einer Gruppe (vgl. H. D. Macpherson und Peter Neumann
[18, Note 3]).

Proposition 1.1 (Macpherson, Neumann)
Sei G eine nicht endlich—erzeugbare Gruppe.

Dann ist G die Union einer aufsteigend—geordneten Kette von echten Untergruppen.

Beweis: Sei p = |G| und G = {g,; v € u} eine beliebige Aufzihlung der Elemente
von G. Fiir jedes v € p sei H, = <g£; €< V> die von den ersten v Elementen erzeugte

Untergruppe von G.
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Offensichtlich ist {H,,; v € u} eine aufsteigend—geordnete Kette von Untergruppen
von G, wobei G = |J H, gilt.

2=

Behauptung: Fiir alle v € p ist H,, eine echte Untergruppe von G.

Beweis: Falls G abzéhlbar ist, d.h. u = N, so ist H, fiir jedes v € p endlich—erzeugt
und somit gilt H, # G nach Voraussetzung.

Falls 8y < |G| = p ist, dann gilt |H,| < Ny + |v| < p fur jedes v € p, also H, < G.

Damit ist die Proposition bewiesen. O

Definition 1.2 (Macpherson, Neumann, 1990)

Sei G eine nicht endlich—erzeughare Gruppe.

Die kleinste Kardinalzahl 1 mit der Eigenschaft, dass G als Union einer aufsteigend—
geordneten Kette von p vielen echten Untergruppen geschrieben werden kann, heifit
die Konfinalitit von G und wird mit konf (G) bezeichnet.

Da wir in dieser Arbeit sehr hidufig Ketten mit diesen Eigenschaften betrachten, fithren

wir die folgenden Begriffe ein:

Definition 1.3 Sei G eine nicht endlich—erzeugbare Gruppe und p eine Kardinalzahl.
Eine aufsteigend—geordnete Kette {Hl,; v E ,u} von echten Untergruppen von G mit
der Eigenschaft, dass G = |J H, gilt, heiit konfinale Kette in G (der Linge ).

vep

Falls ;1 = konf (G) gilt, so nennen wir {H,; v € p} eine kiirzeste konfinale Kette in G.

Bemerkung: Wenn G endlich—erzeugbar ist, so kann G offensichtlich nicht als Union

einer aufsteigend—geordneten Kette von echten Untergruppen dargestellt werden.

Proposition 1.4 Sei G eine nicht endlich—erzeugbare Gruppe.
Dann gilt:

(1) konf (G) ist eine regulire Kardinalzahl,

(ii) Ry < konf (G) < cf(|G)).

Beweis: (i) Sei {H,; v € p} fiir eine Kardinalzahl y eine konfinale Kette in G,
6 = cf(p) und (ag; € € 0) eine strikt—aufsteigende Folge von Ordinalzahlen, wobei

i = |J ag gilt. Dann ist offensichtlich auch {H%; e 0} eine konfinale Kette in G.
<
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Folglich kann konf (G) nicht singulér sein.

(ii) Weil die Union einer aufsteigend-geordneten Kette von endlich vielen echten Un-
tergruppen gleich ihrem letzten Glied ist, muss eine konfinale Kette eine unendliche
Lénge haben. Also ist Xy < konf (G).

In Proposition 1.1 haben wir eine konfinale Kette in G der Lange |G| konstruiert. Wie
in Teil (i) erhdlt man daraus eine konfinale Kette der Lange cf(|G|). O

In Kapitel 3 zeigen wir, dass man umgekehrt auch zu jeder reguldren unendlichen
Kardinalzahl k eine Gruppe G mit konf (G) = k angeben kann.

Ausgangspunkt fiir die Untersuchung der Konfinalitéiten von Gruppen war das folgende

Resultat von Macpherson und Neumann [18, Theorem 1.1]:

Satz 1.5 (Macpherson, Neumann, 1990)
Sei k eine unendliche Kardinalzahl.
Dann gilt k < konf (Sym(k)) < cf(2%).

Der Beweis beruht wesentlich auf folgendem Resultat [18, Lemma 2.4], welches wir an

spéterer Stelle zitieren werden.

Proposition 1.6 (Macpherson, Neumann)

Sei k eine unendliche Kardinalzahl und G eine Untergruppe der Sym(k).

Wenn eine mittelmdfige Teilmenge A von k mit G1A = Sym(A) ezistiert, dann gibt
es eine Permutation © € Sym(x) mit Sym(k) = (G, 7).

Aus dem Satz folgt, dass unter der Annahme von GCH die Konfinalitdt der Sym(x)
gleich k™ und damit eindeutig bestimmt ist. James Sharp und Simon Thomas haben
gezeigt, dass dies in ZSF + AC allein nicht der Fall ist. Denn nach dem folgendem
Resultat ist es fiir eine regulidre Kardinalzahl x konsistent (relativ zu ZSF + AC), dass
konf (Sym(/i)) und 2% zwei beliebig vorgegebene regulidre Kardinalzahlen sind, wobei
nur die Bedingung < konf (Sym(x)) < 2% eingehalten werden muss.

Fiir singuldres x konnte die entsprechende Frage bislang nicht beantwortet werden.

Satz 1.7 (Sharp, Thomas, 1994/95)
Sei M ein abzdhlbares Standard—Modell der Mengenlehre ZSF + AC + GCH und seien
K, 0, X requlire unendliche Kardinalzahlen in M, wober k < 0 < X\ gilt.
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Dann existiert eine Forcing—Halbordnung, die Konfinalititen und Kardinalitdten be-

wahrt, so dass in der generischen Erweiterung M|G| gilt
r < konf (Sym(k)) =6 <\ =2".

Beweis: Fiir k = Xy wird dies in [22, Korollar 2.2] gezeigt und fiir iiberabzéihlbares
k in [23, Theorem 1.1]. Dort findet sich sogar eine leichte Verallgemeinerung obiger

Aussage. O

Von Sharp und Thomas stammt auch folgendes erstaunliches Resultat (vgl. [23, Theo-
rem 1.4]).

Satz 1.8 (Sharp, Thomas, 1995)

Sei M ein abzdhlbares Standard—Modell der Mengenlehre ZSF + AC + GCH und seien
k und X requldre Kardinalzahlen in 9 mit k < \.

Dann existiert eine Forcing—Halbordnung, die Konfinalititen und Kardinalititen be-

wahrt, so dass in der generischen Erweiterung IMM|G| gilt

konf (Sym(k)) > konf (Sym(})).

Folglich ist es konsistent (relativ zu ZSF + AC), dass eine Gruppe G und eine Unter-
gruppe U von G mit konf (U) > konf (G) existiert.
In Kapitel 3 zeigen wir, dass man bereits in ZSF 4+ AC solche Beispiele findet.

Dagegen hat eine maximale Untergruppe einer nicht endlich—erzeugbaren Gruppe im-

mer hochstens die Konfinalitéit dieser Gruppe, es gilt sogar:

Proposition 1.9 Sei GG eine nicht endlich—erzeugbare Gruppe und U eine Untergruppe
von G. Sei X eine Teilmenge von G mit |X| < konf (G) und G = (U, X).
Dann gilt konf (U) < konf (G).

Beweis: Sei p = konf (G) und {H,; v € u} eine konfinale Kette in G.
Sei X = {z¢; € € 6} fur eine Kardinalzahl 6 mit 6 < p.

Offensichtlich ist {H,, NnU; v e p} eine aufsteigend—geordnete Kette von Untergruppen
vonUmit U=GNU= | (H,NU).

vep

Behauptung: Fiir alle v € p ist H, N U eine echte Untergruppe von U.
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Beweis: Angenommen fiir ein v € p gilt H, NU = U und damit U < H,. (%)
Da X C G ist, existiert nach der Voraussetzung fiir alle { € 6 ein ve € p mit z¢ € H,,.

Da 6 < pu = cf(u) wegen Proposition 1.4 gilt, ist ( = |J ve € p. Also folgt X C He und
=
mit (x) daraus G = <U,X > < <H,,,H<> = Hyax{v,cy im Widerspruch dazu, dass dies

eine echte Untergruppe von G ist.

Somit ist die Behauptung bewiesen und {HV NnNU; v e ,u} eine konfinale Kette in U,
d.h. konf (U) < p = konf (G). O

Es stellt sich nun die Frage, ob eine maximale Untergruppe einer Gruppe immer dieselbe
Konfinalitdt wie die Gruppe hat. Wir zeigen in Kapitel 6, dass dies nicht der Fall ist.
Allerdings hat eine maximale Untergruppe M einer iiberabzéihlbaren Gruppe G dieselbe
Kardinalitat wie G. Denn fiir ein g € G — M ist |G| = [(M, g)| < | M|+ N,.

Wir werden in dieser Arbeit die Konfinalitéit einer Reihe von Gruppen bestimmen.
Deshalb beenden wir das Kapitel mit der Feststellung, dass man jeweils relativ einfach
sehen kann, dass diese Gruppen nicht endlich—erzeugbar und damit ihre Konfinalitdten

definiert sind.



Kapitel 2
Ketten in der Sym(k)

Nach Satz 1.7 kann die Konfinalitdt der Sym(r) fiir eine regulire Kardinalzahl & in
ZSF + AC nicht berechnet werden. Insbesondere kann man somit keine konkrete Kette
von Untergruppen angeben, die eine kiirzeste konfinale Kette in der Sym(x) bildet.
Allerdings zeigen wir in diesem Kapitel, dass es bestimmte Eigenschaften gibt, welche
die Glieder einer konfinalen Kette immer erfiillen. So muss beispielsweise ihr Index in
der Sym(k) gleich 2 sein, unabhéngig davon, welche Léinge die Kette hat.

Wichtige Untergruppen der Sym(k), wie ihre Normalteiler oder die Stabilisatoren be-
stimmter Teilmengen von x, haben den Index 2%. Wir beschéftigen uns mit der Frage,
ob man zu diesen Untergruppen immer eine konfinale Kette in der Sym(x) findet, die

diese Gruppen als Glieder enthélt.

Aussagen dariiber, welche Untergruppen als Glieder in konfinalen Ketten auftreten

konnen, sind auch aufgrund der folgenden Proposition interessant.

Proposition 2.1 Sei G eine nicht endlich—erzeugbare Gruppe und U eine echte Un-
tergruppe von G.

Wenn es fir keine Kardinalzahl jv eine konfinale Kette {HV; vE ,u} m G mit Hy=U
gibt, dann gilt:

(i) U ist nicht endlich—erzeugbar,
(i1) konf (U) < konf (G),

(i1i) U ist in einer mazimalen Untergruppe von G enthalten.

Beweis: (i) und (ii): Sei 4 = konf (G) und {H,; v € u} eine konfinale Kette in G.
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Offensichtlich ist {Hl,ﬂU S u} eine aufsteigend—geordnete Kette von Untergruppen
von U, wobei U =GNU = | (H,NU) gilt.

vep
Angenommen es existiert ein v € p, fiir das H, NU keine echte Untergruppe von U ist,

d.h. es gilt H,NU = U und somit U < H,,.

Dann ist {U} U {Hg; v<€e u} eine konfinale Kette in GG, deren erstes Glied U ist.
Dies steht im Widerspruch zur Voraussetzung.

Also ist {H, NU; v € pu} eine konfinale Kette in U und damit gelten (i) und (ii).

(iii): Angenommen die Behauptung wire falsch. Dann existiert zu jeder echten Unter-
gruppe H von G mit U < H eine Gruppe K mit H < K < G.

Sei 1 = |G|. Wir definieren eine aufsteigend—geordnete Kette von Untergruppen.
Essei Hy=U.
Sei v < pund He < G fiir £ < v bereits definiert.

1. Fall: v ist eine Nachfolgerordinalzahl, d.h. ¥ = v 4 1 fiir eine Ordinalzahl ~.
Dann wéhlen wir eine Untergruppe K < G' mit H, < K und setzen H, = K.

2. Fall: v ist eine Limesordinalzahl.

Da die H, (fir £ < v) aufsteigend-geordnet sind, ist |J H¢ eine Untergruppe von

E<v
G. Falls |J He < G gilt, so setzen wir H, = |J H. Ansonsten beenden wir die
E<v E<v
Konstruktion.

Nach spétestens p Schritten gilt fiir eine Limesordinalzahl ¢ < p im zweiten Fall

G = | He. Fiir 0 = cf(¢) wahlen wir eine strikt-aufsteigende Folge von Ordinalzahlen
£<¢
(ay; m € ) mit ¢ = |J ;. Dann ist 6 eine Kardinalzahl und {H,,; n € 6} eine
neo
konfinale Kette in GG, deren erstes Glied U ist, im Widerspruch zur Voraussetzung. O

Bemerkung: Wie man dem Beweis entnimmt, geniigt fiir die Giiltigkeit der Behaup-
tungen (i) und (ii) die Voraussetzung, dass fiir eine beliebige Kardinalzahl p eine kon-
finale Kette {HV; v e u} in G der Lénge p existiert mit der Eigenschaft, dass fiir alle
veugltULH,.

Dass die Glieder einer konfinalen Kette in der Sym(x) immer den Index 2% haben
miissen, folgt mit Hilfe eines Resultats von John Dixon, Peter Neumann und Simon

Thomas [11, Lemma zu Theorem 2].
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Hilfssatz 2.2 (J. Dixon, P. Neumann, S. Thomas, 1986)

Sei k eine unendliche Kardinalzahl und G eine Untergruppe der Sym(k).

Wenn [Sym(k) : G| < 2% gilt, so existiert eine mittelmdflige Teilmenge A von k mit
Sym(A) < G.

Proposition 2.3 Seien k, u unendliche Kardinalzahlen und {Hl,; v E u} eine konfi-
nale Kette in der Sym(k).
Dann gilt fir alle v € pn: [Sym(k) : H, | = 2".

Beweis: Angenommen es existiert ein v € p mit [Sym(k) : H, ] < 2~.

Dann gibt es nach obigem Hilfssatz 2.2 eine mittelméflige Teilmenge A von x fiir die
Sym(A) < H, gilt. Daraus folgt insbesondere H, 1A = Sym(A).

Somit existiert nach Proposition 1.6 ein m € Sym(x) mit Sym(x) = (H,, ).

Da Sym(k) = |J H, ist, gibt es ein & € g mit 7 € He.

VEW
Damit folgt Sym(k) = <Hl,, 7r> < <HV, H§> = Hiax{v,¢y im Widerspruch dazu, dass dies
eine echte Untergruppe der Sym(x) ist. O

2.1 Normalteiler in konfinalen Ketten

Séamtliche echten Normalteiler der Sym(x) haben den Index 2% (vgl. Felgner [13, Ko-
rollar 2.3]). Es stellt sich nun die Frage, ob man zu einem vorgegebenen Normalteiler
immer eine konfinale Kette in der Sym(x) findet, deren erstes Glied dieser Normalteiler
ist.

Wir zeigen im Folgenden, dass dies in der Tat der Fall ist. Dazu benutzen wir eine
Aussage, deren Beweis sich bei H. D. Macpherson und Peter Neumann findet. Diese
geben in [18, Theorem 1.2] eine Charakterisierung der Supplemente der beschrankten
symmetrischen Gruppen Sym, (k) (fiir unendliche Kardinalzahlen A < k) in der Sym(k)
an.

Allerdings hat Stephen Bigelow [6] nachgewiesen, dass der Beweis einen Fehler enthilt
und dass der Satz falsch ist, wenn man keine iiber ZSF + AC hinausgehenden kardi-
nalzahlarithmetischen Annahmen macht.

Die folgende Proposition lésst sich allerdings mit Hilfe eines korrekten Teils der Argu-
mentation von Macpherson und Neumann aus [18, Theorem 1.2] zeigen, welchen wir

hier wiedergeben.
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Proposition 2.4 (H.D. Macpherson, P. Neumann, 1990)

Sei k eine unendliche Kardinalzahl und G eine Untergruppe der Sym(k), wobei
Sym(k) = G - Sym, (k) gilt.

Dann ezistiert eine mittelmdafsige Teilmenge A C k mit G1 A = Sym(A).

Beweis: Seik = |J X, eine Zerlegung von k in k viele paarweise disjunkte, r-méchtige
VER
Teilmengen.

Angenommen die Behauptung wére falsch. Dann wére fiir alle v € k die Gruppe
G1X, # Sym(%,).

Wir wihlen nun fiir jedes v € k ein 7, € Sym(X,) — G1%,. Da diese Permutationen
disjunkte Tréger haben, ist 7 = [[ 7, = | 7, € Sym(k).

VER VvER

Weil nach Voraussetzung Sym(x) = G - Sym, (k) = Sym, (k) - G gilt, existieren o € G
und p € Sym, (k) mit 7 = o - p.

Dann folgt aber, dass ein { € x mit ¥ C fix(p) existiert. Denn sonst wire fiir alle
v € k der Schnitt X, N supp(p) # &. Da die 3, paarweise disjunkt sind, wire dann
|supp(p)| > x im Widerspruch dazu, dass p € Sym, (k) ist.

Damit gilt 7e = 71X = (0 - p) | Ze = 013 € G1 ¢, im Widerspruch zur Wahl von
Tg. d

Damit lésst sich nun zeigen: Wenn es zu einer Kardinalzahl ;o eine konfinale Kette in
der Sym(k) der Lange u gibt, so existiert auch eine konfinale Kette der Lénge i, deren

erstes Glied die Gruppe Sym,, (k) ist.

Proposition 2.5 Seien k, A\, u unendliche Kardinalzahlen mit A < k.
Wenn {Hl,; Ve u} eine konfinale Kette in der Sym(k) ist, dann ist auch
{H, - Sym,(k); v € u} eine konfinale Kette in der Sym(k).

Beweis: Da Sym,(x) ein Normalteiler der Sym(x) ist, bildet {H, - Sym,(r); v € pu}

eine aufsteigend—geordnete Kette von Untergruppen der Sym(x) mit

Sym(k) = U (H, - Sym,(x)).
veEN
Angenommen es existiert ein v € p, fur das H, - Sym,(x) keine echte Untergruppe
der Sym(k) ist. Dann gilt H, - Sym, (k) = Sym(x) und nach obiger Proposition 2.4
existiert eine mittelméifiige Teilmenge A C k mit H, ] A = Sym(A). Somit existiert

geméB Proposition 1.6 ein m € Sym(x) mit Sym(x) = (H,,7) und wie im Beweis von
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Proposition 2.3 ergibt sich daraus ein Widerspruch. O

Es stellt sich nun die Frage, ob sogar jede konfinale Kette in der Sym(x) ein Glied
enthélt, welches die Sym, (k) als Untergruppe hat.

Wir sehen im Folgenden, dass diese Frage in ZSF + AC weder bejaht noch verneint
werden kann. Fiir reguldres und iiberabzéhlbares s sind beide Antworten konsistent
(relativ zu ZSF + AC).

Zunichst zeigen wir, dass unter der Annahme von GCH in jeder konfinalen Kette ein
Glied existiert, das die Sym,,,(x) enthilt.

Dies folgt aus der folgenden allgemeineren Aussage.

Proposition 2.6 Se: G eine nicht endlich—erzeugbare Gruppe, i eine Kardinalzahl
und {Hy; Ve u} eine konfinale Kette in G.

Wenn U eine Untergruppe von G mit |U| < cf(u) ist, so existiert ein v € pu mit
U<H,.

Beweis: Da G = |J H, ist, konnen wir fiir jedes u € U ein v, € p mit u € H,,
vep

wéhlen. Wegen |U| < cf(p) existiert ein & € pu, so dass fiir alle u € U gilt v, < &, d.h.
u € H,, < H¢. Damit ist U eine Untergruppe von H;. O

Korollar 2.7 (GCH) Seien k,u unendliche Kardinalzahlen und {H,,; v € u} eine
konfinale Kette in der Sym(k).
Dann ezistiert ein v € p mit Symg, (k) < H,.

Beweis: O.B.d. A. sei p reguldr. Sonst kann man fiir @ = cf(u) eine strikt—aufsteigende

Folge von Ordinalzahlen («,; v € 0) mit p = |J «, wihlen.
veld

Dann ist 6 regulér und {H,,; v € 6} ebenfalls eine konfinale Kette in der Sym(x) und
wir konnen mit 6 statt p weiterarbeiten.

Es gilt [Symg,.\ (k)| = k<) (vgl. Felgner [13, Satz 2.1]). Da wir GCH voraussetzen,

<cf(k)

ist K =k und gemaB Satz 1.5 gilt k < p = cf(p).

Damit folgt die Behauptung aus Proposition 2.6. a

Somit ist fiir reguldre Kardinalzahlen s konsistent, dass in jeder konfinalen Kette ein

Glied existiert, welches sémtliche Normalteiler der Sym(x) als Untergruppen enthélt.
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Fiir singulédres  gilt dagegen, dass die Glieder einer konfinalen Kette keine groferen

Normalteiler als die Sym,g (%) enthalten miissen:

Proposition 2.8 (GCH) Sei k eine unendliche Kardinalzahl.
Dann existiert eine konfinale Kette {HV; v e /<:+} in der Sym(k), so dass fir alle
v € R gilt Symg+ (k) £ Hy.

Beweis: Wegen GCH ist [Sym(x)| = k™ = konf (Sym(x)).

Sei Sym(k) = {m,; v € k™} eine Aufzihlung der Elemente der Sym(x).

Fir v € x* sei H, = (m¢; £ < v). Wie in 1.1 folgt dann, dass {H,; v € '} eine
konfinale Kette in der Sym(k) ist.

Dabei ist fiir alle v € k™ die Méchtigkeit |H,| < Vo + |v| < k.

Also folgt die Behauptung aus [Sym .+ (k)| = AT = ef(e) > g, O

A. Mekler und S. Thomas haben unabhéngig voneinander gezeigt, dass man mit Cohen—
Forcing ein Modell der Mengenlehre erhélt, in dem konf (Sym(w)) = Ny gilt (vgl. [22,
Theorem 1.2]).

Durch eine Modifikation dieser Konstruktion erhalten wir fiir jede Kardinalzahl s ein
Modell, in dem eine kiirzeste konfinale Kette in der Sym(r) existiert, fiir die gilt, dass
keines ihrer Glieder die Gruppe Symy, (x) enthalt.

Die im Folgenden benutzten Eigenschaften des Cohen—Forcings finden sich beispiels-

weise bei Kunen [16, Kapitel VII und VIII], an dessen Notation wir uns halten.

Proposition 2.9 Sei M ein abzdihlbares Standard—Modell der Mengenlehre ZSF + AC.
In 9N seien Kk und p unendliche Kardinalzahlen mit k < p.

Sei P = <Fn(u X w,2,N), Q,®> die Forcing—Halbordnung aller endlichen partiellen
Funktionen aus p X w nach 2.

Dann bewahrt P Konfinalititen und Kardinalititen und Cohen—Forcing liefert ein

ZSF + AC-Modell in dem gilt:
(i) konf (Sym(k)) = K.

(it) Es existiert eine konfinale Kette {H,; v € k™ } in der Sym(x) mit der Eigen-
schaft, dass fir alle v € k% gilt Symy, (k) £ H,.

Beweis: Wir wihlen im Grundmodell 91 eine aufsteigende Kette {X,,; v e /<;+} von

Teilmengen von p mit = |J X, wobei fir alle v € k™ gilt | X, .1 — X, | = p.

vert
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Sei G ein P-generischer Filter iiber 9.
Forcing mit P bewahrt Konfinalitdten und Kardinalitdten und in der generischen Er-
weiterung M[G] ist f = |J G eine Funktion von p x w auf 2.

Wir setzen fiir alle v € k™
P, = <Fn(XV X w,2,Ng), Q,®> und

G, =GNFn(X, X w,2,N).

1. Behauptung: Fiir alle v € k7 ist G, ein P,—generischer Filter iiber 9.

Beweis: Sei v € kT. Dass GG, ein Filter auf P, ist, folgt direkt daraus, dass G ein Filter
auf P ist.

Sei D, C Fn(X, X w,2,Rg) mit D, ist dicht in P,.

Setze D = {p € Fn(u X w,2,Rg); p1 (X, Xxw) € D,}. Dann ist D dicht in P. Denn
sei ¢ € Fn(pu x w,2,Np), also ¢ 1 (X, X w) € Fn(X, x w,2,Rq). Da D, dicht in P,
ist, gibt es ein d € D, mit d O ¢1 X, X w. Dann ist dU ¢ € Fn(p X w,2,¥;) und
(dUg)1 (X, xw)=de D,,d.h.dUuge Dund dUq 2 q.

Da D dicht in P ist, existiert ein p € D N G. Dann gilt p O p1(X, X w), also ist auch
p1(X, X w) € G und somit p] (X, xw) € D, NG,.

Damit ist G, ein IP,—generischer Filter iiber 9.

2. Behauptung: Fiir alle v, £ € x gilt v <& = M[G,] C M[G].

Beweis: Es ist G, = {p € G¢; Dom(p) C X, x w}. Da X, € 9 und Dom(p) endlich
ist, folgt, dass G, im Modell IM[G¢] liegt.

Wegen der Minimalitdt der generischen Erweiterung ist dann 9G] C M[G¢].

Damit ist die 2. Behauptung bewiesen.

Analog folgt M[G,] C MG] fiir alle v € k.
Den Rest des Beweises fiithren wir in der generischen Erweiterug 9G] durch.
Fir v € kT sei

H, = {7 € Sym(k); T € M[G,]}.

8. Behauptung: Fir alle v € x7 gilt Symy, (k) £ H,.

Beweis: Sei v € kT. Dann existiert nach dem Produktlemma fiir Cohen—Forcing (in
M[G]) eine Menge T' C w, die nicht im Modell 9M[G, ] enthalten ist (vgl. [16, Kapitel
VIII, Theorem 2.1]).

Sei m € Sym(w) eine Permutation mit supp(7) = 7. Dann ist 7 ¢ 9MM[G,], denn sonst
wire T € M[G,]. Somit gilt 7 ¢ H,, doch m € Sym(w) < Symy, (k).
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4. Behauptung: {H,; v € T} ist eine konfinale Kette in der Sym(x).

Beweis: Offensichtlich ist {HV; v e /<L+} eine aufsteigend—geordnete Kette von Unter-
gruppen und aus Behauptung 3 folgt, dass es sich dabei um echte Untergruppen der
Sym(x) handelt.

Sei nun 7 € Sym(k). Dann existiert zu jedem « € k ein p, € G mit p, IF 7(a) =
fir ein § € k. Wegen G = GNFn(pu xw,2,R) =GN U Fn(X, xw,2,R0) = J G,

veERT vert
existiert zu jedem « € & ein v, € KT mit p, € G,,. Da cf(kT) = kT ist, existiert ein

¢ € kT, so dass fiir alle a € k gilt v, <&, d.h. p, € Gy, < Ge.
Somit ist 7 € M[G¢| und daraus folgt © € He.

Damit ist die 4. Behauptung bewiesen.

Sie impliziert zusammen mit Satz 1.5, dass konf (Sym(x)) = x™ gilt. O

Die Symy, (x) muss immer in einem der Glieder einer konfinalen Kette enhalten sein:

Korollar 2.10 Seien k, u unendliche Kardinalzahlen und {Hl,; Ve u} eine konfinale
Kette in der Sym(k).

Dann existiert ein v € - mit Symy (k) < H,.

Beweis: Es gilt [Symy ()] = # und damit folgt die Behauptung wie im Beweis von
Korollar 2.7. U

2.2 Stabilisatoren in konfinalen Ketten

Wir wenden uns nun verschiedenen Stabilisatoren von Teilmengen von x zu und fragen,
ob diese als Glieder in konfinalen Ketten in der Sym(r) auftreten kénnen.

Es folgt relativ leicht, dass fiir blockweise Stabilisatoren, fiir Faststabilisatoren sowie
fiir punktweise Stabilisatoren von Teilmengen, deren Komplement x-méchtig ist, die

Antwort ,Nein* lautet:
Proposition 2.11 Seien x und p unendliche Kardinalzahlen, S = Sym(k) und

{HV; v e ,u} eine konfinale Kette in S.

(i) Wenn G eine Untergruppe von S ist und eine mittelmdafSige Teilmenge A C Kk
mit G1 A = Sym(A) existiert, so gilt fir allev € p: G £ H,.
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(ii) Wenn A C k mit |k — A| = k ist, so gilt fir allev € p: Sy £ H,.
(iii) Wenn A C & ist, so gilt fir alle v € p: Siay £ Hy, und Sja) £ Hy.

Beweis: (i) Angenommen es existiert ein v € y mit G < H,.
Dann gibt es nach Proposition 1.6 ein 7 € S mit S = <G, 7T> < <H,,, 7T>. Wie im Beweis

von Proposition 2.3 folgt daraus ein Widerspruch.

(ii) Weil |k — A| = & ist, konnen wir eine mittelméafliige Teilmenge I' C k mit A C T’
wahlen.

Dann gilt Sym(x —TI') < Sym(x—A) = S(a) und damit ist Say1(k —T") = Sym(x—T).
Weil k — I ebenfalls eine mittelméfBiige Menge ist, folgt die Behauptung aus (i).

(iii) Es gilt Sa) < Sgay und S(.—a) < Sgay. Dabei ist |A] = & oder |k — A| = k. Also
impliziert (ii), dass fiir alle v € p gilt Sgay € H,. Wegen Sqay < Sja; folgt daraus die
Behauptung. O

Es bleibt die Frage, welche Aussagen man fiir den punktweisen Stabilisator einer Teil-
menge A von x mit |k —A| < & treffen kann. Proposition 2.3 hilft uns hier nicht weiter,
da fiir den Index einer solchen Gruppe gilt [Sym(x) : Sa)] = KA = g = 28 (vgl.
Felgner [13, Lemma 3.7]).

Wie wir im Folgenden zeigen werden, ist die Situation hier vergleichbar mit der bei den
Normalteilern der Sym(x).

Zunéchst gilt, dass immer eine konfinale Kette existiert, die einen solchen punktweisen
Stabilisator als erstes Glied enthélt:

Korollar 2.12 Seien s, u unendliche Kardinalzahlen, S = Sym(k) und A eine Teil-
menge von k mit |k — Al < K.
Wenn eine konfinale Kette der Linge p in S ezistiert, dann existiert auch eine konfinale

Kette der Linge i, deren erstes Glied S(a) ist.

Beweis: Geméfl Proposition 2.5 existiert eine konfinale Kette {HZ,; v e ,u} in S mit
Hy = Sym, (k). Weil |k —A| < & ist, gilt Sa)y < Sym, (x). Daraus folgt die Behauptung.
(Il

Die Aussage, dass es zu einer Teilmenge A von s mit Ny < |k — A|] < k auch kon-
finale Ketten gibt, deren sdmtliche Glieder S(a) nicht enthalten, ist unabhéngig von
ZSF + AC.
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Wenn man GCH annimmt, existieren solche Ketten nicht:

Korollar 2.13 (GCH) Seien k,u unendliche Kardinalzahlen, S = Sym(r), A eine
Teilmenge von k mit Xy < |k — A| < k und {Hl,; Ve ,u} eine konfinale Kette in S.
Dann existiert ein v € p mit Say < H,.

Beweis: Weil wir GCH annehmen, gilt |S(a)| = [Sym(k—A)| = 2821 = |k — A" < .

Damit folgt die Behauptung wie im Beweis von Korollar 2.7. O

Bemerkung: Wenn x — A endlich ist, dann ist der punktweise Stabilisator S(a) eine
endliche Gruppe. Somit ist offensichtlich bereits in ZSF + AC beweisbar, dass in jeder
konfinalen Kette in der Sym(x) ein Glied existiert, welches S(a) enthélt.

Dagegen werden wir nun mit Hilfe der Forcing—Konstruktion aus Proposition 2.9 fiir
eine Teilmenge A von k£ mit Xy < |k — A| < k ein Modell der Mengenlehre angeben, in
dem eine kiirzeste konfinale Kette in der Sym(k) existiert, welche die Eigenschaft hat,
dass keines ihrer Glieder S(a) enthilt.

Wir beweisen zuvor einen Hilfssatz, der ein Kriterium dafiir angibt, wann man eine
Permutation findet, welche eine gegebene Bijektion fortsetzt. Er wird in dieser Arbeit

mehrfach benutzt werden.

Hilfssatz 2.14 Sei A\ eine unendliche Kardinalzahl und A, B, M seien Mengen mit

AU B C M. Dann gilt fiir eine Bijektion ¢ : A — B mit |supp(p)| < A
(FmreSymy(M): ¢ C7) < |[M—A|=|M - B].

Beweis: ,=“: Es gilt 71 A = ¢ ist eine Bijektion von A auf B und 71 (M — A) ist

eine Bijektion von M — A auf M — B. Also ist |M — A| = |M — B|.

,<=“ 0.B.d.A. sei |[B— A| <|A — BJ. (Sonst betrachte die Bijektion p=!: B — A

und vertausche die Rolle von A und B.)

Esist A— B C supp(yp), denn fiir ein z € A — B ist ¢(x) € B, d.h. z # ¢(x).

1. Fall: |IB— Al =|A— B].

Wir wéhlen eine Bijektion v: B— A — A — B.

Dann ist m = pUty € Sym(AUB). In diesem Fall gilt |B—A| = |A—B]| < |supp(p)| < A.

Damit ist |[supp(m)| = [supp(¢)| + [supp(¥)| = [supp(p)| + B — A <A+ A = A,

Also ist m € Sym, (AU B) < Sym, (M).

2. Fall: |B— A| < |A - B|.

Dann gilt:



2.2 Stabilisatoren in konfinalen Ketten 25

(1)

M — A ist unendlich.

Denn es ist M —A = (M —(AUB))J(B—A), wobei (M —(AUB))N(B—A) = @,
und M —B=(M - (AUB))U (A — B), wobei (M —(AUB))N(A—-B)=0g.
Falls M — A endlich wire, so wire wegen |B—A| < |A—B| auch |M —A| < |M —B|

im Widerspruch zur Voraussetzung.

supp(¢) ist unendlich.

Behauptung: Es existiert ein x € A— B, so dass fiir alle natiirlichen Zahlen n > 1
gilt p"(x) € AN B.

Beweis: Angenommen fiir alle x € A — B existiert eine natiirliche Zahl n, > 1
mit o™ € AN B. Dann ist ¢"* € B — A.

Fir z,y € A— B mit x # y gilt o™ (z) # ¢™(y). Denn falls ™ (z) = ¢™(y)
ist, so folgt aus der Bijektivitat von ¢ zunéchst n, # n,. O.B.d. A. sei n, < n,.
Dann ist © = ™ "*(y). Da n, —n, > 1 ist, muss ¢"™ " (y) € B gelten, doch
dies steht im Widerspruch dazu, dass x € A — B ist.

Damit folgt |B — A| > |A — B|, im Widerspruch zur Voraussetzung dieses Falles.
Also ist die Behauptung bewiesen. Es gilt dabei: Wenn k& und [ natiirliche Zahlen
mit 1 < k < [ sind, so ist ©*(z) # ¢'(z). Denn sonst wire x = ¢!~ *(z) mit
[ — k > 1 und wieder wiirde sich derselbe Widerspruch wie oben ergeben.
Insbesondere ist fiir alle n € w somit ¢"(z) € supp(yp).

Folglich ist supp(y) unendlich.

Wir wéhlen eine Menge C' mit B— A C C C M — A und |C| = |A — B| + Xg. Dies ist
moglich, da |B— A| < |A—B| < |M —B|=|M — Al und |M — A| > N,.
Es gilt (AUC) - B=(A—-B)U(C — B).

Wir unterscheiden die folgenden Félle.

(1)

(i)

A — B ist unendlich.
Da ANC =@ und |C — B| < |C] = |A— B ist, gilt [(A—B)U(C - B)| =
|A—B|+|C —B|=|A—-B|=|C|.

A — B ist endlich.

Dann ist unserer Voraussetzung nach auch B — A endlich und wegen CN A = &
ist somit C' = (C'— B) U (B — A) und damit |C| = |C' — B]|. Insbesondere ist
C' — B unendlich und es folgt [(A — B)U (C — B)| = |C — B| = |C]|.

In beiden Féllen ist [(AUC) — B|=|(A—B)U(C — B)| =|C|.

Sei p: C — (AU C) — B eine Bijektion.
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Setze m = ¢ U p. Dann ist 7 eine Abbildung mit Dom(7) = AU C, wobei ANC = &,
und Im(7) = BU ((AUC) — B) =AUC,da B=(B—A)U(BNA)CCUA ist.
Da ¢ und p bijektiv sind, gilt dies offensichtlich auch fiir 7. Also ist 7 € Sym(A U C).
Da A — B C supp(y) ist, gilt |A — B| < A

Auflerdem ist |supp(p)| < |C| = |A — B| + Xog < A. Denn A > 8y, da nach (ii) supp(p)
unendlich ist.

Es folgt [supp(7)| = [supp(p)| + [supp(p)| < A.
Also ist m € Sym, (AU C) < Sym, (M). O

Proposition 2.15 Sei 9 ein abzdihlbares Standard—Modell von ZSF + AC.

In M seien k und p unendliche Kardinalzahlen mit k < p und A eine Teilmenge von
kmit Vg <\ = |k —A| <k.

Ser P = <Fn(,u X A, 2,N), Q,®> die Forcing—Halbordnung aller endlichen partiellen
Funktionen aus p X A nach 2.

Dann bewahrt P Konfinalitdten und Kardinalititen und Cohen—Forcing liefert ein
ZSF + AC-Modell in dem gilt:

(i) konf (Sym(k)) = .

(ii) Es existiert eine konfinale Kette {U,,; v e /<;+} in der Sym(k) mit der Eigen-
schaft, dass fir alle v € k* gilt Sym(k)a) £ U,.

Beweis: Wie in Proposition 2.9 wihlen wir im Grundmodell 9 eine aufsteigende

Kette {X,; v € 7} von Teilmengen von pmit 4 = |J X,, wobei fiir alle v € xT gilt

vert

Xy — Xo| = .

Sei G ein P—generischer Filter iiber 9.

Forcing mit P bewahrt Konfinalitdten und Kardinalitdten und in der generischen Er-
weiterung M|[G] ist f = |J G eine Funktion von p x A auf 2.

Wir setzen wieder fiir alle v € k™

P, = <Fn(Xl, X A, 2,Rp), 2,@>,
G, =GNFn(X, x \,2,8) und
H, = {r € Sym(r); m € M[G,]}.

Wie in Proposition 2.9 folgt, dass fiir alle v € k™ die Menge G, ein P,—generischer
Filter tiber M ist und fiir v < & € k1 gilt M[G, ] C M[G¢] C M[G].
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Den Rest des Beweises fiithren wir in der generischen Erweiterung 9[G] durch.

Sei S = Sym(k).

Behauptung: Fiir alle v € k" gilt S._») £ H,.

Beweis: Sei v € k1. Dann existiert nach dem Produktlemma fiir Cohen—Forcing eine
Menge 7" C A, die nicht im Modell 9G] enthalten ist. Sei 7 € S eine Permutation
mit supp(mw) =71

Folglich ist 7 € Sym(\) = S(,.—»). Doch weil m & M[G,] ist, gilt 7 & H,.

Wie im Beweis von Proposition 2.9 folgt, dass {HV; v E /{*} eine konfinale Kette in
der Sym(x) bildet und daraus, dass konf (Sym(k)) = k™ ist.

Da P Kardinalitdten bewahrt, gilt |x — A| = A < x auch in M[G].
Weil |k — Al = k = |A] und |k — (kK — A)| = A = |k — A| ist, existiert nach Hilfssatz
2.14 eine Permutation 7 € Sym(x) mit 7(k — \) = A.

Wir betrachten den inneren Automorphismus

¢ : Sym(k) — Sym(k), o — -0 - L.

Dann ist {¢(H,); v € KT} eine konfinale Kette in der Sym(x) und auferdem gilt

P(Stn-n) =7 Sgemry - T = Sagun) = Sa).
Mit obiger Behauptung folgt daraus fiir alle v € ™ : S(a) = @(S(N_)\)) L go(Hy).

Somit ist die Proposition bewiesen. O

Aus den bewiesenen Resultaten, dass bestimmte Untergruppen der Sym(x) niemals als
Glieder konfinaler Ketten auftreten, ziehen wir zum Abschluss dieses Kapitels noch

eine Folgerung.

Korollar 2.16 Sei k eine unendliche Kardinalzahl, S = Sym(k) und G eine Unter-
gruppe von S.
Wenn G eine der folgenden Eigenschaften hat:

(1) [S:G] < 2",
(2) Es existiert eine mittelmafige Teilmenge A von k mit G1 A = Sym(A),
(3) Sa) < G fir eine Teilmenge A von k mit |k — Al = &,

(4) Siay < G fiir eine Teilmenge A von K,
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dann gilt:
(1) konf (G) < konf (),

(i) G ist in einer mazimalen Untergruppe der Sym(k) enthalten.

Beweis: Die Aussage folgt direkt aus den Propositionen 2.3 und 2.11 in Verbindung
mit Proposition 2.1. O



Kapitel 3

Ketten in den Normalteilern der

Sym(k)

In diesem Kapitel beschéftigen wir uns mit konfinalen Ketten in den nicht—trivialen
Normalteilern der Sym(x). Dies sind die Gruppen Sym, () fir eine unendliche Kardi-
nalzahl A mit A < k sowie die alternierende Gruppe Alt(k).

Wir werden zeigen, dass die Konfinalitédt der Sym, (k) (fiir A < k) gleich der Konfi-
nalitét der Kardinalzahl A und die Konfinalitat der Alt(k) gleich Xy ist. Die Situation
ist also eine wesentlich andere als im Fall der Sym(x), mit der wir uns in den ersten
beiden Kapiteln beschéftigt haben.

3.1 Die Konfinalitit der Normalteiler

Wir geben in diesem Abschnitt konfinale Ketten der Léange cf(\) in der Sym, (k) an,
zunéchst fiir reguldres A und dann fiir singuldres A\. Danach zeigen wir, dass es keine

konfinalen Ketten kiirzerer Lange geben kann.

Satz 3.1 Seien k, A\ unendliche Kardinalzahlen mit A < k.
Wenn X regulir ist, dann gilt konf (Sym, (k)) < A.

Beweis: In der Ordinalzahlarithmetik gilt der Satz iiber die Division mit Rest, d. h.
zu jeder Ordinalzahl o existieren eindeutig bestimmte Ordinalzahlen 5 und ~ mit
a=MX-[+vund v < A (vgl. Felgner [12, Proposition 12.8]).

Die Abbildung ¢ : kK — X sei definiert durch o — 7, wobei a = A - § 4+ v mit 3 € k.
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Fir v € ) setzen wir

H, = {r € Sym,(k); ¢ (supp(r)) C v}.

Diese Gruppen kann man auch auf die folgende Weise beschreiben:
Firve Asei M, ={\-5+7 B € rundy € v}. Dann ist K = |J M, und es gilt

VEA
H, = {r € Sym,(k); supp(r) C M,} = Sym,(M,).

1. Behauptung: Fir alle v € X ist H, eine echte Untergruppe der Sym, (k).

Beweis: Sei v € A und w,0 € H,. Dann ist go(supp(ma‘l)) C <p(supp(7r) Usupp(a)) =
gp(supp(ﬁ)) U gp(supp(a)) Cv,dhrw-0c7leH,.

Also ist H, eine Untergruppe der Sym, (k).

Setze m = (v,v+1). Dann ist 7 € Sym, (k) — H,, denn es gilt ¢ (supp(r)) = {v,v+1},
dav,v+1<A\

Damit ist die 1.Behauptung bewiesen.
Offensichtlich gilt fiir v, € X : (l/ <fel = H,< HE)'

2. Behauptung: Sym, (k) = | H,
VEA
Beweis: Sei m € Sym, (). Dann ist [supp(r)| < A. Daraus folgt ¢ (supp(r)) C A mit

!gp(supp(ﬂ))’ < . Da X regulér ist, kann ¢ (supp(m)) nicht konfinal in X liegen. Somit
existiert ein v € A mit ¢ (supp(m)) C 7.
Also ist m € H,.

Insgesamt folgt, dass {H,; v € A} eine konfinale Kette in der Sym, (k) ist. O

Bemerkung: Fiir beliebige unendliche Kardinalzahlen s, A\, g mit A < x, p < kK und
A < cf(u) liefert obige Konstruktion eine Darstellung der Sym,(x) als Union einer

aufsteigenden Kette von p vielen echten Untergruppen.

Wenn A eine singulédre Kardinalzahl ist, dann bilden die Normalteiler der Sym, () eine

konfinale Kette in dieser Gruppe:

Proposition 3.2 Seien k, A unendliche Kardinalzahlen mit A < k.
Wenn X singuldr ist, dann gilt konf (Sym,(x)) < cf()).

Beweis: Wenn A singulér ist, so ist A = N fiir eine Limesordinalzahl (.
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Sei 1 = cf(A) = cf(¢) und (a,; v € p) eine strikt—aufsteigende Folge von Ordinalzahlen
mit ( = |J .

VEN
Dann existiert fiir jedes m € Symy, () ein v € p mit [supp(7)| < N,,.

Also ist {SymNaV (k); v € p} eine konfinale Kette in der Symy, (k). O

Aus den obigen beiden Resultaten folgt nun:

Korollar 3.3 Seien k, A\ unendliche Kardinalzahlen mit \ < k.
Dann gilt konf (Sym, (k) < cf(X).

Die umgekehrte Ungleichung zeigen wir zunéchst fiir die Sym, (k), wenn & eine regulére
Kardinalzahl ist.

Proposition 3.4 Sei k eine requlire unendliche Kardinalzahl.
Dann gilt konf (Sym, (k) > k.

Beweis: O.B.d. A. sei k > Ny, da sonst die Behauptung offensichtlich ist.
Angenommen es existiert eine konfinale Kette {H,; v € u} in der Sym, (k), wobei p

eine Kardinalzahl mit Ny < p < & ist.

Behauptung: Es existiert eine Ordinalzahl 8 € x, so dass fiir alle v € p gilt

Sym(3) = {m € Sym(x); supp(r) C 8} £ H,.

Beweis: Angenommen fiir jedes € k existiert ein v € p mit Sym(5) < H,,.

Da p < cf(k) = & ist, folgt mit dem Schubfachprinzip, dass ein « € p existiert, fiir das
{8 € k; Sym(B) < H,}| = & ist.

Sei X ={f € r; Sym(f) < H,}. Da X C k und | X| = k&, ist X konfinal in k.

Sei m € Sym, (). Dann ist supp(7) eine Teilmenge von s mit einer Méchtigkeit echt
kleiner als k. Da k regulér ist, kann supp(m) nicht konfinal in x sein. Also existiert ein
v € k mit supp(m) C v, d. h. 7 € Sym(7).

Wiéhle § € X mit v < 3. Dann ist 7 € Sym(f3) < H,.

Da 7 € Sym, (k) beliebig war, folgt Sym,, (k) < H, im Widerspruch zur Voraussetzung,
dass H, eine echte Untergruppe der Sym, (k) ist.

Somit ist die Behauptung bewiesen.

Sei nun 3 € &, so dass fiir alle v € p gilt Sym(5) £ H,.
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Wir koénnen o.B.d. A. p < § annehmen. Denn falls § < p ist, so folgt aus obiger
Behauptung, dass fiir alle v € p auch Sym(u) £ H, ist und wir kénnen mit p statt
mit 3 weiterarbeiten.

Fiir alle v € p ist also H, N Sym((3) eine echte Untergruppe von Sym(f3).
Da 3 € & ist, gilt Sym(8) = Sym,.(x) N Sym(8) = J (H, N Sym(p)).

vep

Damit ist {H, N Sym(B8); v € p} eine konfinale Kette in der Sym(f), d.h.

konf (Sym(8)) < p.

Doch dies steht im Widerspruch zu Satz 1.5 gemif dem konf (Sym(3)) > |8] > p gilt.
O

Nun zeigen wir, dass fiir beliebige A < k die Konfinalitét der Sym, (k) mindestens cf(\)
sein muss. Die Strategie des Beweises ist in gewisser Weise vergleichbar zu der, mit der
Macpherson und Neumann gezeigt haben, dass konf (Sym(m)) > k gilt. Allerdings ist

die Argumentation hier eine andere.

Proposition 3.5 Seien k, A unendliche Kardinalzahlen mit A < k.
Wenn A und T Teilmengen von k mit |k — A| < X\ und |A>T| < X sind, dann gilt

Sym, (AUT) = (Sym,(A) U Sym,(T))

Beweis: Es ist Sym, (A UT) < (Sym,(A) U Sym,(T')) zu zeigen.

Sei also m € Sym, (A UT).

Wegen |k—A| < A < kist |A| = k. Daraus folgt |]ANI'| = K, denn A = (A-T)U(ANI)
und |A —T| < JA2T| < A < k. Damit ist auch |T'| = x.

Es ist 7 € Sym, (A UT) und damit 7(ANT) CAUT = (A2T)U (ANT). Also gilt
m(ANT) = 7(AND)N((A2TD)U(ANT)) = (7(AND)N(AAD))U(r(ANT)N(ANTD)).
Da nach Voraussetzung |[A 2 T'| < A <  ist, folgt daraus:
r=|ANT|=xn(AND)|=|r(ANT)N(ANT)|

Damit gilt k = [r(ANT)NANT| <|7(ANT)NA| <k, dh |[7(ANT)NA| = k.

Sei A eine mittelméfige Teilmenge von AN7(ANT), d.h. [A| = |[An#a(ANT)| =
(An7T(ANT)) — A| =&

Sei B =n"1(A).

Dannist BC 7 H(ANa(ANT)) =7 (A)N(ANT) CANT CA. ()

Ebenso ist A € A und 77! | A eine Bijektion von A auf B mit |[supp(r~!1 A)| <
[supp ()| < A.
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Es gilt |A — Al = |A — B| = k.
Demn k = [(ANT(ANT)) —Al < [A-Al <rkund &k = [(ANT(ANT)) — A] <
[7(ANT) = A| = [7(ANT) —n(B)| = |7 ((ANT)—B)| = |(ANT) - B| < |[A—B| < k.

Also gibt es nach Hilfssatz 2.14 eine Permutation o € Sym, (A) mit 77 '1ACo. (1)

Wir wéhlen nun C' C B mit |C| = |A — I'|. Dies ist moglich, da |B| = k.

Dann ist (A —=T')UC C A mit (A—-T)NC =@, weil nach (x) C C BC ANT gilt.
Nun wéhlen wir eine Permutation p € Sym(A), die A —I" und C' vertauscht und sonst
auf A die Identitét ist.

Da |C|=|A-T| < |A2T| < Mist [supp(p)| = |A = T| +|C| < X, d.h. p € Sym, (A).

Weil A = 7(B) ist, folgt fiir jedes z € B aus (1) : o(7(z)) =7 !(n(z)) = =
Setzenmun T =p-0-7-p ' € Sym,(AUT).

Sei y € A —T'. Nach Definition von p ist dann p~'(y) € C C B und somit 7(y) =
p-o-m(p () =rlp ' (¥) =y

Deshalb ist 7 € Sym, (I').

Insgesamt folgt 7 =o' - p7' - 7 p € (Sym,(A) U Sym,(I")). O

Proposition 3.6 Seien k, A\ unendliche Kardinalzahlen mit X < k und A C k mit
|k — Al < A
Dann ezistiert ein m € Symy(k), so dass Sym, (k) = (Sym, (A), 7) ist.

Beweis: Sei I' C k so gewéhlt, dass Kk — A C I'und |k — T'| = |k — A] < A. Dann ist
k=AUl und somit (k —A)N(k —T') = 2.

Wir wihlen nun ein 7 € Sym,(k), welches kK — A und x — I' vertauscht und auf
k— ((k —A)U(k—T)) = ANT die Identitét ist.

Da x — A C I'ist, folgt 7(A) = 7((ANT)UA-T)) =7((ANT)U (k=1)) =
(ANTHU(k—A)=(ANTHU (T —-A)=T.

Also ist Sym, (I') = Sym, (7(A)) = 7 - Sym, (A) - 7L,

Da |[A2T|=|A-T|+ |l —A| < |k —T|+|x — A| < X ist, folgt mit Proposition 3.5
Sym, (k) = Sym,(AUT) = <Sym/\(A), SymA(F» = <Sym/\(A),7T - Sym, (A) - 7T71> <
(Sym, (A), m) < Sym, (k). O

Satz 3.7 Seien k, A\ unendliche Kardinalzahlen mit A < k.
Dann gilt konf (Sym,(r)) > cf(\).
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Beweis: Angenommen es existiert eine konfinale Kette {Hl,; v e u}, wobei 4 eine
Kardinalzahl mit Ry < p < cf()) ist.

Behauptung: Fur alle v € p gilt: Wenn A C £ mit |k — A < A, so ist Sym,(A) £ H,.
Beweis: Angenommen Sym,(A) < H, fir ein v € p und eine Menge A C k mit
|k — Al < A. Dann existiert nach Proposition 3.6 eine Permutation 7 € Sym, (k), so
dass Sym, (k) = (Sym, (A),7) < (H,, ) ist.

Da Sym,(x) = |J H, gilt, existiert eine Ordinalzahl £ € p mit 7 € H¢ und somit ist
vep

Sym, (k) = (H,,7) < (H,, He) = Hyaxfv,ey im Widerspruch dazu, dass Hyaxfu,e) €ine
echte Untergruppe der Sym, (k) ist.

Damit ist die Behauptung bewiesen.

Wiéhle oy € Sym, (k) — Hy beliebig.
Setze Ay = k — supp(op). Dann ist |k — Aq| = [supp(op)| < .
Also existiert nach obiger Behauptung ein oy € Sym,(4A;) — H;.

Sei v € p und fiir alle v < « sei 0, gewéhlt mit o, € Sym,(A,) — H,, wobei

A, =k — | supp(og).
E<v

Setze A, =k — |J supp(o¢). Dann ist |k — Aq| = | U supp(o¢)| < 3 [supp(o¢)| < A,
E<a {<a {<a
da o € p < cf(A\) und |supp(oe)| < A fiir alle £ < a.

Also existiert nach obiger Behauptung ein o, € Sym,(A,) — H,.

Damit ist fiir alle a € p ein o, € Sym, (k) gewahlt.

Diese haben disjunkte Triager. Somit kann man o = [[ 0, = |J 0, setzen.
acu acu

Dabei gilt [supp(c)| = | U supp(ca)| < X [supp(ca)] < A, da p < cf(A) und
(1537} acn
|supp(oa)| < A fiir alle a € p.

Also ist o € Sym, (k).

1. Fall: X ist regulér.

Sei X C k mit supp(c) € X und | X| =X < k.

Behauptung: Es existiert ein o € p mit Sym, (X) < H,,.

Beweis: Angenommen fiir alle v € p ist Sym,(X) £ H,, d.h. Sym,(X) N H, ist eine
echte Untergruppe von Sym, (X).

Nun gilt Sym,(X) = Sym,(x) N Sym,(X) = U (H, N Sym,(X)).

vep

Also ist {H, N Sym,(X); v € pu} eine konfinale Kette in der Sym,(X) und somit
konf (Sym, (X)) < p < cf(X) = A.
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Doch da | X| = A und A regulér ist, steht dies im Widerspruch zu Proposition 3.4, nach
der konf (Sym, (X)) > X gilt.

Damit ist die Behauptung bewiesen und wir wéhlen uns ein solches o € p.

Doch supp(o,) C supp(o) C X, also gilt 0, € Sym,(X) und es folgt o, € H, im
Widerspruch zur Wahl von o,.

2. Fall: A\ ist singulér.

Sei X C x mit supp(o) C X und cf(N) < | X]| <A

Behauptung: Es existiert ein o € p mit Sym(X) < H,.

Beweis: Angenommen fiir alle v € p ist Sym(X) £ H,. Da | X| < A gilt, ist Sym(X) <

Sym, (k). Also folgt analog zum ersten Fall, dass { H, NSym(X); v € u} eine konfinale

Kette in der Sym(X) bildet.

Damit ist konf (Sym(X)) < p < cf(X) im Widerspruch zu Satz 1.5 von Macpherson

und Neumann, wonach konf (Sym(X)) > [X| > cf(}) gilt.

Also ist die Behauptung bewiesen und wir wéhlen uns ein solches o € p.

Wiederum folgt o, € Sym(X) und damit o, € H, im Widerspruch zur Wahl von o,
([

Aus Korollar 3.3 und Satz 3.7 ergibt sich nun das zentrale Resultat dieses Kapitels.

Satz 3.8 Seien k, A\ unendliche Kardinalzahlen mit A < k.
Dann gilt konf (Sym, (k)) = cf(\).

Bemerkung 3.9 Insbesondere hingt die Konfinalitdt der Sym,(x) nur von A und
nicht von x ab.

Sie héngt, zumindest fiir regulidres A\, auch nicht vom Wert von konf (Sym()\)) ab.
Denn es ist konf (Sym,(x)) = cf(\) und die Forcing—Konstruktion aus Satz 1.7 mit
der Sharp und Thomas bewiesen haben, dass es konsistent (relativ zu ZSF + AC)
ist, dass fiir eine reguldre unendliche Kardinalzahl 6 die Konfinalitdat der Sym(#) und
29 zwei beliebig vorgegebene regulire unendliche Kardinalzahlen sind, wobei nur die
Bedingung 6 < konf (Sym(f)) < 27 eingehalten werden muss, bewahrt Konfinalitéten.

Bemerkung 3.10 Aus Satz 1.8 von Sharp und Thomas folgt, dass in ZSF + AC nicht
beweisbar ist, dass die Konfinalitdt einer Untergruppe einer Gruppe G nach oben durch
die Konfinalitdt von G beschréankt ist.

Obiger Satz zeigt, dass man bereits in ZSF + AC Gegenbeispiele angeben kann. So ist
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die Symy, (N,) eine Untergruppe, sogar ein Normalteiler, der Symy_(X,,), welche die
Eigenschaft hat, dass konf (Symy, (R,)) = ®; > Rg = konf (Symy_(R,,)) ist.

Bemerkung 3.11 Die Konfinalitdt einer nicht endlich—erzeugbaren Gruppe ist immer
eine reguldre unendliche Kardinalzahl (vgl. Proposition 1.4).

Satz 3.8 zeigt, dass man umgekehrt zu jeder reguléren unendlichen Kardinalzahl k eine
Gruppe G findet, welche die Konfinalitidt x hat, ndmlich die Sym, (k).

Man erhélt G zudem als Untergruppe der Sym(k).

Zum Schluss wenden wir uns der alternierenden Gruppe zu. Hier greift diesselbe Kon-

struktion, die auch bei der Symy, (x) zum Ziel fiihrt.

Satz 3.12 Sei k eine unendliche Kardinalzahl.
Dann gilt konf (Alt(k)) = Ro.

Beweis: Wir definieren die Abbildung ¢ : Kk — w wie im Beweis von Satz 3.1, d. h.
fiir ein « € kK ist p(a) = n, falls ein § € kK mit & = w - § + n existiert.

Wenn man fiir n € w
H, = {m € Alt(r); ¢(supp(m)) C n}

setzt, so folgt wie in Satz 3.1, dass die {Hn; n e w} eine konfinale Kette in der Alt(x)
bilden. 0O

Bemerkung: Wenn N ein nicht—trivialer Normalteiler der Sym(x) ist, gilt folglich
konf (N) < konf (Sym(k)).

3.2 Konfinale Ketten in den Normalteilern der
Sym(k)

In Satz 3.1 und in Proposition 3.2 haben wir zwei konfinale Ketten in der Sym, (k)
konstruiert, die eine fiir regulidres A und die andere fiir eine Limeskardinalzahl \.

Es stellt sich die Frage, ob jede kiirzeste konfinale Kette in den beiden Féllen von der
obigen Bauart ist, oder ob es Ketten gibt, die eine wesentlich andere Gestalt haben.
Was damit gemeint ist, wird im Folgenden prézisiert und wir werden sehen, dass die

Antwort auf diese Frage davon abhangt, ob A reguldr oder singulér ist.
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Wir behandeln zunéchst den Fall regulérer Kardinalzahlen A.

Wenn auflerdem A iiberabzdhlbar und A < k ist, kann man eine kiirzeste konfinale
Kette {UV; S )\} in der Sym, (k) konstruieren, welche die Eigenschaft hat, dass sie
und die Kette {HV; Ve )\} aus Satz 3.1 wechselseitig nicht ineinander einbettbar sind.
Dies ist in folgendem Sinn gemeint: Fiir jedes Glied der einen Kette gilt, dass es in

keinem Glied der anderen Kette als Untergruppe enthalten ist.

Zur Definition der Kette {UV; v e )\} benutzen wir sogenannte Hauptzahlen der
Multiplikation.

Definition 3.13 (E. Jacobsthal, 1908)
Eine Ordinalzahl § mit § > 2 heit Hauptzahl der Multiplikation, falls gilt:
Vao(0<a<d = a-§=)9).

Wir bendtigen folgende grundlegende Eigenschaften dieser Ordinalzahlen (vgl. Bach-
mann [1, Kapitel III, § 15, Seite 68]).

Proposition 3.14 Fiir eine Ordinalzahl 6 > 2 sind dquivalent:
(i) 0 ist Hauptzahl der Multiplikation,

(i) Vo, B (a,f <§ = «a- [ <0),
(iii) & = w** fiir eine Ordinalzahl €.

Wenn M eine wohlgeordnete Menge ist, so bezeichnen wir mit ot(M) den Ordnungstyp
von M.

Hilfssatz 3.15 Sei § eine Hauptzahl der Multiplikation und seien A, B Mengen von
Ordinalzahlen mit ot(A) < 0 und ot(B) < 9.
Dann ist auch ot(AU B) < 4.

Beweis: Wir zerlegen A und B wie folgt:
Es sei A = |J A,, wobei a eine Ordinalzahl ist. Dabei gelte fir v < £ < «, dass

v<a

A, # @ ist, und fir n € A, und ¢ € A¢ sein < (.

Auflerdem gelte: Wenn 7, ( € A, und ~ eine Ordinalzahl mit n < v < ( ist, dann ist
auch v € A,.

Analog sei B = |J B, fiir eine Ordinalzahl 3, wobei fir v < £ < 3 gilt, dass B, # &

v<f

ist, und fir n € B, und ¢ € B¢ sei n < (. Wenn 7, ¢ € B, und v eine Ordinalzahl mit
n <y < ( ist, dann sei auch v € B,,.
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Da ot(A),ot(B) < ¢ gilt, ist «, f < ¢ und somit auch o + 3 < 4.

Ebenso folgt sup{ot(A4,); v < a} < § und sup{ot(B,); v < S} < 6 und damit auch
sup ({ot(A,); v < a} U{ot(B,); v < }) < 4.

Esist AUB = |J A, U |J B, und weil ¢ eine Hauptzahl der Multiplikation ist, folgt

<o v<pf

daraus ot(A U B) < sup ({ot(A,); v < a} U{ot(B,); v < }) - (a+ ) < 6. O

Bemerkung: Die Aussage des obigen Hilfssatzes gilt offensichtlich nicht fiir beliebige
Ordinalzahlen. Fiir zwei wohlgeordnete Mengen ist der Ordungstyp ihrer Union im
Allgemeinen auch nicht durch die Summe ihrer Ordungstypen beschrankt.

Wir betrachten das folgende Gegenbeispiel:

Essei A=w U{w +w,w; +w+1}und B = (w; +w) —w; ={a; w; < a<w +w}.
Dann ist ot(A) = wy + 2 und ot(B) = w. Doch AU B = w; +w + 2. Also ist natiirlich
ot(AU B) = w; +w + 2 und damit ot(AU B) > w; + w = w; + 2+ w = ot(A) + ot(B)
und ot(AUB) > w; +2=w +w; + 2 = ot(B) + ot(A).

Wir definieren nun wie angekiindigt eine weitere konfinale Kette in der Sym, (k).

Satz 3.16 Seien k, X\ Kardinalzahlen mit ¥; < X < k.
Sei p = cf(N) und (ov,; v € p) eine strikt-aufsteigende Folge von Ordinalzahlen mit
A= U a.

VEN
Fiir eine Ordinalzahl v sei 5, = w*", d. h. 6, ist die v-te Hauptzahl der Multiplikation.

Wenn man fir v € p
U, = {r € Symy (w): ot(supp(m)) < ..}
setzt, so ist {U,,; Ve u} eine kirzeste konfinale Kette in der Sym, (k).

Beweis:

1. Behauptung: Fir alle v € u ist U, eine echte Untergruppe der Sym, (k).

Beweis: Es seien m, 0 € U,. Dann ist ot (supp(m)) < d,, und ot(supp(c)) < ba, -

Da 04, eine Hauptzahl der Multiplikation ist, folgt daraus mit Hilfssatz 3.15:

ot (supp(m - 071)) < ot(supp(m) Usupp(c)) < ba, .

Also ist U, eine Untergruppe der Sym, (k).

Aus der Definition der Ordinalzahlexponentiation folgt |d,,| = |w*™| = max{Ry, |, |}
(vgl. Levy [17, Kapitel IV, Theorem 2.11]). Da X; < X und a,, € X ist, gilt [da, ]| < A
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Wir wihlen eine Permutation p € Sym(k) mit supp(p) = dq,,
Dann ist p € Sym, (k) — U,,.

Damit ist die 1. Behauptung bewiesen.

Wegen der Monotonie der Ordinalzahlexponentiation gilt fiir Ordinalzahlen &, 17 :
§<n = U< U,
2. Behauptung: Sym, (k) = U U,

vep
Beweis: Sei m € Sym, (k) mit 8 = ot(supp(w)). Dann ist # < A. Damit existiert ein

v € pmit 3 <a, <w” =4,,. Also ist 7 € U,,.

Somit ist {U,; v € p} eine konfinale Kette in der Sym, (k). Mit Satz 3.8 folgt die
Behauptung. O

Bemerkung: Wie obiger Satz zeigt, ist die Kette {U,; v € cf())} fiir alle iiberabzhl-
baren Kardinalzahlen A\ definierbar und bildet dann eine kiirzeste konfinale Kette in
der Sym, (k).

Da w die kleinste Hauptzahl der Multiplikation ist, liefert die Konstruktion keine kon-
finale Kette in der Symy, (k).

Wenn A iiberabzéhlbar und regulér ist, sind folglich sowohl {H,,; NS )\} als auch
{UV; S )\} kiirzeste konfinale Ketten in der Sym, (). Fiir die Definition der letzteren
nehmen wir hier als in A konfinale Folge natiirlich die Elemente von A selbst.

Wir zeigen nun, dass wenn A\ < k ist, sich keine der beiden Ketten in die andere

einbetten 1asst.

Proposition 3.17 Seien k, A\ Kardinalzahlen mit X1 < \ < K, wobei \ requldr ist.
Die Ketten {HV; ES )\} und {UV; Ve )\} seien wie in Satz 3.1 und Satz 3.16 definiert.
Dann gilt:

(i) Fir allev e X ist Uy £ H,,.

(ii) Falls A\ < K ist, gilt fir allev € X: Hy £ U,.

Beweis: (i) Sei v € . Setze 7 = (v,v + 1).
Dann ist m € Sym, () und ot (supp(r)) = 2 < w = . Damit ist 7 € Uj.
Doch 7 ¢ H,, da ¢(supp(r)) = {v,v+ 1} Z v, wobei die Abbildung ¢ geméB Satz 3.1

definiert ist.
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(i) Sei v € A\. Wir setzen X = {\-3; § € d,}.

Da A < kist, ist X C k und | X| = [0, <6, < A.

Also kénnen wir ein 7 € Sym, (x) mit supp(7) = X wéhlen.

Da ¢(X) = {0} gilt, folgt 7 € Hy. Doch ot(X) = ¢, und somit ist = & U,,. O

Bemerkung: Die Aussage (ii) aus obiger Proposition ist falsch, wenn A = & gilt.

In diesem Fall ist H, < U, fiir alle v € k.

Denn wegen A\ = x ist die Abbildung ¢ die Identitéit auf «.
Also ist fiir ein v € k die Untergruppe H, = {m € Sym, (k); supp(w) C v}.
Fir = € H, gilt damit ot (supp(ﬁ)) <v<v+l<w = Opi1, d.h. meU,yq.

Die Ketten {H,,; vE )\} und {Ul,; Ve cf()\)} unterscheiden sich, wie die nichste Pro-
position zeigt, auch durch die folgende Eigenschaft: Keine der Untergruppen H, enthélt
einen nicht-trivialen Normalteiler der Sym, (k). Dagegen ist jeder echte Normalteiler

der Sym, (k) in einem U, enthalten.

Proposition 3.18 Seien k, A unendliche Kardinalzahlen mit A < k.

(i) Sei X requlir und die Kette {H,; v € A} wie in Satz 3.1 definiert.
Dann gilt fir allev € X : Alt(k) £ H,.

(ii) Sei A\ dberabzdihlbar, p = cf(X\) und 6 eine unendliche Kardinalzahl mit 6 < \.
Die Kette {Uy; v e u} sei wie in Satz 3.16 definiert.

Dann ezistiert ein v € pu mit Symy(k) < U,.

Beweis: (i) Sei v € A\. Dann ist 0 = (v,v + 1,v + 2) € Alt(k).
Doch o ¢ H,, da ¢(supp(c)) € v.

(ii) Sei v € u so gewdhlt, dass 0 < o, < W™ = §,, < A gilt, wobei (a,; v € p) die
zur Definition der Kette {U,,; vE ,u} verwandte in A konfinale Folge ist.

Fiir ein m € Symy(rk) ist |supp(7)| < 6. Da 6 eine Kardinalzahl ist, gilt dann auch
ot (supp(m)) < 0 < by, d.h. 7 € U,. O



3.2 Konfinale Ketten in den Normalteilern der Sym(x) 41

Nun betrachten wir den Fall, dass A eine singuldre Kardinalzahl ist.
Dann ist A = X, fiir eine Limesordinalzahl ¢. Sei p = cf(\) = cf().
Die Kette {U,; v € u} aus Satz 3.16 ist eine kiirzeste konfinale Kette in der Sym, (k).
In Proposition 3.2 haben wir gezeigt, dass fiir eine strikt—aufsteigende Folge (5,; v € )

von Ordinalzahlen mit ¢ = |J 6, auch {Sym, LK) v E (1} eine kiirzeste konfinale
VEN
Kette in der Sym, (k) ist.

Aus der obigen Proposition folgt, dass sich diese Kette in die Kette {Ul,; NS ,u}

einbetten lasst.

Es gilt sogar, dass sich {SymN By(/ﬁ:); v E ,u} in jede kiirzeste konfinale Kette in der

Sym, (k) einbetten lasst:

Proposition 3.19 Sei k eine unendliche Kardinalzahl und \ eine singuldre Kardinal-
zahl mit A < k.

Sei p=cf(X) und {V,; v € pu} eine kiirzeste konfinale Kette in der Sym, (k).

Dann existiert zu jeder unendlichen Kardinalzahl 8 < X eine Ordinalzahl v € p, so
dass Symy (k) <V, gilt.

Beweis: Sei 0 eine unendliche Kardinalzahl mit 6 < A.

Angenommen fiir alle v € p ist Symy(r) £ V.

Da p = cf(\) < A ist, konnen wir eine reguldre Kardinalzahl 7 mit 4 < 7 < A und
6 < 7 wahlen.

Dann ist fiir alle v € g auch Sym_ (k) € V., d.h. V,NSym_ (k) ist eine echte Untergruppe
der Sym,_ (k).

AuBerdem gilt Sym_ (k) = Sym,(x) N Sym_ (k) = J (V, N Sym,(k)).

vep

Also ist {V,, NSym,(k); v € u} eine konfinale Kette in der Sym_ (k) und damit gilt
konf (Sym,(k)) < p < 7 = cf(7) im Widerspruch zu Satz 3.8. O






Kapitel 4

Ketten in den Faktorgruppen der

Sym(x) und ihrer Normalteiler

In diesem Kapitel betrachten wir konfinale Ketten in den Faktorgruppen der Sym(k)
sowie der Sym, (k) fiir eine unendliche Kardinalzahl A mit A < &.

Es zeigt sich, dass die Konfinalitdt sémtlicher homomorpher Bilder der Sym(x) gleich
der der Sym(k) selbst ist. Fiir die homomorphen Bilder der Sym,(x) (fir A < k) gilt
eine analoge Aussage. Dass dies keineswegs bei allen Gruppen so ist, wird am Beispiel
der freien Gruppen und deren Faktorgruppen gezeigt.

Schlieflich wenden wir die gewonnenen Resultate auf eine Frage von William R. Scott
aus dem Jahre 1964 an.

Mit ,homomorphen Bildern® sind in diesem Kapitel grundsétzlich nicht—triviale homo-

morphe Bilder gemeint.

4.1 Die Faktorgruppen der Sym(k)

Wir stellen zunéchst fest, dass die Konfinalitdat eines homomorphen Bildes einer Gruppe

mindestens so grof ist wie die Konfinalitdt der Gruppe selbst.

Proposition 4.1 Sei G eine Gruppe, N ein Normalteiler von G und p eine Kardinal-
zahl. Es sei G/N nicht endlich—erzeugbar.

Wenn {U,; v € p} eine konfinale Kette in G/N ist, so ist {{JU,; v € p} eine
konfinale Kette in G.

Insbesondere ist konf (G) < konf (G/N).



44 Ketten in den Faktorgruppen der Sym(x) und ihrer Normalteiler

Beweis: |JU, (fiir v € pu) ist das volle Urbild von U, unter dem kanonischen Epimor-
phismus von G auf G/N.

Also ist { Uu,; ve u} eine aufsteigend-geordnete Kette echter Untergruppen von G.
Da G/N = |J U, ist, folgt G = |J (UU,). Damit ist die Behauptung bewiesen. O

vep VEN
Fiir die symmetrische Gruppe auf « gilt auch die Umkehrung obiger Aussage:

Proposition 4.2 Seien k, A\, u unendliche Kardinalzahlen mit \ < k.

Wenn {HV; Ve u} eine konfinale Kette in der Sym(k) ist, dann ist

{(H, - Symy(r))/Sym,(k); v € u} eine konfinale Kette in der Sym(x)/Symy (k) und
{(H, - Alt(r)) /Alt(k); v € pu} eine konfinale Kette in der Sym(k)/Alt(k).

Insbesondere gilt konf (Sym(x)/Sym, (x)) < konf (Sym(k))
sowie konf (Sym(x)/Alt(x)) < konf (Sym(k)).

Beweis: Mit Proposition 2.5 folgt, dass {H, - Sym,(k); v € u} eine konfinale Kette
in der Sym(x) ist. Damit ist auch {H, - Alt(x); v € p} eine konfinale Kette in der
Sym(k). Wegen der Eigenschaften des kanonischen Epimorphismus folgt daraus die

Behauptung. O

Mit obigen Propositionen haben wir die Konfinalitit aller homomorphen Bilder der

Sym(k) bestimmt:

Satz 4.3 Seien k, A unendliche Kardinalzahlen mit A < k.
Dann gilt konf (Sym(k)/Sym,(x)) = konf (Sym(x)/Alt(x)) = konf (Sym(k)).

Es gilt jedoch keineswegs fiir alle Gruppen, dass die Konfinalitdt jedes homomorphen
Bildes gleich der Konfinalitat der Gruppe selbst ist. Wir wenden uns nun einem Beispiel

zu, bei dem die Situation eine génzlich andere ist.

Satz 4.4 Sei F' eine freie Gruppe, die von der unendlichen Teilmenge B frei—erzeugt
wird.
Dann gilt konf (F') = N,.

Beweis: Wir wihlen eine abzidhlbar—unendliche Teilmenge X = {z,; n € w} C B
und setzen By = B— X, B; = B—{z,,; 1 <m € w} usw.
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Allgemein sei also fiir ein n € w
B,=B—{zy; n<m € w}
und F,, = (B,,) die von der Teilmenge B, erzeugte Untergruppe von F.

Offensichtlich gilt dann firn,mew: n<m = F, < F,,.

1. Behauptung: Fiir alle n € w ist F}, eine echte Untergruppe von F'.
Beweis: Sei n € w. Dann ist x, € X C B C F. Doch z, € B, und damit gilt auch
rn € F,. Denn sonst wére x,, auf zwei verschiedene Arten aus den Elementen von B

darstellbar und damit wére B kein freies Erzeugendensystem.

2. Behauptung: F = |J F,.
necw

Beweis: Sei g € F. O.B.d. A. sei g # 1. Dann existieren k € w und by, ...b, € B, so

dass g eindeutig darstellbar ist in der Form
g="0b3" - bt bt,

wobei 0 # n; € Z fir 0 < j <k und b; # by fiir 0 <14 < k gilt.

Falls X N{by,...,bx} = @ ist, so ist g € (By) = Fy.

Sonst sei {z;,, ...,z } = X N{by,...,bx} fiir ein r < k. Wenn m = max{iy,...,i}
ist, so gilt {bg,...,bx} C Bp+1. Daraus folgt g € (Bpy1) = Frt1.

Damit ist auch die 2. Behauptung bewiesen.

Insgesamt folgt, dass {Fn; n e w} eine konfinale Kette in F’ ist. a

Da jede Gruppe homomorphes Bild einer freien Gruppe ist, existieren Faktorgruppen

freier Gruppen mit beliebig grofler Konfinalitét.

Korollar 4.5 Sei k eine requlire unendliche Kardinalzahl.

Dann existiert eine freie Gruppe F und ein Normalteiler N von F', so dass gilt:

(i) konf (F) = N,
(i1) konf (F/N) = k.

Beweis: Nach Satz 3.8 ist konf (Sym,(x)) = . Die Sym, () ist homomorphes Bild der
von der Menge Sym, (k) erzeugten freien Gruppe. Mit Satz 4.4 folgt die Behauptung.
O

Eine Verallgemeinerung dieses Korollars beweisen wir in 5.2.
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N. G. De Bruijn [8] hat Ende der 50er Jahre gezeigt, dass die freie Gruppe Fy~ vom Rang
2% in die Sym(k) einbettbar ist. Saharon Shelah [25] hat 1973 vollstiandig bewiesen,
welche freien Gruppen in die Sym, (k) (fir A < k™) einbettbar sind, indem er eine zur
Existenz einer Einbettung dquivalente kardinalzahlarithmetische Aussage angegeben
hat.

Mit diesen Resultaten kénnen wir nun folgern, dass die Sym(x) und ihre Normalteiler
der Machtigkeit nach grofle Untergruppen haben, deren Konfinalitdt jedoch Ny, also

die kleinste mogliche, ist.

Korollar 4.6 Seien s, \, i unendliche Kardinalzahlen mit pn < 25 und A < k™.
Dann gilt:

(i) Die Sym(k) besitzt eine Untergruppe der Kardinalitit p und der Konfinalitdt
No.

(ii) Wenn eine Kardinalzahl § < X\ mit p < 29 existiert, so besitzt die Sym, (k)
eine Untergruppe der Kardinalitdt p und der Konfinalitdt V.

Beweis: (i) Nach dem oben zitierten Satz von De Bruijn ist die freie Gruppe Fy« vom
Rang 2" in die Sym(k) einbettbar.

Da p < 2% ist, folgt daraus, dass die freie Gruppe F),, vom Rang p in die Sym(x)
einbettbar ist. Wegen |F),| = p gilt nach Satz 4.4 die Behauptung.

(ii) Nach dem Satz von De Bruijn ist die freie Gruppe vom Rang 2 in die Sym(f)
einbettbar. Da Sym(6) = Symy- (0) < Sym, (k) und u < 2° gilt, folgt daraus wiederum
mit Satz 4.4 die Behauptung. O

4.2 Die Faktorgruppen der Normalteiler der Sym(x)

Wir wenden uns nun den homomorphen Bildern der Normalteiler der Sym(x) zu. Auch
hier zeigt sich, dass diese alle dieselbe Konfinalitdt wie der entsprechende Normalteiler
selbst haben.

Satz 4.7 Seien K, \, 0 unendliche Kardinalzahlen mit A < 0 < k.
Dann gilt konf (Symg(x)/Sym, (k) = cf(6).
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Beweis: Es gilt konf (Symy(x)/Sym,(k)) > konf (Symy(x)) = cf(f) geméB Proposi-
tion 4.1 und Satz 3.8.

Also bleibt zu zeigen: konf (Symy(x)/Sym, (k)) < cf(6).

1. Fall: 6 ist regulr.
Wir in Satz 3.1 sei die Abbildung ¢ : k — 6 definiert durch

pla)=vy <= Fper: a=0-F+1.

Fiir v € 0 sei

H, = {m € Symy(r); ¢(supp(r)) € v}.
Im Beweis von Satz 3.1 wurde gezeigt, dass {H,,; v e 9} eine konfinale Kette in der
Symy(k) bildet.
Damit ist dann {(H, - Sym,(x))/Sym,(k); v € 0} eine aufsteigend-geordnete Kette
von Untergruppen der Sym,(x)/Sym,(x), wobei

Symy(k)/Sym, (k) = U (Hz/ : SymA(”))/SymA(“)

veld
gilt.

Behauptung: Fiir alle v € 6 ist (H, - Sym,(x))/Sym, (k) eine echte Untergruppe von
Symg(r)/Sym, (k).

Beweis: Sei v € 0. Dann ist |§ — v| = 0 > A. Wir wéhlen eine Menge ¥ C 6 — v mit
|X| = A und ein 7 € Symy(x) mit supp(r) = 2.

Dann gilt (x) 7 € H, - Sym, (k).

Beweis von (x): Angenommen es existiert ein h € H, und ein o € Sym, (k) mit 7 = h-o,
dho=ht-7m

Es ist supp(h) N supp(m) = @. Denn fiir ein € supp(h) N supp(w) gilt einerseits
x € supp(m) = X C 0 —v. Also ist v < 2 < 0 und somit insbesondere ¢(z) = x. Doch
andererseits folgt aus « € supp(h) und h € H,, dass p(x) < v ist. Also ergibt sich der
Widerspruch v < z = ¢(z) < v.

Aus supp(h) N supp(m) = @ folgt supp(c) = supp(h) U supp(r).

Damit gilt [supp(o)| > [supp(7)| = |X| = A im Widerspruch zur Annahme, dass
o € Sym, (k) ist.

Folglich ist (x) bewiesen.

Damit ist 7 € Symy(k) — H, - Sym,(x) und daraus folgt die Behauptung.
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Insgesamt gilt also, dass { (H, - Sym,(x))/Sym,(k); v € 6} eine konfinale Kette in der
Symy(x)/Sym, (k) bildet. Somit ist der Satz fiir reguléires 6 bewiesen.

2. Fall: 4 ist singulér.
Dann ist § = N fiir eine Limesordinalzahl ¢. Sei p = cf(0) = cf(¢) und (a,; v € p)

eine aufsteigende Folge von Ordinalzahlen, wobei ¢ = |J «, ist und fiir alle v € p die
VEN
Ungleichung A < XN, < N, =0 gilt.

Offensichtlich bildet dann {SymNay(/f) /Sym,(k); v € p} eine konfinale Kette der
Lénge p = cf(6) in der Symy(x)/Sym, (k).

Damit ist der Satz auch fiir singulédres 6 bewiesen. O

Auch die Konfinalitdt der Faktorgruppen der Symy(x) (fiir # < x) nach der alternie-
renden Gruppe lasst sich auf diese Weise berechnen. Dabei muss man allerdings vor-
aussetzen, dass @ iiberabzdhlbar ist. Denn die Symy (x)/Alt(x) hat nur zwei Elemente
und lasst sich somit nicht als Union einer aufsteigenden Kette echter Untergruppen

darstellen.

Satz 4.8 Seien k und 0 tberabzdhlbare Kardinalzahlen mit 0 < k.
Dann gilt konf (Symy(k)/Alt(k)) = cf(6).

Beweis: Diese Aussage lédsst sich vollig analog zu obigem Satz zeigen. O

Nach R. Baer [2] sind die Gruppen Sym,(x) (fir A < k) sowie die Alt(x) sdmtliche
nicht-trivialen Subnormalteiler der Sym(x). Somit haben wir die Konfinalitat aller

homomorphen Bilder der Normalteiler der Sym(x) berechnet.

Bemerkung: Wir haben gesehen, dass aus den beiden konfinalen Ketten in der
Symy(k), die in Satz 3.1 und Proposition 3.2 definiert wurden, auf natiirliche Wei-
se konfinale Ketten in der Symg(x)/Sym, (x) fiir A < § < k entstehen.

In Satz 3.16 haben wir fur iiberabzahlbare Kardinalzahlen 8 < x eine weitere konfinale
Kette {U,; v € cf(6)} in der Symy(x) angegeben. Auch aus dieser lisst sich auf obige
Art eine konfinale Kette in den Faktorgruppen dieser Gruppe gewinnen. Denn fiir
eine unendliche Kardinalzahl A < 6 existiert nach Proposition 3.18 ein ¢ € cf(6) mit
Sym, (k) < U und somit gilt fiir alle v € c¢f(0) : U,-Alt(k) < U, -Sym, (k) < U, -Ue =
Umax{r,ey < Symy(k).
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Damit ist {(U, - Sym,(x))/Sym,(k); v € cf(f)} eine konfinale Kette in der
Symy(k)/Sym, (k) und { (H, - Alt(r))/Alt(k); v € cf(#)} eine in der Sym,(x)/Alt(k).

Bemerkung: William R. Scott stellt in seinem Buch Group Theory [21, Seite 317] die
folgende Frage:

Seien x, A, u und # unendliche Kardinalzahlen mit A < x und 0 < p.
Sind die einfachen Gruppen Sym,;(x)/Sym,(x) und Symyg (u)/Symy(u)

nur im Falle K = g und \ = € isomorph?
Es findet sich dort nur die Antwort in zwei Spezialfillen [21, 11.5.6, 11.5.7]:

e Wenn \ < & ist, so sind Sym, (x)/Sym,(x) und Sym ., ()/Sym,, () nicht iso-

morph.

e Wenn N; < A ist, so sind Symy:(x)/Symy(x) und Symy, (@)/Symy, (1) nicht

isomorph.

Eine Teilantwort auf die Frage von Scott stammt von Ulrich Felgner und Frieder Haug
[14, Seite 511], die 1993 zeigten:

Unter der Annahme von GCH gilt fiir A < 0, dass Symy (k)/Symy(x) und
Sym,+ (k)/Sym, (k) nicht isomorph sind.

Mit Hilfe obiger Resultate iiber die Konfinalitéit dieser Gruppen erhélt man sogar eine

etwas weitergehende Aussage. Diese ist zudem bereits in ZSF 4+ AC beweisbar.

Korollar 4.9 Seien k, A\, p und 6 unendliche Kardinalzahlen mit A < k und 0 < p.
Wenn A # 0 ist, dann sind Sym, (k)/Sym, (k) und Symgy (p)/Symg(u) nicht iso-

morph.

Beweis: Aus Satz 4.7 folgt direkt:
konf (Sym,; (k)/Symy(k)) = AT # 07 = konf (Symy: (1) /Symy(1)). O






Kapitel 5

Ketten 1im blockweisen Stabilisator

einer Teilmenge A von k

In diesem Kapitel betrachten wir konfinale Ketten in den blockweisen Stabilisatoren
von Teilmengen von k.

Diese Gruppen sind nicht zuletzt deshalb interessant, weil fiir eine endliche Teilmenge A
von k der blockweise Stabilisator Sym(x){ay von A nach R. Ball (1966) eine maximale
Untergruppe der Sym(k) ist. Es gilt nach Ball sogar, dass jede intransitve maximale
Untergruppe der Sym(r) blockweiser Stabilisator einer endlichen Teilmenge ist. Wir
zeigen im Folgenden, dass diese Gruppen dieselbe Konfinalitdt wie die Sym(x) selbst
haben.

Wenn A weder endlich noch koendlich ist, so ist die Konfinalitdt von Sym(k)qay
abhéngig davon, welche Werte die Konfinalitdten der Sym(A) und die der Sym(x — A)
haben. Da diese in ZSF + AC im Allgemeinen nicht berechnet werden koénnen, las-
sen sich insbesondere keine konkreten Untergruppen von Sym(x)¢a} angeben, die eine
kiirzeste konfinale Kette bilden.

Allerdings werden wir sehen, dass ein enger Zusammenhang zwischen den konfinalen
Ketten in Sym(x);a} und denen in der Sym(A) und in der Sym(x — A) besteht.

5.1 Die Konfinalitiat des blockweisen Stabilisators

Die Konfinalitdt der blockweisen Stabilisatoren einer Teilmenge von x bestimmen wir
mit Hilfe der folgenden Proposition iiber die Konfinalitéit des direkten Produkts zweier

Gruppen.
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Proposition 5.1 Sei H eine nicht endlich—erzeugbare Gruppe.

(i) Wenn K eine nicht endlich—erzeugbare Gruppe ist, dann gilt
konf (H x K) = min{konf (H), konf (K)}.

(ii)) Wenn K eine endlich—erzeugbare Gruppe ist, dann gilt
konf (H x K) = konf (H).

Beweis: (i) Sei 4 = konf (H) und 6 = konf (K). O.B.d. A. sei u < 6.

Wenn {U,,; S ,u} eine konfinale Kette in H ist, dann ist {U,, x K; v e u} eine
aufsteigend—geordnete Kette von Untergruppen von H x K. Da U, (fir v € u) eine
echte Untergruppe von H ist, ist U, x K echt in H x K. Offensichtlich gilt H x K =
U (U, x K). Also ist {U, x K; v € u} eine konfinale Kette in H x K.

VEN

Damit gilt konf (H x K) < u = konf (H) = min{konf (H), konf (K)} (%).
Fiir v = konf (H x K) sei {V,; v € v} eine konfinale Kette in H x K.

Wie man leicht sieht, gilt eine der folgenden Aussagen:

(1) Firallev e pist H £ V,,.

(2) Fir allev € pist K £ V,,.
Wir unterscheiden also zwei Falle:

1. Fall: Fiir alle v € pist H £ V,.

Dann ist fiir alle v € p der Schnitt V,, N H eine echte Untergruppe von H und wegen

H=(HxK)nH={ (VV N H) folgt, dass {VV NH;, ve 7} eine konfinale Kette in
vep

H ist. Also gilt konf (H) < v = konf (H x K) und mit (x) folgt die Behauptung.

2. Fall: Fiir alle v € pist K LV,.

Dann folgt analog zum 1. Fall konf (K) < konf (H x K).

Mit (%) ergibt sich daraus konf (H) < konf (K) < konf(H x K) < konf (H), d.h.

konf (H x K) = konf (H) = min{konf (H), konf (K)}.

(ii) folgt analog zu (i). Dabei kann der 2. Fall nicht eintreten, denn da K als endlich—
erzeugbar vorausgesetzt wird, ist K in einem der Glieder der konfinalen Kette in H x K

als Untergruppe enthalten. O

Aus dieser Proposition folgt direkt eine Verallgemeinerung von Korollar 4.5.
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Korollar 5.2 Seien k, i requldre unendliche Kardinalzahlen mit k < p.

Dann existiert eine Gruppe G und ein Normalteiler N von G, so dass gilt:

(1) konf (G) = &,
(ii) konf (G/N) = p.

Beweis: Wir setzen G = Sym, (x) x Sym,,(x) und N = Sym, (k).

Dann folgt aus obiger Proposition 5.1 und Satz 3.8:

konf (G) = min {konf (Sym, («)), konf (Sym,(x)) } = min{x, u} = £ und

konf (G/N) = konf (Sym (k) = p. O

Bemerkung: Eine weitere Verallgemeinerung dieses Korollars ist nicht moglich, da die
Konfinalitdt einer Gruppe immer eine regulidre Kardinalzahl ist und die Konfinalitét
einer Faktorgruppe einer Gruppe G nicht kleiner als die Konfinalitdt von G selbst sein

kann (vgl. Proposition 1.4 und Proposition 4.1).
Nun wenden wir uns der Konfinalitat der blockweisen Stabilisatoren zu:

Satz 5.3 Sei k eine unendliche Kardinalzahl, S = Sym(k) und A eine Teilmenge

von K.
(i) Wenn A endlich oder koendlich ist, so gilt konf (Sgay) = konf (5).
(i1) Wenn A und k — A unendlich sind, dann gilt
konf (S{ay) = min {konf (Sym(A)), konf (Sym(xk — A)) }.
Insbesondere gilt fiir eine mittelmdflige Teilmenge A

konf (Stay) = konf (5).

Beweis: Offensichtlich ist S{ay = Sym(A) - Sym(x — A). AuBerdem schneiden sich
Sym(A) und Sym(x — A) trivial und beide sind Normalteiler von Sgay.
Folglich ist Stay = Sym(A) x Sym(x — A) das innere direkte Produkt dieser Gruppen.

(i) Wenn A und damit auch Sym(A) endlich ist, dann muss |x — A| = & sein, d.h.
Sym(k — A) = S. Damit folgt die Behauptung aus Proposition 5.1 (ii).

Analog ist die Argumentation fiir koendliches A.

(ii) Die Behauptung folgt direkt aus Proposition 5.1 (i). O
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Bemerkung: Bei Aussage (ii) aus obiger Proposition lésst sich (in ZSF + AC) nicht
entscheiden, welches das Minimum der beiden Konfinalitdten ist, da man beispielsweise
nicht beweisen kann, dass fiir [A| < [x — A| auch konf (Sym(A)) < konf (Sym(x — A))
gilt (vgl. Satz 1.8).

Korollar 5.4 Sei A C w. Dann gilt konf (Sym(w)(a}) = konf (Sym(w)).

Beweis: Da eine Teilmenge von w endlich, koendlich oder mittelméfig ist, folgt dies
direkt aus Satz 5.3. O

Ralph Ball hat 1966 gezeigt, dass der blockweise Stabilisator einer endlichen Teilmenge
von k eine maximale Untergruppe der Sym(x) ist (vgl. [3, Theorem 1.12]). Auflerdem
bewies er, dass sdmtliche intransitiven maximalen Untergruppen der Sym(x) von die-
sem Typ sind (vgl. [3, Theorem 1.17]).

Damit folgt aus Satz 5.3, dass eine intransitive maximale Untergruppe der Sym(k)
dieselbe Konfinalitéit wie die Sym(x) selbst hat:

Korollar 5.5 Sei x eine unendliche Kardinalzahl und G eine intransitive mazimale
Untergruppe der Sym(k).
Dann gilt konf (G) = konf (Sym(x)).

5.2 Konfinale Ketten im blockweisen Stabilisator

Wir haben gesehen, dass die Konfinalitét des blockweisen Stabilisators einer Teilmenge
A von x von den Werten von konf (Sym(A)) und konf (Sym(x — A)) abhéngt. Insbe-
sondere kann man in ZSF + AC keine konkrete kiirzeste konfinale Kette in Sym(x)ay
angeben.

Es ldsst sich jedoch ein enger Zusammenhang zwischen den konfinalen Ketten in
Sym(k)a} und denen in der Sym(A) sowie in der Sym(x — A) feststellen.

Zunichst gilt, dass man aus jeder konfinalen Kette in der Sym(A) sowie auch aus
jeder konfinalen Kette in der Sym(x — A) auf natiirliche Weise eine im blockweisen

Stabilisator Sym(x);ay enthalt:

Proposition 5.6 Seien k,u unendliche Kardinalzahlen, S = Sym(k), A eine Teil-
menge von K, {U,,; v e u} eine konfinale Kette in der Sym(A) und {V,,; v e ,u} eine
konfinale Kette in der Sym(xk — A).
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Dann sind {Ul, -Sym(k — A); v € u} und {Vl, -Sym(A); v € u} konfinale Ketten in
Siay-

Beweis: S{a) ist das innere direkte Produkt von Sym(A) und Sym(x — A). Damit

folgt die Behauptung analog zum ersten Teil des Beweises von Proposition 5.1 (i). O

Die folgende Proposition gibt dariiber Auskunft, wie die Glieder einer beliebigen kiirzes-

ten konfinalen Kette im blockweisen Stabilisator einer Teilmenge aussehen.

Proposition 5.7 Sei k eine unendliche Kardinalzahl, S = Sym(k), A eine Teilmenge

von K, p = konf (S(ay) und {H,; v € n} eine konfinale Kette in Sqay.
(1) Seien A und k — A unendlich.
(a) Es gelte i = konf (Sym(A)) < konf (Sym(k — A)).

Wenn X\ eine unendliche Kardinalzahl mit |A|<* < u ist, dann existiert ein
¢ € p mit Sym,(A) - Sym(k — A) < He.
Auferdem ist { H,NSym(A); v € p} eine konfinale Kette in Sym(A), wobei

fir allev € p gilt: £ <v — H, = (Hl, N Sym(A)) -Sym(k — A).
(b) Es gelte p = konf (Sym(x — A)) < konf (Sym(A)).

Wenn X\ eine unendliche Kardinalzahl mit |k — A|<* < p ist, dann existiert

ein & € p mit Sym(A) - Sym, (k — A) < He.

Auferdem ist { H,NSym(k—A); v € p} eine konfinale Kette in Sym(k—A),

wobei fiir alle v € p gilt: ¢ <v = H, = (H, NSym(k — A)) - Sym(A).
(c) Es gelte p = konf (Sym(A)) = konf (Sym(x — A)).

Wenn X und 0 unendliche Kardinalzahlen mit |A|<* < p und |k — A|<? < p

sind, dann existiert ein & € p mit Sym, (A) - Symy(k — A) < He.

(i1) Sei A endlich.

Wenn X eine unendliche Kardinalzahl mit |k — A|<* < p ist, dann existiert ein
¢ € p mat Sym(A) - Symy(k — A) < He.

Auflerdem ist {HV NSym(k — A); v € ,u} eine konfinale Kette in Sym(k — A),
wobei fiir alle v € p gilt: £ <v = H, = (H, N Sym(k — A)) - Sym(A).

Beweis: (i) (a): 1. Behauptung: Es existiert ein vy € g mit Sym(k — A) < H,,.
Beweis: Angenommen fiir alle v € p ist Sym(k — A) £ H,, d.h. H, N Sym(x — A) ist
eine echte Untergruppe von Sym(x — A).
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AuBerdem gilt Sym(x — A) = SgayNSym(k —A) = |J (H, NSym(k — A)) und damit
VEN
bildet {H, N Sym(k — A); v € u} eine konfinale Kette in Sym(x — A).

Dies steht im Widerspruch zur Voraussetzung, dass p < konf (Sym(m — A)) ist, und

somit ist die 1. Behauptung bewiesen.

Weil nach Voraussetzung |Sym, (A)| = |A]<* < p = cf(u) gilt, existiert nach Proposi-
tion 2.6 ein vy € p mit Sym, (A) < H,,.

Wir setzen £ = max{vy, 5} und der erste Teil der Behauptung ist gezeigt.

Fiir alle v € pist H, N Sym(A) eine echte Untergruppe von Sym(A). Denn angenom-
men es gébe ein v3 € p mit H,, N Sym(A) = Sym(A), so wire Sym(A) < H,, und
gemif Behauptung 1 wiirde S{ay = Sym(A) - Sym(k — A) < (Hy,, Hy, ) = Huax{usn}
gelten. Dies steht im Widerspruch zur Voraussetzung.

Weil Sym(A) = J (H, N Sym(A)) gilt, bildet {H, N Sym(A); v € u} eine konfinale
VEN

Kette in Sym(A).
Sei nun v € p mit £ < v.

2. Behauptung: (H,, N Sym(A)) -Sym(k —A)=H,.

Beweis: Wegen & < v folgt aus Behauptung 1, dass (H, NSym(A))-Sym(k—A) < H,
1st.

Sei umgekehrt 7 € H,. Dann ist 7 € S{ay = Sym(A) -Sym(k — A). Also ist m = 7y - 7o,
wobei m = 71 A € Sym(A) und o = 71 (k — A) € Sym(k — A) ist.

Wegen & < v ist my € H, und damit 7, = 7 -, " € H, N Sym(A).

Also ist m =7 - m € (H, N Sym(A)) - Sym(k — A).

(b) folgt aus (a) durch Vertauschen von A und x — A.
(c) folgt direkt aus Proposition 2.6.

(i) Es existiert ein v € g mit Sym(A) < H,. Denn sonst wiirde wie in Behauptung 1
folgen, dass Sym(A) die Union einer aufsteigend—geordneten Kette echter Untergrup-
pen ist. Dies steht im Widerspruch dazu, dass Sym(A) eine endliche Gruppe ist.

Der Rest der Behauptung folgt analog zum Beweis von (i) (a). O

Bemerkung: Die obige Proposition zeigt, welche Gestalt kiirzeste konfinale Ketten im
blockweisen Stabilisator Sym(x)¢a} der Menge A haben.
Im Fall, dass konf (Sym(A)) < konf (Sym(x — A)) gilt, sind ihre Glieder, eventuell

abgesehen von einem Anfangsstiick der Kette, das Produkt der Glieder einer kiirzesten
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konfinalen Kette in der Sym(A) und der Gruppe Sym(x — A). Analog ist die Situation,
falls A endlich oder koendlich ist oder konf (Sym(x — A)) < konf (Sym(A)) gilt.

Im Fall, dass konf (Sym(A)) = konf (Sym(x — A)) = p ist, gibt es weitere Moglichkei-
ten. Denn wenn {U,; v € u} eine konfinale Kette in Sym(A) und {V,; v € p} eine in
Sym(x — A) bildet, dann sind, wie man leicht sieht, sowohl {Ul, -Sym(k —A); v € u}
und {V,, -Sym(A); v € ,u} als auch {U,, Vi, ve ,u} konfinale Ketten in S{a).

Wenn wir zusétzlich GCH annehmen, wird die Situation aus Proposition 5.7 deutlich

ubersichtlicher:

Korollar 5.8 (GCH)

Sei k eine unendliche Kardinalzahl, S = Sym(k) und A eine Teilmenge von k.
Sei p = konf (Sgay) und {HV; veE u} eine konfinale Kette in Siay.
(i) Sei Ry < |A] < k.
Dann ezistiert ein § € 1 mit Sym g a(A) - Sym(x — A) < He.
Auferdem ist {H, N Sym(A); v € pu} eine konfinale Kette in Sym(A), wobei fiir
allevepgit: E <v — H, = (HV N Sym(A)) -Sym(k — A).

(i1) Sei |A] = |k — A| = k.
Dann existiert ein § € p mit Sym g,y (A) - Symgg (8 — A) < He.

(i1i) Sei A endlich.

Dann ezistiert ein § € p mit Sym(A) - Symyg,.)(k — A) < He.

Auferdem ist {H, N Sym(k — A); v € u} eine konfinale Kette in Sym(k — A),
wobei fir alle v € p gilt: ¢ <v = H, = (H, NSym(k — A)) - Sym(A).

Beweis: (i) Wegen GCH ist konf (Sym(A)) = |A]* < k* = konf (Sym(x — A)). Also
ist 1 = |Al* gemiB Satz 5.3 und auBerdem gilt |A|<fIA) = |A| < p. Damit folgt die
Behauptung aus Proposition 5.7 (i) (a).

ii) folgt aus Proposition 5.7 (i) (c) wegen p = s+ und |A[<E®) = | — A|<cf) =
o

<cf(k)

K =K < [

(iii) folgt aus Proposition 5.7 (ii) wegen yu = k¥ und |k — A|<H®) = <t = s < 4. O

Bemerkung: Korollar 5.8 kann in ZSF + AC allein nicht bewiesen werden. Denn mit
Hilfe einer Forcing—Konstruktion wie in Proposition 2.9 kann man Modelle der Men-
genlehre konstruieren, in denen die Aussagen (i), (i) oder (iii) aus Korollar 5.8 falsch

sind.






Kapitel 6

Ketten 1m Faststabilisator einer

Teilmenge A von x

Wir bestimmen in diesem Kapitel die Konfinalitdt der Faststabilisatoren von unendli-
chen Teilmengen von . Dabei unterscheiden wir drei Félle, je nachdem ob die Machtig-
keit der Teilmenge eine Nachfolgerkardinalzahl, eine Limeskardinalzahl oder ¥ ist.
Fiir die Untersuchung des letzten Falls definieren wir eine weitere Untergruppe der
Sym(k), den sogenannten gleichgewichtigen Faststabilisator der Menge A.

Wenn |A| < & ist, so ist der Faststabilisator Sym(x)ja) von A eine maximale Unter-
gruppe der Sym(x). Aus den Resultaten iiber die Konfinalitit von Sym(s)ja) in diesem
Kapitel folgt, dass man in ZSF + AC Beispiele fiir maximale Untergruppen der Sym(x)
angeben kann, deren Konfinalitdt echt kleiner als die der Sym(k) selbst ist. Falls man
GCH annimmt, gilt sogar, dass sdmtliche maximalen Untergruppen, die Faststabilisa-

toren von Teilmengen sind, eine echt kleinere Konfinalitdt als die Sym(x) haben.

Wenn wir im Folgenden Aussagen iiber den Faststabilisator von A machen, nehmen
wir meist an, dass das Komplement von A die Méchtigkeit x hat. Dies ist ohne Ein-
schrankung moglich, da andernfalls der Faststabilisator keine echte Untergruppe der

Sym(k) ist:

Hilfssatz 6.1 Seir eine unendliche Kardinalzahl, S = Sym(k) und A eine unendliche

Teilmenge von k. Dann qilt:
S[A] =5 <— |I€—A| < K.

Beweis: ,=“: Sei |k—A| = k. Wahle ' C k—A mit |I'| = |A| < k. Dann existiert eine
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Permutation 7 € S mit 7(A) = T und es gilt [A27(A)] = |A2T| = |AUT| > |A|
Folglich ist m & S|a).

,<=“Sel |k — Al < kund m € S. Dann gilt |7(A) — A| < k, da7(A) — A C k— A ist.
Auflerdem folgt A—7(A) C k—7m(A) = m(k—A) und somit ist [A—7(A)| < |[k—A] < k.
Also gilt [A® m(A)| < k = |A] und damit auch m € Spu). O

Bemerkung 6.2 Sei  eine unendliche Kardinalzahl, S = Sym(x) und A eine unend-
liche Teilmenge von . Dann gilt Siay < Sja) und Symy, () < Spaj.

Wenn A iiberabzéhlbar ist, so gilt sogar Sja) = S{ay - Symya (%), wie man relativ leicht
zeigen kann (vgl. Ball [3, Theorem 2.2 (4)] oder Brazil et al. [7, Bemerkung vor Theorem
4.1]).

Die Konfinalitdt des Faststabilisators einer Teilmenge von s kann niemals grofier sein
als die Konfinalitét der Sym(x) selbst:

Korollar 6.3 Sei k eine unendliche Kardinalzahl, S = Sym(k) und A eine unendliche

Teilmenge von k.

Dann gilt konf (Sia)) < konf (.5).

Beweis: Da Siay < S| ist, folgt die Behauptung direkt aus Korollar 2.16. O

6.1 Fall 1: Die Méachtigkeit von A ist eine Nachfol-
gerkardinalzahl

In diesem Abschnitt zeigen wir, dass die Konfinalitdt des Faststabilisators Sym(s )]
einer unendlichen Teilmenge A von k, deren Méachtigkeit eine Nachfolgerkardinalzahl

ist, gleich der des blockweisen Stabilisators Sym(x){a} von A ist.

Wir setzen A = |A| und S = Sym(k). Damit ist A eine reguldre, iiberabzéhlbare
Kardinalzahl. Nach obiger Bemerkung 6.2 ist Sjz] dann das Produkt des blockweisen
Stabilisators Sgay und der beschrénkten symmetrischen Gruppe Sym, (). In Kapitel
3 haben wir fiir reguléres, iiberabzéhlbares A zwei konfinale Ketten in der Sym, (k)
angegeben (vgl. Satz 3.1 und Satz 3.16). So liegt die Idee nahe, aus solchen eine konfi-

nale Kette in Sja] zu konstruieren, indem man sémtliche Glieder mit Syay multipliziert.
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Doch dies ist nicht moglich. Denn fiir beide dort definierte Ketten { H,, ve )\} und
{Ul,; v e )\} kann man Ordinalzahlen v, 7 € p mit der Eigenschaft finden, dass H,-S{a)
und Uy - S;ay keine Untergruppen von Sja) mehr sind, sondern nur noch Teilmengen.

Weil, wie wir zeigen werden, bei dem hier betrachteten Fall konf (Sja)) = konf (Siay)
gilt, ist die Konfinalitdt von S[a) abhéngig von den Werten von konf (Sym(A)) und
konf (Sym(x — A)) (vgl. Satz 5.3). Da dies fiir die Sym, () nicht gilt (vgl. Bemerkung
3.9), ist es prinzipiell nicht moglich, aus kiirzesten konfinalen Ketten in der Sym, (k)

solche in Sja) zu erhalten.

Wir zeigen zunéchst, dass fiir eine iiberabzéahlbare Teilmenge A von x die Ungleichung
konf (S[a)) < konf (Sgay) gilt. Danach wird, unter der zusétzlichen Voraussetzung, dass

|A| eine Nachfolgerkardinalzahl ist, auch die umgekehrte Ungleichung bewiesen.

Proposition 6.4 Sei x eine tberabzihlbare Kardinalzahl, S = Sym(k) und A eine
tiberabzdihlbare Teilmenge von k, wobei |k — A| = Kk sei.
Dann gilt konf (S}a)) < konf (S{ay).

Beweis: Weil |k—A| = & gilt, ist konf (S{a}) = min {konf (Sym(A)), konf (S)} gemis
Satz 5.3. Nach Korollar 6.3 gilt konf (S}5)) < konf (5).
Somit bleibt noch konf (Sja)) < konf (Sym(A)) zu zeigen.

Sei also p = konf (Sym(A)) und A = |A|. Nach Proposition 2.5 existiert eine konfinale
Kette {U,; v € p} in der Sym(A) mit Uy = Sym, (A).

Fiir alle v € u setzen wir H, = U, - Sym(k — A).

Dann folgt aus Proposition 5.6, dass {HV; v e p} eine konfinale Kette in Sgay ist,
wobei Hy = Sym, (A) - Sym(k — A) gilt. (%)

Es ist Sgay < Sja) und Sym, (k) < Sja). Folglich bildet {H, - Sym,(k); v € p} eine
aufsteigend—geordnete Kette von Untergruppen von Sja).

AuBerdem gilt Sa) = Say - Symy (k) = (U H,) - Symy(k) = U (H, - Sym,(k)), da
A =|A| > 8y ist (vgl. Bemerkung 6.2). Veu Veu

Behauptung: Fiir alle v € p ist H, - Sym, () eine echte Untergruppe von Sia.
Beweis: Sei v € pund m € Sgay — H,.

Angenommen 7 € H,-Sym, (), dann existieren p € H, und o € Sym, (k) mit 7 = p-o.
Weil m € Siay und p € H, < Spa, ist, folgt o € Sgay.

Wegen Siay = Sym(A) - Sym(k — A) ist 0 = 0y - 02, wobei 07 = 01 A € Sym(A) und
gy =01(k—A) € Sym(k — A) ist.
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Da o € Sym, (k) ist, gilt o1 € Sym,(A), also ist 0 = 07 - 03 € Sym, (A) - Sym(k — A).
Wegen (x) folgt daraus o € Hy < H, und damit gilt 7 = p- o € H, im Widerspruch
zur Wahl von 7.

Folglich ist m € Sja) — H,, - Sym,(x) und die Behauptung ist bewiesen.

Somit bildet {Hl, - Sym,y (k); v € ,u} eine konfinale Kette in Sja) und daraus folgt
insbesondere konf (Sja)) < g = konf (Sym(A)). O

Fiir den Beweis von konf (Sja)) > konf (Sgay), falls |A[ eine Nachfolgerkardinalzahl ist,
benutzen wir das folgende Resultat von Ralph Ball [3, Lemma 1.11].

Proposition 6.5 (Ball)

Seien k, \ unendliche Kardinalzahlen, S = Sym(k) und A eine unendliche Teilmenge
von k mit 6 = |Al|. Es gelte 0 < k oder A < k™.

Sei m € Sym,y (k) — S{ay.

Fiir 0 = max{|{3: eA;m(x) en— A}, {rer—A; m(x) € A}‘} gelte Ry < 0 < 9.

Wenn o € Sym, (k) — Sgay ist, wobei max{|{:1: €N o(x) € k= A}, [{z € k= A;

o(z) € A}}} < 0 gilt, dann ist o € (Siay N Symy(K), 7).

Hilfssatz 6.6 Sei x eine unendliche Kardinalzahl, A eine Teilmenge von k und

7 € Sym(k). Dann gilt

max{‘{x €A; m(x) € k— A}

Hzer—a; @) e A}\} < |AL 7(A)].
Falls dabei A 7(A) unendlich ist, so gilt Gleichheit.

Beweis: Esist {v € A; m(z) e vk — AU {r € k — A; (z) € A} = A2 77 1(A).
Denn fiir ein z € s gilt: 7 € A & w(z) € k— A <= z € A—7'A) und
rer—A & w(z) EA < zenl(A)-A.

Also folgt [A27(A)| = |7 (A% 7(A)| = |7 (A) 2 Al = {z € A; n(z) € K — A} U
{rer—A; n(z) € A} > max{|{a; €A; () e k=AY, {z e k—A; 7(z) € A}‘},
wobei Gleichheit gilt, falls die betrachtete Menge unendlich ist. O

Hilfssatz 6.7 Sei k eine tberabzihlbare Kardinalzahl, S = Sym(k) und A eine Teil-
menge von k. Sei w € S mit |A® w(A)| < k.
Dann ezistiert p € Siay mit p € Sym, (k) und A® w(A) = A% (7p)(A).
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Beweis: Sei m = [[ 2, = | 2, die Zerlegung von 7 in elementfremde Zyklen, wobei
vep VEN
w1 eine Kardinalzahl mit p < k ist.

Behauptung: Es gilt A*n(A) = |J (A% 2,(A)) und fir v, € p mit v # £ ist
vep
(A2 2, (A)) N (A2 2(A)) = @.
Beweis: ,C“: Sei x € A2 w(A) C supp(w). Also existiert v € p mit x € supp(z,).
2

Dann ist aber z € 7(A) < 7 l(z) = z;(z) € A < =z € 2,(A) und es folgt
T €AL 2, (A).

,D“ Seiv € pund z € AL 2,(A). Dann ist € supp(z,) C supp(7) und somit folgt
erneut © € T(A) <= x € 2,(A) und daraus x* € A2 7(A).

Die Disjunktheit der Union folgt wegen A 2,(A) C supp(z,) aus der Disjunktheit der
Zyklen. Damit ist die Behauptung gezeigt.

Wir setzen A = {v € pu; A% z,(A) # @} und B=pu—
Es sei 7 = z, = z, und p =
[ o= Uz mdo= (=) = (Y )

veA veA
Da elementfremde Zyklen kommutieren, ist 7 = 7 - ,0 1, d.h.7=m-p.

Dabei ist p € S{a}. Denn fiir v € B gilt A* 2,(A) = @ und damit z,(A) = A.
Analog zum Beweis der Behauptung folgt A2 7(A) = J (A% z,(4)).

veA
Damit gilt A n(A) = U (A% () = U (A% 2(8)) = A% (8) = A% (np)(4),

da fiir v € py — A = B die Menge A * 2,(A) = @ ist.
AuBerdem folgt aus A2 7(A) = |J (A 2,(A)), der Disjunktheit dieser Union sowie

veA

AL 7(A)] < K, dass auch |A] < &k gilt.
Damit ist [supp(7)| = | U supp(z,)| = E lsupp(z,)| < |A] - Vg < k.

Also gilt T =7p € Symﬁ( ) O

Mit obigem Hilfssatz kann man eine Modifikation von Proposition 6.5 zeigen, die im

Folgenden benutzt wird:

Proposition 6.8 Sei k eine tberabzihlbare Kardinalzahl, S = Sym(k) und A eine
Teilmenge von k. Sei m € S mit Ry < [A27(A)] < |A].
Dann gilt {o € S; |A%o(A)] < [A27(A)|} = (Sqay, 7).

Beweis: Sei o € S mit |[A2o(A)] < |A27(A)|. Falls 0 € Sqay ist, so sind wir fertig.
Wir nehmen also 0. B.d. A. 0 € Say an.
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Weil |[A27m(A)| < |A] < k ist, existiert nach Hilfssatz 6.7 ein p € S{a} mit der
Eigenschaft, dass mp € Sym, (k) und A2 7(A) = A2 (7p)(A) gilt.

Analog folgt wegen |A© o(A)| < |A| < k, dass ein T € Sgay existiert mit o7 € Sym,. (k)
und A2 o(A) = A2 (o71)(A).

Da 7 & Sia) und o ¢ S¢a; sind, sind auch mp € Siay und o7 & Siay.

Also gilt mp € Sym, (k) — Sgay mit Ry < [A27(A)| = |[A2 (7p)(A)| < |A] und
o7 € Sym, (k) — S(ay mit |A2 (o7)(A)| = |A2 0 (A)] < |[A27(A)].

Damit kénnen wir Proposition 6.5 in Verbindung mit Hilfssatz 6.6 anwenden und es
folgt o7 € (S{ay N Sym, (), mp) < (S{ay, 7), weil p € Siay ist.

Da auch 7 € Siay ist, gilt folglich o = o777 € <S{A}, 07’> < <S{A}, 7r>.

Wir haben also {o € S; |[A2c(A)] < [A2w(A)|} < (Sqay, 7) gezeigt. Die umge-
kehrte Ungleichung ist offensichtlich. |

Aus dieser Proposition folgt, dass die Konfinalitdt des Faststabilisators mindestens so

grof ist, wie die des Blockstabilisators:

Korollar 6.9 Sei x eine dberabzihlbare Kardinalzahl, S = Sym(k) und A eine
iiberabzihlbare Teilmenge von Kk, wobei |k — A| = Kk sei.
Wenn |A| = 6% fir eine unendliche Kardinalzahl 6 ist, so gilt konf (Sia)) > konf (Sgay).

Beweis: Wir wihlen Teilmengen I' C A mit [I'| = 0 < |A] und ¥ C £k — A mit
|X| =6 < |A] < k = |k—Al. Dann existiert eine Permutation 7 € S, so dass 7(I') = X
sowie m(X) = I" gilt und 7 auf k — (I' U X) die Identitét ist.

Also ist [A2m(A)| =[S Ul =6 < |A]

Nach Proposition 6.8 gilt damit Sja) = {0 € S; |[A20(A)| < 0} = (Sia},7) und
daraus folgt die Behauptung geméfl Proposition 1.9. O

Auflerdem ergibt sich unmittelbar ein Satz von Ralph Ball (vgl. [3, Theorem 2.2 (8)]):

Korollar 6.10 (Ball)

Sei K eine tberabzihlbare Kardinalzahl, S = Sym(k) und A eine tiberabzihlbare Teil-
menge von k, wobei |k — Al = Kk sei.

Wenn |A| = 0% fiir eine unendliche Kardinalzahl 6 und = € S mit |A > 7(A)| = 0 ist,
dann gilt Sja) = <S{A}, 7T>.
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Beweis: Die Behauptung folgt direkt aus Proposition 6.8, denn offensichtlich gilt
Sia) = {a €S; |A%a(A)] < ]A|} = {a €S; |A%a(A)] < |AA7T(A)|}. O

Aus Korollar 6.9 und Proposition 6.4 folgt die zentrale Aussage dieses Abschnitts:

Satz 6.11 Seik eine iberabzihlbare Kardinalzahl, S = Sym(k) und A eine iberabzihl-
bare Teilmenge von Kk, wobei |k — A| = Kk sei.
Wenn |A| = 6% fir eine unendliche Kardinalzahl 8 ist, so gilt konf (Sja)) = konf (Siay).

6.2 Fall 2: Die Miachtigkeit von A ist eine Limes-
kardinalzahl

Die oben bestimmte Konfinalitdt des Faststabilisators einer Menge A, deren Méchtig-
keit eine Nachfolgerkardinalzahl ist, ist nach Satz 5.3 abhéngig von den Werten von
konf (Sym(A)) und konf (Sym(k — A)).

Die Resultate in diesem Abschnitt zeigen, dass wir eine génzlich andere Situation ha-
ben, falls |A] eine Limeskardinalzahl ist. Dann ist die Konfinalitit des Faststabilisators
von A gleich der Konfinalitat der Kardinalzahl |A|. Diese héngt nicht von den Werten
von konf (Sym(A)) und konf (Sym(x — A)) ab. Denn die Forcing-Konstruktionen aus
den Sétzen 1.7 und 1.8 von Sharp und Thomas bewahren Konfinalitidten (vgl. Bemer-
kung 3.9).

Proposition 6.12 Sei k eine tberabzihlbare Kardinalzahl, S = Sym(k) und A eine
Teilmenge von Kk, wobei |k — A| = Kk sei.
Wenn |A| =Ry fiir eine Limesordinalzahl X ist, dann gilt konf (S}a)) < cf(X).

Beweis: Sei p = cf(\) = cf(|A|) und (a,; v € p) eine strikt—aufsteigende Folge von
Ordinalzahlen mit A = |J «,.

vep
Wir definieren fiir v € p

H,={meSs, |AA7T(A)’ <N}

Behauptung: Fiir alle v € p ist H, eine echte Untergruppe von Sia;.
Beweis: Sei v € p. Fiir zwei Permutationen 7, o gilt, wie man relativ leicht zeigen kann,
A2 (ro)(A) C (A% 7(A)) U (A2 0(A)) und somit ist H, eine Untergruppe von Sa.
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Wir wihlen wieder Mengen I' € A mit |[I'| = R <Ny =|Alund ¥ € k — A mit
|X] =R, ., <|A| <k =|k— Al Also kénnen wir eine Permutation 7 € S finden, so
dass 7(I") = X sowie 7(X) = T gilt und 7 auf k — (I' U X) die Identitét ist. Dann ist
A2 7(A)] =TUZ| =R < |A| und somit folgt 7™ € Sa) — H,.

Damit ist die Behauptung bewiesen.

Qp41

Apy+1

Offensichtlich ist Sia) = |J H,. Da die Kette {Hy; v E u} aufsteigend—geordnet ist,

vep
bildet sie eine konfinale Kette in Sja; und somit ist die Proposition bewiesen. ]

Proposition 6.13 Sei k eine tberabzihlbare Kardinalzahl, S = Sym(k) und A eine
iiberabzdihlbare Teilmenge von k, wobei |k — A| = Kk sei.
Dann gilt konf (Sia)) > cf(JA]).

Beweis: Sei A = |A| > ®;. Angenommen fiir eine Kardinalzahl p < cf(\) existiert
eine konfinale Kette {Hy; S ,u} in Spa).

1. Behauptung: Es existiert ein v € p mit Sqay < H,.

Beweis: Angenommen fiir alle v € p gilt Siay £ H,, d.h. Siay N H, ist eine echte
Untergruppe von Syay.

Wegen S{ay = SiaNSiay = U (HyﬂS{A}) ist dann {HVOS{A}; Ve u} eine konfinale

vep

Kette in S{ay und es gilt folglich konf (Sgay) < p < cf(A).
Doch da |k — A| = & ist, folgt aus Satz 5.3 und Satz 1.5 im Widerspruch dazu
konf (S{a}) = min {konf (Sym(A)), konf (Sym(x — A))} > AT = AT > A > cf(N).

Damit ist die erste Behauptung bewiesen.

2. Behauptung: Fiir alle v € u gilt Sym, (k) £ H,.

Beweis: Angenommen es existiert ein v € p mit Sym, (k) < H,. Dann folgt mit der
ersten Behauptung, dass eine Ordinalzahl { € p existiert, so dass Sia; < He und
Sym,y (k) < He gilt. Nach Bemerkung 6.2 ergibt sich Sja) = Sgay - Sym, (k) < He im

Widerspruch zur Annahme, dass dies eine echte Untergruppe von Sa) ist.

Somit ist auch die 2. Behauptung bewiesen und daraus folgt, dass fiir alle v € u der
Schnitt Sym, (k) N H, eine echte Untergruppe der Sym, (k) ist.

Wegen Sym, (k) = SjajNSymy, (k) = J (H,NSym,(k)) ist also { H,NSym,(k); v € pu}
VEW
eine konfinale Kette in Sym, (k).

Es folgt konf (Sym,(x)) < g < cf(A) im Widerspruch zu Satz 3.8.
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Also ist die Annahme zu Beginn des Beweises falsch und die Proposition somit bewie-
sen. O

Mit obigen Propositionen ist die Konfinalitéit des Faststabilisators von A auch in dem

Fall bestimmt, dass die Méchtigkeit von A eine Limeskardinalzahl ist:

Satz 6.14 Sei k eine tberabzihlbare Kardinalzahl, S = Sym(k) und A eine Teilmenge
von Kk, wobei |k — A| = K sei.
Wenn |A| = Ry fiir eine Limesordinalzahl X ist, dann gilt konf (Sia)) = cf(A).

6.3 Der gleichgewichtige Faststabilisator

Wir definieren nun eine Untergruppe des Faststabilisators einer abzéhlbaren Menge A
von k, die wir den gleichgewichtigen Faststabilisator von A nennen. Er besteht aus den
Permutationen von x, die genauso viele Elemente von A nach kK — A wie umgekehrt von
r — A nach A abbilden. Diese Gruppe ist unseres Wissens bisher nicht in der Literatur
behandelt worden.

Mit Hilfe der Eigenschaften, die im Folgenden gezeigt werden, kénnen wir dann im
néichsten Abschnitt die Konfinalitdt des Faststabilisators einer abzédhlbaren Menge be-

stimmen.

Definition 6.15 Sei k eine unendliche Kardinalzahl, S = Sym(x) und A eine abzihl-
bare Teilmenge von k, wobei |k — A| = & sei.
Dann heif}t
Sia) = {0 € S [A —o(A)] = [o(A) - Al}
der gleichgewichtige Faststabilisator der Menge A.

Insbesondere ist also |A # o(A)]| fiir jedes o € S|a) endlich.
Man beachte den Unterschied in den Notation von Sja) und Sja.

Um zu zeigen, dass diese Menge tatséchlich eine Gruppe bildet, beweisen wir zunéchst

einen Hilfssatz:

Hilfssatz 6.16 Sei k eine unendliche Kardinalzahl, S = Sym(r) und A eine unendli-
che Teilmenge von k, wobei |k — A| = Kk sei.

Seien 0, p € Sja) mit |[A — o (A)] =|A = p(A)| und |o(A) = Al = [p(A) — Al

Dann existieren Permutationen 71, Ty € S{ay mit 0 = Ty p To.

Insbesondere gilt o € <S{A}, ,0>.
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Beweis: Wir wihlen eine Permutation p; € Sym(A) mit p1 (A — p(A)) = A —a(A).

Dies ist gemafl Hilfssatz 2.14 moglich, denn einerseits gilt |A — p(A)] = |A — o(A)]
nach Voraussetzung. Andererseits sind o, p € Sja und damit |A — p(A)] < \A| und
|A—a(A)| < |Al. Weil A unendlich ist, folgt | A—(A— )| = |A| |A—(A=a(A))].
Analog gilt [p(A) — Al = |o(A) — Al und |(k — ) - A)| = |k — Al =

|(k — A) — (0(A) = A)| und somit existiert auch eine Permutatlon p2 € Sym(k — A)
mit ps(p(A) — A) = o(A) — A

Wir setzen nun 7, = ps - py.

Dann ist 71 € Sym(x — A) - Sym(A) = Sgay und wegen p; € S(.—a) und ps € S(a) gilt
A—a(A) = pi(A=p(A) = pi(A) = pip(A) = A = pip(A) = pa(A = pip(A)) =
p2(A) = p2p1p(A) = A — 1ip(A).

AuBlerdem gilt'

o(A) = A = pa(p(A) = A) = 2 (1 (p(A) = A) ) = p2p1p(A) = pap1(A) = Tip(A) = A,
Daraus folgt 0(A) = (0(A) = A) U (c(A)NA) = (a(A) — A)U (A A)))
= (rip(A) — A) U (A (A - Tlp(A))> = (rip(A) — A) U (m1p(A ) = 11p(A).
Somit ist pflT_lo(A) = A, d.h. p7lr7 o € Siay.

Wenn man 7, = p~'7; ‘o setzt, so folgt insgesamt o =7 pp 7t o = T p T

Damit ist die Behauptung bewiesen. |

Proposition 6.17 Sei x eine unendliche Kardinalzahl, S = Sym(k) und A eine
abzdhlbare Teilmenge von K, wobei |k — A| = K sei.
Seien a € A und b € k — A. Dann gilt:

{0 € Suap; [A=0a(A)] =0(A) = Al} = (Stay, (a,0)).
Insbesondere ist S| | eine echte Untergruppe von Sia)

Beweis: ,C“: Sei 0 € Sja) mit [A —0(A)] =]0(A) = Al=m € w.
Seien {ag,...,am-1} € A und {by,...,bn_1} € kK — A zwei m-elementige Mengen.
Setze ¢ = [] (a;, b;). Es gilt (a;,b;) = (a,a;) (b,b;) (a,b) (b,b;) (a,a;) fiir i < m.

<m
Da (a,a;) und (b, b;) Elemente von S¢ay sind, folgt ¢ € (Siay, (a,b)).
Dabei gilt auBerdem A — o(A) = {z € A; ¢ ' (x) € k — A} = {ag,...,am_1} und

p(A)—A={rer—A; o (z)e A} ={bo,...,bm 1}
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Also ist |A — p(A)] = |p(A) = Al =m = |A —o(A)| = |o(A) — Al und damit folgt
o e <S{A}, <p> < <S{A}, (a, b)> gemaf Hilfssatz 6.16.

,2“ Sei o € (Sqay, (a,b)). Dann ist

o= pn(a,b) pp_1 ... (a,b) p1 (a,b) po

fiir ein n € w und geeignete p; € Syay (fiir i < n).

Wir zeigen o € S|a) durch Induktion nach n:
Fir n = 0 ist die Behauptung offensichtlich, da Siay < S|a) gilt.

Sei also die Behauptung fiir n bewiesen und sei

0 = Pn+1 (CL, b) Pn (a7 b) Pn—-1 --- (a, b) P1 (CL, b) Po-
Setze p = py, (a,b) pp—1 ... (a,b) p1 (a,b) po und 7 = (a,b) p.
Nach der Induktionsvoraussetzung ist p € S|a|.

Behauptung: 7 € S|a|.
Beweis: Sei x = p~*(a) und y = p~'(b). Dann gilt 7(z) = (a,b)(p(z)) = b, T(y) =
(a,b)(p(y)) = a und 7(z) = (a,b)(p(z)) = p(z) fiir alle z € k — {z,y}. Daraus folgt:

7 a) = = p(b) ’
') = z = p(a) und
) = p o) fiir alle ¢ € kK — {a, b}.

Denn wenn ¢ € k — {a,b} und z = p~!(c) ist, dann gilt 2 € x — {x,y} und deshalb
T(2) = p(z) =c.

1. Fall: e A, yern—A.

Dann gilt A —7(A)={ce A; 77(c) e — A} ={c e A; p~l(c) € k — A}U{a}

= (A —p(A)) U{a} und

T(A)—A={cer—A; 7 c)e Ay ={cer—A; p~i(c) e A}U{b}

= (p(A) — A) U {b}.

Damit folgt |A —7(A)| = |A = p(A)| +1=|p(A) = A]+1=|7(A) — Al

2. Fall: xer—A, yer—A.

Dann gilt A —7(A)={ce A; 77{c) ek — A} ={c € A; p(c) ek — A}
= A — p(A) und

T(A)—A={cer—A; 7 c)e Ay ={cer—A; p7 i) € A} = p(A) — A.
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Wieder folgt |A —7(A)| = |7(A) — Al

3. Fall: ze€ A, yeA.
Analog zum 2. Fall ist A — 7(A) = A — p(A) und 7(A) — A = p(A) — A,
d.h. [A—=7(A)| = |7(A) — Al

4. Fall: €k —A, y€A.

Dann gilt A —7(A)={ce A; 77(c) ek — A} ={c € A; p(c) € k — A} — {a}
= (A= p(A)) — {a} und

T(A)—A={cer—A; 77 c)e A} ={cer—A; p~l(c) € A} — {b}

= (p(A) = A) = {o}.

Wieder folgt |A — 7(A)| = |7(A) — Al

Also gilt in allen vier Féllen 7 € S|a|. Damit ist die Behauptung bewiesen.

Da p,41 € Spay ist, folgt daraus |A — (pp11 7)(A)| = |pn+1 (A =7(A)] = |A—-7(1))
= [7(A) = A] = |pus1 (T(A) = A)| = [(pns1 T)(A) = A|, d.h. 0 = ppi1 7 € S|a)-
Damit ist S|a] = {0 € Sjaj; |A —0o(A)] =|0(A) — Al} = (S{ay, (a,b)) bewiesen.

Es bleibt noch zu zeigen, dass der gleichgewichtige Faststabilisator eine echte Unter-
gruppe des Faststabilisators ist.

Seien dazu zwei abzéhlbare Mengen {x,; n € w} C A und {y,; n € w} C K —A
gewidhlt. Wenn man dann 7 = (... , x4, o3, T2, 1, To, Yo, Y1, Y2, Y3, Y4, - - -) Setzt, so
bildet 7 genau ein Element von A nach x — A und keines von x — A nach A ab.
Also ist m € Sja) — S|a)- O

Wir haben den gleichgewichtigen Faststabilisator nur fiir abzéhlbare Mengen, deren
Komplement die Méachtigkeit x hat, definiert. Fiir andere Teilmengen von x ist dieser
Begriff nicht sinnvoll, denn dann ist die Menge {0 € Sjaj; |A — o(A)| = |o(A) — Al}

nicht multiplikativ abgeschlossen oder bereits die ganze Sym(k).

Proposition 6.18 Sei k eine unendliche Kardinalzahl, S = Sym(k) und A eine Teil-
menge von k.

(i) Wenn |A| abzdhlbar und |k — A| < k ist, dann gilt
{0 € S |A=o(A)|=lo(A) — A|} =S.

(ii) Wenn |A| dberabzihlbar und k — A endlich ist, dann gilt
{J € S |1A=oa(A)|=lo(A) - A|} =5.
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(iii) Wenn |A| dberabzihlbar und k — A unendlich ist, dann ist die Menge
{o € S |A = o(A)| = |o(A) — Al} nicht multiplikativ abgeschlossen und es
gilt <{a € Sy 1A — o(A)] = |o(A) — A|}> N

Beweis: (i) Wenn |A| abzéhlbar und |k — A| < & ist, so muss kK = X gelten und somit
x — A endlich sein. Nach Proposition 6.1 folgt dann Sz = S.
Sei nun 0 € S und o = [] 2z, fiir eine Kardinalzahl g mit u < k die Zerlegung von o

VEN
in elementfremde Zyklen.

Da k — A endlich ist, treten in diesen Zyklen nur an endlich vielen Stellen Elemente
von k — A auf. Man sieht leicht, dass ein Zyklus, bei dem an endlich vielen Stellen
Elemente von x — A und sonst (an endlich oder unendlich vielen Stellen) Elemente von
A stehen, genauso viele Elemente von A nach k — A wie Elemente von kK — A nach A
abbildet. Da die Zyklen elementfremd sind, bildet auch die Permutation o gleich viele
Elemente von A nach kK — A wie von kK — A nach A ab. Aus diesen berlegungen folgt
IA—c(A)|=|cH (A =o(A)]|=]c"1(A) = Al =[{z € k— A; o(z) € A}

=z e ;o) en— A} =A=' (A) = |o(A—01(A))| =|o(A) — Al

Da Sja) = S ist, gilt also S = {0 € Sa); |A —a(A)| = |o(A) — Al}.

(i) folgt analog zu (i).

(i) Sei o € Sja) mit 6 = [A2a(A)] < |A.

Behauptung: Es gilt 0 < |k — Al.

Beweis: Sei 0. B.d. A. § unendlich, denn sonst gilt die Behauptung nach Voraussetzung.
Da A% o(A) = (A—o(A))U(c(A)—A) ist, gilt [A—o(A)| =0 oder |o(A) —A| = 6.
Im ersten Fall folgt 6 = |[A — o(A)| < |k —o(A)| =|o(k — A)| = |k — Al

Im zweiten Fall folgt § = |0(A) — A] < |k — A|.

Damit ist die Behauptung bewiesen.

Es sei v = max{¥,, 0} < |A]. Wir wihlen zwei y-méchtige Mengen {z,; v € v} C A
und {y,; v € v} Ck — A und setzen 7 = [[(z,,y,) = U (zu, v0).

vey vey
Dann gilt Xy < |A — 7(A)] = [7(A) — A| = [A27(A)| = v < |A]. Insbesondere ist
7 € Sia)- Da £ iiberabzihlbar und |[A“ o(A)| = 6 < v ist, kdnnen wir Proposition 6.8
anwenden und es folgt o € (S{a}, m) < <{p € S 1A = p(A)| = [p(A) — A|}>

Da o € Sja) beliebig war, haben wir S = <{p € S [A = p(A)| = |p(A) — A|}>
gezeigt.
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Wie im Beweis von 6.17 sei 7 ein Zyklus unendlicher Lénge, der genau ein Element
von A nach k — A und kein Element von k£ — A nach A abbildet.

Dann ist 7 € Sja) — {p € Sja); |A = p(A)] = |p(A) — Al}.

Also ist die Menge {p € Sja); |A — p(A)] = |p(A) — Al} eine echte Teilmenge der von
ihr erzeugten Gruppe. O

Wenn A eine iiberabzéhlbare Teilmenge von « ist, so ist der Faststabilisator von A das
Produkt des Blockstabilisators von A mit der beschrinkten symmetrischen Gruppe
Sym () (vgl. Bemerkung 6.2). Wenn A abzéhlbar ist, ergibt dieses Produkt dagegen
den gleichgewichtigen Faststabilisator:

Proposition 6.19 Sei x eine unendliche Kardinalzahl, S = Sym(k) und A eine
abzdhlbare Teilmenge von K, wobei |k — A| = K sei.

Dann gilt S|a] = Sgay - Symy, (k).

Insbesondere ist also Symy (k) < S|a.

Beweis: Es seien a € A und b € x — A, dann gilt S|p] = <S{A}, (a, b)> gemaf
Proposition 6.17.

L<“: Es ist <S{A}, (a,b)> < <S{A},SymNO(/i)> = S{ay - Symy, (k).

,>"“: Offensichtlich ist Sgay < S|a). Da jede Transposition aus S in Sja; liegt und
jedes Element der Symy () ein Produkt von endlich vielen Transpositionen ist, gilt
auch Symy, (k) < S|a). O

Als Néchstes beweisen wir, dass der gleichgewichtige Faststabilisator von A zusammen
mit einem unendlichen Zyklus, der genau ein Element von A nach £ — A und kein
Element von k — A nach A abbildet, den Faststabilisator von A erzeugt. Zuvor zeigen

wir einen Hilfssatz iiber solche Permutationen:

Hilfssatz 6.20 Sei r eine unendliche Kardinalzahl, S = Sym(r) und A eine abzihl-
bare Teilmenge von k, wobei |k — A| = Kk sei.
Wenn € Sa) ein Zyklus unendlicher Linge ist, der genau ein Element von A nach

k — A und kein Element von k — A nach A abbildet, dann gilt fir jedes k € w:
|7 (A) — Al = k und A — 78(A) = & sowie 7(A) — A =2 und |A — 77 F(A)] = k.
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Beweis: 7 hat die Form 7 = (... , x4, o3, T2, 1, To, Yo, Y1, Y2, Y3, Y4, - ..) fUr zwei
abzdhlbare Mengen {x,; n € w} C A und {y,; n € w} C Kk — A.
Fiir ein k£ € w gilt dann

™ = ( y L3ks L2ky Thy L05 Yk—15 Y2k—15 Y3k—1, Ydk—1, ) :
(- oo 3y 3k+1, T2k+1y Tht1, L1, Yk—2, Y2k—2, Y3k—2, Yak—2, ) :
(- oo 3 T3k42, T2k+2y Thk4+2, T2, Yk—3, Y2k—3, Y3k—3, Yak—3, ) :
(- co y Tgk—1, T3k—1, T2k—1, LTk—1, Y0, Yk, Y2k, Y3k, )

Folglich ist 7% das Produkt von k elementfremden Zyklen, von denen jeder Zyklus
genau ein Element von A nach x — A und keines von £ — A nach A abbildet, d.h.
|T8(A) — Al = k und A — 78 (A) = 2.

Die Aussage fiir 7% folgt analog. a

Satz 6.21 Sei k eine unendliche Kardinalzahl, S = Sym(k) und A eine abzdihlbare
Teilmenge von Kk, wobei |k — A| = Kk sei.

Sei m € Sia) ein Zyklus unendlicher Linge, der genau ein Element von A nach k — A
und kein Element von k — A nach A abbildet.

Dann gilt Sia) = <SLAJ7 7r> = <S{A}, 7T>.

Beweis: Wir wéhlen vier paarweise disjunkte abzdhlbare Mengen A = {a,; n € w},
B ={by; n€w}, C={cy; n€w}und D = {d,; n € w}, wobei A, C C A und
B, D C k — A gelten soll.

Sei

™ = ( , C5, C4, C3, C2, C1, Cp, d07 d17 d27 d37 d47 d57 )

Behauptung: Fir alle m € w gilt [] (a;, b;) € <S{A}, 7r1>.

<m
Beweis: Zunéchst gilt offensichtlich (ag, by) = (ag, co) (bo, do) (co, do) (bo, do) (ag, co) =
(ao, CO) (bo, do)’f(’l (Cl, 00)71'1_1 (bo, do) (CL(), Co) S <S{A}, 7T1>, da A, C Q A und B, D g k—A

sind. Daraus folgt [] (a:,b:) = ] (a0, a;) (bo, b;) (ao,bo) (bo, bi) (ag,a;) € <S{A}, 7'('1>.
i<m <m

Damit ist die Behauptung bewiesen.

Sei nun o € Sja). Wir zeigen, dass dann o € <S{A}, 7r1> gilt.

Da die Menge A“ o(A) endlich ist, existieren I,m € w mit |A — ¢(A)] = [ und

lo(A) — Al =m.
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1. Fall: [ =m.
Falls dabei [ = m = 0 ist, so gilt 0 € S{ay < <S{A}, 7T1>.
Falls [ = m > 0 ist, setzen wir p = [] (a4, b;).

i<m
Dann gilt A — p(A) = {a;; i <m} und p(A) — A ={b;; i <m}.
Also ist |A — p(A)] = |A —o(A)| = |o(A) — Al = [p(A) — Al und aus Hilfssatz 6.16
zusammen mit obiger Behauptung folgt o € <S{A}, p> < <S{A}, 7r1>.
2. Fall: [ <m.
Wir setzen k = m — [. Falls [ = 0 ist, so sei p = 1, sonst sei p = [[(ay, b;).

i<l

Wie im 1. Fall folgt |A — p(A)| = [p(A) — A| = [ und auBlerdem gilt nach Hilfssatz 6.20
A —7mA) =@ und |7F(A) — A = k.
Da supp(p) Nsupp(nf) C (AU B) N (C U D) = @ ist, folgt damit:
A= (7 p)(A)] = A =7 (A)| + A = p(A)| =1 =]A = o(A)[ und
(5 p)(A) — Al = [7h(A) — A] + [p(A) — Al = k+1 = m = [o(A) — Al.
Also gilt mit Hilfssatz 6.16 und obiger Behauptung o € <S{A}, ik p> < <S{A}, 7r1>.
3. Fall: [ > m.
Wir setzen wieder k = m — [. Falls m = 0 ist, sei p = 1, sonst sei p = [] (a;, b;).

<m

Dann folgt o € <S{A}, o p> < <S{A}, 7r1> analog zu Fall 2.
Insgesamt haben wir Sja) < <S{A}, 7r1> gezeigt.

Weil 7,711 € Sjaj und A —m(A) = @ = A —m(A) sowie [7(A) = A] =1 = |7 (A) = A
gilt, existieren nach Hilfssatz 6.16 Permutationen 7y, 75 € S{ay mit m = 7 7 7. Damit
folgt Sja) < <S{A}, 7r1> = <S{A}, 7r> < <SLAJ7 7T> < Sja) und die Proposition ist
bewiesen. O

Der gleichgewichtige Faststabilisator einer abzéhlbaren Menge ist sogar ein Normaltei-

ler des Faststabilisators, wobei die Faktorgruppe unendlich-zyklisch ist:

Proposition 6.22 Sei k eine unendliche Kardinalzahl, S = Sym(k) und A eine
abzdhlbare Teilmenge von K, wobei |k — A| = K sei.

Dann gilt:
() Sia) < 5a)-

(i) Wenn m € Sja) ein Zyklus unendlicher Linge ist, der genau ein Element von A

nach k — A und kein Element von k — A nach A abbildet, so ist

Sia)/Sia) = {7"S\ap; k € Z}.
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Dabei gilt firk € Z: 7°Sa) = {0 € Saj; [0(A) = Al — |A —o(A)] = k}.

Insbesondere ist Sa1/S|a) eine unendliche zyklische Gruppe.

Beweis: Wie im Beweis von Satz 6.21 wéhlen wir paarweise disjunkte abzéhlbare
Mengen A = {an; n € w}, B={b,; n € w}, C ={cy; n € w}und D = {d,; n € w},
wobei A, C C A und B, D C k — A gilt, und setzen
T = (..., s Ca4, C3, C2, C1, Co, dy, dy, da, d3, dy, ds, ...) € S
Dann folgt wie dort, dass 7,7y € Stay mit m = 7 ™ 75 exisitieren (x).
Damit gilt dann auch Sja) = <S{A}, 7r> = <S{A}, 7r1>.
Dagegen ist S|a| = <S{A}, (ao, b0)> geméafl Proposition 6.17.
(i) 1. Behauptung: Sei 7 € Sym(A) und k € Z. Dann gilt 7, % 7 7F € S|aj-
Beweis: O.B.d. A. sei k # 0, da sonst die Behauptung offensichtlich ist.
Wir betrachten die Zerlegung von 7 in elementfremde Zyklen. Dann entsteht 7, " 7 7%

dadurch, dass man in jedem Zyklus von 7 die Eintréige durch ihr Bild unter 77" ersetzt.

1. Fall: &> 0.
Da 7 € Sym(A) ist, sind alle Eintrage Elemente von A. Folglich sind auch deren
Bilder unter 7;* Elemente von A. Also gilt supp(m;* 7 7%) € A und damit

m " Tl € Sym(A) < Sja.

2. Fall: k£ <0.
Dann bildet 7;* nur endliche viele Elemente von A nach x — A ab. Also treten
in den Zyklen von 7% 7 7% an endlich vielen Stellen Elemente von x — A und
sonst Elemente von A auf. Man sieht leicht, dass die Permutation 7;* 7 7% dann
genauso viele Elemente von A nach k — A wie von kK — A nach A abbildet, d. h.
A — (m " 7 7f)(A)] = [(7F 7 7F)(A) — Al Da 7% 77 € Sja ist, gilt damit

T F Tk € Sial
Analog zur 1. Behauptung zeigt man:
2. Behauptung: Sei 7 € Sym(k — A) und k € Z. Dann gilt 77" 7 7f € S|a).
3. Behauptung: Sei p € S|a) und k € Z. Dann ist i prh e NIUNE
Beweis: Da p € S|a) = <S{A}, (ao,b0)> ist, hat p die Form

P = Pn (Clo, bo) Pn—1 .- (ao, bo) P1 (007 bo) £o

fiir ein n € w und p; € Syay fiir i < n.
7" (g, bo) 7 ist wieder eine Transposition, also ist 71" (g, by) 7¥ € S|a| nach Pro-
position 6.19. Fiir jedes i <nist p; = p; 1A - p;](k — A), wobei p; 1A € Sym(A) und
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pil(k—A) € Sym(k — A) gilt. Also folgt aus den ersten beiden Behauptungen, dass
m et =mt pl Amt it pil (k — A) 7t € S gilt.
Insgesamt folgt 7% p ¥ € S|

4. Behauptung: Sei p € S|a) und o € Sja). Dann ist clpoe S|
Beweis: Da o € Sja) = <S{A}, 7T1> ist, hat o die Form

! ! !
O=0mT{" Om_1 ... T 01 T Op

fir ein m € w, [; € Z fiir 1 <4 < m und o; € Say fiir j <m.
Offensichtlich ist 0.} p 0, € S|a; und daraus folgt '™ 0! p 0, 7" € S|a; nach
Behauptung 3. Somit ist o,', 717" 0L p O T 01 € S|a) und so weiter.

SchlieBlich erhilt man o' po € Sa).

Fiir ein o € S[a) ist also o1 S|a] 0 = S|a) und damit ist Teil (i) bewiesen.

(ii) Aus Teil (i) folgt unmittelbar, dass Sjaj/S|a) = {7*S|a); k € Z} gilt.
Insbesondere ist Siaj/S|a; eine unendliche zyklische Gruppe.

5. Behauptung: Fiir alle k € Z ist 7°S|a) = {0 € Sja); |0(A) — A] — |A —o(A)| = k}.
Beweis: ,2%: Sei 0 € Sja) mit [0(A) — Al = |[A —0(A)| = k. Analog zum Beweis von
Satz 6.21 folgt mit Hilfe von Hilfssatz 6.16, dass p € <S{A}, (ao,b0)> = S|a] sowie
p1,p2 € S{ay mit o = py T p po existieren. Mit der Aussage (x) vom Beginn dieses
Beweises gilt dann o = p; (71 7 72)* p po. Da auch py, pa, 71,72 € S|a) und Sja) D S[a
ist, folgt o € WkSLAJ.

,C%: Sei ¥p € mFS|a) filr ein p € S|a) und |7*p(A) — Al — |A = 7*p(A)| =1 € Z. Wie
wir soeben gezeigt haben, ist dann 7%p € 7'S| o, d.h. 77! € S| 5. Nach Hilfssatz 6.20
gilt also k = 1.

Damit ist die Proposition bewiesen. O

6.4 Fall 3: Die Menge A ist abzihlbar

In diesem Abschnitt zeigen wir, dass fiir eine abzdhlbare Teilmenge von x die Konfi-
nalitdt des Faststabilisators gleich der des blockweisen Stabilisators ist. Im Anschluss

daran werden wir die Konfinalitdat der gleichgewichtigen Faststabilisators bestimmen.

Aus Satz 6.21 folgt bereits:
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Korollar 6.23 Sei k eine unendliche Kardinalzahl, S = Sym(k) und A eine abzdhlbare
Teilmenge von Kk, wobei |k — A| = Kk sei.
Dann gilt konf (Sja)) > konf (S{ay).

Beweis: Nach Satz 6.21 existiert eine Permutation 7 € Sja) mit Sja) = <S{A}, 7r>.
Damit folgt die Behauptung aus Proposition 1.9. O

Der Hauptteil des Beweises, dass die beiden Konfinalitdten gleich sind, besteht aus der
Konstruktion einer konfinalen Kette im Faststabilisator der Lénge konf (Sym(w)).

Zur Vorbereitung dienen die folgenden Hilfssétze:

Hilfssatz 6.24 Sei k eine unendliche Kardinalzahl, S = Sym(k) und A eine abzihl-
bare Teilmenge von k, wobei |k — A| = Kk sei.

Ser m € Sja) ein Zyklus unendlicher Léinge, der genau ein Element von A nach k — A
und kein Element von k — A nach A abbildet und D = supp(m) N (k — A).

Dann gilt Symy, (AU D) < {Symy (A), 7).

Beweis: 7 hat die Form © = (... | ¢5, ¢4, c3, Co, ¢1, o, do, di, da, ds, dy, ds, ...),
wobei {¢,; n € w} CAund D ={d,; n € w} C k — A gilt.

Jedes Element der Symy (A U D) ist das Produkt von endlich vielen Transpositionen
aus der Sym(A U D). Es geniigt also zu zeigen, dass (z,y) € (Symy (A), 7) fiir alle
r,y € AU D gilt. Wenn z,y € A gilt, so ist dies klar.

Also sei 0.B.d. A. y € D. Dann existiert ein ¢ € w mit y = d;.

1. Fall: z € A.

Es gilt (z,y) = (x,d;) = (co,x)(co, d;)(co, ) = (co,7) T (ciy1, o) 7V (o, ) €
(Symy, (A), ).

2. Fall: x € D.

Wegen ¢y € A sind nach Fall 2 (co,z) und (co,y) Elemente von (Symy (A), 7) und
somit gilt dies auch fir (z,y) = (co, z)(co, y)(co, ). O

Hilfssatz 6.25 Sei k eine unendliche Kardinalzahl und A eine abzdihlbare Teilmenge

von k, wobei |k — Al = Kk sei. Sei ¥ C k — A eine abzihlbare Menge und
G = Sym(AUX)p = {0 € Sym(AUX); A®o(A) ist endlich}

der Faststabilisator von A in der Sym(A UX) sowie p = konf (Sym(w)).
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Dann ist konf (G) = p und es existiert eine konfinale Kette {H,; v € pu} in G, so dass
gilt:

(i) Fir alle v € pist Sym(A) £ Hy,

(ii) Symy,(A) < H,.

Beweis: AU ist abzihlbar und A ist eine mittelméafige Teilmenge von A U X. Also
ist konf (Sym(A UX)(a}) = konf (Sym(A UX)) geméB Satz 5.3. Nach den Korollaren
6.23 und 6.3 gilt konf (Sym(AUX){a}) < konf (Sym(AUX)(aj) < konf (Sym(AUX)).

Insgesamt folgt also
konf (@) = konf (Sym(A U X)5)) = konf (Sym(A U X)) = konf (Sym(w)) = p.

Wir wihlen nun eine beliebige konfinale Kette {U,,; v e ,u} in G und definieren
= (..., 5 c4 C3, C2, C1, Cy, do, dq, da, d3, dy, ds, ...), wobei {¢,; n € w} eine
mittelméfBige Teilmenge von A und {d,; n € w} eine mittelméBige Teilmenge von X
ist. Aus Satz 6.21 folgt G = (Sym(A U X)ay, ) = (Sym(A), Sym(X), 7).

1. Fall: Fiir alle v € p gilt Sym(A) £ U,,.

Dann setzen wir H, = U, fiir alle v € p.

2. Fall: Es existiert ein vy € g mit Sym(A) < U,,.

Behauptung: Fir alle v € p ist dann Sym(X) £ U,.

Beweis: Angenommen die Behauptung ist falsch, dann gibt es eine Ordinalzahl v, €
mit Sym(X) < U,,. Also gilt Sym(A) - Sym(X) < Unaxfroun}- Dam € G = |J U, ist,

veEp
existiert ein v, € g mit 7 € U,, und es folgt G = (Sym(A)-Sym(2), ) < Unasx{uo w1 w2}

im Widerspruch dazu, dass dies eine echte Untergruppe von G ist.

Damit ist die Behauptung bewiesen.

Wir setzen {an; n € w} = A —{cp; n € w} und {b,; n € w} =% —{d,; n € w} und
definieren eine Permutation ¢ € Sym(A U X) durch ¢ = [] (an, b,)(cn, d,) und einen

new

inneren Automorphismus durch i, : Sym(AUX) — Sym(AUY), 0 — ¢ o .
Dann gilt i, (Sym(A)) = ¢! Sym(A) ¢ = Sym(p~'(A)) = Sym(Z) und ebenso ist
iy (Sym(X)) = Sym(A).

AuBerdem gilt i,,(7) = 7! und somit i,(G) = i, ((Sym(A), Sym(X), 7)) = G.

Da i, ein Automorphismus ist, folgt schlieflich, dass {i@(Ul,); v e ,u} eine konfinale
Kette in G bildet.
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GemiB obiger Behauptung gilt fiir alle v € p dabei Sym(A) = i, (Sym(X)) £ i, (U,).
Wir setzten H, = i,(U,) fiir alle v € 4 und beenden den zweiten Fall.

Da u = konf (Sym(w)) gilt, ist p eine reguldre und iiberabzidhlbare Kardinalzahl
(vgl. Proposition 1.4 und Satz 1.5). Also ist Symy (A) eine Untergruppe von G' mit
[Symy, (A)| = |[A] = Ro < p = cf(p) (vgl. Felgner [13, Satz 2.1]).

Damit folgt aus Proposition 2.6, dass ein { € p mit Symy (A) < He existiert.

Also ist {H,; £ <v € pn} eine konfinale Kette in G mit den Eigenschaften (i) und (ii)

und der Hilfssatz ist bewiesen. O

Hilfssatz 6.26 Sei r eine unendliche Kardinalzahl, S = Sym(k) und A eine abzihl-
bare Teilmenge von k, wobei |k — A| = Kk sei.

Sei m € Sia) ein Zyklus unendlicher Linge, der genau ein Element von A nach k — A
und kein Element von k — A nach A abbildet, sowie p = konf (Sym(w)).

Dann ezistiert eine konfinale Kette {U,; v € p} in der Sym(A) mit Symy (A) < Uy
und der Eigenschaft, dass {<U,,, 7r>; v e ,u} eine konfinale Kette in <Sym(A), 7T> 1st.

Beweis: Sei wieder m = (..., ¢s, ¢4, c3, C2, 1, Co, do, dy, da, d3, dg, ds, ...) fir zwei
Mengen {¢,; n € w} CAund D ={d,; n € w} C k- A.

Dann ist D eine abzdhlbare Teilmenge von £ — A und wir setzen G = Sym(A U D).
Gemafl Hilfssatz 6.25 existiert folglich eine konfinale Kette {HV; v E ,u} in G mit
Symy, (A) < Hy und Sym(A) £ H, fiir alle v € p. (%)

Es ist Sym(A) = Sym(A) NG = Sym(A)n U H, = U (H, N Sym(A)).

vep VEN
Fiir alle v € p setzen wir U, = H, N Sym(A). Dann ist U, eine echte Untergruppe der

Sym(A). Denn angenommen fiir ein v € p ist U, = Sym(A), dann gilt Sym(A) < H,
im Widerspruch zu (x).

Somit folgt, dass {U,; v € u} eine konfinale Kette in der Sym(A) mit der Eigenschaft
Symy, (A) < HoN Sym(A) = Uy bildet.

AuBerdem gilt (Sym(A), 7) = ( U U,, 7) = U (U,, 7), da die {U,; v € pu} eine

vep VEN
aufsteigend—geordnete Kette bilden.

Es bleibt noch zu zeigen, dass <U,,, 7r> fiir jedes v € u eine echte Untergruppe von
(Sym(A), 7) ist. Dazu nehmen wir an, dass ein v € p mit (U,, ) = (Sym(A), 7)

existiert. Da m € G = |J H, ist, gibt es dann ein £ € p mit 7 € He. Es folgt
VEW

Sym(A) < <Sym(A), 7r> = <UV, 7r> = <Hy N Sym(A), 7T> < <Hy, 7T> < Hpax{r,e) Im
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Widerspruch zu (x). Damit ist der Hilfssatz bewiesen. O

Satz 6.27 Sei k eine unendliche Kardinalzahl, S = Sym(k) und A eine abzdihlbare
Teilmenge von k, wobei |k — A| = Kk sei.
Dann gilt konf (S}a)) = konf (S{ay).

Beweis: Geméf Korollar 6.23 gilt konf (Sja)) > konf (Sgay).
Weil |k — A| = & ist, folgt konf (S{a}) = min {konf (Sym(A)), konf (5)} aus Satz 5.3.
In Korollar 6.3 wurde bereits konf (Sja)) < konf (S) gezeigt.
Also bleibt zu zeigen:
konf (S(a)) < konf (Sym(A)).

Wir setzen p = konf (Sym(A)) = konf (Sym(w)).

Seien C' = {c,; n € w} CAund D ={d,; n € w} C k — A zwel abzidhlbare Mengen
und ™= (..., ¢5, ¢4, €3, C2, €1, Co, do, di, da, d3, dy, ds, ...) € Sja).

Dann existiert nach Hilfssatz 6.26 eine konfinale Kette {Ul,; S u} in der Sym(A)
mit Symy, (A) < Uy, wobei {(U,, 7); v € u} eine konfinale Kette in (Sym(A), )
bildet. ()

Mit Satz 6.21 folgt

Sa; = {(Siay, m) = (Sym(A), Sym(k — A), 7)
= < U(U,,, ), Sym(k — A)> = U (U,, 7, Sym(k — A)).

vep vep

Dabei ist {<U,,, 7, Sym(k — A)>; vE u} eine aufsteigend—geordnete Kette von Unter-

gruppen von S(a). Es bleibt zu zeigen, dass dies echte Untergruppen sind.
Fiir den Rest des Beweises sei dazu v € p fest gewéhlt.

1. Behauptung: Es existiert eine Permutation o € Sym(A) — (U, ) - Symy, ().
Beweis: Angenommen eine solche Permutation existiert nicht. Dann ist Sym(A) und
damit auch (Sym(A), 7) eine Untergruppe von (U, ) - Symy, (k).

Sei nun o € (Sym(A), 7). Dann existieren p € (U,, 7) und 7 € Symy, (k) mit o = p-7.
Da U, < Sym(A) ist, gilt 7 = p~' - 0 € (Sym(A), 7) < Sym(A U D). Mit Hilfssatz
6.24 folgt T € Symy, (AU D) < (Symy, (A), ).

Doch nach (1) ist Symy, (A) < Up und somit 7 € (Up, 7) < (U,, 7).
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Alsoist o =p-7 € <U,,, 7T>. Da o jedoch ein beliebiges Element von <Sym(A), 7r> war,
gilt dann <Sym(A), 7r> < <U,,, 7T> im Widerspruch dazu, dass dies echte Untergruppen
von (Sym(A), 7) sind.

Damit haben wir die 1. Behauptung bewiesen und wéhlen nun eine Permutation
o € Sym(A) — (U, m) - Symy, (k) (1).

Im Folgenden wird gezeigt, dass o kein Element von <UV, 7, Sym(k — A)> sein kann.

Da o ein Element von S, ist, haben wir dann den Satz bewiesen.

Wir nehmen an, dass o € (U,, 7, Sym(x — A)) gilt.

Dann kann man o wie folgt darstellen

n2 ni

J:pk+1.7rnk+1.pk.ﬂ'nk.”‘.p2.ﬂ' “pL-T “ Po

fireink cw, n; € Zfir 1 <i<k+1undp;, € U,USym(kx —A) fiir j <k + 1.
(Dabei kann p; = 1 oder n; = 0 sein.)

2. Behauptung: Es existiert ein i € {1,...,k 4+ 1} mit n; # 0.

Beweis: Angenommen dies gilt nicht, dann ist o € <Ul,, Sym(k — > N Sym(A).

Da U, < Sym(A) gilt, haben die Elemente von U, und die von Sym(x — A) disjunkte
Trager und kommutieren somit. Also ist <Ul,, Sym(k — > U, -Sym(k — A) und es
existieren 7 € U, und 7 € Sym(k — A) mit ¢ = 7 - 75. Da ¢ und 7 Elemente von
Sym(A) sind, folgt 7 € Sym(A) N Sym(k — A) = {1}. Damit gilt aber ¢ =7, € U, im
Widerspruch zur Wahl von ¢ und auch die 2. Behauptung ist bewiesen.

Man kann o folgendermafien schreiben

Ngr1+nNg+ng—1+...+n1+no ng+ng_1+...+n1+ng)

. ﬂ-_(

O = prp1c T © pr
. Wnk—&—nk,l—s—...—&—nl—&—no . ﬂ_—(nk,l—l-...—l—nl—l—no) . ﬂ_ng—i-ng—l-nl . ﬂ,—(ng—&—nl)
no+ni —n1 ni
P2 T " T P T o
_ ok =l k . . —la | . ola
= pPp+1 * T T cee e (m po - T

(T 7Tl) Po,

wobei l; = > n; € Z fir 1 <i<k+1 gesetzt wird.
j=1

3. Behauptung: Es gilt l11 = 0.
Beweis: Sei 7 =7 pp e w72 py w2 Tl )l
Dabei ist p; € U, USym(kx — A) C S|a) fiir alle 1 <4 < k und 7 € Sa.
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Da S| a| nach Proposition 6.22 ein Normalteiler von S|, ist, gilt byl € S| fiir alle
1 <i <k, damit ist 7 € S|a). Weil 0 = pjq 7+1 7 pg ist und auch o, po, pri1 € S|
sind, folgt wl+1 € S|aj- Also muss l4; = 0 sein. Denn nach Hilfssatz 6.20 gilt sonst
|A — w1 (A)] # |rl+1(A) — Al. Somit ist die 3. Behauptung bewiesen.

Sei m = max{|l;|; 1 <1i < k}.
4. Behauptung: Sei 1 < i < k.

(i) Wenn p; € U, ist, so gilt supp(7 " p; 7)) N (k — A) C {dy, ..., dpn-1}.

(ii)) Wenn p; € Sym(x — A) ist, so gilt supp(ﬂ_li i Wli) NAC{co,...,Cm1}

Beweis: Zu (i): Wir betrachten die Zerlegung von p; in elementfremde Zyklen. Dann
entsteht 7% p; 7 dadurch, dass man in jedem Zyklus aus der Zerlegung von p; die

l

Eintrage durch ihr Bild unter 77" ersetzt.

1. Fall: {; > 0.
Da p; € Sym(A) ist, sind alle Eintrédge Elemente von A. Folglich sind auch deren
Bilder unter 77" Elemente von A, d.h. supp (ﬂ_li Pi ﬂli) CA.
Also gilt supp (7~ p; 7)) N (k — A) = @.

2. Fall: [; <0.
Dann bildet 77" genau die Elemente {cq, c1, ..., ¢, -1} von A nach k—A ab. Also
werden in der Zyklenzerlegung von p; diese Eintrége durch {dj,|—1, dj,|—2, .., do}
ersetzt, sofern sie iiberhaupt vorkommen (vgl. Hilfssatz 6.20). Alle anderen Ein-
trage bleiben fest oder werden durch andere Elemente von A ersetzt.
Es folgt supp (7" p; 7'1) C AU {do, ..., d, -1} und somit gilt
supp (77" p; 7)) N (k — A) C {do, ..., dy -1} C {do, ..., dmn-1}.

Die Aussage (ii) folgt analog.
Also ist die 4. Behauptung bewiesen.

Wenn wir nun benachbarte Elemente von <UV, 7T> und von <Sym(/i — A), 7T> zusam-

menfassen, so erhélt man mit den Behauptungen 3 und 4 die Darstellung
O=@s Ps-... Pa-Pa- @11 oo

fiir ein s € w, wobei p; € <UV, 7r>, v € <Sym(/<: — A), 7r>, supp(p;) N (k — A) C
{do,...,dm—1} und supp(e;) N A C {cq,...,cm1} ist (fiir 0 <7 < s).
(Dabei ist 19 = 1 oder ¢, = 1 moglich.)
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0
Wir setzen ¢ = H ¢; € (U, ).

5. Behauptung: supp(¢ ' o) N A ist endlich.

Beweis: Es sei

Y o= {007"'7cm71} U ()061({007'"7Cm71)d07"'>dm71})
U(901Q00)_1<{Co,...,Cm_l,do,...,dm_l}) U ...
U(g&s_l...(plgﬁ())_l({C(),...,Cm_l,d(),...,dm_l}).

Sei z € A — X, Dann gilt:
o Yp(x) =z, dennesist x € A—{co,...,cpn_1} und supp(o)NA C {co,...,Cm-1}

® (o Yo)(w) = po(x) € A —{co,...,cm-1}, denn es ist z ¢ 900_1({00, e 7Cm71})-
Wenn dabei ¢g(x) € £ — A wire, so wiirde z € supp(py) gelten. Also wire
wo(x) € supp(po) N (k — A) C {dp,...,dn_1} und damit = € ¥ im Widerspruch

zur Annahme.

o (11 o o)(x) = 1 (gpo(:c)) = @o(x), denn es ist po(x) € A —{co,...,Cm_1} und
supp(¢1) N A C{co, ..., Cm-1}

o (V11 p0t0)(x) = (p100)(z) € A—{co, ..., Cm—1}, denn wir haben angenommen,

dass = & (o1 v0) ({0, cmo1}) gilt. Wenn (¢ o)(z) € £ — A wire, so
wére z € supp(y1 o). Somit wire dann (¢1 po)(z) € supp(e1 po) N (k — A) C
(supp(p1) N (k — A)) U (supp(po) N (k — A)) C {do, ..., dp—1} und damit z € 2.

e Wenn man dies iteriert, so folgt
(s s P51 Vs—1 - @292 01 P10 P0) () = (Ps Ps—1 - - - P2 1 o) ().
Damit haben wir gezeigt, dass fiir alle z € A—X gilt o(z) = p(z), d. h. (¢ ' o) (z) = =.
Also ist supp(¢to)NA C 3.

Da ¥ eine endliche Teilmenge von k ist, ist die 5. Behauptung bewiesen.

Es gilt supp(¢) N (k—A) C (L_fJosupp(soi)) N (k—A)= U (supp(gi) N (k= A)) C

{do,...,dmn-1}. Weil 0 € Sym(A) und damit supp(c) N (/izioA) = @ ist, folgt daraus
supp(¢p ' o) N (k= A) C (supp(p) U supp(a)) N (k — A)
= (supp(p) N (k — A)) U (supp(o) N (1 — A))
Q {d(), . 7dm—1}
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Insgesamt ergibt sich, dass supp(¢ ™ o) = (supp(¢ ' 0)NA) U (supp(¢ ' o) N(k—A))

1

eine endliche Menge ist. Also gilt ™" o € Symy, (). Doch wegen ¢ € <Ul,, 7r> ist damit

o € (U,, ) - Symy, (k) im Widerspruch zur Wahl von o (vgl. (f)).

Also ist die Annahme o € (U,, 7, Sym(x — A)) falsch und wir haben ein Element aus
Sia) gefunden, das nicht in <UV, 7, Sym(k — A)> liegt.

Damit haben wir gezeigt, dass {<UV, 7, Sym(k — A)>; v e ,u} eine konfinalen Kette
in Sja; bildet. Insbesondere gilt konf (Sja)) < p = konf (Sym(A)) und der Satz ist

bewiesen. O

Damit haben wir die Konfinalitdt des Faststabilisators in allen Fallen bestimmt. Wir
fassen die Ergebnisse aus den Sétzen 6.11, 6.14 und 6.27 zu folgendem Resultat zusam-

men:

Hauptsatz 6.28 Sei k eine unendliche Kardinalzahl, S = Sym(k) und A eine unend-

liche Teilmenge von K, wobei |k — A| = K sei.

(i) Wenn A abzdihlbar oder die Michtigkeit von A eine Nachfolgerkardinalzahl ist,
dann gilt konf (Spa)) = konf (S{a}).

(ii) Wenn die Mdchtigkeit von A eine Limeskardinalzahl ist,
dann gilt konf (Spa)) = cf(|A]).

Gemif Korollar 5.5 hat eine intransitive maximale Untergruppe der Sym(x) immer
diesselbe Konfinalitiat wie die Sym(k) selbst. Aus den Ergebnissen iiber die Konfinalitét
des Faststabilisators folgern wir nun, dass dies fiir transitive maximale Untergruppen
im Allgemeinen nicht gilt.

Nach einem Satz von Ralph Ball ist der Faststabilisator einer unendlichen Teilmenge
A von k eine maximale Untergruppe der Sym(x), falls |A| < & ist (vgl. [3, Theorem
2.2] oder [7, Theorem 4.1]).

Korollar 6.29 Sei k eine unendliche Kardinalzahl, S = Sym(k) und A eine unend-
liche Teilmenge von Kk, wobei die Mdchtigkeit von A eine Limeskardinalzahl und echt
kleiner als k ser.

Dann ist Siay eine maximale Untergruppe von S und es gilt konf (S}a)) < konf (5).

Beweis: Die Maximalitdt von Sja) folgt aus dem erwéhnten Resultat von Ball.
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Nach Satz 6.14 und Satz 1.5 gilt konf (Sa)) = cf(|A]) < |A| < & < konf (5). O

Wenn man GCH annimmt, so gilt sogar, dass jede maximale Untergruppe der Sym(k),
die der Faststabilisator einer unendlichen Teilmenge von k ist, eine echt kleinere Kon-
finalitdt als die Sym(k) hat.

Korollar 6.30 (GCH)

Sei k eine unendliche Kardinalzahl, S = Sym(k) und M eine mazimale Untergruppe
der Sym(k).

Wenn eine unendliche Teilmenge A won k mit M = Sa) existiert, dann gilt
konf (M) < konf (5).

Beweis: Es gilt |k — A| = &, da sonst M = Sa) = S wire (vgl. Hilfssatz 6.1).
Nach einem Resultat von Brazil, Covington, Penttila, Praeger und Woods ist der Fast-
stabilisator einer mittelméfigen Teilmenge von x keine maximale Untergruppe von S

(vgl. [7, Theorem 4.2]). Somit muss |A| < k gelten.

1. Fall: |A] ist eine Nachfolgerzahl oder A ist abzéhlbar.

Dann folgt aus Hauptsatz 6.28, den Sétzen 5.3 und 1.5 sowie GCH

konf (Spa)) = konf (S{a}) = min {konf (Sym(A)), konf (S)} = min {|A]*, KT} =
|A|T < kT = konf (5).

2. Fall: |A| ist eine Limeskardinalzahl.
Dann gilt die Behauptung nach Korollar 6.29 bereits in ZSF + AC. O

Bemerkung: Die Aussage des Korollars 6.30 ist in ZSF + AC nicht beweisbar. Denn
wenn £ eine regulidre unendliche Kardinalzahl und A eine unendliche Teilmenge von &
ist, deren Méchtigkeit eine Nachfolgerkardinalzahl und echt kleiner als k ist, so ist es
gemiB Satz 1.8 konsistent (relativ zu ZSF + AC), dass konf (Sym(A)) > konf (Sym(x))
gilt. Also ist es konsistent, dass der Faststabilisator Sj5) eine maximale Untergruppe
von S = Sym(k) mit konf (Sa)) = konf (S{ay) = min {konf (Sym(A)),konf (5)} =
konf (.5) ist.

Mit Hilfe der in diesem und im letzten Abschnitt gezeigten Resultate kénnen wir auch
die Konfinalitdt des gleichgewichtigen Faststabilisators einer abzéhlbaren Menge be-

stimmen.
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Korollar 6.31 Seik eine unendliche Kardinalzahl, S = Sym(r) und A eine abzihlbare
Teilmenge von k, wobei |k — A| = Kk sei.

Dann gilt konf (S|a)) = konf (Sja)) = konf (Stay).

Beweis: Firac Aundbe r— A gilt Sja) = <S{A}, (a, b)> nach Proposition 6.17.
Damit folgt aus Proposition 1.9 konf (S{A}) < konf (SLAJ>~

Nach Satz 6.21 existiert eine Permutation 7 € Sja] mit Sja) = <SLAJ7 7r>.

Mit Proposition 1.9 und Satz 6.27 folgt konf (S|a]) < konf (Sja]) = konf (Stay). O

6.5 Konfinale Ketten im Faststabilisator

Im letzten Abschnitt dieses Kapitels untersuchen wir die Gestalt kiirzester konfinaler
Ketten im Faststabilisator einer unendlichen Teilmenge A von x. Wir unterscheiden
wieder die Félle, dass die Machtigkeit von A eine Nachfolgerkardinalzahl, eine Limes-
kardinalzahl oder N ist.

Im ersten Fall besteht ein enger Zusammenhang zwischen kiirzesten konfinalen Ketten
im Faststabilisator und solchen im blockweisen Stabilisator, mit deren Gestalt wir uns
in Abschnitt 5.2 beschéftigt haben.

Proposition 6.32 (GCH)
Sei r eine dberabzihlbare Kardinalzahl, S = Sym(k) und A eine Teilmenge von k,

wobei |A| = 0T fiir eine unendliche Kardinalzahl 6 und |k — A| = k sei.
Sei = konf (Sia)) = konf (Sgay) und m € Symy (k) mit [A® 7(A)] = 0.

(i) Wenn {H,; v € n} eine konfinale Kette in Sy ist, dann ist
{Hl, NSiay; v € ,u} eine konfinale Kette in Siay.

Auflerdem existiert ein & € i, so dass fir alle v € p mit & < v gilt
H, = (H, N S(ay, m) = (H, N S(ay) - Symys (k).

(it) Wenn {U,; v € u} eine konfinale Kette in Syay ist, dann ist
{U, - Symgy (k); v € u} eine konfinale Kette in Sy).

Auferdem existiert ein & € p, so dass fir alle v e p mit & < v gilt
U, - Symy: (k) = (U, ).

Beweis: (i) Wir setzen V,, = H, N Say fiir alle v € p.
Geméf Korollar 6.10 gilt Sja) = <S{A}, 7r>.
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Da 7 € S| ist, existiert eine Ordinalzahl n € p mit = € H,.

Fiir alle v € p ist V, eine echte Untergruppe von Sgay. Denn falls V,, = Siay wiire,

so wire S{ay < H, und damit Sjn) = <S{A}, 7T> < Hpaxfvyy im Widerspruch zur

Voraussetzung, dass dies eine echte Untergruppe von Sja ist.

Wegen Siay = (U Hy) NSiay = U Vi, ist {V,; v € u} folglich eine konfinale Kette
vep vEW

in S{A}.

Weil wir GCH vorausgesetzt haben, existiert nach Korollar 5.8 (i) und (ii) ein { € u

mit Symy: (A) - Symgyy (k — A) < V.

Sei &€ = max{n, (}.

1. Behauptung: Fiir alle v € p mit &€ < v gilt (V,, 7) =V, - Symy (k).

Beweis: Offensichtlich ist <VV, 7r> <V, - Symys (k).

Sei o € V, - Symyi(k), d.h. 0 = 0y - 09 fiir o1 € V,, und 09 € Symy, (k).

Dann gilt |A 2 oy(A)| < [supp(os)| < 0 = |A 2 7(A)|.

Falls 0y € Sgay ist, so ist 09 € S{ayNSymy: (k) = Symys (A)-Symy (k—A) < Ve < V.
Falls oy & S{ay ist, so gilt m, 02 € Symy (k) — Sgay und 0% = |A] <k < x*. Also folgt
o9 € <S{A} NSymys (k), 7T> < <V<, 7r> < <VV, 7r> aus Proposition 6.5 in Verbindung mit
Hilfssatz 6.6.

In beiden Féllen gilt 0 =01 - 09 € <V,,, 7T> und die Behauptung ist bewiesen.

2. Behauptung: Fiir alle v € pmit £ < v gilt H, = <V;,, 7T>.

Beuweis: Offensichtlich gilt (V,,, ) < (H,, H,) = H,,.

Sei 0 € H,. Weil H, < Sja] = Sqay - Symy. (k) gilt (vgl. Bemerkung 6.2), existieren
o1 € Say und 0y € Symyy (k) mit 0 = o7 - 09. Nach der ersten Behauptung gilt
09 € <Vl,, 7r> < H,. Also ist auch oy = 0 - 05, ' € H, und somit oy € H, N Siay =V,
Es folgt 0 =01 05 € <Vl,, 7r>.

Damit ist Teil (i) bewiesen.

(i) Wieder folgt aus Korollar 5.8, dass ein ¢ € p mit Symy: (A) - Symyi (k — A) < Ug

existiert.

8. Behauptung: Fiir alle v € p ist U, - Symy. (k) eine echte Untergruppe von Sa).
Beweis: Wir konnen o.B.d. A. {( < v annehmen.

Sei o € Sgay—U,. Angenommen es gilt o € U, -Symy. (x). Dann existieren oy € U, und
0y € Symy+ (k) mit 0 = o1 - 9. Wegen 0,01 € Sgay gilt 02 € Sgay N Symys (k) < U
Damit ist ¢ = 01 - 09 € U, im Widerspruch zur Wahl von o.

Also ist 0 € Sja) — Uy, - Symy+ (k) und die Behauptung ist gezeigt.
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Weil Sja) = Sgay - Symgs (k) = U (U, - Symyy (x)) gilt, bildet {U, - Symys (x); v € p}
vep
eine konfinale Kette in Spa).

Der Rest von Teil (ii) folgt analog zur ersten Behauptung. O

Die obige Behauptung zeigt, welche Gestalt kiirzeste konfinale Ketten im Faststabi-
lisator einer Teilmenge A von s (unter der Annahme von GCH) haben, wenn die
Maéchtigkeit von A eine Nachfolgerkardinalzahl ist. Jedes ihrer Glieder, eventuell ab-
gesehen von einem echten Anfangsabschnitt der Kette, ist das Produkt eines Gliedes
einer kiirzesten konfinalen Kette im blockweisen Stabilisator S{a} mit der Sym(#).

Umgekehrt erhélt man aus jeder kiirzesten konfinalen Kette in Sgay durch Multiplika-
tion ihrer Glieder mit der Sym () eine in Sia).

Die gleichen Ketten bekommt man, wenn man statt dessen das Erzeugnis jedes Gliedes
mit einer Permutation 7 € Sym (), fiir die [A® 7(A)[* = |A[ gilt, bildet.

Wir untersuchen nun den Fall, dass die Méchtigkeit von A eine Limeskardinalzahl ist.
In Proposition 6.12 wurde eine kiirzeste konfinale Kette in Sja) angegeben. Wir zeigen
im Folgenden, dass es im Wesentlichen nur diese Kette gibt. Das ist in dem Sinn
gemeint, dass sie und jede andere kiirzeste konfinale Kette in Sja) sich wechselseitig

ineinander einbetten lassen.

Proposition 6.33 Sei k eine tberabzihlbare Kardinalzahl, S = Sym(k) und A eine
Teilmenge von k, wobei |A| = Ry fiir eine Limesordinalzahl X\ und |k — A| = Kk sei.
Sei p = konf (Sa)) = cf(N), (w; v € ) eine strikt-aufsteigende Folge von Ordinal-
zahlen mit A = |J «,, und die Kette {HV; v e u} wie in Proposition 6.12 definiert.

vep

Sei {U,,; v e ,u} eine konfinale Kette in Sa). Dann gilt:

(1) Fir alle v € p ezistiert ein & € p mit H, < Uk.
(i1) Fir alle v € p existiert ein £ € p mit U, < He.

Beweis: Behauptung: Es existiert ein n € p mit Sgay < U,
Beweis: Angenommen fiir alle v € p ist Siay £ U, d.h. U, N Sgay ist eine echte

Untergruppe von Sgay. Dann folgt wegen Siay = Siaj N Say = U (UV N S{A}), dass
VEN
{U,, NSiay; v € u} eine konfinale Kette in Syay ist. Mit Satz 1.5 und Satz 5.3 gilt

also cf(A) = cf(JA]) < |A| < min {konf (Sym(A)),konf (S)} = konf (Sa}) < p im

Widerspruch zur Voraussetzung.
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Damit ist die Behauptung bewiesen.

(i) Sei nun v € p und eine Permutation © € S mit |A 2 7(A)| = R, < |A| gewiihlt (vgl.
Beweis von Proposition 6.12). Dann gilt (Sgay, 7) = {0 € S; [A%0(A)| <R, } =H,
nach Proposition 6.8. Weil m € S| ist, existiert ein ¢ € p mit 7 € Uy und es folgt
Hy = (Stay, 7) < (Up, Uc) = Unasinc)-

(i) Angenommen es existiert ein vy € p, so dass fiir alle € € p gilt U,,, £ He.

Wenn wir ( = max{n, vy} setzen, so gilt U £ H, fiir alle £ € p. Denn sonst wére ja
Uy < U < He.

Sei ¢ € p. Dann existiert also ein 7 € Ug — H. Insbesondere ist 7 € Sja) mit
A2 T(A)] = Rg, wobei R,, < Rg < Ry = [A[ gilt. Wir wenden wieder Proposition
6.8 an und schliefen He = {0 € S; [A20(A)] < No } < {o € S5; [A20(A)] <Ng} =
(Stay, 7) = (Uy, U) = U

Da & € pu beliebig war, folgt Sja) = |J He < Ue im Widerspruch dazu, dass dies eine

£en
echte Untergruppe von S ist. O

Zum Schluss betrachten wir den Fall, dass A abzéahlbar ist:

Proposition 6.34 (GCH)

Sei k eine unendliche Kardinalzahl, S = Sym(k) und A eine abzihlbare Teilmenge von
K, wobei |k — A| = Kk sei.

Sei 1 = konf (S(a)) = konf (Siay) = konf (S|a)) und {H,; v € u} eine konfinale Kette
in Sia) sowie w ein Zyklus unendlicher Linge, der genau ein Element von A nach k—A
und kein Element von k — A nach A abbildet. Dann gilt:

(i) {HVﬂS{A}; v E ,u} ist eine konfinale Kette in Syay und es existiert ein § € p,
so dass fiir alle v € p mit £ < v qilt H, = <Hy N S¢ay, 7T>.

(i1) {HZ,DSLAJ; v e u} ist eine konfinale Kette in S|a| und es existiert einn € p,
so dass fiir alle v e p mitn <v qlt H, = <Hl, NS|al 7r>.

Beweis: Geméf Satz 6.21 gilt S| = <S{A}, 7r> = <SLAJ7 7r> und nach Voraussetzung
existiert ein n € p mit m € H,).

Wir beweisen zunéchst Teil (ii) und setzen dazu V,, = H, N S|4 fiir alle v € p.

Dies sind echte Untergruppen von S|a). Denn wenn es ein v € p mit V,, = S|a; gébe,

so wire Sja] = <S\_Aj7 7r> < <Hl,, 7T> = Hyax{vyy im Widerspruch zur Voraussetzung.
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Wegen S|a; = | V, bildet {V,,; VE ,u} eine konfinale Kette in S|a.

VEN

1. Behauptung: Fiir alle v € pp mit n < v ist H, = <V,,, 7r>.

Beweis: Offensichtlich gilt <Vl,, 7T> < H,, wenn n < v ist.

Sei nun o € H,. Es gilt H, < S|a] = <SLA Is > SLAJ , da S|a) ein Normalteiler
von Spa) ist (vgl. Proposition 6.22). Somit existieren p € SLAJ und k € Z mit o = p- 7.
Da 0,7 € H, sind, gilt dies auch fiir p. Also ist p € S\a) N H, =V, und folglich
o e <V,,, 7T>.

Damit ist Teil (ii) bewiesen.

(i) Wir setzen U, = H, N Sy fiir alle v € p.

Dann folgt wie oben, dass {U,,; v e u} eine konfinale Kette in S{a) bildet.

Geméif Korollar 5.8 existiert ein ¢ € g mit Symy (A) - Symy (k — A) < U, (%)

Wir wihlen paarweise disjunkte Mengen A = {a,; n € w}, B = {b,; n € w}, C =
{¢n; n € w}und D = {d,; n € w}, wobei A, C C A und B, D C r — A gilt, und
setzen m = (..., ¢5, C4, C3, C2, C1, Co, do, di, da, d3, dy, d, ...).

Weil m,m € Sjajund A —=7(A) = @ = A =7 (A) sowie [1(A) = Al =1 = |m(A) = A
gilt, existieren nach Hilfssatz 6.16 Permutationen 71,75 € Sga) mit m = 7y 7 7o. (1)
AuBlerdem existiert ein v € p mit 7, 7y, (ao, bo) € H,.

Die folgenden Permutationen sind alle Elemente von Syay:

Ty, T2, (@, o), (bo, do), (¢1, ¢o) sowie (ag, a,) und (b, by,) fiir alle n € w.

Da es sich um abzédhlbar viele handelt und {U,,; v E u} eine konfinale Kette in Sqa,
mit cf(y) = p = konf (Sa;) = min {konf (Sym(A)), konf (S)} > R, ist, existiert ein
§ € p, so dass 1, ¢,y < & gilt und U die erwéhnten Permutationen enthilt.

2. Behauptung: Fiir alle v € p mit & < v ist (U, (a0, bo)) = U, - Symy, (k).

Beweis: Sei 0 € U, - Symy (k). Also existieren o1 € U, und o, € Symy (k) mit
0 = 01 - 02. Nach Proposition 6.19 ist Symy (k) < S|a|, folglich existiert ein k € w mit
|A —03(A)] = |o2(A) — Al = k.

Wir setzen p = Hk(a,»,bi) = Hk(ao,ai) (bo, bi) (a0, bo) (bo, bs) (ao,a;) € Symy, (k).

Dann gilt |A — ,;?A)| = |,0(Al)<— Al =k und o9, p € Sja). Nach Hilfssatz 6.16 existieren
damit pi, po € Sga) mit 03 = py p p2. Dabei zeigt der Beweis von Hilfssatz 6.16, dass
p1, p2 € Symy, (k) gewdhlt werden konnen, wenn oy, p € Symy, (x) sind. Somit folgt
o3 € (Stay N Symy, (k), p) < (Sqay N Symy, (k), U, (ag, bo)) < (Ug, (ao,bo)) nach (x).
Also gilt 0 =071 - 09 € <Ul,, Ue, (ao,b0)> = <UV, (ao,b0)>.
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Damit ist U, - Symy, (k) < (U,, (ao,bo)) gezeigt. Die umgekehrte Ungleichung ist of-
fensichtlich.

3. Behauptung: Fiir alle v € pmit £ < wvist V, = <U,,7 (ao, b0)>.

Beweis: Es gilt <Uy, (ao,bo)> < <Hy NSiay, HyN SLAJ> <H,NSa =V,.

Sei nun o € V, < S|a] = Sgay - Symy, (k) (vgl. Proposition 6.19). Dann existieren
o1 € S{ay und 0y € Symy, (k) mit 0 = 0 - 03.

Es folgt 0y = 0-0,' €V, - <U,,, (ao,b0)> < <H,,, (ao,bo)> = <Hl,, H7> = H, gemif Be-
hauptung 2. Also ist o1y € H,NS¢a} = U, und damit o € U, -Symy, (k) = <Ul,, (ap, b0)>.

Damit ist die dritte Behauptung bewiesen.

Es gilt (ao, bo) = (ao, co) (bo, do) m1 (c1,co) 71" (bo, do) (o, co) € (Ug, m1).

Daraus folgt fiir ein v € g mit £ < v aus den ersten beiden Behauptungen und (t):
H, = <V,,, 7r> = <Uy, (ag, bo), 7r> < <UV, Ue, m1, 7T> < <Uy, T, TN, 7'2> < <Uy, 7T>

= (H, N S{ay, m) < (H,, H,) = H,, somit gilt H, = (H, N S{ay, 7).

Damit ist auch Teil (i) bewiesen. 0

Eine kiirzeste konfinale Kette im Faststabilisator einer abzdhlbaren Menge A hat also
(unter der Annahme von GCH) die folgende Gestalt: Ihre Glieder sind das Erzeugnis
der Glieder einer kiirzesten konfinalen Kette im blockweisen Stabilisator (oder der einer
kiirzesten konfinalen Kette im gleichgewichtigen Faststabilisator) mit einem Zyklus
unendlicher Lénge, der ein Element von A nach x — A und keines von k — A nach A
abbildet.

Aufgrund der Erfahrungen beim Beweis von Satz 6.27 vermuten wir, dass man umge-
kehrt nicht aus jeder kiirzesten konfinalen Kette in Siay (oder in S|4 ) auf diese Weise
eine in Sja) erhélt.

Was den gleichgewichtigen Faststabilisator betrifft, so zeigt die néchste Proposition,
dass man aus jeder kiirzesten konfinalen Kette in S{a} durch Multiplikation ihrer Glie-
der mit Symy, (k) eine in S| A erhélt und dass umgekehrt jede kiirzeste konfinale Kette
in S|a|, eventuell abgesehen von einem echten Anfangsabschnitt, von dieser Form ist.
Statt die Glieder mit Symy, () zu multiplizieren, kann man auch ihr Erzeugnis mit einer

Transposition, die ein Element von A und eines von x — A vertauscht, betrachten.

Proposition 6.35 (GCH)
Sei k eine unendliche Kardinalzahl, S = Sym(k) und A eine abzihlbare Teilmenge von
K, wobei |k —A| = Kk sei. Sei p = konf (S{ay) = konf (S|a|) sowica € A undb € k—A.
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(i) Wenn {V,,; vE u} eine konfinale Kette in S|a| ist, dann ist
{Vl, NSay; v € ,u} eine konfinale Kette in Sqa;.

Auferdem ezistiert ein & € p, so dass fir alle v € p mit & < v gilt
Vo, = (Vi N Siays (a,0)) = (V, N Spay) - Symy, (k).

(it) Wenn {U,; v € pu} eine konfinale Kette in Syay ist, dann ist
{U, - Symy, (k); v € u} eine konfinale Kette in S|a).

Auflerdem existiert ein & € i, so dass fir alle v € p mit & < v gilt
U, - Symy, (k) = (U, (a,b)).

Beweis: Die Behauptung kann man analog zu Proposition 6.32 zeigen.

Man benétigt dazu die folgende Aussage:

Behauptung: S|a) N Symy, (k) = (Sgay N Symy, (k), (a,b)).

Beweis: Sei o € S|a) N Symy, (). Dann ist |A —o(A)| = [0(A) = Al =k e w.

Wir wéhlen zwei k-elementige Mengen {a;; i < k} € A und {b;; i < k} C x — A und
setzen p = ,Hk(ai’bi) = Hk(a,ai) (b, b;) (a,b) (b,b;) (a,a;) € {Siay N Symy, (k), (a,b)).
Dann gilt |A — p(A)] = |p(A) — Al = k.

Somit folgt aus Hilfssatz 6.16, dass 71,72 € Stay mit 0 = 71 p 7 existieren. Dabei zeigt
der Beweis von Hilfssatz 6.16, dass 71,72 € Symy, (k) gewéhlt werden kénnen, falls
0, p € Symy, (k) sind. Also folgt o € {(S{ay N Symy, (k), p) < (Siay N Symy, (k), (a,b))
und die Behauptung ist bewiesen. O
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