EIN SCHNELLER FALTUNGSALGORITHMUS FUR
NICHTREFLEKTIERENDE RANDBEDINGUNGEN

DISSERTATION

zur Erlangung des Grades eines Doktors der Naturwissenschaften
der Mathematischen Fakultét
der Eberhard-Karls—Universitat Tiibingen

vorgelegt von
ACHIM SCHADLE

aus Memmingen

JUNI 2002



Tag der miindlichen Qualifikation: 1. August 2002
Dekan: Prof. Dr. Wolfgang Knapp

1. Berichterstatter: Prof. Dr. Christian Lubich

2. Berichterstatter: Prof. Dr. Ralf Hiptmair



Mein Dank gilt meinem Betreuer Prof. Dr. Christian Lubich, den Mit-
arbeitern des Arbeitsbereiches Numerische Mathematik, meinen Eltern
und Prof. Dr. Ralf Hiptmair.






Inhaltsverzeichnis

Einleitung

1 Nichtreflektierende Randbedingungen
1.1 FEindimensionale Schrédingergleichung . . . . . . . . . .. ..
1.1.1 Problemstellung . . . . . . ... ... ... ... ...
1.1.2 Ré&umlich kontinuierlicher Fall . . . . . . . .. .. ..
1.1.3 Ré&umlich diskreter Fall . . . . . . ... .. ... ...
1.2 Zweidimensionale Schrodingergleichung . . . . . . . . . . ..
1.2.1 Problemstellung . . . . . ... ... ... .. .....
1.2.2  Ré&umlich kontinuierlicher Fall . . . . . . . . .. ...
1.2.3 Ré&umlich diskreter Fall . . . . . . .. ... ... ...
1.3 Wellengleichung . . . . . . ... ... ... ..

1.3.1 Nichtreflektierende Randbedingungen fiir die rdumlich
diskretisierte 2D und 3D Wellengleichun . . . . . . .

1.4 Maxwellgleichung . . . . . ... .. .. ... .. .. .....
1.4.1 Raumdiskretisierung . . . . . . ... ... ...
1.4.2 Partielle Sinus- und Cosinustranformationen . . . . .

1.4.3 Herleitung der nichtreflektierenden Randbedingungen



2 Ein schneller Faltungsalgorithmus 41

2.1 Bereits bekannte Ansétze . . . . . .. ... 42
2.1.1 Faltungsquadratur . . . .. . ... .. ... ... ... ... 43
2.2 Lokale Approximation durch diskretisierte Wegintegrale . . . . . . . . 44
2.2.1 Quadraturfehler . . . . . . ... ... 51

2.2.2  Vernachléssigen der weit entfernt liegenden

Singularitdten . . . . .. ... ... L Lo 55

2.3 Reduktion auf gewohnliche Differentialgleichungen . . . . . . . . . .. 59
2.4 Der schnelle Faltungsalgorithmus . . . . . .. ... ... ... .... 61
2.4.1 Der schnelle Faltungsalgorithmus fiir Basis2 . . . .. .. .. 61
2.4.2  Der schnelle Faltungsalgorithmus fiir beliebige Basis . . . . . . 65

3 Stabilitdt und Konvergenz 73
3.1 Schrodingergleichung: Halbstrahl raumlich kontinuierlich . . . . . . . 73
3.1.1 Fehlergleichung . . . . . .. ... ... ... ... ... 74

3.1.2  Stabilitat . . . ... 78

3.1.3 Konvergenz . . . . .. . ... 84

3.2 Schrodingergleichung: Halbstrahl raumlich diskret . . . . . . . . . .. 90
3.2.1 Fehlergleichung . . . . . .. ... ... ... . 91
3.2.2 Stabilitdat . . .. ... 92
3.23 Konvergenz . . . ... ..o 97

3.3 Schrédingergleichung: Zwei nichtreflektierende Réander . . . . . . . . . 99

3.4  Wellengleichung und Maxwellgleichung . . . . . .. .. .. ... ... 103



4 Vollstandige Diskretisierung und numerische Beispiele

4.1 Schrodingergleichung . . . . . . . ... oL

4.1.1

4.1.2

4.1.3

4.1.4

Eindimensionale Schrédingergleichung

— vollstdndige Diskretisierung . . . . . . .. .. .. ... ...
Numerisches Beispiel . . . . . . . .. ... ... ... ...

Zweidimensionale Schrédingergleichung

— vollstdndige Diskretisierung . . . . . . .. . ... ... ...

Numerisches Beispiel . . . . . . ... ... ... ... ...

4.2 Wellengleichung . . . . . .. .. .. ...

4.2.1

4.2.2

4.2.3

4.24

Zweidimensionale Wellengleichung

— vollstdndige Diskretisierung . . . . . . . ... ... ... ..
Numerisches Beispiel . . . . . . . ... .. ... ... .....

Dreidimensionale Wellengleichung

— vollstdndige Diskretisierung . . . . . . . ... ... ... ..

Numerisches Beispiel . . . . . . . ... .. ... ... .....

Literaturverzeichnis

Lebenslauf

105

105

105

108

115

118

120

120

122

125

128

133

137






Einleitung

Fragestellungen, die die Ausbreitung von Wellen betreffen, spielen eine wichtige
Rolle bei der mathematischen Untersuchung physikalischer Probleme. Beispiele sind
die Ausbreitung von Lichtwellen in einem Glasfaserkabel, der Elektronentransport
in einem Halbleiter, die Ausbreitung von Lichtwellen in Fliissigkristallen oder von

einer Antenne abgestrahlte elektromagnetische Wellen.

Die Wellenausbreitung wird meist durch eine partielle Differentialgleichung auf ei-
nem unbeschrénkten Gebiet beschrieben. Dabei ist das Gebiet, auf dem die Losung
interessant ist, meist jedoch sehr klein. So sind die Wellen, die ein Vaporetto auf
dem Canale Grande auslost, in Venedig selbst von Interesse, aber nicht mehr in der
Adria, oder die Funkwellen eines Handys nahe beim Benutzer, aber sicher nicht mehr
in 10 Meter Entfernung. Wie grof§ das interessante Gebiet ist, bleibt dem Anwender

iiberlassen, ist also zunéchst eine willkiirliche Entscheidung.

Das hier vorgestellte Verfahren ist geeignet beispielsweise die zeitabhéngige Max-
wellgleichung in einem Wellenleiter oder Fliissigkristall oder die lineare Schrédinger-
gleichung zu l6sen. So beschreibt die eindimensionale lineare Schrodingergleichung,
aufgefasst als Fresnelgleichung, die Ausbreitung einer Lichtwelle in einem Filmwel-
lenleiter. Der dabei interessante Bereich ist der das Licht leitende Kern, der einen
Knick macht oder auf ein optisches Bauteil trifft. Mit Hilfe der nichtreflektierenden
Randbedingungen fiir die zeitabhéngige Maxwellgleichung in einem Wellenleiter las-
sen sich elektromagnetische Wellen in einem Gehéuse beschreiben, das von Wellen-
leitern ’gespeist’ wird. Hier sind die Wellen in dem Geh&use von Interesse, nicht aber

die in dem Wellenleiter.

Bei der numerischen Berechnung der Losung einer solchen auf einem unbeschrank-
ten Gebiet gegebenen Wellengleichung steht man vor dem Problem, die zu diskre-

tisierende Gleichung in geeigneter Form einzuschridnken, da man nur endlich viele
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Gleichungen 16sen kann.

Nun gibt es dazu mehrere grundlegend verschiedene Moglichkeiten. Sehr vereinfacht
gesagt verwendet die eine Losungsmoglichkeit mit zunehmender Entfernung immer
weniger Diskretisierungspunkte. Diese M6glichkeit wird etwa durch unendliche finite
Elemente genutzt, soll aber in dieser Arbeit nicht dargestellt werden.

Eine andere Moglichkeit ist, das interessierende Gebiet mit einem kiinstlichen Rand
zu begrenzen und fiir diesen Rand Bedingungen zu formulieren, die auftreffende
Wellen durchlassen oder absorbieren, ohne sie zu reflektieren. Diese nichtreflektie-
renden* Randbedingungen sind idealerweise so zu konstruieren, dass die Losung der
neuen Gleichung mit derjenigen der urspriinglichen Gleichung in dem eingegrenzten
Gebiet iibereinstimmt. Fiir die Konstruktion gibt es zwei Vorgehensweisen.

Einmal wird um den kiinstlich eingefithrten Rand eine Schicht gelegt, die eintretende
Wellen sehr schnell dampft. Dabei wird allerdings die urspriingliche partielle Diffe-
rentialgleichung durch eine neue Gleichung ersetzt. Dieses Vorgehen kann sehr effek-
tiv sein und liegt den perfectly matched layers zugrunde, die erstmals von Bérenger
in [6] vorgeschlagen wurden.

Bei der anderen Vorgehensweise, die in dieser Arbeit verfolgt wird, werden ausgehend
von der Losung der partiellen Differentialgleichung im Auflenraum Randbedingun-
gen konstruiert. Die neue eingeschrénkte Gleichung und die urspriingliche Gleichung
sind insoweit dquivalent, als ihre Losungen auf dem beschrinkten Gebiet iiberein-
stimmen. Das Buch von Givoli [10] und die erst kiirzlich erschienen Artikel von
Hagstrom [16] und von Tsynkov [31] geben einen Uberblick iiber diese Vorgehens-
weise.

Fiir Wellengleichungen, die das Huygensche Prinzip erfiillen, gibt es noch eine weite-

re in [27] entwickelte Moglichkeit nichtreflektierende Randbedingungen zu erhalten.

In Kapitel 1 werden wir fiir die lineare Schrodingergleichung, die Wellengleichung
und die Maxwellgleichung nichtreflektierende Randbedingungen herleiten. Dazu wer-
den wir zunéchst von der partiellen Differentialgleichung ausgehend einen geeigneten
kiinstlichen Rand einfiihren, die partielle Differentialgleichung im Auflenraum lsen
und mit Hilfe dieser Losung rdumlich kontinuierliche Randbedingungen erhalten.
Die partielle Differentialgleichung im Innenraum und die Randbedingung muss an-

schlieflend diskretisiert werden. Wie die Ortsdiskretisierungen des Innenraums und

*Anstelle des Begriffs nichtreflektierend (engl. nonreflecting) werden in der Literatur auch die

Begriffe transparent und absorbierend (engl. absorbing) verwendet.
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der Randbedingung zu wihlen sind, damit die diskretisierte Randbedingung und
die Diskretisierung des Innenraumes zusammenpassen, ist nicht klar und die unter-
schiedliche Diskretisierung kann zu Reflektionen am kiinstlichen Rand fiihren.

Diese Reflektionen kénnen vermieden werden, wenn man zuerst das gesamte un-
beschrinkte Gebiet diskretisiert und aus der im Raum diskretisierten Gleichung

nichtreflektierende rdumlich diskrete Randbedingungen herleitet.

Fiir die in dieser Arbeit untersuchten zeitabhéingigen Wellenphdnomene beinhalten
die nichtreflektierenden Randbedingungen charakteristischerweise Faltungen in der
Zeit der Form

/0 f(t —)g(r) dr . (1)

Diese Faltung muss auf einem Gitter ¢ = At,2At,...,T = N;At mit Schrittweite
At berechnet werden. Die Funktionen f und g nehmen hierbei verschiedene Rollen
ein. In den meisten Féllen ist die Laplacetransformierte F' der Funktion f und nicht
der Faltungskern f explizit bekannt. Die Funktion g hingegen wird erst schrittweise
aus den Dirichlet- oder Neumanndaten der Losung am Rand berechnet und ist da-
her zu Beginn unbekannt. Die exakten nichtreflektierenden Randbedingungen sind
also nichtlokal in der Zeit. Auf die Moglichkeit approximierende nichtreflektierende
lokale Randbedingungen herzuleiten gehen wir hier nicht ein, sondern verweisen auf
die Artikel [9, 11].

Eine naive Diskretisierung von (1) mit einer Quadraturformel wére zum einen sehr
ungenau und andererseits miissten sdmtliche Funktionswerte von g gespeichert wer-
den, sodass der Speicheraufwand linear mit der Anzahl der Zeitdiskretisierungs-
schritte N; wéchst. Zudem wéchst der Aufwand zur direkten Auswertung der Fal-
tung quadratisch mit der Anzahl der Zeitdiskretisierungsschritte und wir hétten
noch das Problem die Funktion f auszuwerten, also die inverse Laplacetransforma-

tion zu berechnen.

Zur Losung dieser Probleme entwickeln wir in Kapitel 2 ein neues Verfahren, das nur
Auswertungen von F' benotigt. Zur Berechnung der Faltung bendtigt dieses Verfah-
ren einen Aufwand in der GréBenordung von O(N;log(N;)) und der Speicherbedarf
wiéchst nur logarithmisch mit der Anzahl der Zeitdiskretisierungsschritte. Die grund-
legende Idee dieses schnellen Faltungsalgorithmus ist es, den Faltungskern f lokal
durch eine Summe von Exponentialfunktionen zu approximieren. Dadurch kann die
Faltung (1) als Losung von gewohnlichen Differentialgleichungen aufgefasst werden.

Und anstelle von g in allen Zeitdiskretisierungsschritten miissen nur die Lésungen
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A

Abbildung 1: Parkettierung der (¢,7) Ebene.

bestimmter einfacher Differentialgleichungen gespeichert werden. Die Intervalle, auf
denen f hierbei approximiert wird, werden mit zunehmender Entfernung von der
Diagonalen ¢t — 7 = 0 rasch grofler, wobei die Approximationsgiite gleich bleibt.
Die Aufteilung des Faltungsintegrals fiihrt zu der in Abbildung 1 gezeigten Parket-
tierung der (¢, 7)-Ebene. Die Wahl der Exponentialfunktionen geht auf die inverse

Laplacetransformation zuriick.

Stabilitdt und Konvergenz dieses neuen schnellen Faltungsalgorithmus werden am
Beispiel der linearen homogenen Schrédingergleichung bei Diskretisierung mit einem
A-stabilen Verfahren in Abschnitt 3 gezeigt.

In Kapitel 4 finden sich die vollstdndigen Diskretisierungen und numerische Beispie-
le zur eindimensionalen Schrédingergleichung, zur zweidimensionalen Schrédinger-
und Wellengleichung auf einem unendlich ausgedehnten Streifen und zur dreidimen-

sionalen Wellengleichung auf einem unendlich langen rechteckigen Balken.



Kapitel 1

Nichtreflektierende
Randbedingungen

In diesem Kapitel werden wir nichtreflektierende Randbedingungen fiir einige Glei-
chungen herleiten. Grundsitzlich gibt es fiir die Formulierung zwei Moglichkeiten:
Zum einen als Neumann-nach-Dirichletabbildung (NtD) — hierbei wird die Dirich-
letrandbedingung zur aktuellen Zeit aus den Neumanndaten der Vergangenheit be-
rechnet — und zum anderen als Dirichlet-nach-Neumannabbildung (DtN). Wir wer-
den uns hauptséchlich auf den Fall der Neumann-nach-Dirichletabbildung konzen-

trieren.

Die Herleitung soll sehr ausfiihrlich am einfachsten Beispiel der eindimensionalen
Schrodingergleichung oder Fresnelgleichung vorgefiihrt werden. Es werden kontinu-
ierliche und rdumlich diskrete Randbedingungen hergeleitet. Anschlielend werden
wir nichtreflektierende Randbedingungen fiir die zweidimensionale auf einem unend-
lichen Streifen mit periodischen Randbedingungen gegebene Schrédingergleichung
herleiten.

Dieselbe Technik lésst sich fiir diese speziellen rechteckigen Geometrien auf die zwei-
dimensionale und dreidimensionale Wellengleichung anwenden. Auch hier leiten wir
kontinuierliche und diskrete Randbedingungen her.

Fiir die Maxwellgleichung leiten wir rdumlich diskrete Randbedingungen fiir einen

homogenen rechteckigen Wellenleiter her.

Die Herleitung kontinuierlicher Randbedingungen ist wohlbekannt und kann fiir alle

oben genannten Fille und einige weitere in den Ubersichtsartikeln von Hagstrom [16]
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und Tsynkov [31] und dem Buch von Givoli [10] nachgelesen werden.

Réumlich diskrete Randbedingungen sind sehr viel weniger untersucht worden. Fiir
die eindimensionale Schrodingergleichung wurden mit einer anderen als der hier ver-
wendeten Technik diskrete nichtreflektierende Randbedingungen in [3] hergeleitet,
die zu den hier gegebenen dquivalent sind. Andere diskrete nichtreflektierende Rand-
bedingungen findet man, Ideen von Deakin und Dryden folgend, in [12].

Die diskreten Randbedingungen fiir die zweidimensionale Schrodinger- und Wel-
lengleichung in den periodischen Geometrien erhélt man nach einer Fouriertran-
formation in tangentialer Richtung zum Rand mit derselben Technik, die bei der
eindimensionalen Schrédingergleichung erfolgreich war.

Die Formulierung und die Raumdiskretisierung der Maxwellgleichung ist von Prof.
Dr. Ralf Hiptmair {ibernommen. In der Herleitung diskreter Randbedingungen fiir
die zeitabhéngige Maxwellgleichung stecken einige neue Ideen. Es stellt sich dabei
heraus, dass diese Randbedingungen mit denen der dreidimensionalen Wellenglei-

chung iibereinstimmen.

1.1 Eindimensionale Schrédingergleichung

1.1.1 Problemstellung

Gesucht ist die Losung der zeitabhédngigen rdumlich eindimensionalen Schrédinger-

gleichung, gegeben durch

é@tu(x,t) = Opeu(z,t) + B(z,t,u) — o*u(z, 1)

fir (z,t) e Rx [0,T] ;T >0, (1.1)
u(z,0) = wo(z) firzeR,
lim u(z,t) = 0 firte|0,7].

r—00

Mit 0; und 0,, werden jeweils die partielle Ableitung nach ¢ beziehungsweise die
zweite partielle Ableitung nach x bezeichnet. Nehmen wir an, dass die Lésung nur
fiir z in einem Intervall [—a, a| von Interesse ist und auch nur dort berechnet werden
soll. Weiter soll der Tréager von ug in diesem interessanten Gebiet liegen und es sei
B =0 fiir |x| > a und alle ¢, u. Zusétzlich sei @ € R eine Konstante und [ so, dass

obiges Problem wohlgestellt ist.
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Die Einschrinkung an ug ist stéarker als unbedingt nétig. Es lassen sich auch nicht-
reflektierende Randbedingungen herleiten, falls uy auerhalb des Intervalls [—a, al

konstant ist, siche hierzu [3] und [4].

1.1.2 Raumlich kontinuierlicher Fall

Durch die Aufspaltung von R in einen Innen- und Auflenraum — das Intervall [—a, a]
und sein Kompliment in R — erhélt man eine Aufspaltung von v = v & w. Formal

hat man folgendes gekoppelte System von Gleichungen (1.2) und (1.3).

é@tv(x, t) = Ouov(z,t)+ Bz, t,0) — Po(z,t),
fir (z,t) € [—a,a] x[0,T]; T >0,

(1.2)
v(z,0) = wo(z) firz € [—a,a,
v(ta,t) = w(£a,t) fir0>t>T),
wobei w durch
E.8tw(a:, t) = Opw(x,t) — Pw(z,t),
‘ fir (z,t) € {(—o0, —a] U [a,00)} x [0,T]; T >0,
w(z,0) = 0 firx € {(—o00,—a]Ula,o0)}, (1.3)
:cli_)lglow(a:,t) =0 fir0>t>T,
—ow(x,t)| _,, = Ou(tat) fir0>t>1T,

gegeben ist. 0, bezeichnet hier die nach auflen gerichtete Normalenableitung. Nun
soll die Gleichung (1.3) gelost werden. Eine Laplacetransformation in ¢ von (1.3) mit

der dualen Variablen s ergibt

%SW(.T, s) = OpW(x,s)—a*W(zx,s),
—0,W(x,s)| = 0,V(+a,s),

r==%a

(1.4)

wobei die Laplacetransformation durch
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definiert ist. Existiert die Laplacetransformierte fiir Re(s) > 0, so gilt fiir die inverse

Laplacetransformation

w(t) = L)) = — / ™ exp(st)W(s) ds

21 J oo

Die jeweils in oo verschwindenden Losungen der gewohnlichen Differentialglei-

chung zweiter Ordnung (1.4) sind

1 .
W(z,s) = T exp(—1/ % +a?(x —a))o,V(a,s) firxz>a,
2+«

[

1 .
W(zx,s) = T exp(4/ % +a?(x —a))d,V(—a,s) firz < —a,
2+

[

wobei zu beachten ist, dass
OW (2, 8)|pmq = —0:W (2, 8)|2=q und O, W (x,$)|se—q = 0:W(x,$)|se—q-

Eingesetzt in Gleichung (1.2) wird diese zu

;—i@tv(m, t) = Opv(z,t)+ Bz, t,v) — o?v(x,t)
fir (x,t) € [—a,a] x [0,T] und T >0,
v(z,0) = wue(z) firz € [—a,d, (1.5)

v(£a,t) = /0 El(z’(_—1> (t —1)0,v(xa, ) dr.

)/c+ a2

In obiger Gleichung ist die Randbedingung als Neumann-nach-Dirichletabbildung
gegeben. In Abschnitt 2 wird sich zeigen, dass diese Darstellung der Randbedingung
geeignet ist, das Faltungsintegral mit dem dort vorgestellten Algorithmus zu 16sen.
Wesentlich ist hierbei, dass die Laplacetranformierte Fi,(s) := (is/c + a?)™%/2 des

Faltungskerns fiir |s| — oo gleichméBig gegen Null abfallt.

Alternativ kann man auch die Dirichlet-nach-Neumann Abbildung verwenden:

B,u(+a,t) = /0t£1<_\/m> (t — T)o(a,7) dr, (1.6)
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wobei das Integral als Hadamard Finite Part Integral aufzufassen ist:

/0 t £ (=0 e+ a?) (t - )olka,7) dr
= (i0; + a?) /t E(—M) (t —1)v(La,7)dr. (1.7)

() +
Allerdings ist nach dem oben Ausgefiihrten die Darstellung (1.6) zur Approximation
nicht geeignet. Stattdessen lédsst sich die Darstellung (1.7) verwenden, siehe hierzu
Kapitel 4.

1.1.3 Raumlich diskreter Fall

Anstatt die Gleichung (1.1) aufzuspalten und die Differentialgleichung im Auflen-
raum zu losen, kann man diese zuerst mittels finiter Differenzen in z auf dem unbe-
schriankten Raum diskretisieren und dann aufspalten. Statt die laplacetransformierte
Differentialgleichung fiir W zu 16sen, 16st man dann die entsprechende Differenzen-
gleichung, deren Losung der Einfacheit halber wieder mit W bezeichnet werden soll.
Auf diese Art vermeidet man Reflektionen in der numerischen Lésung von Gleichung
(1.5) am Rand, die durch die Kopplung unterschiedlicher Ortsdiskretisierungen von
kontinuierlichen Randbedingungen und der in = diskretisierten Differentialgleichung

im Inneren entstehen wiirden. Die Differenzengleichung fiir W lautet wie folgt

ESW(fL’, 5) = bpuW(x,s) — a*W(a,s),

(1.8)
6, W(+ta,s) = —6,V(£(a— Azx),s),

wobei
Opzv(x) := é(v(m — Azx) — 2v(z) + v(x + Ax))

der zentrale zweite Differenzenquotient ist und

5, 0(+a) = Aix@(i(a + Az)) - v(+a))

und

6, 1(ka) = Aix@u(i(a — A)) — w(a))

die diskreten Analoga zu den dufleren Normalenableitungen fiir eine Funktion v auf

[—a, a] beziehungsweise eine Funktion w auf (—oo, —a] U [a, 00) sind.
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Das charakteristische Polynom der Differenzengleichung zweiter Ordnung (1.8) ist
durch

x> = (24 (is/c+ a®)Az®)x +1=0

gegeben. Seine Wurzeln sind

2 + (is/c+ a?)Ax® + \/(2 + (is/c + a2)Aa:2)2 —4

X+(s,a) = 5 ) (1.9)

Esist klar, dass x_x. = 1. Sei x_(s, ) diejenige Wurzel, fiir die lim,, o, x_(s,@)" =

0 (|x—(s, )] < 1) fiir Re(s) > 0 gilt, so erhélt man nach analytischer Fortsetzung

der Funktion s — x_(s, ) auf die geschlitzte komplexe Ebene fiir n =0,1...
W(t(a+nAz),s) = Cx_(s,a)".

C lasst sich aus der Randbedingung

C(l — X*(‘Sa a)_l) W(i(aﬂ S) — W<:|:(a — AQ?), 5)
Ax Ax
= 6,V(£(a— Ax),s)

als
Ax
C = —6,V(£(a— Ax),s
T ()Y (Fa = A0)8)
berechnen. Insgesamt erhélt man am Rand
Ax
V(x(a,s) =W(x(a,s) = —— 6,V (£(a — Ax), s).
(la, ) = W((a,5) = T~ (sbV (2o~ Aa).s)

Es sei Az = 2a/M. Setzt man x,, = —a + mAzx fir m = 0,1,...,M — 1, M, so
erhdlt man in Analogie zu (1.5) fiir die wieder mit v bezeichnete in x diskretisierte

Losung folgendes Anfangsrandwertproblem

zﬁtv(xm, t) = OpeV(Tm,t) + B(Tm, t,v) — Pv(x, 1)
c
fir m=1,.... M—1,t€][0,7T],
V(m,0) = wo(xy) firm=0,1...,M,

v(zom,t) = /Ot L‘l(%) (t —1)ov(x1 01, T) dT

(1.10)

— /t falt —T)o,v(T1 0021, T) dT
0
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mit einem wieder mit f,(¢) bezeichneten diskreten Faltungskern. Dessen Laplace-
tranformierte F,(s) := Az/(1 — x4 (s,a)) hat, wie man leicht im folgenden sehen
wird, wieder das gewiinschte Abfallverhalten im Unendlichen.

In Abbildung 1.1 ist das Gitter in z angegeben und die zugehorigen Gitterfunkti-

onswerte sind eingezeichnet.

Wi Wo W_1 W_1 Wo w1
V_1 Vo i . VN_1 VN VN1
R | | -

Abbildung 1.1: Uberlappende Diskretisierung.
Alternativ ist die Dirichlet-nach-Neumann Randbedingung durch

Aix (v(zo,nr:t) = v(@1,0011, 1))
- /ot C_l(l_XAier(.’aU (t — m)v(zom, T) dT

gegeben, wobei das Integral wieder als Hadamard Finite Part Integral aufzufassen

ist.

Beziiglich s hat die Laplacetransformierte des diskreten Neumann-nach-Dirichlet
Faltungskerns zusétzlich zu der mit der Laplacetransformierten des kontinuierlichen
Faltungskerns gemeinsamen Singlaritit in ica? eine Singularitiit in ic(a? + 4/Ax?),

wie man leicht aus folgender Darstellung von F, abliest.
—2c

F.(s) = Aov/is T oa? (W’S ¥ ca? +/is + (a2 + 4/Ax2)>

Dazu folgende Nebenrechnung:

Azx

Fals) = . 5 . 2\ 2
1_ 1+(zs/c+a2)Ax +\/(1+(zs/c+a2)Ax> 1

2 2
Azx

(is/c+a2)A:E2+\/<1+ (is/c+oz2)Ax2)2_1

2 2
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Ax
(z’s/c+a2)Aa:2+\/(is/c+a2)Aa:2\/2+ (is/c + o) Ax?
2 2 2

1.1 Bemerkung. Fiir Az — 0 und festes s konvergiert der diskrete Faltungskern

gegen den kontinuierlichen Faltungskern. Es gilt

—2 —1

—

Azy/is/c+ a2 <\/z's/c—l— a2 4 v/is/c + a2 —|—4/A:U2> Visje+ a2

Die Konvergenz ist nicht gleichméBig fiir Re(s) > 0.

Nun kommen wir zu einer alternativen Herleitung der diskreten nichtreflektierenden
Randbedingung mit Hilfe der zeta-Transformation. Diese Methode wird zur Herlei-
tung der nichtreflektierenden Randbedingung fiir die Maxwellgleichung in Abschnitt

1.4 verwendet und soll hier am einfachsten Fall ausfiihrlich dargestellt werden.

Wir betrachten die bereits in t laplacetransformierte Schrédingergleichung im Au-

Benraum und setzen W,, := W (a + mAz, s)

Wm+1 - 2I/Vm + Wmfl

A2 — a*W,,.
x

1
-sW,, =
c

Fiihren wir nun eine zeta-Transformation in z mit Variablen x, |x| < 1 durch, so
erhalten wir aus der Differenzengleichung (nach Multiplikation mit x™ und Summa-

tion von m = 0 bis co)

0 = Wy —2Wi + Wioy — Ax?(is/c + o)W, ,

0 = > Wipax™ = 32+ Az?(is/c+ ) WX + Y WaoiX™,
m=0 m=0 m=0

X Wy —-W_, = (X_l — (2 + Az?(is/c+ oz2)) + X) Z Wox™

m=0

und nach Multiplikation mit x
Wo—xW_1 = (1—(2+A2%(@is/c+a®) x +x°) Z Wx™.
m=0
Es sind x4+ wie in der ersten Herleitung rdumlich diskreter Randbedingungen Wur-
zeln von 1 — (2 + Az®(is/c+ a?)) x + x* und damit gilt

1— (2+Az®(is/c+a®) x+ x> = (x — x-) <X— Xi) .
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Eine Partialbruchzerlegung liefert

(——x )ZWmX = (X_lL_X_lX_>(WO_XW1)

X—

X =0

= (Z mem -> mem) W
m=0 X= m

=0

—X_ Z m+1 Xm+1W—1 + - Z Xm—i—l m-‘rlw_

= (Z —=X" - Z XTX’”> Wo
X— m=0

=1 > 1 1
- Z —a X" x-W_1 + Z XTXquX— +x-Wo1 — X—WA

m=0 X~ m=0
= 1 = 1 1
= E —x" (Wo — x-W_y) E XX <WO — —W_1> + <x_ — —) W_;.
m=0 X= m=0 X- X-

Die Forderung, dass W,, gegen 0 fiir m — oo geht, ergibt
Wo — X—W—l =0

und damit

Ve = x-Vu-1 =0,

Ve = X-(Var—1 — Vi) + x-Var,

. X—- . . Az VM - VM—l
Vir = 75 (Vi = Vi) = T =~ &,

und ebenso fiir den anderen Rand

Ar Vo—V;

VOZl—)@r Ax

Die inverse Laplacetransformation liefert nun nichtreflektierende Randbedingungen.
Es sind die gleichen Randbedingungen, wie man sie schon durch die Herleitung iiber

das charakteristische Polynom erhalten hat.
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1.2 Zweidimensionale Schrédingergleichung

1.2.1 Problemstellung

Fiir die zweidimensionale Schrédingergleichung beschrinken wir uns hier auf fol-
genden Spezialfall: Wir nehmen an, dass sowohl der Anfangswert ug als auch die
Inhomogenitéit 4 und damit die Losung p periodisch in y sind. Zudem seien ug und
[ in z-Richtung auflerhalb des Intervalls [—a, a] konstant Null.

Gesucht ist die Losung der rdumlich zweidimensionalen Schrédingergleichung

z@tu(x, y,t) = Oueu(z,y,t) + Opu(r,y,t) — u(z,y,t) + B(z,y,t,u)
fiir (z,y,t) € R* x [0,T]; T >0,
u(z,y,0) = wup(w,y) fiir (z,y) € R?, (1.11)
lim u(z,y,t) = 0 firte|0,7T],

r—00

u(z,y+ kp,t) = wu(x,y,t) firk €Z (p periodisch in y)

eingeschriankt auf das Gebiet [—a,a] x [0,p] x [0,7]. Wie im eindimensionalen Fall
ist « eine reelle Konstante. Wir nehmen an, dass 3 alle Bedingungen erfiillt, sodass

das Anfangswertproblem (1.11) wohlgestellt ist.

1.2.2 Raumlich kontinuierlicher Fall

Wie im eindimensionalen Fall lisst sich L?(R?) = L?([—a, a] x R) ® L?((R\[~a, a]) x
R) und entsprechend u = v @ w aufspalten und man erhélt ein gekoppeltes System
von Gleichungen. Die Periodizitédt in y fithrt dazu, dass eine Fouriertransformation
in y ein entkoppeltes System fiir die einzelnen Fourierkoeffizienten liefert. Nach einer
Laplacetranformation der Fourierkoeffizienten erhélt man wie im eindimensionalen
Fall fiir jeden Fourierkoeffizienten im Auflenraum eine gewohnliche Differentialglei-

chung.

Setzt man fiir die Fouriertransformation und die inverse Fouriertransformation

a) = Fw)k) = [ e (<ity>T ) wi) ay.

p
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wly) = FU@)) =Y o) exp (ky%”)

k=—o00

so ergibt sich nach einer Laplacetransformation beziiglich ¢ fiir die Laplacetran-
formierten W von w im AuSenraum fiir jeden Fourierkoeffizienten W (z, k,s) k =

—00, .., eine Differentialgleichung in z

- ) 97\2 . A
%sW(x, k,s) = O0wW(x,k,s)— <k§> W(x,k,s) — o*W(z, k,s),
—0,W (z,k, ) = 9,V (+a,k,s).

r==+a

Mit der Definition )
) < 27r> 5
ap = |k— ) +«
b

erhiilt man wie im eindimensionalen Fall mit o2 anstelle von a? nichtreflektierende
Randbedingungen fiir jeden einzelnen Fourierkoeffizienten. Die Riicktransformation

ergibt

é@tv(x,y,t) = Opev(7,y,t) + Opyv(z,y,t) + B(z,y,t,v) — *v(z,y,1)
fir (z,y,t) € [—a,a] x [0,p] x [0,T) und T > 0,
v(z,y,0) = wo(z,y) fir (z,y) € [~a,a] X [0,p],
v(z,0,t) = v(z,p,t) firze€[—a,alund 0 <t < T,

o0

v(ta,y,t) = ) exp(iyk2r/p) (1.12)
! 1
cf——L -+
/0 ( i(-)/cmg) (E =)
1_1)/0 exp (—ikk2nm/p) O,v(+a, k,7) dedr  fir t € [0,7T].

1.2.3 Raumlich diskreter Fall

Ebenfalls wie im eindimensionalen Fall kann man anstatt die in ¢ laplacetransfor-
mierte und in y fouriertransformierte Differentialgleichung zu lésen auch die Diffe-

renzengleichung fiir W 16sen und vermeidet so Reflektionen am Rand, die dadurch
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entstehen, dass im Auflen- und Innenraum unterschiedliche raumliche Diskretisie-

rungen verwendet werden.

Wahlt man Az = 2a/M und setzt z,, = —a + mAzx fir m = 0,1,..., N, so erhélt

man dhnlich wie in (1.12)

7
Eﬁtv(xm,y,t) = OpV(Tm, Y, t) + 8yyv(xm,y, t)+ B(zm,y, t,v) — « U(:I:m,y,t)
fir m=1,... te 0,17,

(T, y,0) = uo(xm,y) firm=0,...,M,

(1.13)
veowu) = 3 exp(iyk2n/p) / (=) e

k=—o0
1 [P

—/ exp ( mk’27r/p) ( (xops Ky T) —0(T1 001, K, 7)) dk dT .
P Jo

Die Laplacetransformierte des Faltungskerns
A
Fi(s) : s — 0 (1.14)
1—x+(s, o)

hat wie im eindimensionalen Fall zwei Singularititen in ica? und in ic(a? +4/Ax?).

Anstelle einer Fouriertransformation der Differentialgleichung in y, durch die die
zweite Ableitung zu einer Multiplikation mit —(/{;2;”)2 wird, kann man die diskrete
Fouriertransformation auf die durch finite Differenzen in y diskretisierte Gleichung

anwenden. Das ergibt eine Multiplikation mit

exp (ik;Ay%) —2+exp (—ikAy%”)

Ay2
2
- Mn(’f%%’r) C (2sin (kD))
Ay ) T U Ay

Nun setzt man

Sin -
ap = <7AyL ) +a?.

Wir erhalten dann folgendes rdumlich vollstéindig diskretisierte System
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%&U(:L’m,yl,t) = 0320(Tp, Y1, 1) + Oy 0(Tom, Y1, )
+B(Tm, Y1, t,0) — &0(Tm, Y, )
firm=1,....M—1,1=—L/2,....L/2—1, t€[0,T],
(T, Y, 0) = wo(xp,y) firm=0,.... M, l=—-L/2,...,L/2—1

v(zo,N, Y1) = (1.15)
L/2-1 .
2 A

Z exp <zylk—7r) / £_1<—x) (t—r)

P L 0 1 — x4 (s an)
L/2-1

1 2w 2w\ v(Tom, Y5 T) — 0(@1,M-1, Y5, T)
— Z exp (—ij/{?f) AL dr

j=—-L/2

fir y; = Ay und Ay = p/L.

Im néchsten Abschnitt diskutieren wir die Herleitung von nichtreflektierenden Rand-

bedingungen fiir die Wellengleichung.

1.3 Wellengleichung

Fiir die eindimensionale Wellengleichung sind nichtreflektierende Randbedingungen
trivial. Man setzt am Rand einfach 0,v = 9,v. Interessant bleiben die zwei und drei-
dimensionale Wellengleichung. Zunéchst schrinken wir die zuldssigen Geometrien
und die Problemklasse stark ein. Um eine dhnliche Technik wie bei der zweidi-
mensionalen Schrodingergleichung anwenden zu kénnen, setzen wir voraus, dass das
zugrundeliegende Gebiet nur in der x-Richtung unbeschrinkt und in die anderen
Raumrichtungen beschrankt ist. Auf diesem Rand fordern wir entweder periodische
Randbedingungen oder homogene Dirichletrandbedingungen, wie in Abbildung 1.2

eingezeichnet.

Wir werden hier nur rdumlich diskretisierte Randbedingungen herleiten. Kontinu-
ierliche Randbedingungen erhélt man ganz dhnlich wie oben fiir die Schrédingerglei-
chung. Diese kénnen auch in [16] nachgelesen werden. Es soll im folgenden nur die
Herleitung fiir den periodischen Fall erlautert werden. Die Periodizitat der Gleichung
erlaubt eine Fouriertransformation und dadurch erhélt man entkoppelte Gleichun-

gen. Um homogene Dirichletrandbedingungen zu behandeln verwendet man statt
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periodisch oder Dirichlet

transparent

periodisch oder Dirichlet| periodisch _ transparent transparent.

periodisch | o i
oder Dirichlet periadisch oder Dirichlet oder Dirichlet

transparent

periodisch oder Dirichlet

Abbildung 1.2: Spezielle Geometrien.

der Fouriertransformation eine Sinustransformation. Dies wird genauer am Beispiel

der Maxwellgleichung in Abschnitt 1.4 ausgefiihrt.

1.3.1 Nichtreflektierende Randbedingungen fiir die
rdumlich diskretisierte 2D und 3D Wellengleichung

Betrachten wir zuerst die zweidimensionale Wellengleichung fiir u(zx,y, t)

1
= Ontt = Ot + Opyu — B(z,y,t,u), z,yeR, t>0. (1.16)

Hierbei sei die Funktion 8 p-periodisch in y und zusétzlich G(z,y,t,u) = 0 fir
|z| > a und alle y, ¢, u. Auch die Angfangswerte ug, o seien p-periodisch in y und
ihr Trager liege in |z| < a. Damit ist die Losung u ebenfalls p-periodisch in y.
Zur Ortsdiskretisierung verwenden wir finite Differenzen. Setzt man wie bei der

Schrodingergleichung

Oppu(x) := é(u(z — Az) — 2u(x) + u(z + Ax)),

so erhélt man aus (1.16) die im Raum diskretisierte Gleichung
1
= Ot = Oppu + Oyyu — Bz, y,t,u), x=mAx, y=I1Ay,t>0 (1.17)

fiir m, [ € N, wobei fiir die Periode p = LAy mit einer natiirlichen Zahl L gilt. Durch

eine diskrete Fouriertransformation der Lénge L beziiglich y erhélt man aus (1.17)
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im Auflenraum

1. N N ) 2 .
= Oully = Opully — Q3 Mit oy, = A_y sin(mk/L) .

Die Herleitung der nichtreflektierenden Randbedingung erfolgt nun wie im Fall der
Schridingergleichung, indem formal is/c durch s?/c? ersetzt wird. Die nichtreflek-

tierende Randbedingung fiir jede einzelne Fouriermode ist damit
t
e(ka, 1) = / Folt — 7) 6,k((a — Az), 7) dr | (1.18)
0
wobei fi(t) die Funktion ist, deren Laplacetransformierte durch

Azx
F -
k<8) 1- X+(57Oék)

gegeben ist und

d,u(ta) == i(u(i(a + Az)) — u(ta))

gesetzt wird. . (s, ay) ist diejenige Wurzel von
X’ — (24 (s°/F+a;)Ar®)x +1=0, (1.19)

deren Betrag fiir s € R, grofler als 1 ist. Die Funktion F} ist durch die analytische
Fortsetzung auf die geschlitzte komplexe Ebene definiert. Die Schlitze laufen dabei
parallel zur negativen reellen Achse, ausgehend von den auf der imagindren Achse

liegenden Singularitédten von Fj.

Obige Herleitung lasst sich jetzt sehr einfach auf die rdumlich dreidimensionale in y

und z periodische Wellengleichung
1
gattu = 5:Ca:u+6yyu+5zzu_B($ayaz7tau) (120)

iibertragen. Wendet man die zweidimensionale diskrete Fouriertransformation auf
die y- und z-Komponente an, so erhélt man die selben nichtreflektierenden Randbe-
dingungen wie oben fiir die einzelnen Fourierkoeffizienten uy(x,t) mit k = (k, k)

und
2

2 202
= (A—y sin(ﬁky/Ny)) + (E sin(ﬂkz/Nz)>
Die Anzahl der Fourierkoeffizienten in y und z ist hierbei N, und N, sodass die

Lénge der Periode in y-Richtung N, Ay ist und &hnliches fiir die z Koordinate gilt.
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Der Faltungskern Fy(s) ldsst sich wie im Fall der Schrédingergleichung umformen

zu

—2

Fk(s) =

- . (1.21)
D /(5T af (VT a4 6/ + (f + 47007

An dieser Darstellung sieht man, dass Fj sowohl in =icay als auch in

+icy/a? 4+ 4/Ax® Singularititen hat.

1.4 Maxwellgleichung

Wir betrachten hier zwei rechteckige, homogene Wellenleiter €2; und €2 mit perfekt
leitenden Wénden, die iiber einen nichthomogenen, beliebig geformten Bereich (2,

wie in Abbildung 1.3 gezeigt, miteinander verbunden sind.

Y
A

Wellenleiter | Wellenleiter Il

Abbildung 1.3: Zwei miteinander verbundene rechteckige Wellenleiter.

Die zugrundeliegende zeitabhingige elektrische Wellengleichung in den beiden Wel-
lenleitern ist durch
d*u leurl
——— = curlcurlu
dt?
gegeben und muss durch verschwindende tangentiale Komponenten u X n an den

Wiénden des Wellenleiters ergénzt werden.
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1
o 1 1 1
y T
—&
z i - 4 1
- @
X |
1 1
| —1
-1
1 -1
-1
O

Abbildung 1.4: Diskretisierungsstern fiir den curl curl Operator auf einer Kante in
z-Richtung (skaliert mit h?).

1.4.1 Raumdiskretisierung

Betrachten wir nun eine finite Differenzendiskretisierung auf einem regulédren Gitter
G, mit Maschenweite h in einem Wellenleiter, zum Beispiel Q5 := (0, 00) x (0,a) %
(0,b), a,b > 0, mit a = Nyh und b = N,h fiir Ny, N, € N, mit dem in [32] vorge-
stellten Verfahren.

Die Diskretisierungspunkte stimmen mit den Mittelpunkten der Kanten eines re-
gudren Gitters iiberein. In den Abbildungen 1.4 bis 1.6 sind die entsprechenden

Diskretisierungssterne gegeben.

Da offensichtlich zwischen Kanten, die in verschiedene Richtung weisen, unterschie-
den werden muss, fithren wir die folgenden Gitter ein:

G; = ((n+3)h,mh,lh), neNy, me{l,...,N,—1}, le{l,...,N, -1},
Gy = (nh,(m+ 3)h,lh), neNy, me{0,...,N,—1}, le{l,...,N, -1},
G; = (nh,mh,(l+%)h), neNg, me{l,...,N,—1}, 1€ {0,...,N, — 1}.
Mit F{ bezeichnen wir den Raum der reellwertigen Gitterfunktionen auf dem Gitter

Gﬁf. Das diskrete elektrische Feld in 25 kann dann durch Gitterfunktionen auf dem

Raum F), := F? x F} x F} beschrieben werden.
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Abbildung 1.5: Diskretisierungsstern fiir den curl curl Operator auf einer Kante in
z-Richtung (skaliert mit h?).

1
-1 1
S U
O —1 | ! } O -1
_1/’/
® -1 .o
y o .
: ! -1
1
X

Abbildung 1.6: Diskretisierungsstern fiir den curl curl Operator auf einer Kante in
y-Richtung (skaliert mit h?).
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Der diskrete curl curl Operator auf {25 mit homogenen Dirichletrandbedingungen

ist eine lineare Abbildung Cp, : Fj, — Fj: w, = (uf,uj,uj) — Cpu, = (vi, vy, vf),

wobel
]- z x xT zZ,T z xT
i) = — - ((AY7u)(p) + (R u))(p) + (R ui)(p)) , peGE,
h
1 x T X,z Z, z
) = - ((BEu)®)+ (AFTu)p) + (BEui)(p) . peGL,  (122)

1 T,z T 32 x, z z
i) = o5 ((BFPu)E) + B u) ) + (A4 @) | ped;

ist. Bezeichnet man mit e, fiir d € {z,y, z} den Einheitsvektor in Richtung d, so ist
Agzd’f) : FY — FY fir {d, f,9} = {z,y, 2z} eine durch
d7
(A ) (p) =
4uj (p) — uf(p — heq) — uj(p + heq) — uj(p — hey) — uj(p + hey)
fiir p € GY gegebene Abbildung. Ganz &hnlich ist R\ : F¢ — F/ durch

(R i) () = uil(p+ b(ea+e)) —ufl(p + b(ea—ey)) —
—ul(p+2(—estep)) +ul(p+Lh(—es—ey))
fir p € G,{ und {d, f,g} = {z,y, 2z} gegeben.
Eine Laplacetransformation beziiglich ¢ mit dualer Variablen s der rdumlich diskre-

tisierten Maxwellgleichung

dzllh
a2 = —Chuy
ergibt
Sﬁh = (Ch + Sz)ﬁh =0. (123)

Aus dieser Gleichung werden wir nun nichtreflektierende Randbedingungen her-
leiten. Anstelle der Fouriertransformation verwenden wir zum Entkoppeln der
Gleichungen die im n#chsten Abschnitt beschriebenen partiellen Sinus- und Cosi-

nustransformationen.

1.4.2 Partielle Sinus- und Cosinustranformationen

Sei 'y, das in Abbildung 1.7 gezeichnete Gitter in der y-z Ebene zwischen 2 und €.

Es liegen nur Knoten der y- und z-Komponeten auf I';. Diese bilden Untergitter

1
v .= (0,(m+§)h,lh), me{0,...,N,—1},le{1,...,N, — 1},
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Abbildung 1.7: Gitter I'y.

1
DG o= (Omh, I+ k), mefl . N,—1}, Le{0,.... N, - 1}

mit zugehdrigen Réumen von Gitterfunktionen P} und P7.

Setzt man
Y9 (y, 2) := cos(ny) sin(fz) und Z™9 (y, 2) := sin(ny) cos(0z) ,
so gilt
P = Span{qHY("’e)(q), n=mn/a, me{0,...,N, — 1},
0=In/b, le{l,...,N,— 1}, qeTI7},
P = Span{qHZ(”’e)(q), n=mn/a, me{l,...,N, — 1},
0=Ir/b, 1€{0,...,N,—1}, qeI}}.

Abgesehen von Y% und Z9 benstigen wir einen weiteren Satz von Wellenfunk-

tionen
Xm0 (y. 2) := sin(ny) sin(62)

mit n = mn/a fir m € {1,...,N, — 1} und § = In/b fir [ € {1,...,N, — 1}.
Untersuchen wir nun die Wirkung der Differenzenoperatoren auf den speziellen Git-

terfunktionen fiir festes n und 6.
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@y, )= X0y 2)un(z), (2,y,2) € G,
ul(z,y,2) = Y0 (y 2)ou(z), (2,9,2) € GY (1.24)
W@y, 2) = 209y, 2)wn(z), (2,y,2) € G
Mit g (z)(n,0), On(z)(n,0) und wp(x)(n,d) werden hierbei Sinus-Sinus-, Cosinus-

Sinus- und Sinus-Cosinus-Transformationen von u, v und w bezeichnet. Dafiir defi-

nieren wir

Sinus-Sinus-Transformation: SS(u(z,-,))(n,0) = @ (z)(n,0),
Cosinus-Sinus-Transformation: CS(v(z,-,-))(n,0) := o,(z)(n, ),
Sinus-Cosinus-Transformation: SC(w(z,-,-))(n,0) := vx(z)(n,0)

und die entsprechenden inversen Transformationen SS™', CS™' und CS™'. Es ist
hierbei 4y eine Funktion {(n + )h}n ¢N, — R und o, und w, sind Funktionen
{nh},.N, — R, wie in Abbildung 1.8 eingezeichnet.

Up Up Up Up Up, Up,
U, Wh, U, Wh, Up, Wh, Up, W, Up, W, Up, Wy

| % % % % % - x
Abbildung 1.8: Knoten von @y und o, wy, auf der z-Achse.

Mit einfachen Umformungen erh&lt man beispielsweise

RYDul(p) = R (cos(ny) - sin(02)i ()
= cos(n(y + h/2))sin(0z)o,(x + h/2)
—cos(n(y + h/2)) sin(02)0,(x — h/2)
—cos(n(y — h/2))sin(0z)0,(x + h/2)
+ cos(n(y — h/2)) sin(0z)v,(x — h/2)
= (cos(ny) cos(nh/2) — sin(ny) sin(nh/2)) sin(0z) 0, (z + h/2)
— (cos(ny) cos(nh/2) + sin(ny) sin(nh/2)) sin(0z)o,(z + h/2)
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+(cos(ny) cos(nh/2) + sin(ny) sin(nh/2)) sin(0z)0,(z — h/2)
— (cos(ny) cos(nh/2) — sin(ny) sin(nh/2)) sin(02),(z — h/2)
= —2sin(nh/2) sin(ny) sin(0z) (0n(x + h/2) — Op(z — h/2))
und
AYui(p) = A (sinny) sin(02)iin(x))
= 4sin(ny) sin(0z)an(x)
—sin(ny — h) sin(0z)ay(z) — sin(ny) sin(0z + h)a,(z)
—sin(ny + h) sin(0z)ay(z) — sin(ny) sin(6z — h) iy, (z)
)

= 4sin(ny) sin(0z)ap(x
— (sin(ny) cos(nh) — cos(ny) sin(nh)) sin(0z)a(z)
— (sin(ny) cos(nh) + cos(ny) sin(nh)) sm(@z)ﬂh(a:)

(
— (sin(0z) cos(6h) — cos(6z) sin(6h)
— (sin(0z) cos(6h) + cos(6z) sin(6h)
= ((2sin(nh/2))* + (2sin(6h/2))?) sin(ny) sin(0z)u

und &dhnliches fiir die anderen Terme in (1.22), sodass sich insgesamt

>

—~
8

~—

X9 g, X0 . gl
ST ymd.g, [ =] Yo0 .5,
Zm0) @, 7 (n,0) ),

ergibt, wobei die u}, ¥, und @), durch

~/ 2 2\ ~ T T
ay, = (ry +719)ln — T90h 20 — 796 oW,
~/ T~ T 2\~ ~

Up = 7’n5h/zuh + (A}, +719)0n — TyreWs
~/ T~ ~ T 2\~
Wy, = 196 pUn — TTyTn + (A} + 7,

gegeben sind. Hierbei wurden folgende Abkiirzungen verwendet:

2 (1 2 . (1
Ty = 4 sin <§hn) ) To 1= 7 sin <§h9) ,

i) = PEEMREZ Ly e,

(Aifh)(aﬂ = 2/n(w) = ful ;2h) —fulz+ 1) , x=nh, ne€Ny.

Diese Transformationen entsprechen der Fouriertransformation bei der Wellenglei-

chung.
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1.4.3 Herleitung der nichtreflektierenden
Randbedingungen

Damit wird (1.23) zu

(r2 + 15 + %)y, — 0% )50 — 105 oty = 0,
T jtn + (AF + 15 + 8%)0p — ryredy, = 0, (1.25)
790}, lin — ToTyn + (A}, + ri4+ s, = 0.

Ein charakteristisches Polynom zu einem solchen System gibt es nicht. Wie schon bei
der eindimensionalen Schrodingergleichung ist nun die andere verbleibende M6glich-
keit, nichtreflektierende Randbedingungen herzuleiten, eine zeta-Tranformation mit
Variabler x, |x| < 1, auf (1.25) anzuwenden. Das Problem dabei ist, dass die @y, in
Gleichung (1.25) auf dazwischenliegenden Gitterpunkten gegeben sind (vergleiche
Abbildung 1.8) und die transformierte Gleichung dadurch 'unsymmetrisch’ wird.
Statt also die zeta-Transformation direkt anzuwenden, wird sie auf Differenzen von

Uy, angewandt. Setzt man

Ux) = Y (an((n—1/2)h) —an((n+1/2)h))X",
V() = D da(nh)x" wnd W(x) = Y dn(nh)x",

so erhélt man aus (1.25) folgendes Gleichungssytem

(2472 + () — 2 =24+ V() — 2(x ™ =24+ )W (X)

h h
= —TLC(0) — n(—h)) — 5L (xtn(0) — @ (—h)
roU(Xx) — <%X_l — <% +rg+ 82> + %X) V(x) = ryreW(x)

1 (1.26)

= (B(=h) = X5 (0)

1 _ 2 1
00 = eV 00 = (™ = (s 472+ 5) + i W00

= o (i)~ x'n(0))
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Die Losung dieses Gleichungssystem U(x), V(x) und W () ist gegeben durch

B~ 50) el 0]
Ux) = h —1+ ((r2+73 +52)h? 4+ 2)x — x? ’
- —03,(0) + Tp(—h)x
V(X) - —1+ ((7“727 + T‘g + 32)h2 + 2)X — X2 )
—10p,(0) 4+ wp(—h)x
—L+ (2 + 75 + )R+ 2)x — x>

Alle drei Gleichungen sind von der Form

1
On "= P )
% X 1= ((r24r3 4+ s2)h? + 2)x + x? 00
mit einem Polynom P(x) = Py + Pix, dessen Koeffizienten von den Anfangswerten

abhidngen (Anfangswerte der Differentialgleichung in  nach Fourier- und Laplace-

transformation). Eine Aufspaltung ergibt

= 1 1
ZUan = p( -1 _ - )(P0+P1X)
n=0 X-

= p Zx ) (Po+ Pix)
=)

- {:PO (x i; (Xn_xi"> x”“)
= (X (Po ( —n) + P (x_ nll)) X" = Pi(x- — X:1)>

n=0 X= X—

> 1 N 1 n -1
= o[> ot Pi— X2 = (Rt Pox) o ) )" = Pilxe = x2Y)

n=0 -

mit p = (x- — x+)~". Es sind x+ die Wurzeln von 1 — ((r? + 75 + s%)h* + 2)x + x?,
wobei gelten soll, dass |x_| < 1 fiir s € R, und diese Wurzel analytisch auf die
geschlitzte komplexe Ebene fortgesetzt wird. Ein Koeffizientenvergleich ergibt, dass

die Forderung, die Folge der o,, moge fiir n — oo abfallen, dquivalent ist zu
Py + Pix-=0.
Damit erhilt man die nichtreflektierenden Randbedingungen
3n(0) = Bu(—h)x_ = 0.
wp(0) — wa(=h)x- = 0,
un(=h/2) = an(h/2) = —h(rys(0)) + rewn(0)
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und #dquivalent dazu

m(0)(x+ —1) = n(—h) —4(0),
wp(0)(x+ —1) = wWn(—h) —wn(0),

in(—h/2) —in(h/2) = —h(ryin(0)) + rety(0)
oder
~ _ Ou(=h) —on(0)
Uh(o) - X+ . 1 )
- _ Wa(=h) — @(0)
wh(o) - X+ - 1 )
ﬂh(—h/Q) — ﬂ,h<h/2) = —h(?‘nﬁh(O) + T‘gwh(O)) .

Durch eine Riicktransformation erhilt man die folgenden Beziehungen zwischen

Randwerten (Dirichletdaten) und Differenzen von Randwerten (Neumanndaten)

up(h/2,y,2,t) = up(—h/2,y,zt)+
8871 (h(’l“nSS(u%(O, ERE t))(na 0) + TQSS(U/?L(O7 ERS) t))(na 0))) (yv Z) )
ui(0,y,2,t) =

es ([ ol — 7)CS (e =) ) ar) 0,2,
w5 1) =

sc! (/Ot foolt — 7)SC (“Z(_h’ R T)h_ CAURS T)) (,6) dT) (y,2).

Hierbei bezeichnen SS, CS und SC jeweils schnelle Sinus-Sinus, Cosinus-Sinus und

Sinus-Cosinus Transformationen. Die Laplacetranformierte F, ¢(s) der Faltungskerns
fno(t) ist durch
h
X+ —1
2

_ 2 S 2 e (127)
h((r?,+r9+52)+ (r24+r2+52) "7 (r2+r3 4+ s>+ 75) >

Fnﬂ(””) =

gegeben. Gleichung (1.27) macht deutlich, dass Fj ¢(s) sowohl in 4oy mit oy =
iy/r2 415 (k= (m,l) und n = m2n/N,, 0 = 127 /N.) und in +i\/aj + 4/h? Singu-
laritdten besitzt.

Da wir im Inneren des Rechengebietes das Leap-Frog Verfahren verwenden wollen,

sollte auch die Randbedingung explizit sein. Dazu miissen wir den direkten Schritt
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im Faltungsalgorithmus des Kapitels 2 modifizieren. Anstatt Differenzen von Rand-

werten zu interpolieren verwenden wir eine lineare Extrapolation.

Abbildung 1.9: Randschicht.

Am kiinstlichen Rand des Gebietes (durchgezogene Linien in Abbilung 1.9) fithren
wir eine Grenzschicht (gestrichelte Linien) ein. Damit das Leap-Frog Verfahren die
Randwerte (weifle Pfeile) aktualisieren kann, benétigt es die Werte der Grenzschicht

(schwarze Pfeile), die mit dem Faltungsalgorithmus berechnet werden. Genauer ist:

up(h/2,y,z,t + At) = ui(—h/2,y,z,t+ At)

+8S71 (h('rnSS (u%(O, ot 4 At))("r], 0) +

raSS (uj(0,-, -t + At)) (n, 9))) (v,2),
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U%(O, Y, 2, i+ At) = CS_l <¢1CS(U%(—ha 5 t) - uz<07 BN t))(na 6)

Sl (~h 1) — a0, D) (0,6)
_%Cs(u%(—h, ot = At = uf (0, t = A1) (n, 6)

+/0t fno(t+ At — T)CS(u%(—h, e t) —u(0, - ~,t))(77,<9) d7'> (y,2),

/

berechnet mit dem schnellen Faltungsalgorithmus

qu(Oa Y, =, i+ At) = Scil <¢1SC (Ui(—h, 5 t) - ui(()? ERE t))(na 0)

FESC (i~ 1) w30, 1) (1.6)

¢ . 2
—ﬁSC(Uh(_ha ) 'at - At) - uh(oa ) 'at_ At))(n70)

+/0 foo(t+ At —1)SC (ui(—h, ) —up (0, t))(n, 0) d7'> (y, 2) .

J/
-~

berechnet mit dem schnellen Faltungsalgorithmus

Zur Definition von ¢; und ¢ wird auf Kapitel 2 und die Gleichung (2.10) verwiesen.






Kapitel 2
Ein schneller Faltungsalgorithmus

In diesem Kapitel wird ein Algorithmus zur Auswertung der Faltungsintegrale vor-
gestellt. Dieser ist die Grundlage zur Berechnung nichtreflektierender Randbedin-
gungen. Die Grundziige dieses Verfahrens wurden in der Arbeit [24] entwickelt. Hier

soll es genauer analysiert werden.

Die bis jetzt hergeleiteten Laplacetransformierten der Faltungskerne und deren Sin-

gularititen sind noch einmal zusammengefasst in folgender Ubersicht wiedergege-

ben.
diskret kontinuierlich
Schrodinger-

, e —2c Ve
gleichung ——
Faltungskern Azvis +k (\/z's Tk++is+k+ 4c/A:1:2> Vis +k
Singularitdten ik, i(k + 4c/Ax?) ik
Wellen-

Maxwell- —2c2 &
gleichung AzVs? + K2 <\/32 TR+ /s2+ K+ 462/A1,2> V82 + k2
Faltungskern

Singularitdten +ik, +i/k? + 4c2/Ax? +ik

Hierbei hat der Parameter k verschiedene Bedeutungen.
Fiir die Schrodingergleichung ist k im eindimensionalen Fall eine durch die Problem-
stellung gegebene Konstante, k = ca?, vergleiche Abschnitt 1.1, und im zweidimen-

sionalen Fall erhélt man fiir jede der L Fouriermoden eine andere Konstante. So ist
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fiir die k-te Mode fiir die in y kontinuierliche Gleichung k = ¢((k27/p)? + a?) und
fiir die in y-Richtung diskretisierte Gleichung k = ¢((2sin(wk/L)/Ay)? + a?), wobei
eine rechteckige in y-Richtung periodische Geometrie mit Periode p und Ay = p/L
angenommen wird.

Fiir die Wellengleichung ist k im zwei- und dreidimensionalen Fall ebenfalls eine
ganze Schar von Parametern. So ist fiir die k-te Fouriermode im zweidimensio-
nalen Fall wie bei der Schrodingergleichung k = 2csin(kAyn/p)/Ay. Im dreidi-
mensionalen Fall erhilt man fiir die (k,, k,)-te Fouriermode die Konstante k? =
A((2sin(rky,/Ny)/Ay)? + (2sin(rk,/N,)/Az)?).

Fiir die Maxwellgleichung (¢ = 1) ist k fiir die (m, {)-te Sinus-Cosinus- oder Cosinus-
Sinus-Mode gegeben durch k? = (2/hsin(7m/N,))? + (2/hsin(wl/N,))?, wobei h die

Maschenweite der Raumdiskretisierung ist.

Das Problem ist nun die Berechnung der Faltung

/ Flt— )g(r) dt

auf dem Gitter ¢t = 0, At,2A¢t,..., T = N;At mit Schrittweite At. Die Funktionen f
und g nehmen verschiedene Rollen ein. Zur Berechnung von ¢(7) fiir 7 = nAt¢ muss
bereits der Wert des Faltungsintgerals zum Zeitpunkt (n — 1)At bekannt sein. Die
Laplacetransformierte F'(s) des Faltungskerns f(¢) ist a priori bekannt und kann

leicht ausgewertet werden.

In diesem Kapitel wird der Index o beim Faltungskern f und seiner Laplacetrans-

formierten F' weggelassen.

2.1 Bereits bekannte Ansatze

In besonderen Fillen ist F eine rationale Funktion, sodass sich f als Summe von Ex-
ponentialfunktionen schreiben ldsst. Das Faltungsintegral kann dann als schrittweise
Losung von gewodhnlichen eindimensionalen linearen Differentialgleichungen berech-
net werden. Dieses Verfahren wird in den Arbeiten von Grote und Keller [13, 14, 15]

fiir die dreidimensionale Wellengleichung auf einer Kugeloberfliche angewandst.

Ist F' keine rationale Funktion, so kann man um die Faltung zu berechnen eine ge-

eignete Modifikation von F' rational approximieren. Dadurch lasst sich f wieder als
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Summe von Exponentialfunktionen schreiben, sodass das Faltungsintegral schritt-
weise aus den Losungen von Differentialgleichungen berechnet werden kann.

In den Arbeiten von Alpert, Greengard und Hagstrom [1, 2, 16] wird der Faltungs-
kern durch eine least square approrimation approximiert. Eine andere Moglichkeit
ist die Approximation des Faltungskerns durch eine Tschebyscheff-Padé Approxima-
tion. Dieser Ansatz wird in den Arbeiten von Dedner und Sofronov [29, 7] verfolgt.

In beiden Ansétzen wird der Faltungskern global approximiert.

Eine weitere Moglichkeit ist die Approximation der Faltung mittels Faltungsquadra-
tur. Dieses Vorgehen soll im néchsten Abschnitt kurz erlautert werden, da es fiir die
Stabilitdtsanalyse des hier vorgestellten schnellen Faltungsalgorithmus eine wichtige
Rolle spielt.

2.1.1 Faltungsquadratur

Unter Faltungsquadratur versteht man die Approximation von fg f(r)g(t—7)dr fur
t < T durch > >0 Wi g(t—jAt), wobei im allgemeinen nur die Laplacetransformierte
F(s) von f(t) bekannt ist. Die Berechung der Faltungsgewichte erfolgt mit Hilfe der
von Lubich in [23] und [21, 22] entwickelten Ideen. Aquivalent hierzu sind die von
Schmidt [28] fiir den kontinuierlichen Faltungskern und von Arnold [4, 3] fiir den

diskreten Faltungskern der Schrédingergleichung entwickelten Verfahren.

Zur Auswertung der Faltungsquadratur miissen allerdings alle Werte von g¢(jAt)
fiir j = 1,... N, abgespeichert werden. Eine naive Implementierung wiirde hierzu
O(N?) Operationen bendtigen. Dies lésst sich mit dem in [17] entwickelten schnellen
Faltungalgorithmus auf O(N;log(N;)?) reduzieren, allerdings wiichst auch hier die

Anzahl der zu speichernden Werte linear.

Die Quadraturgewichte w; sind als die Koeffezienten der erzeugenden Potenzreihe

Y wil=F (%) (2.1)

J=0

fiir |[¢| < 1 gegeben, wobei §(() die erzeugende Funktion eines A-stabilen Mehr-
schrittverfahrens ist. So ist zum Beispiel fiir die Trapezregel 6(¢) = 2%. Die Qua-
draturgewichte w; lassen sich mit Hilfe der Cauchyschen Integralformel aus (2.1)

berechnen, sieche Abschnitt 7 in [22]
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Das Faltungsintegral der nichtreflektierenden Randbedingung mit der Faltungsqua-
dratur zu approximieren ist vorteilhaft, da man sehr leicht die Stabilitét der Zeitdis-
kretisierung erhélt. Verwendet man zur Berechnung der Faltungsgewichte das gleiche
A-stabile Verfahren, das auch zur Zeitdiskretisierung des Innenraumproblems ver-
wendet wird, so sind die in ¢ semidiskretisierten Gleichungen (1.5) und (1.1) in dem
Sinne dquivalent sind, dass die Losungen der in ¢ diskretisierten Gleichungen auf dem
Intervall [—a, a] tibereinstimmen. Ist nun die Diskretisierung mit dem A-stabilen Ver-
fahren angewandt auf die Gleichung (1.1) stabil, so ist es auch die Diskretisierung
von (1.5).

Ziel der folgenden Abschnitte ist es nun, einen Algorithmus zu beschreiben, dessen
Speicherbedarf nur logarithmisch mit N; wéachst und der nur einen Aufwand von
O(N¢log(Ny)) zur Auswertung der Faltung bendétigt.

2.2 Lokale Approximation durch diskretisierte
Wegintegrale

Statt den Kern f(t) global durch eine Summe von Exponentialfunktionen zu appro-
ximieren geschieht dies hier lokal auf einer Folge schnell wachsender Zeitintervalle
I,, die das Intervall [At, T iiberdecken:

I, = [B*At, (2B" — 1)At] (2.2)

Hierbei ist die Basis B > 1 eine natiirliche Zahl und ¢ = 1,. .., K; mit (2BXt —1) >
N;. Die Approximation von f(t) auf I, erhélt man durch Anwendung der Trapezregel
auf eine Parametrisierung des Wegintegrals zur Berechunung der inversen Laplace-

transformation,

N

1

F(t) = —/ FO)Pd~ Y 0 FOD) N, rel, (2.3)
T, Pt

2mi
wobei I'y eine geeignete, unten nédher beschriebene Kurve in der komplexen Ebene
ist. Die Anzahl der Quadraturpunkte auf I'y, 2N 41, wird unabhéngig von ¢ gew#hlt.
Verglichen mit der Anzahl von Quadraturpunkten, die fiir eine gleichméflige entspre-
chend genaue Approximation des Wegintegrals auf ganz [0, T'| notig wire, ist sie bei

dieser lokalen Approximation sehr viel geringer, siche hierzu Abschnitt 2.2.1.
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Die Approximation des Wegintegrals kann effektiv berechnet werden, da F'(s) hochs-
tens vier Singularitdten auf der imaginédren Achse hat und fiir |s| — oo gleichméBig
gegen Null geht. Daher kann I'; so gewéhlt werden, dass nur kurze Stiicke in und
nahe der rechten Halbebene verlaufen und I'y asymptotisch gegen eine Parallele
der negativen reellen Achse strebt, sodass die Exponentialfunktion entlang solcher
Kurven schnell abfillt.

Zur numerischen Integration in (2.3) wendet man die Trapezregel mit dquidistanter

Schrittweite auf eine Parametrisierung eines Talbotweges an, die durch
s: (—m,m) =T 60+ s(0) =0+ p(fcot(0) + ivh) (2.4)

gegeben ist. Die Wahl dieser Parametrisierung wurde von Talbot in [30] zur Auswer-
tung der Inversen der Laplacetransformierten F'(s) an einer Stelle ¢ vorgeschlagen
und analysiert. In der Arbeit von Rizzardi [26, 25] wird eine Modifikation des Ver-
fahrens von Talbot untersucht, die die gleichzeitige Auswertung von L£(F)~!(¢) fiir

t aus einem Intervall erméglicht.

3
0]
2 i \\’\\x ,
14
A Tz |
prm
2
0
12

_1 - -
_2 - -
_3 L L L L L L L

-40 -35 -30 -25 -20 -15 -10 -5 0 5

Abbildung 2.1: Talbotweg in der komplexen Ebene.

Die Parameter u, v und o werden so gewihlt, dass die Singularitdten von F'(s)

links des Weges liegen, vergleiche Abbildung 2.1. Wegen der zwei wohlbekannten
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Singularitdten im Fall der Schrodingergleichung kann es vorteilhaft sein, statt eines
einzigen “grofilen” Talbotweges bis zu zwei verschobene Talbotwege zu verwenden
um alle Singularitéten von F' zu umschlieen. Gleiches gilt fiir die vier Singularidten
der Wellengleichung, die mit bis zu vier Talbotwegen umschlossen werden.

Es ist

cos(f) sin(f) — 6

/ 0 — .
s (6) sin?() T
und damit
1 x
A= s(0y), i T 9NN /(9J)

in (2.3), wobei §; = jn/N fir j=—N—-1,...,N —1.

Zahlreiche numerische Experimente haben gezeigt, dass folgende Wahl der Parame-
ter giinstig ist, das heifit der Fehler bei der Approximation (2.3) klein wird. Man
setzt a9 = 0, o = 8, 1 := po/((2B* —1)At), vy = 0.6 und 1 := muvp/2. Dadurch ist
1 der Imaginérteil des Schnittpunktes des durch vy, 4 und ¢ = 0 gegebenen Talbot-
weges mit der imaginédren Achse. Der Parameter p héngt nur von ¢ ab, wohingegen

die Parameter v und o von der Lage der Singularitéten des Kerns abhéngen.

Nun fithren wir zwei Bezeichnungen fiir die Singularitdten der Faltungskerne ein:
k =1k
bezeichnet diejenige Singularitéit, die sowohl fiir den kontinuierlichen Faltungskern
als auch fiir den diskreten Kern auftritt und
L= i(k +4c/Az?) (S) oder 1 :=i\/k2 +4c2/Ax? (W)
bezeichnet die nur bei den diskreten Kernen — (S) beim Schriédingergleichungskern

und (W) beim Wellengleichungskern — auftretende Singularitét.

Kommen wir nun zur Wahl des Integrationsweges. Im Fall der Schrédingergleichung
benotigt man, falls man den kontinuierlichen Kern verwendet, nur einen Weg, der
durch die Parameter p, v = 1y und o = k gegeben ist.

Soll der diskrete Kern verwendet werden, so sind je nach Abstand der beiden Sin-
gularitdten bis zu zwei Konturen zu wahlen. Man wéhlt einen aus einer Kontur
bestehenden Weg, falls « — x < 24 ist, und setzt v = 15 % (1 + (¢ — k)/(2¢)) und
0 = (1 + k)/2. Anderenfalls wiahlt man einen aus zwei verschobenen Konturen be-
stehenden Weg gegeben durch v = 1y und o = &, ¢.

Die oben beschriebene Wahl des Integrationsweges I' ergibt den in Abbildung 2.2
gezeigten Pseudocode talbotweg.
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Hierbei bezeichnet s(u,v, o) die durch die Parameter p, v und o gegebene Talbot-

kurve und sd(u,v) die zugehorige Ableitung.

(S, Sd) = talbotweg( ¢, At, Az, K, k, i, B, N, 1o, 1)
Eingabe

¢, At, Az, pg, Vg reelle Skalare

B, K, N natiirliche Skalare

k, . reelle Skalare
Ausgabe

S, Sd Vektoren der Lénge K, deren Eintrige Vektoren der Lénge ein Vielfa-
ches von (2% N — 1) sind

bendétigte Funktionen

s, sd

for /=1,....K

p= po/(At* (2% Bt —1)

=% kg2

if (L —kK)>2x%9
Se = [s(p, vo, k), s(p, vo,t) ]
Sdy = [sd(p, 1), sd(p, o) |

else
Se =[5l + (1+ (0= 1)/ 2 0)), (x+1)/2)]
Sdp = [sd(p, vo * (14 (0 — K)/(2%9)))]

end

end

Abbildung 2.2: Pseudocode zur Wahl des Integrationsweges fiir den diskreten

Schrodingerkern.

Im Fall der Wellengleichung soll hier die Wahl der Talbotkurven bei Verwendung
des diskreten Kernes besprochen werden. Die Laplacetransformierte des Faltungs-
kerns hat insgesammt vier Singularitdten. Je nach Abstand der Singularidten und
abhénging vom Approximationsintervall sind insgesamt vier verschiedene Fille zu

unterscheiden. Siehe hierzu die folgenden Abbildungen 2.3 bis 2.6.
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Abbildung 2.3: Eine Kontur, die alle Singularitdten

umschlief3t.
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Abbildung 2.4: Zwei Konturen, die alle Singularitaten

umschlieflen.
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200

Der

I' wird als

Integrationsweg
die Kurve
'y gewdhlt, die alle
vier Singularititen um-
schlieBt, falls k < ¢ und
Y < (¢ — k)/2 ist. Dazu
w(l + K/¢)

und o = gy gesetzt.

wird v =

Wir wéhlen zwei Kontu-
ren [y und fo, falls k >
und ¢ > (v — K)/2, wo-
bei Ty durch v = (1 +
(t — K)/(2¢)) und o =
(v + x)/2 und Ty durch
v = (1 + (o — 1)/ (29))
und 0 = —(t+k)/2 gege-

~—

ben ist.
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Abbildung 2.5: Drei Talbotwege. Die gestrichelten
Linien zeigen hier I'; und fl.
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Abbildung 2.6: Vier Talbotwege. Die gestrichelten

Linien zeigen hier I'y und T'y.

Wir wihlen einen aus
drei Kurven bestehenden
Integrationsweg I'.

'y umschlieit +x, I'y die
Singularitdt in ¢ und fl
diejenige in —¢, falls Kk <
Y und ¢ > (L — K)/2 ist.
Hierbei ist 'y durch v =
vo(1+¢/9) und o = oy,
I't durch v = v und 0 =
L sowie fl durch v = 1y

und ¢ = —¢ gegeben.

Wir wahlen vier Kurven
Iy, fo, I'y und fl, falls
k> und ¢ < (v —k)/2
ist, wobei I'y durch v =
Vo und o = K, fo durch
v=1vyund o = —k, Iy
durch v = vy und ¢ = ¢
und fl durch v = vy und

0 = —. gegeben ist.
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(S, Sd) = talbotweg(At, K, k,t, B, N, 9, Vo)
Eingabe
dt, o, 1o, Kk, L Teelle Skalare
B, K, N natiirliche Skalare
Ausgabe
S, Sd Vektoren der Lange K, deren Eintrdge Vektoren sind
bendétigte Funktionen
s, sd

* Elementweise Vektormultiplikation

for /=1,... K
w=po/(At* (2% B* —1)
=T pxuy/2
if K<
if v<(t—k)/2
Se=s(p,vo* (1+£/1),0)
Sdy = s(p,vo x (1 + K/1))
else
Se = [s(p, (1 +¢/4),0), s(p, vo,¢) , s(p, 10, —1) ]
Sdy = [sd(p, vo(1 +¢/9)) , sd(u, o), sd(p, o) ]
end

else

> (1= r)/2
[s(p vo(1+(e=£)/2), (t4£.)/2), s(p, (14 (t=K)/2), =(1+£)/2)]
Sdz [sd(p, vo(1+ (0 = #)/2)), sd(p, vo(1 + (e — K)/2))]

else

[S( y Vo, K ) S(M?”Oa _’%) ) S(M?”Oa [/)7 S(M?”Oa _[/)]
Sd@ [S (:u7 VO)v Sd(:u7 yO) ) Sd(:ua VO) ) Sd(,u7 UO)]
end

end

end

Abbildung 2.7: Pseudocode zur Wahl von T fiir den diskreten Wellenkern.
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Die Wahl von T’y ist in dem in Abbildung 2.7 wiedergegebenen Pseudocode zusam-
mengefasst. Dort bezeichnet s(u, v, o) wie schon bei der Schrédingergleichung die
durch die Parameter p, v und o gegebene Talbotkurve und sd(u,v) die Ableitung
mit je 2N — 1 Diskretisierungspunkten.

Bei der Wellengleichung lésst sich aufgrund der Symmetrie der Talbotwege zur re-
ellen Achse und weil fiir den Faltungskern F'(5) = F'(s) gilt die Hélfte der Diskreti-

sierungspunkte auf einer Talbotkontur einsparen.

2.2.1 Quadraturfehler

Der Quadraturfehler, der durch die Approximation der Wegintegrale mit der Trapez-
regel entsteht, fallt exponentiell mit der Anzahl der verwendeten Quadraturpunkte,
siehe hierzu die Arbeiten von Talbot [30] und von Rizzardi [26]. Dort wird gezeigt,

dass der Fehler in der GréBenordnung von
O(N? exp(ciAt* — eV AE*N))

liegt. ¢; und c; sind hierbei positive Konstanten und ¢* bezeichnet den Mittelpunkt

des jeweiligen Approximationsintervalls I,.

10 10
£107 107
5} 3}
2 2
< s
= 10™ B 107
- -
3} )
> >
2 A
= —6 = —6
®10° - 9 K100 N 1
o} ©
— —
10° b g 10° b
107 1 107 1
107° 107 " 10 10° 10° 107 ¢ 10™ 10°

Abbildung 2.8: Relativer Quadraturfehler gegen die Zeit fiir NV = 10 und B = 10
(linkes Bild) und fiir N = 15 und B = 15 (rechtes Bild).

Im Fall des kontinuierlichen Schrodingergleichungskerns erhélt man fiir gy = 8 und

vg = 0.6 den in der Abbildung 2.8 wiedergegebenen Verlauf des relativen Fehlers
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L 60 r\\
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Abbildung 2.9: Quadraturfehler gegen Zeit.

| fapproz(t) — f(t)|/] f(t)|. Dieser ist unabhéngig von k und von c.

Um einen relativen Fehler kleiner als 1- 1072 zu erreichen wihlt man N = 10 und
B = 10 und hat dann zur Uberdeckung des Intervalls [1- 1073, 2] drei schnell gréBer
werdende Intervalle I; = [1-1073,2-107%], I, = [1-1072,2-107 ] und I3 = [1-107, 2].
Soll der relative Fehler kleiner als 2 - 107% sein, so kann man beispielsweise N = 15
und B = 5 wihlen und benétigt dann zur Uberdeckung des Intervalls [1 - 1073, 2]
vier schnell gréfer werdende Intervalle I; = [1-1073,1-107%], I, = [5-1073,5- 1072,
I3 =125-1072,2.5-1071] und I, = [0.125,1.25].

Da |f(t)| = (mt)~'/? ist, erhilt man den gleichen Fehlerverlauf fiir B = 10 auf jedem
Intervall [a,20a] und fiir B = 5 auf jedem Intervall [a, 10a] fiir ein beliebiges a > 0.

Die Unterteilung des Intervalls ist sinnvoll, wie man an der Abbildung 2.9 sieht.
Dort ist der relative Fehler iiber das Intervall [1- 1073, 2] gezeigt. Der fett gezeich-
nete Teil der Linie fiir N = 10 entspricht der Kurve ganz links im rechten Bild
von Abbildung 2.8. Der Fehlerverlauf zeigt deutlich den Vorteil der lokalen Approxi-
mation. Fiir B = 10 bendtigt man drei Approximationsintervalle zur Uberdeckung
von [1-1073,2]. Wihlt man zur Approximation des Wegintegrals N = 10, so erhilt
man damit einen geringeren relativen Fehler als wenn man das gesamte Intervall
[1-1073,2] mit einem einzigen Approximationsintervall iiberdecken und N = 640

wahlen wiirde.
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Im Fall des diskreten Schrodingerkerns erhélt man in Abhéngigkeit von der Lage
der beiden Singularititen zueinander (das heiBt in Abhingigkeit von ¢/Az? und
unabhéngig von der Fouriermode k) bei Wahl des Integrationsweges mit dem in
Abbildung 2.2 gegebenen Pseudocode fiir pp = 8 und vy = 0.6 fiir B = 10 und
N =10 und fiir B =5 und N = 5 das in Abbildung 2.10 gezeigte Fehlerverhalten.

10 ‘
“““ c/AX?: 25
_2 -~ ¢/AX?:2.500
10 ---clAX?:2510°
: L Yo \
8, -4 ¥ = PRl U
=107 [ AN VN T
G \ i T \
L; 1.: i':'";‘:f‘\ ‘l""i‘ A JE\"J‘\
- iy -r r F 1 h
2 10 ° ' f ',";c“‘,'\n v, [‘1 ! i ‘LI\ S '\\"‘ ' ! ‘u‘\" o, /\ ;“E
= Py "'il‘n.l Vil AATAY il
E R 1ty ty oy
10° 5 ' |
10—107 |
107° 107 10" 10°
t
10° ‘
~clA X 25
Y - = /A x®:2.500
10 ce- CAX?:2510° |
—
=107 .
&
5]
g
=10 °
<
()
—
10°°
10
10° 107 10" 10°

Abbildung 2.10: Quadraturfehler gegen Zeit fiir N = 10 und B = 10 (oberes
Bild) und fiir N = 15 und B = 5 (unteres Bild) in Abhingigkeit von c¢/Axz?.
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Bei der Untersuchung des Quadraturfehlers unter Verwendung des diskreten Wel-
lengleichungkerns erhélt man Fehlerkurven in Abhéngigkeit von der Lage der vier
Singularititen ++x und =+:. Dabei hat sich die Wahl von pg = 7 und vy = 0.6 als
giinstig erwiesen. Fiir ¢ = 1 zeigen die Abbildungen 2.11 und 2.12 Fehlerkurven fiir
Az = 1/20,1/100,1/200 und fiir die Fouriermoden k& = 0, 10,40 mit Ay = 1/100
und L = 100.

100 : lOO I
o Ax=0.05 w Ax=0.05
, -- Ax=0.01 S == Ax=001

107} --- Ax=0.002 { 10°+ --- Ax=0.002 f
—_ -
|5 k ]
— —
= £ 10
& 10
—_ —
5} <)
> 2. e
3= ‘210
@ =
[ ]
= —

10° |
10721 1 107
107 10° 10° 10°
t t

Abbildung 2.11: Quadraturfehler gegen Zeit fiir N = 10 und B = 10 (linkes Bild)
und fiir N = 10 und B = 5 (rechtes Bild) in Abhéngigkeit von Az fiir verschiedene

Fouriermoden.

100 : lOO T
o AX=0.05 e Ax=0.05
. == Ax=0.01 S == Ax=001
107} --- Ax=0.002 | 107 | --- Ax=0.002 |

relativer Fehler
relativer Fehler

Abbildung 2.12: Quadraturfehler gegen Zeit fir N = 15 und B = 10 (linkes Bild)
und fiir N = 15 und B = 5 (rechtes Bild) in Abhéngigkeit von Az fiir verschiedene

Fouriermoden.
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Beitrag von I'y

Abbildung 2.13: Beitrag von I'y gegen ¢ (durchgezogene Linie). Gestri-
chelte Linie: Gerade der Steigung —3/2.

2.2.2 Vernachlissigen der weit entfernt liegenden

Singularitéiten

Der Beitrag der gestrichelten Kontur I'; kann, wie die numerischen Beipiele in Ab-
schnitt 4 zeigen, zumindest fiir implizite Zeitdiskretisierungsverfahren vernachléssigt
werden. Berechnet man den Beitrag von I'y, so erhélt man fiir den von der Schrédin-
gergleichung kommenden Faltungskern obiges Bild 2.13. Hier ist fiir verschiedene Az
der Beitrag von I'; in Abhéngigkeit von t aufgetragen.

Dieses Verhalten lasst sich auch analytisch zeigen. Es gilt folgender Satz:

2.1 Satz. Der Anteil des durch 'y berechneten Wegintegrals verhélt sich fiir grofe
t im Fall der Schrédingergleichung wie Az?/t3/?| das heifit es ist

/r exp(st)F(s)ds Azt

<C—5
fiir eine Kurve T'y, die die Singularitit ¢ = i(k + 4c/Ax?) von F umschlieft.

$3/2

Beweis: Aus
—2c

/ exp(st) ds
Iy Aa:\/z's—i—k(\/z's—l—k—l— \/is—|—k+4c/Aa:2>
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erhilt man durch die Substitution w = st — itk — 4it/Ax? ds = 2 und die
Einfithrung der Bezeichnung n := 4it/ Az?

/ex (w+ —|—ztk)2 L
L, S N e (e T+ )

fiir einen Integrationsweg ', der die 0 umschliefft. Nach dem Cauchyschen Integral-
satz ist fiir n # 0

1
exp(w +n)——dw =0
ot ey

fiir ein geeignetes I'y, das nicht 1 umschliefit. Man erh&lt damit
/ (w+n) 2ic 1

exp(w

o P T  er a va)

2ic 1 1
B /1~06Xp(w+n) (x/w+n(x/w+n+f) w+n) dw
_ e exp(w —Vw
- Am/ro P+ 1) e v

Nun wéhlt man eine Parametrisierung von Iy

\/_
/FO SR ) ey e )

i /: 41} e
t e T
o [ entconin
(e exp(iw) + 1) ( ) (V2 eizxiglf Y m)) e exp(iw) dw
+ /_Z;;ialexp(w +1) @) (\/% - \/_)
e e

und schétzt die einzelnen Teile ab:
Falls R = 3/21n(|n|) ist, so gilt fiir den ersten Term, das Integral parallel der reellen

Achse von —oo bis —R, dass

—R—ie \/_ .
'/wis exp(w + n) w+n) (VoFn+ \/—) W (2.5)
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Denn es gilt, dass n rein imagindr und

I TroI Rk
(w+n) (Vw+1+Vw)
ist. Weiter erhdlt man
—1ie \/_
'/R P ) (VT V) '
—ig _\/E
= /_R_ia exp(t/2u)l jexp L/ 20) s o+ V) ‘ w
e Ju
= /R O e TR T e BV '
\/@
< (2—2exp(—1/2R)) (wfg)lg[)iR,o] exp(1/2w) Wi (ot \/@)' (2.6)
e o Jew(t/2u)yl
= @-2e0(12R) B e Tt ) (Vo i+ V)]
|exp(1/20) /]
< (2-2exp(-1/2R)) max (w12
= (2—2exp(— max exp(1/2w) yw
= (2 2 p( 1/2R)) (w—ie) el R,0] (w + 77)3/2 :
Es ist
max exp(1/2w)yw - max  exp( v
(w—ie)e[-R0] | (w + n)3/? 17|32 (w—ie)€[-R,0] P

1
PER max]exp(l/Qw)|\/_|

IN

1
= |77|—3/2€Xp(—1/2)7

da die Funktion exp(1/2w)|y/w| fir w < —1 steigt und fiir w > —1 fallt.
Den drittten Term, das Integral entlang eines € Halbkreises in der rechten Halbebene,
kann man fiir ¢ — 0 und 1 # 0 durch

‘/_ , exp(e exp(iw) +n)

e exp(iw)

(e exp(iw) + n) (\/66Xp ) + 1+ /e exp( zw))

giexp(iw) dw| <

73/2|
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abschétzen.

Die Integrale von —oo + ie bis —R + ie und von —R + ie bis ie werden wie in (2.5)
und (2.6) abgeschétzt.

Damit erhélt man

2c Az*C

< (2+4exp(—1/2) + 1)Ax|77|3/2 T (4t

/F | exp(st)F(s) ds

O

2.2 Bemerkung. Einen Beitrag von I'; fiir kleines ¢ gibt es nicht, da dazu
4ic/Ax* = 1 — k < 29 sein miisste, andereseits aber ¢ = wouot /(4B — 2) ist.

10

I
(&)

=
o

I
=
o

T

Beitrag von I'y
[
o

10°°

‘ 0
10 ¢ 10
Abbildung 2.14: Beitrag von I'; fiir verschiedene Az. Die gestrichelten
Linien sind Geraden der Steigungen —3/2 —5/2 und —7/2.

Fiir die Wellen— und Maxwellgleichung erhélt man das in Abbildung 2.14 gezeigte
Verhalten. Hierbei ist der Beitrag der beiden entfernten Kurven I'; gegen ¢ aufge-
tragen. Die einzelnen Kurven sind fiir verschiedene Parameter Az = 0.1, 0.01, 0.001
gegeben. Eine gesetzméfiige Abhéngigkeit von den Fouriermoden lasst sich nicht
feststellen. Das Abfallverhalten fiir grofle ¢ lieBe sich wahrscheinlich, wenn auch mit
ungleich groflerem Aufwand, analytisch zeigen, soll aber hier nicht untersucht wer-

den.



2.3 Reduktion auf gewdhnliche Differentialgleichungen 59

2.3 Reduktion auf gewo6hnliche

Differentialgleichungen

Fiir allgemeine Integrationsgrenzen a < b im Integral gilt

/a ’ ft=7)g(r)dr = / o= / ) e =X AN g(1) dr

b
= — [ F(\) el / eC A g(r) dr dX,
T a

271

wobei das innere Integral, nachfolgend mit y(b, a, \) bezeichnet, als Losung zur Zeit

b des skalaren linearen Anfangswertproblems

y=XM+g, yla)=0. (2.7)
aufgefasst wird.

Falls [t — b,t — a] C I;, so wird das Wegintegral entlang der Talbotkontur I' = T
mit Hilfe der Trapezregel approximiert (2.3). Damit erhdlt man (zur Vereinfachung

der Notation sind die Indices ¢ weggelassen)

/f(t—T)g(T)dT ~ / Z w; F(\) e g(r)dr
= Z w; F(\;) e"™% (b, a, \;) . (2.8)

Die 2N + 1 Differentialgleichungen (2.7) mit A = A; werden néherungsweise gelost
indem man die Funktion ¢ stiickweise linear approximiert und die Differentialglei-

chung dann exakt 16st.

Setzt man g, = g(a + nAt), so erhélt man die Approximationen y,, ~ y(a + nAt)

rekursiv iiber

1
Yni1 = eAtAyn+h/ (1-0) At (an 1+(1—9)gn)d9
0

eAt/\

In+1 — Gn 9n+1 — Gn
= Y At\y,, + Atg,, + At —————— At T—/—
N < Yn + Olgn + )

At At

9nt+1 — Gn 9n+1 — Gn
— g+ DAL [ Athy, + Atg, + At I In) A IntL " In (9 g
DO (Ao, + Btg, + A B g P ()
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Y = dglsol(Y, S, Phis, gn,gnl, At, K)
Eingabe
Y, S, Sinv, Phis Vektoren der Linge K von komplexen Vektoren
(dh. S, e C"®¥D 1 <1< K, m, NeN)
At reelle Zahl
gn, gnl komplexe Zahlen
K natiirliche Zahl
Ausgabe
Y Vektoren der Lange K von komplexen Vektoren
benétigte Funktionen
¥ Elementweises Produkt zweier Vektoren

./ Elementweise Division

dg = gnl — gn
dgDdt = dg/At
for/=1,... K
Y, = Y; + Phis, .* (sg * Y, + gn + dgDdt. /Sg> — dgDdt./ S,

end

Abbildung 2.15: Pseudocode zur Losung der Differentialgleichungen.

wobei ®(s) := (e*—1)/s. Man beachte, dass die in dem in Abbildung 2.15 gegebenen
Pseudocode dglsol verwendeten PhiS — Auswertungen von ® auf I' — nur einmal

zu Beginn des Verfahrens berechnet werden miissen; ebenso die Talbotkonturen S.

Um den gesamten Fehler abzuschétzen mache man sich klar, dass wir sowohl den
Faltungskern f (Talbotfehler) als auch die Funktion g (lineare Approximation in der

Losung der Differentialgleichung) approximieren.

b b
/ F(t — ) g(r) dr ~ / 7t — ) g(r) dr

Der Faltungskern f ist die durch lokale Approximation iiber diskretisierte Wegin-
tegrale konstruierte Néherung an f, deren Approximationsgiite durch die Anzahl
der Punkte N auf einer Talbotkontur und die Basis B kontrolliert wird. g ist die
stiickweise lineare Interpolation von g. Damit gilt g = § + O(At?).
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2.4 Der schnelle Faltungsalgorithmus

2.4.1 Der schnelle Faltungsalgorithmus fiir Basis 2

Die Approximationen der Abschnitte 2.2 und 2.3 koénnen zu einem schnellen Fal-
tungsalgorithmus kombiniert werden, der zur Auswertung der Faltung O(V,; log ;)
Operationen benétigt und dessen Speicherbedarf sich wie O(log N;) verhdlt. Am bes-
ten lasst sich dieser Algorithmus erkldaren, indem man die ersten Schritte beschreibt.

Wir beschrianken uns zudem zunéchst auf den Fall B = 2.

Erster Schritt. Zur Berechnung des Faltungsintegrals fiir ¢ = At wird g(7) linear

approximiert.

Atf(At_T)g(ﬂdT% Atf(At—T)dTg(O)Jr Atf(At—T)TdTM,
0 0 0 At

Die nun verbleibenden Integrale werden als inverse Laplacetransformierte von

F(s)/s und F(s)/s* an der Stelle ¢ berechnet:

At
b1 = f(At—T1)d Z w; F(\)/\; e?

’ (2.10)

Py = f(At—T )Tdr ~ Z w; F /)\2 Ath;
0 a—
Die Gewichte w; und Knoten A; erhélt man mittels einer Talbotkontur mit den zu
t = At und den Singularitéiten von F(s)/s und F(s)/s* gehorigen Parametern pu, v

und o.

2.3 Bemerkung. Da ¢; und ¢, nur ein einziges Mal im Verlauf des gesamten Ver-

fahrens berechnet werden, kann man dazu N relativ grof§ wihlen (N = 40).

Zweiter Schritt. Das Integral iiber [0, 2At] wird in Integrale tiber [0, At] und [At, 2At]

aufgeteilt. Letzteres wird wie im ersten Schritt approximiert:

At~ ) g(r) dr ~ b g(Af) + 6, SEAD Z9AT)
At At

Das Integral iiber [0, At] wird wie in (2.8) angegeben approximiert:

At N
FRAt—1)g Z O D) AN (At 0,AD)

0 j=—N
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Die Gewichte und Knoten wj(.l), )\;1) kommen dabei von einer Talbotkontur I'; fiir das
Approximationsintervall I; = [At, 3At]. Zur Berechnung von y(At,0, )\;1)) miissen
2N + 1 Differentialgleichungen (2.7) mit A = /\gl) € I'y durch einen Schritt von (2.9)

gelost werden.

Dritter Schritt. Man berechnet

At
3 FBAL — 1) g(7) dr =~ ¢1 g(2At) + ¢, g(3At) — g(2At)
2AL Al

und
2At N i
/ FBAt—T) g(r)dr =~ Y wi FOY) e y(2A8,0,0)
0 P
wozu werden die Losungen der Differentialgleichungen zu I'; zur Zeit 2At benétigt.
Diese werden aus y(At, 0, )\§1)) durch einen weiteren Schritt von (2.9) berechnet.

A
T |

-~V

Abbildung 2.16: Aufteilung zur Basis B = 2.

Vierter Schritt. Hier tritt eine neue Situation auf. Wiirde man wie bei den beiden
vorhergehenden Schritten fortfahren, so miisste man f(t —7) fir t — 7 € [At,4At] ¢
I; approximieren. Wie in Abbildung 2.16 durch verschiedene Schraffuren der Spalte
fiir t = 4At angezeigt, wird das Integral von 0 bis 4At in Integrale iiber Intervalle
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[0, 2A¢], [2At, 3At] und [3At, 4At], die zu verschiedenen Klassen von Absténden von
der Winkelhalbierenden gehoren, aufgespalten.

Das Integral iiber das Intervall [3A¢,4At], das der Diagonalen am néchsten liegt,
wird wie im dritten Schritt direkt durch die Formel mit ¢; und ¢, approximiert,
wobei die Argumente von g um At erhoht werden.

Das Integral iiber das Intervall [2At, 3At], fiir dessen Punkte 7 gilt, dass t — 7 € I
liegt, wird durch

3At N
fant—1)g(r)dr~ Y wl’ FO\P)e R ANEINDIN D ()

24t P

approximiert. Dazu benotigt man das Ergebnis eines Schrittes von (2.9) fiir zur An-
fangszeit 2At gehorende Differentialgleichungen zu I';.

Zur Approximation von f iiber dem Intervall [0, 2At], das der Diagonalen am ferns-
ten liegt, bendtigt man die Gewichte und Knoten der Talbotkontur I's, die zum
Approximationsintervall I, = [2At, TAt] gehort

N
/ FAAL — 1) g Z FO®) 27y (2AE0,02)

Hier wird die Losung eines weiteren Satzes von 2N + 1 Differentialgleichungen (2.7)
zu \ = )\§.2) € I's benotigt. Die unterschiedlichen Schraffuren in Abbildung 2.16
beziehen sich also auf verschiedene Sétze von Differentialgleichungen (2.7), die zu
verschiedenen Talbotkonturen I', gehtren, und diese wiederum gehoren zu den Ap-
proximationsintervallen I.

Gleiche Schraffuren in verschiedenen Spalten von Abbildung 2.16 gehéren zu
den selben Sidtzen von Differentialgleichungen/Talbotkonturen/Approximations-

intervallen/Abstandsklassen von der Diagonalen.

Berechnet man y(2At, 0, )\5-2)) zum Zeitpunkt, an dem es benotigt wird, so braucht
man dazu die Werte ¢(0), g(At), g(2At), die man zuvor hétte abspeichern miissen.
Dadurch hétte der Algortihmus nicht den behaupteten logarithmischen Speicherauf-
wand beziiglich der Anzahl der Zeitschritte N;. Um diesen zu erreichen muss bereits
im zweiten Schritt abgesehen von y(At, 0, A§.1)) auch y(At, 0, )\5-2)) fiir die zweite Tal-
botkontur und auch y(At,0, )\gz)) fiir alle weiteren Konturen I'y berechnet werden,
die man benétigt um das Intervall [A¢,T] durch die Approximationsintervalle Iy,
siehe (2.2) mit B = 2, zu iiberdecken.
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A1

A

Abbildung 2.17: Parkettierung fiir Basis B = 2.

Im dritten Schritt werden dann die Losungen y(t, 0, )\y)) ausgehend von At einen
Schritt zu 2At fiir alle £ > 1 berechnet. Im vierten Schritt wird y(t, 0, )\g-g)) ausgehend
von 2At zu 3At fiir alle £ > 2 und die Losung von y(t, 2At, )\y)) firt =3Atund ¢ =1
berechnet, so wie in Abbildung 2.16 eingezeichnet. Auf diese Art wird Schritt fiir

Schritt von unten nach oben und nicht von links nach rechts das Dreieck aufgebaut.

Nun ist klar wie der Algorithmus weitergeht. Im n#chsten, dem fiinften Schritt,
benttigt man y(4At, 2At, )\g.l)) und wieder y(2At,O,A§2)). Der sechste Schritt ver-
wendet y(bAt, 4At, )\5-1)) und y(4At, 0, A§2)).

Ein dritter Satz von Differentialgleichungen zur Kontur I's, kommt im achten Schritt
ins Spiel, wo y(4At, 0, )\§.3)) benotigt wird. Fiithrt man Abbildung 2.16 fort, so erhélt
man die in Abbildung 2.17 gezeigte Parkettierung des (¢, 7)-Dreiecks.

Fiir ein gegebenes Intervall [0, 7] und die dazu benétigten Talbotkonturen sind in
jedem Schritt von ¢ — t + At die dazugehorigen Differentialgleichungen zu lésen.
Dadurch ist es nicht notwendig alte Werte von ¢(t) zu speichern, sondern nur die ak-
tuellen Losungen der Differentialgleichungen und einen alten Losungswert. So muss

zum Beispiel y(4At, 0, )\§3)) wéhrend der Schritte 4 bis 11 abgespeichert werden und
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;&ﬂiﬂ
i

Abbildung 2.18: Parkettierung fiir Basis B = 4.

gleichzeitig muss der zu )\f’) gehorende Satz von Differentialgleichungen jeweils ak-

tualisiert werden.

Die Anzahl der Operationen ist damit proportional zu N; K; N, wobei N; die Anzahl
der Zeitschritte, K; < log, IV; die Anzahl der verschiedenen Talbotkonturen ist und
2N + 1 die Anzahl der Quadraturpunkte auf jeder Kontur ist.

Der Speicherbedarf ist etwa 10 K; N. Abgesehen von den aktuell berechneten Losun-
gen der Differentialgleichung y(t, to, AS‘E)) und etwaigen zwischengespeicherten Dif-
ferentialgleichungslosungen sind die Quadraturpunkte )\g-g), die Exponentialfunktion
ausgewertet in den Quadraturpunkten exp(At)\y)) und die gewichteten Funktions-

werte w§£)F (A;Z)) zu speichern.

2.4.2 Der schnelle Faltungsalgorithmus fiir beliebige Basis

Der oben beschriebene Basis-2-Algorithmus lédsst sich jetzt zu einem Basis-4-
Algorithmus, B = 4 in (2.2), erweitern, indem I'y = T’y gesetzt wird. Dement-

sprechend ist das neue Approximationsintervall die Vereinigung der alten Basis-2-
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Abbildung 2.19: Parkettierung fiir Basis B = 5.

Approximationsintervalle I; U Iy = [At, TAt]. Die Talbotkontur I's =T"y gehért zum
Approximationsintervall I3 U I, = [4At, 31At], die Kontur I's =T zu [16At, 127At]
und so weiter. Damit halbiert sich die Anzahl der Sétze von Differentialgleichungen.
Jedoch muss, um die gleiche Genauigkeit beizubehalten, die Anzahl N der Quadra-
turpunkte auf einer Talbotkontur etwas grofier gewahlt werden, was die Grofle eines
Satzes von Differentialgleichungen erhcht.

Abbildung 2.18 zeigt die zur Basis 4 gehorende Unterteilung des (¢, 7)-Dreiecks, die
man aus der in Abbildung 2.17 gezeigten erhélt, indem man von der Diagonalen

ausgehend je zwei der aufeinander folgenden L-férmigen Teile vereinigt.

Ganz ahnlich erhélt man einen Basis-8-Algorithmus, indem man I'y =Ty, =13 als die
zu Iy UL, U I3 = [At, 15At] gehorige Talbotkontur setzt und I'y =I5 =T'¢ die Kontur
zu [8At, 127At], etc. Den Basis 2" Algorithmus erhélt man, indem man jeweils m

aufeinanderfolgende Basis-2-Konturen gleichsetzt.

Der allgemeine Basis- B-Algorithmus approximiert das Faltungsintegral wie folgt: Im
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n-ten Schritt (n = 1,..., Ny) setze t = nAt und approximiere

(=g dr ~ dyglt— At) + gy LD ZIE =AY
t—At At

(2.11)

mit ¢; und ¢y aus (2.10). Sei L die kleinste natiirliche Zahl mit ¢ < 2B*At. Fiir

{=1,2,...,L —1 bestimmt man natiirliche Zahlen g, > 1 so, dass fiir
7 = q@B'At t— 1, € [B'At, (2B" — 1)At]

erfiillt ist. Das heifit ¢, wird in jedem B‘-ten Schritt um 1 erhoht und es ist ¢ — At >
> ... >T11 > 0.
Sei 7o =t — At und 7, = 0. Dann ist

t—At L N
NG
/O ft=m)grydr = > 3wl FOP) et =N y(ry, 7, AP, (2.12)

(=1 j=—N

wobei wj(-ﬁ) und )\y) die Gewichte und Quadraturpunkte der Talbotkontur I', sind, die
zum Basis B Approximationsintervall I, = [B"1At, (2B* — 1)At] von (2.2) gehért.
Esist [t —mp_1,t — 7] C I, fiir alle £. Wie fiir den Basis-2-Algorithmus beschrieben,
werden in jedem Schritt die Losungen der Differentialgleichungen (2.7) mit einem
Schritt von (2.9) fiir alle benétigten Werte A fiir alle Talbotkonturen aktualisiert.

Die Anzahl der Rechenoperationen ist wieder proportional zu N; K; N.

Die Approximation (2.12) wird mit dem in Abbildung 2.20 gegebenen Pseudocode
faltungsint berechnet. Um Rechenoperationen zu sparen berechnet man zu Beginn
fiir jedes Approximationintervall I, den Vektor ExpSFSSd,, das Produkt der drei
Vektoren w®, F(A®) (dem auf der Talbotkontur I', ausgewerteten Faltungskernen)
und exp(AYAtB* 1) (einer Potenz der Exponentialfunktion ausgewertet in A(®)).
Ebenfalls zu Beginn berechnet man FxpS die Auswertung Exponentialfunktion auf

der mit At multiplizierten Talbotkontur.

Der Pseudocode des Algorithmus, der die Losungen der Differentialgleichung (2.7)
abspeichert, ist in Abbildung 2.21 angegeben. Zusitzlich zu der einen im Basis-2-
Algorithmus zwischenzuspeichernden Differentialgleichungslosung ist hier ein weite-
rer Losungsvektor zwischenzuspeichern. In Abbildung 2.19 sind das die hellgrauen
eingeschobenen Rechtecke.

In dem Pseudocode bezeichnet Y die Losung der Differentialgleichung, die in jedem

Schritt durch dglsol aktualisiert wird und jeweils mit Startwert 0 wiedergestartet
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(b,YT) = faltungsint(FEzpSFSSd, YT, ExpS, L)
Eingabe
ExzpSFSSd, YT, ExpS Vektoren komplexer Vektoren
L natiirliche Zahl
Ausgabe
b komplexe Zahl
YT Vektor komplexer Vektoren
benétigte Funktionen
sum Summe iiber die Eintridge eines Vektors

¥ elementweise Vektor-Vektormultiplikation

b= sum(ExpSFSSdy, .*YT))
fork=2...L
b="b+ sum(ExpSFSSdy .* YTy)
YT, = ExpS, .* YT

end

Abbildung 2.20: Pseudocode zur Berechnung der Faltungsintegrale.

werden muss, falls 7 ein Vielfaches von B ist.

In YM werden die Losungen der Differentialgleichungen abgespeichert, sobald die
Oberkante einer der eckigen Formen erreicht wird.

YT enthélt die Losungen von (2.7), die zur Berechnung von (2.12) mit dem Verfahren
faltungsint bendtigt werden und YA bezieht sich auf die hellgrauen eingeschobe-
nen Rechtecke in Abbildung 2.19.

Man kann auch hier Auswertungen der Exponentialfunktion sparen, wenn man zu
Beginn fiir jede Talbotkontur T'; den Vektor ExpS.J, = exp(A® AtB~1) berechnet.
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(YYA, YM, YT YAt,YMt, L,q) =

yaktuel(Y, YA YM, YT, YAt,YMt, L,q, ExpSJ,n,dt, K, B)

Eingabe
Y, YA, YM,YT, ExpSJ Vektoren der Linge K von komplexen Vektoren
YAt, YMt Vektoren der Léange K von reellen Vektoren der Lange 2
q reeller Vektor variabler Linge
L,n, K, B natiirliche Zahlen
dt reelle Zahl

Ausgabe
Y, YA, YM, YT Vektoren der Léinge K von komplexen Vektoren
YAt, YMt Vektoren der Linge K von reellen Vektoren der Lange 2
q reeller Vektor variabler Léange
L natiirliche Zahl

benétigte Funktionen
" elementweise Potenz von Vektoren
* elementweises Produkt zweier Vektoren
mod Modulus
length Linge eines Vektors

=]

nl=n+1

if 2B ==nl+1
L=L+1

end

(=1
while mod(nl +1,B%) ==0& (< L

Abbildung 2.21: Aktualisieren und verwalten der Parkettierung (Teil 1).
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if [ >length(q)
q=[q,0]
end
Q@=q+1
=(+1
end
T=¢q.x(B.[1 : length(q)])
T=dtx[nl, 7,0]
m =1
while mod(nl, Bm V) ==0& m < K
if mod(nl, B™) ==0
YA, =Y, YAt,, = [ nl x At , YMt,,(2) |
YM,, = Vi, YMty, = [ nl % At | YA, (2) ]
Y,,=0xY,,
else
YM,, = Y, YMt, = [ nl % At , YAt (1) ]
end
m=m+1
end
for k=1... length(r) —1
if 7. = YMt,(1)
YTy, = YMj
if Ty # YMt(2)
YA, = ExpSJ .« YA,
YT, = YT, + YA,
end
end

end

Abbildung 2.22: Aktualisieren und verwalten der Parkettierung (Teil 2).
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Um zu einem vollstindig expliziten Algorithmus zu gelangen, was eventuell zur
Losung der zweidimensionalen, sicher aber fiir die dreidimensionale Wellengleichung
oder fiir die dreidimensionale Maxwellgleichung wiinschenswert ist, muss man den
direkten Schritt des Verfahrens &ndern. Anstatt den Wert g(nAt) zur verwenden,
der im Fall der NtD Formulierung der Randbedingung der unbekannten Normalena-
bleitung entspricht, kann man entweder konstant g(nAt) ~ g((n—1)At) oder linear
g(nAt) =~ 2g((n — 1)At) — g((n — 2)At) extrapolieren.

Man erhélt dann fiir den direkten Schritt

/t fit=7)g(r)dr =~ ¢1g9(t — At) oder
t—At

/t flt—=7)g(r)dr =~ ¢1g(t — At) + ¢29(t — Af) —g(t —2At)
t—At At

Fiir die DtN Formulierung der nichtreflektierenden Randbedingung gibt es im Fall
der Wellengleichung eine weitere Moglichkeit zu einem vollstédndig expliziten Ver-

fahren zu gelangen, siehe dazu den Abschnitt 4.2.






Kapitel 3
Stabilitit und Konvergenz

Nun wollen wir den in Kapitel 2 vorgestellten Algorithmus, der sich in allen numeri-
schen Beispielen als stabil erwiesen hat, ndher auf seine Stabilitéit untersuchen. Fiir
die Schrodingergleichung geben wir ein Kriterium an, das es erlaubt zu entscheiden,
ob das Verfahren stabil ist. Es wird vorausgesetzt, dass die inverse Laplacetrans-
formation exakt berechnet wird, das heifit der Fehler durch die Approximation der
Wegintegrale wird nicht beriicksichtigt. Zudem werden wir uns auf den homoge-
nen Fall beschranken. Aufgrund der Fouriertransformation am Rand in tangentialer
Richtung geniigt es den eindimensionalen Fall zu betrachten. Fiir die Stabilitiat des
zweidimensionalen Problems muss dann das Stabilitatskriterium gleichméBig fiir alle

Fouriermoden erfiillt sein.

3.1 Schrodingergleichung: Halbstrahl raumlich

kontinuierlich

Wir untersuchen der besseren Ubersicht wegen zuerst das auf einem Halbstrahl in
xz-Richtung gegebene rdumlich kontinuierliche Modellproblem. Fiir dieses sollen in
diesem Abschnitt Kriterien hergeleitet werden, die es erlauben zu beurteilen, ob
die Zeitdiskretisierung der Schrodingergleichung mit nichtreflektierenden Randbe-
dingungen stabil ist. Dazu betrachten wir den Fehler, der zusétlich durch die Dis-
kretisierung mit dem schnellen Faltungsalgorithmus entsteht.

Fiir den Spezialfall a = 0 zeigen wir anschliessend ein Konvergenzresultat.
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3.1.1 Fehlergleichung

Gesucht ist die Losung u der homogenen linearen Schrédingergleichung

:—;&u(x, t) = Opu(z,t) — o’u(z,t)
fir (z,t) e Rx [0,7] und T > 0, (3.1)
u(z,0) = wup(z) firzeR, .

u(z,t) = 0 fir |z] — o0,

eingeschriankt auf das Intervall (—oo, 0], wobei der Trager des Anfangswerts ug eben-
falls im Intervall (—oo, 0] liegt und a2 und c positive reelle Konstanten sind. Wie in
der Herleitung nichtreflektierender Randbedingungen gezeigt, suchen wir daher eine

Losung v folgender Gleichung

E.8tv(x,t) = Opev(z,t) — o?v(m,t)

‘ fir (z,t) € (—00,0] x [0, 7] und T > 0,
v(z,0) = wo(z) fiirz € (—o0,0], (3.2)
v(z,t) = 0 fiirz— —o0,

v(0,t) = /Ot fo(t —71)0,v(0,7) dr fiir t € [0,T],

wobei F,(s) = —(i/cs + a?)~1/? die Laplacetranformierte des Faltungskerns f,, ist.

Diskretisiert man obige Gleichung (3.2) in der Zeit, die Gleichung auf (—oo, 0] x [0, T']
beispielsweise mit Hilfe der Trapezregel oder einem anderen A-stabilen Mehrschritt-
verfahren und die Randbedingung mit dem in Abschnitt 2 vorgestellten Algorithmus,

so erhdlt man mit v" = v"(z) = v(z,nAt) firn =1,. ..

ittt —on 1 2y(,n+l | m
fir z € (—00,0] und n € N,
(z) = wp(z) fiir z € (—o0,0],
v(z,t) = 0 fiirz— —o0,
n A
o (0) = Z/ F((n+ DAL= 7)
‘o Jint

(ayvf«n + T8 g 01(0) ayvﬂ'<o>>) b (3.4)
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n+1

S G007 (0)
j=0

mit zum schnellen Faltungsalgorithmus gehérenden Faltungsgewichten w,,, die im

Verfahren allerdings nie berechnet werden.

3.1 Lemma. Fiir die zum schnellen Faltungsalgorithmus gehérenden Faltungsge-

wichte w,, gilt
At

wo= [ falnAt+60)AB)d6. (3.5)
—At

Hierbei ist die Hutfunktion A(f) := max(1 — |0|/At,0) und wir setzen den auf R
definierten Faltungskern f, konstant Null auf R_ fort.

Beweis: Setzt man g; := 9,v7(0) und fiihrt eine zeta-Transformation der Glei-
chung (3.4) durch, so lassen sich aus folgender Gleichung durch Koeffizientenver-

gleich die w,, bestimmen.

Z Z wnfjgjcn

n>0 j=0

= Z/ fa(nAt — ) Zg] T)dr ("
n>0

_ ZZ/ Fa(nAt — 7)A(7) dr g;C"
n>0 j=0

Mit A;(7) werden die um jAt verschobenen Hutfunktionen bezeichnet.
Aj(1) = AT — jAL)

Es ist

(j+1)At
_ / F(nAE — T)A(r — jAY) dr.
(

Eine Variablensubstitution, 7 := 7 — jAt, liefert nun die Behauptung. O
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Andererseits erhalt man durch eine Diskretisierung in der ¢ Komponente sowohl
der Differentialgleichung als auch der Randbedingung mit dem gleichen in Ab-

schnitt 2.1.1 erkldarten Verfahren eine Losung o™ folgender Gleichung

7 ,6n+1 — 1 ) 1
A _ " ) fii _
P 2((9:[,z a”)(o" T+ o) fiir € (—o0, 0],
°(x) = wup(z) fiir x € (—o0,0],
"(z) = 0 firzx — —oo, (3.6)
n+1

H0) = ) @na0,07(0).
=0

Diese Diskretisierung ist aufgrund der in Abschnitt 2.1.1 erlduterten Aquivalenz sta-
bil, falls die Zeitdiskretisierung der auf ganz R gegebenen Schrodingergleichung (3.1)
es ist. Die Faltungsgewichte @, sind iiber die Gleichung (2.1) definiert.

Die Differenz e"(x) := v"(x) — 9"(x) ist der Fehler, der dadurch entsteht, dass
die Randbedingung mit dem schnellen Faltungsalgorithmus und nicht mit der zur
Zeitdiskretisierung der partiellen Differentialgleichung passenden Faltungsquadratur

diskretisiert wird. Fiir ihn gilt

A Az = 50w —a’)(e e tir 00, 0],
ez) = 0 fiirz € (—o0,0],
e"(x) = 0 firz — —o0,
= (3.7)

) = Y w00 (0) — Bua 0, (0)
=0

n+1

_ Z Ws1—i0, (7 (0) + (0)) — Dpy1—;0,5(0) .

Fiihrt man nun eine zeta-Transformation mit Variable ¢, |¢| < 1, in ¢-Richtung
durch (man multipliziert obige Gleichung (3.7) mit ("™ und summiert iiber n), so

erhalt man

l

i (1=0F@0) = 50 -a)(1+0Ew0),
E(x,) = 0 firz — —oco, (3.8)

E(07 C) = W(C)({?VE(O, C) + (w(() - (ZJ(C))@VV(O, C)
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mit
E(z,¢) =) e"(@)(", w(() =) wul" und &(¢):=> (™.
n=0 n=0 n=0

Setzt man zur Vereinfachung der Notation

2(1-¢)
(1+¢)

und 7%= 7(¢)* = % % +a

5(¢)" =

so wird (3.8) zu

1CPE(x,¢) = 0wB(z,),
E(z,{) = 0 firz— —o0, (3.9)
E(0,¢) = w(QaE(0,¢) + (@(¢) = &(¢)d,V(0,0) .
Aufgrund der A-Stabilitdt der Trapezregel ist der Realteil von 6(¢) fir |¢| < 1
positiv. Durch die Multiplikation mit ¢ und die Addition von a? erhilt man, dass

der Imaginirteil von v%(¢) positiv ist. Insbesondere ist also Re(y(¢)) > 0 fiir [¢| < 1.
Die Losung der Differentialgleichung (3.9) ist damit

E(x,¢) = E(0,¢)exp(y(¢)z).

Berechnet man die Normalenableitung an der Stelle x = 0

&,E(J}, g)‘x:O = azE(xa g)‘ﬂﬂ:O = 7(C>E(07 C)
und setzt die Randbedingung ein, so erhilt man
w(¢) = w(¢)
1 —w(¢)y(C)

_ 9O YD, 51 o) o
= T a0 9,V (¢,0) exp(v(¢)x) (3.10)

1+ w(O(¢)
1= w(()v(¢)

wobei verwendet wurde, dass V(¢,0) = &(¢)d,V(¢,0) ist und fiir die zeta-
Transformierte @(¢) der Faltungsquadraturgewichte nach Definition (2.1)
5(0) = F (@)__ 1 B VeAt
N\ At 7(¢) i6(C) + cAta?

*6(¢) ist die erzeugende Funktion des A-stabilen Mehrschrittverfahrens; in dem Beispiel hier

E(z,¢) 0,V (¢, 0) exp(y(¢)x)

V(¢,0) exp(v(¢)z),

der Trapezregel.
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gilt, wobei F, die Laplacetransformierte des kontinuierlichen Faltungskerns ist.
Durch die Gleichung (3.10) erhalten wir in Satz 3.3 ein Kriterium, das es erlaubt

die Stabiliét nachzupriifen.

3.1.2 Stabilitat

Zur Vorbereitung zuerst noch einige aus [20] ibernommene Definitionen und Eigen-

schaften der Fouriertransformation.

Fiir differenzierbare komplexwertige Funktionen v und u auf R definiert
(W, ), (ry = / u(z)v(z) + Opu(x)0v(x) dx (3.11)
R

das H'(R) Skalarprodukt, wobei % die zu u komplexkonjugierte Funktion ist. Dieses

Skalarprodukt induziert eine Norm

1/2
I ( /R\u(yc)]2 + lﬁxu(x)]2dx) :
Den Hilbertraum H'(R) erhélt man durch Vervollstéindigung von C§°(R) beziiglich
der Norm || || g1(r)-

Fiir eine integrierbare Funktion v auf R, v € L'(R), ist die Fouriertransformierte o

durch

0(€) == / exp(—izé)v(x) dx (3.12)
R
gegeben. Es gilt die Umkehrformel
vla) = 5= [ explist)o(é) de.

Fiir u,v € L'(R) N L*(R) gilt die Parsevalsche Gleichung

[ = o [ aatmac.
R
v

o
JECIEE %Z@@Wg.

Eine direkte Folgerung daraus und aus elementaren Eigenschaften der Fouriertrans-

formation ist, dass

1
lolfing = 57 [ (1 + PR de (313)
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gilt.

Zum Beweis des Satzes 3.3 benotigen wir zudem ein Lemma, das es erlaubt Funkti-

onswerte einer Funktion durch ihre H!-Norm abzuschéitzen.

3.2 Lemma. Sei u € H*(R). Dann gibt es eine Konstante Cy, so dass

1u(0)| < Curl|ul|prw) - (3.14)

Beweis: Mit Hilfe der Fouriertransformation und der Cauchy-Schwarzschen Unglei-

chung erhélt man

ol = 5| [ ateae

1 5 -
o) Ry -RARRRIGLC

([ ae) ([aremora)”

= CMHUHHl(R) .

IA

O

Fiir einen anderen Beweis und ein stiarkere Aussage siche Morreys Ungleichung in
Kapitel 5, Seite 266 in [8]. Damit erhalten wir den folgenden Satz.

3.3 Satz (Stabilitdt des Modellproblems). Gilt

'1 + w({)7(0)
1 —w()v(¢)

fiir eine Konstante C' unabhingig von At und (, so ist die Zeitdiskretisierung von

' <O firlC] <1 (3.15)

(3.2) mit der Trapezregel im Inneren und mit dem schnellen Faltungsalgorithmus
am Rand stabil. v(¢) und w(¢) sind wie oben definiert.
Stabilitét bedeutet hierbei, dass fiir den Fehler e™(x)

1 N 1/2
(Nt +1 ) |6n(x)|2) < Ol me.) (3.16)
n=0

mit einer von x und At unabhéngigen Konstanten C" gilt.
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Beweis: Zur besseren Ubersicht werden wir im Beweis w und 7 anstelle von w(()
und y(() schreiben. Es ist

T naen . Lwy
;e(x)é = 1—w72 0)¢" exp(yz).

Da der Realteil von ~ fiir |¢| < 1 grofler als 0 ist, geniigt es den Fehler e™(z) am

Rand, fiir x = 0, zu betrachten. Zweimalige Anwendung der Parsevalschen Formel
fiir Fouriereihen mit der Setzung ¢ = exp(ip) liefert

Z|en(0)|2 _ /Oﬂ 1+w’y‘~/(0)' dp < CQZW”(O)P- (3.17)

Es sei daran erinnert, dass v" die Losung der mit der Trapezregel diskretisierten

Gleichung (3.6) ist. Bezeichnet man mit " die Losung der auf ganz R gegebenen

und mit der Trapezregel diskretisierten Schrédingergleichung

38tu(ar,t) = Opu(m,t) — oPu(z,t)
c
fir (z,t) e Rx [0,7];T >0,
w(z.0) — { vo(z) fiirz € R, (3.18)
0 sonst,

lim u(z,t) = 0 firtel0,7],

Tr—00

so gilt
[u™| i@y < ||u’]] )

da die Trapezregel A-stabil ist und

Re (—ic(0ps — &®)u(-, ), u >H1(R) 0 (3.19)

ist. Das bedeutet, dass die partielle Differentialgleichung kontraktiv ist, vergleiche
hierzu Abschnitt IV.11. in [18]. Die Kontraktivitit ldsst sich leicht nachrechnen,
indem man entweder partiell integriert oder die Fouriertransformation verwendet.

Nach Konstruktion ist 0™ die Einschrédnkung von u" auf das Intervall (—oo, 0], sodass

0"l w_y < |[u"[[mw)
fiir alle n gilt. Lemma 3.2 erlaubt es, Funktionswerte einer Funktion durch ihre H'!
Norm abzuschéitzen. Damit ergibt sich, dass
1 &
MN 1 Zo HU”H%(R) < C?V[HUOHEP(R) = C?\/[HUOH?{l(R,)
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fir die Konstante C';; aus Lemma 3.2 ist.

Da die Werte der €"(0) fiir n = 1,..., N; nur von den ersten IV; Werten von 9™(0)

abhéngen gilt

1 1 &
n 2 < 2 ~n 2 ]
N1 2 S O SO
Die Behauptung folgt fiir C' = C,C. O

3.4 Bemerkung. Die Stabilitdt fiir die zweidimensionale Schrodingergleichung
erhélt man, falls die Stabilitdtsfunktion

14 wy
1 —wy

aus (3.15) fir |¢| < 1 betragsméfig durch eine Konstante C' unabhéngig von «
beschrankt ist.

3.5 Bemerkung. In der Herleitung des Stabilitatskriteriums ist entscheidend, dass
der Realteil von ~y(() fiir || < 1 positiv ist. Dies ist auch ganz allgemein fiir A-stabile
Verfahren richtig, sodass Satz 3.3 nicht nur fiir die Trapezregel gilt, sondern fiir alle
A-stabilen Verfahren.

Der vorliegende Satz liefert nun ein Kriterium die Stabilitdt zu untersuchen. Dazu

muss allerdings w(() fiir |¢| < 1 berechnet werden. Es ist

w(¢) = wal"
n=0

mit den in Lemma 3.1 gegebenen Faltungsgewichten w,. Diese Reihendarstellung

von w(() ist zur Berechnung allerdings nicht geeignet. Es ist

0 At _
W = fa(nAt — ) Tt Al dr + fa(nAt — ) At -t dr
—At t 0 At
0 0
- fal(n = )ALt + D)Atdt — [ fol(n — 1 —t)At)tAtdt
-1 -1

und somit

o = 10 (L= 1)) = I+ VI

n
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wobei I? und I! wie folgt definiert sind:

0

0 = fa((n — 7)At) At dr,
-1
0
Il = fa((n —1)At) T Atdr
-1
firn >0und VI! :=I' — Il  und I', := 0.

Speziell fiir den kontinuierlichen Faltungskern der Schrédingergleichung ist die in-

verse Laplacetranformierte von F, bekannt. Es gilt

L*l 1 _ \/E ez‘caQt .

Damit erhalt man fiir IS und I%

ica?(n—r) —zca 2T At
[O o / C (& At dr — cAt ezca2nAt
- )
" —1Vam \/TL—T i «/n—T
zcoz 2(n—7) —zca 2T At
cAt )
Il = T Atdr = T dr elea At

3

—1\/_\/n—7' T

fiir n > 0 und VI! = I! — I! | und I'; = 0. Um die unendliche Reihe iiber n zu

berechnen verwenden wir eine Formel aus [5] Band 1, Seite 27. Definiert man

o0

P(z,s,v) = Z(l/—l—n)’sz",

n=0

so gilt folgendes

1 00 ys—le—uy 1 00 ys—le—(y—l)y
) = dy = dy.
(z,5,v) I(s) /0 1— 2o v I(s) /0 ev — 2 Y

Hierbei ist I'(s) die Gammafunktion — nicht zu verwechseln mit der Talbotkontur.

Man erhilt nun

IT = .
- i
V cAt HZ:O nl

0 > —ica®? At n j
(S ica T
= / E PE— (Ce At) % dT
-1 n=0 (_T+n)2 ‘7
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0 ,—ico?Atr J
et

-1 hV4 —Tj'
Cezca2At Z <<eica2At>n (T)] dr
1 i
—7+1)+n)?2 J

0 —ica®Atr j T(y—ica At)
© (T) dr + Cem‘Qh/ / e oy G ? dy dr
1 V=gl VT ey — (el J!

[ ‘%“*Aﬁx ) dT_%___Cewa j/ j/ Sl )
-1

1 | _ CezaQAt ]'

—zcoz 2AtT

Das Integral wurde in einen singuldren Teil mit Singularitdt in 7 = 0 und einen
beziiglich 7 nichtsinguldren Teil aufgespalten. Letzterer hat jedoch beziiglich ¢ in

o = 4+/In(Ce?h) eine Singulariit. Fiir w(¢) ergibt sich mit einer #hnlichen Rech-

cAt —ica? AtT 1 + T —ica?T T )
=\ —— +
/ ( Vi—1 Te ¢ V=T
CAt 2 e(" —ico? At)T ica? 2 cia?
+ A/ — /_1/ ewa%tg (ey(l +7) (e At() —Te At() dodr.

Mit Hilfe dieser Formel ldsst sich jetzt w(() numerisch durch Quadraturformeln be-

nung

rechnen. Das uneigentliche Integral schneidet man einfach ab. Das ist gerechtfertigt,
weil der Integrand fiir grofle ¢ rasch klein wird. Aufgrund der Singularitét in o = 0
ist die Approximation mit einfachen Quadraturformeln allerdings nicht sehr effektiv.
Zur Effektivitdtssteigerung kann man fiir den Fall o« = 0 wiederum das Integral in
einen singuldren Anteil, der exakt berechnet wird, und einen nichtsinguldren Anteil

aufspalten. Man setzt

b b b
/f@www;m@/w@ﬁ+/uw—ﬂmmwﬂ,

wobei w(t) eine Singularitdt von hochstens Ordnung 1 in t, hat. Somit ldsst sich

w(() effizient numerisch berechnen.

Das Produkt von w(¢) mit y(¢) ist nicht von a, ¢ und At abhéngig, sondern nurmehr
vom Produkt aus At, ¢ und o?.

Das Ergebnis fiir die lineare Interpolation der Randdaten und die Trapezregel im
Inneren ist in Abbildung 3.1 gezeigt. Dort ist der Imaginérteil der Stabilitatsfunktion
(I4+w(Q)7(€))/(1—=w(¢)v(C)) gegen den Realteil fiir |(| = r aufgetragen. Die duflerste
Linie gehort dabei zu r = 0.999 und die innerste zu r = 0.3. Fiir verschiedene ca?At
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-1

-0.5

0 0.5

-0.5 0 0.5 1

Abbildung 3.1: Werte der Stabilititsfunktion fiir ca?At = 0 (links) und fiir ca?At =

10 (rechts) und Einheitskreis (gestrichelte Linie).

erhalt man nun dhnliche Bereiche in der komplexen Ebene. Die berechneten Werte

der Stabilitatsfunktion liegen immer im Einheitskreis, sodass die Voraussetzung von

Satz 3.3 gleichméBig in « erfiillt ist.

3.1.3 Konvergenz

In diesem Abschnitt wollen wir die Konvergenz unserer Zeitdiskretisierung nachwei-

sen. Dazu zeigen wir zunéchst ein Lemma, das eine Modifikation der Poissonschen

Summenformel zum Inhalt hat.

3.6 Lemma (Modifizierte Poissonsche Summenformel). Fiir eine integrierbare und
stetige Funktion f auf [0,00) gilt, falls man sie konstant Null auf R fortsetzt und
diese Fortsetzung wieder mit f bezeichnet,

Z f(nAt + 0) exp(—sAtn)

n=—oo

wobei F' die Laplacetransformierte von f bezeichnet.

A Z <s + z27r—t> exp ((z’QWAﬁt + s) 9) ,

n=—oo
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Beweis: Fiir die auf R fortgesetzte Funktion f gilt die Poissonsche Summenformel
aus [20] von Seite 128 f.

27\ Z F(2mAn) = 27\ Z F(2mn) = Z f( )

n=—oo n=—oo n=—oo

wobei mit F(f)(£) := f(£) die Fouriertransformierte von f(t) bezeichnet wird. Setzt
man nun At = 27\ und beachtet, dass fiir die Fouriertransformierte der um 6

verschobenen und mit exp(—st) multiplizierten Funktion gilt

F(exp(=s)f (- +0)) (€) = fi¢ — is) exp(i0(& — is))

so erhilt man

Z f(nAt + 0) exp(—sAtn)

1 < n n
C 3 S e
Atnz_oof<7rAt is | exp (i | 2717 — is 0
-~ nz_oo/ exp —i QWE — zs> ) f(t)dt exp < (2#% — zs> 9)
1 oo
= 5 nZ_OOF <s + i27r&> exp < <27r% — zs) 9) .
Damit ist die Behauptung des Lemmas gezeigt. O

Nun konnen wir fiir die spezielle Situation o = 0 die Konvergenz unseres Verfah-
rens zeigen. Die gleiche Aussage gilt mit einer zusétzlichen Voraussetzung fiir die
vollstandig diskretisierte Gleichung, siehe Satz 3.11.

3.7 Satz (Konvergenz fiir das Modellproblem). Falls die Losung v(z,t) der Glei-
chung (3.2) fiir « = 0 in t glatt ist, die Ableitungen beziiglich t beschrédnkt bleiben

und die Diskretisierung in obigem Sinne stabil ist ist, so gilt fiir den Fehler am Rand

1 N, 1/2
_an 2
(Nt 12008 () )

fiir eine von At unabhéngige Konstante C' mit den oben eingefiihrten Bezeichnungen

< Mo( max [10%u( )l +  max ||a?u<-m>||Hl<R>)

T€[0,ALNY] TE€[0,AtN]

fiir v, v™ und wu.
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Beweis: Es ist
|v(0,nAt) — 0™ (0)| < |v(0,nAt) — 2"(0)| + [2"(0) — v™(0)] . (3.20)

Die beiden Terme lassen sich nun wie folgt abschétzen.

Fiir den ersten Term ist
[v(nAt,0) —0"(0)| = |u(nAt,0) — u"(0)] < Cullu(nAt,-) —u"|[mw) — (3.21)

nach Lemma 3.2, Hierbei sind v und «" wie schon im Beweis von Satz 3.3 die
Losung der Gleichung (3.18), beziechungsweise die Losung der mit der Trapezregel
diskretisierten Gleichung (3.18).

Es gilt weiter

1
(At ) =l < A8 max 168u(r, )l (3.22)

da die Trapezregel ein Verfahren zweiter Ordnung ist. Siehe hierzu das Theorem
15.8 auf Seite 250 in [18]. Die Voraussetzung dieses Theorems, die Kontraktivitét
der partiellen Differentialgleichung, ist wegen (3.19) erfiillt. Damit erhalten wir

Nt

1/2
1 1
( }:wmmAn—@%mP) ngAﬁ max |[3u(r, )| m ) -
n=0

Nt + 1 TE[ONtAt]
Um den zweiten Term in (3.20) abzuschétzen betrachten wir die zeta-Transformierte
des Fehlers

V(e,Q) - V(z,0) = 2170 explya)

[
wytl (=07 (3.23)
T—wyi—cp ap " Oeeho).

= A#?

Ausgehend von (3.23) zeigen wir, dass

(i) der Faktor

<1A_t2o V(0) exp(vyz)

sich als zeta-Transformierte von hoheren Zeitableitungen der analytischen

Losung schreiben lédsst und
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(ii) der Betrag des anderen Faktors

wy+1
(1 —wy)(1-¢)*

<’
beschrankt ist.

Hier und im folgenden bezeichnet C’ jeweils eine Konstante, die wir nicht weiter
unterscheiden werden. Mit diesen beiden Aussagen ldsst sich dhnlich wie bei der
Stabilitét der zweite Term in (3.20) abschétzen.

Zum Beweis von (i): Es ist

o
- s w0
_ (1A—t§)2§;(v(jAt,o)+At2d~) ¢’ (3.24)
) g (v(jAt,O) — 20((j — DAA; O +olld =2)200) | 4 Ozdﬂ‘) ¢

Y (#0006 - 180+ Fotul0.5) + (- 04, ) ¢

J

wobei eine Taylorentwicklung um (j — 1)At durchgefiihrt wurde und d; mit (3.21)
und (3.22) abgeschiitzt werden kann:

;] < C'mazrepjagllOul, Tl mw) -
Es ist 7; € [0, jAt].
Beweis von (ii): Wir werden zeigen, dass der Faktor

14wy
(1 —wy)(1-¢)?

beschréinkt ist. Da vorausgesetzt wird, dass das Verfahren stabil und somit das

(3.25)

Stabilitédtskriterium aus Satz 3.3 erfiillt ist, miissen wir nur zeigen, dass (3.25) fir
¢ — 1 beschrénkt bleibt. Das heifit, es ist { = exp(—sAt) fiir Re(s) > 0 und

|sAt] =: p < po
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fiir einen kleinen Parameter pg, etwa pg = 1/4.

Nach Lemma 3.1 ist
At

Wp = f(nAt + 0)A(9) db .
—At

Damit gilt
At

w(exp(—sAt)) = / Z f(nAt + 0) exp(—sAtn)A(0) db .

—At

Mit der modifizierten Poissonschen Summenformel aus Lemma 3.6 erhalten wir

w(exp(—sAt))

= 2 F(sren) [ (e o) o) A an
R o\ exp(—sAt) — 2 + exp (sAt)
= 2 F (8 * Z%KJ (2min + sAt)?2 '

n=—oo

Es ergibt sich, dass
w(exp(—sAt)) = F(s) (1+cp®+ O(p")) + c2p” + O(p*)
ist fiir eine Konstante |¢;] < 1/12 und eine Konstante ¢, die
1
F (E(SAt + i27m))

erfiillt. Da |F'(s)| fiir |s| — oo gleichméBig gegen 0 strebt und die Singularitéten von

1
lco] < = max
6 neZ\{0}

F in einem beschrénkten Gebiet liegen, kann At so gewahlt werden dass ¢ klein ist.

Im Fall der kontinuierlichen Schrédingergleichung ist

1 - (5(exp(—sAt))) |

vy (exp(—sAt At
Fiir die Trapezregel gilt
6(exp(—sAt)) 1, 4
—_— | =1—- = .
‘ sAt pf tOw)

Damit erhélt man fiir 1 + w~y
1 + w(exp(—sAt))y(exp(—sAt))

P (A2 P+ ) - o

- (5(exp(—sAt))8)

sAt
F(s(1+¢€%) = F(s)(1 +c1p?) — eop”
F(s(1+¢€))
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mit |€2] = 1/12p? + O(p?). Nun ist

1 F(\) F(\)
{F( (1+e) - F(S){ - %/F )\—S(1+62)_)\—3d>\

_ |t F) 2
= |2 /F D50 — s 1)) e
< imaX|F( Al g§2W§8€2

2m Ael's ss 2
< 3¢ max |[F(\)|,

[A—s|<|s/2|

wobei I'g ein Kreis um s mit Radius |s/2]| ist. Da |e| < 1/6 ist, gilt
1 - 3
A=s(l+e)] s

fir A € I'g.
Somit erhalten wir
11+ w(exp(—sA))y(exp(—sA))
(1 — exp(—sAt))|

62 maX)\el"S ‘F(}\)‘

< 3
— (A =exp(=sAn)| |F(s(1+€2))|
lmax)\eps ‘F()\)‘
T 2 |F(s(1+€)|
Da a = 0 ist, gilt fiir die Funktion F(s) = (ics) ™1/

maxy_o<js)2 [FN)] maxjy_g<js)y2 [(icA) 7]
[F(s(1+e2)]  |(ics(14€2))~1/?]
o Y1tV
- |s=1/2|
< 2

Da fiir ( — 1 der Betrag von wy gegen —1 geht und dann wy — 1 betragsméfig

durch 1 beschrénkt ist, erhalten wir (ii).

Mit den beiden Aussagen (i) und (ii) kénnen wir nun

E(z,¢) =V(z,¢) — V(z,¢)

abschétzen. Dazu wenden wir auf die Gleichung (3.23) zweimal die Parsevalformel

an und erhalten aus (3.24)

o0

n 2 N2 2 2 3 2
D1 OF < (AR 03 (o 0P Dl + a7 nge)
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indem wir die hoheren Zeitableitungen der analytischen Losung iiber geeigneten
Intervallen abschétzen.
Weil die ersten N; Fehlerterme e™, n =1,..., N; nur von den ersten /N; berechneten

Losungswerten abhéngen, gilt

1 N; 1/2
z\enw)
(Nt +1 —~

Ni 1/2
1
< AP ( ZTET[naX ||53U('7T)||§11(R)+ max ||5?U('7T)||§11(R)>

Ny +1 = 0,nAt] TE[0,nAf]

< A#C <Te][(31%f§m} 11070 (-, 7)) + Dax ||afu('77')||H1(R)> :

Damit folgt die Behauptung des Satzes. O

3.8 Bemerkung. Im Beweis der Konvergenz benétigt man nur ganz zu Ende die
Bedingung, dass a = 0 ist. Um den Quotienten aus dem Maximum von F' iiber einen
Kreis um s mit Radius |s/2| und F' an der Stelle s zu beschrénken, ist wesentlich,
dass F' nur in 0 einen Pol hat. Dadurch wird fiir den Fall, dass s gegen diesen Pol
strebt, der Radius des Kreises proportional zu s kleiner.

Ist a # 0, so hat F in ica? einen Pol. Der oben beschriebene Quotient bleibt dann
nur unter der zusétzlichen Voraussetzung, dass der Realteil von s proportional zu
ca? ist, beschrinkt. Diese Bedingung an s fiihrt zu grofieren Konstanten in der

Fehlerabschédtzung und zu einem in ¢ exponentiellen Fehlerwachstum.

3.2 Schrodingergleichung: Halbstrahl raumlich
diskret

Wir wollen nun die Stabilitdt und Konvergenz des in x diskretisierten Verfahrens
fiir die Schrodingergleichung auf dem Halbstrahl untersuchen. Dazu gehen wir wie

im kontinuierlichen Fall vor.
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3.2.1 Fehlergleichung

Gesucht ist die Losung u,, der im Ort diskretisierten linearen Schrédingergleichung

éﬁtum(t) = Stim(t) — Pum(?)

firmeZ, te[0,T]und T >0,
um(0) = wup(mAz) firm e Z,

(3.26)

um(t) = 0 fir m — +oo,

eingeschréinkt auf den negatvien Halbstrahl Z_. Das heifit wir suchen eine Losung

v™ der Gleichung

é@tvm(t) = Sputm(t) — Q2o ()

fir —meN, t€[0,T)und T >0,

vm(0) = vo(mAz) fir —m € Ny, (3.27)
un(t) = 0firm — —oo,
! Az
vo(t) = / £_1< ) (t —1)bv_1(7) dr fiir t € [0,T].
0 L= x4+

Eine Zeitdiskretisierung der Differenzengleichung und der Randbedingung einmal
mit dem schnellen Faltungsalgorithmus das andere Mal mit Hilfe der Faltungsqua-
dratur fithrt zu Gleichungen fiir v}, und o},. Die Bezeichnungen sind hierbei aus dem

letzten Abschnitt iibernommen.

Eine zeta-Transformation in ¢ mit der Variablen ¢, |(| < 1, des Fehlers e}, = v} — o7,
ergibt mit den Definitionen des letzten Abschnitts
V(QEn(C) = 6uEn(C) fir —meN, (3.28)

Ey(¢) = w(Q)b,(E-1(¢) +Vor(¢)) = @(¢)8,V-1(C) - (3.29)

Zur Losung der Differenzengleichung in z fiithrt man eine zeta-Transformation
beziiglich x mit Variabler durch. Bezeichnet man wie zuvor mit y_ diejenige Wurzel

von 1 — (24 Az*y2(¢))x + x? deren Betrag kleiner 1 ist, so erhilt man

En(C) = Eo(Ox=" -
Ey(Q) ldsst sich aus der Randbedingung

0(¢) = w( O PPN 4 ey — 508,110
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berechnen. Fiir den Fehler gilt somit folgende Gleichung

S
En(¢) = B2 Vo™, (3.30)
bmomme™
wobei verwendet wurde, dass im diskreten Fall die erzeugende Funktion @({) der

Faltungsquadraturgewichte @, gegeben ist durch

O(0) = Fa (5&5}) 1 f:;

fiir die Laplacetransformierte F,, des diskreten Faltungskerns. Die zum schnellen

Faltungsalgorithmus gehorenden Faltungsgwichte w,, sind in Lemma 3.1 gegeben,

falls man dort den diskreten Faltungskern verwendet.

3.2.2 Stabilitat

Mit Hilfe der Fehlergleichung (3.30) ist es moglich ein Kriterium fiir die Stabilitét

anzugeben.

Zur Vorbereitung geben wir zuerst noch einige Definitionen und Eigenschaften der
Fouriertransformation auf Folgen an. Fiir Folgen (u,) und (v,) definieren wir ein
H}, Skalarprodukt

((up), (vp)) == Az Z Uy, + 02U 02Uy (3.31)
wobei
St = Unp4+1 — Un-—1

2Ax
ist. Durch dieses Skalarprodukt wird die diskrete HA, Norm induziert. Die Fourier-

~

transformierte u(&) einer Folge (u,) wird durch

u(§) == Az Z exp(—inAxé)u, (3.32)
definiert. Es gilt die Umkehrformel
1 7/ Az
U, exp(inAx&)u(§) d& (3.33)

B 27 —7/ Az
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und die diskrete Parseval Gleichung

w/Az

Az > uy = % / a(€)o(€) de. (3.34)

—7/Ax

n=—oo

Zum Beweis der Stabilitdt ben6tigen wir noch ein Lemma, dhnlich dem Lemma 3.2,

das es erlaubt, ein Folgenglied durch die diskrete H_,-Norm abzuschitzen.
3.9 Lemma. Fiir eine Folge (v,) gilt
lvol < Cpl|vl[my

wobei C'p unabhéngig von Ax ist.

Beweis: Mit Hilfe der Fouriertransformation und der Cauchy-Schwarzschen Unglei-

chung erhélt man

1 w/Ax
vl = |5~ 4/M@(5)d5
1 w/Ax 1
2 La \/1+(Sin(€Ax)/Ax)2\/1+(Sin<€A$)/A$)2@(f) d¢

) /A ) 1/2
S (/m [+ (sm(An) Ay d5>

w/Ax 2
: (/ (1+ (sin(gAa:)/A:c)2)|@(§)\2dé)

—7/ Az

w/Az 1/2
< oL ( / <1+<sin<sAx>/Ax>2>w<§>\2dé)

2m —7/Ax
= Cpl|vl|my,
denn es ist )
sin(§Ax) 1 2Ax

Az >A:1: wé

fir £ € [0,7/(2Ax)] und damit

w/ Az 1
/—W/Ax 1+ (Sln(&AfL‘)/Ax)Q dé

w/(2Ax) 1
=4 /0 1+ (sin(éAz)/Az)? at
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Mit diesen Vorbereitungen konnen wir nun den folgenden Satz zeigen.

3.10 Satz (Stabilitét der vollsténdig diskretisierten Schrodingergleichung). Falls

ist fiir eine Konstante C unabhéngig von At, so ist die Zeitdiskretisierung der in x

diskretisierten Gleichung 3.2 im Sinne von Satz 3.3 stabil:

LM 1/2
n |2 /11,,0
(Nt+12|€m| ) < o7l @y

=0

mit einer von m, Az und At unabhéngigen Konstanten C’.

Beweis: (Vergleiche den Beweis von Satz 3.3). Da |x_| < 1 ist, reicht es, den Fehler
am Rand efj abzuschétzen. Wie im Beweis von 3.3 liefert das zweimalige Anwenden

der Parsevalschen Gleichung

o o
D lesP <y Il
n=0 n=0

v ist hierbei die Losung der vollstindig mit der Trapezregel diskretisierten Glei-
chung (3.27).
Auch die in z diskretisierte auf ganz R gegebene Schrédingergleichung ist kontraktiv,

da mit Parseval

Re (icd u, u>H1\
x

Re /”/Ax . exp(—iAz€) — 2 + exp(1AxE)

c
2
—7/ Az Az

u(§)a(§) dé
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’c 3
—r/Az Az

/AT _gin?(Az
Re [ e m SR eyt

= 0

gilt. Damit folgt wie im Beweis von Satz 3.3 die Behauptung, wenn man anstelle

von Lemma 3.2 die in Lemma 3.9 angegebene diskrete Variante verwendet. a

Zur Berechnung von w(¢) miissen wir jetzt die Reihendarstellung verwenden. Bereits
im kontinuierlichen Fall wurde gezeigt, dass die zum schnellen Faltungsalgorithmus

gehorenden Faltungsgewichte w,, durch
wy =10+ (I, -1} ) =10+ VI,

gegeben sind, wobei I? und I} durch

Ig = / LY E, () ((n—T7)At) Atdr,

-1

I = / L F,()((n—7)At) T Atdr

-1

fir n > 0 und VI! :=TI! —I! | und I', := 0 definiert sind.

Nach Voraussetzung lésst sich der Faltungskern f,, durch seine Laplacetransformierte

iiber das Wegintegral entlang einer Talbotkontur berechnen, sodass gilt:

0
I = //Fa(s)es(”_T)AtdsAth
-1Jr
0

Fa(s)/ eS(A 4 At ds
-1

es(n+1)At _ esnAt
F,(s) A Atds

Fy Fy
(S) es(n+1)At . / (8) esnAt ds
T

S S

I
S— 55— 55—

/ Fo(s)es™ DA dsr At dr
r

0
Fa(s)/ A LA At ds

r ~1
s(n+1)At _ At sAt(n+1) _ . snAt
e sAte e
= /FFa(s AP Atds
_ 1 Fa(s)es(n+1)At ds — / Fa(s)es(n+1)At ds — i/ Fu(s) NN
At Jp s? r S At Jp 2
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Fiir n > 1 erhalt man durch Einsetzen

wy = I+ (Iy—1I_4)

S S
+i/ Fa(s)es(nJrl)At ds — / Fa(s)es(n+1)At ds — L Fa(s)esnAt ds
tfr 2 r S At Jp 2
_L/Fa(s)esnAtds+/Fa(s)esnAtd8+i/Fa(S)es(n 1)Atd8
t r 52 T S At T 52
_ i /Fa(s)es(n+1)At_2/Fa(5)esnAtds+/ Fa<8)es(n—l)Atds
t \Jr s? r s r s
Fu(s/At)

Im letzten Schritt wurde dabei eine Variablensubstitution s < Ats durchgefiihrt.

Fiir n = 0 ergibt sich

wo = IN+I3

(B e [
= /FM(@—1—S) ds.

g2

Mit diesen Formeln lasst sich jetzt w(() zumindest ndherungsweise berechnen, wenn-
gleich die Berechnung fiir |(| ~ 1 ausgesprochen aufwendig ist, da sehr viele w,

benotigt werden.

Das Ergebnis fiir die lineare Interpolation der Randdaten und die Trapezregel im

Inneren ist in Abbildung 3.2 gezeigt. Dort ist Imaginérteil der Stabilitatsfunktion

1 — x4
1—w1£x’

gegen seinen Realteil fiir || = r und verschiedene «, At und Az aufgetragen. Die
duferste Linie gehort dabei zu r = 0.999 und die innerste Linie zu r = 0.3. Fiir ver-
schiedene o, At und Az erhdlt man nun &hnliche Bereiche in der komplexen Ebene.
Fiir kleine Ax &hneln diese denjenigen im kontinuierlichen Fall. Die Stabilitatsfunk-
tion kann, wie schon die hier angegebenen Beispiele zeigen, Werte annehmen, deren

Betrag grofer als 1 ist.
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17" 1+ el
0.8t
0-5, /// 06’ \\
0.4r/
| 0.2¢
(0] !
v\ 0’
_O.Zl\
-05 -0.4+ ;
-0.6 !
-1t -0.8
-1t Trsmeebmennll
-1 -1 -0.5 0 0.5 1

Abbildung 3.2: Werte der Stabilitdtsfunktion entlang verschiedener Kreise |(| = 7.
Linkes Bild fiir c =1, Az = 1, At = 1 und o = 1 und rechts fiir c = 1, Az = 1/10,
At =1 und a = 0. Die gestrichelte Linie zeigt den Einheitskreis.

3.2.3 Konvergenz

Ebenfalls wie im kontinuierlichen Fall erhalten wir ein Konvergenzresultat.

3.11 Satz (Konvergenz fiir die vollstdndig diskretisierte Schrodingergleichung).
Falls die Losung der Gleichung (3.27) mit o« = 0 in t glatt ist, die Ableitungen
beziiglich t beschrédnkt bleiben, die Diskretisierung im Sinne von Satz 3.10 stabil
und zusitzlich cAt/Ax* > 1 ist, so gilt fiir den Fehler

Ny

. 1/2
(E > lun(nat) - W)

n=0

< At*C ? . o3 N
- (m%}gﬁm 105 uac(T)llmy, + O] 107 taa (7)1,

fiir eine von At und Ax unabhéingige Konstante C. Hierbei ist upa, = (Up)nez die

Losung der raumlich diskretisierten Schrédingergleichung (3.26).

3.12 Bemerkung. Verglichen mit der Zeitdiskretisierung der im Raum kontinuier-
lichen Gleichung, benéttigt man fiir den hier gegebene Beweis zur Konvergenz fiir
die vollsténdig diskretisierte Gleichung eine zusétzliche Bedingung an das Verhéltnis

von At und Az?, die fiir implizite Verfahren keine Einschrankung bedeutet.
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Beweis des Satzes: sieche den Beweis von Satz 3.7.

Die Kontraktivitdt der in x diskretisierten Gleichung wurde bereits in Satz 3.10
nachgerechnet. Anstelle von Lemma 3.2 wird nun Lemma 3.9 verwendet.
Der auftretende Faktor

At?
ldsst sich wieder als zeta-Transformierte hoherer Zeitableitungen schreiben.
Die Beschréanktheit des Faktors

1 — x4+

1—x_

(1+w —t )(1—02

kann man ebenfalls mit Hilfe der modifizierten Poissonschen Summenformel zeigen,
wobei fiir die Laplacetranformierte F' des diskreten Faltungskerns die Beschranktheit

von
max|)—s|<[s|/2 | F'(A)]

[F(s(1 4 €))|

nachzurechnen ist. Untersuchen wir zuerst den Zéihler, wobei wir die Konstanten

weglassen und 7 := 4ic/Ax? setzen :

1
\/X(\/X+\/>\—n)'
1 1

[s] /M Ts[ (/M T+ /M s — n/]s])

Wir fithren nun neue Variablen ein: § = s/|s| und 77 = n/|s|, sodass |5| = 1 und fiir

max
IA=s|<|s/2|

max
IA/Is|=s/lsl|<1/2

p < 1/4 nach Voraussetzung |7j| > 16 gilt. Damit ist

1
<12 | S ATTS/ATTS] -+ /ATTs] — a7ls])
1
T ﬁ(ﬁwrm‘
1 1
= \/éufrs%/? ﬁ+m' : \/é\/?72+1/2\/m
1

ﬂi‘swi'

1+24/|n
1

S5++5+7

1
1+m'
12/2

IA
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Somit gilt

max |F(N)| < 12V2[F(s)],

[A—s|<[s|/2
wodurch wir fiir gentigend kleines € die Beschrénktheit von

maX|,\_8\<|s\/2 |F()‘)’
|F(s(1+¢))]

erhalten. O

3.13 Bemerkung. Fiir Az — 0 und festes ¢, || <1 gilt

1
cuA—X;—l_> 1+ wy

1+ wizs 1—wy’

da dann Az/(1—x+) gegen F1/v geht, siehe hierzu die Bemerkung 1.1 auf Seite 20.

Die Konvergenz ist nicht gleichméfig in .

3.3 Schrédingergleichung:

Zwei nichtreflektierende Rander

Anstelle des Modellproblems auf dem Halbstrahl soll nun das kontinuierliche Pro-
blem mit zwei nichtreflektierenden Randbedingungen in —a und b untersucht wer-
den. Wie im Modellproblem wird eine Fehlergleichung hergeleitet. Es zeigt sich,
dass darin zusétzlich zu der bereits bekannten Stabilitédtsfunktion noch ein weiterer
Faktor auftritt.

z@tv(a:,t) = Opv(x,t) — a*v(z,t)
fur(xt) [—a,b] x [0,T]und T' > 0,
v(xz,0) = wvo(x) fir z € [—a,b],
v(—a,t) = / falt —a,T) dr fiir t € 0,77,

v(b,t) = /0 falt — 7)0,v(b,T) dr fiir t € [0,T].

Diskretisiert man obige Gleichung wie das Modellproblem in der Zeit, so erhélt man
eine Gleichung fiir v"(z) und 0"(z), jeweils fir n = 0,..., N, und At = T/N,.
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Die Gleichung auf dem Intervall [—a, b] wird mit der Trapezregel in ¢ diskretisiert.
Diskretisiert man die Randbedingung mit Hilfe der Faltungsquadratur, wobei die zur
Trapezregel gehorenden Faltungsgewichte verwendet werden, so bezeichnen wir die
Losung der so diskretisierten Gleichung mit ™. Wird die Randbedingung mit dem
schnellen Faltungsalgorithmus diskretisiert, so erhédlt man eine Gleichung fiir v™.
Setzt man nun wie zuvor e"(x) := v™(z) — 0" (z) und fiithrt eine zeta-Transformation
in ¢ durch mit Variable ¢, |(| < 1, so ergibt sich mit den selben Bezeichnungen wie

im Modellproblem

'72E(fL’, C) = axxE(xa C) >
E(—a,() = wd,E(—a,()+ (w—)d,V(—a,(), (3.35)
E(b,() = wd,Eb,C) + (w—a)d,V(b{).

Die Losung der Differentialgleichung (3.35) ist nun
E(z) = ce 7@ 4 g er(@te),
Es ist
c1 + ¢y = F(—a) und ¢, — yee = 0, E(—a)
und damit

o — E(-a)+0,E(=a)/v 0 — E(-a) — ,E(~a)/y

2 2

Setzt man die Randbedingung ein, so erhélt man

_ wO,B(=a) + (w— )9, V(=a) + §,E(=a) /v
2

C1

und -

 wO,E(—a)+ (w—@)0,V(—a) — 0,E(—a)/vy
= 5 .
Insgesamt ergibt sich nach Auswertung in b

Co

(@ + 1/, B(=0) + (@ = )0,V (<0) o1
2

0= YV0B(=a) + (@ = 5)0,V(=a) 1o
2

E(b) =




3.3 Schrodingergleichung: Zwei nichtreflektierende Réander 101

w ((—’y) (w+1/7)0,E(—a) + (w — @)0,V(—a) e

E() = 5

+¢w—uw@Eem;<w—maVPw@m@)

+Hw(¢) = @(€)aV (1,€).

Zieht man beide Gleichungen fiir E(b) voneinander ab, so erhélt man

0 = (14w YNOE) + (0= 5)0V(z0) v

(1= wy) (w— 1/7)8,,E(—a)2+ (@ = D)0,V (=a) s41a

—(w—@)3,V(b).

Es ist dann
8,E(—a) =
Yw = @) ((1+09)0,V(=a)e ) 4 (1= w9)d,V(~a))e7®* - 20,V (b))
(1 — wy)2erta) — (1 + wry)2e(bta)
(
(

(1+w9) (L+ w8,V (—a)e @) + (1= wy)0, 7 (~a) e - 20,V (1))
= (1 - WV) e—y(b+a) 1 + W'Y)Qe v(b+a) .

Damit 0, E(—a) beschrankt bleibt, muss wie im Modellproblem

1
Wy (3.36)
1 —wy

betragsméfig beschrinkt sein. Vertauscht man a und b, so erhélt man die selbe
Bedingung fiir die Beschrénktheit von 0, E(b). Die Frage ist nun, ob diese Bedingung

hinreichend ist.
Man hat drei Terme zu untersuchen.
(14 wy)?0,V (—a)e )
(1 — wy)2e7tta) — (1 + wy)2e—7(0+a)

B (1+w7> 1
1 —wy 1 — e—2v(b+a) <% + CLW)
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(14 wy)(1 = wy)d,V(—a))ert+
(1 — wy)2e7tta) — (1 + wry)2e—7(0+a)

1 1 N
_ —twy 5 0,V (—a) und
1 —wy 1 — e—2v(b+a) (1 + W’Y)

—
|
&
3

—2(1 4+ wy)d,V (b)
(1 — wy)2erbta) — (1 4 wy)2eb+a)

14 wy 1 C(bta) A T
T (1-wy)? —2y(bta) (LT WY AR AU
L=em (1—w7>

Bis auf den dort jeweils auftretenden Faktor

1

1 + w7y 2
2v(b+a hadil &
1 € ( ) (1 "}/>

(3.37)

sind alle anderen wie schon im Modellproblem beschrankt. Damit dieser beschréinkt

2
1 — e—21(b+a) 1 +wy
1—wy

bleibt, muss

>c >0

fiir eine Konstante ¢’ sein. Es ist Re(y(¢)) > 0 fiir |¢| < 1. Jedoch gilt fiir { = exp(i¢)
und ¢ € [—m, 0], das heift, falls ¢ auf dem unteren Einheitshalbkreis liegt, dass 6(()
auf der positiven imagindren Achse liegt. Damit ist fiir solche Werte Re(y({)) = 0
und somit [e”27¢Fa)| =1,

Die berechneten Werte der Stabilitédtsfunktion fiir die Trapezregel sind betragsméafig
durch 1 beschrénkt, wie schon die Abbildung 3.1 zeigt. Fiir « = 0 sind die Werte
der Stabilitdtsfunktion betragsméBig echt kleiner als 1, sodass der Faktor (3.37) be-
schriinkt ist. Fiir grofier werdendes ca®?At niihern sich die Werte der Stabilititsfunk-
tion fiir ¢ auf dem unteren Einheitshalbkreis von innen dem Einheitskreis. Dieses
Verhalten der Stabilitdtsfunktion zeigt Abbildung 3.3.

Der Wert von (3.37) kann mit wachsendem «, das heifit im Fall der zweidimensiona-
len Schrédingergleichung bei hohen Fouriermoden, abhéingig von a + b betragsméafig

grofl werden. Dazu muss

SO0 ~ L)
1 —w()v(C)
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-1 -0.5 0 0.5 1 -1 -0.5 0 0.5 1

Abbildung 3.3: Werte der Stabilitdtsfunktion fiir co?At = 0 (links) und fiir ca®At =
10 (rechts) — fett gedruckten Linien gehoren zu ¢ aus der unteren Einheitshalbkreis-

scheibe — und Einheitskreis (gestrichelte Linie).

sein.

Wie beim Modellproblem erhalten wir ein Stabilitétsresultat fiir eine andere kompli-
ziertere Stabilitatsfunktion, von der jedoch nicht zu erwarten ist, dass sie unabhéngig

von « und a + b beschrankt ist.

3.4 Wellengleichung und Maxwellgleichung

Da am Rand, fiir den eine nichtreflektierende Randbedingung gelten soll, in tangen-
tialer Richtung fiir die diskretisierte Gleichung eine Fouriertransformation durch-
gefiihrt wird, reicht es, den eindimensionalen Fall zu untersuchen. Allerdings miissen

die Abschitzungen dann gleichméfig fiir jeden Fourierkoeffizienten gelten.

Bei einer Zeitdiskretisierung mit einem A-stabilen Verfahren erhalten wir die glei-
chen Ergebnisse wie fiir die Schrodingergleichung. Es ist im Fall der Wellen- und
Maxwellgleichung aber das Leap-Frog Verfahren von Interesse. Da dieses nicht A-
stabil ist, miissen wir von vornherein das in x diskretisierte System untersuchen.

Der Vergleich zur mittels Faltungsquadratur erhaltenen Randbedingung, der uns
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bei der Schrodingergleichung im homogenen Fall sehr einfach ein Stabilitatskriteri-
um liefert, funktioniert hier nicht mehr. Es kann hier nur gezeigt werden, dass in
einer Fiille numerischer Experimente die vorgestellten nichtreflektierenden Randbe-

dingungen nicht zu einer Verschiebung der Stabilitdtsschranke des Leap-Frog Ver-
fahrens gefithrt haben. Abbildung 3.4 zeigt At gegen v/Axz? + Ay? fiir die zweidi-

0.025
0.02+ ®® & @ o B
&® & o ¢
®® @ o
0.015} ® ® ® o o 4
® @ © o o o
-~
< e® @ 00 O O o
0.01f 5885738 3838 ¢ 1
8 8888 8
@ 00 00 O
0.005F N
® o 0 o
® % 0 ¢
® 0 O
00
O 1 1 1 1
0 0.01 0.02 0.03 0.04 0.05

VAZ? + Ay?

Abbildung 3.4: Stabilitdt fiir zweidimensionale Wellengleichung.

mensionale Wellengleichung. Getfiillte Kreise zeigen an, dass das Verfahren fiir diese
Werte instabil wurde, leere Kreise bezeichnen Paare von At und v/Az? + Ay?, die
zu keiner Explosion der Losung fithrten. Hierbei ist Ax ~ Ay, c=1und T' = 1.



Kapitel 4

Vollstandige Diskretisierung und

numerische Beispiele

In diesem Kapitel préasentieren wir numerische Beispiele zur ein- und zweidimensio-
nalen Schrodingergleichung und zur zwei- und dreidimensionalen Wellengleichung.
Um die Qualitét nichtreflektierender Randbedingungen zu untersuchen reicht es den

homogenen Fall, g = 0, zu betrachten.

4.1 Schrodingergleichung

4.1.1 Eindimensionale Schrédingergleichung — vollstindige

Diskretisierung

Durch die lineare eindimensionale Schrodingergleichung wird bespielsweise die Aus-
breitung einer Lichtwelle in einem Filmwellenleiter ndherungsweise beschrieben.
Es bezeichnet dann ¢ die Ausbreitungsrichtung der Welle in einem durch ( beschrie-

benen Material. Typischerweise ist die Inhomogenitéit § von der Form
Bz, t,u) = n(z, t)u(z,t),

wobei sich der Brechungindex n(z,t) nur langsam in ¢ &ndert und wie gefordert

kompakten Tréger beziiglich x hat. Auch die Voraussetung, dass der Startwert wug
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kompakten Trager hat, ist ndherungweise erfiillt. Zur Herleitung der Fresnelglei-

chung aus der Maxwellgleichung wird auf den Abschnitt 2 in [19] verwiesen.

Zur Diskretisierung verwenden wir die Trapezregel in ¢t und finite Differenzen in z.

Setzt man
v i=v(—a+mAzx,nAt) firm=0,1,....M, n=0,1,2,...
fiir die Losung der diskretisierten Gleichung und

gr = B(—a+mAz,nAt,v) firm=0,1,....M , n=0,1,2,...,

so erhélt man aus (1.5):

iupt — o, _ 1 et — 2057 4 oty n U1 — 2V T Uy
c At 2 Az? Az?
HB =)ot + (B, — a®)v )
firm=1,... M—1,n=0,1,2,...,
v = wug(—a+mAzx) firm=0,...,M,
(n+1)At
@ = [ ful DAt ) - o) dr
0
(n+1)At
= [ Fuln DA = 1), - o) dr,
0
wobei v” die lineare Interpolation von v in Gitterpunkten 0, At, 2At, ... bezeichnet.

Die Randbedingung wird mit dem in Kapitel 2 vorgestellten Verfahren berechnet.

n+1

Sortiert man anschlieBend nach v™*", so erhélt man

2ic
Ut + (—2 + Az? <ﬁ;ﬂ+1 - o’ At)) nhl ntl

2
= —up g+ <2 — Ax2? <ﬂ" o + Ai;f)) O Ve (4.1)

firm=1,....M —-1,n=0,1,2,...
v = wug(—a+mAz) firm=0,...,M,

voar — ®2(a) (Vihr — 075 0)
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= (¢1(a) — ¢2(a)) (Ug,M - 'U711,M—1)

nAt
4 / fal(n+ DAL = ) (0741 — ] ag_y) dr
\0

J/

berechnet mit dem?‘altungsalgorithmus
mit den in Abschnitt 2.3 in Gleichung (2.10) definierten ¢; und ¢s.

Fiir den Fall der Dirichlet-nach-Neumann Randbedingungen miissen die nahelie-
genden Faltungskerne, die man einfach durch Invertierung der Neumann-nach-
Dirichletkerne erhélt, modifiziert werden. Die Inversen der in der Zusammenstellung
zu Beginn von Kapitel 2 gegebenen Faltungskerne eriillen nicht mehr die Bedingun-
gen, die zur Berechnung der inversen Laplacetransformation mittels Talbotkonturen
notwendig sind.

Die Modifikation geschieht durch Hervorheben eines Faktors i/cd; + a?. Dadurch er-
reicht man fiir die Schrédingergleichung, dass die modifizierte Laplacetransformierte
F,, des kontinuierlichen Dirichlet-nach-Neumannkerns wieder gleichméBig gegen Null
abfallt.

Fiir den diskreten Kern geht F, fiir |s| — oo gegen eine Konstante. Diese Konstan-
te féllt bei der Integration iiber die Talbotwege weg und beim direkten Schritt des
Faltungsalgorithmus wird zur Berechnung von ¢; und ¢, der Kern so abgeéndert,
dass er fiir groe Argumente gleichméBig gegen Null geht.

Es ist

(n+1)At
W = (ifeds + o) /0 Fal(n+ 1AL — 1)o7 oy dr

mit F,(s) = 1/(Fa(s)(is/c + a?)). Man beachte, dass F, dieselben Singularititen

wie F,, besitzt.

Die Ableitung beziiglich ¢t wird mit Hilfe eines durch «; und (; gegebenen Mehr-

schrittverfahrens diskretisiert:

L (n+1-10)At 5
Z oy vgj}_l — vﬁj{/}:i — on/ fa((n+1=1)At — 7)vgpp d7
1=0 0

(n+1-0)At
- iC—Zﬁl/ fal(n +1—=1)At — T)vg r dr.
0

In den numerischen Beipielen wird dazu der implizite Euler, das BDF(2)-Verfahren

und die Trapezregel verwendet. Letztere liefert die besten Ergebnisse.
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Als Randbedingung erhélt man bei Diskretisierung mit dem impliziten Euler Ver-

fahren

n+1 n+1
Yo, — V1M1

. B B B nAt
- (om+?) <¢M =it [ Rl DA r>vaMdT)

. (n—1)At
) ~ ~ ~ ~
—— <¢2”5L,M + (¢1 — P2)vgar + / fa(nAt — T)US,MdT) ;
cAt ’ 0
mit dem BDF(2)-Verfahren

n+1 n+1
Yo, — V1M1

3 _ B B nAt

= (2—At + 042) <¢2U(T)Lj41 + ((,bl - ¢2)U3M + / fa((m + 1)At - T)US,MdT)
c 0
2 ~ _ B . (n—1)At

T A: P2vg ap + (1 — P2)vg s + / fa(nAt = 7)vg dr

c 0
i R B R (n—2)At
b | Battiad + @ =G+ [ Fulln = DAE = 7)0f yar
c 0

und mit der Trapezregel

1 n n 1 n n
5(”0}41 - Ul,&lfl) + §(UO,M - Ul,Mfl)

. 7 1 9 T ol ~ - " nAt A .
= (E + 74 ) P2vg s + (91 — P2)vg ar +/0 fa((n +1)At — 7)vg \dr

C

1 , i ~ _ _ . (n—-1)At _
+ (504 — E) QSQ'U(SL,M + (¢1 - ¢2)U&E4 Jr/ fa(nAt - T)Ug,MdT )
0

wobei ¢ und ¢, die durch (2.10) definierten zu F,, gehorigen Faktoren fiir den
direkten Schritt des schnellen Faltungungsalgorithmus sind.

4.1.2 Numerisches Beispiel

Zu den Parametern ¢ = 1/14, a = 2, @ = 0 und fiir § = 0 berechnen wir die

Ausbreitung der in Abbildung 4.1 gezeigten Welle, die unter einem Winkel von 65°
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Abbildung 4.2: Energieabfall fiir verschiedene Faltungskerne.
sind.

Fiir den kontinuierlichen und den diskreten Faltungskern der Neumann-nach-
Dirichlet Abbildung (NtD) ist der Energieabfall in Abbildung 4.2 gezeigt. Beim
diskreten Kern sind zusétzlich die beiden Varianten, Beriicksichten der entfernten
Singularidt und Nichtberiicksichtigen der entfernten Singularidt angegeben.

Hierzu werden 160 Gitterpunkte in z- und 400 Gitterpunkte in ¢-Richtung verwen-
det. Fiir den Faltungsalgorithmus wird N = 10 und B = 10 gewéhlt. Die Parameter
fiir die Talbotkonturen werden wie in Abschnitt 2.2 auf vy = 0.6 und py = 8 gesetzt.
Abbildung 4.2 zeigt deutlich, dass der diskrete Faltungskern im Vergleich zum kon-
tinuierlichen Kern weit bessere Ergebnisse liefert. Man sieht auch, dass der Beitrag
von I'; vernachléssigt werden kann, wie es die Diskussion in Abschnitt 2.2.2 und
Satz 2.1 nahelegt.

Fiir den stetigen Faltungskern erhélt man in Abhéngigkeit von Ax, M ist die Anzahl
der Diskretisierungspunkte fiir die z-Komponente, den in Abbildung 4.3 gezeigten
Energieabfall.
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Abbildung 4.3: Energieabfall fiir den stetigen Kern abhéngig von Az.

Die Beispielrechnung wird mit 400 Zeitschritten, B = 5, N = 25 und allen ande-
ren Parametern wie oben durchgefiihrt. Es zeigt sich, dass selbst bei relativ feiner
Ortsdiskretisierung bei Verwendung des stetigen Faltungskerns immer noch starke
Reflektionen auftreten. Der diskrete Faltungskern liefert dazu im Vergleich sehr viel

bessere Ergebnisse und das bei gleichem Aufwand, sofern man I'; vernachléssigt.

Um die Abhéngigkeit unserer Randbedingungen von At zu untersuchen, verwenden
wir den diskreten Faltungskern unter Beriicksichtigung seiner beiden Singularitéiten.
Es werden 160 Punkte zur Diskretisierung in x- und je N; Schritte in ¢-Richtung ver-
wendet. Die Parameter fiir den Faltungsalgorithmus sind B =5, N = 25, vy = 0.6
und pg = 8. Wir verwenden zwei verschiedene «, und wie erwartet sind die Re-
flektionen fiir grofles a starker. Man sieht in Abbildung 4.4 zudem deutlich, dass
bei zu groflen Zeitschrittweiten der Energieabfall zu spét eintritt, was damit zusam-
menhéngt, dass die Wanderungsgeschwindigkeit der berechneten Welle im Vergleich

zur Referenz, der analytischen Losung, zu langsam ist.

Die Abhéngigkeit von der Anzahl der Punkte N auf einer Talbotkontur und von
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Abbildung 4.4: Energieabfall in Abh#ngigkeit von At, unten fiir groes o?,

oben fir o = 0.
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Abbildung 4.6: Energieabfall fiir verschiedene B.
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Abbildung 4.7: Flops gegen N,. (Erldute- Abbildung 4.8: Rechenzeit in Sekunden
rung im Text.) gegen N,. (Erlauterung im Text.)

der Basis B ist in den Abbildungen 4.5 und 4.6 gezeigt. In dieser Rechnung wird
eine Diskretisierung mit 160 Gitterpunkten in z-Richtung und 800 Zeitschritten
verwendet. Der Parameter pg wurde jeweils auf 8 und vy auf 0.6 gesetzt.
Abbildung 4.5 gibt den Energieabfall fiir B = 20 und verschiedene N wieder.

In Abbildung 4.6 ist fiir N = 10 und verschiedene Werte B der Energieabfall gezeigt.

Der Aufwand fiir den Algorithmus ist nach Konstruktion O(N;log(N;)). Um das zu
zeigen ist in Abbildung 4.8 die Rechenzeit gegen die Anzahl der Zeitdiskretisierung-
schritte N; und in Abbildung 4.7 die Anzahl der flops als Funktion von N; jeweils
durch Sterne gekennzeichnet aufgetragen.

Dabei wird beide Male N = 10 und B = 10 gew&hlt. Die beiden durchgezogenen
Linien sind Geraden mit Steigung 1 und 2 und gehoren damit zu Verfahren mit Auf-
wand O(N;) und O(N?). Die gestrichelte Linie ist die Funktion C; N;+CoN; log(N;),
wobei C7 und Cy Konstanten sind. Die Implementierung ist in MATLAB und die

Rechenzeiten wurden auf einem Athlon 1600 gemessen.

Die Ergebnisse fiir die Dirichlet-nach-Neumann Formulierung der nichtreflektieren-
den Randbedingung sind, was die Abhéngigkeit des Energieabfalls von At, Ax, N,
B und den verwendeten Faltungskernen betrifft, denjenigen fiir die NtD Formulie-
rung sehr dhnlich und sollen deshalb nicht extra aufgefithrt werden.

Bei der Diskretisierung der Zeitableitung vor dem Faltungsintegral gibt es mehrere
Moglichkeiten. Die Diskretisisierung mit der Trapezregel liefert die besten Ergebnis-
se, sieche Abbildung 4.9. Hierbei wurden 200 Zeitschritte und fiir die Ortsdiskretisie-
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rung 160 Punkte verwendet. Bei einer feineren Zeitdiskretisierung gleichen sich die
Kurven fiir das BDF(2)-Verfahren und die Trapezregel sehr stark aneinander an, da
beide Verfahren Ordnung 2 haben. Die Parameter des Faltungsalgorithmus werden
N =25, B=5, 1y = 0.6 und pg = 8 gewéhlt.

0

10 ~T T T T T
N\ e impliziter Euler
N\ - - BDF(2)
\S == Trapezregel
1072 \\" """""""" —— Referenz 1
\
N :
.
N T T -
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107t N N i
9 ~oo \
EO ‘\'\ N
Q . S
10° SO T ]
'\, > N
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10_10 1 1 1 1 1
0 1 2 4 5 6
t x10"

Abbildung 4.9: Energieabfall fiir die DtN Formulierung der Randbedingung
in Abhéngigkeit von der verwendeten Diskretisierung der Ableitung vor dem

Faltungsintegral.

4.1.3 Zweidimensionale Schrodingergleichung — vollstindige

Diskretisierung

Fiir die Zeitdiskretisierung verwenden wir wieder die Trapezregel und zur Diskreti-
sierung des Laplaceoperators den Standard-Fiinfpunktestern. Setzt man
Uy = v(—a+mAz, Ay, nAt)
firm=0,....M, [=0,1,....,(L—1),L, n=0,1,2,...

und
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"= fB(—a+ mAx, lAy, nAt, v )

m,l s Ym,l

firm=0,....M, 1=0,1,...,(L—1),L, n=0,1,2,...,

wobei Az = 2a/M und Ay = p/L ist, so erhélt man aus (1.13)

o =

26’7’
At
1

= 5(59696”;?11 + 8yt + xSy + B+ By — o (v + 0 )
firm=0,....M, [1=0,1,....,(L—-1),L, n=0,1,2,...,
v = uo(—a+mAz,lAy),
mit vy, o = vy, ;, und vy, ;o = vy, 4, da v als p periodisch in y angenommen wird. Mit

02z und 6,, werden die zweiten finiten Differenzen wie in Kapitel 1 bezeichnet. Um die
Diskretisierung der Randbedingung anzugeben fithren wir die folgende Abkiirzungen

ein. Mit vy, bezeichnet man den aus vy, ; bestehenden Vektor.

n

Um,l

Die diskrete Fouriertransformation F und ihre Inverse F~! wird auf einem Vektor
wie folgt erklért

L

F(v):=v mit v := Zexp <—i27r

=1

W)vl firk=1,...,L,

L
- : 1 o =1k -1)\ . .
F @) :=v mit v := 7 E exp <22W%) O fiirl=1,... L.

k=1

Diese Definition ist die von MATLAB fiir die dort implementierte schnelle Fourier-

transformation verwendete. Weiter sei

E := diag ((—1)l_1)lL:1
eine Diagonalmatrix aus 1 und —1. Damit erhélt man als Randbedingung

Vour — BF N ®F (B(voi; — Vidi-))

= EF! ((CIH — @) F(E(voar — Vi-1)) + Z qﬁ}(]’))
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oder dquivalent

Evoir — F H@F (B(vVoh — Vi)

= F! ((@1 — @Q)f(E(V(T)L,M - V?,M—l)) + quj/}(])) )

j=1

wobel

By = diag (Aitﬁl (F{f)(;)) (At))L

®, = diag <£—1 (Fg:())> (At)) :1k1

und hierfiir die inverse Laplacetransformation an der Stelle ¢ = At mit Hilfe des

Verfahrens von Talbot berechnet wird. Der Vektor q7 (j) wird mit dem schnellen

Faltungsalgorithmus berechnet und ist wie folgt definiert

qr(J)o,m
qg,M(]) = : )
q2()om
mit
n; 1 sAt(1+372) b BI71)
Qk(])O,M = om FMe

yl(c]:](wzfijﬂblBl—l)At ((leiy blBlil) At) (Fa () ds.

Hierbei sind die b; natiirliche Zahlen zwischen 1 und B, sodass man die zur Ba-
sis B gehorige Parkettierung erhélt, und ygy ist die mit dem in Abschnitt 2.3 in
Gleichung (2.9) angegebenen Verfahren mit Schrittweite At berechnete Losung der

Differentialgleichung
VinN — Vin_
g(r) = Sky(T)Jr}“(E (—OvN A;’N 1))(k:)
yla) = 0,

wobei die Fouriertransformierte der d&ufleren Normalenableitung linear interpoliert

wird.

Fiihrt man die Zeitdiskretisierung der Zeitableitung des Faltungsintegrals bei der

DtN Randbedingung mit einem der Trapezregel dhnlichem Verfahren durch, so
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erhalt man

1 n n _ ic 1 - .
gz (3~ Vi)~ (4 31 8 )

= —5 (V&M — V?,M*l)
. K
e (e L Ly (@1 - @2) F (Bvia) + Y @53 0)
At 2 b OM T LM
=
e 1 2 = n 4 5 n—1 - ~n .
x5 §K ¢2F(EV07M + (P — CDQ)JT(EVO,M) + Z QO,M(J) ,
j=1

wobei K? die Diagonalmatrix ist, die man durch Diagonalisierung mittels Fourier-
transformation aus der zweiten Ableitung, beziehungsweise aus den finiten Differen-

zen in y-Richtung erhilt.

2 ~ 2sin (k7) : 2
K* = diag Ty +

k=1

AuBerdem miissen jeweils die modifizierten Faltungkerne F, angedeutet durch @
und ¢ verwendet werden. Wie bei der eindimensionalen Schrédingergleichung ist es
selbstversténdlich auch hier moglich, die Ableitung nach t vor dem Faltungsintegral
auf andere Weise zu diskretisieren. Allerdings liefert auch hier die Trapezregel, ver-

glichen mit dem impliziten Euler und dem BDF(2)-Verfahren, die besten Ergebnisse.

4.1.4 Numerisches Beispiel

Zu den Parametern ¢ = 1/15, a = 0.5, p = 1.5, &« = 0 und fiir § = 0 berechnen wir
die Ausbreitung einer Gaufischen Welle, die unter einem Winkel von 65° Grad nach
links lauft, wobei der Anfangswert ug durch

wole,y) = exp (—4@:2 (g —p/2)?) ﬂ) (43)

2c
gegeben ist. Die Parameter sind so gewéhlt, dass sich das Maximum der zweidi-
mensionalen Gaufiverteilung in der Mitte des Berechnungsfensters [—a,a] x [0, p]
befindet.
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Wir betrachten wieder den Energieabfall E(t)/E(0), wobei

B0 = [ [ e opaay

ist, der durch E"/E° approximiert wird, mit der diskreten Energie

L

;M
E" = ML Z Z |unm,l|2-

m=0 [=0

Energie

Abbildung 4.10: Energieabfall abhéngig von At.

Abbildung 4.10 zeigt den Energieabfall abhéingig von At. Es ist At = 1/N;. Man
sieht, dass bei kleinen Schrittweiten nur noch wenig Energie am Rand reflektiert
wird. Zu grofle Schittweiten fithren wie im eindimensionalen Fall dazu, dass die
Wanderungsgeschwindigkeit der berechneten Welle zu langsam ist. Eine genauere
Betrachtung des Feldes wiirde ergeben, dass die Reflektionen Anteile der Welle zu
hoéheren Fouriermoden sind. Fiir das in 4.10 gezeigte Beispiel werden 129 Punkte in
z-Richtung und 160 Punkte in y-Richtung verwendet. Die Parameter des Faltungs-
algorithmus sind B =5, N =25, vy = 0.6 und po = 8.
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Abbildung 4.11: Energieabfall abhéngig von N.

Der Energieabfall abhingig von N, der Anzahl der Punkte auf einer Talbotkon-
tur, ist in Abbildung 4.11 gezeigt. Die Ortsdiskretisierung ist hierbei wie im obigen
Beispiel gewahlt und die Anzahl der Zeitschritte betrdgt 800. Fiir den schnellen Fal-
tungsalgorithmus wird B = 10, 1y = 0.6 und po = 8 gesetzt.

Die Reflektion etwa zur Zeit t = 0.3 ist auf die Zeitdiskretisierung zuriickzufiihren,

wie die mit B =5 und N = 25 berechnete Referenz zeigt

4.2 Wellengleichung

4.2.1 Zweidimensionale Wellengleichung

— vollstéindige Diskretisierung

Bei der zweidimensionalen Wellengleichung verwendet man zur Diskretisierung der

partiellen Differentialgleichung das Leap-Frog Verfahren

1
n o n n n
géttvm,l = OzaUmy + Oy + By
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Wie bei der zweidimensionalen Schrédingergleichung bezeichnen v, und 3, Ap-

proximationen an v und S in Gitterpunkten.

Uy = v(—a+mAz, Ay, nAt)
firm=0,....M, [=0,1,....(L—1),L, n=0,1,2,...
und
e = B(—a+mAx, IAy,nAt, vy, )

firm=0,....M, 1=0,1,...,(L—1),L, n=0,1,2,...,

wobei Az = 2a/M und Ay = p/L ist. Wie oben definieren wir
v(r — Az) — 2v(z) + v(z + Azx)
Ax? '

und ebenso d,, und d4. Zur Formulierung der Randbedingung verwenden wir wieder

Oprv(x) :=

den Vektor v, sowie die diskrete Fouriertransformation, ihre Inverse und die Matrizen

E, ®;, ®; und K2 Die Neumann nach Dirichlet Randbedingung wird dann zu
Vi = EF (@ (B (Vi Vi) ) +
(@1 — ) F (E (V?l,M 1)~ V(i OM + anH ) :
Da im Inneren des Rechengebietes ein explizites Verfahren verwendet wird, sollte

auch die Randbedingung explizit sein. Dazu extrapoliert man Differenzen der Rand-

werte v konstant oder linear. Damit erhalt man

K
?o+z\14) = BEF ! (q)lj:( (Vi — V(OM) +an+l ),

7j=1

beziehungsweise bei linearer Extrapolation

Vioan = Ef—l((q>1+<1>2)f(E (Viaren = Vioan)) -
K

0 (B (Vi — Viokn)) + i)
1

Die Dirichlet-nach-Neumann Randbedingung lésst sich, falls man die zweite Zeita-
bleitung vor dem Faltungsintegral mit einem Leap-Frog-artigem Verfahren diskreti-

siert, wie folgt formulieren:
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c? -
EF! ((F) <<I>2f (Bvisian ) + (@1 = ®2)F (Bvioan) + D aihi() )
7j=1

) K
+ <K2 - 2&) <<I>2}" (Ev{on) + (P1 — @) F (Ev?o z\14)> T quM )
=1

+ (AC—;) <<I>2}" (Bvioan) + (@1 = @) F (Bvip 2 ) + iq ))

Diese Randbedingung ist explizit. Lost man nach v(0 ]\1/1 auf, so erhélt man

_ (AC—;) ((@1 — ‘I>2)JT (EV(O M) + an+1 >
N (K2 - 2AC—;) (‘bf (Evionn) + (81— 82)F (EV?O i@) ZqOM )
_ (AC—;) ( oF (BVion ) + (8 = @207 (Evii i) + Zq ) }]

Man beachte, dass ®5 als Diagonalmatrix leicht invertiert werden kann. Durch andere

n+1
Vio,m)

= EF!

Diskretisierungen des Operators K2 + 9;, lassen sich weitere explizite Randbedin-

gungen herleiten. Man koénnte etwa die Approximation

K2 1\ ., (K 2\ . (K> 1)\ .
(K2+att)vz(f+ﬁ)v 1+<7—F)’U +(Z+F)v+l

verwenden.

4.2.2 Numerisches Beispiel

In unseren Beispielen setzen wir die Ausbreitungsgeschwindigkeit ¢ = 1, die Periode

in y-Richtung p = 1.5 und a = 1/2. Fiir die Anfangsauslenkung wuy wird
(v $2+y2_q1)2 2 1 .2
—_ v/ b
exp( Nz a<y\xr+y <
Un =
° 0 Vai+y?>b
1 vVei+y?<a
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gewahlt, wobei ¢; > 0 relativ klein und ¢2 =~ a/4 ist. Man erhélt folgenden in
Abbildung 4.12 gezeigten Film.
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Abbildung 4.12: Losung (links) und Fehler (rechts).

Zur Berechnung des Fehlers wurde eine Referenzlosung auf einem in z-Richtung
doppelt so groflem Gitter mit den selben Az, Ay und At berechnet. Zudem verwen-

den wir sowohl I'y als auch I'y, sodass die alleinigen Fehlerquellen Reflektionen am
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kiinstlichen Rand sind, die einmal aufgrund der unterschiedlichen Zeitdiskretisierun-
gen im Inneren und am Rand des Gebietes und zum anderen durch die Approxima-
tion der Wegintegrale auftreten. In obigem Beispiel wurde Az = 1/81, Ay = 1/64,
At = 1/200 und die Parameter im Faltungsalgorithmus mit B =5, N = 10, vy = 0.6
und po = 7 gewahlt. Es wurde die NtD Formulierung der Randbedingung verwen-
det mit linearer Extrapolation der Randdaten. Fast das gleiche Bild entsteht, falls
man N = 15 und B = 5 oder B = 10 setzt. Vernachléssigt man die Beitrdge der
gestrichelten Konturen I'; in den Abbildungen 2.5 und 2.6, so erhélt man einen etwa
fiinfmal so grolen Fehler und das Verfahren wird gegeniiber der Parameterwahl im

Faltungsalgorithmus empfindlicher.
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Abbildung 4.13: Zeitliche Entwicklung des Fehlers.
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In Abbildung 4.13 ist die zeitliche Entwicklung des Fehlers

iiber ein langes Zeitintervall 0 < ¢t < 30 zu sehen. Fiir die Diskretisierung wurde
Az =1/97 und Ay = 1/85 abhingig von der Anzahl der Diskretisierungsschritte 7'
(At = 30/T) zu sehen.

Dazu muss die Referenzldsung auf einem in z-Richtung entsprechend grofiem Ge-
biet berechnet werden. Die Parameter des Faltungsalgorithmus sind hierbei B = 5,
N =15 vy = 0.6 und py = 7. Im oberen Bild wurde nur I'y verwendet und im
unteren sowohl I'y als auch I';.

Das Vernachléssigen der Kontur I'; fiihrt nur zu Beginn zu einem sichtbaren Feh-
lerbeitrag. Auch fiir dieses Beispiel wurde die NtD Formulierung der nichtreflektie-
renden Randbedingungen verwendet bei linearer Extrapolation der Randdaten.
Die Wahl von B = 10 und N = 10 fiihrt auch noch zu recht guten Ergebnissen. In
diesem Fall kann es allerings dazu kommen, dass Instabilitéiten auftreten, falls man
o grofer als 10 wahlt.

Die zeitliche Entwicklung des Fehler ist fiir die DtN Randbedingung sehr dhnlich.
Die Wahl der Diskretisierung der zweiten Zeitableitung vor dem Faltungsintegral

hat dabei kaum Auswirkungen auf den Fehler.

4.2.3 Dreidimensionale Wellengleichung

— vollstéandige Diskretisierung

Zur Diskretisierung im Inneren des Gebietes verwenden wir wieder das Leap-Frog

Verfahren. Wir setzen

Vgim = V(—a+mAx,lAy, kAz nAt)
firn=0,1,..., m=0,1,....M, [=1,...,.L, k=1,...,K

fiir die Losung der diskretisierten Gleichung und

Beim = B(—a+mAx, Ay, kpAz,nAt, vy, )
firn=0,1,... , m=0,1,.... M, I=1,...,L, k=1,....K,
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wobel

P p-
Ar=22 Ay=Br A, P2
R VA e 7

und p, und p, die Lingen der Perioden in y- beziehungsweise z- Richtung sind.

Setzen wir nun die Matrix v

m m
Uian -+ Yikn

m m
VUrin -+ VYL Kn

und definieren die Wirkung der zweidimensionale diskrete Fouriertransformation F

und ihrer Inversen F~! auf einer Matrix durch

F(v) = v
L
N o (r=1)(—1) S (s=1)(k—1)
Ups = ;;exp <—Z27TT exp —Z2WT Upk
fiir r=1,...,L, s=1,...,K und
F'®) = v
L K
1 (l—l)(r—l)) ( (k—1)(s=1)\ .
Vg = —ZZe ( ————— | exp | 2n—F—— | U5
I(LT:1 — L K
fiir l=1,...L, k=1,... K,

g e ey

so erhalten wir als DtN Randbedingung

1 n n
Az (V(O,M) - V(1,M71))
K
— ExF! <<I>2 % F <E*V7(10+1\1/1)> + (P — Dy) *F(E*V(OM) +an+1
7=1

K
-2 [@2 x F (E * VZ)’M)) + (P — Do) x F (E * V?g}b)) + qu,M(j)]
=1

K
+ Oy x F (E * V(o M)> + (P — D) F <E * V&T%) + quMl(j)) .
j=1

x bezeichnet die eintragsweise Multiplikation zweier Matrizen und die Matrizen F,
®; und P, sind wie folgt definiert

E — ((_1)l+k—2>

L K

)
1=1k=1
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o (e ()
P, = <_1 E&]?)(‘))(At))zi:l’

wobei Fyy die zu aj; = (2sin(nl/L)/Ay)? + (2sin(rk/K)/Az)? gehérige Laplace-
transformierte des Faltungskerns ist und die inverse Laplacetransformation mittels

& \

o

Talbotkonturen berechnet wird.

Die Matrizen q sind wie folgt gegeben

4'1,00,0) () - 4 K (0,0) (J)
() = : :
qr7,1,0,M) ) - qz,K(o,M)(j)
14+3°%  bgBI 1 s i=1p Ba-1
mit ¢, " M) TG) = o - SAH(1H 21 0gB7Y)
l,k,j

Q
Y ok (Zq =j+1 quq_l)At ((Z quq_l) At) (F(ak,la )) ds.
q=J

Y k.a(T) ist die Losung der Differentialgleichung

y 1 T T
y(r) = Sixy(r) + A—x}— (E * (V(o,M) - V(1,M—1))) (I, k),
y(a) = 0,

die mit dem in Abschnitt 2.3 erkliarten Verfahren mit Schrittweite At und linearer

Interpolation der Fouriertransformierten der Randwerte berechnet wird.

Sortiert man nun nach v 0+1\1/1) so erhilt man

n — 1 1 n n
V(ijlw) = E*f 1((@2) [f (E*A—x( ,M)_V(I,Ml))>
K
—<(<I>1 Dy) x F E*VOM +Zq
7=1

K
-2 [@2 * F (E * V?OM)) + (P — Po) x F (E * V”Ojj\l/f)> + qu,M(j)]

=

K
4By F (E VT )) 4 (@) — B)F (E . v(l*f@) + qu,Ml(j)) D ,

wobei (®,)7! eintragsweise definiert ist.
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4.2.4 Numerisches Beispiel

In unseren Beispielen setzen wir wieder die Ausbreitungsgeschwindigkeit ¢ = 1,
die Periode in y-Richtung p, = 1.5, die Periode in z-Richtung p, = 1.5 und
a = 1/2. Fiir die Anfangsauslenkung wuy verwenden wir eine Gaufische Glo-
ckenkurve, deren Parameter so gewihlt werden, dass uy am Rand des Wiirfels
[—a,a] X [—py/2,py/2] X [p./2,p./2] sehr klein ist. Zur Ortsdiskretisierung wurden
81 Punkte in x und je 96 Punkte in y und z Richtung bei einer Zeitschrittweite
von At = 1/250 verwendet. Fiir den Faltungsalgorithmus wurden B = 10, N = 15
vy = 0.6 und pg = 7 gesetzt.

Wir erhalten folgendes in den Abbildungen 4.14 bis 4.16 wiedergegebenen Daumen-
kino fiir die Losung und den Fehler. Gezeigt sind jeweils Schnitte, die durch die Mitte
des Rechengebietes gehen und parallel zu den (z,y)-, (v, 2)- und (z, z)-Ebenen sind.
Der Fehler wird hierbei wieder gegen eine auf einem in z-Richtung vergréflerten
Gebiet berechnete Referenzlosung gemessen. Die zeitliche Entwicklung des Fehlers
ist der im zweidimensionalen Fall sehr &hnlich, kann jedoch wegen der beschrénkten

Speicherkapazitat nicht bis zu T" = 30 berechnet werden.
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Abbildung 4.16: Losung (links) und Fehler (rechts)zur Zeit ¢ = 0.95.
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