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Zusammenfassung

Wir betrachten in dieser Arbeit n-dimensionale, schwach konvexe Hyperflichen des
IR™' (n > 2), auf denen fiir ein 2 < k < n das (k — 1)-te elementarsymmetrische
Polynom der Hauptkriimmungen positiv ist, und deren Evolution entlang ihrer Nor-
malen mit dem Quotienten des k-ten durch das (k — 1)-te elementarsymmetrische
Polynom als Geschwindigkeit. Diese Quotienten besitzen gute algebraische Eigen-
schaften und sind insbesondere homogen vom Grad 1.

Obwohl es sich bei diesen Kriimmungsfliissen um voll nichtlineare, degeneriert para-
bolische Gleichungen handelt, zeigen wir mit Hilfe eines neuen strikten Maximum-
prinzips fiir die Geschwindigkeit, dass dieses Anfangswertproblem wohlgestellt ist,
und man zumindest fiir kurze Zeiten eine eindeutige glatte Losung erhélt.
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EINLEITUNG 5

Einleitung

Die vorliegende Arbeit ist im Bereich der geometrischen Evolutionsgleichungen
angesiedelt. Dabei handelt es sich um ein Gebiet der Mathematik, in dem sich
Methoden der Differentialgeometrie und der partiellen Differentialgleichungen
verbinden und gegenseitig ergénzen. Der Grundgedanke einer geometrischen
Evolutionsgleichung besteht darin, die zeitliche Entwicklung einer Flache durch
eine partielle Differentialgleichung zu beschreiben, wohingegen die Geschwindigkeit
und Bewegungsrichtung der Evolution durch geometrische Grofien der Flache zum
jeweiligen Zeitpunkt bestimmt sind.

Seit mehr als zwanzig Jahren ist dieser Zweig der Mathematik nun schon Gegen-
stand intensiver Forschung und es gibt mittlerweile eine Vielzahl von Ergebnissen,
die wiederum verschiedenste Anwendungen in der Geometrie aber auch in anderen
Gebieten haben. Ein sehr modernes Anwendungsgebiet ist beispielsweise das der
Bildanalyse, in welchem man versucht, auftretende Probleme durch den Einsatz
geometrischer Fliisse, wie zum Beispiel dem Fluss entlang Potenzen der Gauf-
Kriimmung, zu 16sen. Im Wesentlichen handelt es sich dabei um die Glattung der
Niveaulinien in Graustufenbildern, was zu einer Elimination des Rauschens ohne
signifikanten Informationsverlust fithren soll. Diese Methode wird unter anderem in
[AGLM] ausfiihrlich beschrieben.

In vielen Fillen wird eine Evolution von Hyperflichen des JR™*! betrachtet, bei der
die Flache abhéngig von einer bestimmten skalaren Kriimmungsgréfie in Richtung
ihrer inneren Normalen bewegt wird. Von besonderem Interesse ist aufgrund
seiner Analogie zur klassischen Wéarmeleitungsgleichung der sogenannte mittlere
Kriimmungsfluss, bei dem als Geschwindigkeit die mittlere Kriimmung der Fliche
eingesetzt wird. Da dieser Fluss bereits von verschiedenen Autoren studiert wurde,
ist das Wissen iiber Regularitit, Langzeitexistenz und asymptotisches Verhalten in
diesem Fall schon weit fortgeschritten.

G. Huisken hat beispielsweise in [H84] gezeigt, dass in Dimension n > 2 geschlossene,
konvexe Fléchen unter diesem Fluss nach geeigneter Reskalierung gegen eine runde
Sphéare konvergieren. Entsprechende Resultate im 1-dimensionalen Fall, also fiir
die Evolution konvexer Kurven stammen von M.E. Gage und R. Hamilton und fiir
eingebettete Kurven von M. Grayson (siehe [GH] beziehungsweise [Gral). AuBlerdem
haben G. Huisken und K. Ecker in [EH1] und [EH2] Ergebnisse iiber Regularitét
und Langzeitexistenz beliebiger Fliachen erhalten, die als Graph geschrieben werden
konnen. Eine physikalische Bedeutung kommt dem mittleren Kriimmungsfluss unter

anderem bei der Beschreibung der Evolution von Phasengrenzen in bestimmten
Metallschmelzen zu (siehe [AC]).

Ein weiterer Fluss, der bereits ausfithrlich untersucht wurde, ist der sogenannte
GauB-Fluss. Wie der Name bereits vermuten lésst, wird hierbei die Gau3-Kriimmung



6 EINLEITUNG

der Flédche als Geschwindigkeit eingesetzt. Der Gauf-Fluss wurde zuerst 1974 von
W.J. Firey in [Fir] als Modell fiir den Abtragungsprozess von Kieselsteinen an einem
Strand eingefiihrt. Spéater haben beispielsweise K. Tso und B. Chow (siehe [Tso]
beziehungsweise [Chol) fiir geschlossene, konvexe Hyperflichen gezeigt, dass diese
unter Fliissen entlang gewisser Potenzen der GauB-Kriimmung in endlicher Zeit zu
einem Punkt kontrahieren. Eine ausfiihrliche Untersuchung des GauB-Flusses mit
positiven Potenzen unter schwécheren Bedingungen findet man auflerdem bei B.
Andrews in [A3].

Der mittlere Kriimmungsfluss und der Gau-Fluss sind allerdings nur zwei Beispiele
eines breiten Spektrums moglicher Geschwindigkeiten. In [Al] untersuchte B. An-
drews auch eine allgemeinere Klasse von Geschwindigkeiten f, die gewisse struktu-
relle Voraussetzungen erfiillen miissen. All diesen isotropen Kriimmungsfliissen ist
jedoch die Tatsache gemeinsam, dass die Geschwindigkeit f sinnvoller Weise stets
eine homogene, symmetrische Funktion in den Hauptkriimmungen der Fliache sein
sollte.

Eine Basis dieser symmetrischen Funktionen bilden die aus der Algebra wohlbekann-
ten elementarsymmetrischen Polynome Sj. Sie treten ganz natiirlich als Koeffizien-
ten eines allgemeinen Polynoms n-ten Grades der Form

PX)=(X=X) ...- (X =X\ :X”—SlX"_1+...+(—1)"Sn
auf. Jedes Sy ist fiir 1 < k < n homogen vom Grad k und fiir A € IR"™ definiert als

1< << <n

Wie man sieht, ist die mittlere Kriimmung gerade das erste elementarsymmetrische
Polynom und der GauB-Fluss hat als Geschwindigkeit das n-te. Alle anderen dazwi-
schen sind ebenfalls mogliche Kandidaten fiir entsprechende Kriimmungsfliisse. Es
stellt sich allerdings heraus, dass sich fiir Geschwindigkeiten, die homogen vom Grad
1 sind, besonders interessante Eigenschaften ergeben. Das ist ein Grund dafiir, dass
wir in dieser Arbeit als Geschwindigkeit Quotienten ) aufeinanderfolgender ele-
mentarsymmetrischer Polynome betrachten, die offensichtlich wieder homogen vom
Grad 1 sind.

Ganz konkret suchen wir eine Familie von Hyperflichen

F:M"x[0,T)— R",
die fiir ein 1 < k < n das folgende Anfangswertproblem I6st:

SF(pt) = —Qp,t)-v(pt) fiiralle pe M", >0

()
F(-,0) = Fp.
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Dabei soll M™ eine kompakte Mannigfaltigkeit ohne Rand, Fy : M™ — IR™ ! eine
Einbettung und v die &ulere Normale der Fliche M, := F(M",t) sein. AuBerdem
ist die Geschwindigkeit definiert als

SN
S (N

wobei A = (Aq,...,\,) die Hauptkriimmungen der Fliche M, sind und wir
So := 1 setzen. Fiir k = 1 beschreibt also das Problem (%) genau den mittleren
Kriimmungsfluss. Das Anfangswertproblem (x,) entspricht jedoch nicht dem
GauB-Fluss, sondern dem sogenannten harmonischen mittleren Kriitmmungsfluss,
der unter anderem von B. Andrews in [A1] untersucht wurde.

Obwohl diese @,-Fliisse im Gegensatz zum mittleren Kriimmungsfluss, der noch
quasilinear ist, voll nichtlinear sind, haben sie trotz dieser schwierigeren Aus-
gangssituation gewisse Vorteile, die von den guten algebraischen Eigenschaften
der Si herrithren. Entscheidend ist vor allem die Tatsache, dass die (), unter
bestimmten Voraussetzungen konkav in den Hauptkriimmungen sind. Das ist auch
der ausschlaggebende Punkt bei G. Huisken und C. Sinestrari in [HS] im Beweis
dafiir, dass fiir Startflichen mit positiver mittlerer Kriimmung die Reskalierungen
einer Singularitdt unter dem mittleren Kriitmmungsfluss konvex werden. Auflerdem
scheint es so, als ob diese Quotienten von elementarsymmetrischen Polynomen
das beste algebraische Verhalten aufweisen, wenn man die Evolution konvexer
Hyperflichen in allgemeinen Riemannschen Mannigfaltigkeiten betrachten will.

Qr(A)

Es stellt sich nun natiirlich die Frage, unter welchen Bedingungen man glatte Losun-
gen des Problems (%) erwarten kann. Offenbar muss man, um wenigstens fiir kurze
Zeiten eine Losung zu erhalten, zuerst sicherstellen, dass der Quotient (), iiberhaupt
definiert ist. Dazu muss auf jeden Fall S,_; # 0 auf der Startfliche gelten. Es wird
sich jedoch zeigen, dass die Quotienten nur dann die gewiinschte Konkavitét be-
sitzen, wenn man A € I'y_; fiir die Hauptkriimmungen der Flache M, = Fy(M™)
fordert. Dabei sind die Mengen I'; wie folgt definiert:

D= {A e R"[Si(\) >0, So(\) > 0,....S(\) > 0}

Fordert man zusétzlich, dass S, > 0 auf M, gilt, ist das Problem (x;) zumindest
schwach parabolisch, das heifit es gilt

9
) a%

(p) >0 firalle 1<i<n,peM".

Dass man allerdings fiir schwach parabolische Gleichungen nicht notwendigerweise
glatte Losungen erwarten kann, zeigt das Beispiel des Gauf-Flusses. Denn wéhrend
der mittlere Kriimmungsfluss wie bereits erwéhnt eine starke Analogie zur Warme-
leitungsgleichung aufweist, kann man den GauB-Fluss als geometrisches Aquivalent
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zur Gleichung fiir porése Medien
w=A(|u™"u)

interpretieren, deren Losungen wie man weifl nicht glatt sein miissen. Fiir den
GauB-Fluss hat R. Hamilton zuerst gezeigt (siche [Ha2]), dass zu schwach konvexen
Anfangsdaten Losungen existieren, die schwach konvex bleiben und nicht C'*° sind.
Seither haben P. Daskalopoulos und R. Hamilton in mehreren Arbeiten (zum
Beispiel [DH]) genau untersucht, wie sich flache Seiten der Startfliche unter der
Evolution verhalten. Dabei betrachten sie stets den Fluss als Problem mit freien
Randbedingungen fiir die Kurve, die das flache Teilstiick berandet, und koénnen
unter geeigneten Voraussetzungen zeigen, dass diese Kurve unter der Evolution
glatt bleibt, und es insbesondere eine positive Zeit dauert, bis die Fldchen strikt
konvex werden koénnen. Es gilt also hier kein striktes Maximumprinzip fiir die
Geschwindigkeit.

Nun aber zuriick zu unseren Qi-Fliissen. Wenn man auf der Startfliche M, sogar
A € I'y fiir alle Hauptkriimmungen fordert, verschwindet die Degeneriertheit des
Problems, wie sie in (x) auftritt. In diesem Fall gilt dann, dass @ monoton in den
Hauptkriimmungen ist, das heifit dass

OQk
O\

(p) >0 firalle 1<i<n, pe M"

gilt, und mit [HP], Theorem 3.1 erhilt man sofort eine glatte Losung zumindest
fiir kurze Zeiten. Uns interessiert aber gerade der Fall, in dem wir nur die abge-
schwichte Voraussetzung A € I'y_1 und Si_1(A) > 0 auf M, fordern, und somit das
Problem (%) fir & > 2 nur degeneriert elliptisch ist. Der Grofiteil der folgenden
Arbeit wird sich deshalb damit beschéaftigen, unter der zusédtzlichen Annahme, dass
My schwach konvex ist, die Kurzzeitexistenz des Problems (x;) zu sichern. Die
Hauptschwierigkeit liegt dabei darin, a priori zu zeigen, dass die Geschwindigkeit
Q) sofort, das heifit fiir alle ¢ > 0, strikt positiv werden muss. Wenn man dieses
strikte Maximumprinzip dann gezeigt hat, ist die Gleichung wie oben erwahnt fiir
t > 0 gleichméflig parabolisch. Die schwache Konvexitéit der Startfliche miissen wir
fordern, da der Beweis dieser a priori Schranke auf einer zylindersymmetrischen
Barrierenkonstruktion beruht, die sich sonst nicht durchfiihren 1483t.

Bevor wir die einzelnen Schritte dieser Arbeit gleich nochmal genauer auflisten,
sei noch bemerkt, dass die Q-Fliisse aufgrund ihrer algebraischen Eigenschaften
vielversprechende Kandidaten fiir die oben beschriebene Anwendung in der Bild-
analyse sind.

Nachdem wir im ersten Kapitel die Notation und allgemeinen Grundlagen be-
reitgestellt haben, wollen wir im zweiten Kapitel die wichtigsten algebraischen
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Eigenschaften der elementarsymmetrischen Polynome und deren Quotienten
auffithren. Im dritten Kapitel werden wir dann zunéchst noch fiir beliebige Ge-
schwindigkeiten f die Evolutionsgleichungen der wichtigsten geometrischen Grofien
berechnen. Wir werden anschliefend zeigen, dass fiir alle f, die sich als Kehrwert
einer konkaven Funktion in den Hauptradien schreiben lassen, strikt konvexe
Flachen unter der Evolution strikt konvex bleiben.

Im Anschluss daran werden wir im vierten Kapitel erste a priori Abschitzungen
fiir die Q,-Fliisse beweisen. Insbesondere werden wir eine obere Schranke an die
totale Kriitmmung erhalten, die uns im weiteren Verlauf der Arbeit zusammen mit
einer von den Anfangsdaten unabhéngigen unteren Schranke an @) die Moglichkeit
liefert, die Regularitédtsergebnisse von N.V. Krylov anzuwenden, um die Existenz
einer Losung zumindest fiir kurze Zeiten zu erhalten.

Im fiinften Kapitel wollen wir fiir glatte Losungen ein striktes Maximumprinzip fiir
die Geschwindigkeit beweisen. Dieses beruht im Wesentlichen auf einem strikten
Maximumprinzip fiir degeneriert elliptische Operatoren, wie es in der Stochastik
bei der Konstruktion von Markov Prozessen benutzt wird. Dort liefert die aus der
Funktionalanalysis stammende Hille-Yosida Theorie fiir Halbgruppen den Zusam-
menhang zwischen der Konstruktion von Markov Prozessen und der Losbarkeit von
Randwertproblemen degeneriert elliptischer Differentialoperatoren zweiter Ordnung.

Im sechsten Kapitel wollen wir schwach konvexe C*“Hyperfliichen des IR"*! mit
A € Ty fiir alle Hauptkriimmungen durch die Eigenschaft charakterisieren, dass
es einen Radius R > 0 gibt, so dass man die Flache in jedem Punkt von auflen
durch einen Zylinder der Form S% x IR"* beriihren kann. Mit Hilfe dieser Zylinder
werden wir daraufhin im siebten Kapitel duflere zylindersymmetrische Barrieren
konstruieren, die uns zusammen mit einer Harnack-Ungleichung von B. Andrews
[A2] und einem Approximationsargument eine von den Anfangsdaten unabhingige
untere Schranke an (), liefern. Damit erhalten wir fiir positive Zeiten die gewiinschte
strikte Parabolizitét.

Durch glatte Approximation einer schwach konvexen Startfliche durch eine Familie
strikt konvexer Hyperflichen erhalten wir dann daraus und aus der |A|*-Schranke
des vierten Kapitels im achten Kapitel zumindest fiir kurze Zeiten eine eindeutige
glatte Losung des Problems (%;). Im abschlieBenden neunten Kapitel zeigen wir,
dass analog zum mittleren Kriimmungsfluss und zum Gauf-Fluss, der Q);-Fluss fiir
strikt konvexe Anfangsflichen auf einem endlichen Zeitintervall [0, T") existiert und
fiir t — T zu einem Punkt des JR"™! kontrahiert.
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1 Notation und Grundlagen

Sei M™ eine glatte Mannigfaltigkeit ohne Rand und F : M™ — IR"™! eine glatte
Immersion. Die induzierte Metrik bezeichnen wir mit ¢ = {g;;}, und in lokalen
Koordinaten {z'};<;<, bedeutet dies

90) = (0 (0), S ) p € M,

wobei (-,-) das gewohnliche Skalarprodukt des IR"™! ist. Mit V beziehungsweise
{T'} sei der zugeordnete Levi-Civita Zusammenhang und mit { R;j.} der Riemann-
sche Kriitmmungstensor bezeichnet. Falls v(p) die Wahl eines lokalen Normalenvek-
torfeldes bezeichnet, ist die zweite Fundamentalform A = {h;;} gegeben durch

hy(p) = (o), 9o () = —{p), 5cs - (0) p €M™

Fiir den Fall, dass F'(M™) eine kompakte, orientierbare Hyperfliche beschreibt, wol-
len wir im Folgenden immer davon ausgehen, dass v(p) die duere Einheitsnormale
ist. Somit ergibt sich A als symmetrische Bilinearform

A(p) : T,M" x T,M" — IR,
und die selbstadjungierte Weingartenabbildung
W(p): T,M" — T,M"
ist dann gegeben durch hi = g*hy; . Die Eigenwerte von W (p) = {h}(p)}, also die

Hauptkriimmungen von M™ im Punkt p, seien mit A (p), ..., A, (p) bezeichnet.

Im Folgenden wird M™ meistens eine kompakte, schwach konvexe Fléche ohne Rand
sein. Dabei bedeutet schwach konvex, dass A\; > 0 fiir alle ¢ € {1, ...,n} gilt, wohin-
gegen strikt konvex bedeuten wiirde, dass \; > 0 fiir alle ¢ € {1,...,n} ist.

Die klassischen skalaren Invarianten der zweiten Fundamentalform sind homogene
Polynome in den Hauptkriimmungen:

Die mittlere Kriimmung ist
H = tT(W) = gijhij = )\1 —|— —f- )\n,
die GauB-Kriimmung

det{hlj} .

= A A,
det{gij} !

G :=det(W) = det{h;.} =

die totale Kriimmung

AP == tr(W'W) = hih] = hVhi; = g% g hishi = A} + ... + A%,
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und die skalare Kriimmung
R:=H?*—|A]?.
Dabei ist stets die Norm eines beliebigen Tensors T' = { T/ } definiert durch

JiJs

2 _ ) Jil1 Jsl i1-0 ki---k
|T’ - g’lel o gzrkr g o g o 7—}1]; 7—"ll---ls’r .

Allgemein sind die gemischten mittleren Kriimmungen Sy, fiir 1 < k& < n durch die
elementarsymmetrischen Polynome der \; gegeben:

Sk(/\) = Z )\ilAig BEEEE )\’Lk )

1<i1<..<ix<n
so dass S1 =H, S, = %R und S,, = G ist.

Von besonderem Interesse werden im Folgenden die Quotienten

Pyp— Sk
Qk’ = Sk_l )

dieser Groflen sein. Dabei setzen wir Sy := 1. Insbesondere ist ()1 = H die mittlere
Kriimmung und @Q,, = ()\i1 + ...+ )\i)_1 die harmonische mittlere Kriimmung.

1<k<n,

Aus den Gaufigleichungen erhélt man einen Zusammenhang zwischen der zweiten
Fundamentalform und dem Riemannschen Kriimmugstensor, ndmlich

Riji = hixhj — hihgy, .

Somit gilt fiir das Vertauschen zweiter kovarianter Ableitungen auf Vektorfeldern
beziehungsweise Eins-Formen:

ViV X" = V;ViX" = Rijimg" X™ = (Rithjm — himhj) g™ X™
Viijk — VjViwk = Rijklglmwm = (hz'khjl - hilhjk)glmwm

Mit den Codazzi-Gleichungen V;hy = Vihy; = Vih; ergeben sich daraus fiir die
zweiten kovarianten Ableitungen von A folgende Vertauschungsrelationen:

Lemma 1.1 Fir die zweiten kovarianten Ableitungen der zweiten Fundamental-
form A gelten folgende Identititen:

ViVihi; = ViVihg + highin ] — hmhah® + highimh)™ — b highy™

Beweis: Es gilt

ViVihi; = Vi(Viky) =V Vihy, + Rkumh}n + Riijmhy"
= ViVjihu + (hihim — hemha) " + (i him — himhig) By



12 ELEMENTARSYMMETRISCHE POLYNOME

2 Eigenschaften der elementarsymmetrischen
Polynome

Wir wollen in diesem Kapitel alle algebraischen Eigenschaften der elementarsym-
metrischen Polynome und deren Quotienten aufstellen, die im Verlauf der restlichen
Arbeit fiir uns von Bedeutung sein werden.
Fiir jedes k € {1,...,n} seien die elementarsymmetrischen Polynome Sy und deren
Quotienten Q) wie in Kapitel 1 definiert als

SN = S MdncA fir A=A\, \,) € R

1< << <n

und 5.

\) = 2k
G500

mit Sy = 1 und S = 0 fiir £ > n. Dabei definieren wir

Iy = {)\ € Rn‘51<)\) > 0, SQ()\) > O,,Sk()\> > O}

fir A S Fk—l

Die Mengen Ty sind also offene Kegel und erfiillen fiir alle k£ € {1,...,n — 1} die
Relation I'yy 1 C I'y.. Auflerdem stimmt I',, mit dem positiven Kegel iiberein.

Weiter wollen wir mit Sy.;(A) die Summe aller Terme von Sy () bezeichnen, die den
Faktor A; nicht enthalten. Damit ergeben sich dann folgende Identitdten (vergleiche
[HS], Proposition 2.2).

Lemma 2.1 Fir alle k € {0,....,n}, i € {1,...,n} und \ € R" gilt

0Sk+1
T = 8w, (1)
Si1(N) = SearalN) + ASialN). (2)

>S5 = (0= KIS, )

z”: AiSki(A) = (E+1)Ska(A), (4)
Zn: NSki(N) = S1(N)Skii (V) — (k +2)Skia(N). (5)

Beweis: Die Aussagen (1) und (2) folgen direkt aus der Definition. Eigenschaft (4)
folgt dann aus (1) und der Tatsache, dass die Polynome Sj homogen vom Grad k
sind. Summiert man Eigenschaft (2) iiber i = 1,...,n, so erhdlt man mit (4) auch
Eigenschaft (3). AuBerdem gilt fiir alle A € IR" mit (2), dass

Sr2(A) = Sk (A) = XiSkr1;i(A) = AiSka1(A) — A7 Ska(N)
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und daraus folgt wieder durch Summation iiber ¢ = 1,...,n und mit (3), dass

(k4 281200 = 3 (A () = 22840

i=1

womit auch (5) bewiesen ist. O

Eine weitere wichtige FEigenschaft dieser Polynome ist die sogenannte Newton-

Ungleichung (siehe zum Beispiel [HLP], Theorem 51).

Lemma 2.2 (Newton-Ungleichung) Fiir alle k € {1,...,n — 1} und X\ € IR" gilt
(k+1D)(n—k+ 1Sk 1(N)Skr1(N) < k(n — E)SE(N) .

Wobei Gleichheit genau dann gilt, wenn alle \; identisch sind.

Beweis: Dividiert man die Polynome S, durch die Anzahl ihrer Summanden, so
erhédlt man Polynome Pj. Das bedeutet also

Se=(") P

k
Die Aussage des Theorems ist dann dquivalent zu
Py 1Py < P

Diese Aussage beweist man mittels Induktion {iber n:
Fir n = 2 ist die Aussage klar. Nehmen wir also an, die Aussage sei fir (n — 1)
Zahlen A1, ..., \,,_1 bereits bewiesen, das heifit es gilt als Induktionsvoraussetzung

Pkfl;n PkJrlm < Pk2,n fiir )\17 ey )\n,1 und k € {1, = 2} .
Nach Lemma 2.1 gilt Sy, = Sk, + A\ Sk—1.n , Was dquivalent ist zu

—k k
pk:n Plc;n_'—)\n_Pkfl;n-
n n

Damit gilt

n—k+1 k—1 n—k—1 k+1
n*(Py1Pyi1 — P2) = n? (( Pe_1n + Ay — Pk—2;n> ( Py + X — P

n n

_(717—1@ Pk;n + Ay, S Pk—l;n)2>

= B1+B2)\n+B3)\i,

)
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wobei  Bi: = ((n—k)* = 1)Pi1yLrsin — (n — k)*P2,,
By: = n—k+1)(k+1)Pe-1nPen+ (n—k —1)(k—1)Pr2nPri1n
_2k(n - k)Pk;nPk—l;na
By: = (K =1)PigpPrn — K P}, -

Die Induktionsvoraussetzung liefert B; < —P,?m und Py_onPitin < PenPr1m
Somit ist By < 2P_1;n Pk und By < —P7_ . . Insgesamt gilt also

n2<Pk71pk+1 - P]?) S _<Pk;n - )\n Pkfl;n)2 S 07
womit die Behauptung bewiesen ist. O

Aus der Newton-Ungleichung ergeben sich einige wichtige Folgerungen, die hier kurz
vorgefiihrt seien.

Lemma 2.3 Sei A € 'y, fir ein k € {1,...,n}. Dann gilt S;(\) > 0 fir alle
le{l,..k—1} undie {l,...,n}.

Beweis: Die Aussage soll mittels Induktion iiber [ bewiesen werden (vergleiche
[HS], Lemma 2.4).

Der Fall I = 0 ist dabei trivial. Fiir beliebiges [ € {1, ...,k — 1} gilt dann mit (2) aus
Lemma 2.1 fiir alle ¢ € {1,...,n} und A € T,

>\i Sm(/\) + Sl—i—l;i()\) = Sl—i—l()\) >0 und )\Z Sl—l;i()\) + Sm()\) = Sl()\) > 0.

Nach Induktionsvoraussetzung ist aber S;_1,;(A) > 0.
Nehmen wir nun an, dass S;,;(A) < 0 gilt. Dann ist

)\7; Sl—l;i()\) = Sl()\) — Sm()\) > O, also )‘z > 0.
Daraus folgt
Sl+1;z'<>\) > _/\i Sm()\) > O, beziehungsweise )\1 Slflﬂ'(A) > _Sl;i()\> > O,

und somit

Si-1:i (M) St (N) > Sii(N)
was der Newton-Ungleichung widerspricht. Also muss doch S;,;(A) > 0 gelten. U

Besonders wichtig in vielen Anwendungen ist folgende Tatsache:

Lemma 2.4 Die Funktion Qg1 ist konkav auf Ty fir k € {0,...,n—1}.
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Beweis: (Vergleiche [Lie], Kapitel XV, 4.) Offensichtlich ist fiir alle & € {0, ...,n—1}
die Funktion @1 homogen vom Grad 1. In diesem Fall ist die Aussage, dass Qx
konkav ist, das heif3t, dass

Qr(sz+ (1 —=5)y) > sQk(r) + (1 —s)Qr(y)

fir alle s € [0,1] und z,y € 'y gilt, dquivalent dazu, dass @ superadditiv ist,
also

Qr(r +y) = Qr(z) + Qi(y)
fiir alle x,y € 'y gilt. Dies soll mittels Induktion iiber k bewiesen werden.
Fiir £ = 0 ist die Aussage trivial. Sei also k£ > 0 beliebig. Dann gilt mit Lemma 2.1
(2) und (5)

n

(1 Quate) = o= ) = 2 (- g )

i=1 i=1 ka(x) + T

Dabei ist Qp.(z) := kal—(?)
Man beachte, dass wegen Lemma 2.3 Q. (x) + z; = Sk(z)

S 1a(®) > 0 fiir alle z € T,

gilt. Fiir x,y € I'j, ist also

(k+1) (Quri (@ + ) = Qri (@) = Quia ()

v a7 ?J, B (i + yi)?

und mit der Induktionsvoraussetzung, dass Qk;i superadditiv ist, folgt

(k+1) (Qkﬂ(ﬂﬂ +y) — Qrta(x) — Qk+1(y)>
T2 (Quii(y) + i) (Quii () + Qu(y) + 2 + 1i)
= Qi) + 20) (Qui(y) + vi) (Qrsi(7) + Qi) + 25 + yi)
Y (Qusi() + 20) (Qria (%) + Qua(y) + i + vi)
1 (Qui() +20)(Qui(y) + ) (Qusi(2) + Qusi(y) + 21 + yi)
(7 + y)*(Qusi (%) + ) (Qusi(y) + ¥i)
1 (Qri() + 23) (Qrsi (v) + ¥i) (Qrsi () + Qui(y) + i + yi)
27 Q7 (y) + Y7 Q% (%) — 223y, Qri (v) Qe (y)
1 (Qrii () + ) (Qrii(y) + ¥i) (Quii () + Qriy) + i + i)
i (#:Quily) — yi@k;z’(ﬂf)f
= (Qrii(@) + 20) (Qrsi(y) + ¥i) (Qrsi(7) + Quii(y) + i + i)
> 0.

>

+  TMs
M-

7

M:

7

I
M:

7
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Die Grofle % ist fiir die Existenz von Losungen der Kriimmungsfliisse mit Ge-
schwindigkeiten (), sehr entscheidend. Deshalb wollen wir sie im Folgenden néher
untersuchen.

Lemma 2.5 Auf Ty gilt 8Qk(A) >0 fir alle i € {1,....,n} und ke {1,...,n}.
Auf Tp_a N {A € R" | Sp(N) =0} gilt hingegen fir k € {2,...,n}

0Qk(N)
O\

9Qk(N)
O\

=0 fir alle i mit \; >0

und

>0  fir alle i mit \; =0.

Beweis: Fiir k =1 ist Q, = ()1 = H und die Behauptung somit klar. Im Fall
ke{2,..,n} gilt

oQu(\) 0 ( k(M) )

O\ OXi \ Sk—1(N)
1 .
= m(Sk_l;i()\)Sk_l()\)—Sk(/\)Sk_g;i()\)) mit Lemma 2.1 (1)
1 .
- m(&?m()\) — Sk;i()\)Sk,g;i()\)) mit Lemma 2.1 (2)
)Y
> R _nk ) (i’fkll (()\>)> mit der Newton-Ungleichung.
Also ist %() >0 auf I'y_;, und wegen Lemma 2.3 ist 8%’;\( ) > 0 auf Iy,
Auf Ty N{A € R | Sp()\) = 0} gilt offensichtlich auBerdem
0Qr(A
%’“)\i) =0 — Sk—1(A) =0.
Also ist (()Q# = 0 fiir alle 4 € {1,....,n} mit \; # 0, weil S;_1(\) > 0 gelten

99tQ) ~ 0 fijr alle i € {1,...,n} mit \; = 0. O

muss, und umgekehrt ist =55

Eine Grofe, die im Folgenden haufig auftreten wird, ist %% h’hl , beziehungsweise

in geeigneten Koordinaten 3 7 ; %C/i’“ A? . Fiir diesen Ausdruck gilt:

Lemma 2.6 Fir alle k € {1,...,n} und X\ € R" gilt

N 0Qk(A) (o
; O\ )\izn—kJrle()
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Beweis: Wie in Lemma 2.5 ist

an(/\)_ 1
N SE,(N)

(St-1:i (M) Sk-1(X) = St(N)Sk—24(N)) -

Also gilt mit Lemma 2.1 (5) und der Newton-Ungleichung

"0QK(N) o 1
2 O\ A= S (\)

(k SEAN) = (k + 1) Sk1(N) Sira (V)

i=1

1 k (n—Fk)
S v 2/vy _ F(—k) o
- OS2\ (k () n—k+1 Sk(A))
_ _*k 2
N n—k+1 Qk()\)

Bemerkung 2.7 Fiir k = 1, also Q; = H bedeutet dies gerade |A|* > * H?.

17
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3 Evolutionsgleichungen

In diesem Kapitel wollen wir allgemeine Kriimmungsfliisse betrachten, das heifit
Evolutionen von Hyperflachen, deren Geschwindigkeit durch eine homogene sym-
metrische Funktion f der Hauptkriimmungen gegeben ist. Wir werden fiir diese
Fliisse die Evolutionsgleichungen der auftretenden geometrischen Grofien berechnen
und zeigen, dass nach Wahl geeigneter Voraussetzungen strikt konvexe Startflachen
unter der Evolution strikt konvex bleiben.

Es handelt sich bei den Resultaten diesen Kapitels um keine neuen Ergebnisse, da
bereits andere Autoren derartige Kriimmungsfliisse untersucht haben. Stellvertre-
tend seien an dieser Stelle B. Andrews und C. Gerhardt genannt (siehe zum Beispiel
[A1] und [Ger]). Eine gute Zusammenfassung einer Reihe bekannter Ergebnisse
findet man auBerdem in [HP].

Im Folgenden sei nun M™ immer eine kompakte Mannigfaltigkeit ohne Rand und
Fy: M™ — R"

eine glatte Immersion. Dabei sei My = Fy(M™) orientierbar, so dass ein globales
Normalenvektorfeld v wéhlbar ist. Dieses soll in dieser Arbeit stets das duflere Nor-
malenfeld sein. Desweiteren sei die glatte Einparameter-Familie von Hyperflichen

F:M"x[0,T)— R
mit 7" > 0 eine Losung des Anfangswertproblems

BF(p,t) = —f(p.t) - v(pt) fiirallepe M",t>0

(%r)
F(,0) = F.

Die Geschwindigkeit f sei dabei eine glatte, symmetrische und homogene Funkti-
on der Hauptkriimmungen Ay, ..., A, . Aufgrund der Symmetrie von f kénnen wir
dquivalent dazu f als eine Funktion f der Weingartenabbildung W oder als eine
Funktion f der zweiten Fundamentalform A auffassen:

FOus e A) = FW) = F(B5) = f(A) = f(hy).

Die Vorzeichen in (x¢) sind so gewéhlt, dass die mittlere Kriimmung einer konvexen
Fldache immer positiv ist und sich die Flédchen in Richtung ihrer inneren Einheits-
normalen bewegen.

Aus der Evolutionsgleichung (%) fir die Flichen M, := F'(M",t) ergeben sich nun
Evolutionsgleichungen fiir deren geometrische Groflen.
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Lemma 3.1 FEs gelten folgende Fvolutionsgleichungen fiir geometrische Gréfen der
Flichen My, d.h. fir Losungen der Gleichung (x¢):

1) 2.g,=—2fh,

2) 2 gl = 2fhis

3) Ly=vf

1) L hiy = ViV, f — hihk f
5) 2 hi =NV, f 4+ h*hy f

at'’j
6) % - amv Vif + BhL hlkh’fﬁf
7) G H=Af+|APf
Beweis: Siche beispielsweise [A1], Kapitel 3. O

Wir werden jetzt die Vertauschungsrelationen aus Lemma 1.1 benutzen, um die Evo-
lutionsgleichungen fiir die Kriimmung in parabolische Systeme auf der Hyperfldche
umzuwandeln.

Dazu definieren wir fiir jede Geschwindigkeit f den zugehorigen (meist nichtlinearen)
Operator Oy durch

of

0 of
fVVu— / .
ij

o Ol

Dfu = ghV V iU = VZVJU .
Offensichtlich ist fiir den mittleren Kriimmungsfluss Oy = A der Laplace-Beltrami-
Operator, und allgemein gilt, dass O genau dann ein elliptischer Operator ist, wenn

of
8hi]-

(p)&'¢ >0 firalle 0#&6E€R", pe M".

Aquivalent dazu ist die Bedingung, dass

of
o\

Im Fall f = Qy fiir ein & € {1,...,n} schreiben wir O, = %C}ffv V,, insbesondere
also Oy =0, = A.
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Korollar 3.2 Sei f homogen vom Grad 1. Auf den Ldsungen My = F(M",t) des
Problems (xy) gilt dann

a) fir die zweite Fundamentalform

0 2f af k1m k
e hij = Oghy; 8hp8hk VihiV hl E)h’“ b M - hij — 2 high f
b) fir die Weingarten-Abbildung
0 , 0 f , af
— Rl = 0;h} "hEN iy + o Byl
ot = Bl T gmany Ve Vil T gy
c) fir die mittlere Krimmung
0 o0 f , af
— H=0;H 'hONThy + = hE R H
ot A+ Sans ¥ Vil T g

d) fir ein symmetrisches Polynom K in den Hauptkrimmungen, das homogen
vom Grad o ist
0 of °K

OK  O°f of

— K=0;K——= hPV hF 4+ — WOV ihy hE WK
ot ont arzont ¥ VM g gnmanr Y ey G
Beweis: Wegen V, f = ahk V.h} gilt auch
o? o
V.V,f = / V.hEV hYF + / ViVhy .

ORbonE ¥ YT gk

Fiir die zweite Fundamentalform gilt also mit Lemma 3.1, 4) und Lemma 1.1

0 K of kL *f k k
ah” = ViVif—huhl - f= oh V,V;h, ahpahk Vih?N ihi — highl - f
a
_ o {V’“Vlhw + b hahl — B hag B+ Bl haghi™ = RS hi by}
82f
* ohont Vih?N ihi — highl - f
2f m a-f k 1m
= Oshi; + IR VBV by — 2him ~f+Whmh - hij

Daraus folgt wie in Lemma 3.1 mit h;'. = ¢g*hy; die Behauptung b) und mit
H = g"h;; die Behauptung c).

d) folgt sofort aus ‘gﬁ hf =a-K und V;K = ahk V,;hf, beziehungsweise

| K OK
ViV,K = VIRV ;hE + o

k
ohy 8hk VIV
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Fiir die weiteren Rechnungen wird es sich als hilfreich erweisen, statt der Weingar-
tenabbildung deren inverse Abbildung, beziehungsweise symmetrische Polynome in
den Eigenwerten dieser Abbildung zu betrachten. Falls M"™ also strikt konvex ist
(das heifit falls alle Hauptkriimmungen positiv sind), ist

W p) = {bl} : T,M" — T,M"

wohldefiniert, und es gilt ' .

by B = 6%
Die Eigenwerte von W~!(p) seien mit x1(p), ..., k,(p) bezeichnet. Sie werden auch
Hauptradien der Flache genannt, und es gilt offensichtlich

ki(p) = ti) fir alle i € {1,...,n}.

Fiir die bé gilt folgende Evolutionsgleichung.

Lemma 3.3 FEs gilt fir alle i,j € {1,...,n}

) 02 f of of

5 bl =0y bl — bib! DM OnT VPRV Ghi?t — 2 b, brb! onF VEREN b — o he by b
Beweis:
Aus bj bl = &% folgt 5 bi = —bi b5 kP | bezichungsweise Vb5 = —b} b1V, h? und
somit

VEV b = 207, b1 b VEREN A — b VIRV R
Mit Korollar 3.2 b) folgt dann die Behauptung. O

Genauso wie man symmetrische Polynome in den Hauptkriimmungen betrachtet,
kann man nun fiir konvexe Fldchen die entsprechenden Polynome in den Hauptradien
untersuchen. Wir definieren dazu

H:=tr(W™) =k + ... + Ky,
beziehungsweise allgemein fiir k& € {1,...,n}

S, = Sk(k) == Z KiyKiy * - " Kiy,

1<iy <...<ip<n

und

_ Sk(k)
Sk:—l (:‘i) ’

Fiir H gilt dann folgende Evolutionsgleichung.

Qk = Qr(k) :
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Lemma 3.4 FEs gilt

) % f of of

— H=0,H-bb! VPREV BT — 260 b7b? =L VFhPY h™ — —— hP h™ - H .
ot P2 anfopy © T T S TmI T g e T g m
Beweis: Die Behauptung folgt direkt aus Lemma 3.3 mit H = b = (5; b{ . (|

Wie wir gleich sehen werden, vereinfachen sich die Evolutionsgleichungen fiir bé- und

H, wenn man annimmt, dass f(\) = ﬁ fiir eine Funktion ¢ in den Hauptradien
gilt.

Dabei wollen wir im Folgenden die Funktionen f und g jeweils als Funktionen von A
beziehungsweise hé- und k beziehungsweise b;'» auffassen, ohne dies in der Notation
zu unterscheiden.

Lemma 3.5 Sei f(h}) = g(ll)i') . Dann gilt
J

0 f 2 0f Of 1 9% .. , 1 9g /.. .
oo~ Jou o apgarf U b g g (P < )
= Fonion g oot el g U g

Beweis: Aus h%b] = §f folgt a%;l bf = —b% by . Also ist

af__iag__i@ibk_i@bjkb.
on: — @ Oohi g2 ouf oni ' gz onf o

Daraus folgt dann

2 2
Mit
8ih{jbjk: (%g(gjlbf) = g = b
und analog
a%gbﬂ = gz (9 b) = —ga by b = = by bf
folgt daraus die Behauptung. 0

Nimmt man nun zusétzlich an, dass g(k) eine konkave Funktion ist, so gilt:
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Lemma 3.6
Falls g konkav auf T',, und f > 0 ist, gilt fiir strikt konveze Fldichen M,

Ebﬁ' < bej—a—%hghq - b (6)
0 - - Of -
—H < O,H— —=h? h"-H.

und T < Oy onE hy, by (7)

Beweis: Mit Lemma 3.5 gilt

0 . , -2 0f Of 1 9% of
b o= Opbi - b b (S L Sl B Bjs B by — b
ot = 805 f ORF Ohm g2 Bbroby, - " Ohkm
O bim ) VPR G h — 2B, by b ohF VEREY R — o he, B b
Da g konkav ist, gilt
Bt by TR b V) < 0
P77 8[);1855)( ks l)( mw ¥ q n) —= Y
und somit
Ebj < Oypb; — ?bpbgvpquf—kbpb?b Grm ok VPRV I,
7 sn af k m 7 n af k m 8f m 7
403, b7 bim g o VPRV ghyt — 2, 0% by 8—h{“ VERIN by — o he hyt - b
Mit den Codazzi-Gleichungen folgt dann
9 . P2 ian O ok n
50 S Brbi— ?bpbgvpquerbpbjanV hy N mhy
. of : of of :
bbb L hEV R — 20 b0 L VRREV AT — B B b
+p3mah}zvl Y q mjpahécv qvln ah;gmq Jo
und wegen
2
—?bpbgvpquf <0
folgt der erste Teil der Behauptung. Der zweite Teil ist wieder eine Folgerung aus
H=050!. O
]t

Der Ertrag dieser Vorarbeit ist folgendes Theorem:

Theorem 3.7 Fulls sich die Geschwindigkeit f auf I',, als Inverses einer konkaven

Funktion g schreiben lisst, g(b;) = ﬁ , so bleiben die Losungsfidchen M, des Pro-

blems (xy) strikt konvex, wenn die Anfangsfliche strikt konvex war, solange % >0
fir 1<i<n und f >0 gilt.
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Beweis: Mit dem schwachen Maximumprinzip fiir strikt parabolische partielle
Differentialgleichungen (siche zum Beispiel [PW], Kapitel 3) folgt aus Lemma 3.6
und wegen H > 0 auf My, dass H fiir ¢ > 0 kein positives Maximum haben kann.
Es gilt somit
() max H < maxH .
My Mo

Angenommen, es wiirde nun A\; = 0 zu einem ersten Zeitpunkt ¢ > 0 und fiir ein

i € {1,....,n} gelten, so miiite wegen H = 2l ,\% dort H — oo gelten, was im

Widerspruch zu (x) steht. Also gilt \; > 0 fiir alle ¢ € {1,...,n} auf M,. O
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4 A priori Abschitzungen fiir (),-Fliisse

In diesem Kapitel wollen wir als Geschwindigkeit f die Quotienten (), betrachten
fir k£ € {1,...,n} und einige direkte Konsequenzen aus den Evolutionsgleichungen
des letzten Kapitels ziehen.

Wir betrachten also im Folgenden fiir 1 < k£ <n Losungen des Problems

SFE(p,t) = —Qi(p,t)-v(p,t) firallepe M, t>0

(*x)
F('7O> = Fp,

wobei My = Fy(M™) eine glatte, orientierbare, geschlossene Hyperfliche des IR™™!
ist und v wieder das &uflere Normalenvektorfeld bezeichnet.

Falls wir nun A € [y, fiir die Hauptkriitmmungen A = (Aq, ..., A,) von M, fordern, ist
die Gleichung wegen Lemma 2.5 gleichmé&fig parabolisch und wir erhalten zumindest
fiir kurze Zeiten eine eindeutige glatte Losung (siehe zum Beispiel [HP]). Da wir uns
allerdings in dieser Arbeit gerade mit den Anfangsflichen M, beschiftigen wollen,
auf denen obige Gleichung nur schwach parabolisch, und somit die Kurzzeitexistenz
noch nicht gesichert ist, gelte auf My nur A € T'y,_; und Si(\) > 0.

Auf derartigen Startflichen gilt offenbar Q)x > 0 und fiir die Fldchen M, gilt dann:

Satz 4.1 Fualls F: M" x [0,T) — IR" eine Lisung von (x) ist, gilt

mit c(k) = n_2kk+1, und es gilt somit

Qi >0 auf My gilt, ist T < oco.

Beweis: Da Sp_1(A\) > 0 auf M, gilt, ist nach Lemma 2.5 %ﬁif > 0 fir alle
i€ {l,..,n}, also

0k ) = OQk
- 2> ().
o by = 2 G2 0

i=1

Aus der Evolutionsgleichung fiir Q (siehe Lemma 3.1, 6) mit f = Q)

OQk OQk

ont ¥ V9

h by - Qx

0
5 9r =

und dem schwachen Maximumprinzip fiir parabolische Gleichungen folgt daraus so-
fort Qr > 0 furalle t € [0,7") . Es sei bemerkt, dass das schwache Maximumprinzip
(im Gegensatz zur strikten Version) auch fiir schwach parabolische Gleichungen gilt.
Mit Lemma 2.6 gilt dann aber weiter

k 3

0
— > 0O _ .
g Or = O Qn o
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Sei nun ¢ die Losung der gewohnlichen Differentialgleichung

0 koo,

ESOZWQO , ¢(0):f{1:151Qk,

also

-1
2

() = ¢(0) - (1= c(k) p(0)*t)
Betrachtet man ¢ als Funktion auf M™ x [0,T"), so erhdlt man

k

0
- _ >0 _ " (033
so dass das Maximumprinzip jetzt Qp > ¢ fir alle t € [0,7") liefert.

Da aber ¢ — oo gilt fiir t — ﬁ - (ming—y Q) 2, folgt die Behauptung. 0

Bemerkung 4.2 Falls M, eine Sphére ist, entspricht die Funktion ¢(t) genau der
Geschwindigkeit @y, und die Schranke T < ﬁ - (miny—g Q)2 ist scharf.
In diesem Fall liefert (%) ndmlich fiir den Radius der Sphéren M; = Sp, die

gewohnliche Differentialgleichung
d n—k+1

— R(t) = R(t)™!
< R T py
und somit ist Eal oo
_ 2 n- 2
R(t) = (R(O) — ZTt) :
Das heifit es gilt R(t) =0 fiir t = 251(3):4{“1) und andererseits ist
1 .o n—k+1 [ kRO) \® R0k
c(k)(ltnzl(r)le) 2k '<n—k+1 S 2(n—k+1)°

Bemerkung 4.3 Da wir auf der Startfliche My nur S, > 0 voraussetzen, kann
eventuell min,—o @, = 0 gelten, und Satz 4.1 liefert somit nur Q) > 0 auf allen
M;. Wie wir in Kapitel 8 sehen werden, benttigen wir fiir die Kurzzeitexistenz des
Qr-Flusses mit obigen Voraussetzungen allerdings () > 0 auf allen M; fir t > 0.
Um dies in Theorem 7.6 zu erreichen, werden wir dort noch fordern miissen, dass
die Startfliche zusétzlich schwach konvex ist.

Fiir die mittlere Kriimmung H gilt eine zu Satz 4.1 analoge Abschétzung nach oben:

Satz 4.4 Fulls F : M™ x [0,T) — IR™ eine Losung von (xy) ist fir k > 2, gilt

D=

H(p,t) < max H - (1= (k) (max H)*t)

t=0
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solange fir die Hauptkrimmungen X\ = (A\1,...,\,) von M; noch A € T'y_1 gilt.
Daber ist

N OQk
elk) =2 Ael, { O\ }1§z‘§n‘
Beweis: Nach Korollar 3.2 gilt fiir H
9 0*Qx ,, O0Qy
— H=0,H - V' eV b he k- H
ot W Brpon; ¥ MY T gy e
beziehungsweise
9 OQy
— H < 0O,H ht h" - H
or 1S R G i g

weil (Qr nach Lemma 2.4 konkav ist, solange A € I'y_; gilt. Da aber ), homogen

vom Grad 1 ist, ist % homogen vom Grad 0, also insbesondere beschrankt.
q

Sei nun ¢ := maxr,_, {%} , dann ist 88;% he hit =3 % N <o |APR.

Es gilt aber S3(A) > 0,da A € T'y_; und @ > 0 nach dem letzten Satz gilt. Das
bedeutet wegen Sy = 3(H? — |A[*) auch |A]*> < H? und somit

O 1 <o + ¢ - H?

— cp - H”.

ot =k g

Nun folgt wie im Beweis des letzten Satzes durch Vergleich mit der Losung der
gewohnlichen Differentialgleichung

0 . 3 .
P =@, @(0)=maxH
die Behauptung aus dem Maximumprinzip. 0

Bemerkung 4.5 Die Newton-Ungleichung liefert fiir A € I'y_;

n—k+1
NN ——H.
Qr(N) < k-n

Folglich liefert der letzte Satz zusétzlich eine Abschéitzung fiir die Geschwindigkeit
Q@ nach oben, beziehungsweise zusammen mit Satz 4.1 auch H > 0, solange noch
AE Fk,1 gllt

Es folgt auflerdem, dass H auf dem Intervall [0,7) mit T = % (max;—o H) >
beschrénkt bleibt. Da die Startfliche kompakt ist, gilt aber max,—g H > 0 und

somit T < oo.

Wie oben erwihnt, gilt fiir k¥ > 2 wegen Q;, > 0 immer |A]? < H? und der Satz
liefert somit auch eine a priori Schranke an |A|* nach oben. Dies wird spéter fiir die
Kurzzeitexistenz des Flusses eine entscheidende Rolle spielen (siehe Kapitel 8).
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Satz 4.6 Fiir alle 2 < k < n existiert ein 0 < C < 00, so dass fir Losungen
F:M"x[0,T)— R"™ von ()

AP <C
auf einem Intervall [0,T) gilt, wobei C' und T' nur von maxy, H abhdingen.

Mit Hilfe der Newton-Ungleichung kann man wie in Bemerkung 4.5 immer )} durch
H nach oben abschétzen, solange H > 0 gilt.
Falls zusétzlich @ > 0 auf M, ist, erhélt man auch die umgekehrte Richtung:

Satz 4.7 Fualls F : M™ x [0,T) — IR"™ eine Lisung von (%) ist, und Qi >0 auf
My gilt, so st

H(p,t) < (T%X %) ’ Qk(p7t) :

Beweis: Fiir den Quotienten & folgt mit Lemma 3.1, 6) und Korollar 3.2 ¢) die
Evolutionsgleichung

o (H H 2 0Q, _.( H 1 9°Qr .
— = =0 0 =]+ = "V — |V, OQr + — - V'hPV,h .
ot (@) ‘“(@) Qx 0N’ (@) Qe 5 onhon; 1

Zusammen mit der Konkavitit von @ gilt dann

o (H H 2 8Q, ,( H
5i(a) =o(a) oo V() mer

Die Behauptung ist schliefflich eine Folge des Maximumprinzips. O

Bemerkung 4.8 Fiir k = 1 handelt es sich bei dem Problem (x;) um den bekannten
mittleren Kriimmungsfluss, der von G. Huisken in [H84] untersucht wurde. Da in
diesem Fall
o0 f 0*H

Oh%ohg — Oh%0hg
gilt, vereinfachen sich damit einige der Evolutionsgleichungen des letzten Kapitels.
Man kann dann beispielsweise leicht beweisen, dass schwach konvexe Anfangsflichen
unter der Evolution sofort strikt konvex werden.
Dazu betrachtet man nacheinander die Quotienten (), von H bis ),,. Da O; = A
gleichméfBig elliptisch ist, erhélt man mit dem strikten Maximumprinzip fiir para-
bolische Gleichungen zunéchst aus Korollar 3.2 ¢), dass H sofort strikt positiv wird.
Fiir jedes t > 0 ist also ()2 wohldefiniert und nichtnegativ. Somit ist wegen Lemma
2.4 @y konkav in h; und mit Korollar 3.2 d) und dem strikten Maximumprinzip
folgt fiir K = (@9, dass auch @)y sofort strikt positiv wird, womit ()3 wiederum

=0
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wohldefiniert ist. Diese Argumentation kann nun iterativ fortgesetzt werden bis zu
Qn > 0 auf M™ x (0,7).

Es sei noch bemerkt, dass jeweils die Alternativen @)y = 0 auf ganz M; unmoglich
sind, da die Fldchen kompakt sind, und somit strikt konvexe Punkte existieren
miissen.

Fiir den Fall £ > 2 ist es deutlich schwieriger, das entsprechende Resultat zu be-
weisen. Um hier iiberhaupt zu zeigen, dass schwach konvexe Startflichen unter der
Evolution schwach konvex bleiben, muss man M, zundchst durch strikt konvexe
Flachen approximieren. Deshalb wollen wir uns an dieser Stelle der Evolution strikt
konvexer Anfangsflichen widmen.

Falls ndmlich M, bereits strikt konvex ist, kann man die im letzten Kapitel ein-
gefithrte Grofe H niher untersuchen, was wir im Folgenden tun wollen.

Wie wir bereits gesehen haben, vereinfacht sich die Evolutionsgleichung fiir A deut-
lich, wenn man die Geschwindigkeit f als Inverses einer konkaven Funktion g in den
Hauptradien schreiben kann. Fiir die Geschwindigkeit @)y ist dies moglich, denn:

Lemma 4.9 Es gilt fir alle A € T, und k; =+ fir i € {1,...,n}

SN Sak(k) = 4
@r = Sk—1(N) B Sn—tt1(K) = (@nrn)™

Beweis: Es ist

Qk:s?i?if( > ii)( > .1>1

1<41<...<ip<n
& -1

o n—k n—k+1 _ A _1.
() (75") - @

Fiir H gilt dann folgende Abschiitzung.

Satz 4.10 Falls My strikt konver und F : M™ x [0,T) — IR™" eine Ldsung von
(%x) ist, gilt

N

Hpt) < <(1£130X ")~ (k) t) (8)

mit ¢(k) = 2 W . Insbesondere ist T' < ma)c((tilj)oH :

Beweis: Nach dem letzten Lemma ist Q) = (ankﬂ)_l auf konvexen F ldchen und
somit ist wegen Lemma 2.4 Lemma 3.6 anwendbar. Fiir die Evolution von H gilt

also
0Qx
ohh

0 - _ .
<o, H- PR
ot =k Fom g
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Wie im Beweis von Satz 4.1 folgt

80, k
A A
one m e T

Q2

Durch mehrfache Anwendung der Newton-Ungleichung erhalt man weiter
Q, > = k+1) Q. . Da aber wegen Lemma 4.9 Q, = H™' gilt, folgt

an P m 2(n_k+1) rr—2
R I ——
und somit 5 2( L )
~ ~ nn—k+1) -
— H <O H——Hil.
ot =k k

Wie in den Beweisen von Satz 4.1 und 4.4 folgt jetzt die Behauptung durch Vergleich
mit der Losung der gewohnlichen Differentialgleichung

0 . nn—k+1) . ~
ZP= ¢, $0)=maxH

t=0

aus dem Maximumprinzip. U

Bemerkung 4.11 Die Abschitzung (8) ist scharf, denn falls My eine Sphére ist,
beschreibt ¢ genau die Grofie H.

Korollar 4.12 Fir glatte Losungen des Anfangswertproblems (xi) sind alle Flichen
M, strikt konvez, falls dies bereits fiir My gilt, und es existiert ein 6(My) > 0, so
dass Ni(p,t) >0 fir allei € {1,...,n} und (p,t) € M™ x [0,T) ist.

Beweis: Der erste Teil der Aussage folgt analog zu Theorem 3.7. Abschéitzung (8)

liefert wegen H = ", )\i auch den zweiten Teil der Behauptung. U

Um nun schliellich zu zeigen, dass auch schwache Konvexitédt unter der Evolution
erhalten bleibt, brauchen wir noch folgende Aussage iiber das Existenzintervall von
Losungen.

Satz 4.13 Sei[0,T) das mazimale Existenzintervall fiir eine Losung von (%), wobei
A € Ty fir die Hauptkrimmungen A = (A, ..., \,) von My gelte. Dann ist T < oo
und fiir t — T wird maxyy, |A|*> unbeschrinkt.

Beweis: Da die Startfliche M, kompakt ist, kann man eine Kugel Br vom Radius
R > 0 finden, so dass M, ganz im Inneren von Bp liegt. Lafit man nun 0Bg und
My gleichzeitig flielen, so muss aufgrund des Maximumprinzips wihrend der ganzen
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Evolution die Fliche M, in der entsprechenden Kugel Bp( enthalten sein. Fiir R(?)
gilt nach Bemerkung 4.2

R(0)2 k

t) = fir t=——-"-——
R(t) =0 fir Yn—kt1)’

folglich ist T < oo.

Um den zweiten Teil der Aussage zu beweisen, wollen wir zeigen, dass unter der An-
nahme maxyy, |A|*> < C fiir ein C' > 0, die Fldchen M, zu einer glatten Grenzfléiche
My konvergieren mit A € I'y auf ganz My. Dann kénnte man aber wegen Lemma
2.5 das Resultat aus [HP], Theorem 3.1 auf My anwenden, um die Losung auf spéte-
re Zeitpunkte auszuweiten, was der Maximalitédt von 1" widersprechen wiirde.

Sei also maxyy, |[A|*> < C fiir 0 <t < T. Nach Bemerkung 4.5 ist Q) < 222 H |
und auBerdem gilt H < /n|A|. Somit ist

n—k+1

VnCz |ty — 1],

to
Flp.t2) = Fpta)| < [ |Qulp.7)ldr < 5

und folglich konvergiert F'(-,t) fiir t — T zu einem stetigen Grenzwert F(-,7). Um
zu zeigen, dass F'(-,T) eine Flache My darstellt, benutzen wir ein Lemma von R.
Hamilton. Dieses besagt, dass fiir eine zeitabhéngige Metrik g;; auf einer kompakten
Mannigfaltigkeit M mit

T 9 _
/o mj\z}x|§g,~j|dt§0<oo

die Metriken g;;(t) fiir alle Zeiten t € [0,7) #quivalent sind und fir ¢ — T
gleichméBig gegen einen positiv definiten metrischen Tensor g¢;;(7") konvergieren,
der stetig und ebenfalls dquivalent ist.

In unserem Fall ist mit Lemma 3.1

2 D NO N n—k+1\° ,
:ngJQ(agij)(ang_4Qk‘A’ SA‘"(T) C?,

‘2,.
ot 1
und wir kénnen somit das Lemma 14.2 aus [Hal] anwenden.

Die Tatsache, dass auch auf My wieder A € 'y gelten muss, folgt dann aus Satz
4.1.

Es bleibt also nur noch zu zeigen, dass Mr glatt ist. Dabei ist zu bemerken, dass die
Schranke an |A|? gleichméfiige C?-Schranken an F impliziert. Da aber Q) konkav
in h; ist, und die Evolutionsgleichung wegen ), > 0 und Lemma 2.5 gleichmafBig
parabolisch ist, kann man die Abschitzungen von Krylov [Kry|, Theorem 2, Kapitel
5.5 anwenden und erhilt aus den gleichmiifligen C2-Schranken gleichmiiflige innere
C?“-Schranken in Raum und Zeit. Zur Definition der parabolischen Héldernormen
siehe zum Beispiel [Lie]. Fiir C%®-Abschitzungen, die nicht nur im Inneren, sondern
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auch in einer Umgebung einer Anfangsflache gelten, kann man anhand der Resultate
von Krylov [Kry] nachpriifen, dass diese nur von der Schranke an |A| und der C*°-
Norm der Anfangsfliche abhéngen.

Die hoheren C'-Schranken erhilt man mittels der inneren Schauderabschitzungen
fir parabolische Gleichungen, siche [Lie]. O

Satz 4.14 Fiir glatte Losungen des Anfangswertproblems (x) sind alle Flichen M,
schwach konvez, falls dies fiir My gilt.

Beweis: Fiir k£ = 1, das heifit den mittleren Kriimmungsfluss ist die Behauptung
klar (sieche Bemerkung 4.8). Um die Behauptung fiir £ > 2 zu zeigen, approximieren
wir wie bereits oben erwihnt die schwach konvexe Anfangsfliche M, glatt durch eine
Familie strikt konvexer Fliachen M. Diese bekommt man beispielsweise mit Hilfe
des mittleren Kriimmungsflusses.

Von jeder der Flichen M kann man nun aufgrund der strikten Konvexitét den
Qr-Fluss starten (wieder mit [HP], Theorem 3.1) und erhédlt wegen Korollar 4.12
strikt konvexe Losungen M; fiir ¢t € [0,7.). Wegen Satz 4.6 erhilt man fiir die
Flichen M¢ gleichmiiflige |A|*>-Schranken und mit Satz 4.13 erhiilt man dann eine
gleichmiBige untere Schranke an T.. Da wieder die gleichmiflige |A|*-Schranke fiir
die Flichen M eine gleichméBige C*-Schranke fiir die Losungen F. impliziert, liefert
das Theorem von Arzela-Ascoli eine gleichméafig konvergente Teilfolge £y, , die fiir
g; — 0 in C! gegen F konvergiert. Als gleichmiBiger Limes konvexer Lésungen
miissen die Flachen M, schwach konvex sein.

Falls die Losungen M; eindeutig sind, ist die Behauptung damit gezeigt. Um die-
se Eindeutigkeit zu zeigen, wollen wir an dieser Stelle eine Definition von Visko-
sitdtslosungen aus [A3] angeben. Eine Familie von konvexen Gebieten {2 }o<icr
heiflit dabei Viskosititslosung von (i), falls folgende Bedingungen erfiillt sind:

i) Fiir jede glatte, strikt konvexe Hyperfliche Ny, die in €, fiir ein ty € (0,7) ent-
halten ist, sind die eindeutigen glatten Hyperflachen NV;, die man als Losung von
(%) mit Startfliche Ny erhélt, fiir alle ¢ € [0, —1t¢) in §%,+; enthalten, solange sie
existieren.

ii) Fiir jede glatte, strikt konvexe Hyperfliche Ny, die €, fiir ein ¢, € (0,7) um-
schlieft, umschlieen die eindeutigen glatten Flichen NV, fiir alle ¢t € [0,T —t,) die
Mengen 2,1+

Mit diesem sehr schwachen Begriff einer Losung erhilt man wie in [A3], Theorem
15 fiir schwach konvexe Anfangsflichen aus der |A|?-Schranke zumindest fiir kurze
Zeiten eine eindeutige Viskositatslosung, die fiir t — 0 im Hausdorffabstand gegen
M, konvergiert. Da glatte Losungen insbesondere Viskositatslosungen sind, ist die
Behauptung somit bewiesen. O
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5 Striktes Maximumprinzip fiir die Geschwindig-
keit Q/{;

Wir wollen jetzt als Startflache My fiir das Problem (x;) aus Kapitel 4 eine glatte,
geschlossene, schwach konvexe Hyperfliche des IR"™! betrachten, auf der S,_; > 0
gilt. Insbesondere gilt auf My dann S; > 0 fiir alle 1 <[ < k — 1.

Da auf diesen Flichen nach Lemma 2.5 zwar % > 0 gilt fiir alle 7 € {1,...,n},

aber eben nicht notwendigerweise %% > 0, hat der Operator O, eventuell Nullei-
genwerte, das heifit er ist nur degenerliert elliptisch.

Aus diesem Grund kann man kein striktes parabolisches Maximumprinzip fiir die
Evolution der Geschwindigkeit Q; benutzen, um zu zeigen, dass Q(p,t) > 0 fiir alle
p e M" und t > 0 gilt.

Setzt man allerdings voraus, dass man bereits (zumindest fiir kurze Zeiten) eine
glatte Losung von (%) hat, so kann man mit Hilfe eines Maximumprinzips fiir de-
generiert elliptische Operatoren zeigen, dass () unter der Evolution dennoch sofort
strikt positiv werden muss. Der wichtigste Schritt dazu ist folgendes Lemma.

Lemma 5.1 Ser M" eine glatte, geschlossene, schwach konvexe Hyperfliche des
R mit Si_1 > 0 auf ganz M™ fir ein 1 < k < n. Dann existiert zu jedem
p € M"™ mit Qr(p) = 0 eine regulir parametrisierte Kurve v : [0,1] — M™ und ein
Punkt g € M™ mit Qr(q) > 0, so dass v die Punkte p und q verbindet und %% m
Richtung von ~ nicht verschwindet. Das heifst 7 lisst sich firt € [0,1] darstizllen
als (t) = w(t) mit w? = 99 yi fiir ein glattes Vektorfeld v entlang der Kurve ~.

an
Beweis: Fir k£ =1 ist aa% = gﬁ = 6? und somit die Behauptung klar.
J J

Sei also k > 1 und p € M™ mit Qi(p) = 0. Wegen Sy_1(p) > 0 gelte in p ohne
Beschrankung der Allgemeinheit fiir die Hauptkriitmmungen

)\1,...,)\k,1>0 und M=...=X\,=0.
Wegen Lemma 2.5 gilt dann
0 0
;ik(p) =0 firie{l,....,k—1} und ;/ilk(p) >0 fir i € {k,...,n}.
Aufgrund der Stetigkeit der Hauptkriimmungen existiert eine Umgebung U, C M"
von p, so dass auf ganz U, gilt Ay,...; A\g—1 > 0 und %% > 0 fiir i € {k,....,n}.

(Wir meinen dabei nicht, dass h; in der ganzen Umgebung diagonal ist.)

Waihle jetzt in p eine Orthonormalbasis {e;(p)}1<i<, von T,M", so dass in dieser
Basis b’ diagonal ist, das heiBt die Richtungen e;(p) sind die Hauptkriimmungsrich-
tungen zu den Eigenwerten \;. Insbesondere gilt

ker A(p) = (g, ..., €n) ,
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wobei (e, ..., e,) den Aufspann der Basisvektoren e, ..., e, bezeichnet.

Setze nun {e; } glatt auf U, fort, so dass in jedem Punkt ¢ € U, gilt, dass {e;(q) }1<i<n
eine Basis von T, M" ist. Durch glatte Operationen kann man dann die Vektorfelder
e; zu Basisvektorfeldern &, umwandeln, so dass fiir ¢ € {1,...,k—1} und ¢ € U, gilt

éi(q) L (éx(q), .-, €n(q)) =: D(q).

Falls U, klein genug ist, ist D somit eine glatte (n—k+1)—dimensionale Distribution
auf U, und es gilt

ker A(q) C D(q) furalle ¢ € U,
(%)

A(q)(&(q),¢5(q)) >0 furalle 4,5 € {1,....,k —1}.
9Qy
oh’
wegen Lemma 2.5 keine Nulleigenrichtung von h; sein. Dann existierten aber dort
wegen (x) mindestens k positive Hauptkriimmungen und in diesem Fall wiirde wegen

Sk > 0 an dieser Stelle wieder mit Lemma 2.5 folgen, dass % positiv definit ist.
J

Gébe es nun in einem Punkt eine Nulleigenrichtung von in D, so kénnte diese

Also kann %%f in Richtungen von D nicht verschwinden.
J

Kurven mit 4 € D wollen wir D—Kurven nennen und I',(D) C U, die Menge aller
Punkte ¢ € U,, die mit p durch eine D—Kurve verbunden werden kénnen.

Falls es einen Punkt ¢ € I',(D) gibt mit Qx(q) > 0, ist die Behauptung des Lemmas
gezeigt. Nehmen wir also an, dies sei nicht der Fall und es gelte Qx(q) = 0 fiir alle
q € I'y)(D). Wegen (%) muss dann

D(q) =ker A(q) firalle g¢el',(D)

gelten und die Distribution D ist somit involutiv auf I',(D). Nach Theorem 5.3 aus
[HK] existieren deshalb Koordinaten w : U, — R™, w(p) = 0 mit D = (%, ..., 5%)

Owk ) Hwn
-----

Untermannigfaltigkeit von M™ mit Qx|y = 0.

Aufgrund der Stetigkeit von @y miisste Q) = 0 auch auf dem Rand von N in M™
gelten und man konnte dasselbe Argument wie oben an einem méglichen Randpunkt
von N wiederholen. Auf diese Weise erhélt man eine (n — k + 1)—dimensionale
Untermannigfaltigkeit N"=%*1 von M™ ohne Rand mit Q|x = 0.

Wegen ker A(p) =T,N C T,M" fir alle p € N gilt
A(p)(X,Y) =0 fir alle X € T,N, Y € T,M"
und somit aufgrund der Definition der zweiten Fundamentalform von M™ C IR™!

Dv(p)- X =0 fiir alle X € T,N,
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wobei Dv(p) die Weingartenabbildung im Punkt p ist. Das bedeutet aber, dass v im
IR™*! parallel ist entlang Kurven in N. Sei nun p € N fest und E := T,M™, dann
muss N C FE gelten, weil M" schwach konvex ist und somit auf einer Seite von E
liegen muss. Also gilt T,M" = E fiir alle ¢ € N.

Seien jetzt pi,p2 € N und v die Verbindungsgerade im IR""! von p; nach p,, also
insbesondere v C E. Ohne Beschriankung der Allgemeinheit sei der Abstand von
pp und po kleiner als der Injektivitdtsradius von M"™. Da M"™ schwach konvex ist,
und somit eine konvexe Menge berandet, muss v innerhalb dieser Menge verlaufen,
beziehungsweise wegen obiger Argumentation iiber E sogar in M™ selber.
Angenommen, es existiert dann ein Punkt py auf v mit py € M™\ N, so existiert ein
Punkt ¢y € N, der minimalen Abstand zu py hat, und die minimale Geodéte o von
¢o nach pg steht senkrecht auf NV, das heiit 5(0) L T,,N. Da aber ker A(qo) = T;,, N
gilt, ergibt sich ein Widerspruch zu py € M™ N E. Demzufolge gilt v C N und N
ist folglich total geoditisch im IR™*!, das heifit es gilt N ~ IR"**! da N keinen
Rand hat. Dies kann aber wiederum nicht sein, weil N eine Untermannigfaltigkeit
der kompakten Mannigfaltigkeit M™ ist. Also ist die Behauptung gezeigt. O

Es gilt folgendes striktes Maximumprinzip fiir die Geschwindigkeit Q).

Theorem 5.2 Sei M, eine glatte, geschlossene, schwach konvexe Hyperfliche des
R mit S,y > 0 auf ganz My fir ein 1 <k <n und F: M" x [0,T) — R"!
eine glatte Losung von (*i) fir ein T > 0. Dann gilt Q(p,t) > 0 fir allep € M™
und t € [0,T).

Beweis: Die Geschwindigkeit @, erfiillt (sieche Lemma 3.1) die Evolutionsgleichung

OQxk
oh

%Qk =0, Qr + R hy; - Qy -

Da M eine kompakte, schwach konvexe Hyperfliche ist, muss es mindestens einen
Punkt p € My geben, an dem alle Hauptkriimmungen positiv sind, das heifit an
dem Qr(p) > 0 gilt. Das obige Lemma besagt, dass man jeden Punkt ¢ € M™ mit
Q1(q,0) = 0 mit einem Punkt ¢ € M™ mit Qx(¢,0) > 0 durch eine Kurve v C M"
verbinden kann, entlang der O, nicht degeneriert ist.

Das strikte Maximumprinzip fiir degeneriert elliptische Operatoren (siehe [Alt] und
[Bon| oder fiir eine ausfiihrliche Erklérung [Tai]) liefert dann die Behauptung. U
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6 Zylinder

In diesem Kapitel wollen wir zeigen, dass jede schwach konvexe C**-Hyperfliche
des IR™*!, auf der S;, > 0 fiir ein 1 < k < n gilt, vollstindig durch die Eigenschaft
charakterisiert ist, dass man sie in jedem Punkt durch einen Zylinder der Form
S, x IR"* von aufen beriihren kann.

Wir werden diese Zylinder dann im néchsten Kapitel benutzen, um zylindersymme-
trische Barrieren fiir den Fluss zu konstruieren, die uns im Anschluss ein striktes
Maximumprinzip fiir Q5 liefern, das im Gegensatz zu Theorem 5.2 nicht von der
Existenz einer glatten Losung abhéngt.

Theorem 6.1 Sei F': M™ — IR"! fiir ein 0 < o < 1 eine C**-Immersion einer
geschlossenen Hyperfliche im Euklidischen Raum, n > 2. Dann ist M genau dann
schwach konvex mit Sy, > 0 auf ganz M fir ein 1 < k < n, wenn es ein R >0
gibt, so dass zu jedem Punkt p € M ein Zylinder Z, ~ S§ x IR"™" existiert, der M
umschlieffit und in p von auffen berihrt.

Dabei ist S eine k-dimensionale Sphire vom Radius R und M = F(M™) C IR™*.

Beweis: Sei M schwach konvex mit S; > 0 und p € M beliebig. Wegen S, > 0
existieren in p mindestens k positive Hauptkriimmungen Ay, ..., A\x > 0. Wir wéhlen
dann ein Koordinatensystem (zy, ..., 2,11) des IR"!, so dass p der Ursprung und
Znt1(p) = 0 ist. Da M schwach konvex ist, muss die Flache ganz auf einer Seite von
T,M liegen, deshalb gelte ohne Beschrankung der Allgemeinheit T,M = {x,+; = 0}
und M liege unterhalb von T, M.

Auflerdem seien die z; genau die Hauptkriimmungsrichtungen in p und

FE = <l'k+17 ,flfn> = {QZ’ S RN—H ‘ Ty, =0, Tn+1 = 0} :

Offensichtlich ist der Kern der zweiten Fundamentalform im Punkt p in £ enthalten.

Da M schwach konvex ist, gilt z,41(¢) < 0 fiir alle ¢ € M. Fir ¢ € M \ £ mu8
allerdings x,,1(q) < 0 gelten, da sonst aufgrund der Konvexitéit von M die Verbin-
dungsstrecke von p nach ¢ in E liegen miifite, was wegen ker A(p) C F nicht sein
kann. Also gilt

Tpi1(q) =0flreinge M < qe E. 9)

Behauptung:
Fiir alleq € M N E gilt ker A(q) C E. (10)

Angenommen, diese Behauptung sei bereits bewiesen, dann gilt

Alq)(w,w) >0 fiiralleqg € M NE und w € T,M N E*. (11)
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Definiere jetzt fiir alle ¢ € M die (k + 1)-dimensionalen Ebenen

k
E(q):={q+Y_p'ei+pen | p'sp€ R}

i=1

und die Mengen D(q) := E(q) N M. Dann ist M = U,cp D(q) . Da M kompakt ist,
existiert ein kompaktes K C IR"*!, so dass

M= |J D(q).

Auflerdem existiert fiir alle ¢ € EN K wegen (11) ein R(g) > 0 und ein y(q) € E(q)
mit y;(¢) = 0 fiir alle 1 <7 <k, so dass

D(q) € Bl (v(@)) € E(g) und  D(q) N Bl (y(0) = {a}-

Da M beziehungsweise K kompakt sind, existiert nun ein R,,,, > 0 und ein z,,,, < 0,
so dass fiir alle g € EN K gilt

D(q) € B, (y(¢)) wnd  D(g)n B, (v(0) = {a}

mit y;(q) = 0 fiir alle 1 <7 <k und y,11(9) = Zmaz-

Z= J oBE (y(q))
qeENK
ist nun ein Teilstiick des gesuchten Zylinders Z mit Z ~ Sﬁmz x IR"*. Wieder
aufgrund der Kompaktheit von M kann man den Radius R dieser Zylinder auch
unabhéngig vom Beriithrpunkt p € M wéhlen.

Um den Beweis der einen Richtung des Theorems zu beenden, muss jetzt noch die
Behauptung (10) gezeigt werden.

Sei dazu ¢ € MNE und v € T,M N E*+ mit |v| = 1, v € ker A(q). Betrachte dann fiir
ein festes 0 > 0 die eindeutige Geodéte v : (—6,0) — M mit y(0) = ¢ und ¥(0) = v.
Fiir alle ¢ € [0, ) sei auBerdem die Gerade g. : (—o00,00) — R"™! im R"*! gegeben
durch ¢.(0) = p und g.(t.) = v(e) fiir ein ¢t. > 0.

Lemma 6.2 FEs existiert ein ¢ = ¢(M) > 0, so dass fir alle e € [0,0) gilt

Tpi1 (7(6)) > —c.erte,

Beweis: Da M konvex ist und go C E, kann man M in einer Umgebung U C M
von gol o4, als Graph iiber der Ebene {z € R"™ | z,41 = 0} ~ IR" schreiben .

Sei also M N U = graphu fiir ein u € C**(IR"), das heifit fiir alle y € U gilt
y = (z,u(r)) = (z,Ty41) mit x € R™. In g =: (20,0) gilt dann wegen v € ker A(q)

u(zg) =0, Vu(rg) =0 und (D*u(xg)v,v) = 0. (12)
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Fiir alle € € [0,0) sei x. € IR™ gegeben durch v(¢) = (2., u(x.)).
Eine Taylor-Entwicklung von uv um x4 ergibt dann

uw(z.) = u(xo) + <Vu(xo), T — x0> + ; <D2u(x9)(:v5 — z9), (T — x0)> ,

wobei xg = x¢ + 0(z. — x0) fiir ein 0 < 0 < 1 ist. Wegen (12) ist also

u(z:) = % <D2u(x9)($5 —x9), (z — x0)> .

Da aber u(z.) < 0, gilt wieder mit (12)

u(e) = — 5 {Du(g) (. — w0), (z. — 7o)
= — % (D*u(xg)(ze — m0), (22 — 0)) — (D*u(w0) (20 — T0), (T2 — 70))]

1
> - 5 | D*u(zg) — D*u(zo) | - |2 — 20 |?.

Weil aber u € C**(IR"™) ist, gibt es ein ¢, > 0, so dass
| D*u(z9) — D*u(x0) | < ol 2o — 0 |* .

Damit gilt

1
u(z:) > —§ca|x9—x0|“\x5—x0\2

1
= —50a9a|x6—x0|a|x€—xo|2

1
Z _ica’xs

— 1 ’2+a ]

Weil nun M nichtnegative Schnittkriimmungen hat, ist |z. —zo| < dy(y(€),q) = ¢
und mit ¢ := 3¢, folgt zn41(y(e)) = u(ze) > —c-e*™, womit das Lemma bewiesen
1st.

Lemma 6.3 Fir allet € [0,t.] gilt mit d. = |p —~(e) |

Tn+1 (gg(t)) > —c- di L g2ta
£

Beweis: Nach Strahlensatz gilt

_$n+1(7(5)) - —xn-i-l(g&(t))
P =) t
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Dabei soll ohne Beschrinkung der Allgemeinheit g. nach Bogenlédnge parametrisiert
sein. Zusammen mit dem letzten Lemma gilt also

¢ t
Tn1(9:(t)) = 0 Tni1(y(€)) = —c- - g2te

€ €

was zu zeigen war.

Eine Taylor-Entwicklung wie im Beweis von Lemma 6.2 von v um = = 0 ergibt fiir
ein 0 <0 <1:

u(t-z.) = w(0)+ (Vu(0),tz.) + % (D*u(@tx.)ta., tx.)

1
= §<D2u(9t$5)t$’g,t$5>a

da wie oben u(0) = 0 und Vu(0) = 0 ist. AuBerdem gilt wegen u € C**(IR")
|D*u(0tx.) — D*u(0)]| < co| Ot x|

und somit
1 1
u(t-z) < 5 Ca 1Ot x || tx]® + 5 (D*u(0)tx., tx.)
1
< 3 (D*u(0) tz., ta.) + O(|tz*T) .
Weil aber M kompakt ist, existiert ein D > 0, so dass | z. | < D gilt. Dann ist wegen
h,_ DD
\/1+ | Du|?
L 2+a 1 2+a
u(t-x.) = 5 (D*u(0) txe, twe) + O(t*7) = — 5 Alp)(tze,tz.) +O(t"™)
1
= - 5 t2 A(p)(a:s; $8> + O(t2+a) :

Es gilt z. = 29 + & - v fiir ein ¢/ < € und v = X% | v'e;, wobei {e:}1<i<nt1 die

Einheitsvektoren im IR"*! sind. Fiir kleine ¢ kann man dabei ohne Beschrinkung
der Allgemeinheit annehmen, dass ¢’ > § gilt. Damit ist wegen |v| = 1

Alp)(e,z) = Ap) (o, w0) + 2&"A(p) (w0, v) + (/)" A(p) (v, v)

=0 >0, da M konvex
k
> (€)? X0 v A(p)(es €5)
ij—1
k . .
= () Y v hy
i,7=1
52
> — min {\;}.

4 1<i<k
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Mit  := minj<;<x{\; }(p) > 0 folgt somit fiir kleine ¢ > 0
1
Tpt1(9:(t)) < u(t-x.) < — 3 2%k 4+ O(t*).

Mit Lemma 6.3 ist dann

t oy Lo 2
—c—e T < — e+ Ot
d. -8 )
beziehungsweise
td.k < 8ce® + O(t*) .
Fiir t = 2 und kleine ¢ > 0 ist also d. k < 16ce>. Wegen |p — q| = |zo| > 0

existiert aulerdem ein d > 0 mit d. > d. Also gilt
dr < 16ce? ,

was fiir beliebig kleine ¢ > 0 nicht sein kann, da d,x und ¢ positive Konstanten
sind. Demzufolge mufl doch v € E gelten. Damit ist die Behauptung und somit die
eine Richtung des Theorems gezeigt.

Es bleibt also nur noch die umgekehrte Richtung zu zeigen.

Da in jedem Punkt von M der Tangentialraum von M und der Tangentialraum des
dort beriithrenden Zylinders identisch sein miissen, folgt aus der Existenz der Zylin-
der sofort die schwache Konvexitidt von M, da diese dquivalent zu der Bedingung
ist, dass die Fldche immer ganz auf einer Seite ihres jeden Tangentialraumes liegt.
Die Eigenschaft S, > 0 fiir M folgt dann, da in jedem Punkt offensichtlich minde-
stens k Hauptkriimmungen positiv sein miissen. g
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7 Zylindersymmetrische Barrieren

In diesem Kapitel wollen wir zunéchst ganz allgemein schwach konvexe Hyperflichen
und deren Evolution unter den @Qi-Fliissen untersuchen, die eine zylinderférmige
Symmetrie haben. AnschlieBend wollen wir unter Zuhilfenahme von Theorem 6.1
zylindersymmetrische Barrieren konstruieren, die uns dann eine untere Schranke
an die Geschwindigkeit Q) liefern, die nicht von den Anfangsdaten Qo abhéngt.
Diese Schranke sichert uns im Folgenden die gleichméflige Elliptizitdat des Operators
Oy fiir positive Zeiten und ist somit, wie wir im nédchsten Kapitel sehen werden, der
Schliissel zur Kurzzeitexistenz.

Wir wollen nun also fiir € {1, ...,n} Einbettungen der Form F : S'x R"~! — R"*!
mit

F(z,2) = (u(|z|) z,7) € R x R"" ~ R"*! (13)
fiir eine konkave Funktion u : IR] — IR betrachten, die monoton fallend in |z| ist.

Beispiel 7.1
a) Fir u(|z|) = R = konst. erhélt man einen Zylinder.

b) Mit u(|z|) = y/R? — |z|? fiir festes R > 0 erhélt man eine Sphére vom Radius R.

Die Grundidee der folgenden Barrierenkonstruktion fiir schwach konvexe Anfangs-
flaichen mit S;_; > 0 besteht darin, die Charakterisierung dieser Flachen durch die
Existenz beriihrender Zylinder auszunutzen, wie wir sie im letzten Kapitel beschrie-
ben haben.

Um aus Einbettungen der Form (13) tatséchlich Barrieren zu konstruieren, miissen
wir zuerst fiir derartige Flachen die geometrischen Gréfien in Abhéngigkeit der Radi-
usfunktion u bestimmen, die in der Evolutionsgleichung (%) auftreten. Insbesondere
miissen wir Ausdriicke fiir die Geschwindigkeit @), und die duflere Normale finden.

Fiir Flachen, die wie in (13) gegeben sind, ergibt sich als Metrik (vergleiche [A3],
Kapitel 12)
UQgij fir Z,j S {1,,[}

0 sonst ,

wobei g;; die Metrik auf S' bezeichnet, und fiir die Weingartenabbildung gilt
o fir i, 7 € {1,...,1}

ho=1{ ax'z;—bst  fiwrd,je{l+1,..,n}

0 sonst
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mit
1 / " , . 1
:|gj|25(|l;|_;2>7 b= u C:? und ﬁ:(l"‘(ul)Q)E

Eine Wahl der Normalen an die Fliche ist v = % (2,

mx).

Um daraus die elementarsymmetrischen Polynome Si(h}) der Weingartenabbildung
zu berechnen, wollen wir das charakteristische Polynom P (t) von W = {h;} be-
trachten. Es gilt

Pep(t) = det (W — t Idgn) = det (b}, —t6}) .

Offensichtlich besitzt die Abbildung W eine Blockstruktur und somit ist

Pop(t) = det ((¢ — t) Idp) - det ({aa’z; — (b+1) 61 }ijeqir,..n}) -
Fiir den ersten Faktor gilt

det ((c —t) Idp) = (c —t)"

und fiir den zweiten Faktor

det ({ax'z; — (b+1) 5;}) = (=) b+ )" b+t —alx?).
Damit ergibt sich fiir das charakteristische Polynom

Po(t) = (=1 b+t —alzP)c— )b+

= (—1)"_l(b+t—a|x|2)2(;)cl‘j(—l)jtjni; (e

=0
Wegen
(b+t—alzl?) nfl(””)bnl“t’
=0
= (b—alz) nzlol(nH)b"“ztz+zl("lll)b”“t1

_ (b—a|l‘|2)bnl1+tnl
n—I{—1
n—l—1 2\ 1n—l—1—i n=l=1 \opn_1—5\ i
3 (T ol (7 )

= (b= alePyp 4
S (T O (0 ety
_ él <( ni_l )bn_l_i _ ( n—j—l )a|x|2bn_l—1—i> ti,
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wobei ( g ) =0 fiir p < ¢ gilt, ist dann

( . ) lj<( nzl )b” I—i ( n—j—l )a‘x|2bnlli> it

Da die elementarsymmetrischen Polynome Sj;(W) durch die Koeffizienten «,, des
charakteristischen Polynoms gegeben sind, ergibt sich

Sk(W) = (—1)n_kan_k

= ()T Y () (e (( et (T )a|x|2bn—l—1—i>.

i+j=n—k
z€.{0 AAAAA n—1}
je{o,..., 1}
Aus der Definition fiir a und b ergibt sich a|z|* = b — @ und somit schlieBlich
_ UN 1—j  q1yn—i+ign—l—i—1[( n=1 Y\, ( n-l-1 _U_//
S = X (D)t (= () (- )
i+j=n—k
1€{0,..., n—l1}
je{o,..., 1}
_ Z ( ! )Cl—j(_l)n—l—i-i pr—l—i—1 ( n—i-1 >b+ ( n—l-1 )U_// (14)
L j i1 i @)
i+j=n—k
1€{0,..., n—l}
je{o,..., 1}

Fiir die GauB-Kriimmung G gilt dann zum Beispiel (siehe [A3], Kapitel 12)

1" (,\n—I—1
G:SnW:Cl nlbnllu — _ln—l U(U) .
(W) (=1) 33 (1) |zl (1 + (w)2)"2

Wir wollen nun versuchen, das Problem (%) fiir diese Flidchen in eine gewthnliche
Differentialgleichung fiir die Funktion v umzuformulieren .

Da fiir die Startflichen der Evolution wieder S;_; > 0 gelten soll, sei im Folgenden
l=Fk—1fir k€ {2,..,n}. Damit ist

Sk(W) = Z ( kfl )Ck—j—l(_l)n—k+i+1 pr—k—i (( zl:f )b—l— ( n;k )%)

J
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Bk—i—Z |x|n+1 uk—1

B 1

= 5k+2 |x|n+1 uk—1
und

Sk—1(W)

ﬁk+1 ‘x|n+1 uk—1

1
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(e wp ()
o7 el

n—k Aj

=0

n—k+1
Z k;l >( 1)] W (u/)] 1|$‘n—j+1 (( n—k ) /52

j=0
+( jj )u" |x|>

n—k+1

= B;.
R |t k-1 ]Z:E) J

Dabei ist zu bemerken, dass man die Doppelsummen iiber ¢ und j fir [ = k£ — 1
in einfache Summen umwandeln kann, da die enthaltene Abhéngigkeit von ¢ und
7 dadurch aufgehoben wird, dass die zusétzlich auftretenden Summanden aufgrund
der entsprechenden Binomialkoeffizienten verschwinden.

Wir haben nun die notwendige Vorarbeit geleistet, um das Problem (%) in
Abhéngigkeit der Radiusfunktion u anzugeben. Um allerdings zylindersymmetri-
sche Losungen von (%) zu betrachten, mufl die Funktion u zusétzlich von der Zeit
abhiingen, das heifit u : R§ x [0,T) — IR, (r,t) — u(r,t).
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Dann bezeichne u' beziehungsweise u” die Ableitung nach der ersten Variablen, also

u = %, u”" = 3271; und 7 entsprechend die Ableitung nach der Zeit, das heifit « = % )
Damit gilt:

Lemma 7.2 Die Funktion F : S*=1x R" %1 x[0,T) mit F(z,z,t) = (u(|z|,t) 2, )
ist genau dann eine Lésung von (x), wenn fir u: RS x [0,T) — IR gilt

Q= —Qu-B= Q1+ ().

Dabei soll fiir jedes t € [0,T) die Funktion u(-,t) : IR§ — IR konkav und monoton
fallend sein.

Beweis: Mit der Normalen v = % (z, — IUTI\ z) und ZF = (uz,0) folgt (%, v) = %u,
beziehungsweise u = [3 (%—?, v), woraus die Behauptung folgt. O

Korollar 7.3 Jede Funktion u(r,t) mit @ > —Qr+/1+ («')? hat einen zylinder-
symmetrischen Graphen, der bei entsprechenden Anfangsdaten eine duflere Barriere
fiir eine Losung von (%) ist.

Wir wollen jetzt eine solche duflere Barriere explizit angeben. Es sei bemerkt, dass
diese Konstruktion zu einer entsprechenden Konstruktion in [A3], Kapitel 12 ver-
wandt ist.

Lemma 7.4 Seien Ry > 0, ug > 0 und a > 1 gegeben. Dann existiert ein t; > 0,
so dass fir die Funktion u: [0, Ryo] x [0,t;] — IR mit

u(r,t) = ug — exp(—ugt~*) cosh ( u—; rt’a) (15)
2Ro

folgende Figenschaften gelten:
i) u(r,0) = limy_ou(r,t) =wuy fir alle v €[0,Ry].
ii) u(r,t) >0 fir aller € [0,Ry] und t € [0,t1].
iii) u(r,t) <0, u'(r,t) <0 und u"(r,t) <O fir aller € [0, Ry] und t € (0,ty] .

Beweis: Es gilt

exp(—ugt™®) cosh ( T t_a)

= éexp(—uo t_a)<exp ( 2%)0 rt‘“) + exp ( — 2%)0 rt_a))
= éexp(—uot_a(l—é))—i—éexp(—uot_o‘(l—ki)). (16)
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Wegen 5= < % folgt daraus

%LI% (exp(—uot ) cosh(grt )) =0,
also Behauptung i). AuBerdem gibt es zu festem uy > 0 ein ¢; > 0, so dass auch ii)
gilt fiir r € [0, Ry ] und ¢t € [0,¢; |. Weiter gilt fiir die Ableitungen von wu:

. _ —a—1 _ —a o - " o -
u(r,t) = —upat exp(—ugt )(cosh (2R0 rt ) - sinh (2R0 rt )) (17)
/ s U R o — wo -
u'(ryt) = o ™% exp(—ugt™®) sinh ( o rt ) (18)
uo \ 2
u’(r t) = — (ﬁ) t72% exp(—upt™*) cosh(%rt_o‘) : (19)
Mit cosh( -t a) > smh( St 0‘) und 55 < 1 folgt also iii) fiir r € [0, Ry ]
und t € (0,t1] (]

Satz 7.5 Zu gegebenen Konstanten Ry > 0, ug > 0 und o > 1 existiert ein ty > 0,
so dass die Funktion u : [0, Ry] X [0,tg] — IR mit (15) zusdtzlich zu den Figen-
schaften i) - i) des letzten Lemmas folgende Ungleichung erfillt:

i > —Quy/1+ (u)2. (20)

Beweis: Zu zeigen, dass u die Ungleichung (20) erfiillt, ist offensichtlich dquivalent
dazu, dass

Sk 1 -+ (UI)Q + HSk_l 2 0
gilt. Mit 3 = /14 («/)2 und obigen Uberlegungen ist
. 1 n—k+1
Sk B+t Sk1 = BT [ b1 (Z Aj+a Z B)

Um zu zeigen, dass dieser Ausdruck nichtnegativ ist, betrachten wir fiir
j €A0,...,n — k} die Summen 3 A; + 4 B;4, . Es gilt

éAj +uBj = é(—l)j w () ’wlnj{ a ( )<< j+f Ju+ n;k )u”’ﬂ)
a4 )(( i () )
= (el - e () (e )

—u"|:c|( n;k )(1 +2uukjill)}

— 2(j1+1)( k; )(—ul)j u? !x\"fj( —U'52( Zf ) u'|x |( n]k ))
(145 +2(k—j—1ui).
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Aufgrund der Eigenschaften ii) und iii) gilt folghch 5 A; +uBjy >0 genau dann,
wenn

(14j+2(k—j—Dui) >0
ist. Fiir j > k ist (k;1 ) =0 und somit 3 A; 4+ @B =0. Sei also j <k — 1.
Mit u < up und (17) ergibt sich dann
1+j+2k—j—Dua > 14+j—2(k—j—Dudat > Lexp(—ugt™®)
(COSh(%T’t_ )—% sinh <%rt_ ))

2 —a-1 - -
> 1-2(k—-1)usat exp(—ugt )cosh(grt )

Wegen

7 exp(—ugt~ h(—rt®
exp(—ugt™ ) cos (2R0r )

1 1 —a—1 o —af1 " . —a r _
oy e (w1 2)) e ({1 )} <o
folgt, dass es ein ¢, > 0 gibt, so dass 3 A;+u Bjq > 0 gilt fiir r € [0, Ry, t € [0, 5]
und j € {0,...,n — k}.
Weiter gilt

lim

t—0

“Ag+iBy = —1|x|n((n—k)u’52+u"yx\) i |2
= — (= k) B "+~ o] (4 20 8%)
und
"+ 203 = (%)zt%‘exp(—uota) cosh(grt °)
2 at_o‘_l{l + (:};)2 2% exp(—2ugt ™) sinh? (2%00 Tt_o‘)}
-exp(—uot_a){cosh(grt_ )—g smh(grt— )}

> (:?00)2t2°‘exp( ugt™ ) cosh(Ert a)

. (1 _ 30M% jam 1{1 + (2R ) t72% exp(—2ug t™*) sinh? (%rt‘ﬂ}) :
0 0

uo

AuBerdem ist
—« . 2 uo —a . 1 o —Q
exp(—2ugt~®) sinh (grt ) = exp(—2ugt™ )

-(exp(grt_a) —2—|—exp(— Z—Zrt_aD
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< Ln(Cmeoe 1))+ (w0
< i exp(—uot_a) +i exp(—?uot_a>
< exp(—uot_a)

2

und somit folgt

]Ei_lr% (1 + (%)2 t72% exp(—2ug t™*) sinh? (2%0 rt_a>)

< lim (1 + 2 (§>2t*2aexp(—uo t*"‘)) =1.
0

Es existiert also ein t3 > 0, so dass

(1 + (:?00)2t_2aexp(—2 ugt™ ) sinh? (2% rt_a)) <2

16 o R2

gilt. Wegen a > 1 gibt es dann ein ¢4, > 0, so dass 1 — a0 toa=1 > 0 gilt fiir alle

t S min {tg, t4}
Folglich ist fiir ¢ < min{ty,t3,¢4} und r € [0, Ry] zusammen mit Behauptung iii)

des letzten Lemmas .
-Ag+uBy>0.
2

Insgesamt haben wir somit gezeigt, dass fiir t < ¢y := min {1, ...,¢,} und r € [0, Ry |
Sk +uS—1 >0

gilt, womit der Satz bewiesen ist. U

Mit Hilfe der &ufleren zylindersymmetrischen Barrieren erhédlt man nun das strikte
Maximumprinzip fiir die Geschwindigkeit ). Es handelt sich dabei im Gegensatz
zu Theorem 5.2 um eine a priori Abschétzung, und diese hidngt wie bereits oben
erwahnt im Vergleich zu Satz 4.1 nur von Mj selber und nicht von Q| ab.

Theorem 7.6 Sei Iy : M™ — IR"'! eine glatte Einbettung und My eine geschlos-
sene, schwach konvexe Hyperfliche mit Sy,_1 > 0 auf ganz My. Auflerdem sei
F: M"x[0,T) — R"™ eine Lisung von (x). Dann existiert ein to > 0, ein
ug > 0 und ein o > 1, so dass

1 —a
Qr(p,t) > 5 exp (—ugt™®)

fir alle p € M™ und t € [0,ty] gilt. Insbesondere gilt Qy(p,t) > 0 fiir alle p € M"
und t € (0,T).
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Beweis: Um die Aussage zu beweisen, approximieren wir wie im Beweis von Satz
4.14 die Flache M, glatt durch eine Familie von strikt konvexen Hyperflachen M.
Diese Familie erhélt man beispielsweise mit Hilfe des mittleren Kriimmungsflusses.
Da wegen Lemma 2.5 auf den Fldchen M§ dann %;?\f > 0 fir alle i € {1,...,n} gilt,
ist dort Oy strikt elliptisch und man erhédlt mit [HP], Theorem 3.1 fiir jedes ¢ > 0

zumindest fiir kurze Zeiten T eine glatte Losung
Fe:M"x[0,T.) — R"™ | Mf = F*(M"t)

von (ki) mit Anfangsdaten M§. Es sei bemerkt, dass man wieder wie im Beweis von
Satz 4.14 wegen Satz 4.6 gleichmiBige |A|?>-Schranken und damit wegen Satz 4.13
eine gleichméfige untere Schranke an T, erhalt.

Wegen Korollar 4.12 sind alle M; strikt konvex, und es gilt auf diesen Flédchen
insbesondere Si_; > 0. Folglich kann man wegen Theorem 6.1 die Flachen M} in
jedem Punkt durch Zylinder der Form S,k%_l x IR"~**! von auBlen beriihren. Da alle
M; kompakt sind, kann man dabei fiir festes €g,tp > 0 und € < gy, t < ¢y einen
festen Radius R = up > 0 fiir alle Punkte p € M; gleichzeitig wéhlen. Auflerdem
gibt es ein Ry > 0, so dass alle My in einer Kugel vom Radius R, enthalten sind.

Sei nun € > 0 fest. Zu jedem p € M{ kann man jetzt die Flachen M lokal als Graph
tiber einer zu T, M parallelen affinen Ebene E schreiben, so dass der Abstand von
p zu E genau vy betrigt. Die Symmetrieachsen des Zylinders, der M; in p beriihrt,
liegen also in . Wegen Korollar 7.3 und Satz 7.5 existiert zu festem a > 1 ein
to > 0, so dass der zylindersymmetrische Graph zur Radiusfunktion

)

w:[0,Ro] x[0,tg] = IR mit u(r,t) =ug— exp(—ugt ) Cosh(grt_a)
0

eine dufere Barriere an die Fliachen My ist. Dann gilt also
[E=(p,t) = F=(p, 0)] = [u(0,0) = u(0,)| = exp(—ugt™). (21)

Um nun aus dieser Abschétzung eine Schranke fiir die Geschwindigkeit zu erhalten,
braucht man noch eine Harnack-Ungleichung fiir Losungen von (%y):
Nach Theorem 5.21, (2) aus [A2] gilt fiir p;,ps € M2 und ty > t; >0

t £\ ? d?
Qi(p2; 12) > (_1) exp (_ c >’ (22)
Qr(p1,t1) to 4(ty —ty)
wobei d der Abstand von p; zu p, beziiglich der Metrik zur Zeit ¢; ist, und % <c

auf den Fléchen M; gelten muss.
Da die Flache M strikt konvex ist, existiert wegen Satz 4.7 ein ¢, > 0, so dass
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tatséchlich % < ¢, auf M; gilt. Aus (22) folgt also mit p; = py

/Ot Qr(p,T)dr < /Ot Qr(p 1) (i)%df

= Qupt) et [ b

(SIS

Damit gilt zusammen mit (21)

td
exp(—uot™®) < |F(p,t) — F(p,0)| = | /0 — F(p7) dr|

/t |Qr(p, 7)|dT = /t Qr(p,7)dr
0 0
< 2Qk(p,t) -t

IN

was dquivalent ist zu

1
Qr(p,t) > 57 exp (—ugt™®).

Da diese Abschéitzung unabhéngig von e ist, kann man nun den Grenziibergang
€ — 0 betrachten und erhélt somit die gewiinschte Behauptung. U
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8 Kurzzeitexistenz

Wir wollen in diesem Kapitel zeigen, dass das Problem (x;) zumindest fiir kurze
Zeiten eine eindeutige glatte Losung besitzt, falls die Startflache M, geschlossen und
schwach konvex ist mit Sx_; > 0. Dazu sei bemerkt, dass allgemein die Bedingung

of
ON;

(p) >0 firallei e {l,...,n} und p € M

fir das Problem (xf) eine glatte Losung zumindest fiir kurze Zeiten sichert; siche
dazu [HP], Theorem 3.1. In diesem Fall ist die Gleichung fiir F' ndmlich bis auf die
Invarianz unter tangentialen Diffeomorphismen gleichméfig parabolisch.

Im Fall f = @y gilt nach Lemma 2.5 auf I'y,_; nur

OQk
o\

(p) >0 firalleie {1,...,n}und p € My,

das heifit das Problem () ist hier tatsdchlich auch abgesehen von der Invarianz
unter tangentialen Diffeomorphismen nur schwach parabolisch, aufer es gilt bereits
S > 0 auf M,. Insbesondere erhélt man beispielsweise fiir strikt konvexe Anfangs-
flachen sofort Kurzzeitexistenz.

Fiir schwach konvexe Startflichen mit Si_; > 0 erhélt man die Existenz einer Losung
erst aus der unteren Schranke an )y (sieche Theorem 7.6), da diese wegen Lemma
2.5 sicherstellt, dass die Evolutionsgleichung (%) fiir t > 0 gleichméfig parabolisch
ist.

Theorem 8.1 (Kurzzeitexistenz) Sein > 2 und Fy : M™ — IR™"! eine glatte,
geschlossene, schwach konvexe Hyperfliche und es gelte Sx_1 > 0 auf ganz M.
Dann existiert ein T > 0, so dass das Problem (%) eine eindeutige glatte Lisung
F:M"x (0,T) — IR"™ besitzat, die firt — 0 und ein 0 < a < 1 in C* gegen Fy
konvergiert.

Beweis: Fiir £ = 1 handelt es sich bei dem Problem (x;) um den mittleren
Kriimmungsfluss, und die Kurzzeitexistenz folgt direkt mit [HP], Theorem 3.1. Um
fiir £ > 2 eine Losung zu konstruieren, die fiir ¢ — 0 gegen M, konvergiert, betrach-
ten wir wie im Beweis von Theorem 7.6 eine Familie von glatten, strikt konvexen
Hyperflachen Mg, die fiir ¢ — 0 die Fliche M, glatt approximieren. Fiir jedes € > 0
erhdlt man dann mit [HP], Theorem 3.1 eine glatte Losung M; von (x;) mit An-
fangsdaten M.

Weiter existiert wie im Beweis von Theorem 7.6 eine in ¢ gleichméBige | A|*—Schranke
fiir die Fliachen M; und ein gleichméfiges Existenzintervall fiir die Lésungen. Ins-
besondere hat man also eine gleichméBige C?—Schranke fiir die Familie F.
Auflerdem liefert Theorem 7.6 eine von e unabhéngige untere Schranke an die
Geschwindigkeit. Da die Evolutionsgleichung damit gleichméfig parabolisch, und
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die Geschwindigkeit Q) wegen Lemma 2.4 konkav in h; ist, kann man wieder die
Abschétzungen von Krylov [Kry], Theorem 2, Kapitel 5.5 anwenden und bekommt
wie im Beweis von Satz 4.13 aus den gleichmifligen C?—Schranken gleichmiifige
C*°-Schranken an die Familie F.

Mit dem Theorem von Arzela-Ascoli bekommt man nun eine Teilfolge €; mit

g; — 0, so dass die Folge {M;"} in C* gegen eine Familie von glatten Hyperflichen
{M,} konvergiert, die die gleichen Abschétzungen erfiillen. Insbesondere 16st die Fa-
milie {M,} das Problem (%) auf (0,7") und die Flichen M, konvergieren fiir t — 0
aufgrund der gleichméBigen |A|?—Schranke in C1* gegen die Startfliche M,.

Die Eindeutigkeit der Losung folgt analog zu [A3], Theorem 14 und 15 (siehe dazu
die Bemerkung zur Eindeutigkeit im Beweis von Theorem 14). U

Bemerkung 8.2 Fiir die Barrierenkonstruktion des letzten Kapitels und somit die
Kurzzeitexistenz ist offenbar nur die Tatsache von Bedeutung, dass man die Start-
fliche in jedem Punkt von auflen durch einen Zylinder der entsprechenden Form
berithren kann. Da man diese Eigenschaft in Theorem 6.1 nicht nur fiir glatte, son-
dern bereits fiir C?“-Flichen erhilt, kann man den Qj-Fluss insbesondere auch mit
einer schwach konvexen C**Fliche starten, auf der Sy_; > 0 gilt.

Bemerkung 8.3 Falls man fiir die Startfliche My nur fordert, dass dort A € I'y_;
und Sk(A) > 0 fiir die Hauptkriimmungen A = (Aq,...,\,) gilt, kann man keine
glatten Losungen des Problems (x;) mehr erwarten, da im Beweis der Geschwindig-
keitsschranke die schwache Konvexitét der Startflache fiir die Barrierenkonstruktion
entscheidend ist. Man erhélt aber trotzdem aus der |A|?>-Schranke zumindest fiir
kurze Zeiten noch eine Viskosititslosung im Sinne von [IL], welche aufgrund der
| A]?-Schranke sogar eine C''-Losung ist.
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9 Konvergenz zu einem Punkt

In diesem Kapitel werden wir uns mit der Langzeitexistenz der Qy-Fliisse beschéfti-
gen und zeigen, dass jede Losung des Anfangswertproblems (x;) mit einer glatten,
strikt konvexen Startfliche in endlicher Zeit gegen einen Punkt konvergiert. Fiir
den GauB-Fluss beispielsweise wurde das entsprechende Resultat von K. Tso (siehe
[Tso|, Theorem 4.2) bewiesen.

Bevor wir zum Haupttheorem kommen, wollen wir zeigen, dass es eine glatte Losung
von (%) gibt, solange die Flichen M; noch eine Kugel vom Radius § > 0 umschlie-
Ben.

Dazu benétigen wir allerdings noch eine Evolutionsgleichung fiir die Grofie (F,v).

Lemma 9.1 Es gilt fiir Losungen F : M™ x [0,T) — IR™™ des Problems (%)

Q(F,w — O, (F,v) —2Q) + OQx

hE W (F,v)

ot ohy
Beweis: Mit Lemma 3.1 erhilt man
0 ov
E<F7V> — _Qk<V7V> +<F7E> - _Qk+<F7va>7

und in einem adaptierten orthonormalen n-Bein ist

Q. Q) .
U <F7 V> = 86}3@kvlv]<F> I/> - a%lle(hé <F> el))
J J
OQk (i Y

_ 8_h;,.(v W (Fer) + bl — hi b (F,v))

_ an l11 _ an i1l

- ah;Vh]<Fael>+Qk ah; hlhj<F>l/>

0 .
= (F,.VQu) + Qi — a% hi bl (F,v)
J

wobei man im vorletzten Schritt die Codazzi-Gleichungen benutzt hat. Die Behaup-
tung folgt dann direkt. O

Lemma 9.2 Sei F': M" x [0,T) — R eine Lisung von (xi) fir k € {2,...,n}
und My eine glatte, geschlossene, schwach konvexe Fldche mit Si_1 > 0. Auflerdem
bezeichne V; das von M, im IR™ berandete Volumen und es gelte fiir ein § > 0 und
ein xg € IR"', dass Bs(xo) C 'V, fiir allet € [0,T). Dann existiert ein 0 < C' < oo,
so dass

Qr(p,t) < C(6,k,n) firalle (p,t)e M" x[0,T).
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Beweis: Ohne Beschrankung der Allgemeinheit gelte 2o = 0. Da wegen Satz 4.14
alle M, schwach konvex sind, und somit immer ganz auf einer Seite eines Tangential-
raumes liegen, gibt es wegen Bs(xg) C V; ein a(d) > 0, so dass

(Fv) —a> % >0 firalle (p,t)e M" x[0,T)

gilt. Sei also

Qk

TRy —a

Dann gilt mit den Evolutionsgleichungen fiir (F,v) und @y (Lemma 9.1 und 3.1)

o 0Qk Qk 0Qk
o = T ) —a) ot (F.0) —a)? on

VPOV  (F, v)+ (2Qr—a 75 b, b

beziehungsweise mit ¢(k) wie in Satz 4.1

B v 00,
—yp < g 2 —
o= R0, ne

VPOV (F,v) + 0% (2 — ac(k) Q) .

Angenommen, v nehme nun in (pg,to) zum ersten Mal ein Maximum C' > 0 an,
dann gilt dort

a
ac(k)Qk(p())tO) §2 und Qk(p())tO) :C(<F,V> —Oé) 2057
also N
C-—-clk) <2,
2
was einen Widerspruch ergibt, falls C' > %(k) ist. O

Korollar 9.3 Fiir glatte, geschlossene, schwach konvexe Anfangsfliichen My mit
Sk—1 > 0 existiert eine glatte Losung von (x) firk € {2,...,n} mindestens solange,
wie M; ein nichtverschwindendes Volumen berandet.

Beweis: Da M, eingebettet ist, gibt es ein t, > 0, so dass die Flachen M; fiir
t € [0,%] ein nichtverschwindendes Volumen beranden und dort ist aufgrund der
Kompaktheit auch |A]* beschrinkt. Wegen Theorem 7.6 ist aber fiir ¢ > ¢, auch
@, > 0 und somit existiert wegen Satz 4.7 ein C' > 0, so dass H < C' - @y gilt.
Weiterhin ist wie im Beweis von Satz 4.4 wegen @Qr > 0 auch |A| < H und die
Behauptung folgt aus dem vorangehenden Lemma und Satz 4.13. 0

Als abschlielendes Ergebnis ergibt sich nun fiir konvexe Startflichen:
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Theorem 9.4 Sei n > 2 und M, eine glatte, geschlossene, strikt konvexe Fliche.
Dann hat das Anfangswertproblem (xi) eine glatte Losung auf einem endlichen Zeit-
intervall 0 <t <T und die Flichen M, konvergieren firt — T gegen einen Punkt
im IR,

Beweis: Fiir £ = 1 erhilt man wieder den mittleren Kriimmungsfluss, und das
Ergebnis wurde von G. Huisken in [H84] gezeigt. Sei also & > 2. Aufgrund des
letzten Korollars kann der Fluss solange fortgesetzt werden, wie die Flachen M,
ein nichtverschwindendes Volumen beranden, das heifit fiir ¢ — 7T muss fiir das
Hausdorffmafi ‘H"(V;) — 0 gelten, wobei wieder V; das von M, berandete Volumen
ist.

Nehmen wir nun an, es existieren zwei verschiedene Punkte x,y € IR"*! mit z,y € V,
fir alle ¢ € [0,7) . Dann schneidet jede 2-dimensionale Ebene E durch z und y die
Fliachen M, in einer reguldren Kurve v (FE). Sei E; = E N V;. Wegen H"(V;) — 0
fiir ¢ — T muss dann ein F existieren mit H?*(F;) — 0, was bedeuten wiirde, dass
es Punkte auf 74(E) mit beliebig kleiner Kriimmung gibt. Das kann aber wegen
Korollar 4.12 nicht sein. 0
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