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Kapitel 1

Einleitung

Chemiker, Biochemiker oder Pharmazeuten stehen haufig vor dem Problem der Wahl
der geeigneten Komponenten fiir eine Synthese. Aus einer Vielzahl moglicher Edukte gilt
es die geeigneten herauszufinden; um zum Scheitern verurteilte Synthesen gar nicht erst
durchfithren zu miissen, hat sich ein grosses Interesse an quantenchemischen Naherungs-
verfahren entwickelt. Daraus ist eine grosse Zahl an Programmpaketen entstanden, welche
theoretische Abschitzungen auch Nichtspezialisten ermoglichen. Ein génzlich neuer For-
schungszweig (Computational Chemistry, Modelling) ist damit geboren.

Grundlage der meisten dieser Pakete, sofern sie auf quantenmechanischen Urspriingen
basieren, ist die Hartree-Fock-Theorie. In Standard-Modellen der Quantenchemie wird
die N-Elektronen-Wellenfunktion als Produkt von Ein-Elektronen-Basisfunktionen ent-
wickelt. Problem dieser Methoden ist die Nichtberiicksichtigung der Elektronenkorrelati-
on, welche als Differenz des Hartree-Fock-Limits und der exakten Grundzustandsenergie
der (nicht relativistischen) Schrodingergleichung definiert ist, und gréflenordnungsméssig
etwa einem Prozent der Gesamtenergie entspricht. Zum Leidwesen des Chemikers bewe-
gen sich viele Problemstellungen (Bindungsenergien, Rotationsbarrieren, Schwingungsan-
regungen, etc.) in demselben GroBenordnungsbereich. Es ist daher von eminentem Inter-
esse, Post-Hartree-Fock-Algorithmen zu entwickeln, welche eben solche Fragestellungen
korrekt beantworten kénnen. In neuerer Zeit sind mehrere Monographien [1], [2] erschie-
nen, in denen ein kompakter Riickblick zum Thema der Elektronenkorrelation ausgefiihrt
ist, besonders [1] liefert viele Analysen und Einsichten. Eine von vielen erfolgversprechen-
den Post-Hartree-Fock-Methoden ist der e ¢-Ansatz, welcher interessante konzeptionelle
Vorteile bietet und die cusp-Bedingungen erfiillt (vgl. Kapitel 3). In dieser Arbeit werden
Konvergenzkriterien der polynomialen Multiprazisions-Losungen betrachtet mit anschlie-
Bender Diskussion und Analyse der Komponenten.



Kapitel 2

Losungen der Schrodingergleichung
fiir den Helium-Grundzustand mit
expliziter r{o-Abhingigkeit

2.1 Coulomb hole

Betrachtet wird der !S-Grundzustand von Helium. In der Hartree-Fock-Niherung bewe-
gen sich die beiden Elektronen unabhéngig von einander im gemittelten Feld des anderen
Elektrons. In Abbildung 2.1.1 ist die Grundzustandswellenfunktion des Heliumatoms zu
sehen, wobei ein Elektron im Abstand 0.5 a.u. (atomare Einheiten) vom Kern festgehalten
wird. Zur besseren Anschaulichkeit ist in Abbildung 2.1.2 ein Konturplot der Hartree-Fock
Grundzustandswellenfunktion von Helium (1)) illustriert. Wiederum wird ein Elektron im
Abstand 0.5 a.u. vom Kern festgehalten. Als Funktionswerte fiir ¢ (Gleichung 2.1.1) wur-
den 0.03, 0.04, 0.05, 0.06 a.u. gewéhlt.

W= A. e Clir) (2.1.1)
mit
3
(=7-— E, A= ¢
16 T

Wie zu erwarten besteht der Konturplot aus (durch das fixierte Elektron) ungestorten
konzentrischen Kreisen. Die Bewegung jedes einzelnen Elektrons ist also unabhéngig vom
Aufenthaltsort des anderen Elektrons. Die Amplitude der Wellenfunktion héngt nur vom
Kernabstand ab, nicht vom interelektronischen Abstand.

Der Effekt der Elektronenkorrelation wird in den Abbildungen 2.1.3 und 2.1.4 verdeutlicht.
In Abbildung 2.1.3 wird die r2-abhéingige Helium Grundzustandsfunktion (Gl. 2.1.2)
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Abbildung 2.1.1: Hartree-Fock Grundzustandswellenfunktion des Heliumatoms. Ein Elektron wird am
Punkt [0, 0, 0.5] festgehalten. Das andere Elektron wird lediglich in x-Richtung mit z; = 0 beschrénkt.
Aufgetragen in atomaren Einheiten (a.u.).

Abbildung 2.1.2: Konturplot der Hartree-Fock Grundzustandswellenfunktion des Helium-atoms. Ein
Elektron wird am Punkt [0, 0, 0.5] festgehalten. Aufgetragen in atomaren Einheiten (a.u.). Fiir ¢) wurden
die Werte 0.11, 0.13, 0.15, 0.20 a.u. verwendet.
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z2 0.5

Abbildung 2.1.3: r2-abhéingige Grundzustandswellenfunktion des Heliumatoms. Ein Elektron wird am
Punkt [0, 0, 0.5] festgehalten. Aufgetragen in atomaren Einheiten (a.u.).

= A-elTFn-Zratana) (2.1.2)
mit
A = 1.344265, Z = 2

dargestellt. Man erkennt, dafl in positiver z>-Richtung die Funktion steiler abfallt. Ab-
bildung 2.1.4 zeigt den zugehorigen Konturplot, hierbei werden als Funktionswerte fiir
¥ (in Gl 2.1.2) 0.11, 0.13, 0.15, 0.20 a.u. verwendet. Wiederum wird ein Elektron im
Abstand [0, 0, 0.5] vom Kern festgehalten. Im Gegensatz zur Darstellung der Hartree-
Fock Wellenfunktion erkennt man hier ein Ausweichen des unfixierten Elektrons vom Ort
des fixierten, desweiteren erfahren die konzentrischen Kreise eine Storung am Ort des
festgehaltenen Elektrons. Die Amplitude der Wellenfunktion héngt also vom Kern- und
vom interelektronischen Abstand ab. In der Hartree-Fock Darstellung wird demnach die
Wahrscheinlichkeit, dafl sich beide Elektronen an selben Ort befinden iiberbewertet. Einen
detailierteren Eindruck erhélt man, indem man die Differenz der rj,-abhéngigen Wellen-
funktion mit der Hartree-Fock-Funktion betrachtet. Die korrelierte Funktion shiftet die
Wahrscheinlichkeitsamplitude weg vom Aufenthaltsort des fixierten Elektrons und schafft
so ein sogenanntes Columb hole, wie in Abbildung 2.1.6 zu ersehen ist. In dieser Abbildung
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Abbildung 2.1.4: Konturplot der ri5-abhéngigen Grundzustandswellenfunktion des Helium-atoms. Ein
Elektron wird am Punkt [0, 0, 0.5] festgehalten. Aufgetragen in atomaren Einheiten (a.u.). Fiir ¢) wurden
die Werte 0.11, 0.13, 0.15, 0.20 a.u. verwendet.

-0. 14 2

2 T
WZ

Abbildung 2.1.5: Gezeigt wird die Differenz zwischen ri5-abhéngiger Grundzustandwellenfunktion und
Hartree-Fock-Wellenfunktion in einer 3-dimensionalen Darstellung. Ein Elektron ist am Ort [0, 0, 0.5]
fixiert. Aufgetragen in atomaren Einheiten (a.u.).



2.2 COULOMB CUSP 13

Abbildung 2.1.6: Gezeigt wird die Differenz zwischen ri5-abhéngiger Grundzustandwellenfunktion und
Hartree-Fock-Wellenfunktion. Ein Elektron ist am Ort [0, 0, 0.5] fixiert. Aufgetragen in atomaren Ein-
heiten (a.u.).

sieht man die Differenz der ri5-abhéngigen Wellenfunktion zur Hartree-Fock-Funktion.
Das Columb hole ist nahe dem festgehaltenen Elektron zu finden, genauer gesagt bei 0.5
a.u. Gemessen am Wert des Minimums mit 0.12 a.u. ist das Columb hole breit, aber nicht
tief. Das freie Elektron wird vom Ort des Lochs weggedringt und hat ein Maximum bei
0.02 a.u..

2.2 Coulomb cusp

In diesem Kapitel wird das Verhalten einer ris-abhéngigen Wellenfunktion fiir den Fall,
daf sich beide Elektronen am selben Ort aufhalten, beschrieben. An solchen Orten wird
der elektronische Hamilton-Operator singuldr. Die Wellenfunktion verlduft hier in einem
charakteristischen cusp (Spitze). Wiederum wird der Effekt am einfachen Beispiel des He-
liumatoms deutlich gemacht. Der nicht-relativistische Hamilton-Operator in kartesischen
Koordinaten mit Ursprung am Kern lautet

1 1 Z Z 1
H=--V?--V?_-—~ = 4+ - 2.2.3
2173 ] T el T =l (223)
wobei r; und rp die Ortsvektoren der beiden Elektronen sind und Z die Kernladungszahl
ist. Der Hamilton-Operator hat wie erwédhnt Singularititen in den Attraktionsanteilen

bei r;1 = 0 und ry = 0 und im Repulsions-Term bei r; = ry. An diesen Punkten miissen
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Betrdage des Term H1 aus korrelierten Losungen der Schrodingergleichung
H@D(I‘L I'z) = E@/J(I‘L r2) (224)

die Singularitéiten des Hamiltonoperators ausbalancieren, denn die lokale Energie

HQ/J(I':[, 1'2)
¢(r1’ 1‘2)

muB} auch an diesen Stellen gleich dem Eigenwert E sein (welcher natiirlich nicht +oo

€(ry,ra) = (2.2.5)

werden darf). Die gesuchten Beitrdge konnen nur aus der kinetischen Energie stammen.
Einsichtig wird dies allerdings erst, wenn man den Hamiltonoperator in einem anderen
Koordinatensatz betrachtet.

Die Grundzustandswellenfunktion von Helium ist vollig symmetrisch, somit kann der
Hamiltonoperator [3] in drei radialen Koordinaten (2.2.6) ausgedriickt werden,

1&, 0% 20 27 0? 2 0 1
M= 2lGetiomt ) "G T o
(Frm2 0tz tm 0 0 (2.2.6)

T1 12 87“1 T2 T21 87“2 @Tlg

r1 und 7y entsprechen den Absténden der Elektronen vom Kern, 15 beschreibt den in-
terelektronischen Abstand. Zu bemerken ist, daf§ die beiden Ein-Elektronen-Teile des
Operators dieselbe Form haben wie der Radialteil fiir ein Elektron mit einer Drehim-
pulsquantenzahl von null. Die Singularitdten der potentiellen Energie am Kernort sollen

durch Beitrége der kinetischen Energie ausbalanciert werden, hierzu mufl der Term %gf
den Term 272 - 1) kompensieren, dies wird erreicht wenn gilt:

o

— .m0 = —Z1(r; = 0). 2.2.7

Gleichung (2.2.7) wird als nukleare cusp-Bedingung bezeichnet, diese ist erfiillt, wenn man
fiir r; einen exponentiellen Verlauf nahe dem Kernort annimmt.

P(r1,ra,m12) = €70, 79, 712) (2.2.8)

In Abbildung 2.2.7 ist die Wellenfunktion aus Gleichung (2.1.2) aufgetragen, ein Elek-
tron wurde am Ort [0, 0, 0.5 a.u] (in kartesischen Koordinaten) festgehalten. Es ist deut-
lich zu sehen, daf3 die nukleare cusp-Bedingung fiir r; = 0 erfiillt ist. Die N-Elektronen
Schrodingergleichung wird gewohnlich nach einfachen analytischen Funktionen, welche
am Kernort lokalisiert sind (Atom Orbital, AO), entwickelt. Durch geeignete Wahl der
AO-Basisfunktionen kann die nukleare cusp-Bedingung (auch ohne Elektronenkorrelati-
on) exakt erfiillt werden. Dies gilt nicht fiir GTO’s (Gaussian Type Orbitals), welche
meist aus rechentechnischen Griinden bei Hartree-Fock-Rechnungen verwendet werden.
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Abbildung 2.2.7: Der Kerncusp am Beispiel des Helium-Grundzustandes. Ein Elektron ist am Ort [0,
0, 0.5 a.u.] festgehalten. Aufgetragen ist die z-Achse des freien Elektrons (x=0; y=0).

Abbildung 2.2.8: Der Kerncusp am Beispiel des Helium Grundzustandes. Ein Elektron ist am Ort [0,
0, 0.5 a.u.] festgehalten. Aufgetragen ist die z-Achse des freien Elektrons (x=0; y=0). Der linke Ast aus
Abbildung 2.2.7 ist auf die positive Achse abgebildet.
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GTO’s beinhalten den elektronischen Abstand (r;) vom Kern nur quadratisch, die nu-
kleare cusp-Bedingung (2.2.7) wird deshalb nicht erfiillt. Weiterhin kann man in Abbil-
dung 2.2.7 entlang der z-Achse bei 0.5 a.u. einen Knick im Funktionsverlauf erkennen,
welcher durch die korrekte Behandlung der Elektronenkorrelation entsteht und im Falle
einer unkorrelierten Wellenfunktion nicht zu sehen ist. Abbildung 2.2.8 hingegen zeigt zur
Verdeutlichung den negativen Zweig der Funktion aus Abbildung 2.2.7 auf die positive
z-Achse abgebildet. Es ist zu ersehen, dafl der linke Teil der Funktion aus Abbildung
2.2.7 nicht dieselbe Steigung und Kriimmung hat wie der rechte Teil, dies impliziert eine
Winkelabhénigkeit im Aufenthaltsbereich des freien Elektrons. Die hoheren Funktions-
werte (hohere Aufenthaltswahrscheinlichkeit) der oberen Kurve in Abbildung 2.2.8 belegt
das Ausweichen des freien Elektrons vom fixierten Elektron am Ort 0.5 a.u. (Knick der
unteren Kurve).

Gleichung 2.2.7 gilt allerdings streng genommen nur fiir den vollsymmetrischen Helium-
Grundzustand, allgemeiner sollte gelten

.0
}iI%(£>mittel =—ZY(r; =0) (2.2.9)

Fiir Wellenfunktionen, die am Kernort Knoten besitzen, gelten andere cusp-Bedingungen
(9], [10].

Analog zur nuklearen cusp-Bedingung (2.2.7) miissen sich, im Fall der elektronischen cusp-
Bedingung, die Terme, welche mit 1/r5 in (2.2.6) multipliziert sind, in Hv kompensieren.

Fiir die elektronischen cusp-Bedingung [1], [5] gilt:
oY 1
- —0 2.2.10
87”12’ 0 2¢(712 ) ( )

Abbildung 2.2.9 zeigt den elektronischen cusp fiir die folgenden in der Graphik verwen-
deten Funktionen:
grau:

b = e @ = e(=Zr1—Zrat+5r12) (2.2.11)
grau (gestrichelt):

thy = e )L (14 ;7‘12) (2.2.12)
schwarz und schwarz (gestrichelt):

Y =€ F (2.2.13)
mit
F= (1+0.18939(r% + r3) — 0.17743(r%,) + 0.03315(r3,)
—0.01021(r3r3) — 0.00643((r? + r3)r%,)



2.2 COULOMB CUSP 17

Abbildung 2.2.9: Elektronischer cusp am Beispiel des Helium Grundzustandes. Ein Elektron ist am
Ort [0, 0, 0.5 a.u.] festgehalten. grau: e~¢; grau (gestrichelt): 1 + %1’12; schwarz (gestrichelt): e ¢ - F
(Elektronen entfernen sich radial); schwarz: e=¢ - F' (Elektronen entfernen sich auf Kreisbahn ).

Tatséchlich wird in Abbildung 2.2.9 jeweils

U(ri2)
¥(riz =0)
aufgetragen. Ausgehend vom Punkt ri5 = 0, kénnen sich die beiden Elektronen radi-

al (schwarz gestrichelte Kurve in Abbildung 2.2.9) oder auf einem Kreis um den Kern
(schwarz) voneinander entfernen. Fiir beide Kurven soll die Bedingung:

(7"1 + 7"2) =1
gelten. Bewegen sich die Elektronen auf einer Geraden voneinander weg so gilt zusétzlich:
T1g = |ro — 71].

Somit 148t sich ein Ausdruck bilden, der nur von 15 abhéngt. Befinden sich beide Elek-
tronen auf dem selben Kreis um den Kern mufl zusétzlich gelten:

T = Ta.

Die grau gestrichelt dargestellte Funktion beschreibt den cusp exakt (Steigung der Funk-
tion am Ort r5 = 0 betragt m = %) Die anderen Wellenfunktionen erfiillen die cusp-
Bedingung ebenfalls. Die Fallunterscheidung wirkt sich nur auf 5 aus.
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Gleichung 2.2.10 gilt wiederum nur fiir den vollsymmetrischen Helium-Grundzustand,
allgemeiner sollte gelten:

.0 1
lim (a:Z‘)‘)mittel = §¢(T1‘j = 0). (2.2.14)
ij

ri]-—>0

Fiir Wellenfunktionen, die am Kernort Knoten besitzen, gelten wie erwdhnt andere cusp-
Bedingungen [9], [10].

2.3 Approximative Behandlung des Helium-Grund-
zustandes

Nach Betrachtung des Verhaltens der exakten Wellenfunktion wird nun der Grundzustand
des Heliumatoms mit Methoden approximierter Wellenfunktionen entwickelt. Beginnend
mit der Standard-CI-Entwicklung, danach folgt eine erweiterte Entwicklung, welche die
short range elektronischen Wechselwirkungen beachtet. AbschlieSend folgen der analyti-
sche Ansatz von Hylleraas und der hier verwendete e~ ¢-Ansatz.

2.3.1 CI-Entwicklung (Configuration Interaction)

Der CI-(Configuration Interaction) Ansatz beschreibt die Wellenfunktion in Form von Sla-
terdeterminanten, also in antisymmetrisierten Produkten von Spinorbitalen. Verwendet
werden STO (Slater Type Orbitals), Einelektronenwellenfunktionen der Form

Xntom(T) = 1" 1e™Y 0 (0,4), n > 1> |m| >0 (2.3.15)

wobei ( ein optimierter Koeflizient ist und Y,,,(6,¢) eine Kugelflichenfunktion darstellt,
welche verkniipft mit dem Legandre Polynom P™(cosf) sich als

20+1) (1l —m) ,
Yim(0,0) = P/ (cosf)e™ 2.3.1
L ( 7¢) \J A (l+m) l (COS )6 ( 3 6)
ausdriicken lésst [0]. In Gleichung (2.3.15) représentiert r die Position des Elektrons in den

Polarkoordinaten (r, 6, ). Mit Hilfe des Additionstheorem fiir Kugelflachenfunktionen [7]

l
.Pl(COSQlQ) = 2;:7[;1 Z (_1)m lvm(Ql,wl)Ylvm(Q%wg) (2317)

m=—I

wobei 015 den Winkel zwischen den Radiusvektoren der beiden Elektronen bildet

| ST )

cos by = (2.3.18)

rire
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kann die symmetrische Zweielektronen-Wellenfunktion in der CI-Entwicklung als

PO = et N O (P e 2T P2 (cos 1) (2.3.19)

>0
ny2ng
ng >l

geschrieben werden. Gleichung (2.3.19), summiert iiber alle Quantenzahlen ns,ny, wird
auch als principal Cl-expansion bezeichnet [1]. Diese Entwicklung mit nur einem Term
entspricht der Hartree-Fock-Wellenfunktion.

Yt = Cuyp e o172) (2.3.20)

Betrachtet man die Konvergenz der CI-Entwicklung, so ist zu bemerken, dafl ein Fehler
der Gesamtenergie kleiner als 0.001 atomare Einheiten (a.u.) kaum zu erreichen ist. Zum
Vergleich erhilt man in einer Rechnung, der die Hylleraas 6-Term-Wellenfunktion zu
Grunde liegt [23], einen Fehler von 2-107* a.u., in einer CI-Rechnung mit 200 Termen im
Ansatz [1] erreicht man etwa einen Fehler von 1073 a.u..

2.3.2 Explizit korrelierte CI-Entwicklung

Einen Grund fiir die langsame Konvergenz der CI-Gesamtenergie findet man, wenn man
die Gleichung (2.3.19) in Termen von 712 anstatt des Winkels 65 ausdriickt, dquivalent
(Py(cos 012) ist ein Polynom [. Grades von cos 615 ) ldsst sich Gleichung (2.3.19) als

w —C(r1+7"2 Z CnanZ n1 1 nz 1_{_7,711 1 7112 1) cos 1912 (2321)

1>0
ni>ng
ng >l

formulieren. Mit der zusétzlichen Bedingung

riy =11+ 75 — 2 riracos O (2.3.22)

eingesetzt in (2.3.21) und der Bedingung (2.3.18) erhélt man

YOl = e=Crtra) N™ o (T e ey (2 g2 g2 (2.3.23)

>0
ny=ng
ng >l

Vereinfacht und mit rekombinierten Termen lautet die Zweielektronen-CI-Wellenfunktion
P = et N Oy (riry + ryr))ris (2.3.24)
i3,k

mit 4, j, k € N. Fiir ;5 werden also nur gerade Potenzen verwendet, d.h. die elektronische
cusp-Bedingung kann nicht erfiillt werden, weil gilt

8¢Cl

—— =0 = 2.3.2
87’12’120 0 (35)



KAPITEL 2 LOSUNGEN DER SCHRODINGERGLEICHUNG FUR DEN
20 HELIUM-GRUNDZUSTAND MIT EXPLIZITER 712-ABHANGIGKEIT

Damit Gleichung (2.3.25) ungleich Null an der Stelle der Singularitéit 1o = 0 wird, muss
ein linearer Term von 715 einbezogen werden, hierzu wird eine Korrelations-Funktion ~

1

1>]

als Faktor in die CI-Wellenfunktion eingefiihrt [3].

1
f — (1 + 57«12)@@01 (2.3.27)

T12

Natiirlich ist es a priori nicht zwingend, aufgrund der Einhaltung der cusp-Bedingungen
auf eine Verbesserung der Konvergenz zu schliessen, betrachtet man allerdings eine soge-
nannte CI-R12-Enwicklung, welche sich aus einer um einen Term erweiterten normalen
CI-Entwicklung ergibt

N =08 4 corpgt” (2.3.28)

erreicht man eine Rechengenauigkeit, deren Fehler deutlich unter dem Wert der normalen
CI-Entwicklung von 1073 a.u. liegt. Allerdings ist es nahezu unméglich, Fehler kleiner
1075 a.u. zu erreichen. Fiir kleinere Fehler muss die Wellenfunktion erweitert werden.

2.3.3 Der Hylleraas-Ansatz

Im letzten Kapitel wurde das Konvergenzlimit der CI-R12-Methode mit 10~2 angegeben,
Grund hierfiir ist, dafl nur gerade Terme von r;5 mitgenommen werden. Dahingehend
verallgemeinert, daf alle Potenzen von 715 beachtet werden, lautet die CI-Wellenfunktion
(siche Kapitel 2.3.2)

¢H — G_C(Tl‘i'r?) Z Ci,j,k(rir‘; + T;’r‘{)rlf2 (2329)
ik
dies ist der gut untersuchte Hylleraas-Ansatz [3], [12]. Meistens begegnet einem diese

Funktion (Gleichung 2.3.29) allerdings in den Hylleraas-Koordinaten s,t,u.

S=7T1+T9 (2.3.30)

t= r — T (2331)

U = T12 (2332)

¢H = e_C(S) Z CZ‘Vj’kSit%Uk (2333)

i7j7k
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Nur die geraden Terme der Hylleraas-Koordinate t werden in die Wellenfunktion mitaufge-
nommen. Dies ist notig um zu gewéhrleisten, dafl die Gesamtwellenfunktion symmetrisch
ist und den Singulett-Grundzustand richtig beschreibt. Fiir einen 1s2s Triplett-Zustand
werden deshalb nur ungerade Potenzen von ¢ verwendet.

Es sind nur wenige Terme nétig, um eine gute Gesamtenergie zu erreichen, so erhélt man
eine Gesamtenergie von —2.90345 a.u. [10] fiir eine optimierte Sechs-Term-Wellenfunktion
(zu Vergleichen mit dem quasi-exakten Wert von —2.903724377 a.u. [29]), hierbei werden
der Exponentialkoeffizient ¢ optimiert und nur ausgewéhlte Basisfunktionen verwendet.
Allerdings muss gesagt werden, dafl die Hylleraas-Methode nur auf atomare Systeme mit
wenigen Elektronen anwendbar ist, da die sonst resultierenden Mehrelektronenintegrale
nur schwer oder gar nicht 16sbar sind.

2.3.4 Uberblick Hylleraas-verwandter Wellenfunktionen

Bei Untersuchungen, ob der Hylleraas-Ansatz (2.3.34)

{e Wity k k=0 (2.3.34)
eine vollstéindige Basis darstellt, also der exakte ' S-Zustand sich als Grenzwert fiir ¢, j, k —
oo ergibt, wurde von Kinoshita [13] eine erweiterte Basis

ot oaou
—¢(s) ot 2 kY oo
{e S (a) ](g) 4,5,k=0 (2.3.35)

betrachtet. Die Hylleraas-Basis entsteht fiir ¢ > j > 2k als Teilmenge aus (2.3.35).

Pekeris und Jug fiihrten sogenannte Perimeterkoordinaten ein [14, 15]:

1
u:§(7’12+r1—7’2)
U:§(7’12—T1+7’2)

IU:(—T12+7”1+7”2)~

Diese sind unabhéngig voneinander, im Gegensatz zu den Abstandskoordinaten, fiir die
stets die Dreiecksungleichung gelten muss:

[ry — 7ol <112 <y .
Die Pekeris-Geminal-Basis (Basis aus Zweielektronenfunktionen) besteht aus der Menge
{0 L () Ly (0) L)} 35 (2.3.36)
wobei L,, Laguerre-Polynome vom Grad n sind und
emalutviw) — gmalnir) (2.3.37)

gilt. Energie- und Uberlappungsmatrizen sind in der Pekeris-Basis nur schwach besetzt
und einfacher zu 16sen. Ursache hierfiir ist die Orthogonalitéit der Laguerre-Polynome.



KAPITEL 2 LOSUNGEN DER SCHRODINGERGLEICHUNG FUR DEN
22 HELIUM-GRUNDZUSTAND MIT EXPLIZITER 719- ABHANGIGKEIT

2.3.5 Der Seeligsche e ¢-Ansatz

Bei den in den letzten beiden Kapiteln erwédhnten Wellenfunktionen wird die Elektronen-
korrelation, beriicksichtigt durch 715, nur im Polynom aufgenommen. Im Gegensatz dazu
wird die naheliegende Verallgemeinerung aller Abstandskoordinaten in der Exponential-
Funktion im Falle des e ?-Ansatzes beriicksichtigt. Bei diesem Ansatz handelt es sich
wiederum um ein Produkt aus einem Exponential-Teil

e(~Zri=Zratynz) (2.3.38)
und einer polynominalen Funktion F

F(ry,r,m12) = ) iy (2.3.39)
o

In Kapitel 3 wird intensiv auf diesen Ansatz eingegangen. Der Ansatz besitzt konzeptio-
nelle FEigenschaften, die in Zukunft eine Erweiterung auf Molekiile ermoglichen kénnten.

2.3.6 Schlussfolgerungen

Wie in den vorhergegangenen Kapiteln zu sehen ist, ist es enorm schwer, mit einer auf De-
terminanten basierenden Wellenfunktion die elektronische Gesamtenergie in chemischer
Genauigkeit zu berechnen, d.h einen Fehler kleiner 1073 a.u. zu erreichen. Dies gelingt
nur, wenn man lineare Terme des interelektronischen Abstands 75 mit aufnimmt. Ein
Beispiel ist die sogenannte R12-Methode bei der eine Korrelationsfunktion der Form von
Gleichung (2.3.26) als Faktor zu einer normalen Determinantenentwicklung hinzugefiigt
wird. Diese Methode hat den Vorteil, dafl sie in bestehende Werkzeuge der Quantenche-
mie, Cl-Entwicklung, coupled cluster-Theorie oder Mgller-Plesset Storungstheorie ein-
gearbeitet werden kann. Rechentechnisch bedeutet die Einfithrung linearer ris-Terme,
dafl die im Energieausdruck hauptsichlich enthaltenen Zweielektronenintegrale, erhalten
aus den Produkten von Einelektronenfunktionen, zu Drei- bzw. Vierelektronenintegralen
werden, was in einer Erhohung der Rechenzeit resultiert. Insgesamt gesehen sind, mit
Einbeziehen von Korrelationsfunktionen, die Entwicklungen kompakter als bei den Stan-
dardverfahren, d.h. es sind insgesamt weniger Integrale zu 16sen. Bis heute sind korrelierte
Verfahren nicht Bestandteil der kommerziellen quantenchemischen Programmpakete. Der
Hylleraas-Ansatz und die verwandten Methoden sind von viel kleinerem Rechenaufwand,
allerdings bis heute nur auf Atome mit wenigen Elektronen anwendbar, es ist aber den-
noch wichtig, weiterhin Ansétze dieser Art zu verfolgen, um in Zukunft eine Plattform
fiir hochgenaue Rechnungen zu schaffen. Nachfolgend werden Bemiihungen aufgezeigt,
um den enormen Rechenaufwand der R12-Methoden zu minimieren. In letzter Zeit gibt
es Bestrebungen, den Rechenaufwand in normalen Determinantenentwicklungen durch
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sogenannte linear scaling-Verfahren zu minimieren, um so Entwicklungen mit mehr De-
terminanten berechnen zu kénnen. Auf diese Methoden soll hier aber nicht eingegangen
werden, da dieses Vorgehen sich eher zur Berechnung grofierer Systeme eignet, bei der
short-range-Wechselwirkungen zunehmend an Bedeutung verlieren (etwa die Faltung von
Proteinen), und es sich nicht um Methoden handelt, short-range-Wechselwirkungen besser
darzustellen.

2.4 Elektronen-Korrelationseffekte:
Zusammenfassung

In Kapitel 2 wurde die Korrelation im Nahbereich (short-range correlation) beschrie-
ben, diese ist bedingt durch die Singularitdten des Hamiltonoperators und manifestiert
sich in dem Vorhandensein von cusps in der exakten Wellenfunktion. Das Verhalten
der Elektronen nahe dem cusp ist nur schwer mit Orbitalentwicklungen zu beschrei-
ben. Die Bereiche, in denen die Wellenfunktion eine ungenaue Beschreibung liefert, las-
sen sich nur durch Verwenden einer hohen Zahl von Determinanten verkleinern und so
die Nahbereichs-Korrelation verbessern. Die Determinanten-Entwicklung wird so immer
rechenzeit-intensiver und lésst sich nur noch auf immer kleinere Systeme anwenden. Spezi-
elle Ansétze, wie etwa der von Hylleraas, Pekeris, oder der Seeligsche e™¢-Ansatz, benoti-
gen lange nicht soviele mitgenommenen Basisfunktionen wie die Determinantenmethoden,
werfen aber viel kompliziertere mathematische Probleme bei der Losung des Eigenwert-
problems auf.

Im Gegensatz dazu lassen sich Korrelationen im Fernbereich, wie etwa links-rechts- oder
angulare-Korrelation im Wasserstoffmolekiil, in angemessener Weise durch einige wenige
Determinanten beschreiben, d.h. man benotigt keine besonderen Ansitze fiir diese Art der
Korrelation. Zum Abschluss dieses Kapitels sollen alle Korrelationen beschrieben werden,
die bei der Behandlung von elektronischen Sytemen anfallen.

Die Fermi-Korrelation oder Austausch-Korrelation entsteht aus dem Pauli-Prinzip und
ist mit Hartree-Fock-Rechnungen voll abgedeckt. Statische Korrelation ist die Korrelati-
on zwischen beinahe entarteten elektronischen Konfigurationen und ist gut handhabbar
mit MCSCF-Verfahren. Dynamische Korrelation entsteht aufgrund der Elektronenrepul-
sion und man unterscheidet Korrelation im Nahbereich und im Fernbereich. Letztere
kann durch eine CI-Rechnung mit nur wenigen Determinanten behandelt werden. Die
Nahbereichs-Korrelation muss hingegen mit grofem Aufwand bearbeitet werden oder bes-
ser mit explizit korrelierten Methoden.



Kapitel 3

Der Seeligsche ¢~ ¢-Ansatz

In Kapitel 2 wurde eingehend auf die Bedeutung der cusp-Bedingungen (auch [5], [25])
eingegangen, dort wird verdeutlicht, daf§ das tatséchliche Potential von —oco an Stelle
der Kern-Elektronen-Singularitdt bis 400 an Stelle der Elektron-Elektron-Singularitét
verlauft. Der e~ ¢-Ansatz wird so gewéhlt, dal ein Pseudopotential resultiert, welches
am Ort der Singularititen endlich bleibt [17, 18 19, 20, 21, 22]. Die nichtrelativisti-
sche Schrodingergleichung wird dann integrativ mittels des Variationsprinzips gelost. Die
benotigten Integrale sind komplett durch analytische Funktionen [27, 28] 16sbar, obgleich
die Koordinaten nicht orthogonal sind. Bei diesem Ansatz handelt es sich um ein Produkt
aus einem Exponentialteil

el-Zr=Zra+r) (3.0.1)

und einer polynominalen Funktion F

F(ri,ra,712) chrnlk 57 T3> (3.0.2)

3.1 Eigenschaften des e ¢?-Ansatz

Das einfachste System, um mit dem e~2-Ansatz geschlossene Losungen der Schrodinger-
gleichung zu erhalten, ist der Grundzustand des Heliumatoms. Es handelt sich hierbei
um eines der am besten bearbeiteten Beispiele, d.h. es konnen weitreichende Vergleiche
angestellt werden.

Das Elektronen-Korrelations-Problem am Beispiel des Helium-Atoms wurde zunéchst von
Hylleraas [12] mit einem nichtlinearen Variationsverfahren beschrieben und spéter von
Pekeris [11] und Drake [29] in hochgenauen Rechnungen weiterbearbeitet. Kapitel 2 liefert
eine ndhere Beschreibung des Korrelationsproblems.

24
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Die Schrodingergleichung fiir die Funktion ¢(ry,rs) in atomaren Einheiten fiir den Quan-
tenzustand K lautet

Hrix = Exyk, (3.1.3)

wobei r; = (z1,y1, 21) und ry = (22, Yo, 29) die sechs kartesischen Koordinaten der beiden
Elektronen, ausgehend vom Kern der Ladung +2¢;, im Mittelpunkt des Koordinatensy-
stems, darstellen. Es gilt der Hamiltonoperator

1 o, 1_, Z Z 1

N v2 S 3.1.4
H QVI 2V2 1 T2 + T12 ( )

mit der Kernladungszahl Z=2 (fiir Helium) und V? = 88722 + (%22 + g—; (i = 1;2), des

weiteren riy = \/(:cl —29)%2+ (y1 — y2)? + (21 — 22)%. Der e 2-Ansatz wird so gewéhlt,

dafl die potentielle Energie ( fiir Helium —% — % + é) exakt kompensiert wird

1 N
V= —3 > Vi (N = Zahl der Elektronen), (3.1.5)
i=1

somit gilt im allgemeinen o0 = >, >, ZaTia — %Ziq ri; und hier speziell fiir Helium bzw.

der isoelektronischen Ionen insbesondere
1
Q:Z(T1+T2)—§T12~ (3.1.6)

Man erhélt anstatt des tatsidchlichen Potentials V', welches zwischen —oo und +oco lduft,
ein finites Pseudopotential V. Das Pseudopotential, ist wie ebenfalls gezeigt wird, gleich
der lokalen Energie fiir die Wellenfunktion ¢ = e™¢.

Der Grundzustand des Heliumatoms lasst sich mit der Funktion

e(—Zm—Zrz-&-%nz)

gut approximieren, der Energiewert liegt nur knapp iiber dem Hartree-Fock-Limit, zusétz-
lich erhélt man die nédchsten angeregten Singulett- und Triplett-S-Zustédnde. In Abbildung
3.1.1 wird die Wellenfunktion aus Gleichung (2.1.2) als Konturplot dargestellt, ein Elek-
tron wird am Ort [0, 0, 0.5 a.u.| festgehalten, es ist deutlich zu sehen, dafl das freibeweg-
liche Elektron vom Ort des festgehaltenen Elektrons abweicht, d.h. es handelt sich bei
dieser Wellenfunktion um eine Elektronpaarfunktion. Ebenfalls zu sehen ist eine Eindel-
lung der Konturline bei den Funktionswerten 0.13 und 0.15 am Ort des fixierten Elektrons
bei 0.5 a.u. auf der z-Achse, eine Darstellung der Elektronenrepulsion.

Durch die Wahl der Funktion ¢ und dem resultierenden Pseudopotential werden die Cusp-
Bedingungen in Strenge erfiillt, also das Verhalten von V bei r; — 0 bzw. ro — 0 und
ria — 0 wird korrekt beschrieben.
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Abbildung 3.1.1: Dargestellt ist die Funktion e™¢ als Konturplot in kartesischen Koordinaten. Hierbei
wird ein Elektron an der Stelle 1 = 0, y; = 0, 21 = 0.5 festgehalten. Gezeigt wird ein Schnitt bei yo = 0
mit den Funktionswerten fiir ¢ (siehe Gleichung (2.1.2)) 0.11, 0.13, 0.15, 0.20 a.u.

Um die Funktion zu erweitern, wird ein Produktansatz mit einer polynomialen Funktion
der Form

Mk N2k ) 2k
F(ry,m2,712) ZCIJ Yy ris? (3.1.7)

gewahlt. ¢) kann dann als
Y =e°F (3.1.8)

(der Einfachheit halber wurde der Index K weggelassen) dargestellt werden. In Abbildung
3.1.2 wird die Wellenfunktion aus Gleichung (2.2.13) als Konturplot dargestellt, es wurden
die Funktionswerte 0.11, 0.13, 0.15, 0.20 a.u. verwendet. Ein Elektron wird am Ort [0,
0, 0.5 a.u.] festgehalten, auch hier ist deutlich zu sehen, dafl das freibewegliche Elektron
vom Ort des festgehaltenen Elektrons abweicht.

Setzt man nun Gleichung (3.1.6) in Gleichung (3.1.3) mit der Bedingung (3.1.4) ein, so
erhilt wegen Gleichung (3.1.5) und Kiirzen von e~?

1 1 1 1
- iva - §ng + (Vio-ViF) + (Vo VoF) — 5(vlg)2F - 5(v29)2F = EF (3.1.9)

Dies ist die fiir den Ansatz verdnderte Schrodingergleichung, eine partielle Differenti-
algleichung mit dem endlichen Pseudopotential V = —1(V;0)? — 1(V20)? anstatt des
tatséchlichen Potentials V = —*V2Q — *VQQ, welches von —oo bis +o0o 1auft.
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Yy
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Abbildung 3.1.2: Konturplot der Grundzustandswellenfunktion (2.2.13) des Helium-Atoms. Ein Elek-
tron wird am Punkt [0, 0, 0.5] festgehalten. Aufgetragen in atomaren Einheiten (a.u.). Fiir v» wurden die
Werte 0.11, 0.13, 0.15, 0.20 a.u. verwendet

Fiir das Variationsprinzip formuliert gilt:
p= [e {—;WF _ ;ng 4 (Vio- Vi F)
+ (Va0 - VoF) — ;(Vlg)zF — ;(vgg)ﬂp} de//e—2@F2dv . (3.1.10)
Mittels partieller Integration
/ F(2)G(x)dz = F(z)G(x) — / F(2)g(x)da , (3.1.11)
wobei F'(z) = f(x) und G'(z) = g(x) ist, lasst sich dies zu
B[ B(vlFf 4 ;(VQF)2 _ ;(V1Q)2F2 _ ;(VQQ)QFQ] av/ [ 2 F2dv (3.1.12)

vereinfachen. Diese Darstellung der Schrodingergleichung beinhaltet keinerlei Approxima-
tionen (allerdings ist die Schrodingergleichung als solche streng genommen nicht Nédhe-
rungsfrei, da sie Korrekturen wie etwa relativistische Effekte ad hoc nicht beinhaltet).
Zum Vergleich lautet derselbe Ausdruck mit der Wellenfunktion ) selbst:

B = [ (G707 + 5 (Vo) — S(Vio)? — S (Vo)) dof [wPdv. (3113

Durch oben gezeigten Schritt gehen in das verdnderte Potential nur die Abstéande ry, 7o and
r12 ein. Diese sind nicht-orthogonale Koordinaten. Neben dem 'S Grundzustand erhilt
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man auch die folgenden angeregten 1S- und 3S Zusténde. Fiir die einzelnen Elemente gilt

8F I 8F rio
v po0Fn  OFry 3.1.14
! (97’17‘1+37”127"12 ( )
I 11‘12
v, - g0 1 3.1.15
10 ™ 27“12 ( )
OF\> (OF\> _OF OF (r| 112
V. F)? — il 9—— —— - 4 3.1.16
(ViF) <8r> - (37“12) - Or10ria 11712 ( )
1 (r1-112)
(V1i0) +4 1712 ( )
. 2 2 .2
(IR °) RN i Sk B (3.1.18)
1712 2r17112

aus (3.1.12) wird dann

E = /6747“1*47"2%“12 1 ai i 1 oF i ai . OF T% + T%Q — T% _ 422 + 1F2
2 87‘1 2 87‘12 87"1 87”12 27”17"12 8
§.T%+Tf2—rgp2+lai2 1(9F\* | OF OF v} +r} — 1}
2 27’17”12 2 8T2 2 87"12 87”2 87’12 27’27’12

_4Z28+ ].F2 4 g ) 7’% ‘;T%Q - T% FQ] dv // ef4r174r2+r12F2dU
2712

(3.1.19)

In Gleichung (3.1.19) gibt es einige Divisionen durch rq, rq, r12, das Volumenelement muss
daher, um einfache analytisch losbare Integrale zu erhalten, zumindest die Terme 7y, ro,
r12 in erster Potenz beinhalten. Dies wird im néchsten Kapitel gezeigt.

3.1.1 Unterschied e ¢ und e ¢ F

Abbildung 3.1.3 zeigt einen Konturplot fiir e~¢ (schwarz) und fiir e~¢ - F'(grau) bei einem
Funktionswert von 0.2 a.u.. Es ist zu sehen, dafl die schwarze Kurve weiter vom Ort des
festgehaltenen Elektrons bei 0.5 a.u. abweicht, d.h. die Elektronen stérker korreliert sind.
Die polynomiale Funktion F' dampft also den +%r12-Term im Exponenten. Der Koeffizient
des r?,-Terms in der hier verwendeten F-Funktion besitzt auch ein negatives Vorzeichen.
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Abbildung 3.1.3: Konturplot von e~ ¢ (schwarz) und von e~ 2 F'(grau), beim selben Funktionswert von
0.2 a.u.. Ein Elektron wird am Punkt [0, 0, 0.5] festgehalten. Aufgetragen in atomaren Einheiten (a.u.).
Fiir ¢ wurden die Werte 0.11, 0.13, 0.15, 0.20 a.u. verwendet

3.2 Entwicklung des Volumenelements

Die hier verwendeten Koordinaten 7, r, und r15 sind nicht orthogonal, weshalb die Be-
stimmung des Volumenelements aufwendiger, aber seit langem bekannt ist. Bei der be-
kannten Methode handelt es sich um die sogenannte Funktionaldeterminanten-Methode,
welche zu einem sehr komplizierten Ausdruck fithrt, der sich dann stark vereinfachen lésst.
In [23] wird eine viel einfachere Methode, die dasselbe Ergebnis liefert, vorgestellt. Die-
se Methode soll auch hier aufgezeigt werden. In sphérischen orthogonalen Koordinaten
lautet das Volumenelement

dv = r% sin Hldrldﬁldgolrg sin Oydradfadipy
= —r}sin6ydridfidpridryd(cos 0y)dp, (3.2.20)

wobei #; und ¢; die Winkel eines Kartesischen-Koordinatennetzes (1, y1, 21) sind, woge-
gen es sich bei 0y und po um Winkel im Bezug auf den Vektor r; handelt. Es gilt mittels
des Cosinussatzes

r? 4+ —ri,

3.2.21
27“1’/“2 ( )

cosfy =

und somit

J(cos 0)

(97“12

d(cosby) = drya. (3.2.22)
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Die Koordinaten 65, r; and 75 sind zueinander orthogonal, deswegen gilt:

a(COS 62) _ T12 (3 9 23)

87’12 179 '

Das Volumenelement lautet dann
dv = T1T27’12d7”1d7’2d7’12 sin ‘gldgldwldQOQ. (3224)

Der Ansatz hidngt nur von rq, 7o und r15 ab, weswegen man iiber 61, ¢ und @y vorab
integrieren kann.

dv = 87T2T17’27”12d7"1d7"2d7’12 (3225)

Gleichung 3.2.25 zeigt das aus dem Funkionaldeterminaten-Verfahren bekannte Volumen-
element.

Die Faktoren 71, 7o and ry5 in (3.2.25) fithren dazu, daff in (3.1.12) zusammen mit (3.1.16),
(3.1.17), und (3.1.7) der niedrigste Exponent dieser Koordinaten gleich null ist.

Alle in der mit diesem Ansatz entwickelten Schrodingergleichung enthaltenen Integrale
sind auf ein Grundintegral zuriickzufiihren.

[e'e] 71 r1+72

d
/6—2971} = 87r2/ / / e *2dryadradr,
Trari2

r1=01r2o=07r12="r1—"72

oo T2 r2+1r1
+ 872/ / / e 22driodrydry (3.2.26)

ro=07r1=07r12=7r2—"1

Aus diesem Grundintegral lassen sich alle weiteren Integrale mit héheren Exponenten
ableiten. Die Losung der Integrale wird in Kapitel 7.1 beschrieben.



Kapitel 4

Entwicklung der Wellenfunktion
unter dem Aspekt der
Energieoptimierung

4.1 Motivation

In der kiirzlich veréffentlichten Arbeit von F.F. Seelig und G.A. Becker [23] wurden der
11 S-Grundzustand und die untersten angeregten Zustinde von Helium vom Typ 1S und
35S mit dem e~¢-Ansatz berechnet. Hierbei wurde eine Wellenfunktion mit 190 Basisfunk-
tionen im Multinomansatz von F verwendet. Die Betrachtung der Uberlappungsmatrix S
fiir verschiedene Rechnungen mit unterschiedlicher Anzahl an Basisfunktionen offenbart
eine sich schnell entwickelnde Tendenz. Die Eigenwerte der Uberlappungsmatrix werden
teilweise negativ (obwohl sie streng positiv definiert sind). Man spricht von schlechter
Konditionierung (ill-conditioned) der Matrix. Der Grund hierfiir ist darin zu sehen, da8
die Differenzen zwischen einzelnen Matrixelementen sich in einer Gré8enordnung bewegen,
die zu numerischen Fehlern fithrt. Anschaulich bedeutet dies das Auftreten von schwa-
chen linearen Abhiingigkeiten der Matrixelemente und einer starken Uberlappung der
Basisfunktionen. Dies ist Motivation genug, um mit den nachfolgenden Rechnungen zu
erurieren, in wieweit sich diese Problematik vermeiden lédsst. Der Einsatz der speziel-
len GNU-MP-Library [32] (Multiple Precision Library; freeware bei Linuxdistributionen),
anstatt der im urspriinglichen Fortranprogram verwendeten double-precision-Variablen,
liefert eine gute Methode diese numerischen Fehler zu umgehen. Mittels ausgefeilter Zei-
gerarithmetik in der Programmiersprache C wird eine von den physikalischen Grenzen
des Computers beschrinkte beliebige Genauigkeit der Variablen erreicht. Die in den vor-
liegenden Tabellen erhaltenen Ergebnisse wurden mit einer Genauigkeit von 256 Stellen
berechnet. Die in der erwiihnten Arbeit [23] erhaltene Energie fiir den Grundzustand 1.5

31
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von Helium betrigt £ = —2.903723980 a.u., mit der eingefithrten MP-Library erhélt man
fiir dieselbe Konfiguration einen Energiewert von £ = —2.903723988 a.u.; das bedeutet
ein Absinken des relativen Fehlers von 10~7 auf 1072,

4.1.1 Multi-Préazision versus Doppel-Prézision

In Tabelle 4.1 ist die ,maximale“ Basisfunktion (Basisfunktion mit den hochsten Ex-
ponenten) r97r$rf, also ny.. = 6. Zudem gibt es eine Obergrenze fiir die Summe der
Hochzahlen (n; + ng 4+ n1a) = 8. Es ergeben sich mit der Beschriankung fiir die Summe
der Hochzahlen eine Gesamtzahl von 135 symmetrischen Basisfunktionen (bzw. 112 anti-
symmetrische Basisfunktionen fiir die Triplettzusténde). Tabelle 4.1 zeigt die Ergebnisse

fiir die Gesamtenergie fiir das Heliumatom.

Betrachtet wurden der Grundzustand, sowie die untersten angeregten Zustdnde. An den
Werten ist zu erkennen, dafl die in der Motivation erwéhnte schlechte Konditionierung der
Matrizen sich schon auswirkt bevor negative Eigenwerte der Uberlappungsmatrix auftre-
ten. So erhélt man durch Einsatz der Multi-Préazisions-Bibliothek fiir den Grundzustand
eine Verbesserung von lediglich 8 - 107 a.u.. Im Falle der 2S-Zusténde belduft sich der
Gewinn bereits in der Gréfilenordnung von 107* a.u. und im Falle der 3S-Zustinde so-
gar 1072 a.u.. Es muss an dieser Stelle aber verdeutlicht werden, daf§ die Wellenfunktion
nicht fiir die angeregten Zustédnde optimiert ist und sich so nummerische Fehler in der
Gesamtenergie stirker bemerkbar machen.

Der naheliegende Gedanke, dal die Basisfunktionen mit Hochzahlsummen gréfler acht
kaum eine Bedeutung besitzen, hat sich bei Betrachtung von Tabelle 4.2 als nicht ganz
richtig erwiesen. Bereits bei einem Basissatz n,., = 5 ohne eine Hochzahlbeschrankung
erhélt man mit 125 Basisfunktionen im Multinom eine tieferliegende Energie. Dies wi-
derspricht nicht dem Hylleraas-Undheim-Theorem, welches besagt, dafl bei Hinzunahme
weiterer Basisfunktionen die Energie nur besser wird oder schlimmstenfalls gleich bleiben
kann. In diesem Fall wurde durch Begrenzen der Hochzahl fiir den Energiewert wich-
tige Basisfunktionen gestrichen, die in der Wellenfunktion mit weniger Basisfunktionen
enthalten sind. Die Gesamtzahl der Basisfunktionen ist an diesem Beispiel ein nicht hin-

Methode | 1S | 2ts | 38 | 258 | 38
multi precision | —2.903723988 | —2.145811 | —2.044226 | —2.175185 | —2.057935
double precision | —2.903723980 | —2.145177 | —2.013744 | —2.175017 | —2.036385

Tabelle 4.1: Multi-Préizision versus Doppel-Prézision. Vergleich der Gesamtenergie von Helium (alle
Energien sind in atomaren Einheiten (a.u.) angegeben; 135 symmetrische Basisfunktionen im Falle von
1S, 215, 319 und 112 antisymmetrische Basisfunktonen im Falle von 239, 33S; max. Summe der Hoch-
zahlen = 8 ).
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reichendes Argument. Die Idee als solche ist sicher richtig, nur ist die Obergrenze von
acht fiir diesen Basissatz zu klein gewahlt.

4.2 Konvergenzbetrachtungen durch Basissatzerwei-
terung

4.2.1 Helium-Grundzustand

Die schnell abfallende Funktion e™¢ liefert mit der Funktion F' = 1 einen Energiewert
nahe dem Hartree-Fock-Limit. Tabelle 4.2 liefert einen Uberblick der berechneten Ge-
samtenergie des 1! S-Grundzustandes von He in Bezug auf die Anzahl der im Multinom F
mitgenommenen Basisfunktionen. Die im Vergleich zum quasi-exakten Wert [29] iiberein-
stimmenden Dezimalstellen sind in der Tabelle zur Verdeutlichung unterstrichen. Schon
bei sechs Funktionen erreicht man beinahe die Grenze von —2.9 a.u.. Mit 18 Basisfunktio-
nen erhilt man einen Energiewert der schon nahe dem der bekannnten Hylleraas-6-Term
Wellenfunktion (Kapitel 5.1.1) liegt. Es muss hier aber verdeutlicht werden, dafl die Ba-
sisfunktionen im Multinom F nicht wie im Falle der Hylleraasfunktion nach ihrer Bedeu-
tung fiir die Gesamtenergie ausgewihlt wurden, sondern lediglich ihrer Reihenfolge nach
gewiihlt sind. Als erste Basisfunktion wurde r797% (0,0,0) benutzt, darauf folgt (1,0,0),
(0,1,0), (1,1,0),(0,0,1) usw. bis (max Hochzahl, max Hochzahl, max Hochzahl). Fiir dieses
Beispiel (hier verwendete 6-Term Wellenfunktion) betrégt die maximale Hochzahl eins.
Die Basisfunktionen (1,0,0) und (0,1,0) sind aus Griinden der Ununterscheidbarkeit der
Elektronen zu einer symmetrischen Basisfunktion

1
— {(1,0,0) 4+ (0,1,0 4.2.1
7 {(1,0,0) +(0,1,0)} (4.2.1)
und zu einer antisymmetrischen Basisfunktion

1
7 {(1,0,0) — (0,1,0)} (4.2.2)
linearkombiniert. Analoges gilt fiir die Kombination von (1,0,1) und (0,1,1). Die maximale
Hochzahl von eins (beginnend bei 0, also 2 -2 -2 = 8 ) liefert somit 8 Basisfunktionen
davon 6 symmetrische und 2 antisymmtrische Basisfunktionen. Oberhalb 40 verwendeter
Basisfunktionen sieht man nur noch eine sehr langsame Konvergenz der Gesamtener-
gie hin zum quasi-exakten berechneten Ergebnis, welches 1996 von Drake [29] bestimmt
wurde. Eine maximale Hochzahl von 9 (resultierend in 550 symmetrischen Basisfunk-
tionen) liefert eine Energie in der Grofilenordnung des von Drake bestimmten Wertes.
Allerdings lasst sich das Ergebnis nur mit erhohtem Aufwand erreichen, da sich durch
lineare Abhingigkeiten negative Eigenwerte der Uberlappungsmatrix ergeben und bei der
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Berechnungsmethode ‘ FE
Experiment nach Subtraktion relativistischer Effekte [141] | —2.90372
Hartree-Fock SCF —2.86168
quasi-exakte Berechnung [29] —2.903724377
e ?mit FF=1 —2.8555046

e~ ¢ mit Multinom (6 Basisfunktionen) —2.896764041
e~ ¢ mit Multinom (18 Basisfunktionen) —2.903225732
e~ mit Multinom (40 Basisfunktionen) —2.9037053526
e~ ¢ mit Multinom (75 Basisfunktionen) —2.903722764
e~ ¢ mit Multinom (125 Basisfunktionen —2.903724094
(
(
(

)
195 Basisfunktionen) —2.903724302
287 Basisfunktionen) —2.903724352
) —2.90372437265

e~ 2 mit Multinom

e~ 2 mit Multinom

e 2 mit Multinom (550 Basisfunktionen

Tabelle 4.2: Konvergenzbetrachtungen durch Basissatzerweiterung. 1'S Grundzustand von He (alle
Energien sind in atomaren Einheiten (a.u.) angegeben).

durchgefiihrten Lowdin-Orthogonalisierung so eine Wurzel aus einem negativen Wert ge-
zogen werden miisste (nidheres siehe Motivation). Der erhohte Aufwand besteht darin, eine
Software-gesteuerte Hochprézisions-Bibliothek zu verwenden. Aus diesem Grund werden
in Kapitel 5 die Basisfunktionen mehreren Gewichtungsverfahren unterzogen, um so die
schlechte Konvergenz der Gesamtenergie zu verbessern.

4.2.2 Angeregte symmetrische Singulett-Zustinde von Helium

Tabelle 4.3 enthélt die Energiewerte fiir die angeregten Singulett-Zustinde von Helium.
Diese Energiewerte wurden wiederum mit einer Stellengenauigkeit von 256 Dezimalstellen
berechnet. Der quasi-exakte Vergleichswert stammt von Drake [29] aus dem Jahr 1996.
Der hier berechnete Energiewert fiir sechs Basisfunktionen ist duflerst unbefriedigend,
wobei gesagt werden muf3, daBl sich die fiir die angeregten Singulettzustinde von Helium
relevanten Multinomanteile nicht unter diesen ersten sechs Basisfunktionen befinden. Erst
ab etwa 75 Funktionen im Multinom erhélt man eine ausreichend gute Energie, als Grund
hierfiir ist die fiir den Grundzustand motivierte Ansatzfunktion zu nennen. Die angeregten
Zustiénde erhélt man als unoptimierte Dreingabe bei der Berechnung des 1!S-Zustandes.
Der angeregte 2! S-Zustand ist mit einem Fehler von etwa 1075 a.u. recht gut beschrieben.
Der 3!S-Zustand wird nur auf einen Fehler von 1072 a.u. genau reprisentiert, fiir eine
besssere Rechnung wére in diesem Fall eine Wellenfunktion notig, welche das Verhalten
an vorhandenen Knotenflachen genauer beschreibt. Man erhélt also Energiewerte in guter
Ubereinstimmung mit dem quasi-exakten Wert.
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Berechnungsmethode ‘ 215 ‘ 3Ls

quasi-exakte Ber. [29] —2.1459740 | —2.0612720
e~ ¢ mit Multinom (6 Basistkt.) —1.6427612 | —0.2755324
e~ ¢ mit Multinom (18 Basistkt.) | —2.0224629 | —1.4129373
e”? mit Multinom (40 Basisfkt.) | —2.1164608 | —1.8195836
e~ ¢ mit Multinom (75 Basisfkt.) | —2.1398068 | —1.9636972
e~ ¢ mit Multinom (125 Basistkt.) | —2.1449039 | —2.0209556
e~ ¢ mit Multinom (196 Basisfkt.) | —2.14582030 | —2.0447946
e~ ¢ mit Multinom (287 Basistkt.) | —2.14595524 | —2.0547557
e~ ¢ mit Multinom(550 Basistkt.) | —2.14597384 | —2.0604124

Tabelle 4.3: Angeregte symmetrische Singulett-Zustinde von Helium. 21S und 3'S von He (alle Ener-
gien sind in atomaren Einheiten (a.u.) angegeben).

4.2.3 Angeregte antisymmetrische Triplett-Zustinde von Heli-

um

Analog zum vorangegangenen Kapitel sieht man dieselbe Tendenz bei den angeregten Tri-

plettzustdnden von Helium, allerdings stehen weniger antisymmetrische Basisfunktionen

zu Verfiigung, siehe hierzu Tabelle 4.4. Anstatt sechs Basisfunktionen stehen beim ersten

Eintrag in der Tabelle nur zwei Basisfunktionen zur Verfiigung. Mit etwa 87 wohlgemerkt

gianzlich unoptimierten Termen im Multinom erhélt man gute Werte fiir die Gesamt-

energie. Fiir den 23S-Zustand lifit sich die Energie bis auf 107 a.u. bestimmen. Den

energetisch entfernteren 32S-Zustand kann man auf 10~% a.u. genau bestimmen.



KAPITEL 4 ENTWICKLUNG DER WELLENFUNKTION UNTER DEM ASPEKT DER

36 ENERGIEOPTIMIERUNG
Berechnungsmethode ‘ 235 ‘ 339 ‘
quasi-exakte Ber. [29] —2.1752294 | —2.0686891
e~ ? mit Multinom (2 Basisdfkt.) | —1.7188447 | 40.2394169
e~ mit Multinom (9 Basisfkt.) —2.0900186 | —1.5139291

(
e~ ¢ mit Multinom (24 Basistkt.) | —2.1581602 | —1.8733495
e~ ¢ mit Multinom (50 Basisfkt.) | —2.1723362 | —1.9944493
( )
(

e~ ¢ mit Multinom (87 Basisfkt. —2.1748376 | —2.0404004
e~ ¢ mit Multinom (147 Basistkt.) | —2.1751859 | —2.0581939
e~ ¢ mit Multinom (223 Basistkt.) | —2.1752252 | —2.0649786
e~ ¢ mit Multinom(450Basisfkt.) | —2.17522936 | —2.0683182

Tabelle 4.4: Angeregte antisymmetrische Triplett-Zustinde von Helium. 23S und 33S von He (alle
Energien sind in atomaren Einheiten (a.u.) angegeben).

4.2.4 Vergleich der Konvergenz fiir Helium bei Betrachtung der
Termanzahl im Multinom F

In Graphik 4.2.1 sieht man die logarithmische Auftragung der Differenz der berechneten
Gesamtenergie zum quasi-exakten Wert der Gesamtenergie [29] fiir den 1'S Grundzu-
stand (Kreise) und die angeregten 2'3S- (Sterne, Rauten) 3!'3S- (Quadrate, Dreiecke)
Zustinde von Helium. Die Daten stammen aus den Tabellen 4.2 bis 4.4. Auf der Ab-
szisse ist die Zahl der Basisfunktionen aufgetragen. Fiir den Grundzustand erkennt man
asymptotisches Verhalten zu einem Fehler von 107 a.u.. Da die Wellenfunktion nicht fiir
die angeregten Zustdnde optimiert wurde, erhélt man hier deutlich héhere Abweichungen
vom quasi-exakten Wert, so belduft sich der Fehler fiir den 3'S-Zustand in der Gréenord-
nung von 1072 a.u.. Die Triplettzustinde werden erwartungsgemifl besser reprisentiert
als die angeregten Singulettzustdnde, denn letztere liegen energetisch vom Grundzustand
weiter entfernt. Die zu beschreibenden Knotenflachen sind im Falle der Triplettzustédnde
durch die Antisymmetrisierung gut beschrieben ohne die Notwendigkeit die Hochzahlen
der Radien in den Basisfunktionen zu erhohen. Dies ist aber im Falle der angeregten
Singulettzustiande notig, d.h. es sind mehr Basisfunktionen in der Wellenfunktion zu be-
achten.
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Abbildung 4.2.1: Logarithmische Auftragung der Differenz der berechneten Gesamtenergie zum quasi-
exakten Wert [20] der Gesamtenergie (Ordinate) fiir den 11.S Grundzustand (Kreise) und die angeregten
2135 (Sterne, Rauten) 3%3S- (Quadrate, Dreiecke) Zustiinde von Helium. Auf der Abszisse ist die Zahl
der Basisfunktionen aufgetragen.

4.2.5 Zu Helium isoelektronische Ionen: H~ bis Ne®"

In den Tabellen 4.5 bis 4.7 sind die berechneten Energiewerte fiir die isoelektronischen
Tonen von Helium H™-Ne®t aufgetragen. Die quasi-exakten Energiewerte fiir H~ bis Be?"
stammen aus [29], exakt {ibereinstimmende Ziffern sind unterstrichen dargestellt. Die
quasi-exakten Energiewerte fiir B3t bis Ne®* stammen aus einer wesentlich dlteren Arbeit
aus dem Jahr 1959 [11] und sind nicht von derselben Genauigkeit. Die hier berechneten
Werte fiir 287 Basisfunktionen im Multinom F' sind energetisch genauer. In Abbildung
4.2.2 wurden aus diesem Grund die Werte fiir 287 Basisfunktionen auch nicht aufgenom-
men. In Graphik 4.2.2 ist das Verhalten der Differenz der berechneten Gesamtenergie
zum quasi-exakten Wert der Gesamtenergie fiir die Reihe der zu Helium isoelektronischen
Atome H~ bis Ne®t zu sehen. Die Abhiingigkeit von der Kernladungszahl lisst sich fol-
gendermaflen erkléren. Durch die zunehmend hohere effektive Kernladung in der Reihe
bis Ne®* befinden sich die Elektronen niher am Kern als im Fall von H~, deshalb lassen
sich die hoheren isoelektronischen Atome mit weniger Basisfunktionen besser beschreiben
als die in der Reihe voran stehenden. Dies ist in der Graphik in Form kleinerer Ener-
giedifferenzen zu ersehen. So erhilt man einen relativen Fehler fiir H- von 10~%a.u. und
fiir Ne®* von 107 In Abbildung 4.2.3 ist die Differenz der berechneten Gesamtenergie
zum quasi-exakten Wert der Gesamtenergie fiir eine feste Basisfunktionanzahl aufgetra-
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Berechnungsmethode ‘ H- ‘ Lit ‘ Be?t |
quasi-exakte Berechnung [29] | —0.52775102 | —7.27991341 | —13.65556624
e~ ¢ (6 Basisfunktionen) —0.51824982 | —7.27276316 | —13.64829587
e~? (18 Basisfunktionen) —0.52570194 | —7.27959501 | —13.65531399
e~? (40 Basisfunktionen) —0.52746981 | —7.27990129 | —13.65555532
e~? (75 Basisfunktionen) —0.52772060 | —7.27991221 | —13.65556516
e~? (125 Basisfunktionen) —0.52774777 | —7.27991320 | —13.65556605
e~? (195 Basisfunktionen) —0.52775063 | —7.27991336 | —13.65556619
e~? (287 Basisfunktionen) —0.52775091 | —=7.27991339 | —13.655566223

Tabelle 4.5: Zu Helium isoelektronische Ionen: 1*S Grundzustand von H™ bis Be?" (alle Energien sind
in atomaren Einheiten (a.u.) angegeben.)

Berechnungsmethode

|

BS+

|

04—0—

|

N5+

quasi-exakte Berechnung [14]

—22,03097155

—32.40624657

—44,78144512

e~ ¢ (6 Basisfunktionen)

—22.02362806

—32.39885494

—44.77401967

18 Basisfunktionen

—22.03075266

—32.40604750

—44.78125909

—22.03096099

—32.40623611

—44.78143469

)
40 Basisfunktionen)
)

—22.03097057

—32.40624563

—44.78144421

125 Basisfunktionen)

—22.03097140

—32.40624643

—44.7814449

e 2 (
e 2 (
e~ ¢ (75 Basisfunktionen
e @ (
e 9 (

195 Basisfunktionen)

—22.03097154

—32.40624655

—44.78144511

Tabelle 4.6: Zu Helium isoelektronische Tonen: 115 Grundzustand von B3* bis N5* (alle Energien sind
in atomaren Einheiten (a.u.) angegeben).

e~ ¢ (287 Basisfunktionen)

Berechnungsmethode

|

—22.030971565

—32.406246588

—44.781445135

06+

|

F7+

|

N €8+

|

quasi-exakte Berechnung [14]

—59.156595093

—75.531712334

—93.906806486

e~ ¢ (6 Basisfunktionen)

—59.14914471

—75.52424280

—93.89932190

18 Basisfunktionen

—59.15641826

—75.53154330

—93.90664171

—59.15658467

—75.53170192

—93.90679602

)
40 Basisfunktionen)
)

—59.15659419

—75.53171151

—93.90680560

125 Basisfunktionen)

—59.15659496

—175.53171221

—93.90680636

e @ (
e @ (
e~ ¢ (75 Basisfunktionen
e 9 (
e 2 (

195 Basisfunktionen)

—59.15659508

—75.53171232

—93.90680647

Tabelle 4.7: Zu Helium isoelektronische Ionen: 1S Grundzustand von O bis Ne®T (alle Energien sind
in atomaren Einheiten (a.u.) angegeben).

e~ ¢ (287 Basisfunktionen)

—59.15659511

—75.53171235

—93.90680650
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Abbildung 4.2.2: Logarithmische Auftragung der Differenz der berechneten Gesamtenergie zum quasi-
exakten Wert der Gesamtenergie (Ordinate) fiir H~ (Kreise), He (Sterne), Li* (Quadrate), Be*t (Rau-
ten), B3t (Kreuze), C** (Dreiecke [Spitze nach unten]), N°* (+), Ot (Dreiecke ), F'* (Pentagon),
Nebt (Hexagon). Auf der Abszisse ist die Zahl der Basisfunktionen aufgetragen.

gen. In Richtung der Abszisse ist die Ordnungszahl zu sehen. Bei einer kleinen Anzahl
von Basisfunktionen bemerkt man nahezu nichts von dem oben beschriebenen Effekt,
daf} die Energie fiir die hohen isoelektronischen Atome schneller zum quasi-exakten Wert
konvergieren. Fiir hohere Basissédtze erkennt man aber zunehmend diese Tendenz.

4.2.6 Qualitit der Konvergenz im Vergleich zu Hartree-Fock

In Abbildung 4.2.4 sieht man die logarithmische Auftragung der Differenz der berech-
neten Gesamtenergie zum quasi-exakten Wert der Gesamtenergie (Ordinate). Auf der
Abszisse ist die Ordnungszahl aufgetragen. Die Hartree-Fock-Rechnung ist als Linie mit
Kreuzen dargestellt. Die anderen beiden Kurven (Anzahl der Basisfunktionen: 6 (Kreise)
18 (Sterne)) wurden aus Abbildung 4.2.3 iibernommen. Die Hartree-Fock-Rechnung in
der Reihe von H~ bis Ne®" zeigt sich nahezu unabhiingig von der Kernladungszahl, man
beobachtet sogar ein leichtes Ansteigen des relativen Fehlers hin zu Ne®*t. Fiir H~ betriigt
der relative Fehler 3.9 - 1072 und fiir Ne®™ 4.5 - 1072, Ganz anders die Tendenz im Falle
der Berechnung mit 6 bzw. 18 Basisfunktionen, hier sieht man eine Abhéngigkeit von der
Kernladungszahl. Die Rechnung mit 6 Basisfunktionen liefert relative Fehler von 9 - 1072
fiir H- bis 7 - 1072 fiir Ne8*. Bei 18 Basisfunktionen erhilt man fiir H~ einen relativen
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Abbildung 4.2.3: Logarithmische Auftragung der Differenz der berechneten Gesamtenergie zum quasi-
exakten Wert der Gesamtenergie (Ordinate) fiir Basisfunktionen: 6 (Kreise), 18 (Sterne), 40 (Quadrate),
75 (Rauten), 125 (Dreiecke), 195 (Kreuze). Auf der Abszisse ist die Ordnungszahl aufgetragen.
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Abbildung 4.2.4: Logarithmische Auftragung der Differenz der berechneten Gesamtenergie zum quasi-
exakten Wert der Gesamtenergie (Ordinate) fiir Hartree-Fock (Kreuze) bzw. Anzahl der Basisfunktionen:
6 (Kreise), 18 (Sterne). Auf der Abszisse ist die Ordnungszahl aufgetragen.
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Fehler von 2 - 1072 und fiir Ne®* erhélt man 1- 1074,

4.3 Zusammenfassung

Bei Rechnungen mit dem e 2-Ansatz, unter Verwendung von standard double precision
Fortranvariablen, eréffnete sich das Problem, daf negative Eigenwerte der Uberlappungs-
matrix auftraten. Der Grund hierfiir sind lineare Abhéngigkeiten der Matrixelemente
und extreme Uberlappungen der Basisfunktionen. Abhilfe wird mit einer multi precision
Bibliothek geschaffen, welche diese numerischen Fehler vermeidet. Der Einsatz dieser Bi-
bliothek senkt den relativen Fehler, verglichen mit einer double precision-Rechnung, fiir
den 1'S-Grundzustand von 10~7 auf 107, Fiir die 25-Zusténde verbessert sich die Gesam-
tenergie im Bereich von 107" a.u.. Die energetisch vom Grundzustand weiter entfernten
35-Zustinde haben sogar einen Zugewinn im Bereich von 1072 a.u..

Konvergenzbetrachtung durch Basissatzerweiterung mit dem e~ ¢-Ansatz liefert folgendes
Bild. Der Ansatz als solcher (Multinom F' = 1) ergibt eine dem Hartree-Fock-Limit nahe
Gesamtenergie. Die verwendeten Basisfunktionen sind in systematischer Folge gew&hlt
und nicht optimiert (ndheres siehe Kapitel 4.2). Fiir 40 und mehr Basisfunktionen kon-
vergiert die Gesamtenergie, relativ zum quasi-exakten Wert von Drake aus dem Jahr 1996
[29], nur sehr langsam. Mit 550 unoptimierten Basisfunktionen im Multinom erhélt man
eine Gesamtenergie fiir den Helium Grundzustand in guter Ubereinstimmung mit dem Er-
gebnis von Drake, welche allerdings nur mit dem Einsatz einer Hochprézisions-Bibliothek
zu realisieren ist.

Die angeregten Zustdnde von Helium erhélt man als Zugabe zur Berechnung des Grund-
zustandes, da allerdings der Ansatz fiir letzteren motiviert ist, erhélt man fiir die ange-
regten Zusténde deutlich schlechtere Energien. Man benotigt mindestens 75 systematisch
vorgegebene Basisfunktionen, um fiir den energetisch weiter entfernten 3!S-Zustand eine
halbwegs akzeptable Energie zu erhalten. Mit 550 Basisfunktionen im Multinom erhélt
man fiir den 2'S-Zustand einen relativen Fehler von 1079, fiir den 3'S-Zustand 1073.
Die hier auftretenden Knotenflichen werden also erst durch Basisfunktionen mit héheren
Potenzen gut beschrieben. Fiir die angeregten antisymmetrischen Zustdnde gilt dhnli-
ches. Die Triplett-Zusténde sind allerdings energetisch ndher am Grundzustand, d.h. es
sind weniger Basisfunktionen mit hohen Potenzen nétig, um eine gute Gesamtenergie zu
erreichen. Die genaueste hier ausgefithrte Rechnung liefert fiir den 235-Zustand einen re-
lativen Fehler von 10~7 und fiir den 32S-Zustand einen relativen Fehler von 107*. Zu den
isoelektronischen Ionen von Helium lif3t sich sagen, dafl von H™ bis Ne®" bei gleicher An-
zahl verwendeter Basisfunktionen, die Gesamtenergie zunehmend néher am quasi-exakten
Wert liegt. Durch die hohere effektive Kernladungeszahl sind die Elektronen enger an den
Kern gebunden und somit sind weniger Terme im Multinom F fiir eine gute Energie
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vonnoten. Eine Hartree-Fock-Rechnung zeigt nahezu keine Abhénigkeit von der effekti-
ven Kernladung. Man verzeichnet hier sogar einen leichten Anstieg des relativen Fehlers
von H™ bis Ne®*. Schon mit 18 Termen im Multinom der hochgenauen Rechnungen er-
kennt man hingegen eine deutliche Abhéngigkeit von der Kernladungszahl. Der relative
Fehler betrigt hier fiir H- 1073 und fiir Ne®*t 1074,



Kapitel 5

Basissatzoptimierung

5.1 Gewichtung der einzelnen Komponenten der Wel-
lenfunktion

Bei der Frage nach dem Aussehen der Wellenfunktion am Beispiel von Helium stellt man
fest, daf viele Linearkoeffizienten nahezu dieselbe Grofle besitzen. Die nicht-orthogonalen
Basisfunktionen, wie in Unterkapitel 5.1.2 zu ersehen, sorgen fiir eine geringe Aussagekraft
der Koeffizienten. Die folgenden Kapitel sind eine Untersuchung verschiedener Methoden
zur Gewichtung einzelner Basisfunktionen.

5.1.1 Vergleich zum Hylleraas-Ansatz

Verwendet man eine an den e ¢-Ansatz adaptierte Wellenfunktion auf der Basis der
Hylleraas-Wellenfunktion [12] erhélt man:
6-Term-Wellenfunktion:
Y = e+ e (1 4 729) + co(r? +72) + e3(r17) + caria + c512y)
mit
c1 = 0.09593 ¢y =0.08982 ¢35 = —0.07359 ¢4, = —0.18519 ¢5 = —0.03814
E =-2.90139 a.u. (5.1.1)

Allerdings verwandte Hylleraas einen optimierten Parameter in der Exponentionalfunk-
tion; er erhielt eine Energie von umgerechnet —2.9035 a.u. Zudem verwendete er andere
Basisfunktionstypen. Die Original-Wellenfunktion [12] lautet:

P =TI e (ry + 12) + car1 + 19) + es(r1 — 72)? + caria + c57T)

43
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In der Dissertation von G.A. Becker [28] wurde folgende Funktion verwendet:
1/) = 6(_9)(1 + 01(7”1 + TQ) -+ Cg(T’l + 7”2)2 -+ 03(7’1 — 7“2)2 —+ CyqT12 -+ 657”%2)
mit

¢1 =0.09593 ¢y = 0.02651 c3 = 0.06331 ¢; = —0.18519 ¢5 = —0.03814
E = —2.90139 a.u., (5.1.2)

also eine bis auf den Exponentialfaktor identische Wellenfunktion zu Hylleraas. Multipli-
ziert man die Terme cy(ry + r2)? und c3(ry — r9)? aus, so erhiilt man (r? 4+ r2) + 2(ryry) —
2(r1r9) 4+ (r? + 72). Aus diesem Grund ist ein Vergleich der scheinbar unterschiedlichen
Wellenfunktionen (5.1.1) und (5.1.2) angebracht. Wie man sieht, sind die direkt vergleich-
baren Koeffizienten von c1(r; + ) + c4(r1y) + ¢5(r?,) identisch, was auch ein Vergleich
der Energien zeigt.

5.1.2 Betrige der Koeffizienten

Fiir unterschiedlich grofie Basisséitze wurde die optimale Energie berechnet, aus den dar-
aus erhaltenen Koeffizienten der einzelnen Basisfunktionen wurden die betragsméssig
grofften herausgegriffen und mit diesen eine neue Rechnung durchgefiihrt. Verwendet
wurden die Basissatzdimensionen, d.h. die maximalen Hochzahlen von ry = 2, ro = 2
und 72 = 2 kurz (2,2,2), desweiteren (4,4,4), (5,5,5), (6,6,6) und (9,9,9). Die verwende-
ten Basisfunktionen sind systematisch fortlaufend, beginnend mit der Funktion (0,0,0)
(gleichbedeutend mit ¥, r9, 7%, also e7¢- 1) dann (1,0,0) und (0,1,0) bis zum Limit (Zah-
lentriplett s.0.) des jeweiligen Basissatzes. Aus der Konfiguration (2,2,2) mit insgesamt 18
Basisfunktionen und der Gesamtenergie fiir den symmetrischen !S-Helium Grundzustand
von —2.903226 a.u. wurden die sieben Terme mit den betragsmaéssig grofiten Koeffizienten
ausgewahlt und eine neue 7-Term Wellenfunktion berechnet:

1/1 = 6(79) * (1 + Cl(Tl +7”2) + CQ(Tsz) + 63((7”1 +7”2)T12> —|—C4(T1T27’12) + 05(7”%2) +C6(7’% +T§))

mit
c1 = +0.123409, co = —0.075586, c3 = —0.210608
¢4 = 40.055096, s = —0.021419, 6 = +0.232942
E = —2.899878 a.u.
Virialquotient = —2.004352 (5.1.3)

Zum Vergleich; die Original-Linearkoeffizienten betrugen in der vollen (2,2,2)-Konfiguration:
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cp = 0.110895 ¢y = —0.173987 c3 = —0.173602 ¢4 = 0.182076
cs = —0.089754 ¢¢ = 0.327004.

Wie man sieht, sind die Betrédge der Koeffizienten nahezu alle in derselben Gréflenordnung.
Betrachtet man nun die Koeffizienten der optimierten Rechnung (5.1.3), so ist ersichtlich,
daf viele der vormals wichtigen Basisfunktionen in der neuen Konfiguration kaum noch
eine Rolle spielen. Auch zu erwihnen ist, dafl das Vorzeichen des Koeffizienten von ri,
negativ ist, d.h. dieser Koeffizient ddmpft den in der Exponentialfunktion vorhandenen
—|—%r12 -Term.

Aus den Energiewerten und den Betrégen der neu errechneten Koeffizienten muss man
die Folgerung ziehen, dafl die Betrédge der Koeffizienten der Gesamtkonfiguration ein nicht
hinreichendes Kriterium zur Gewichtung der Basisfunktionen sind. Der Grund hierfiir ist
in linearen Abhéngigkeiten der Koeffizienten zu sehen. Dieselbe Tendenz sieht man bei
Wellenfunktionen, die aus grofieren Grundkonfigurationen (maximale Basisfunktionan-
zahl) resultieren.

Tabelle 5.1 enhélt die Energiewerte und Wellenfunktionen, die aus den verschiedenen
Konfigurationen gebildet wurden. Die dazugehorigen Linearkoeffizienten sind in Tabelle
5.2 aufgefiihrt. Vergleicht man die Energien der aufgefiihrten 6-Term Wellenfunktionen
so stellt man fest, daf§ die Gesamtenergie bei Konfigurationen mit héheren maximalen
Hochzahlen kontinuierlich schlechter wird. Die einzelnen Terme in den 6-Term Wellen-
funktionen enthalten mit Zunahme der maximalen Hochzahl auch zunehmend hohere
Hochzahlen, d.h die Wellenfunktion wird immer unsinniger. Bei einer kleinen Konfigura-
tion erzwingt man durch die geringe maximale Hochzahl eine Wellenfunktion mit kleineren
Potenzen in den einzelnen Termen.

Der Vergleich der 4-Term-Wellenfunktionen zeigt, daf die Energien nicht so rapide schlech-
ter werden, wie dies bei den 6-Term-Wellenfunktionen der Fall ist. Bei den Wellenfunk-
tionen fiir die Konfigurationen (5,5,5) und (6,6,6) handelt es sich sogar um die gleichen
Basisfunktionen. Hieraus 148t sich schlielen, dafl die Betréage der Koeffizienten fiir zuneh-
mende Hochzahlen &hnlicher sind. Im Vergleich zu den Betrégen fiir Terme mit niedrigeren
Exponenten verlieren diese somit an Bedeutung fiir die Gewichtung der Basisfunktionen.
Die betrachteten 2-Term-Funktionen sind nahezu unabhéngig von dem anfinglich gewéhl-
ten Basissatz.

Die Konfiguration (6,6,6) mit insgesamt 343 Basisfunktionen und der maximalen Gesam-
tenergie fiir den symmetrischen 'S-Helium Grundzustand von —2.90372430 a.u. liefert
folgendes Ergebnis. Die Basisfunktion (0,0,0) besitzt nur noch den viertgroften Koeffizi-
enten, bestimmt aus einer Rechnung mit der gesamten Konfiguration. Fiir die Konfigura-
tion (9,9,9) mit insgesamt 550 symmetrische Basisfunktionen und der Gesamtenergie von
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Nr. ‘ Hochzahl ‘ N ‘ Terme ‘ Energie —%

1 ](2,22) 6 | 1, ci(ry + 7o), co(r? +13), c3(rirs), | —2.899779 | 2.004455
ca((r1 +ra)riz), cs(riraria)

2 | (4,44) 6 |1, ci(ri + r3), co((ri + 73)ra), | —2.898425 | 2.006236
(r1irar12), ca(rfy), cs(rirarty))

3 | (5,5,5) 6 |1, c(r? + r3), col(r? + r3)ry), | —2.878719 | 1.993905
c3(rimaria), ca(rirarly), cs(rirard,)

4 (6,6,6) 6 1, Cl((’f’% + T%)Tlg) CQ((T?TQ 4+ | —2.867611 | 1.951131
rr3)re),  es((riry  + rird)ri),
ca(rirarty), cs(rirarty)

5 1(2,2,2) 4 11, cr(r3 +713), cs(rira), ca(rirarya) —2.866344 | 2.004352

6 | (444) 411, c(r? + 73), co(r? + 73)r), | —2.868779 | 2.011365
03(7"17“27"12)

7 (5,5,5) 4 1, Cl((T% + T‘%)T‘lg), CQ(’I“lT‘Q’f’lQ), —2.862279 | 1.936439
c3(rimariy)

8 (6,6,6) 4 1, Cl((T% -+ T‘%)T‘m), 62(7“1’/“27’12), —2.862279 | 1.936439
c3(rimarsy)

9 |(2,22) 2 [ 1, c1(r? +r3) —2.856131 | 1.976613

10 | (4,44) 2 [ 1, c((rf +13)r2) —2.860113 | 1.958632

11 | (5,5,5) 2 11, e ((rf +735)r12) —2.860113 | 1.958632

12 | (6,6,6) 2 11, ci((rf +73)ri2) —2.860113 | 1.958632

Tabelle 5.1: Koeffizientenbetriage als Gewichtungsmethode. Aus einer Rechnung mit einem systematisch
gebildeten Basissatz wurden die Terme mit den grofiten Linearkoeffizienten zu einer neuen Wellenfunktion
zusammengefiigt. Zu sehen ist ein Vergleich der neu bestimmten Wellenfunktionen (alle Energien sind in
atomaren Einheiten (a.u.) angegeben. Die Kennzeichnung Hochzahl liefert den Wert fiir die maximale
Potenz in r1, 72, r12. N ist die Termanzahl der neu bestimmten Wellenfunktion.)
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Nr. ‘ c1 ‘ Co ‘ C3 ‘ 4 Cs
1 0.126772 | 0.246557 | —0.056366 | —0.255271 0.056134
2 0.181418 | —0.005549 | —0.039761 | —0.094916 | 0.011005
3 0.292121 | —0.084823 | —0.174719 | 0.058612 | —0.329964
4 | —0.003340 | 0.009783 | —0.000469 | —0.020158 | —0.000151
5 0.048981 0.073831 | —0.060158 — —
6 0.128356 | —0.030842 | —0.024259 — —
7 | —0.013309 | —0.033070 | 0.003655 — —
8 | —0.013309 | —0.033070 | 0.003655 — —
9 | —0.015565 — — — —
10 | —0.011204 — — — —
11 | —0.011204 — — — —
12 | —0.011204 — — — —

Tabelle 5.2: Koeflizientenbetrige als Gewichtungsmethode. Koeffizienten der Wellenfunktionen aus Ta-

belle 5.1.

—2.903724372 a.u. erhélt man eine 6-Term Wellenfunktion

= e(

(0 Vs (co((rirs 4 rir3)rie) + cr(rirra) + co(rirgriy)
+e3((rirg + rird)rie) + ca(rdy) + es((r3rg + rird)rs,)) (5.1.4)
mit
co = 0.020726, cp = —0.607838, co = 0.623176,
cg = —0.071288, ¢y = —1.084063, cs = 0.001855
E = —-1.752199 a.u.
Virialquotient = 2.376071, (5.1.5)

0,.0,.0

bei der die fiir den Grundzustand des Heliumatoms wichtigste Basisfunktion 7773577y
(0,0,0) iiberhaupt nicht vertreten ist. In der Gesamtkonfiguration von 550 Basisfunktio-
nen befindet sich der Betrag des Koeffizienten groflenméflig nur an 20. Stelle, dies erklart
auch die duferst schlechte Energie.

5.1.3 Energiegewichtung

Die Verdnderung der Gesamtenergie dient hier als Kriterium fiir die Bedeutung einzelner
Basisfunktionen. Aus einem Basissatz mit der maximalen Hochzahl (nyy, nox, niox < 6)
wird sukzessive je eine Basisfunktion aus dem Gesamtsatz entfernt und eine neue Rech-
nung durchgefiihrt. Die Energieerhohung liefert dann ein Maf fiir die Bedeutung der Basis-
funktion in der Wellenfunktion. Aus den so gewichteten Basisfunktionen werden die besten
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herausgegriffen und anschliessend wird mit den ausgewéhlten Basisfunktionen eine opti-
mierte Rechnung durchgefiihrt, um die Koeffizienten dieser Basiskonfiguration zu erhalten.
Wie man an dem Wert der Koeffizienten erkennt, besitzen die einzelnen Basisfunktionen
in der verdnderten Konfiguration nicht denselben Stellenwert wie in dem Gesamtsatz aller
Funktionen. In Tabelle 5.3 sieht man eine Auswahl nach dieser Methode erhaltener Wel-
lenfunktionen. Vergleicht man die Energie der aufgefiithrten 4-Term-Wellenfunktionen, so
erkennt man im Gegensatz zum letzten Kapitel keine stete Verschlechterung der Ener-
gie bei Vergroferung der Basis. Die Energie fiir den Helium Grundzustand belduft sich
bei allen Konfigurationen in &hnlicher Grossenordnung. Dasselbe gilt fiir die 6-Term-
Wellenfunktionen, es tritt auch hier kein Abweichen zu grolen Potenzen der Radien auf.
Dies gilt nicht mehr fiir einen Vergleich der 10-Term-Funktionen, hier findet man vermehrt
die in der jeweiligen Konfiguration maximal mogliche Hochzahl in den vertretenen Basis-
funktionen. Die Werte der Koeffizienten liegen fiir grofle Hochzahlen néher beieinander,
als fiir niedrigere Potenzen. Die Gewichtung der Linearkoeffizienten wird durch diesen
Umstand erschwert. Zur Bestétigung dieses Verhaltens dient Tabelle 5.6, diese zeigt die
jeweils beste 4-, 6-, 10- Term-Funktion und ihre zugehérigen Gesamtkonfigurationen. Je
grofer die Termanzahl wird, desto schlechter werden die Energien fiir die groen Gesamt-
konfigurationen. Der Vergleich aller in Tabelle 5.3 aufgefiihrten Wellenfunktionen legt den
Verdacht nahe, dafl gerade Hochzahlen der Koordinaten in den Basisfunktionen giinstiger
sind, dies sollte allerdings erst noch durch weitere Untersuchungen erhértet werden. Die
Energiegewichtung ist somit eine zuverléssigere Gewichtungsmethode als die Betrachtung
der Betridge der Koeffizienten. Obgleich die Wellenfunktionen starke Unterschiede auf-
weisen kann man dennoch die Terme ri,, r3, und 7% + r3 als wichtigste Basisfunktionen
aufzeigen.
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Nr. ‘ Hochzahl ‘ N ‘ Terme ‘ Energie ‘ —% ‘
1T (55 |25 ats) —2.874618 | 1.921704
2 [ (444) | 2 |1, () —2.874618 | 1.921704
3 1(3,3,3) 2 |1, ¢1(r3y) —2.874618 | 1.921704
1222 |2 Lat 1) —2.856131 | 1.976613
5 | (555) | 4|1, (), (i), a2 +12) —2.899339 | 2.005975
6 | (44,4) 4 |1, c1(rdy), ea(rdy), cs(r? +r3) —2.899339 | 2.005975
7 1(3,3,3) 4 |1, c1(rdy), ca(r3y), es((ry + ra)ry) —2.878386 | 1.907326
8 |(2,2,2) 4 1 1, er(ri+r3), ca(riy), cs((ry +ra)riy) | —2.897888 | 2.013086
9 |(5,5,5) 6 | 1,c1(rdy), ca(riy), ca(ri4rs), ca(riy), | —2.901297 | 2.014972
cs((rf + r3)rip)
10 | (4,4,4) 6 | 1,c1(r]y), ca(r3y), cs(ri+r3), ca(rly), | —2.900107 | 2.003503
cs(r 4+ 12)r1y)
11 | (3,3,3) 6 | 1, c1(rsy), ca(rsy), cs((ry + m2)rdy), | —2.901534 | 2.012018
ca(r +713), cs((rf + r3)ri)
12 | (2,2,2) 6 | 1,ci(ri+r3), ca(rdy), ca((ri4re)riy), | —2.899510 | 2.018485
ca((rf +13)r12), cs(rirarty)
13 | (5,5,5) 10 | 1, c1(rdy), ea(rdy), es(r2+713), ca(rly), | —2.901469 | 2.014681
cs((rf + r3)riz), co((r? + r3)riy),
cr((rf + r3)riy), cs(riy), co(rt)
14 | (4,4,4) 10 | 1, e1(rdy), ea(rdy), cs(ri+713), ca(riy), | —2.901556 | 2.012851
c5((r1 +12)r1y), co(rirariy), er((rf +
r3)riy), cs((rf + 13)r12), col(rirs +
rirs)ri,)
15 | (3,3,3) 10 | 1, c1(r3y), ca(riy), cs((r1 + m2)riy), | —2.901903 | 2.010756
04(7‘1+7”2) ((T%Jﬂb)ﬁz) o((r1 +
ra)riy), cr((rf + r3)rdy), cs((rf +
3)rs), 09(7"17"2 +7173)1s)
16 | (2,2,2) 10 | 1, c1(r2+473), ca(rdy), es((ri+m2)rsy), | —2.902482 | 2.001705
ca((r? +13)r12), cs(rirerly), c((ry +
7"2;7’12), cr(rirara), cs(riz), co(ry +
T2

Tabelle 5.3: Energiegewichtung. Streichen je eines Termes aus einem systematisch gebildeten Basissatz,
erhoht die Gesamtenergie charakteristisch. Die Terme, welche die hochste Energieverdnderung bewirken,

wurden zu neuen Wellenfunktionen zusammengefiigt. Zu sehen ist ein Vergleich der neu bestimmten
Wellenfunktionen (alle Energien sind in atomaren Einheiten (a.u.) angegeben. Die Kennzeichnung Hoch-
zahl liefert den Wert fiir die maximale Potenz in 71, 79, r12. N ist die Termanzahl der neu bestimmten
Wellenfunktion).
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Nr. ‘ c1 ‘ Co C3 4 Cs
1 | —0.034694 — — — —
2 | —0.034694 — — — —
3 | —0.034694 — — — —
4 | —0.015565 — — — —
5 | —0.128772 0.011054 0.150656 — —
6 | —0.128772 0.011054 0.150656 — —
7 | —0.068341 0.008609 0.000554 — —
8 0.141448 | —0.114737 0.010757 — —
9 0.177279 | —0.041992 | —0.214534 0.002622 0.034213
10 | —0.144973 0.015263 0.152319 0.001731 | —0.000579
11 | —0.177842 | 0.0404464 | —0.003914 0.209509 | —0.026508
12 0.181728 | —0.162711 0.063865 | —0.045483 | —0.011988
13 | —0.128637 0.028119 0.210837 | —0.000767 | —0.034517
14 | —0.177193 0.031779 0.210276 0.005559 | —0.003614
15 | —0.208651 0.070941 | —0.001836 0.217113 | —0.029111
16 0.259775 | —0.111050 0.055916 | —0.072576 0.001670

Tabelle 5.4: Energiegewichtung. Koeffizienten der Wellenfunktionen aus Tabelle 5.3

Nr. ‘ Ce ‘ cr ‘ cs ‘ Coy ‘
13 | —0.99-1077 | 0.57-107° | —0.059064 | —0.000164
14 0.000702 |  0.000346 | —0.027773 | —0.000060
15 0.003729 |  0.001269 | 0.001293 | —0.000216
16 0.015387 | —0.053012 | —0.083772 | —0.039206

Tabelle 5.5: Energiegewichtung. Koeffizienten der Wellenfunktionen aus Tabelle 5.3 (Fortsetzung).

Termanzahl ‘ Maximal Hochzahl ‘ Energie 1!S-Grundzustand Helium ‘

4 444 + (5,5,5) —2.89933897
6 (3,3,3) —2.90153385
10 (2.2.2) —2.90248195

Tabelle 5.6: Energiegewichtung. Vergleich der besten 4,6,10-Term Wellenfunktion (alle Energien sind
in atomaren Einheiten (a.u.) angegeben).
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5.1.4 Gewichtung vom Mulliken-Typ

F.F. Seelig hat 1979 in einer Arbeit [21] {iber eindimensionale Leiter ein Gewichtungs-
verfahren der Koeffizienten verwandt, welches im iibertragenen Sinne auch hier benutzt
wird.

CisCc =1 (5.1.6)
Es gilt die Definition

drj déf Orj Z S’r‘scsj (517)

100¢,; kann als Prozentsatz der Basisfunktion ¢, in der Wellenfunktion ; interpretiert
werden, wobei j den Zustand des Systems angibt ( j=1 steht also fiir den Grundzustand).
Wie sich herausgestellt hat, konnen die Werte von ¢ auch negativ werden. Es gilt

N gy =>.01,5.,C =1 (5.1.8)

(C18C);;
(5.1.9)

mit
(CTSC)U = 04
0;; entspricht dem Kroneckerdelta so gilt

0 2 C,4(SC) (5.1.10)

rj
Es wurden positive wie negative Werte fiir ¢ erhalten. Die Werte beiderlei Vorzeichens
bewegen sich in derselben Gréflenordnung, weshalb hier die Betrdge der resultierenden
Werte fiir ¢ verwendet wurden. Auch bei dieser Gewichtungsmethode treten Basissatz-
abhéngigkeiten auf. Generell gilt, je grofler die Gesamtkonfiguration, desto schlechter
die Grundzustands-Gesamtenergie. Die gewichteten Koeffizienten besitzen in verschieden
groflen Konfigurationen unterschiedliche Bedeutung.

Bei einer maximalen Hochzahl von (3,3,3) ist der Term (0,0,0) am wichtigsten, bei Kon-
figuration (4,4,4) hingegen rangiert der Term (0,0,0) nur an zweiter Position. Der Term
(0,0,0) befindet sich, bei Rechnungen mit der maximalen Hochzahl von fiinf und héher
nicht unter den sechs wichtigsten Basisfunktionen. Beispiel sei hier die 6-Term Wellen-
funktion der Konfiguration (5,5,5) (E = —2.352132 a.u.;—% = 2.2800811), die Energie
ist daher auch nicht akzeptabel.
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Nr. ‘ Hochzahl ‘ N ‘ Terme ‘ Energie —%
1 [(333) |61 c(r2+12), cal(ri+r2)r12), cs(ri+ | —2.90000128 | 1.99787456
r2)r1s), ca(rireria), cs((r] 4 13)r12))
2 | (444 |6 |1, al((rZ+ ), cao(rF + 12)rd,), | —2.80733462 | 1.98123798
c3(rfy), ca((r +13)rTy), cs(rly))
3 (5,5,5) 6| —— —2.35213213 | 2.2890811

Tabelle 5.7: Gewichtung vom Mulliken-Typ. Vergleich der Wellenfunktionen. 1''S—Grundzustand Heli-
um. (alle Energien sind in atomaren Einheiten (a.u.) angegeben. Die Kennzeichnung Hochzahl liefert den
Wert fiir die maximale Potenz in r1, 9, r12. N ist die Termanzahl der neu bestimmten Wellenfunktion.)

Nr. ‘ c1 Co ‘ C3 Cy Cs ‘
1 0.3189909 | —0.25167543 0.02162994 0.02935171 | —0.03636052
2 | 0.15928737 0.00377311 | —0.19201094 | —0.05154851 0.03665579
3 _ _ _ _ _

Tabelle 5.8: Gewichtung vom Mulliken-Typ. Koeffizienten der Wellenfunktionen aus Tabelle 5.7.

5.1.5 Gewichtung vom Léwdin-Typ

In dem Unterkapitel 5.1.4 Gewichtung vom Mulliken-Typ ist zu erkennen, dafl die Werte
fiir ¢ sowohl positiv wie negativ werden kénnen. Aus diesem Grund wird hier nun eine
Methode vorgestellt, die rein positive Werte fiir ¢ liefert. Es gilt bei der Diagonalisierung
der Uberlappungsmatrix

CcisCc =1 (5.1.11)
also die Einheitsmatrix. Erweitert mit $~25% = 1, so gilt
Cclszs28 S 282C =1 (5.1.12)
und somit wegen der besonderen Eigenschaft von S 2SSz =1
Cis: §:0 =1 (5.1.13)
—— ——
;:C/T =C/
mit
't = ¢f (S%)T
——
S3
somit aus (5.1.13)
(C18282C),; = 4, (5.1.14)
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Fiir q (siehe Unterkapitel 5.1.4 ) gilt dann die Definition

q; ¥ (CI83),(83C),
= (S82C),;(S2C),; = (S:C)%, (5.1.15)

wobei im Falle von Molekiilorbitalen ¢ einer Partialladung entspricht, die hier lediglich
ein Maf fiir die Bedeutung der Koeffizienten ist. Bei der Losung des Gleichungssystems

HC = SCE (5.1.16)

mit Hilfe der symmetrischen Léwdin-Orthogonalisierung

S":HS 2 S:C =S5:85: S:C E (5.1.17)
H’ C’ S0=1 C’

muss also lediglich vor der Riicktransformation
C=5:C (5.1.18)

das Quadrat von jedem (S%C)Tj berechnet werden. Die wichtigsten Basisfunktionen wer-
den dann zu einer Wellenfunktion zusammengefasst und in einer eigenstdndigen Rechnung
die Energie und die Koeffizienten neu bestimmt.

Man erhélt fiir die Konfigurationen (4,4,4), (5,5,5) und (6,6,6) dieselben 2-, 4-, 6- und 10-
Term-Wellenfunktionen, es treten also nicht die bei den bisherigen Methoden aufgezeigten
Basissatzabhéingigkeiten auf. Die Energien der hier aufgefiihrten Wellenfunktionen liegen
in verniinftiger Groflenordnung, sind aber, wie im néchsten Kapitel deutlich wird, noch
nicht optimal, aber denoch handelt es sich hier um eine zuverléssige Methode die einzelnen
Basisfunktionen zu gewichten.

Nr. ‘ N ‘ Terme ‘ Energie ‘ —% ‘
1 |2 |1, c(ri+1m9) —2.85700964 | 1.95660812
2 4 1, (&1 (Tl + 7“2), CQ(Tlg), Cg((’f‘l + 7”2)7’12) —2.89071572 1.99799774

316 |1, ci(ry +ra), calria), ez((r1 + 1m2)712), ca(riy), | —2.90103431 | 2.00524298
cs(ri +713))
4 10 ]., 01(7"1 + 7“2), CQ(Tlg), 03((7’1 -+ 7”2)7“12), C4(T%2), —2.90177417 | 2.00345624
cs(ri 4+ 13), co(riz), er((ri + r2)riy), cs(riy),
co(r3 +13)

Tabelle 5.9: Gewichtung vom Loéwdin-Typ. Vergleich der Wellenfunktionen. 1'S—Grundzustand Heli-
um. (alle Energien sind in atomaren Einheiten (a.u.) angegeben. Die Kennzeichnung Hochzahl liefert den
Wert fiir die maximale Potenz in r1, 9, r12. N ist die Termanzahl der neu bestimmten Wellenfunktion.)
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€1 ‘ C2 ‘ C3 C4 Cs ‘
—0.05062372 — - — —
0.21762543 | —0.22587216 | —0.01104230 — —
0.06776832 | —0.14107957 | —0.08065138 | —0.01236286 | 0.16680792
0.00343661 | —0.05927825 | —0.04825549 | —0.10108332 | 0.23421772

Tabelle 5.10: Gewichtung vom Léwdin-Typ. Koeffizienten der Wellenfunktionen aus Tabelle 5.9.

Nr. Co Cr cg Co
1 _ _ _ _
9 _ _ _ _
3 _ _ _ _
4 1 0.02826927 | —0.01563078 | —0.00109672 | —0.01774469

Tabelle 5.11: Koeffizienten der Wellenfunktionen aus Tabelle 5.9 (Fortsetzung).

5.1.6 Referenzmethode zur Bestimmung der optimalen N-Term-
Wellenfunktion fiir den Helium-Grundzustand

In diesem Kapitel wird eine Gewichtung der Wellenfunktionskomponenten durch schieren
Rechenaufwand beschritten, d.h es wurden aus einer (6,6,6)-Konfiguration, alle moglichen
Kombinationen der einzelnen symmetrisierten Basisfunktionen berechnet. Dies sind hier
immerhin 2174032288 mogliche Kombinationen. Tabelle 5.12 zeigt die jeweils besten drei
(a-c) 2-, 4-, 6-Term-Wellenfunktionen. Die Ergebnisse sind von der Grundkonfiguration
unabhéngig, es gibt also kein Abdriften zu unnétig hohen Exponenten fiir den Grund-
zustand von Helium. Die Energiedifferenzen zwischen der jeweils besten Wellenfunktion
und den beiden folgenden gleicher Termanzahl belaufen sich auf etwa 1073 a.u., d.h. die
Basisfunktionen sind weitgehend austauschbar. Der Tabelle kann man entnehmen, daf
(r? 4+ r3) die wichtigste Basisfunktion darstellt, da sie in nahezu jeder Wellenfunktion
auftritt. 7, und r3, sind die néchstwichtigen Terme. Allerdings sind Funktionsterme wie
(riraria) bzw. 119, welche die cusp-Bedingungen storen, scheinbar von &hnlicher Giite.
Nachfolgende 10-Term-Wellenfunktion ist im eigentlichen Sinn nicht nach der Referenz-
methode entstanden, sondern durch Auswahl aller in den 10 besten 6-Term-Funktionen
vertretenen Basisfunktionen:

=D w (14 r(r] +13) + ca(rira + r1r3) + es((r + r3)rdy) + calrly)
+C5(Ti))2) + 06((7'1 + 7’2)7“12> + 07(7’17"27’12) + 08(7'17'2) + Cg((T’% + 7"%)7"12))
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Nr. ‘ N ‘ Terme ‘ Energie ‘ —% ‘
la | 2 | 1, ¢1(r2) —2.879191 | 1.904291
|2 | L a(s) ~2.874618 | 1.921704
lc 2 1, C1 (7”17"27“12) —2.861966 | 1.946183
2a | 3 | 1, ci(rf, 13), ca(riy) —2.896458 | 2.022801
2b 3 1, C1 (7’% + 7’%), CQ(T17’12 + 7"27“12) —2.895117 | 1.987378
2c |3 | 1, c1(ri +713) + ca(ri2) —2.894021 | 1.972893
3a | 4 | 1, ci(rf +713), ca(r12), c3(riy) —2.900046 | 2.003697
3b [ 4 [ 1, (2 1 12), ca(iDy), s(ry) ~2.899339 | 2.005975
3c |4 |1, c(rf+713), calriz), cs(riy) —2.898952 | 2.001128
da |5 | 1, ci(rf +713), ca(rira) + c3(r12), ca(riy) —2.900522 | 1.992634
4b |5 | 1, e (rf +73), ca(riry), c3(ria), ca(riy) —2.900481 | 2.000634
de |5 |1, er(rf+713), ca(riz), cs(rireria), ca(riy) —2.900422 | 1.998574
Sa | 6 | 1, cr(ri+713), ca((rire+1173)), ca((rf +713)r%,), | —2.902081 | 2.000333
c4(r12) +s5(rt
5b | 6 | 1, cr(ri+73), ca((rire +m173)), c3((r1 +ro)ria), | —2.902078 | 2.003016
ca(r1ra), cs(riraria)
5¢ [ 6 |1, c(r? +713), eo((rf + r3)rdy), cs((ry + 72)), | —2.901975 | 1.995875
ca(rfy), c5(175)

Tabelle 5.12: Referenzmethode zur Bestimmung der optimalen N-Term-Wellenfunktion. Ausgehend von
einem systematisch gebildeten Basissatz werden alle moéglichen Kombinationen der beteiligten Terme
bestimmt und nach Giite der Gesamtenergie geordnet. Zu sehen ist ein Vergleich der neu bestimmten
Wellenfunktionen fiir den 1'S—Grundzustand von Helium. (alle Energien sind in atomaren Einheiten
(a.u.) angegeben. Die Kennzeichnung Hochzahl liefert den Wert fiir die maximale Potenz in r1, o, 712.
N ist die Termanzahl der neu bestimmten Wellenfunktion.)
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Nr. ‘ c1 ‘ Co C3 Cy Cs
la | —0.123074 — — — —
1b | —0.034694 — — — —
lc | —0.021528 — — — —
2a 0.160189 | —0.095306 — — —
2b 0.244511 | —0.174779 — — —
2c 0.090249 | —0.223256 — — —
3a 0.141126 | —0.122675 | —0.053464 — —
3b 0.150656 | —0.128771 0.011054 — =
3¢ 0.129823 | —0.202177 | —0.007699 — —
4a 0.152446 | —0.026593 | —0.124953 | —0.051369 —
4b 0.148171 | —0.006282 | —0.139223 | —0.047198 —
4c 0.147013 | —0.138664 | —0.009328 | —0.043845 —
da 0.201764 | —0.018740 | —0.007177 | —0.179283 | 0.034520
5b 0.345924 | —0.153146 | —0.322016 | 0.150628 | 0.148879
oc 0.200679 | —0.007761 | —0.042318 | —0.173904 | 0.033523

Tabelle 5.13: Referenzmethode zur Bestimmung der optimalen N-Term-Wellenfunktion. Koeffizienten
der Wellenfunktionen aus Tabelle 5.12.

mit

c1 = 0.303023, co = —0.094707, c3 = —0.004151,

cy = —0.104855, cs = 0.021411, ce = —0.150588,

c7 = 0.0906879, cg = 0.047597, cog = —0.011376

E = —-2.9028024 a.u.
Virialquotient = 2.000705

(5.1.19)
5.1.7 Referenzmethode zur Bestimmung der optimalen N-Term-

Wellenfunktion fiir die ersten angeregten Zustinde von
Helium

In diesem Kapitel soll nur ein kurzer Einblick, welche Terme fiir die ersten angeregten

Zusténde von Bedeutung sind, gezeigt werden. Der energetisch néchste Zustand nach dem
Grundzustand von Helium ist der 23S-Zustand. Die beste 2-Term-Funktion lautet hier:

b =e"? (er(r] —ry) + (1] —15)r12))
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mit
c1 = 2.085590, co = —1.200238
E = —-2.133630 a.u.

Virialquotient = 1.981391

(5.1.20)

Es sind also relativ hohe Exponenten nétig, um die Knotenflachen gut zu beschreiben, ver-
glichen mit dem quasi-exakten Wert von —2.17522 a.u. ist der Zustand gut représentiert.
Fiir den 2'S-Zustand wird folgende 2-Term Wellenfunktion erhalten:

h=e"D % (14 i (rf +1r3))
mit
c; = —0.081162
E = -2.007737 a.u.

Virialquotient = 2.043156

(5.1.21)
Die aus der Rechnung erhaltene beste 3-Term-Funktion lautet:
Y =e0Dx (Lt ei(riz) + e2(rF +13))
mit
cp = —0.250695, co = —0.054393
E =-2.011734 a.u.
Virialquotient = 2.040458
(5.1.22)

Auch dieser Zustand wird gut reprisentiert. Zustandsfunktionen mit mehr Termen werden
nicht aufgefiihrt, da dann Terme mit hoheren Exponenten, als in der Rechnung (max. 6)
verwendet, eine Rolle spielen kénnten. Die Rechnung auf groflere Exponenten auszuweiten
ist allerdings unsinnig, da der Aufwand in keinem Verhéltnis zum Gewinn stehen wiirde.
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5.2 Welche Wellenfunktionen erfiillen die cusp-Beding-
ungen 7

Der e ¢-Ansatz mit F' = 1 erfiillt die cusp-Bedingungen (ohne Notwendigkeit der sphéri-
schen Mittelung), erlaubt einen analytischen Ausdruck fiir den Erwartungswert der Ener-
gie als Funktion der Kernladungszahl und erfiillt {iberdies das Virialtheorem (siehe auch
[30]). Fiir den allgemeinen e~ ¢-Ansatz ¢ = e ¢ - F' wird im folgenden untersucht, welche
Bedingungen F erfiillen muf}, damit die cusp-Bedingungen erfiillt bleiben.

Fiir den Korrelationscusp ergibt sich mit

die korrekte Relation

o 1
— = 4+=Yr, -0, 5.2.23
(87“12)7“12_)0 +2¢ 12—0 ( )
falls
oF
— =0. 5.2.24
<8T12 ) r12—0 ( )
Analog bleibt die Kerncusp-Bedingung
oY
= -2 5.2.25
(ari>ri—>0 w o ( )

erfiillt, falls

(W) =0 (5.2.26)

mit i = 1, 2.

Dieselben Ergebnisse (5.2.24) und (5.2.26) werden erhalten, wenn man fordert, daf die
lokale Energie Fj,. = (%) an den coalescence-Orten endlich bleibt. Im Ausdruck fiir He

sind die entscheidenden Terme
10F 10F

7”187”1 ’ 7”287’2

und
i oF

12 87“127
die fiir r; — 0, ro — 0 bez. r15 — 0 endlich bleiben, falls die Gleichungen (5.2.24) und
(5.2.26) erfillt sind.
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Eine iiberall endliche lokale Energie Ej,. = (%) war iibrigens ein Ausgangspunkt fiir die

Formulierung des e~ ¢-Ansatzes nach Seelig. Der Ausdruck fiir den Operator der poten-
tiellen Energie mit den Unendlichkeitsstellen fiir r; — 0, 7o — 0, 112 — 0 wird in (H1))

[mit ¢» = e~¢| kompensiert; das resultierende Pseudopotential

V= g(cos o+ cos B) — 7% — i (5.2.27)

mit
cos a = ;W, cos 3 = ;W (5.2.28)
zeigt allerdings eine endliche Sprungstelle am Kernort von V. = (=22 — %) bis V =

(+Z — Z* + ) ([28], S. 75). Tréigt man die lokale Energie Ej,. = (Iie__f) lings einer
Geraden durch den Kern und ein fixiertes Elektron auf, so erhilt man eine Heaviside-
Funktion mit einer Sprungstelle am Kernort von —4.25 a.u. bis —2.25 a.u.. Zwischen diesen
Werten schwankt auch das Pseudopotential, wihrend das urspriingliche Potential IV Werte
zwischen oo haben kann. Eine Energieoptimierung der Linearkoeffizienten in F' wird die
Forderungen (5.2.24) und (5.2.26) im allgemeinen nicht erfiillen; doch aus (5.2.24) und

(5.2.26) konnen Bedingungen fiir die einzelnen Terme in F (Monome) abgeleitet werden.

Betrachtet man die Monome r'rirl, in F im einzelnen, so zeigt sich, daff nur die Monome
mit einem Exponenten 1 eine Singularitéit erzeugen, wihrend Terme mit Exponenten 0
oder > 2 die oben genannten Forderungen erfiillen und somit die cusp-Bedingungen nicht
storen. Fiir Terme mit Exponenten 1 besteht aber die Moglichkeit einer Kompensation
mehrerer Monome (mit gemeinsamer Summe der Exponenten [m +n +(]) mit geeigneten
Linearkoeffizienten, da ro — rq fiir ro — 0, 19 — r9 fiir r1 — 0 und r19 — ry fiir r, — 0.

Fir die Monome

(r1+19), T2, (11 +72)r12, T172

wird keine Moglichkeit gefunden, die Forderungen (5.2.24) und (5.2.26) zu erfiillen (fiir die
letzten beiden Terme nur Gl. (5.2.26), nicht jedoch (5.2.24)). Die genannten Terme sind
daher im Ansatz fiir I’ zu streichen, wenn die cusp-Bedingungen erfiillt werden sollen.
Fiir die iibrigen Monome r"rfr!, mit einem Exponenten 1 kénnen Nebenbedingungen

fir die Linearkoeffizienten c,,,; formuliert werden.

Als Beispiel sei die Summe der Exponenten m + n + [ = 3 betrachtet: Die Linearkombi-
nation
Coo1 - (] 4 13)r12 + cin - iTara

verschwindet nach Differentation % fir rio — 0, wie in Gleichung (5.2.24) gefordert,
falls

2¢901 + 111 = 0.
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Die Linearkombination
C111 - T1TaT12 4 Cro2 - (11 + 72)Thy + Co10 - (riry 4+ 7173)
verschwindet nach Differentation ain fir r; — 0, wie Gleichung (5.2.26) es fordert, falls
c111 + €102 + €210 = 0

(Nebenbedingungen fiir die Energicoptimierung). Ahnliche Nebenbedingungen werden fiir
(m +n +1) = 4 erhalten.

Es sei angemerkt, dafl mit dem Variationsprinzip Zustandsfunktionen auch fiir den Grund-
zustand erhalten werden kénnen, welche bei grolen Absténden eine Knotenflidche aufweist
und damit Unendlichkeitsstellen der lokalen Energie besitzt.

Abschlieflend seien aus der Tabelle 5.12 zwei Zustandsfunktionen mit iiberall endlicher
lokaler Energie herausgegriffen:

1.) Die beste 3-Term-Zustandsfunktion:
v=e (L+alrn+13)+ ()
E = —2.89646 a.u.

Die Abbildung 5.2.1 zeigt die lokale Energie fiir diese Zustandsfunktion. Die horizonta-
le Linie zeigt den Wert der quasi-exakten lokalen Energie. Die schwarze Kurve in der
Abbildung stellt den Verlauf der lokalen Energie fiir die Zustandsfunktion dar, wobei
ein Elektron bei o = 0.5, yo = 0 und 2o = 0 fixiert ist. Die gestrichelte Kurve stellt
den Verlauf der lokalen Energie fiir die 3-Term-Funktion dar, wobei ein Elektron bei
2o = 0.5, y9 = 0.5 und z; = 0 fixiert ist. Der lokale Energie ist hier iiberall endlich.

2.) Die zweitbeste 4-Term-Zustandsfunktion:
V= (L el +75) + o) + e(ry))

E = -289934 a.u.

Die Abbildung 5.2.2 zeigt die lokale Energie fiir diese Zustandsfunktion, welche wie zu
ersehen iiberall endlich bleibt.

Zum Vergleich sei hier eine Zustandsfunktion anderer Art, mit £ = —2.9000 a.u., zitiert,
welche die cusp-Bedingungen erfiillt, das korrekte Verhalten im Unendlichen hat und
tiberdies fast parameterfrei ist [31].

Notiert man alle auftretenden Basisfunktionen der 10 besten nach der Referenzmethode
5.1.6 berechneten 6-Term-Wellenfunktionen und streicht alle, welche in einer der Ko-
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Abbildung 5.2.1: Lokale Energie fiir die Zustandsfunktion ¢ = €72 - (1 + ¢1(r? + 73) + ca(rdy)). Die
horizontale Linie zeigt den Wert der quasi-exakten lokalen Energie. Die schwarze Kurve in der Abbildung
stellt den Verlauf der lokalen Energie fiir die Zustandsfunktion dar, wobei ein Elektron bei x5 = 0.5, yo =
0 und 29 = 0 fixiert ist. Die gestrichelte Kurve stellt den Verlauf der lokalen Energie fiir die 3-Term-
Funktion dar, wobei ein Elektron bei x5 = 0.5, yo = 0.5 und 2o = 0 fixiert ist.

Abbildung 5.2.2: Lokale Energie fiir die Zustandsfunktion ¢ = e=2-(14c1 (r?+73)+c2(1r25)+c3(r3y)).Die
horizontale Linie zeigt den Wert der quasi-exakten lokalen Energie. Die schwarze Kurve in der Abbildung
stellt den Verlauf der lokalen Energie fiir die Zustandsfunktion dar, wobei ein Elektron bei x5 = 0.5, yo =
0 und 2o = 0 fixiert ist. Die gestrichelte Kurve stellt den Verlauf der lokalen Energie fiir die 3-Term-
Funktion dar, wobei ein Elektron bei x5 = 0.5, yo = 0.5 und 25 = 0 fixiert ist.
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ordinaten ry,79,712 einen Exponenten von 1 enthalten, so kann man eine den cusp-
Bedingungen geniigenden 6-Term-Funktion fiir den Helium-Grundzustand aufstellen, wel-
che allerdings bei groflen Abstdnden eine Knotenfliache aufweist und somit an diesen Stel-
len keine endliche lokale Energie besitzt.

= e ux (L+ cr(r] +73) + eo((r] + r3)r8y) + c3(rfy) + calriy) + cs(rirs))

mit
c1 = 0.18939, co = —0.00644, cs = —0.17743,
cy = 0.033159, c; = —0.01022
E =-290182 a.u.
Virialquotient = 2.00521 (5.2.29)

Die Abbildung 5.2.3 zeigt die lokale Energie fiir die hier angefiithrte 6-Term-Funktion.
Der Verlauf in Kernnéhe ist wie erwiinscht, allerdings gibt es Polstellen in einem Abstand
von etwa 6 a.u..
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Abbildung 5.2.3: Lokale Energie fiir die Zustandsfunktion ¢ = e(= % (1+4¢; (17 +73) +co (17 4+73)73,) +
c3(125) + ca(r3y) + c5(rr3)). Die horizontale Linie zeigt den Wert der quasi-exakten lokalen Energie. Die
schwarze Kurve in der Abbildung stellt den Verlauf der lokalen Energie fiir die Zustandsfunktion dar,
wobei ein Elektron bei zo = 0.5, yo = 0 und z, = 0 fixiert ist. Bei xy = 0.5 ist deutlich der Effekt der
Elektronenrepulsion zu sehen (Knick). Die gestrichelte Kurve stellt den Verlauf der lokalen Energie fiir
die 6-Term-Funktion dar, wobei ein Elektron bei x5 = 0.5, yo = 0.5 und 2o = 0 fixiert ist.

- 15 1o 5TTaT5 3 10 1s
x1

Abbildung 5.2.4: Lokale Energie fiir die Zustandsfunktion ¢ = (=@ x (1 + ¢;(r} + r2) + co((r? +
r3)rdy) + c3(r?y) + ca(r3y) + c5(rir3)). Die horizontale Linie zeigt den Wert der quasi-exakten lokalen
Energie. Darstellung wie in Abbildung 5.2.3. Der Verlauf in Kernnéhe ist wie erwiinscht, allerdings gibt
es Polstellen in einem Abstand von etwa 6 a.u..
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5.3 Zusammenfassung Basissatzoptimierung

Der e7?-Ansatz mit der polynomialen Funktion F' = 1 hat eine Gesamtenergie fiir den
Helium-Grundzustand von —2.8555 a.u., dieser Wert liegt nahe am Hartree-Fock-Limit
von —2.8616 a.u.. Mit geniigend Termen in F' l&8t sich eine sehr gute Gesamtenergie
bestimmen, allerdings konvergiert das Ergebnis nur langsam zum quasi-exakten Wert.
Eine Gewichtung der einzelnen Terme in F' ist daher von Interesse, um mit einer geringen
Zahl an Basisfunktionen gute Energien zu erreichen. Eine Vielzahl an Versffentlichungen
hat sich mit der Optimierung von Wellenfunktionen am einfachsten Sytem der Zwei-
Elektronen-Atome beschéftigt. Empfohlen sei hier eine Arbeit von Koga aus dem Jahr
1992 [16], weil dhnliche Gewichtungsmethoden, wie die in dieser Arbeit angefiihrten, ein-
gesetzt wurden.

Mit dem Ziel, die Entwicklungsldnge zu verkiirzen analysierten wir den Beitrag der ein-
zelnen Komponenten der Multinomentwicklung. Die folgenden fiinf Varianten wurden
erprobt.

e Gewichtung der Komponenten nach den Betrédgen der zugehorigen Linearkoeffizi-
enten. Auffillig war, dal die Betrdge der Linearkoeffizienten der nicht orthogona-
len Basis sich nahezu alle in derselben Groéflenordnung bewegen und sich nur ge-
ringfiigig unterscheiden. Unterschiedlich ausgedehnte Entwicklungen fithren zu nicht
vergleichbaren Koeffizientensétzen. Die Hoffnung, dominante Komponenten in un-
terschiedlichen Entwicklungen wiederzufinden, erfiillt sich nicht. Man beobachtet
ein vermehrtes Auftreten unerwartet hoher Potenzen im Multinom F'.

e Welche Komponenten tragen besonders viel zur Gesamtenergie bei 7 Entfernen je
einer Basisfunktion aus dem Multinom F' fithrt zu unterschiedlicher Erhéhung der
Gesamtenergie. Einige wenige Terme in F' lassen sich eindeutig mit hohem Gewicht
fiir die Ansatzfunktion identifizieren, die wichtigsten sind r%,, r3, und (r? +r2). Fiir
hohere Potenzen in den Basisfunktionen werden - im Falle unterschiedlich ausge-
dehnter Entwicklungen - nicht vergleichbare Koeffizientensétze erhalten. Man beob-
achtet in den Wellenfunktionen das Vorhandensein der maximalen Potenz. Die Ener-
gien der gefundenen 6-Term-Wellenfunktionen sind aber dennoch in der Grolenord-
nung der adaptierten Hylleraas-6-Term Ansatzfunktion aus Kapitel 5.1.1.

e Die Werte von 100g,; bei der Gewichtung vom Mulliken-Typ kénnen als Prozentsatz
fiir den Anteil der r-ten Basisfunktion in der Ansatzwellenfunktion im Zustand j
interpretiert werden. Die so errechneten Werte fiir ¢,; sind vorzeichenbehaftet. Eine
Auswahl gelingt auch mit dieser, gegeniiber der ersten Variante populationsanaly-
tisch prézisierten Grofe g,; leider nicht. Verschieden lange Entwicklungen liefern
nicht vergleichbare Koeffizientensétze.
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e Die Gewichtung vom Loéwdin-Typ wurde konzipiert, um rein positive Werte von ¢
(siehe Gewichtung vom Mulliken-Typ) zu erhalten. Es werden mit dieser Methode
fiir unterschiedlich lange Entwickungen stets gleiche Sdtze an Linearkoeffizienten
erhalten. Die erhaltenen Gesamtenergien bewegen sich im Bereich der adaptierten
Hylleraas-6-Term Ansatzfunktion aus Kapitel 5.1.1. Es handelt sich um eine gute
und schnelle Methode; die Energien erreichen aber nicht die Giite von denjenigen
der Referenzmethode zur Bestimmung der optimalen N-Term-Wellenfunktion.

e Als Referenzmethode zur Bestimmung der optimalen N-Term-Wellenfunktion kommt
natiirlich nur eine solche in Frage, die sémtliche moglichen Kombinationen ohne jeg-
liche Gewichtung ausnahmslos beriicksichtigt. Sie liefert folglich die im Sinne des
Variationsprinzips niedrigsten Energien.
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Zusammenfassung und Ausblick

Die vorliegende Arbeit gliedert sich in drei Abschnitte:

e Das verallgemeinerte Eigenwertproblem HC = SCE des Seeligschen e~¢- F-Ansatzes
mit seiner Vorgabe schwach linear abhéngiger Basisfunktionen 148t sich mit Hilfe ei-
ner Multi-Préazisionsarithmetik symmetrisch orthogonalisieren. Die Eigenwerte der
Uberlappungsmatrix bleiben bei dieser Technik ausnahmslos positiv. Spaltenvekto-
ren c; und zugehorige Energien ¢; der isoelektronischen Serie H~, He, Li*, Be**,
B3, ¢4 N5t Ot F™ NeBt werden mit ihren unkorrelierten (Hartree-Fock-)
Entsprechungen verglichen. Hohere Kernladungen begiinstigen geringere Entwick-
lungslédngen. Identifiziert man die zweiten, dritten usw. Eigenwerte des e™¢ - F-
Ansatzes fiir den Helium- Grundzustand entsprechend mit ersten, zweiten usw. An-
regungszustinden, dann erhdlt man im Vergleich zu den Referenzwerten Fehler im
Bereich von 107% atomaren Einheiten (a.u.) fiir den Grundzustand, bzw. bis 1073
a.u. fiir den 3'S-Zustand. Der relativ grofie Fehler fiir den 3'S-Zustand erklirt sich
vor allem aus der Tatsache, dafl e7¢ - F' eine Ansatzfunktion fiir den Grundzustand
ist.

e Mit dem Ziel, die Entwicklungslinge zu verkiirzen analysierten wir den Beitrag
der einzelnen Komponenten der Multinomentwicklung. Die folgende Varianten sind
besonders hervorzuheben:

— Die Werte von 100g,; (Definition siehe Kapitel 5.1.4 Mulliken-Typ Gewichtung)
bei der Gewichtung vom Lowdin-Typ koénnen als Prozentsatz fiir den Anteil
der r-ten Basisfunktion in der Ansatzwellenfunktion im Zustand j interpretiert
werden. Es werden mit dieser Methode fiir unterschiedlich lange Entwickungen
stets gleiche Sétze an Linearkoeffizienten erhalten. Die erhaltenen Gesamtener-
gien bewegen sich im Bereich der adaptierten Hylleraas-6-Term Ansatzfunkti-
on aus Kapitel 5.1.1. Es handelt sich um eine gute und schnelle Methode; die
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Energien erreichen aber nicht die Giite von denjenigen der Referenzmethode
zur Bestimmung der optimalen N-Term-Wellenfunktion.

— Als Referenzmethode zur Bestimmung der optimalen N-Term-Wellenfunktion
kommt natiirlich nur eine solche in Frage, die samtliche moglichen Kombina-
tionen ohne jegliche Gewichtung ausnahmslos beriicksichtigt. Wichtige Terme
sind 7%,, 3, und (ri+4r2). Sie liefert folglich die im Sinne des Variationsprinzips
niedrigsten Energien.

e Neben dem energetischen Kriterium kann die Giite einer Ansatzfunktion ferner da-
nach beurteilt werden, ob sie die cusp-Bedingungen erfiillt. Die Menge der disku-
tierten (Referenzmethode) Funktionen enthélt nur zwei cusp-Bedingungs-konforme
Elemente. Ferner legt diese Analyse ein Konstruktionsprinzip nahe, nach dessen Vor-
schrift weitere cusp-Bedingungs-konforme Wellenfunktionen erzeugt werden kénnen.
Einschréankende Zusatzbedingungen erniedrigen die Variationsflexibilitét, so dafi die
Einhaltung cusp-Bedingung nicht gleichzeitig zu einer Verbesserung der Gesamt-
energie fithren muf.

Die vorliegende Arbeit fasst unsere Bemiithungen zusammen, den (lokalen) Phénomen
der Elektronenkorrelation einen expliziten (d.h. rjs-abhéngigen) Ausdruck zu verleihen.
Hauptbestreben ist es, die molekulare Quantenchemie durch Bausteine zu bereichern,
welche Korrelationseffekte auf lokaler (atomarer) Ebene beriicksichtigen und gleichzei-
tig weitere Aggregation zu groferen Einheiten ermoglichen. Dazu mag die vorliegende
Auswertung als Zwischenschritt gelten.
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Anhang

7.1 Analytische Berechnung der 3-dimensionalen In-
tegrale

Die Auswertung von Zihler und Nenner des Energiefunktionals [15] fiihrt zu einer Vielzahl
sechs- bzw. dreidimensionaler Integrale I vom Typ:

I(ni,n2,n12) = //7“?11”327”?2126729dv1d112
R3 R3
r1+72

o0 oo
=57 [ [ [ttt 2drpdrdr, (7.1)
r1=07r2=0 T12=‘7’17T2|
ni, N2, N2 = —1Ang,ng,npp € Z
wobei ny,ny,n15 die Potenzen der jeweiligen Radien ry, 79,715 sind. Durch Zerlegung des
Integrationsgebiets in zwei Teile entstehen aus (7.1.1), mit den Bedingungen

Ty =15+ 715 —2rirocosfy ,  —1<cosfy < +1 (7.1.2)
und mit
[r1 —1o| <12 <y 41y (7.1.3)
|ty — ro| = 11 — ro fiir 7y < 1y, aber |r; — | = ro — 1 for o > ry, zwei losbare
Dreifachintegrale:
00 71 r1+72

I(ni,no,nia) = 8%2/ / / pratlpnatlymatlo=2edp o drydry
r1=07ro=07r12="1—"2

00 T2 T2+ T1
—i—87r2/ / / Pty e 0 e =20 o dr dry (7.1.4)

ro=07r1=0r12=r2—"71
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Fiir ny,ng, nis = —1 existiert ein sog. Basisintegral mit minimalen Potenzen
dv co T r1+r2
I(-1,-1,-1) = /67297 = 8r° / / / e 2dr odrydry
17212

r1=0r2=07r12=1r1—"72
ro+4r1

0o T2
+87?2 / / / e~ 2dradr dry (7.1.5)

ro=01r1=07r12=r2—"71

aus dem alle Integrale mit hoheren Potenzen abgeleitet werden kénnen. Eine allgemeine
Form des Basisintegrals ist

o T ri+ro
I[-1,-1,-1] = / / / e~ (OnFBraAI2) e o iy iy

r1=0ro=07r12=r1—"72
oo T2 ro+r1
-+ / / / 6_(arl+'gr2+’w12)dr12d7"1 d?"g

ro=07r1=07r12=r9—"71

2

= 7.1.6
(@t Bla+1)(@E+7) L0
Partielle Differentation nach «, 3 oder v liefert in einer vereinfachten Notation
oI[—-1,—-1,-1
[ ’ ! ] = — / 6_(arl+ﬁT2+7T12)T1dT1dT2dT12 = —I[O, —17 —1]
Oa
2 2
- - — 5 (7.1.7)
(a+ 0 a+7)B+7) (a+B)(@+7)*(B+7)
Die Integrale besitzen nur einen endlichen Wert, wenn gilt
a+B>0ANa+y>0AB+v>0. (7.1.8)
Gilt dies nicht, fithrt (7.1.1) auf eine Integration von
/e‘"”dx, a >0, (7.1.9)

0
d.h. das Integral divergiert. Mit « = 3 = 4 and v = —1 eingesetzt in 20 = ary+ Bro+y7r12
erhélt man:

1

I-1,-1,-1 = —

36
11
10,-1,-1] = I[-1,0,—1] = —
[ Y Y ] [ Y Y ] 864

allgemein gilt bei sukzessiver Differentation
I[ny, ng,nia] = /e’2gr?1r§2r?§:2dr1dr2dr12

an1+n2+n12][_17 _17 _1]
Jam g2 grym2

— (_1)n1+n2+n12 (7110)
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7.2 Programmstruktur und Technisches

Fiir groBe Basissiitze wird die Uberlappungsmatrix fiir den e 2-Ansatz ill-conditioned.
Diese Problematik erforderte die Erhéhung der numerischen Genauigkeit bei den in dieser
Arbeit durchgefiihrten Rechnungen. Hierzu wurde die in C geschriebene Multi-Préazisions-
Bibliothek [32] eingefiihrt. Die bestehenden Fortran 77 Standardroutinen des Programms
aus [23] wurden mit dem F2C-Compiler in C portiert und das Hauptprogramm, da der
Ausgabecode von F2C nur schwer lesbar ist, der besseren Handhabbarkeit wegen neu
geschrieben. Das Programm wurde dann dahingehend erweitert, die fiir den e™¢-Ansatz
notigen Integralwerte selbst zu berechnen. Desweiteren kénnen nun die Basisfunktionen
sowohl systematisch (d.h. durch Schleifenstruktur hochgezihlte Potenzen in den Basis-
funktionen), als auch willkiirlich von Hand bestimmt werden. Die in dieser Arbeit auf-
gefiihrten Methoden zur Gewichtung einzelner Komponenten der Wellenfunktion erfor-
derten ebenfalls Eingriffe in die Programmstruktur.

Der Vorteil der Multi-Préazisions-Bibliothek besteht darin, nicht an Standard-Variablen-
formate gebunden zu sein, durch Zeigerarithmetik wird eine nahezu beliebig grofie Stel-
lengenauigkeit ermoglicht. Der Gesamtausdruck einer Zahl wird dann ,,hdppchenweise® in
prozessortaugliche Standard-Variablen iibertragen, verrechnet und wieder zu einer neuen
Zahl mit der hohen Stellenanzahl zusammengefiigt, d.h. aber auch, daf§ die einfachsten
mathematischen Anforderungen, wie Addition oder Multiplikation von Subroutinen der
Multi-Prézisions-Bibliothek iibernommen werden miissen.

Mit einem kompakten Algorithmus wird im Programm zunéchst differenziert (siehe An-
hang) und dann o — a, — b,7 — ¢ am Ergebnis substituiert, wobei a,b,c den Zah-
lenwerten fiir den speziellen e ¢-Ansatz entsprechen, d.h. fir a = 2 -7, fir b = 2- 7
und ¢ = —1 (Z ist die Kernladungszahl). Wie erwidhnt werden diese Werte gewihlt,
um den besonderen Eigenschaften (Kompensation des Potentials, Einhaltung der cusp-
Bedingungen) des e~ ¢-Ansatzes gerecht zu werden. Im Programm wird in zwei Matrizen
(zéhler[dim] bzw. nenner[dim]|[3], mit dim= maximale Termanzahl) die Grundkonfigura-
tion aus Gleichung (7.1.6) gespeichert. Der Eintrag in zédhler bestimmt den Vorfaktor,
drei Eintrige in nenner stehen fiir die Hochzahlen von (a + (), (a4 y)bzw. (5 + 7). Wie
man in Gleichung (7.1.7) ersehen kann, entstehen aus jedem Term zwei neue mit um eins
erhohter Hochzahl. Bei Ubereinstimmung aller Hochzahlen des Polynoms in mehreren Ter-
men werden anschliessend die betreffenden Terme zusammengefasst, die iiberschiissigen
Matrixeintrage geloscht und alle anderen um die Zahl der geléschten Eintrage aufgeriickt.
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Einheiten (a.u.). . . . . . . oL 12

2.1.6 Gezeigt wird die Differenz zwischen ris-abhéngiger Grundzustandwellen-
funktion und Hartree-Fock-Wellenfunktion. Ein Elektron ist am Ort [0, 0,
0.5] fixiert. Aufgetragen in atomaren Einheiten (a.u.). . . . . . . . ... .. 13

2.2.7 Der Kerncusp am Beispiel des Helium-Grundzustandes. Ein Elektron ist
am Ort [0, 0, 0.5 a.u.] festgehalten. Aufgetragen ist die z-Achse des freien
Elektrons (x=0; y=0). . . . . . . 15
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2.2.8 Der Kerncusp am Beispiel des Helium Grundzustandes. Ein Elektron ist
am Ort [0, 0, 0.5 a.u.] festgehalten. Aufgetragen ist die z-Achse des freien
Elektrons (x=0; y=0). Der linke Ast aus Abbildung 2.2.7 ist auf die positive
Achse abgebildet. . . . . ... ...

2.2.9 Elektronischer cusp am Beispiel des Helium Grundzustandes. Ein Elektron
ist am Ort [0, 0, 0.5 a.u.] festgehalten. grau: e~¢; grau (gestrichelt): 1+ 3r1;
schwarz (gestrichelt): e=¢ - F' (Elektronen entfernen sich radial); schwarz:
e ¢ . F (Elektronen entfernen sich auf Kreisbahn ). . . . .. ... ... ..

3.1.1 Dargestellt ist die Funktion e™¢ als Konturplot in kartesischen Koordina-
ten. Hierbei wird ein Elektron an der Stelle x1 = 0, y; = 0, z1 = 0.5
festgehalten. Gezeigt wird ein Schnitt bei yo = 0 mit den Funktionswerten
fiir ¢ (siehe Gleichung (2.1.2)) 0.11, 0.13, 0.15, 0.20 a.u. . . . . . . . . . ..

3.1.2 Konturplot der Grundzustandswellenfunktion (2.2.13) des Helium-Atoms.
Ein Elektron wird am Punkt [0, 0, 0.5] festgehalten. Aufgetragen in ato-
maren Einheiten (a.u.). Fiir ¢» wurden die Werte 0.11, 0.13, 0.15, 0.20 a.u.
verwendet . .. .. L L

3.1.3 Konturplot von e~¢ (schwarz) und von e~¢ - F(grau), beim selben Funkti-
onswert von 0.2 a.u.. Ein Elektron wird am Punkt [0, 0, 0.5] festgehalten.
Aufgetragen in atomaren Einheiten (a.u.). Fiir ¢ wurden die Werte 0.11,
0.13, 0.15, 0.20 a.u. verwendet . . . . . . . . .. ..

4.2.1 Logarithmische Auftragung der Differenz der berechneten Gesamtenergie
zum quasi-exakten Wert [29] der Gesamtenergie (Ordinate) fiir den 115
Grundzustand (Kreise) und die angeregten 23S~ (Sterne, Rauten) 335-
(Quadrate, Dreiecke) Zustédnde von Helium. Auf der Abszisse ist die Zahl
der Basisfunktionen aufgetragen. . . . . . ... ... 0oL

4.2.2 Logarithmische Auftragung der Differenz der berechneten Gesamtenergie
zum quasi-exakten Wert der Gesamtenergie (Ordinate) fiir H~ (Kreise), He
(Sterne), Li™ (Quadrate), Be*" (Rauten), B3 (Kreuze), C** (Dreiecke
[Spitze nach unten]), N°* (+), O%" (Dreiecke ), F'* (Pentagon), Ne%™
(Hexagon). Auf der Abszisse ist die Zahl der Basisfunktionen aufgetragen. .

4.2.3 Logarithmische Auftragung der Differenz der berechneten Gesamtenergie
zum quasi-exakten Wert der Gesamtenergie (Ordinate) fiir Basisfunktio-
nen: 6 (Kreise), 18 (Sterne), 40 (Quadrate), 75 (Rauten), 125 (Dreiecke),
195 (Kreuze). Auf der Abszisse ist die Ordnungszahl aufgetragen. . . . . .

15

26

39
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4.2.4 Logarithmische Auftragung der Differenz der berechneten Gesamtenergie
zum quasi-exakten Wert der Gesamtenergie (Ordinate) fiir Hartree-Fock
(Kreuze) bzw. Anzahl der Basisfunktionen: 6 (Kreise), 18 (Sterne). Auf
der Abszisse ist die Ordnungszahl aufgetragen. . . . . . . . . . .. ... .. 40

5.2.1 Lokale Energie fiir die Zustandsfunktion ¢ = e~ (14 c¢1(r? +73) + ca(r3y)).
Die horizontale Linie zeigt den Wert der quasi-exakten lokalen Energie. Die
schwarze Kurve in der Abbildung stellt den Verlauf der lokalen Energie fiir
die Zustandsfunktion dar, wobei ein Elektron bei zo = 0.5, yo = 0 und 2, =
0 fixiert ist. Die gestrichelte Kurve stellt den Verlauf der lokalen Energie
fiir die 3-Term-Funktion dar, wobei ein Elektron bei x5 = 0.5, 5 = 0.5
und 2o = 0 fixiert ist. . . . . . . .. 61

5.2.2 Lokale Energie fiir die Zustandsfunktion ¢ = e7¢ - (1 + ¢;(r? + r3) +
ca(rly) + c3(r3,)).Die horizontale Linie zeigt den Wert der quasi-exakten
lokalen Energie. Die schwarze Kurve in der Abbildung stellt den Verlauf
der lokalen Energie fiir die Zustandsfunktion dar, wobei ein Elektron bei
xo = 0.5, yo = 0 und 2, = 0 fixiert ist. Die gestrichelte Kurve stellt den Ver-
lauf der lokalen Energie fiir die 3-Term-Funktion dar, wobei ein Elektron
bei x93 = 0.5, yo =0.5und 2o =0 fixiert ist. . . . . . . . .. .. ... ... 61

5.2.3 Lokale Energie fiir die Zustandsfunktion @ = e~ x (1 4+ ¢y (r? + 72) +
co((r? + r2)rdy) + c3(rly) + ca(rdy) + cs(rir3)). Die horizontale Linie zeigt
den Wert der quasi-exakten lokalen Energie. Die schwarze Kurve in der
Abbildung stellt den Verlauf der lokalen Energie fiir die Zustandsfunktion
dar, wobei ein Elektron bei zo = 0.5, yo = 0 und 2z, = 0 fixiert ist. Bei
x1 = 0.5 ist deutlich der Effekt der Elektronenrepulsion zu sehen (Knick).
Die gestrichelte Kurve stellt den Verlauf der lokalen Energie fiir die 6-Term-
Funktion dar, wobei ein Elektron bei x5 = 0.5, 35 = 0.5 und z, = 0 fixiert
ISt. . e 63

5.2.4 Lokale Energie fiir die Zustandsfunktion ¢ = e % (1+c; (r?+7r2)+co((ri+
r2)7r%,) + c3(rly) + ca(rdy) + c5(r?r2)). Die horizontale Linie zeigt den Wert
der quasi-exakten lokalen Energie. Darstellung wie in Abbildung 5.2.3. Der
Verlauf in Kernnéhe ist wie erwiinscht, allerdings gibt es Polstellen in einem
Abstand von etwa 6 a.u.. . . . . ... 63
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