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Kapitel 1

Einleitung

Mitte der zwanziger Jahre erarbeiteten Satyendra Nath Bose und Albert Einstein
eine Theorie, die das statistische Verhalten von Bosonen beschreibt. Bose studierte
das Verhalten von masselosen Photonen [Bos24|, und Einstein erweiterte die Theo-
rie auf massive Teilchen [Ein25|. Die Theorie sagte voraus, dass bosonische Teilchen
unterhalb einer kritischen Temperatur in grofer Zahl den quantenmechanischen
Grundzustand des Systems besetzen. Es kommt zur so genannten Bose-Einstein-
Kondensation. Seit den theoretischen Vorhersagen waren 70 Jahre vergangen ehe
1995 Anderson et al. [And95] die Bose-Einstein-Kondensation eines verdiinnten Ga-
ses aus Rubidiumatomen beobachteten und damit ein duferst schnell wachsendes
Forschungsgebiet erdffneten, das jiingst mit der Verleihung des Physik-Nobelpreis
an Wolfgang Ketterle, Eric Cornell und Carl Wieman ausgezeichnet wurde. Seitdem
ist es iiber 45 Arbeitsgruppen gelungen, Bose-Einstein-Kondensate zu erzeugen.

yEine Quantenfliissigkeit diinner als Luft” {iberschrieb Wolfgang Ketterle seinen
Vortrag im Rahmen der Bodo von Borries Vorlesung im Sommersemester 2001 an
der Universitdt Tiibingen. Der Titel macht deutlich, dass sich der Zustand, in dem
sich die Atome in einem Bose-Einstein-Kondensat befinden, grundlegend von dem ei-
nes klassischen Gases unterscheidet. Die Kombination aus sehr tiefen Temperaturen
und gleichzeitig geringen Dichten macht diesen Zustand mdglich und hat dem Bose-
Einstein-Kondensat die Bezeichnung als neuen Aggregatzustand eingebracht. Die
Temperatur, die zum Erreichen der Bose-Einstein-Kondensation im Experiment un-
terschritten werden muss, betrigt ungefahr 1 pK. Unter Normalbedingungen liegen
die meisten Elemente bei diesen Temperaturen als Festkorper vor. Speziell Alkali-
metalle, die neben Wasserstoff und metastabilem Helium die bisher einzigen Gase
sind, mit denen die Bose-Einstein-Kondensation gelungen ist, sind bereits bei Zim-
mertemperatur fest. Die herkdmmliche Kondensation der Gase in die fliissige und
schlieflich feste Phase kann jedoch verhindert werden, wenn das Gas eine Dichte be-
sitzt, die eine Million mal kleiner als die Dichte von Raumluft ist. Das Gas existiert
dann in einem metastabilen Zustand und bleibt gasformig. Erst bei der kritischen
Temperatur zur Bose-Einstein-Kondensation findet der Phaseniibergang in den neu-
en Aggregatzustand statt. Die Bezeichnung ,Quantenfliissigkeit* rithrt dabei von der
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engen Analogie zwischen Suprafliissigkeiten und Bose-Einstein-Kondensaten her.

In einem Bose-Einstein-Kondensat dominiert bei grofer Atomzahl die Wechsel-
wirkungsenergie zwischen den Atomen iiber die kinetische Energie. Bei repulsiver
Wechselwirkung wie im Falle von 8"Rb bliiht sich das Bose-Einstein-Kondensat auf
und erreicht Grofen bis zu einigen 100 Mikrometern. Da sich alle Atome in dem-
selben quantenmechanischen Zustand befinden, resultiert eine Kohérenzlinge der
Atome, die genauso grof ist wie die Ausdehnung des Kondensats. Diese Eigenschaft
macht es zu einem idealen System fiir die Untersuchung quantenmechanischer Pha-
nomene. Aus der langen Liste von eindrucksvollen Experimenten, die seit 1995 durch-
gefithrt wurden, seien an dieser Stelle die Interferenz von Materiewellen [And97], die
Erzeugung von Vortices [Mat99] sowie die Beobachtung des Mott-Isolator-Ubergangs
[Gre02| genannt.

Zeitgleich entstand ein benachbartes Forschungsgebiet, das es sich zum Ziel ge-
setzt hatte, mit miniaturisierten Potenzialen ultrakalte, atomare Gase zu manipulie-
ren. Die dafiir benotigten Magnetfelder werden von auf Mikrostrukturen integrierten
Leiterbahnen erzeugt. In zahlreichen Experimenten konnte gezeigt werden, dass mit
dieser Technik eine auferordentliche Vielzahl an Elementen zur Manipulation ato-
marer Ensembles moglich ist: So konnten ,Rohren®, Strahlteiler und reflektierende
Spiegel fiir thermische Atome realisiert werden [Fol02]. Seit der ersten Erzeugung
eines Bose-Einstein-Kondensats wurden daher Vorschlige diskutiert, diese einzig-
artige Form kohédrenter Materie mit den Moglichkeiten der Mikromanipulation zu
verbinden. Inspiriert wurden diese Uberlegungen auch durch die Erfolge der Ato-
minterferometrie [Ber97|, die sich als hochprézises Messinstrument erwies. Daraus
entstand die Idee einer kohdrenten, integrierten Atomoptik mit Materiewellen. Mit
einem solchen System konnen hochsensible, tragbare Sensoren entwickelt werden.
Es bietet einzigartige Moglichkeiten zur Erzeugung von Modellsystemen, mit denen
Probleme aus anderen Bereichen der Physik nachgestellt und untersucht werden
konnen. Fiir Experimente zur Quanteninformationsverarbeitung und verschrinkten
Zustdnden kann ein Bose-Einstein-Kodensat in einem miniaturisierten Potenzial als
Reservoir dienen, aus dem gezielt einzelne Atome in einem definierten Quantenzu-
stand ausgekoppelt werden. Grundvoraussetzung fiir die genannten Anwendungen
ist die Erzeugung eines Bose-Einstein-Kondensats in einer solchen ,Mikrofalle*. Mit
der im Rahmen dieser Arbeit aufgebauten Apparatur konnte dies erstmals erreicht
werden [Ott01].

Fiir die Nutzung der Kohérenzeigenschaften der Bose-Einstein-Kondensate bei
interferometrischen Experimenten wie auch fiir die Mikromanipulation koh&renter
Materie allgemein ist eine genaue Kenntnis der dynamischen Eigenschaften des Kon-
densats notwendig. In dieser Arbeit wird eine Experimentreihe vorgestellt, mit der
erstmals die Dynamik von Bose-Einstein-Kondensaten in einer Mikrofalle systema-
tisch untersucht wurde [Ott02a]. Als Potenzialform wurde die des anharmonischen
Wellenleiters gewéhlt, da er das Basiselement eines integrierten Atominterferometers
ist. In den meisten bisherigen Experimenten zur Atomoptik und Atominterferome-
trie spielte die Wechselwirkung der Atome keine bedeutende Rolle, da die Dichten



sehr gering waren. Bei der Physik der Bose-Einstein-Kondensate ist das grundsétz-
lich anders, denn die erreichten Dichten sind so grof, dass die Wechselwirkung nicht
nur mitberiicksichtigt werden muss, sondern auch zentrale Eigenschaften des Kon-
densats wie beispielsweise die Form der Wellenfunktion mafgeblich bestimmt. Die
Wechselwirkung wird theoretisch durch einen nichtlinearen Term in der Schrédinger-
Gleichung fiir die Kondensatswellenfunktion beschrieben. Er gibt Anlass zu einer
Reihe nichtlinearer Effekte und fiihrt zu einem dynamischen Verhalten des Kon-
densats, das sich stark von dem aus der Einzelatomphysik bekannten Verhalten
unterscheidet.

In konventionellen Apparaturen zur Bose-Einstein-Kondensation sind die Poten-
ziale, mit denen die Atome gespeichert werden, harmonisch. Dies hat zur Folge, dass
die innere Dynamik des Kondensats vollstindig von der duferen Schwerpunktsbe-
wegung entkoppelt ist. Bei anharmonischen Potenzialen gilt dies nicht mehr, und es
kommt zu einer Kopplung der duferen und inneren Dynamik. Gerade Mikrofallen
sind bestens geeignet diese Kopplung zu untersuchen, da auf einfache Weise stark an-
harmonische Potenziale erzeugt werden konnen. Das Konzept der Mikrofallen selbst
ist untrennbar mit dem Auftreten anharmonischer Potenziale verbunden, denn nur
so konnen komplexe Magnetfeldkonfigurationen erzeugt werden, die von der trivia-
len parabolischen Form abweichen. Damit ist auch der Wellenleiter als integriertes
atomoptisches Element im Normalfall anharmonisch.

Als natiirliche dufsere Bewegung eines Bose-Einstein-Kondensats in einem ge-
schlossenen Wellenleiter ist die Schwingung anzusehen. Aus diesem Grund wurde sie
fiir die experimentelle Untersuchung ausgewahlt. Bei der Schwerpunktsbewegung des
Kondensats durch den Wellenleiter treten im Experiment zwei Einfliisse nebeneinan-
der auf. Durch die Anharmonizitit des Wellenleiters wird zum einen eine Kopplung
der dufseren und der inneren Dynamik erzeugt, die zu kollektiven Anregungen des
Kondensats in Gestalt von Formschwingungen fiihrt. Zum anderen sorgt die Nichtli-
nearitit der Bewegungsgleichungen bei der inneren Dynamik fiir eine Kopplung der
kollektiven Anregungen untereinander. Eine direkte Konsequenz der Nichtlinearitét
ist eine potenziell chaotische Dynamik. Mit der vorgestellten Experimentreihe konn-
ten die genannten Effekte charakterisiert und quantitativ beschrieben werden. Dazu
wurde ein theoretisches Modell entwickelt, dass die Dynamik des Kondensats mit
grofer Genauigkeit beschreibt [Ott02b].

Die vorliegende Arbeit ist wie folgt aufgebaut. In Kapitel 2 werden die benétigten
Grundlagen fiir die theoretische Beschreibung eines Bose-Einstein-Kondensats vorge-
stellt. Nach der Herleitung der Gross-Pitaevskii-Gleichung werden die niederfrequen-
ten kollektiven Anregungen des Kondensats eingefiihrt. Daraus wird das theoretische
Modell entwickelt, das mit Hilfe einer Separation der Schwerpunktsbewegung die
theoretische Beschreibung von schwingenden Kondensaten in anharmonischen Po-
tenzialen erlaubt. Kapitel 3 gibt eine etwas tiefer gehende Einfiihrung in die Theorie
und Anwendung von Magnetfallen und Mikrofallen. Das Kapitel ist vergleichsweise
ausfiihrlich gehalten und versucht, alle wesentlichen Gesichtspunkte herauszustellen.
Der Apparatur ist Kapitel 4 gewidmet. Die verwendeten Lasersysteme, das Abbil-
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dungssystem, der Vakuumaufbau und die Experimentsteuerung werden im Einzelnen
behandelt. Fiir die Erzeugung der Mikrofalle wird eine Mikrostruktur mit aufgalva-
nisierten Kupferleitern eingesetzt, die ebenfalls in diesem Kapitel beschrieben wird.
Die Erzeugung von Bose-Einstein-Kondensaten in einer Mikrofalle ist Gegenstand
von Kapitel 5. Dabei werden vor allem technische Neuerungen und Unterschiede zu
bisherigen Apparaturen behandelt. Ein besonderer Schwerpunkt wird auf die ver-
wendete thermische Quelle fiir 8 Rb-Atome gelegt, die als eine dufierst einfache und
effiziente Methode eingesetzt wird. Ausfiihrlich wird die Methode des adiabatischen
Transfers geschildert, mit dem die Atomwolke an die Mikrostruktur iiberfithrt wird.
Diese eigens fiir das Experiment entwickelte Methode ermdoglicht einen guten opti-
schen Zugang fiir die zur Kiihlung der Atome benétigten Laser und ermdglicht die
Erzeugung von Bose-Einstein-Kondensaten mit sehr grofsen Atomzahlen. Die ap-
parativen Besonderheiten stellen im Vergleich zu konventionellen experimentellen
Aufbauten nicht nur eine erhebliche technische Vereinfachung dar, sondern ermog-
lichen gleichzeitig auch dhnlich gute oder bessere Ergebnisse. Kapitel 6 enthilt die
Studien zur Dynamik des Kondensats im anharmonischen Wellenleiter. Nach einer
Analyse der Schwerpunktsbewegung werden die kollektiven Anregungen des Kon-
densats untersucht. In Abschnitt 6.5 wird die nichtlineare Kopplung der kollektiven
Anregungen gezeigt. Eine Analyse der experimentellen Daten wie auch des theo-
retischen Modells zur chaotischen Dynamik von Kondensaten in anharmonischen
Potenzialen schlieffen das Kapitel und diese Arbeit ab.

Neben den in dieser Arbeit geschilderten Experimenten zur Dynamik der Kon-
densate konnten mit dem experimentellen Aufbau auch weitere wichtige Fragestel-
lungen zum Verhalten eines Bose-Gases in Mikrofallen untersucht werden. So wurde
die Wechselwirkung zwischen den ultrakalten Atomen und der Oberfliche der Mi-
krostruktur detailliert untersucht [For02b, Kra02|. Die Ergebnisse dieser Studien,
die unter anderem ein periodisches, longitudinales Magnetfeld oberhalb eines strom-
durchflossenen Kupferleiter aufdeckten, werden in der Doktorarbeit von Jozsef For-
tagh [For03] vorgestellt.

Die Forschung mit Bose-Einstein-Kondensaten in Mikrofallen steht am Anfang
einer schnellen Entwicklung. Kurz nach unserem Experiment gelang es der Grup-
pe um Prof. Hansch ebenfalls ein Bose-Einstein-Kondensat in einer Mikrofalle zu
erzeugen [H&n01| und bis heute ist dies weiteren vier Gruppen gelungen. Mit der
vorliegenden Arbeit wird ein neues Forschungsgebiet betreten, das viele interessante
physikalischen Phénomene bereit hélt.



Kapitel 2

Theorie des
Bose-Einstein-Kondensats 1n
anharmonischen Potenzialen

In diesem Kapitel wird ein theoretisches Modell vorgestellt, mit dem die Dyna-
mik eines Bose-Einstein-Kondensats in einem anharmonischen Potenzial beschrieben
werden kann [Ott02b]. Der erste Teil dieses Kapitels gibt einen Uberblick iiber die
dafiir benotigten Grundlagen. In Abschnitt 2.1 wird die Gross-Pitaevskii-Gleichung
hergeleitet, mit der ein Bose-Einstein-Kondensat bei T" = 0 beschrieben wird. An-
schliefend wird die Thomas-Fermi-Ndherung eingefiihrt, die eine Reihe analytischer
Losungen der Gross-Pitaevskii-Gleichung ermoglicht. Mit Hilfe einer linearisierten
Theorie wird dann in Abschnitt 2.2.1 das Anregungsspektrum eines Bose-Einstein-
Kondensats untersucht. Dabei gilt ein besonderes Interesse den niederfrequenten
Formschwingungen des Kondensats. Mit einer zeitlichen Variation des Potenzials
konnen solche Formschwingungen angeregt werden. Speziell fiir harmonische Poten-
ziale existiert eine analytische Losung der Gross-Pitaevskii-Gleichung, die in Ab-
schnitt 2.2.2 behandelt wird. Ausgehend von dieser analytischen Losung wird das
theoretische Modell fiir die Dynamik in anharmonischen Potenzialen entwickelt: Die
Schwerpunktsbewegung des Kondensats wird durch einen Separationsansatz von
der inneren Dynamik entkoppelt. Das Kondensat kann dann in seinem Ruhesy-
stem mit einer Gross-Pitaevskii-Gleichung beschrieben werden, die einen zeitabhén-
gigen, harmonischen Potenzialterm enthélt. Dessen zeitliches Verhalten wird von
der Schwerpunktsbewegung bestimmt. Zusammen mit den Bewegungsgleichungen
fiir den Schwerpunkt entsteht so ein System aus gekoppelten, gewohnlichen Diffe-
renzialgleichungen, mit denen das Kondensat beschrieben wird.

Ergidnzend zu diesen Ausfithrungen befindet sich im Anhang eine Beschreibung
des idealen Bose-Gases (Anhang A.1) und eine Zusammenstellung der wichtigsten
Formeln fiir ein wechselwirkendes Bose-Gas in einem harmonischen Potenzial (An-

hang A.2).
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2.1 Das schwach wechselwirkende Bose-Gas

Ein Bose-Einstein-Kondensat schwach wechselwirkender Teilchen wird durch die so
genannte Gross-Pitaevskii-Gleichung beschrieben. Sie gilt fiir 7" = 0 und hat die
Struktur einer nichtlinearen Schrodingergleichung. Die Gross-Pitaevskii-Gleichung
wird im Rahmen eines so genannten ,mean field“ Ansatzes hergeleitet, der die Wech-
selwirkung der Teilchen durch ein effektives Potenzial beschreibt. Fiir die stationére
Gross-Pitaevskii-Gleichung findet man besonders einfache Ergebnisse innerhalb der
Thomas-Fermi-Nadherung, bei der die kinetische Energie gegeniiber der Wechselwir-
kungsenergie vernachlassigt wird.

2.1.1 Die Gross-Pitaevskii-Gleichung

Ein Vielteilchensystem mit N wechselwirkenden Bosonen wird in zweiter Quantisie-
rung durch den Hamiltonoperator

i o= [ [‘%V”Um(x) He (21)

+% / dxedx" W1 (x) U1 (x)U (x — x) U (x') ¥ (x)

beschrieben [Dal96]. Der Feldoperator Wf(x) erzeugt ein Boson am Ort x, ¥(x)
vernichtet eines. Das Wechselwirkungspotenzial zwischen zwei Teilchen wird durch
U(x — x') beschrieben und das dufere Potenzial mit Ues ().

Zwei Annahmen werden im Weiteren gemacht: Erstens soll das Potenzial zwi-
schen zwei Teilchen als Punktwechselwirkung angenommen werden:

Ux—x)=gi(x—X). (2.2)
Die Kopplungsskonstante g ist gegeben durch (siehe z. B. [Hua63|)
4mh’a
g =
m

mit der s-Wellen-Streulédnge a. Die Voraussetzung fiir diesen Ansatz ist, dass die
Streuldnge a sehr viel kleiner ist als der interatomare Abstand. Dies kann iiber die
Teilchendichte n ausgedriickt werden:

na® < 1.

In diesem Sinne wird das Gas oft auch als ,stark verdiinnt“ bezeichnet.

Bei der Bose-Einstein-Kondensation besetzt eine makroskopische Anzahl Teil-
chen den Grundzustand des Systems. Man zerlegt deshalb den Feldoperator in die
einzelnen Operatoren fiir die Einteilchenwellenfunktionen und separiert den Opera-
tor fiir den Grundzustand ab:

U(x) =) a(x)aa = thao + ¥'(x) (2.3)
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Die af und a, sind die Erzeugungs- und Vernichtungsoperatoren fiir Bosonen in
den Einteilchenzustinden v, mit der Besetzungszahl n;. Aus der makroskopischen
Besetzung des Grundzustands (ng > 1) folgt die zweite Annahme:

ap|ng, n1,...) = /nglng — 1,n4q,...) = \/ng|ng, nq, ...)
allng,ni,...) = Vng+ 1|ng+1,n4,...) ~ /no|ng, 1, ...).
T

Damit kénnen die Operatoren ao und a} wie eine Zahl behandelt werden: ag = a} =
/Mo. Der Anteil der thermischen Atome ¥'(x) wird in einer Strungsreihe mitberiick-
sichtigt. Fiir zeitabhingige und inhomogene Systeme lautet die Verallgemeinerung
von (2.3) (siehe [Dal96])

U(x, 1) = (x, t) + V' (x, ). (2.4)

Man bezeichnet 1 (x,t) als Ordnungsparameter oder auch Kondensatswellenfunkti-
on. Fiir eine formale Definition von v (x,t) sei auf Hohenberg und Martin [Hoh65]
verwiesen. Die Kondensatswellenfunktion ist auf die Atomzahl im Kondensat nor-
miert:

Np = /d3x|¢(x,t)|2.

Der Anteil der thermischen Atome wird in (2.4) durch ¥'(x,t) beschrieben. Mit
ihm kann die Wechselwirkung zwischen den Kondensatsatomen und der thermischen
Wolke beschrieben werden [Gio97].

Die Zeitentwicklung des Feldoperators W(x,¢) fiir den Hamiltonoperator (2.1)
lautet in der Heisenbergdarstellung

A

0 X -
ihsU(x,t) = [¥(x,t), H]

2
= [ )+ [ (005 WD) B

2
= [T U)W . )] 000,

Setzt man den nichtkondensierten Anteil der Atome in (2.4) gleich null, was dqui-
valent zu der Forderung T' = 0 ist, erhédlt man die so genannte Gross-Pitaevskii-
Gleichung fiir die Kondensatswellenfunktion
0, 8) = [~ o0 o) + gl ] e (25)
th—y(x,t) = |—=—— ext (X X, X, t). :
ot " 2m ' g

Diese nichtlineare Schrédingergleichung wurde erstmals von Gross [Gro61] und Pi-
taevskii [Pit61] hergeleitet. Fiir den stationédren Fall ergibt sich

gV U () + g0 ] 0000 = ), (26)

wobei 1 das chemische Potenzial ist.
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2.1.2 Die Thomas-Fermi-Niherung

Die stationdre Gross-Pitaevskii-Gleichung (2.6) ldsst sich nur numerisch 16sen. Mit
der Annahme, dass die kinetische Energie in (2.6) klein gegeniiber der Wechselwir-
kungsenergie ¢|i|? ist, kann (2.6) jedoch vereinfacht werden zu

(U() + gl (x)]?) (x) = w(x).

Daraus folgt unmittelbar die Dichteverteilung des Kondensats
1
n(x) =[P = , max (n—U(x),0) (2.7)
= 1o max (1 _ U 0) (2.8)
I

mit der Normierung
N = /n(x)d3x _ / () 2P
und der Dichte im Zentrum des Kondensats

ng = —.
g
Fiir U(x) > p verschwindet die Kondensatswellenfunktion. Da die Verwendung der
max-Funktion etwas uniibersichtlich ist, wird im Weiteren auf sie verzichtet. Alle in
dieser Arbeit angegebenen Kondensatswellenfunktionen sind nur fiir positive Argu-
mente definiert. Die Ndherung wird als Thomas-Fermi-Naherung, die Dichtevertei-
lung (2.7) als Thomas-Fermi-Profil bezeichnet. Fiir ein harmonisches Potenzial kann
die Thomas-Fermi-Néherung durch die folgende Bedingung ausgedriickt werden:

Nlal
ano

mit der Oszillatorlinge ago = +/fi/mw. An den Réndern, an denen die Konden-
satswellenfunktion (2.7) verschwindet, dominiert die kinetische Energie und es tre-
ten Abweichungen vom Thomas-Fermi-Profil auf [Dal96]. Nach (2.7) passt sich das
Kondensat jeder Potenzialform an, solange die Bedingung (2.9) erfiillt ist. Sie wird
verletzt, wenn die Kondensatsdichte von 0 auf n,,,, innerhalb einer Strecke Ax an-
wachst, die kleiner ist als die so genannte ,healing length

> 1 (2.9)

€ = (8T nmaxa) Y2, (2.10)

die iiber die Gleichheit von kinetischer Energie und Wechselwirkungsenergie definiert
ist.

Fiir beinahe alle in dieser Arbeit untersuchten Systeme ist die Thomas-Fermi-
Néaherung bestens erfiillt. Fiir einige Kondensate mit sehr geringer Atomzahl ist sie
hingegen nur schwach erfiillt. Die Folgen dieser Abweichung werden an der entspre-
chenden Stelle diskutiert.
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2.2 Kollektive Anregungen

Die niederfrequenten Formschwingungen eines Kondensats werden auch als kollek-
tive Anregungen bezeichnet. Das Kondensat als Ganzes fiihrt Dichteschwingungen
aus und pulsiert. In diesem Abschnitt werden die mdoglichen Geometrien und Ei-
genfrequenzen dieser Schwingungsmoden diskutiert. Die Dichteschwingungen ent-
sprechen stehenden Wellen, deren Wellenlinge von der Grofe der Kondensatsaus-
dehnung ist. Die Herleitung geschieht mit einer Linearisierung der zeitabhingigen
Gross-Pitaevskii-Gleichung unter Vernachléssigung der so genannten Lokalisierungs-
energie. Sie ist derjenige Anteil der kinetischen Energie, der durch die Kriimmung
der Wellenfunktion verursacht wird. Nach der Heisenberg’schen Unschérferelation
wéchst ihr Anteil mit zunehmender Lokalisierung der Wellenfunktion. Der andere
Beitrag zur kinetischen Energie wird durch den Gradienten der Phase bestimmt
und entspricht einer klassischen Bewegungsenergie. Fiir stationire Zustdnde sind
Lokalisierungsenergie und kinetische Energie identisch.

2.2.1 Kleine Amplituden

Fiir die folgende Herleitung wird die Gross-Pitaevskii-Gleichung mit einem hydro-
dynamischen Ansatz gelost. Dieses Verfahren wurde von Stringari [Str96a] benutzt,
um das niederfrequente Anregungsspektrum eines Bose-Einstein-Kondensats zu un-
tersuchen. Die Wellenfunktion des Kondensats wird dazu umgeschrieben zu

P(x,t) = /n(x, t)eSED (2.11)

mit der Dichteverteilung n(x, ¢) und dem Geschwindigkeitsfeld
(1) = LS(x, )
) - m ) .

Der Ansatz (2.11) wird in die zeitabhéingige Gross-Pitaevskii-Gleichung (2.5) einge-
setzt. Bei geniigend grofser Teilchenzahl kann die Lokalisierungsenergie vernachlés-
sigt werden. Nach der Trennung in Real- und Imaginérteil erhdlt man zwei gekop-
pelte Gleichungen fiir die Dichteverteilung und das Geschwindigkeitsfeld:

%n(x, t) + V(v(x,t)n(x,t)) = 0 (2.12)
9] muv?
mgv(x, t)+V <U(X) + gn(x,t) + T) = 0. (2.13)

Da man nur an kleinen Amplituden interessiert ist wird die Dichteverteilung um die
stationdre Losung der Gross-Pitaevskii-Gleichung mit v = 0 entwickelt:

no(x) = 1/g(p—U(x)) (2.14)
n(x,t) = no(x)+ on(x, 1) (2.15)
v(x,t) = dv(x, ). (2.16)
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Die Dichtevariation dn(x,t) bleibt dabei auf die Ausdehnung des Kondensats be-
schrinkt. Setzt man (2.14)—(2.16) in (2.12) und (2.13) ein, so ergibt sich nach der
Linearisierung fiir die Dichtevariation

2

200 t) = V (1= U(x) Vén(x,1)). (2.17)

Als Ansatz fiir die kollektiven Anregungen wihlt man eine periodische Stérung
on(x,t) = on(x)e™!

und erhdlt fiir ein in alle drei Richtungen harmonisches Potenzial nach Einsetzen in
(2.17) die Differenzialgleichung

1 1,

1
win(x) = -V <<u - imwixz - §mwyy2 - §mw322> V&n(x)) :

Fiir ein kugelsymmetrisches Potenzial haben die Losungen die Form
on(r) = P (r/R)r'Yim(0, ), (2.18)

wobei die Pf”’“ Polynome vom Grad 2n, sind. Die Anregungen werden nach ihrer
radialen Quantenzahl n, und ihren Drehimpulsquantenzahlen [ und m klassifiziert.
Das resultierende Anregungsspektrum lautet [Str96b]:

w?(n,, 1) = wio(2n? + 20,0 + 3n, +1).

Im Vergleich dazu beinhaltet das Spektrum des idealen Bose-Gases nur Vielfache
der Grundfrequenz

wiG(nr, l) = WHO (TLI —+ ny —+ nz) = WHO (2nr + l)

und gleicht dem Einteilchen-Anregungsspektrum.

Anregungen mit verschwindender radialer Quantenzahl n, = 0 werden als ,sur-
face excitations” oder Oberflichenanregungen bezeichnet. Nach (2.18) verschwinden
sie im Zentrum des Kondensats und besitzen an der Kondensatsoberfliche ihr Maxi-
mum. Radiale Anregungen mit n,, > 0 werden als ,compressional modes“ bezeichnet.
Bei ihnen schwingt die Dichteverteilung in radialer Richtung und dndert sich im Falle
[ = 0 auch am Ursprung. Die radiale Anregung mit der niedrigsten Frequenz ist die
(n, = 1,1 =0, m = 0)-Mode (kurz (1,0,0)-Mode) und entspricht einem pulsierendes
Kondensat. Sie wird auch als ,breathing mode“ bezeichnet. Moden mit [ = 1 werden
Dipolmoden genannt, und fiir n, = 0 beschreiben sie die Schwerpunktsbewegung
des Kondensats. Moden mit [ = 2 nennt man Quadrupolmoden.

Analytische Ergebnisse sind fiir ein axialsymmetrisches harmonisches Potenzial
(wy = wy 1= Wy, w, := w,) wegen der reduzierten Symmetrie schwieriger zu berech-
nen. Nur noch m, die Projektion des Drehimpulses auf die Symmetrieachse, ist eine
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a) m=0 J ) J
Rl ® 4- 0
axiale Schwingung
Vvt
t !
b) m=0 | | '
radiale Schwingung+ J-’ 0 + .]
' 4

c) m=2 n

» N _7
radiale Schwingung /Q‘ h IQ‘ ’

Abbildung 2.1: Kollektive Schwingungen eines Kondensats in einer stark aniso-
tropen Falle. a) Axiale Schwingung (Quadrupolschwingung) des Kondensats bei
kleiner, gegenphasiger Bewegung in radialer Richtung (w = /5/2w,). b) Radiale
Oszillation mit kleiner axialer Bewegung (w = 2wy ). ¢) Superposition einer (0,2,2)-
und (0,2,-2)-Quadrupolschwingung (w = /2w, ), Blick auf das Kondensat entlang
der axialen Richtung.

gute Quantenzahl. Im Einzelnen sind die folgenden Ergebnisse bekannt [Str96b|:
GAl,m==£l) = Iw?
Clm==+(1-1)) = (—1)w?+uw2

Eine Besonderheit stellen die (0,2,0)-Mode und die (1,0,0)-Mode dar. Fiir axialsym-
metrische Fallen koppeln sie zu zwei neuen Moden mit den Frequenzen

3 1
wi(m =0)=2w’+ §w2 + 5\/9%;% — 16w2w? + 16w (2.19)

Die kleinere Frequenz erreicht im Grenzfall starker Anisotropie (w, > w,) den Wert

w_ = \/gwa. (2.20)
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Diese Mode oszilliert stark in axialer Richtung und mit deutlich kleinerer Amplitude
gegenphasig in radialer Richtung. Im Weiteren wird sie auch als Quadrupolmode be-
zeichnet. Bei unserer experimentellen Anordnung zur Untersuchung der Kondensats-
dynamik wird hauptséchlich diese Mode durch die Schwerpunktsbewegung angeregt.
Die zweite Mode besitzt die asymptotische Frequenz

Wy = 2(.4)7=.

Sie oszilliert vorwiegend in radialer Richtung bei einer phasengleichen, kleinen Beimi-
schung in axialer Richtung. In Abb. 2.1 sind die Schwingungsgeometrien der beiden
gekoppelten Moden und der (0,2,2)-Mode gezeigt.

2.2.2 Grofie Amplituden

Die im vorigen Abschnitt prasentierten Ergebnisse basieren auf der Linearisierung
der Gross-Pitaevskii-Gleichung. Die Frage nach dem Einfluss der intrinsischen Nicht-
linearitat bei grofseren Amplituden muss mit anderen Methoden untersucht werden.
Eine Moglichkeit besteht darin, die zeitabhingige Gross-Pitaevskii-Gleichung nu-
merisch zu 16sen. Ruprecht et al. [Rup96| konnten auf diese Weise zeigen, dass bei
zunehmender Amplitude die einzelnen Moden miteinander koppeln und Summen
und Differenzfrequenzen im Fourierspektrum zu finden sind sowie hohere Harmoni-
sche der Grundmoden. Eine zweite, analytische Methode wurde von Kagan et al.
[Kag96, Kag97a|] und Castin und Dum [Cas96| entwickelt. Sie ist anwendbar bei
zeitabhingigen harmonischen Potenzialen und basiert auf einem Skalierungsansatz
fiir die Ausdehnung des Kondensats in den drei Raumrichtungen. Im Ergebnis er-
hilt man einen Satz von drei gekoppelten gewohnlichen Differenzialgleichungen, die
die zeitliche Entwicklung der Radien des Kondensats in Thomas-Fermi-Niherung
beschreiben.

Ausgehend von der Gross-Pitaevskii-Gleichung (2.5) wird der folgende Ansatz
fiir die Kondensatswellenfunktion gemacht:

1 1 Ty X3 iS(xt
0 = e (i ) e

Dabei wurden drei zeitabhéngige Faktoren \;(¢) eingefiihrt, die die Funktion v, ska-

lieren. Der Vorfaktor von ¢y dient der Normierung. Im Weiteren wird nun gezeigt

werden, dass die Funktion 1y(x") im skalierten Koordinatensystem (z, = x;/\;) zeit-

lich konstant ist, wenn die \; einen Satz gekoppelter Differenzialgleichungen erfiillen.
Die Phase in (2.21) lautet

S(5,1) = 55 3 iyt + 60

i
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und ist so gewahlt, dass das zugehorige Geschwindigkeitsfeld
i $1):\1/ A (1)
V(X, t) = RVS(X, t) = 1‘2).\2/)\2 (t) (222)
I3 )\3/)\3 (t)
die kollektive Bewegung des Kondensats beschreibt [Cas96]. Mit §(t) wird eine zu-

sitzliche globale Phase eingefiihrt. Fiir das harmonische Potenzial werden beliebige
zeitabhéngige Oszillationsfrequenzen zugelassen:

1 1 1
U(x,t) = §mw%(t)xf + §mw§(t)x§ + §mw§(t)x§. (2.23)

Setzt man (2.21) und (2.23) in (2.5) ein, erhédlt man nach einiger Rechnung die
Gleichung

0
h— = h
(2 at% N )\ N |¢0| o + T/)oﬁ (2.2
1, m\ ) 1 o\ o
_—2m —)\ZQV 1/)0 + EZ 5)\—21'1 1/)[) + ZEI §mwz~ (t)l‘l 1/)0.

Die partiellen Ableitungen in dem Term fiir die kinetische Energie sind Ableitungen
nach den skalierten Variablen

,_
T, = "
(2.24) lasst sich umschreiben zu
0 o1,
i m\; 1
o 2 MmA; 9 2|
o gl +)\1)\2)\3; (2 )\x + i 2(H)x ) u] vy (2.25)
und ' i
h3 = — . 2.2
B oun (2.26)

Wenn der Summenterm auf der rechten Seite von Gleichung (2.25) identisch ist mit
dem Potenzial zum Zeitpunkt ¢ = 0, also

3
Ai 1
A1 Ao A3 Z (%)\—1‘2 + mw%t)x?) = U(x,0), (2.27)

i=1

dann entspricht der Ausdruck in den eckigen Klammern auf der rechten Seite von
(2.25) der stationdren Gross-Pitaevskii-Gleichung in Thomas-Fermi-N&herung zum
Zeitpunkt ¢ = 0 und verschwindet. In [Cas96] wird gezeigt, dass dann )y im ska-
lierten Koordinatensystem zeitlich konstant bleibt, und Gleichung (2.25) auch fiir
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t > 0 erfiillt ist. Die dazu notwendige Bedingung (2.27) kann umgeschrieben werden
in einen Satz von drei gekoppelten Differenzialgleichungen fiir die Skalierungspara-

meter A;:
2

N = #;m — W\, (2.28)
wobei das Potenzial fiir ¢t = 0 durch
1
U(x,0) = Z imwfox? (2.29)
i=1

gegeben ist. Fiir die Differenzialgleichungen (2.28) gelten die Anfangsbedingungen

Ai(0) = 1 (2.30)
und die Wellenfunktion (2.21) besitzt nach (2.7) die Form
T 1 T To T3 1/2
x,t) = e (1-— 2 _ 2 _ 2)
V1) \/;\/ A1 Aa A3 ( (7“10)\1) (7“20)\2) 7“30)\3)

.m ).\1 j\Q ).\3
x Exp [Zﬁ ()\—1:17% + )\—2x§ + )\—3:5%)]

poft1
Exp |—i& dt'| . 2.31
X Xp|: Zh/o o ] (2.31)

Die Thomas-Fermi-Radien r;, zum Zeitpunkt ¢ = 0 sind gegeben durch (siehe An-

hang A.2)
1
rip = — ﬂ-
w;o m

Die gesamte Dynamik des Kondensats ist damit auf die Zeitentwicklung der Thomas-
Fermi-Radien zuriickgefiihrt worden:

T; (t) = )\z (t)?“ig.

Zu betonen ist, dass keinerlei Einschréinkung an das zeitliche Verhalten der w;(t) ge-
macht wurde. Insbesondere konnen sie komplex werden, was einer negativen Kriim-
mung des Potenzials entspricht. Bemerkenswert ist auferdem, dass die Bewegungs-
gleichungen nicht von der Stirke der Wechselwirkung abhingen, was eine direkte
Konsequenz der Harmonizitit des Potenzials ist [Kag97b].

2.3  Anharmonische Potenziale

Sowohl bei den theoretischen Arbeiten zur Bose-Einstein-Kondensation als auch bei
den bisher durchgefiihrten Experimenten wurden meist harmonische Potenziale un-
tersucht. Davon abweichende Geometrien konnen auf kleiner Skala (= 1pm) durch
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optische Dipolfallen und Stehwellen erzeugt werden. Fiir dynamische Experimen-
te mit Kondensaten sind Anharmonizititen auf einer Skala von wenigen Millime-
tern relevant. Diese konnen in den konventionellen experimentellen Aufbauten mit
Magnetfeldern nicht erzeugt werden und es treten hochstens kleine Storungen der
parabolischen Form auf [Che02|. Der Einsatz von Mikrofallen hebt nicht nur die
experimentelle Beschriankung auf harmonische Potenziale auf, sondern das breite
Spektrum der mdoglichen Potenzialformen macht das anharmonische Potenzial zum
Normalfall. Dem rein harmonischen Potenzial kommt eher pathologischer Charakter
7.

2.3.1 Theoretisches Modell

In diesem Abschnitt wird eine in der Literatur bisher nicht beschriebene Metho-
de zur theoretischen Behandlung der Dynamik von Bose-Einstein-Kondensaten in
anharmonischen Potenzialen entwickelt. Sie basiert auf einem Verfahren zur Separa-
tion der Schwerpunktsbewegung und fiihrt zu einer Gross-Pitaevskii-Gleichung im
Ruhesystem des Kondensats mit einem zeitabhidngigen harmonischen Potenzial. Fiir
dieses Problem wurde in Abschnitt 2.2.2 gezeigt, dass es analytisch l6sbar ist.

Ausgehend von der zeitabhéngigen Gross-Pitaevskii-Gleichung (2.5) kann un-
tersucht werden, unter welchen Bedingungen die Schwerpunktsbewegung des Kon-
densats von seinen inneren Anregungen entkoppelt ist. In Analogie zu der Arbeit
von Japha und Band [Jap02], die die Schwerpunktsbewegung eines Bose-Einstein-
Kondensats in einem zeitabhingigen harmonischen Potenzial untersuchen, wahlt
man zunichst den Ansatz

W(x,t) = Po(x — R(t), t)e 5D, (2.32)

Der Ansatz beschreibt eine um den Vektor R(t) verschobene Wellenfunktion. Die
zusitzlich auftretende Phase S(x,t) wird wiederum so gewahlt, dass ihr Gradient
die Bewegung des verschobenen Wellenpakets beschreibt:

%VS(x,t) = R (2.33)
S(x,t) = %Rx (2.34)

Auferdem wird eine globale Phase [(t) eingefiihrt. Setzt man (2.32) und (2.34) in
(2.5) ein, erhélt man

0 . .. 1 . h2
Zha% = +hBy + mRxwpy + §mRQ¢0 - %V%o + U(x)tho + glto|* 0.  (2.35)

Eine Taylor-Entwicklung des Potenzials U(x) um den Punkt R liefert

Y r®m) (230

n

U() = UR) + ({)VU(R) + STV UR) +..= 3

n=0



16 KAPITEL 2. BOSE-EINSTEIN-KONDENSATE IN ANHARMONISCHEN POTENZIALEN

mit den transformierten Koordinaten
X =x—R

und der Abkiirzung

2 : !
.'L’Zl ZZ :EZn(?ZlaZZ@M

11,825eeesln

Einsetzen von (2.36) in (2.35) liefert
L0 , : - 1.,
+mRx’ + (X'V)U(R) (2.38)

——V2

R) + glo| ] Yo(x's1).  (2.39)

Gleichung (2.37) kann sofort im transformierten Koordinatensystem x’ geschrieben
werden, da die partiellen Ableitungen in beiden Koordinatensystemen gleich sind
(0/0x; = 0/0x}). Die ersten vier Terme auf der rechten Seite von (2.37) verschwin-
den, wenn die globale Phase () die Bestimmungsgleichung

B = /0 d [—R(t’)R(t’) _ %R(t’)Q _ %U(R(t’))] (2.40)

erfiillt. Die beiden néchsten Terme in (2.38) verschwinden, wenn der Verschiebungs-
vektor R(t) der klassischen Bewegungsgleichung

mR = —~VU(R) (2.41)

gehorcht. Sind die beiden Gleichungen (2.40) und (2.41) erfiillt, so bilden die rest-
lichen Terme von (2.39) die Gross-Pitaevskii-Gleichung im verschobenen Koordina-
tensystem:

2
m%%(x',t): - f—v%(x 1)+ gl O ol )

oo

)| Yo(x', ). (2.42)

n=2

Wenn die Gleichungen (2.40) bis (2.42) erfiillt sind, ist (2.32) eine Losung der Gross-
Pitaevskii-Gleichung (2.5).

Uber den Potenzialterm in (2.42) koppelt die Schwerpunktsbewegung an die in-
nere Dynamik des Kondensats. Die beiden Differenzialgleichungen (2.41) und (2.42)
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sind genau dann entkoppelt, wenn dieser Potenzialterm nicht von R abhingt. Dies
gilt fiir drei Fille:

Ux)=0 Freie Bewegung
U(x) = ax + by + cz Homogenes Kraftfeld (2.43)
U(x) = az? + by? + c2? Harmonisches Potenzial

Wihrend das Ergebnis fiir die freie Bewegung trivial ist, zeigt (2.43), dass beispiels-
weise die Beschleunigung im Gravitationsfeld wéhrend einer Flugzeitmessung keinen
Einfluss auf die Entwicklung der Kondensatswellenfunktion hat. Fiir den Fall eines
harmonischen Potenzials sind die inneren Freiheitsgrade des Kondensats ebenfalls
vollstiandig von der dufseren Bewegung entkoppelt, da der Potenzialterm konstant
ist. Die Schwerpunktskoordinate

Xr = [ wnlx— Rpxujx - Ridx =Rt [ @@ xup)d’ (249

ist identisch mit dem Verschiebungsvektor R, wenn 1)y symmetrisch oder antisym-
metrisch um x’ = 0 ist und somit der zweite Term auf der rechten Seite von (2.44)
verschwindet. Dann gilt fiir den Schwerpunkt ebenfalls die Bewegungsgleichung

mXgp = —VU. (2.45)

Generell ist bei jedem Vielteilchensystem, das sich in einem harmonischen Potenzial
befindet, die Schwerpunktsbewegung von den inneren Freiheitsgraden entkoppelt.
Dieses Prinzip ist als ,Kohn theorem® oder ,harmonic potential theorem* bekannt
[Koh61, Dob94].

Der Summenterm in (2.42) beinhaltet die Einfliisse eines anharmonischen Po-
tenzials auf die interne Bewegung. Nimmt man an, dass sich die Kriimmung des
Potenzials iiber die Ausdehnung des Kondensats (rq) nur wenig andert, also

U"(R)ro < U"(R), (2.46)

dann kénnen die Summenterme mit n > 2 in (2.42) vernachléssigt werden und (2.42)
vereinfacht sich zu

0 h? 1 ., 0
it = _—v2+g|¢0|2+2 2= o2 U(R)| vo. (2.47)

Dabei wurde vorausgesetzt, dass das Potenzial in den einzelnen Koordinaten sepa-
riert und keine Mischterme auftreten. Der Potenzialterm in (2.47) entspricht einem
zeitabhingigen harmonischen Potenzial im transformierten Koordinatensystem:

1 1
’fai (R) = —mw2(t)z? i=1,2,3. (2.48)
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Damit ist das Potenzial identisch mit dem Modellpotenzial (2.23) aus Abschnitt 2.2.2
und die dort vorgestellte analytische Losung fiir die Kondensatsdynamik ist auch
hier giiltig. Im Ergebnis wird das in einem anharmonischen Potenzial schwingende
Kondensat durch die gekoppelten Differenzialgleichungen

mR = —VU(R) (2.49)

o= o Lo UR)N;, i=1,23 (2.50)
LS VS V5 V5 VR E botTLS '

beschrieben. Die Gleichungen (2.49) und (2.50) stellen das zentrale Resultat dieses
Abschnittes dar. Die Losung fiir die Kondensatswellenfunktion erhélt man, indem
in (2.31) x durch x — R ersetzt wird und in (2.32) eingesetzt wird:

3

1/2
. H 1 . l‘i—RZ’ 2
v t) = \/;\/AMQA?, (1 ;( Y ) )

3 . .
X exp z% Z < —_— = — + Rixi>

=1

t ! 2
, M dt m Ri\;
t S —
xexp | i(t) Zh/o Moo | 2h n

(2.51)

Die Interpretation der gekoppelten Gleichungssysteme (2.49) und (2.50) ist einfach:
Bei der Bewegung durch ein anharmonisches Potenzial spiirt das Kondensat in sei-
nem Ruhesystem ein zeitabhéingiges harmonisches Potenzial, das als dufserer Antrieb
Formschwingungen des Kondensats angeregt. Im nichsten Abschnitt wird das Mo-
dell fiir einen anharmonischen Wellenleiter ausgewertet.

2.3.2 Anharmonische Wellenleiter

Die experimentelle Situation, die in Kapitel 6 untersucht wird, ist in Abb. 2.2 gezeigt:
Ein Kondensat vollfiihrt eine Schwingung in einem Wellenleiter. In der Schwingungs-
richtung ist das Potenzial stark anharmonisch, wihrend senkrecht dazu das Poten-
zial einen engen Kanal bildet. Die Amplitude der Schwerpunktsbewegung ist dabei
sehr viel grofer als die Ausdehnung des Kondensats, was eine klare Unterscheidung
zwischen externer und interner Dynamik ermdglicht.

Fiir das Wellenleiterpotenzial wird die folgende Form angenommen:

1
Ulp,z) = §mwzp2 +az? + b2 + 2t (2.52)

Die radiale Oszillationsfrequenz wird mit w, bezeichet. Das Potenzial soll aufierdem
stark anisotrop sein (§mw? > a). Anfinglich sei das Kondensat in z-Richtung aus-

gelenkt (R,(0) = Ry), so dass nach (2.41) nur eine Schwerpunktsbewegung in axialer
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axiale Richtung radiale Richtung

Abbildung 2.2: Anharmonischer Wellenleiter: Potenzial in axialer Richtung (an-
harmonisch) und in radialer Richtung (harmonisch) bei starker Anisotropie, d. h.
die radiale Kriimmung des Potenzials ist sehr viel gréfer als die axiale. Das Kon-
densat wird anfanglich so ausgelenkt, dass nur eine axiale Schwerpunktsbewegung
stattfindet.

Richtung moglich ist. Die Losung der resultierenden Schwingung des Schwerpunkts
kann als Fourierreihe dargestellt werden:

R.(t) = Zancos(nwgt) (2.53)
R(f) = 0. (2.54)

Die Grundfrequenz der Schwingung wird mit wy bezeichnet. Setzt man diese Lo-
sung in (2.48) ein, erhilt man fiir die zeitabhéngige Oszillationsfrequenz in axialer
Richtung im Ruhesystem des Kondensats

1
w;(t)> = — (2a+ 6bR,(t) + 12cR%(t))
m
1 o0 o0 2
= —[20+6> a, B+12¢ [ Y an f
— |20+ 2 ay, cos (nwot) + 12¢ (n:1 i, €0s (nwy ))
2a 3ca;  3bay 3ca?
~ — 11 2 . 2.
w, (1) ”m( t 5. T o cos(wot) + oa cos(2wot) (2.55)

Fiir den letzten Schritt wurde vorausgesetzt, dass a; die bestimmende Fourier-
komponente der Schwerpunktsbewegung ist, und dass der quadratische Term in
(2.52) ebenfalls dominiert (a > b, ¢). Aus (2.55) folgt, dass das Kondensat in axialer
Richtung zu Formschwingungen bei der Grundfrequenz angetrieben wird mit einer
Stérke, die proportional zu «aq ist. Durch den Potenzialterm vierter Ordnung ent-
steht ein zusédtzlicher harmonischer Antrieb bei der doppelten Grundfrequenz, der
quadratisch mit oy anwéichst. Wie die numerische Auswertung von (2.50) in Kapi-
tel 6 zeigt wird auferdem die (m = 0)-Quadrupolmode nichtresonant angeregt. Fiir
kleine Amplituden «; wird w,(t) konstant und identisch mit der Grundfrequenz der
Schwerpunktsbewegung wg = \/2a/m.

Die Nédherungen, die bei der Herleitung des Modells gemacht wurden, werden
in Anhang A.3 noch einmal genauer untersucht und deren Konsequenzen disku-
tiert. Fiir die durchgefiihrten Experimente sind sie alle erfiillt. Dariiber hinaus wird
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auch die Schwerpunktsbewegung von der internen Dynamik beeinflusst, wie in An-
hang A.5 mit Hilfe eines Variationsansatzes gezeigt wird. Dieses Prinzip der wech-
selseitigen Kopplung kann sehr gut mit einem Modell aus der klassischen Mechanik
beschrieben werden (Anhang A.4).



Kapitel 3

Magnetfallen und Mikrofallen

Um Atome, Ionen oder Molekiile auf Temperaturen im Milli- und Mikrokelvinbe-
reich abkiihlen zu konnen und bei diesen Temperaturen zu ,konservieren“, miissen
die Teilchen entweder vollstdndig von den Gefiafswianden isoliert sein, oder die Um-
gebung der Teilchen muss mit abgekiihlt werden. Letzteres geschieht in Mischkryo-
staten [Doy91, Doy95| und ist bis zu einer Temperatur von etwa 100 mK moglich.
Bei tieferen Temperaturen miissen die Teilchen thermisch isoliert werden. Zu diesem
Zweck konnen die Teilchen an ihrer Ladung (Tonen), ihrem permanenten elektrischen
Dipolmoment (Molekiile), ihrem induzierten elektrischen Dipolmoment oder ihrem
magnetischen Moment ,angefasst® und gefangen werden. Bei Atomen kommen ma-
gnetische und optische Potenziale zum Einsatz. Die Moglichkeit, in Magnetfallen auf
einfache Weise evaporativ kiihlen zu konnen, macht sie zu einer Standardtechnik bei
der Erzeugung von Bose-Einstein-Kondensaten. In diesem Kapitel wird eine Ein-
fiihrung in das Prinzip und die Funktionsweise von Magnetfallen gegeben. Eine be-
sondere Betonung liegt auf den Mikrofallen als miniaturisierte Ausfithrungsformen.
Am Beispiel des elementarsten atomoptischen Elements, dem Wellenleiter, werden
grundlegende Aspekte wie Fallensteilheit, Warmebilanz, Anharmonizitdt und die
Schwingung als generische Bewegungsform erldutert. Es schlieft sich eine Zusam-
menfassung bisheriger Experimente auf dem Forschungsgebiet der Mikrofallen an.
Die statistische Beschreibung der Atome in einer Magnetfalle und eine Einfiihrung
in die Technik des evaporativen Kiihlens schlieften das Kapitel ab.

3.1 Magnetisches Speichern

Ein Atom mit einem magnetischen Moment p besitzt in einem Magnetfeld! die
potenzielle Energie U(r) = —pB. Die resultierende Kraft, die auf das Atom wirkt
ist

F(r) = —VU(r) = V(uB). (3.1)

!Dem allgemeinen Sprachgebrauch folgend wird in dieser Arbeit die magnetische Induktion B
als Magnetfeld bezeichnet. Zum Magnetfeld H gilt im Vakuum die Beziehung B = poH.
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I"st die Larmorfrequenz des Atoms wy, = pB/f sehr viel grofer als die relative zeitliche
Anderung des Magnetfelds wihrend der Bewegung in dem Potenzial U(r), kann der
Spin dem Magnetfeldverlauf adiabatisch folgen, und es gilt:

F(r) = uVB(r) (3.2)

mit
= grMmpUB. (3.3)
Das Atom befindet sich in dem Hyperfeinstrukturzustand F' mit der magnetischen
Quantenzahl mg und dem g-Faktor gr. Dabei ist gpmpug die Projektion des magne-
tischen Moments auf die lokale Richtung des Magnetfeldes und bleibt bei der Bewe-
gung durch das Potenzial konstant. Ist (3.3) positiv, spiirt das Atom eine Kraft in
Richtung schwicher werdender Magnetfelder — es befindet sich in einem so genann-
ten ,Jow field seeking” Zustand. Im umgekehrten Fall wird das Atom in Bereiche gro-
fser werdender Feldstiarke hineingezogen und als ,high field seeker bezeichnet. Aus
den Maxwellgleichungen folgt aus der Quellenfreiheit und Rotationsfreiheit des Ma-
gnetfelds, dass es keine lokalen Maxima des Magnetfeldbetrags geben kann [Win83]
und ,high field seeker deshalb nicht magnetisch dauerhaft gespeichert werden kon-
nen. Jede Magnetfeldanordnung, die ein lokales Minimum des Feldbetrags aufweist,

kann als Fallenpotenzial verwendet werden. Aufgabe des nichsten Abschnittes wird
es sein, die moglichen, grundlegenden Fallenformen zu beschreiben.

3.2 Fallengeometrien

Das Magnetfeld B(r) habe im Punkt rq ein lokales Minimum. Die Taylorentwicklung
des Magnetfelds um diesen Punkt bis zur zweiten Ordnung lautet dann

1
B(r) = B(ro) + ((r = 10) V)B(ro) + 5 ((r - 19)V)?B(ro) + . . .. (3.4)
Da das Magnetfeld zusétzlich die Maxwellgleichungen fiir die Magnetostatik
VB(r) =0 (3.5)
VxB(r)=0 (3.6)

erfiillen muss, sind die moglichen Feldkonfigurationen eingeschrinkt.

Quadrupolfalle

Unter Verwendung der linearen Terme in (3.4) kann eine Klasse von Fallengeometrien
erzeugt werden, die als Quadrupolfallen bekannt sind. Das Feld eines magnetischen
Quadrupols hat nach geeigneter Wahl der Koordinatenachsen die Form

b,x
B(r) = | byy mit by + b, + b, = 0.
b,z
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Mit b; sind die Gradienten 0;B;(ry) entlang der drei Koordinatenachsen abgekiirzt,
deren Summe nach (3.5) verschwindet. Zwei Spezialfille sind von besonderem Inter-
esse. Fiir

1
b = b, = —5b.

entsteht ein um die z-Achse rotationssymmetrisches Quadrupolfeld. Dieses kann
durch zwei in z-Richtung gegeniiberliegende Spulen, deren Magnetfelder entgegen-
gesetzt gerichtet sind, erzeugt werden. Zieht man die Spulen mehr und mehr in
z-Richtung in die Linge, verformt sich der Feldverlauf und wird zigarrenférmig.
Im Grenzfall entsteht ein lineares Quadrupolfeld mit einer Feldnullinie entlang der
x-Achse und gleichen Gradienten senkrecht zur Nullinie:

0
Br)=| by |. (3.7)
—bz

Quadrupolkonfigurationen haben immer ein verschwindendes Magnetfeld in ihrem
Zentrum und die Adiabatizitdtsbedingung kann dort nicht erfiillt werden, da die
Larmorfrequenz verschwindet. Dies kann durch parabolische Fallengeometrien ver-
hindert werden, die als ,Joffe-Pritchard“-Fallen bekannt sind und im folgenden Ab-
schnitt vorgestellt werden.

Ioffe-Pritchard-Falle

Eine so genannte ,loffe-Pritchard“-Falle oder kurz ,Jloffe-Falle“ besteht aus einer
Uberlagerung der drei niedrigsten magnetischen Multipolfelder [Pri83, Ber87, Ket99|:
einem Dipolfeld (=homogenes Feld), einem linearen Quadrupolfeld und einem He-
xapolfeld

0 T 3 —xz
B = 0 |+b| -y | +5 —yz . (3.8)
By 0 2 =5 (@ +y?)
S—— N ~~
Dipol Quadrupol Hexapol

Mit b wird der Gradient des Quadrupols und mit § die Kriimmung des Hexapolfeldes
bezeichnet. Das homogene Feld By ist wie die Nullinie des Quadrupols entlang der
z-Achse gerichtet. Um die Potenzialform zu erhalten wird der Feldbetrag von (3.8)
in einer Taylorreihe bis zum ersten nicht konstanten Term entwickelt:

Brp(2,7y,2) = B +1[322+1 b—Z—ﬂ - ﬁ—ﬁ 2 (3.9)
IPaya—02 2 \ B, 2 \ B, Y. .

In alle drei Koordinatenrichtungen steigt der Feldbetrag quadratisch an. Atome, die
in diesem Magnetfeld gefangen sind, fiihren harmonische Schwingungen aus, deren



24 KAPITEL 3. MAGNETFALLEN UND MIKROFALLEN

Frequenzen durch

/‘L b2 wr Lwy ll’bQ
o JREY e — w, 3.10
“ m BO ﬁ ’ITLBO v ( )
2 b? Wy Kwy /Lb2
_ R ges = w, 11
Yy m BO ﬁ ’ITLBO v (3 )
v, = M, (3.12)
m

gegeben sind. Die Oszillations- oder Fallenfrequenz in radialer Richtung ist w, und in
axialer Richtung w,. Fiir alle in dieser Arbeit beschriebenen Ioffe-Fallen gilt w, > w,,
so dass die Fallengeometrie stets rotationssymmetrisch ist. Fiir eine solche Falle kann
man das so genannte Aspektverhéltnis «, das Verhiltnis aus radialer und axialer
Ostzillationsfrequenz, definieren:
w?"

a= o (3.13)
Es ist ein Maf fiir die Anisotropie der Falle. Bei bisherigen Experimenten zur Bose-
Einstein-Kondensation kommt die Ioffe-Pritchard-Falle in drei Ausfiihrungsformen
zum Einsatz: als reine  Joffe-Pritchard trap* [Ern98] als ,cloverleaf trap’ [Mew96a),
und als ,QUIC trap“ [Ess98|. Die letztgenannte benotigt nur drei Spulen fiir die Fel-
derzeugung und ist eng mit dem in dieser Arbeit verfolgten Prinzip zur Erzeugung
einer IToffe-Falle verwandt (siehe Abschnitt 5.2.2). Die Entwicklung der Feldkompo-
nenten bis zur zweiten Ordnung ist eine Ndherung, die bei diesen drei Konfiguratio-
nen aufgrund der Grofe der beteiligten Spulen ausreichend ist.

Einfluss der Gravitation

Die Gravitationskraft fiihrt bei Quadrupolfallen zu einer Verkippung des vertikalen
Feldgradienten: )
b, =b, +mg/p.

Das Plus-/Minuszeichen gehort zum Potenzialverlauf ober-/unterhalb des Fallen-
zentrums. Das Zentrum selbst wird nicht verschoben. Bei loffe-Fallen verursacht die
Gravitation einen vertikalen Versatz (,gravitational sagging“) des Fallenzentrums
nach unten um

Az = gw™?,

wihrend die Fallenfrequenz w in dieser Richtung unveridndert bleibt.

3.2.1 Verlustprozesse

Ist der Betrag des Magnetfelds im Zentrum des Potenzials zu klein, kann der Spin
nicht mehr adiabatisch der Bewegung des Atoms folgen. Es kann zu magnetischen



3.3. Mikrofallen 25

Ubergéingen in nicht speicherbare Zustinde kommen und das Atom geht verlo-
ren. Solche Ubergiéinge werden Majorana-Prozesse genannt. Fiir sie konnen genaue
Ubergangsraten ausgerechnet werden, und man kann zeigen, dass die Verlustpro-
zesse mit zunehmendem Magnetfeldbetrag exponentiell unterdriickt sind [Suk97].
Sind die gefangenen Atome nicht vollstindig spinpolarisiert, kommt es auferdem
zu ,spin exchange collisions* [Moe96]. Diese finden zu Beginn des magnetischen
Speicherns statt und bendtigen im Falle von 3"Rb fiir den Prozess zwei Atome im
(F = 2, mp = 1)-Zustand. Nach dem Stokprozess, der unter Beibehaltung des Dre-
himpulses stattfindet, befinden sich die Atome in den Zustinden (F = 2, mp = 2)
und (F' = 2, mp = 0), wobei der (mp = 0)-Zustand nicht magnetisch speicherbar ist
und das Atom die Falle verlassen kann.

Ein zweiter Verlustkanal ensteht durch inelastische Stofe mit Restgasatomen. Sie
fiihren zu einer exponentiellen Abnahme der Atomzahl und definieren die Lebens-
dauer der gefangenen Atomwolke bei niedrigen Dichten. Bei unserem Experiment
betrigt die Lebensdauer der Atome in der Magnetfalle zwischen 50s und 100 s.

Bei hohen Dichten (n > 10" ¢cm™2) setzt ein zusitzlicher Verlustprozess ein, bei
dem Zweikorperstofe stattfinden [SK98a|. Da der energetisch tiefste Zustand des
Atoms stets ein ,high field seeking” Zustand ist, kann bei einem Stofs zweier Atome
prinzipiell immer Energie freiwerden. Die Spinpolarisierung der Atome unterdriickt
diesen Prozess, da bei den tiefen Temperaturen (7" < 100 pK) fast ausschliefslich
s-Wellen-Streuung stattfindet. Bei der s-Wellen-Streuung konnen die Atome ihren
gemeinsamen Drehimpuls nicht &ndern und werden elastisch gestreut. Nur bei der
stark unterdriickten p-Wellen-Streuung kann sich der Drehimpuls der Atome &ndern
und ein inelastischer Zweikorper-Stofprozess stattfinden. Ein weiterer inelastischer
Stofsprozess sind Drei-Korper-Stofse, die bei vergleichbaren Dichten stattfinden. Sie
skalieren quadratisch mit der Dichte und begrenzen auf diese Weise die maximal
erreichbare Dichte in Bose-Einstein-Kondensaten auf etwa 10" cm™ [Bur97]. Bei
diesen Stofen sind drei Atome beteiligt, von denen zwei Atome einen gebundenen
Molekiilzustand bilden und das dritte Atom den Impuls und die freiwerdende Energie
der chemischen Reaktion aufnimmt. Im Ergebnis sind alle drei Atome verloren.

Neben den weiter oben erwdhnten Majorana-Verlusten kann es durch elektro-
magnetische Feldfluktuationen ebenfalls zu Spinflip-Prozessen und damit Verlusten
kommen. Diese finden verstirkt in der Nidhe von metallischen Oberflichen statt
[Hen99| und wurden mit dem in dieser Arbeit geschilderten experimentellen Aufbau
erstmals systematisch untersucht [For02b, For03].

3.3 Mikrofallen

Mikrofallen unterscheiden sich vom Funktionsprinzip her in keiner Weise von ,jmakro-
skopischen“ Magnetfallen. Auch fiir sie gilt Gleichung (3.1). Statt einer Anordnung
aus mehreren Spulen werden einzelne Leiter verwendet, mit denen die Fallenpoten-
ziale erzeugt werden. Die Leiteranordnungen sind meist zweidimensional gew#hlt
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und konnen in einer Mikrostruktur integriert werden. Bereits 1995 haben Wein-
stein und Liebbrecht [Wei95] mdogliche zweidimensionale Strukturen zur Erzeugung
verschiedener Fallengeometrien vorgestellt. Einige der Vorschlige konnten bis jetzt
realisiert werden, zahlreiche neue Ideen kamen und kommen hinzu. Vor allem der
Moglichkeit der Manipulation einzelner oder mehrer Atome sowie dem Aufbau in-
terferometrischer Anordnungen in so genannten ,atom chips® wird grofe Wichtigkeit
beigemessen. Einen ausfiihrlichen Uberblick iiber dieses Gebiet geben Folman et al.
[Fol02].

3.3.1 Wellenleiter

Die einfachste Realisierung einer Mikrofalle ist mit einem geraden Leiter und ei-
nem senkrechten homogenen Magnetfeld moglich (Abb. 3.1). Oberhalb des Leiters
kompensieren sich das Feld des Leiters und das homogene Magnetfeld (im Weiteren
~Kompressionsfeld“ genannt) und es entsteht eine Nullinie des Magnetfeldbetrags
entlang des Leiters. Die zugehorige Feldkonfiguration ist die eines linearen Qua-
drupols. Das Kompressionsfeld kann durch zusétzliche Leiter oder Spulen erzeugt
werden, die eine makroskopische Ausdehnung haben diirfen, da der Potenzialgra-
dient durch das Feld des Leiters erzeugt wird. Durch Anlegen eines weiteren Ma-
gnetfelds, einem so genannten ,Offsetfeld”, das entlang des Leiters gerichtet ist, wird
der Magnetfeldbetrag im Zentrum angehoben und es entsteht eine Ioffe-Falle. Das
Offsetfeld ist in realistischen Anordnungen immer gekriimmt, so dass ein axialer
Einschluss der Atome vorliegt. Aus diesem Grund fiihren gefangene Atomwolken
in einem Wellenleiterpotenzial Schwingungen aus. Auch bei komplexeren Magnet-
feldanordnungen bleibt diese Aussage giiltig und deshalb ist die Schwingung als die
generische dufere Bewegungsform einer Atomwolke oder eines Kondensats in einer
Mikrofalle anzusehen.

Das Magnetfeld eines stromdurchflossenen, in z-Richtung zeigenden Leiters lau-
tet

[/1,0 1 y

Fiir den Ort, an dem sich das Feld des Leiters und das Kompressionsfeld By aufheben,
gilt:

B(I‘) + Bk = 0.
Das Kompressionsfeld zeigt entlang der z-Richtung und fiir die Lage des Fallenzen-
trums folgt

d, = 0
po 1
d, = ——.
Y 2T Bk

Der Gradient des Magnetfelds am Ort des Fallenzentrums betriagt b = Iug/(2md?).
Bei Uberlagerung des Offsetfelds B, in z-Richtung, ergibt sich nach (3.10) eine
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Abbildung 3.1: Stromdurchflossener Leiter im homogenen Magnetfeld. Das zir-
kulare Feld des Leiters und das Kompressionsfeld By kompensieren sich oberhalb
des Leiters und bilden ein lineares Quadrupolfeld (rechtes Bild, gestrichelte Linie).

radiale Ostzillationsfrequenz von

B2
Wy = 27T X — w X _k
Ho mBy I

Der axiale Einschluss der Atomwolke ist durch die Kriimmung des Offsetfelds ge-
geben, die iiber (3.12) die Oszillationsfrequenz in axialer Richtung festlegt. Das
Offsetfeld kann durch den Leiter selbst erzeugt werden, indem dieser an beiden En-
den abgeknickt wird. Der Verlauf des Leiters ist dann Z-formig, was diesem Prinzip
den Namen gibt [Fol02]. Das Offsetfeld kann ebenso durch zusitzliche Leiter auf der
Mikrostruktur erzeugt werden [Rei99] oder durch Uberlagerung einer unabhingigen
loffe-Falle [For98a.

3.3.2 Eigenschaften

In der Miniaturisierung der felderzeugenden Elemente liegen zahlreiche Vorteile ver-
borgen. Einer der wichtigsten ist die Mdoglichkeit, wesentlich stirker einschliefende
Kréfte zu erzeugen als mit herkémmlichen Fallen. Der Grund dafiir liegt in einem
giinstigeren Verhéltnis zwischen Warmeproduktion und Warmeableitung bei minia-
turisierten Leitern. Dies soll kurz erlautert werden. Als Faustregel gilt zunéchst, dass
das Magnetfeld eines Leiters auf der Skala der Leitergrofe (Radius ry) abfallt:

B(rg) o< I /1.
Fiir den Gradienten in radialer Richtung ergibt sich
| VB(ro) |oc I/rg o j,

wobei j die Stromdichte im Leiter ist. Als Modell fiir die Warmeleitung kann ein von
einem Kiihlmittel (Temperatur Ty) umgebener runder Leiter mit Radius ry dienen.
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Der radiale Temperaturverlauf im Leiter ist gegeben durch

1p.
= Zgﬁ(rg — )+ To.

T(r)
Dabei bezeichnet p den spezifischen Widerstand des Leitermaterials und A dessen
Wirmeleitfihigkeit. Legt man eine maximale zuldssige Temperaturdifferenz zwi-
schen Leiteraufenseite und Zentrum fest und 16st nach j auf, so folgt

1
0

Die Stromdichte (und damit der Magnetfeldgradient), die zu der Temperaturdiffe-
renz AT fiihrt, skaliert damit umgekehrt proportional zur Dimension des Leiters. Die
Gradienten extrem diinner Leiterbahnen (ry = 1 pm) kénnen bis zu 50 T2 betragen
[For02c| wiihrend mit Standardmagnetfallen maximal 0,1 T2 erreichbar sind.

Ein weiterer Vorteil ist die leichte Strukturierbarkeit der Substrate und Leiter-
bahnen. Fiir die Herstellung der Leiterstrukturen stehen alle Methoden der Mi-
krostrukturierung zur Verfiigung. Im Besonderen wird dabei die Diinnschicht-Hy-
brid-Technik eingesetzt. Bei Mikrofallen konnen die magnetfelderzeugenden Leiter
auf der Skala der Wolkengrofe geformt werden und komplex strukturierte Magnet-
feldkonfigurationen sind mdglich. Dabei miissen bei der Entwicklung des Magnet-
felds (3.4) hohere Terme beriicksichtigt werden. Auf diese Weise konnen réumlich
gekriimmte oder asymmetrische Fallengeometrien erzeugt werden wie auch ein- oder
zweidimensionale periodische Anordnungen von Potenzialtopfen. Allen diesen Konfi-
gurationen ist eine intrinsische Anharmonizitit zu eigen. Aufterdem gibt es Anstren-
gungen, optische Elemente wie miniaturiserte Resonatoren, optische Fasern oder so
genannte ;micro spheres” auf Substraten zu integrieren [Lev02].

Diesen vielseitigen Mdglichkeiten stehen auch Einschrankungen und Schwierig-
keiten gegeniiber, die an dieser Stelle kurz erwiahnt sein sollen. Zuallererst werden
eine ganze Reihe neuer experimenteller Techniken beno6tigt, um Mikrofallen in Ap-
paraturen mit ultrakalten Atomen zu integrieren. Die Elemente miissen im Vakuum
direkt in der Nahe der gespeicherten Atome angebracht werden. Die Folgen sind
eingeschrankter optischer Zugang, Einfliisse durch die Oberflache, eine mogliche Be-
eintrachtigung des Vakuums, zahlreiche elektrische Durchfiithrungen, eine eventuelle
Verunreinigung der Substrate sowie Beugung an der Substratoberfliche. Im n#ch-
sten Abschnitt werden einige der bisher eingeschlagenen Wege beschrieben. Daneben
gilt es, die Atome auf moglichst effiziente Weise in die Mikrofalle zu laden. Hierzu
existieren bisher drei Konzepte, die Gegenstand des iiberndchsten Abschnitts sind.

3.3.3 Ausfiihrungsformen

Die erste Mikrofalle, bestehend aus einer Permanentmagnetspitze, die auf einem Pol-
schuh montiert war, und einem Spulenpaar, in dessen einer Spule der Polschuh einge-
lassen war, konnte 1998 von Vuletit et al. [Vul98] mit Lithiumatomen demonstriert



3.3. Mikrofallen 29

werden. Durch den extrem hohen Magnetfeldgradienten von 30 Tesla/cm wurden
die Atome stark komprimiert und aufgeheizt. Kurz darauf konnten Fortagh et al.
[For98a| eine Magnetfalle bestehend aus einem Kupferdraht mit 90 pm Durchmes-
ser, der auf einem zweiten Kupferdraht mit 1,4 mm Durchmesser aufgeklebt war, mit
Rubidiumatomen laden. Bei dem Experiment konnte erstmals das oben geschilderte
Prinzip zur Erzeugung eines Wellenleiters demonstriert werden. Teile dieses Experi-
ments wurden fiir unseren Aufbau verwendet; insbesondere das Prinzip zur Erzeu-
gung einer loffe-Falle wurde direkt iibernommen. Kurz darauf konnten Reichel et al.
[Rei99] und Folman et al. [Fol00| erstmals lithographisch erzeugte Mikrostrukturen
mit Atomen laden. Sie verwendeten dazu eine neue Form der magnetooptischen Fal-
le, die so genannte ,,Spiegel-MOT*, bei der zwei Laserstrahlen an der Oberfliche des
Substrates reflektiert werden. Neben Experimenten mit gefangenen Atomen wurden
von Beginn an auch Experimente zu atomoptischen Fragestellungen durchgefiihrt.
Das Hauptaugenmerk lag dabei auf der Realisierung von Wellenleitern und Kané-
len fiir die Atome, analog zu Glasfasern fiir Licht [Den99b, Miil99, Dek00, Key00].
Cassettari et al. [Cas00| demonstrierten einen Strahlteiler fiir thermische Atome.
Permanentmagnetische Materialen wie Videobénder [Ber01] konnten ebenso wie par-
allele Leiterbahnstrukturen [Joh98, Lau99| erfolgreich als Spiegel fiir kalte Atome
eingesetzt werden. Miniaturisierte optische Komponenten wie Resonatoren werden
bereits in Experimenten zur Quantenelektrodynamik mit einzelnen Atomen einge-
setzt [Miin99).

3.3.4 Lademechanismen

Bei den drei Experimenten, in denen bisher die Erzeugung eines Bose-Einstein-
Kondensats in einer Mikrofalle gelungen ist [Ott01, Han01, Gus02] wurden drei
verschiedene Methoden entwickelt, die Atome in die Mikrofalle zu transferieren.
Der bei unserem Experiment eingeschlagene Weg des adiabatischen Transfers wird
in Abschnitt 5.2 ausfiihrlich vorgestellt. Bei Hansel et al. [Han01] wird die magne-
tooptische Falle als Spiegel-MOT betrieben und die Atome werden direkt an dem
Substrat, auf dem sich die miniaturisierten Leiter befinden, in einer Z-Falle gefangen.
Das Quadrupolfeld, das fiir die magnetooptische Falle benotigt wird, wird von einer
U-férmigen Leiterbahn erzeugt, die ebenfalls auf dem Substrat untergebracht wird.
Direkt nach dem Umladen in die Z-Falle wird die Atomwolke durch Erhéhung des
Kompressionsfelds stark komprimiert und evaporativ in weniger als 2 s bis zur Bose-
Einstein-Kondensation gekiihlt. In dem dritten Experiment [Gus02] wird zunéchst
ein Bose-FEinstein-Kondensat in einer konventionellen ,cloverleaf trap“ erzeugt. An-
schlieffend wird es in eine optische Dipolfalle umgeladen und durch mechanisches
Verschieben der optischen Komponenten bewegt. Nach dem Transfer in eine zweite
Vakuumkammer wird das Kondensat in die Magnetfalle umgeladen.

Wihrend die letztere Methode und unsere Methode sehr hohe Atomzahlen im
Kondensat erreichen (mehrere Millionen bzw. knapp eine Million Atome), benétigen
beide relativ lange fiir eine experimentellen Zyklus (40s bzw. 50s). Demgegeniiber
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betriagt die Zyklusdauer bei Héansel et al. weniger als 10s, es befinden sich jedoch
nur einige Tausend Atome im Kondensat.

Wihrend des Schreibens dieser Arbeit gelang es drei weiteren Gruppen, Bose-
Einstein-Kondensate in Mikrofallen zu erzeugen?.

3.4 Atome in der Falle

Eine Atomwolke mit N Atomen, der Temperatur 7" und der Atommasse m, die in
einer Magnetfalle gefangen ist, hat im thermodynamischen Gleichgewicht die Dich-
teverteilung

n(z,y,z) = noexp (—puB(z,y, 2)/kgT — mgz/kgT) . (3.14)

Die Konstante ng ist die Dichte im Zentrum der Falle und ist iiber die Normierungs-
bedingung

/ noexp (—uB(z,y, z)/kgT — mgz/kgT)dV = N (3.15)
av

festgelegt. Der zweite Term im Exponenten von (3.14) beschreibt den Einfluss der
Gravitation. Bei Kenntnis der Dichteverteilung kann sofort die elastische Stofirate
der Atome im Fallenzentrum

Vel = ngvr0e o ngT"” (3.16)

angegeben werden. o = 8ma? ist der Wirkungsquerschnitt fiir die s-Wellen-Streuung
identischer Bosonen und vt ist die mittlere Geschwindigkeit der Atome. Die Phasen-
raumdichte kann mit der thermische de-Broglie Wellenldnge A\ = +/27h?/(mkgT)
ebenfalls direkt berechnet werden:

A =g\ o< ngT3/2. (3.17)

Die Integration von (3.15) ist nicht fiir beliebige Magnetfallen analytisch durchfiihr-
bar. Fiir die wichtigen Spezialfille eines sphérischen Quadrupol- und eines parabo-
lischen Potenzials kann ein geschlossener Ausdruck fiir ny angegeben werden. Fiir
das sphéarische Quadrupolpotenzial gilt

N 2
ny = 327rl3(a 1) (3.18)
N
~ fii ‘<1 1
s U @ < (3.19)
mit
a = mg/ub,

2Auf der Internetseite http://amo.phy.gasou.edu/bec.html/popular.html findet man eine aktu-
elle Liste aller Bose-Einstein-Kondensate weltweit.
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sphérisches lineares parabolisches
Quadrupol- Quadrupol- Potenzial
potenzial potenzial
ngoc b I b7 IS (wiwaws)t/2 I3/4

T b2/3 72/3 b4/7 T4/7 (wlw2w3)1/3 T1/2
yoo BB BT BT (i) T

Tabelle 3.1: Skalierung der zentralen Dichte ng, der Temperatur T und der ela-
stischen Stofrate v bei einer Verdnderung der Fallengeometrie. Bei den Quadru-
polgeometrien wird der Gradient b bzw. der Strom I durch die Spulen veréndert.
Bei dem parabolischen Potenzial ist die Abhédngigkeit von den drei Oszillationsfre-
quenzen w; bzw. dem Strom I angegeben, wenn dieser in allen Elektromagneten
erh6ht wird.

und
l =kgT/ub,.

Der Gradient des Quadrupolfelds entlang der Symmetrieachse ist b,, p ist das ma-
gnetische Moment des Atoms und mg ist die Gewichtskraft auf ein Atom. Fiir ein
parabolisches Potenzial ergibt sich fiir die zentrale Dichte

3/2 3/2
_ H _ m
no =N (27rkBT> VBuByB: = N (27rkBT> WelyWy, (3.20)

wobei die ; und w; die Kriimmungen des Magnetfeldbetrags bzw. die Oszillations-
frequenzen fiir die drei Raumrichtungen sind. Aus den Ausdriicken (3.18) und (3.20)
lassen sich eine Reihe niitzlicher Relationen ableiten, die das Verhalten der Atom-
wolke bei Kompression und Dekompression beschreiben. Setzt man voraus, dass die
Verénderung des Fallenpotenzials adiabatisch durchgefiihrt wird, bleibt die Phasen-
raumdichte (3.17) konstant. Fiir diesen Fall gelten die in Tabelle 3.1 zusammengefas-
sten Skalierungsgesetze. Sie beschreiben das Verhalten von Temperatur, Dichte und
Stokrate bei Anderung des Gradienten eines sphirischen oder linearen Quadrupol-
potenzials und bei der Anderung einer oder mehrerer Oszillationsfrequenzen eines
rein parabolischen Potenzials.

3.5 Evaporatives Kiihlen

Evaporatives Kiihlen ist die einzige Kiihltechnik, mit der es bisher gelungen ist,
Bose-Einstein-Kondensate zu erzeugen. So wiinschenswert eine schnelle, optische
Kiihlmethode wire, bisher sind alle Versuche gescheitert — wenn auch manches
Mal nur #uRerst knapp vor dem Ziel®. Das Prinzip des evaporativen Kiihlens ist

3In [Ido00] wurde Strontium auf einem sehr schmalen Ubergang rein optisch bis zu einer Phasen-
raumdichte von 11—0 gekiihlt. In [Ker00] gelang es, Césiumatome durch Raman-Seitenband-Kiihlen
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denkbar einfach und wurde zuerst intensiv an magnetisch gespeichertem Wasserstoff
untersucht [Hes86|: Aus der gefangenen Atomwolke mit der Temperatur 7" werden
die heifesten Atome entfernt. Die iibrigen Atome thermalisieren durch Stéfe und
haben nach der Thermalisierung eine tiefere Temperatur. Die folgende Beschreibung
basiert auf einem Modell von Ketterle und Druten [Ket96b].

Man definiert zunichst einen Abschneideparameter

 kpT’

n (3.21)

Alle Teilchen mit einer Energie grofer als E; konnen die Falle verlassen. Die Therma-
lisierung der iibrigen Atome geschieht iiber elastische Stofse mit der Stofsrate 7. Fiir
die Entwicklung der Gesamtatomzahl in der Falle ergibt sich unter Beriicksichtigung
von Verlusten durch Stéfe mit dem Hintergrundgas (Lebensdauer 7)

Nges/Nges = —%1776_" - 1/7—

Bei konstant gehaltenem FE\ ist die Evaporationsrate mit abnehmender Tempera-
tur exponentiell unterdriickt und es stellt sich eine Gleichgewichtstemperatur ein.
Wird stattdessen n konstant gehalten, findet ein kontinuierlicher Kiihlprozess statt.
Jedes Atom, das die Falle aufgrund des Kiihlprozesses verldsst, nimmt die poten-
zielle Energie F; = nkgT und eine zusitzliche durchschnittliche kinetische Energie
Evin = kT < kgT mit. Atome, die durch Stofe mit Restgasatomen aus der Falle
verloren gehen, besitzen die mittlere Energie

E = (3/2+ 6)kgT. (3.22)

Fiir ein Potenzial, das einem Potenzgesetz U(r) o< r? gehorcht, ist § = 3/p. Fiir die
abtransportierte Energie ergibt sich

Eges = —vane (0 + #) NyesknT — 77" (3/2 + §) NyeshknT (3.23)
aktive R?ihlung Verlust})rrozesse

Nach (3.22) folgt allgemein fiir jede Energieinderung des Systems

Eges - (3/2 + 5) (kBTNges + kBNgesT> . (324)

Setzt man (3.23) und (3.24) gleich, erhélt man nach Umformung die Entwicklung
der Temperatur wihrend des Kiihlens:

(-

in einer optischen Stehwelle bis zu einer Phasenraumdichte von z55 zu kiihlen.
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@ = (g/;i/g _1>'

Fiir k wurde ein mittlerer Wert von 1/2 eingesetzt. Um entscheiden zu konnen,
ob der Kiihlprozess effizient verlauft, hilft ein Blick auf Gleichung (3.16). Bei einer
Abkiihlung verringert sich die mittlere Geschwindigkeit der Atome und die Stofsrate
nimmt ab. Nun ist die zur Verfiigung stehende Zeit fiir den Kiihlprozess durch
die Lebensdauer 7 begrenzt. Es kann nur dann effizient gekiihlt werden, wenn die
Stofrate im Verlauf des Kiihlprozesses ansteigt. Dieser Bereich ist als ,runaway*
Kiihlbereich bekannt, und ist durch die Ungleichung

mit

’.7e1>0

gekennzeichnet. Aus (3.16) lédsst sich die folgende Bedingung fiir das Verhéltnis zwi-
schen elastischen Stofen (1/7) und inelastischen Stofsen (1/7) ableiten:

ne (a6 —1/2) — 1) > 2. (3.25)

T
Setzt man typische experimentelle Parameter in (3.25) ein, so erhélt man einen Wert
fiir 7/74 von 200-500. Bei einer Lebensdauer der Atome in der Magnetfalle von 50s,
betrigt die erforderliche minimale elastische Stofrate zu Beginn des Kiihlens 4-

10s~!. Bei zu kleiner Stofirate muss diese durch Kompression der Atome erhoht
werden (siehe Tabelle 3.1).

3.5.1 Evaporation durch Radiofrequenz

Fiir das evaporative Kiihlen ist es erforderlich, nur Atome zu entfernen, deren Ener-
gie grofer als die in (3.21) definierte ist. Die Evaporation muss daher orts- oder
geschwindigkeitsselektiv stattfinden. Ersteres wird in Magnetfallen durch Einstrah-
len einer Radiofrequenz realisiert und soll kurz erldutert werden. Atome, die sich
in einem Magnetfeld befinden, kénnen magnetische Dipoliibergénge (Am = +1)
zwischen den Zeemanunterzustinden innerhalb eines Hyperfeinstrukturmultipletts
machen. Strahlt man eine Radiofrequenz wy ein, so lautet die Energiebedingung fiir
einen Ubergang

psgrB(r) = hwys. (3.26)

Da das Magnetfeld einer Falle in allen Richtungen zunimmt, wird durch die Radio-
frequenz eine geschlossene Schale gleichen Magnetfeldbetrags ausgewihlt, auf der
Ubergiinge stattfinden. Die Atome in der Magnetfalle werden durch die Radiofre-
quenz in ,high field seeking* Zustdnde transferiert und in Richtung Fallenrand be-
schleunigt®. Fiir eine Toffe-Falle mit Offsetfeld By im Zentrum ist die potenzielle
Magnetfeldenergie auf der Evaporationsoberfliche durch die Bedingung

Eey = mph(wes — wp) (3.27)

4Nicht jedes Atom, das die durch (3.26) definierte Schale durchfliegt macht einen magnetischen
Dipoliibergang. Um eine Ubergangsrate berechnen zu koénnen, miissen mehrere Effekte beriick-
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gegeben. Die Resonanzfrequenz im Fallenzentrum ist wy = uggrBy. Die durch (3.27)
definierte Fliche ist bei Anwesenheit weiterer Potenziale (Gravitation oder elektri-
sche Felder) keine Aquipotenzialfliche mehr. Dies kann beim evaporativen Kiihlen
in Magnetfallen vernachléssigt werden, muss jedoch bei sehr kalten Atomwolken und
bei Experimenten mit Atomlasern [Blo99] beriicksichtigt werden.

sichtigt werden. Es lassen sich zwei Grenzfélle angeben. Sehr langsame Atome machen bei grofier
Radiofrequenzamplitude einen adiabatischen Ubergang in den nicht gefangenen ,high field seeking*
Zustand. Schnelle Atome passieren bei kleiner Radiofrequenzamplitude die Resonanzschale nichta-
diabatisch und bleiben gefangen. Im Zwischenbereich miissen die resultierenden Ubergangswahr-
scheinlichkeiten numerisch berechnet werden [Val99]. Aufierdem &ndern sich durch das Einstrahlen
der Radiofrequenz die Oszillationsfrequenzen der Falle [Die01].



Kapitel 4

Experimenteller Aufbau

In drei Punkten unterscheidet sich der Aufbau grundlegend von anderen Experi-
menten zur Bose-Einstein-Kondensation: Zum einen befinden sich alle fiir das Ex-
periment bendétigten Elemente in der Vakuumkammer, insbesondere die Spulen,
stromfiihrenden Driahte und Mikroleiter. Aufterdem wird die magnetooptische Fal-
le (MOT) direkt aus einer thermischen Rubidiumquelle geladen. Und schlieflich
werden die Atome durch eine fiir das Experiment eigens entwickelte Methode, den
adiabatischen Transfer, von einem makroskopischen sphérischen Quadrupolpoten-
zial in eine Miniaturfalle an der Oberfliche der Mikrostruktur transferiert. In die-
sem Kapitel werden die dafiir wesentlichen Elemente des experimentellen Aufbaus
beschrieben. Dariiber hinaus ist die Apparatur durch eine Reihe weiterer Beson-
derheiten gekennnzeichent, die in diesem Kapitel einen gréferen Platz einnehmen.
Zu nennen wiren die Verwendung einer Polaristionsspektroskopie zur Stabilisierung
des Abbildungslasers, der Einsatz einer selbst gefertigten Mikrostruktur fiir die Er-
zeugung der Mikrofalle, ein Vakuumpumpensystem, das dauerhaft einen Druck von
1 x 10~ mbar und besser erzeugt und eine Experimentsteuerung, die auf einem au-
tonomen Prozessrechner basiert. Der kompakte Aufbau findet auf einem optischen
Tisch Platz und arbeitet zuverlissig stabil auch iiber lingere Zeitraume.

4.1 Lasersystem

Laser sind das wichtigste Hilfsmittel bei der Arbeit mit ultrakalten Atomen. Thre
extreme Schmalbandigkeit ermoglicht ihren Einsatz als feine ,Pinzetten“ fiir ultra-
kalte Atome. So konnen Atome geschwindigkeitsselektiv, zustandsselektiv und ihm
Rahmen des Beugungslimits ortsaufgelost adressiert, manipuliert und detektiert wer-
den. Je nach Intensitit des Lasers und seiner Verstimmung zur atomaren Resonanz
kommt es zu Absorption und Dispersion. Die Absorption verursacht einen Strah-
lungsdruck und fiihrt zu dissipativen, nichtkonservativen Kréften. Die Dissipation
findet durch die Emission eines spontanen Photons nach einem Absorptionsprozess
statt. Uber diesen Prozess ist es moglich, die Entropie des Systems zu erniedrigen
und atomare Ensembles mit Lasern zu kiihlen. Die wohl wichtigste Anwendung dieses
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Prinzips ist die magnetooptische Falle. Sie ist ein zentraler Bestandteil der meisten
Experimente mit ultrakalten Atomen. Ebenfalls von Bedeutung ist die Verwendung
eines Lasers zur Detektion der ultrakalten Atome. Mit resonantem Licht konnen die
Atome iiber eine Absorptionsaufnahme abgebildet werden. Dispersive Kréfte, die
bei grofer Verstimmung des Lasers zur atomaren Resonanz dominieren, erzeugen
konservative Krifte, die fiir Fallenpotenziale eingesetzt werden konnen. Auferdem
kann die Phasenverschiebung des Lichts beim Durchgang durch eine Atomwolke zu
einer Echtzeitbeobachtung der Wolke genutzt werden, was als so genannte Pha-
senkontrastaufnahme bekannt ist. Neben diesen Einphotonenprozessen werden auch
Mehrphotonenprozesse zur Manipulation und Analyse der Atomwolken eingesetzt.
Dies geschieht meist in Form von Ramaniibergingen zwischen zwei Grundzustéin-
den des Atoms mit oder ohne Beteiligung der duferen Bewegungsfreiheitsgrade der
Atome.

4.1.1 Benotigte Laser fiir Rubidium

In die theoretischen Grundlagen zur Bose-Einstein-Kondensation fliefsen die Stofs-
querschnitte, die Masse und das magnetische Moment als die einzigen charakteri-
stischen, atomaren Grofen ein. Bei der Wahl, welches Boson studiert wird, kann
also auch auf andere, durchaus technische Aspekte Riicksicht genommen werden.
Ein wichtiger Aspekt ist ein moglichst einfaches Termschema des Atoms, das es
ermoglicht, den experimentellen Aufwand fiir die Laserkiihlung gering zu halten.
Nahezu ideal geeignet sind Alkaliatome, da sie nur ein Leuchtelektron besitzen. Ru-
bidium erlaubt dariiber hinaus den Einsatz von einfach aufgebauten Diodenlasern
und macht aufwéindige Farbstofflasersysteme iiberfliissig. Das Termschema von Ru-
bidium ist in Abb.4.1 gezeigt. Die Grundzustandskonfiguration von Rubidium ist
5%S1/2. Der angeregte Zustand spaltet in die beiden Feinstrukturzustinde 5P/, und
5?P3/, auf und die Wellenlingen fiir die beiden Ubergiinge liegen bei 795 nm bzw.
780 nm. Mit einem Kernspin von 3/2 spaltet der Grundzustand des verwendeten
Isotops ¥ Rb in die beiden Hyperfeinstrukturzustinde (F' = 1) und (F = 2) auf,
die 6,8 Ghz voneinander getrennt sind. Zwischen dem (F' = 2)-Grundzustand und
dem angeregten (F' = 3)-Zustand besteht ein geschlossener Ubergang. Im Weiteren
werden die angeregten Zustdnde immer mit einem Apostroph versehen.

In dem Experiment werden Laser fiir zweierlei Aufgaben eingesetzt: fiir den Be-
trieb einer magnetooptischen Falle inklusive der Préparation der Atome fiir das
magnetische Speichern sowie fiir den Nachweis der Atome durch eine Absorpti-
onsabbildung. Fiir die MOT werden zwei Laserfrequenzen benétigt. Eine fiir den
Kiihliibergang (F = 2 — F’ = 3) mit hoher Leistung und eine fiir das so genann-
te Riickpumpen derjenigen Atome, die aus dem geschlossenen Kiihlzyklus in den
(F = 1)-Grundzustand zerfallen. Aufferdem muss der Laser fiir den Kiihliibergang
(im Weiteren kurz Kiihllaser genannt) zwischen 2 und 10 Linienbreiten relativ zur
atomaren Resonanz im roten Frequenzbereich verstimmbar sein. Um die Atome ma-
gnetisch zu speichern, werden diese optisch in den (F' = 2, mp = 2)-Grundzustand
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Abbildung 4.1: Termschema von 3"Rb und ®Rb. Die optischen Ubergangs-
frequenzen betragen fiir die 5281/2 — 52P3/27Ubergéinge 780nm und fiir die
5281/2 — 52P1/2 — Ubergénge 795nm. Aufierdem sind die Abstéinde zwischen den
Hyperfeinstrukturzustidnden und die relativen Linienstérken angegeben.

gepumpt. Dies geschieht mit Hilfe des so genannten Umpumplasers, dessen Frequenz
resonant auf den (F = 2 — F' = 2)-Ubergang eingestellt ist. Dieser liegt relativ
zum Kiihliibergang bei einer um 267 MHz niedrigeren Frequenz. Fiir die Absorpti-
onsabbildung wird aukerdem ein zu dem (F = 2 — F’ = 3)-Ubergang resonanter
Laser benotigt.

4.1.2 Laserdioden

Die Zentralwellenlinge des 5%S;, —5°P3/2 Ubergangs von 8"Rb liegt bei 780,24 nm
im nahinfraroten Wellenléngenbereich. Um Laserlicht bei dieser Frequenz zu erzeu-
gen werden gitterstabilisierte Diodenlaser in Littrow-Anordnung [Ric95| eingesetzt.
Insgesamt kommen drei Diodenlaser zum Einsatz, von denen jeweils ein Teilstrahl in
ein Fabry-Pérot Etalon eingekoppelt wird, um den Einmodenbetrieb zu kontrollie-
ren. Der modensprungfreie Durchstimmbereich betrigt zwischen 1 und 3 GHz. Die
Diodenlaser werden mit einer Vierpunkt-Widerstandsmessung an einem PT10000
Messwiderstand temperaturstabilisiert. Mit einem Peltierelement, das unterhalb der
Diodenhalterung angebracht ist wird die Laserdiode gekiihlt oder geheizt. Fiir die
Temperaturregelung werden Gerite der Firma Prolan-Mat eingesetzt, die aus einer
PID-Regeleinheit (1600235) und einer Verstérkereinheit (1600234) bestehen. Die ver-
wendeten Laserdioden von HITACHI (HL7851G) haben eine Leistung von 50 mW.
Sie werden mit Stromquellen von TUTI Optics (DCC 100) betrieben.

4.1.3 Kiihllaser

Eine hohe Leistung des Kiihllasers wird erreicht, indem ein Trapezverstirker (MO-
PA, master oscillator power amplifier) von einem Diodenlaser injiziert wird. Ein Tra-
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Abbildung 4.2: Aufbau eines Trapezverstirkerchips. An die Entrittsfacette
schlieit sich ein so genannter  single-mode“-Kanal an, der als rdumliches Mo-
denfilter dient. Die trapezformige aktive Schicht ist angepasst an die Beugung des
einfallenden Lichts am Ende des Kanals. Ein- und Austrittsfacette sind antifre-
flexbeschichtet. Die Hohe der aktiven Schicht betrigt wenige Mikrometer.

pezverstirker ist ein Halbleiterbauelement, vergleichbar einer Laserdiode, jedoch mit
anderer Geometrie und Reflektivitit an den Ein- und Austrittsfacetten (Abb.4.2).
Der Trapezverstirker (SDL, TC30-E) wird mit 15 mW Leistung injiziert, wobei Di-
odenlaser und Verstiarker durch einen 60dB Isolator getrennt sind, um optische
Riickkopplungen in den Diodenlaser zu verhindern (Abb. 4.3). Der Trapezverstirker
verstiarkt das injizierte Licht phasenrichtig auf derselben Frequenz. Er ist an Ein-
und Austrittsfacette antireflexbeschichtet, so dass er ohne Injizierung nur schwache
Floureszenz zeigt. Fillt Laserlicht auf seine Austrittsfacette, kommt es ebenfalls zur
Verstarkung, die nun dazu fiihrt, dass die gesamte verstirkte Laserleistung durch die
sehr kleine FEingansfacette austritt. Dabei kommt es wegen der hohen Energiedich-
te unweigerlich zur Zerstorung der Beschichtung und damit des Verstirkers. Aus
diesem Grund miissen optische Riickreflexe nach der Verstirkereinheit unbedingt
vermieden werden. Dies erfordert den Einsatz eines weiteren optischen Isolators mit
60 dB Ausloschung hinter der Verstirkereinheit (Abb.4.3). Der Strahl wird mit ei-
nem Kollimator und einer Kombination aus sphéarischer und Zylinderlinse kollimiert.
Das resultierende Strahlprofil zeigt neben dem Strahlzentrum mit 1,5 mm Durchmes-
ser zahlreiche héhere rdumliche Ordnungen. Die Gesamtleistung im Strahl betrigt
390 mW. Um den Strahl rdumlich zu filtern, wird er durch eine optische Faser ge-
schickt. Hinter der optischen Faser stehen 180 mW Leistung in der TEM00-Mode zur
Verfiigung, was einer Einkoppeleffizienz von iiber 46 Prozent entspricht. Nach der
rdumlichen Filterung durch die optische Faser wird der Strahl durch ein 1:5 Teleskop
aufgeweitet, in dessen Fokus sich ein mechanischer Verschluss befindet. Anschliefend
wird der Strahl durch eine Blende auf einen Durchmesser von 2,5 cm begrenzt (1 Zoll
Optik). Der (1/e?)-Durchmesser von 40 mm ist so gewiihlt, dass bei vorgegebener
Gesamtleistung im Strahl und festem Blendendurchmesser an den Riandern der sechs
Strahlen die Intensitit maximal ist. Mit einer Kombination aus \/2-Pléttchen und
Polarisationsstrahlteilern wird der Strahl in seine sechs Teilstrahlen aufgeteilt. Nach
der Strahlaufteilung sorgen sechs \/4-Pléttchen fiir die zirkulare Polarisation der
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Abbildung 4.3: Strahlengangs des Kiihllasers bis zur Einkopplung in die optische
Faser.

Strahlen. Der Vorteil des Trapezverstiarkers besteht in der einfachen Handhabbar-
keit. Die gesamte Frequenzstabilisierung kann mit dem Diodenlaser durchgefiihrt
werden, auflerdem konnen mehrere Frequenzen gleichzeitig verstérkt werden. Durch
Verdnderung des Stroms wird die Intensitit auf einfache Weise geregelt, ohne die
Laserfrequenz zu dndern. Der Verstiarker wird mit maximal 1,5 A Strom betrieben
und wird ebenso wie die Diodenlaser temperaturstabilisiert. Spezifiert ist der Tra-
pezverstirker fiir eine Leistung von 500 mW bei einem maximalen Strom von 2 A.
Zugunsten einer lingeren Lebensdauer wurde jedoch auf die volle Leistung verzich-
tet, zumal die Einkoppeleffizienz in die optische Faser bei hoherer Leistung deutlich
zuriickgeht. Eine ausfiihrliche Beschreibung des Funktionsprinzips des Trapezver-
stirkers findet sich in der Diplomarbeit von A. Zach [Zac99]. Der hier verwendete
Aufbau ist in der Diplomarbeit von S. Beyertt [Bey00| genauer beschrieben.

4.1.4 Riickpumplaser

Fiir den Riickpumplaser wird ein weiterer Diodenlaser in Littrow-Anordnung einge-
setzt. Der Strahlengang bis zur Strahlaufteilung fiir die MOT ist in Abb. 4.4 skizziert.
Nach einem 40 dB Isolator und einem anamorphem Prismenpaar zur Strahlformung
werden 0,2mW der Gesamtleistung von 25mW in die Spekroskopie abgezweigt.
3,5mW der Leistung werden fiir den Umpumpprozess zum Laden der Magnetfal-
le verwendet. Insgesamt 18 mW werden mit einem Teleskop aufgeweitet, in dessen
Fokus ein mechanischer Verschluss sitzt. Nach der Aufweitung betriigt der (1/e?)-
Durchmesser 20 mm. Der Strahl wird anschlieffend an einem Polarisationsstrahlteiler
dem Kiihllaser iiberlagert und mit diesem in die sechs Teilstrahlen aufgeteilt.
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Abbildung 4.4: Strahlfiihrung fiir den Riickpumplaser.

4.1.5 Abbildungslaser

Fiir eine genaue quantitative Auswertung der Absorptionsabbildung ist es wichtig,
dass der Abbildungslaser genau resonant auf dem atomaren Ubergang ist. Daher
wurde ein eigener Diodenlaser fiir die Absorptionsabbildung aufgebaut. Gleichzeitig
dient der Abbildungslaser als Referenz fiir die Stabilisierung des Kiihllasers (Ab-
schnitt 4.1.6). Um die Abbildungsfrequenz mdoglichst stabil zu halten, wurde ein op-
tischer Isolator mit 60 dB Ausloschungsverhiltnis eingebaut, der optische Riickkopp-
lungen verhindert. Hinter dem Isolator hat der Strahl eine Leistung von 21 mW von
denen 2,4mW fiir die Spektroskopie verwendet werden. Fiir den Abbildungsstrahl
wird ein Teilstrahl mit 6 mW Leistung durch zwei mechanische Verschliisse und einen
elektro-optischen Modulator (EOM) mit aufgeklebtem Polarisationsstrahlteiler am
Ausgang gefiihrt. Mit dessen Hilfe kann der Strahl sehr schnell (< 25ns) geschaltet
werden. Die mechanischen Verschliisse haben die Aufgabe, vor und nach der Ab-
sorptionsaufnahme den Strahl vollstindig auszuschalten. Je nach Justage wird mit
dem EOM (Gsénger, LM0202-IR) ein Ausloschungsverhéltnis von 1:100 bis 1:250
im Langzeitbetrieb erreicht. Der EOM ist als Niedervoltmodulator ausgelegt, der
Spannungen bis 400 V bendtigt. Diese werden von einem Spannungspulsverstirker
erzeugt, der zwischen zwei einstellbaren Hochspannungen mittels TTL Steuerung
hin- und herschaltet. Nach dem EOM wird der Stahl geteilt und in zwei polarisati-
onserhaltende optische Fasern eingekoppelt. Mit diesen beiden Abbildungsstrahlen
kann die Wolke gleichzeitig von zwei Seiten abgebildet werden. Fiir die Abbildungs-
strahlen werden je nach Vergroferung der Abbildung zwischen 130 pW und 200 pW
Leistung benotigt. Die Leistung wird mit je zwei Polarisatoren vor den optischen
Fasern eingestellt.

Fiir das optische Pumpen der Atome in den (F = 2, mp = 2)-Grundzustand wer-
den 8,5mW des Abbildungslasers iiber einen akustooptischen Modulator (AOM) um
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Abbildung 4.5: Strahlengang fiir den Abbildungslaser. Ein Teil des Lichts wird
durch einen AOM um 267 MHz frequenzverschoben und sowohl fiir das optische
Pumpen als auch fiir die Stabilisierung des Kiihllasers verwendet. Der Abbil-
dungsstrahl wird durch einen EOM geschaltet, anschliefend aufgeteilt und in zwei
polarisationserhaltende optische Fasern eingekoppelt.

267 MHz rotverstimmt. Hinter dem AOM (4 mW Leistung) durchlduft der frequenz-
verschobene Strahl einen mechanischen Verschluss, zwei Polarisatoren zur Intensi-
tatsregelung und wird dann in eine polarisationserhaltende optische Faser einge-
koppelt. Auferdem werden an einem Polarisationsstrahlteiler 2,3 mW dieses Strahls
ausgekoppelt und zur Stabilisierung des Kiihllasers verwendet. Abb.4.5 zeigt den
gesamten Strahlengang des Abbildungslasers bis zur Einkopplung in die optischen
Fasern.

4.1.6 Laserstabilisierung

Die Stabilisierung der drei Diodenlaser ist unterschiedlich und tréigt jeweils den
Anforderungen an Stabilitdt und Verstimmbarkeit Rechnung. Allen drei Stabilisie-
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rungen ist gemeinsam, dass das Photodiodensignal der Spektroskopie auf eine so
genannte ,L.ock-Box“ gegeben wird, die mit Hilfe eines PID-Reglers aus diesem Feh-
lersignal eine Steuerspannung fiir die Piezoregelung in den Diodenlasern ausgibt.
Der Strom der Laserdioden wird nicht mitgeregelt. Die Lock-Box kann in zwei Modi
betrieben werden. In dem ersten Modus (,,scan“-Modus) wird eine Wechselspannung
ausgegeben und das Photodiodensignal iiber den Monitorausgang auf einem Oszil-
loskop angezeigt (siehe Abb. 4.7, 4.8 und 4.9). Im eigentlichen ,lock“-Modus wird die
Laserdiode bei einer durch eine Offsetspannung einstellbaren Frequenz stabilisiert,
und auf dem Monitorausgang wird das Fehlersignal ausgegeben.

Polarisationspektroskopie

Der Abbildungslaser, dessen Frequenz resonant zu dem (F = 2 — F' = 3)-Ubergang
sein muss, wird mit einer Polarisationsspektroskopie [Wie76| stabilisiert. Sie erzeugt
ein dispersives Signal bei der Resonanz und kann verwendet werden, um den La-
ser zentral auf der Resonanz zu stabilisieren. Der Strahlengang ist in Abb.4.6 ge-
zeigt. Die Polarisationsspektroskopie ist wie die Sattigungsspektroskopie dopplerfrei
und besitzt einen dhnlichen Strahlengang. Bei der Polarisationsspektroskopie ist der
Pumpstrahl zirkular und der Teststrahl linear polarisiert. Seine Polarisationsebene
ist um 45° gegeniiber der Horizontalen gedreht, und der Strahl wird nach Durchlau-
fen der Rubidiumdampfzelle an einem Polarisationsstrahlteiler in seine horizontale
und vertikale Komponente zerlegt. Als Fehlersignal wird die Differenz der beiden
Teilstrahlen mit einer Differenzphotodiode nachgewiesen.

Im Folgenden wird das Prinzip der Polaristionsspektroskopie kurz erlautert. Zu-
ndchst denkt man sich den linear polarisierten Teststrahl beim Durchgang durch
die Dampfzelle in zwei gegenldufige zirkulare Felder gleicher Amplitude (+) und
(—) zerlegt, wobei das (+) Feld gleichsinnig wie der zirkulare, entgegengerichtete
Pumpstrahl orientiert ist. Der Pumpstrahl erzeugt eine unterschiedliche Sittigung
fiir die beiden zirkularen Richtungen und bewirkt unterschiedliche Absorptionskoef-
fizienten at und o~ und unterschiedliche Brechungsindizes n* und n~ fiir den (+)
bzw. (=) Strahl. Dies fiihrt fiir kleine Anderungen von a und n hinter der Zelle zu
einer Phasendifferenz A® = “L(n* — ™) (zirkulare Doppelbrechung) und zu einer
Amplitudendifferenz AE = Zo(e~(@"/2L — ¢=(«7/2L) (zirkularer Dichroismus) der
beiden Felder. Die Anderung des Absorptionskoeffizienten in der Nihe der Resonanz
hat ein Lorentzprofil

at(w) — a (w) = Aa(w) = Aloji(c:;)
mit o —
v ="F

wobei I die Halbwertsbreite des Ubergangs und Aa(wp) die maximale Absorptions-
differenz in der Mitte der Resonanz ist. Uber die Kramers-Kronig Dispersionsrelati-
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Abbildung 4.6: Strahlengang fiir die Polarisationsspektroskopie. Die Polarisati-
on des an dem Strahlteiler ausgekoppelten Teststrahls wird mit dem \/2-Plattchen
um 45° gedreht. Nach dem Durchgang durch die Rubidiumzelle, die von dem zir-
kular polarisierten Pumpstrahl in entgegengesetzter Richtung durchlaufen wird,
trifft der Teststrahl auf einen Polarisationsstrahlteiler, an dem er auf die horizon-
tale und vertikale Polarisationsebene projiziert wird. Die Intensitdten der beiden
Strahlen werden auf einer Differenzphotodiode voneinander abgezogen.

on ist mit der Absorptionsdifferenz eine Brechungsindexdifferenz verbunden, deren
Linienform dispersiv ist:

An(w) =n" —n~ = < Aa(wy)——.
nw)=n"—n o a(w0)1+$2

Die Phasenverschiebung zwischen dem (+) und dem (—) Strahl fithrt zu einer Dre-
hung der linearen Polarisation, die zu einem dispersiven Signal auf der Differenzpho-
todiode fiihrt. Die Absorptionsdifferenz zwischen beiden Strahlen fiihrt aufterdem zu
einem elliptischen Strahlprofil hinter der Zelle. Das resultierende Signal ist quadra-
tisch in Aa und daher vernachlissigbar. Abb. 4.7 zeigt das Polarisationsspektrum
des Abbildungslasers. Die steile Flanke gehort zu dem (F = 2 — F' = 3)-Ubergang.
Zum Vergleich der einzelnen Linien ist ein gleichzeitig aufgenommenes Sattigungs-
spektrum abgebildet. Die Flanke hat eine Breite von 45 MHz und ermdéglicht eine
extrem robuste Stabilisierung. Der Abbildungslaser kann an dieser Flanke auf 1 MHz
genau stabilisiert werden.

Die Polarisationsspektroskopie bietet den Vorteil eines einfachen Aufbaus bei
gleichzeitig geringem technischen Aufwand und grofer Robustheit gegeniiber me-
chanischen Erschiitterungen.
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Abbildung 4.7: Polarisationsspektrum des Abbildungslasers (schwarz). An dem
(F =2 — F' = 3)-Ubergang ist das dispersive Signal zu sehen, an dessen Flan-
ke der Abbildungslaser stabilisiert wird. Die Flanke ist insgesamt 45 MHz breit.
Zusétzlich abgebildet ist ein Sattigungsspektrum (grau).

Schwebungsspektroskopie

Wihrend der Abbildungslaser immer auf die gleiche Frequenz stabilisiert wird, muss
der Kiihllaser iiber einen grofen Frequenzbereich verstimmbar sein. Fiir den nor-
malen Betrieb der MOT wird er um 3 bis 4 natiirliche Linienbreiten gegen den
(F = 2 — F' = 3)-Ubergang rotverstimmt. Kurz vor dem Ausschalten der MOT
muss er fiir das so genannte Polarisationsgradientenkiihlen um etwa 10 Linienbreiten
rotverstimmt werden. Daraus folgt die Notwendigkeit einer ausgedehnten Stabilisie-
rungsflanke, die iiber mehr als 60 MHz linear verlduft, um eine genaue Frequenzein-
stellung zu ermdglichen. Dies kann durch eine Schwebungsspektroskopie ereicht wer-
den. Dazu wird ein Teilstrahl des um 267 MHz gegeniiber dem (F = 2 — F' = 3)-
Ubergang rotverstimmten Umpumplasers mit einem Teil des Kiihllasers auf einer
schnellen Avalanche-Photodiode (1,2 GHz Bandbreite) iiberlagert. Bei gleicher Po-
larisation beider Strahlen entsteht ein Schwebungssignall. Die Schwebungsfrequenz
wird in einer so genannten ,phase-locked loop* (PLL) Schaltung linear in eine Gleich-
spannung umgewandelt [Vul96]. Fiir Schwebungsfrequenzen zwischen 190 MHz und
350 MHz entsteht eine lineare Flanke, die einem Stabilisierungsbereich von +80 MHz
um die Resonanz entspricht. Abb. 4.8 zeigt das resultierende Spektrum zusammen
mit einem gleichzeitg aufgenommenen Sattigungsspektrum.

Der Vorteil der Schwebungsspektroskopie zeigt sich in der ausgezeichneten Re-
produzierbarkeit der Frequenz und der Langzeitstabilitéit des intensitdtsunabhingi-
gen Signals. Die Stabilitidt der Referenzfrequenz iibertrigt sich auf den Kiihllaser

!Das Schwebungssignal reagiert sehr empfindlich auf die Intensitéit der beiden Laserstrahlen.
Gute Ergebnisse werden erzielt mit 120 pW fiir den Kiihllaser und 200 pyW fiir den Abbildungslaser.
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Abbildung 4.8: Schwebungsspektrum zur Stabilisierung des Kiihllasers. Gezeigt
ist die Flanke, die von der (PLL)-Schaltung erzeugt wird. Aufierhalb der gezeigten
Flanke ist das Signal nicht verwertbar. Die linke Markierung bei der Schwebungs-
frequenz 0 MHz liegt bei der Frequenz des Referenzlasers (F =2 — F' = 2). Die
beiden schwarzen Punkte markieren die Enden des bendtigten Frequenzbereichs
fiir den Kiihllaser. Zur Orientierung ist ein zeitgleich aufgenommenes Séttigungs-
spektrum abgebildet.

und erlaubt eine zuverlissige Frequenzregelung.

Sattigungsspektroskopie

Der Riickpumplaser wird mit einer Sittigungsspektroskopie [Dem95| an der roten
Flanke des (F = 1 — I’ = 2)-Ubergangs stabilisiert. Abb.4.9 zeigt das zugehorige
Sattigungsspektrum.

4.1.7 Schaltung der Laserstrahlen

Ultrakalte Atome sind sehr empfindlich auf Streustrahlung oder nicht vollstindig
ausgeblendete Laserstrahlen. Bereits ein Absorptionsprozess kann dazu fiihren, dass
das Atom in einen nicht speicherbaren Zustand zerféllt und verloren geht. Gleich-
zeitig miissen die Strahlen sehr schnell aus- und eingeschaltet werden. Dazu werden
mechanische Verschliisse eingesetzt, die aus einer Kombination von zwei Elementen
bestehen: einem kleinen, schnellen Relais (NAIS DS2E-M-DC12V) mit aufgelteter
Metallzunge und einem groften Irisblendenverschluss (Prontor Magnetic E/40). Das
Relais wird mit einer Spannung von 24V geschaltet. Dabei bewegt sich die auf-
geldtete Metallzunge um etwa 1 mm und schneidet in den Fokus des Laserstrahls.
Um auch Streulicht zuverlissig ausblenden zu konnen, geht kurze Zeit nach dem
Relais der Irisblendenverschluss zu. Das Offnen der Verschliisse geschieht durch Fe-
dern in dem Relais und in dem Irisblendenverschluss. Mit dem Relais lassen sich bei
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Abbildung 4.9: Riickpumpspektrum. Der Riickpumplaser (F = 1 — F' =
0,1,2) wird mit einer Séttigungsspektroskopie stabilisiert. Der schwarze Punkt
markiert den Stabilisierungspunkt an der roten Flanke des (F = 1 — F' = 2)-
Ubergangs.

starker Fokussierung (z. B. Teleskop mit 20 mm und 60 mm Linse) Ausschaltzeiten
von 30-40ps erreichen, mit den grofen Verschliissen etwa 500 ps. Das Offnen der
Verschliisse benotigt wegen der Federmechanik etwas mehr Zeit. Neben der Schalt-
zeit sind die Schwankungen des Schliefzeitpunktes wihrend des Betriebs wichtig. Es
zeigte sich, dass bei dem Relais mit einer Unsicherheit von £15 pis gerechnet werden
muss, wihrend die groflen Verschliisse Schwankungen von bis zu 4500 s aufweisen.
Die Zeit zwischen der Ansteuerung und dem tatsichlichen Offnen betriigt bei dem
Relais 1,5 ms und bei den Irisblenden 20 ms. Insbesondere macht sich eine Hysterese
bemerkbar, die bewirkt, dass diese Verzogerung vom Zeitpunkt des letztmaligen Off-
nens abhéngig ist. Das macht eine genaue Abstimmung der zeitlichen Ansteuerung
der Verschliisse auf den jeweiligen Experimentzyklus erfordert. Angesteuert werden
die Verschliisse von einer Schalteinheit, die mittels TTL-Signal programmiert wird
und £24V ausgibt.

4.2 Abbildungssystem und -auswertung

Nach dem Lambert-Beer-Gesetz wird ein Lichtstrahl beim Durchlaufen eines absor-
bierenden Mediums exponentiell abgeschwicht:

I(z,y) = Iy(z,y)e %,

wobei ao der Absorptionskoeffizient des Mediums ist. Fiir eine Atomwolke mit einer
gegeben Dichteverteilung n(x,y, z) lautet die Intensitédtsverteilung des Lichts hinter
der Wolke

I(z,y) = Iy(x,y)e o= M@v2)dz, (4.1)
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Der Wirkungsquerschnitt o, eines Atoms beim Beleuchten mit linear polarisiertem
Licht ist nach Mittelung iiber alle moglichen 7-Ubergiinge im Falle von Rubidium
gegeben durch [Die01]:
73N 1
T B (B

Aus (4.1) ist ersichtlich, dass die Bestimmung der Intensitdt vor und hinter der
Atomwolke ausreicht, um die iiber z-Richtung integrierte Dichteverteilung zu erhal-

ten:

_ b @y 1
/n(x,y,z)dz— aﬂl Tt 1) UwD( L Y)- (4.2)

D(z,y) wird als optische Dichte bezeichnet. Durch Integration in x- und y-Richtung
erhilt man die Gesamtatomzahl.

Der Abbildungslaser wird hinter der polarisationserhaltenden Faser mit einem
Objektiv auf einen (1/e*)-Durchmesser von 11 mm aufgeweitet. Der Strahl ist linear
polarisiert und hat eine Gesamtleistung von 130 ptW. Daraus ergibt sich eine Intensi-
tit im Strahlzentrum von 45 pW /cm?. Diese liegt deutlich unterhalb der Sittigungs-
intensitéit von Rubidium (Is,; = 1,6 mW/cm?), so dak der Absorptionskoeffizient o
bei der Auswertung intensitdtsunabhéngig ist. Die Belichtungszeit betrégt 150 ps. In
dieser Zeit streut ein Atom, das mit maximaler Intensitit beleuchtet wird, 75 Pho-
tonen. Der Strahlungsdruck erzeugt eine Beschleunigung von 3000 m/s? und bewegt
das Atom wiahrend der Belichtungszeit 30 pm entlang des Abbildungsstrahls. Der
Schattenwurf der Atome wird iiber eine 1:1,2 Abbildung durch einen Achromaten
(f = 120 mm) mit 5 cm Durchmesser auf eine CCD-Kamera (Hitachi, KP-M2) abge-
bildet. Rein rechnerisch ergibt sich aus Abstand und Durchmesser des Achromaten
ein Auflésungsvermogen von 8 um. Die tatséichliche Auflésung ist aufgrund von Off-
nungsfehlern und Elementen, die den Strahlengang am Rand einschrinken, geringer
und liegt bei 15-20 pm. Die verwendete CCD-Kamera besitzt 740 x 560 Pixel mit
einer Grofe von 8,6 x 8, 3um. Bei voller Beleuchtung durch den Abbildungslaser
sammelt ein Pixel der CCD-Kamera 40000 Photonen auf. Durch das Schrotrau-
schen der Photonen ensteht ein Fehler von 0,5 Prozent, der bei einer Bildtiefe von
8 bit ungefihr einer Graustufe entspricht. Der elektronische Verschluss der Kamera
setzt eine Grenze fiir die Mindestbelichtungszeit von 1 ms, so dass die erforderliche
Belichtungszeit von 150 ps durch den EOM (vgl. Abschnitt 4.1.5) vorgegeben wird.
Die Kamera ist iiber eine Framegrabber-Karte (Eltec, PC-Eye 1) mit einem PC
verbunden. Durch ein Tiggersignal wird sowohl der Kameraverschluss gedffnet als
auch dem Rechner das Signal zum Auslesen des Bildes gegeben. Die Auswertung
der Bilder erfolgt mit einer selbstentwickelten Software [Rud02].

Fiir eine Absorptionsaufnahme werden drei Bilder hintereinander im zeitlichen
Abstand von 400 ms aufgenommen. Zuerst wird ein Bild mit Atomen (Signalbild
S), dann eines unter gleichen Bedingungen aber ohne Atome (Untergrundbild U)
und schlieflich eines ohne Atome bei ausgeschaltetem Abbildungslaser (Offsetbild
O) aufgenommen. Entsprechend Gleichung (4.2) ergibt sich fiir die in Strahlrichtung
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integrierte Atomzahl pro Pixel

]_ _
/n(x, y,2)dz Az Ay = ——1In 5 gAxAy
O -

und fir die Gesamtatomzahl

N = /// n(z,y, z)dzdydz = —Uiﬂ ;Zln 5:8AxAy.

y

Durch die Aufteilung des Abbildungslasers in zwei Strahlen kann die Wolke gleich-
zeitig von zwei Richtungen abgebildet werden.

4.3 Vakuumaufbau

Alle Komponenten fiir die Erzeugung der Magnetfelder — Spulen, Dréhte und Mi-
krostruktur — sowie die thermische Atomquelle und die Halterung befinden sich
innerhalb der Vakuumkammer. Dies erfordert nicht nur duferste Sorgfalt bei der
Auswahl der Materialien und der Montage sondern auch eine genaue Planung der
Wirmeerzeugung und Warmeabfuhr. Bei unserem Aufbau gelang es, all dies zu
kombinieren, ohne grofe Kompromisse bei der Leistungsfihigkeit der Apparatur
eingehen zu miissen. Dies zeigt sich unter anderem dadurch, dass die Lebensdauer
der gespeicherten Atome in der Falle iiber 100s erreichen kénnen [For00]. Gleich-
zeitig ist die Gesamtwiarmeproduktion im Vergleich zu konventionellen Apparaturen
aulerst gering. Es werden deutliche geringere Strome fiir die Spulen bend6tigt und
diese konnen wegen ihrer geringen Windungszahl schneller an- und ausgeschaltet
werden.

4.3.1 Mikrostruktur

Die Mikrostruktur (sieche Abb.4.10) besteht aus sieben parallelen Leiterbahnen mit
verschiedenen Breiten: 30 pm, 11 pm, 3 X 3pum, 11 pm und 30 pm. Der Abstand zwi-
schen den Bahnen betrigt nominal 1 pm und ihre Linge 25 mm. Die Hohe der gal-
vanisierten Kupferbahnen liegt je nach Galvanisierungscharge zwischen 1,5 pm und
2,5pum. Als Substrat wurde gesintertes, poliertes Al;O3 mit einer Dicke von 630 nm
verwendet. Die ausgesidgten Strukturen haben eine Abmessung von 2 x 25mm,
und an beiden Enden der Mikrostruktur befinden sich sieben Kupferflichen (300 x
300 um), an denen die Mikrostruktur kontaktiert wird. Die Mikrostruktur wurde
auf die maximal erreichbaren Stromdichten in den einzelnen Leiterbahnen getestet.
Es ergab sich fiir die 30 pm Bahn eine kritische Stromdichte von 3,1 x 10° A /cm?,
fiir die mittlere Breite einen Wert von 4,8 X 10°A/cm? und fiir die 3pm Bahn ei-
ne maximale Stromdichte von 6,5 A /cm?. Dies entspricht Stromstéiirken von 1,5, 0,5
und 0,3 A. Die Mikrostruktur sowie der Herstellungsprozess werden in [Sch01] und
[For02c| genau beschrieben.
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25 mm

Abbildung 4.10: Die Mikrostruktur besteht aus sieben parallelen Kupferleiter-
bahnen mit 3, 11 und 30 pm Breite. Das Substrat ist aus keramischem AlyO3. An
beiden Seiten befinden sich sieben Kupferflichen, an denen die Leiter kontaktiert
werden.

4.3.2 Spulen und Drahte

Die Mikrostruktur ist in einer Anordnung aus 2 Spulenpaaren und zwei Dréihten
implementiert. In Abb.4.11 sind alle Komponenten dargestellt. Das erste Spulen-
paar (die ,MOT-Spulen®) dient zum Betrieb der magnetooptischen Falle. Die beiden
Spulen haben je 130 Windungen, einen Durchmesser von 54 mm, eine Bohrung mit
20 mm Durchmesser und sind in einem gegenseitigen Abstand von 40 mm montiert.
Fiir alle Spulen wurde Kapton-Draht mit 0,9 mm Durchmesser verwendet. Sie wer-
den von Stromquellen mit +£3 A betrieben und erzeugen bei voller Leistung einen
Gradienten von 45 G/cm. Dabei wird bei einem Widerstand der MOT-Spulen von
2,7Q) eine Leistung von je 24 W dissipiert. Das zweite Spulenpaar, die , Transfer-
Spulen®, hat eine Entfernung von 33 mm zu den MOT-Spulen, besitzt je 80 Win-
dungen und hat einen Abstand zwischen beiden Spulen von 20 mm. Bei einem Strom
von 3 A erzeugt es einen Gradienten von 58 G/cm bei 17 W Wiérmeleistung. Vertikal
durch die Transferspulen verlduft im Abstand von 4 mm zum Symmetriezentrum
ein Kupferdraht mit einem Durchmesser von 2mm, der so genannte ,Joffe-Draht*.
Er dient zur Erzeugung einer Ioffe-Falle. 3 mm iiber der Symmetrieebene der Trans-
ferspulen ist horizontal ein Kupferbalken mit einem quadratischen Querschnitt von
2 x 2mm in einem Kiihlkorper elektrisch isoliert eingelassen. An dessen Unterseite
ist die Mikrostruktur mit Wirmeleitkleber aufgeklebt (siehe auch Abb.5.10). Seit-
lich an der Mikrostruktur ist ein Kupferdraht mit einem Durchmesser von 90 pm
aufgeklebt, der zu Referenzmessungen dient. Der horizontale Balken, im Weiteren
Kompressionsdraht genannt, wird zum einen fiir den magnetischen Transfer und
zum anderen fiir die Erzeugung des Kompressionsfelds an der Mikrostruktur beno-
tigt. Zusédtzlich befindet sich an beiden Enden der Mikrostruktur eine Drahtschlaufe
mit zwei Windungen (,,Pinch-Spule®).
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Abbildung 4.11: Vakuuminnenaufbau. Die gezeigten Komponenten werden in
Abschnitt 4.3.2 erlautert.

4.3.3 Vakuumsystem

Das Experimentieren mit ultrakalten Atomen erfordert ein Vakuum von besser als
1 x 107 mbar. Dieser sehr niedrige Druck ist notwendig, um die StoRrate zwischen
den ultrakalten Atome und Restgasatomen zu reduzieren. Die Kiihlung zum Bose-
Einstein-Kondensat nimmt zwischen 2s [Han01| und 70s [And95] in Anspruch, und
mindestens so lange miissen die Atome in der Falle gespeichert werden kénnen. Bei
einem Druck von 1 x 10~ mbar betrigt die Lebensdauer der gespeicherten Atome
iiber 100s. Mit der hier eingesetzten Vakuumapparatur wird ein Basisdruck von
1,5 x 10 mbar erreicht, der gute Voraussetzungen fiir das evaporative Kiihlen bie-
tet. Die Vakuumapparatur ist in Abb. 4.12 gezeigt. Der Rezipient, an dessen oberem
Flansch der Innenaufbau montiert ist, besitzt fiir den optischen Zugang zwei CF 160
Flansche und 4 CF 40 Flansche, die seitlich angebracht sind. An den Rezipienten
schliefst sich eine Titansublimationspumpe an, die bei Kiihlung mit fliisssigem Stick-
stoff eine Pumpleistung von 20001/s entwickelt. An der Sublimationspumpe ist die
Tonenzerstauberpumpe mit 801/s Pumpleistung montiert.
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Abbildung 4.12: Vakuumsystem.

4.4 Experimentsteuerung

An die Experimentsteuerung werden die folgenden Anforderungen gestellt. Die Laser
miissen mikrosekundengenau geschaltet, verstimmt, und stabilisiert werden. Aufer-
dem miissen die Magnetfelder, die fiir die verschiedenen Schritte des Experiments
verdndert oder geschaltet werden, mittels analoger Ansteuerung programmiert wer-
den. Der Bedarf dieses Experiments liegt bei 20 bis 30 digitalen Ausgéngen mit
TTL-Logik und zwischen 12 und 16 analogen, bipolaren Ausgingen mit 16 bit Auf-
16sung. Ausgewihlt wurde das AD-Win System der Firma Keithley (AD-Pro). Das
modulare System enthélt eine Prozessoreinheit (40 MHz RISC-Prozessor mit einge-
bautem Echtzeitzihler, 16 MB Arbeitsspeicher), eine Schnittstelle mit serieller Ver-
bindung zu einem PC, sowie sechs Steckplitze fiir analoge und digitale Ein- bzw.
Ausgangskarten. Die digitale I/O-Karte besitzt 32 Ausgénge (wahlweise auch als
Eingéinge programmierbar) mit TTL-Standard bei Schaltzeiten unterhalb einer Mi-
krosekunde. Die beiden verwendeten analogen Karten besitzen je 8 Ausginge mit
16 bit Auflésung und einer einstellbaren Ausgangsspannung von +10V, £5V oder
0-10 V. Alle Ausgénge haben werksseitig einen 100 kHz Tiefpass nachgeschaltet, der
die Schaltzeit auf 10pus begrenzt. Dies stellt im allgemeinen keine Einschrinkung
dar, da alle analog programmierten Gerite dieses Experiments ldngere Schaltzeiten
haben. Der Prozessrechner arbeitet vollig autonom. Uber den PC werden die Pro-
gramme nur iibertragen, gestartet und gestoppt. Auferdem lassen sich eine Reihe
von Variablen iiber die serielle Verbindung wihrend des Betriebs programmieren.
Die Echtzeitsteuerung geschieht ausschliefslich durch den Prozessrechner und dessen
internen Zahler. Der Prozessor ist in der Programmiersprache AD-Basic, die speziell
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fiir dieses System entwickelt wurde, frei programmierbar.

Mit den analogen Ausgingen werden die Stromquellen angesteuert, die Spulen,
Drihte und Mikrostruktur versorgen. Die Stromquellen (HighFinesse, BCS-Serie)
sind bipolar und zeichnen sich durch ein extrem niedriges Rauschen aus. Thre Strom-
bereiche sind £1 A (20V), £3A (15V), £10A (5V) und £20 A (2V). Die kiirzesten
Schaltzeiten fiir die angeschlossenen Elemente betragen fiir die Leiterbahnen der Mi-
krostruktur und die Drahte bei maximaler Ansteuerung 40-60 ps und fiir die Spulen
150 ps. Die Stromquellen konnen zusétzlich iiber einen TTL Eingang ausgeschaltet
werden. Dieses Prinzip wird benutzt, um bei Flugzeitmessungen alle Magnetfelder
auf einfache Weise zeitgleich auszuschalten. Dazu wird ein TTL-Puls auf einen selbst
entwickelten Impuls-Generator gegeben, der 16 Ausginge besitzt, die mit einzeln
programmierbaren Verzogerungszeiten den TTL-Puls weitergeben. Uber diese Pulse
werden die Stromquellen entsprechend ihrer Ausschaltzeit synchron ausgeschaltet.
Mit den digitalen Ausgingen werden die mechanischen Verschliisse fiir die Laser
gesteuert.



Kapitel 5

Erzeugung von

Bose-Einstein-Kondensaten in der
Mikrofalle

Dieses Kapitel beschreibt die experimentellen Schritte bei der Erzeugung der Bose-
Einstein-Kondensate. Neben den verwendeten Standardtechniken wie der magne-
tooptischen Falle, dem optischen Pumpen in einen magnetisch speicherbaren Zee-
manzustand und dem evaporativen Kiihlen befasst sich das Kapitel ausfiihrlich mit
den technischen Neuerungen, die bei dieser Apparatur eingefiihrt wurden. Dies ist
zum einen die Verwendung so genannter Dispenser als thermische Quelle fiir Ru-
bidiumatome zum Laden der MOT. Durch sie vereinfacht sich der experimentelle
Aufwand im Vergleich zu herkémmlichen Apparaturen betrichtlich. Dieses Prinzip
wurde erstmals von Fortagh et al. [For98b| zum direkten Laden einer MOT einge-
setzt. Hier wurde das Konzept weiterentwickelt und es konnte gezeigt werden, dass
diese einfache Technik auch im Ultrahochvakuumbereich bei Driicken von besser
1 x 10~ mbar einsetzbar ist. Des Weiteren wurde eine Methode zum adiabatischen
Transfer der Atome in die Mikrofalle entwickelt, um nach der Priparation einer
grofsen Atomwolke diese zu komprimieren und in die Mikrofalle zu iiberfiihren. Die
genaue Beschreibung des Funktionsprinzips und dessen experimentelle Umsetzung
nehmen einen grofen Teil dieses Kapitels ein. Daran anschlieffend wird der experi-
mentelle Nachweis der Bose-Einstein-Kondensation beschrieben und die erzeugten
Kondensate charakterisiert.

5.1 Die magnetooptische Falle

Die Entwicklung der Laserkiihlung [Han75, Win79, Dal89, Chu86, Raa87|, wurde
1997 mit der Verleihung des Nobelpreises an Steven Chu, Claude Cohen-Tannoudji
und William D. Phillips ausgezeichnet. Sie stellte den Durchbruch bei der Erzeu-
gung von Atomwolken mit einer Temperatur von weniger als einem Millikelvin dar.
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Abbildung 5.1: Aufbau der MOT. Die gestrichelten Linien markieren die hori-
zontalen Strahlen des Kiihllasers. Die vertikalen Strahlen werden durch die Off-
nung der MOT-Spulen gefiihrt.

Durch die MOT konnte der experimentelle Aufwand zum Kiihlen der Atome derart
reduziert werden, dass nur 8 Jahre nach der erfolgreichen ersten Inbetriebnahme
einer magnetooptischen Falle im Jahr 1987 [Raa87| die Bose-Einstein-Kondensation
von Rubidium, Lithium und Natrium [And95, Bra95, Dav95| gelang. Seither ist
die MOT ein unverzichtbares Instrument zur Préparation ultrakalter Atome gewor-
den. Mit ihr kbnnen Atomwolken mit einer Temperatur von einigen 10 pK und bis
zu 10'% Atomen erzeugt werden. Fiir eine detaillierte Darstellung der theoretischen
Grundlagen sei auf die Arbeit von Adams und Riis [Ada97]| verwiesen.

Abb. 5.1 zeigt schematisch den Aufbau unserer MOT. Die sechs Laserstrahlen
des Kiihllasers mit iiberlagertem Riickpumplaser {iberlappen sich im Zentrum eines
sphéarischen Quadrupolfeldes, das durch die MOT-Spulen erzeugt wird. In vertikaler
Richtung betriigt die Intensitiit in der Strahlmitte 7,8 mW /cm? und am Strahlrand
3,3mW /em? (vgl. Abschnitt 4.1.3). Die vier horizontalen Strahlen haben wegen des
schwicheren Magnetfeldgradienten die halbe Leistung. Der freie optische Zugang fiir
alle sechs Strahlen betrigt mindestens 2 cm. Dadurch entsteht ein Einfangbereich fiir
die Atome mit einem Durchmesser von 2 cm. Atome, die langsamer als eine kritische
Geschwindigkeit — die so genannte Einfanggeschwindigkeit — sind und den Ein-
fangbereich durchfliegen, werden von den Laserstrahlen abgebremst und sammeln
sich im Zentrum der MOT in einer wenige Millimeter grofen Wolke.
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5.1.1 Rubidiumdispenser als thermische Atomquelle

In einer Entfernung von 5cm zum Zentrum der MOT befinden sich zwei Dispenser
im gegenseitigen Abstand von 1 cm. Die Rubidiumdispenser werden von der Firma
SAES Getters hergestellt (alkali metal dispenser). Sie bestehen aus einem schmalen
Edelstahlbehilter mit 1 x 1 mm Querschnitt und enthalten pro Zentimeter Linge
3,7mg Rubidium in Form von Rubidiumchromat RbyCrQy. Die beiden stabilen Iso-
tope °Rb und 8 Rb kommen in ihrer natiirlichen Isotopenverteilung von 70:30 vor.
Zugesetzt ist aulerdem ein Reduktionsmittel. Durch Widerstandsheizen wird der
Dispenser erwéirmt. Ab 400 °C findet die Dissoziation des RbyCrO, statt, wodurch
elementares Rubidium gebildet wird. Gleichzeitig geht der Offnungsschlitz des Edel-
stahlbehélter, der das Gemisch enthélt, auf und Rubidiumatome werden emittiert.
Die beiden Dispenser werden mit gegenldufigen Strémen versorgt, so dass sich am
Ort der MOT die entstehenden Magnetfelder wihrend des Betriebs teilweise kom-
pensieren.

Kontinuierlicher Betrieb

Prinzipiell lassen sich Dispenser auf zwei Weisen verwenden. Im kontinuierlichen
Betrieb flieften 4-5 A Strom durch die Dispenser. Der Rubidiumpartialdruck in der
Vakuumkammer erhéht sich je nach Stromstérke auf 2 x 107 —2 x 1071 mbar. Da-
mit steigt die Laderate der MOT, gleichzeitig steigt aber auch die Verlustrate durch
Stoke mit schnellen, nicht fangbaren Rb-Atomen. Die sich einstellende Gleichge-
wichtsatomzahl der MOT héngt nur von den charakteristischen Grofsen der MOT
ab und ist unabhéngig vom Rubidiumpartialdruck [Ada97|:

2,4
NMOTOCd Uy .

Hier ist d der Durchmesser des Einfangbereichs der MOT und wv¢ ist die Einfang-
geschwindigkeit. Bei ausreichender Laserleistung ist v¢ oc v/d und fiir die Gleichge-
wichtsatomzahl gilt

NMOT X d4. (51)

Diese Beziehung unterstreicht die Wichtigkeit eines guten optischen Zugangs ver-
bunden mit hoher Laserleistung.

Gepulster Betrieb
Die Ladekurve der MOT ist gegeben durch [For98b]

N(t)=No (L —e),

wobei v die Lebensdauer der gefangenen Atome ist, die aufgrund von Verlustpro-
zessen durch Stofse mit dem Hintergrundgas begrenzt ist. Die Ladezeit der MOT ist
somit identisch mit der Lebensdauer der gespeicherten Atome. Um bei langer Le-
bensdauer lange Ladezeiten zu verhindern bevorzugt man gepulste Atomquellen wie
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Zeemanabbremser [Pro85| oder Doppel-MOT Systeme [Mya96|. Beiden gemeinsam
ist ein hoher apparativer Aufwand. Bei unserem Experiment fungiert der Dispenser
als schaltbare Atomquelle. Zu Beginn eines jeden experimentellen Zyklus werden
die Dispenser fiir 12s mit einem Strom von 6,6 A Strom geheizt. Die Temperatur
des Dispensers steigt, bis am Ende des Strompulses der Dispenser leichte Rotglut
zeigt. Eingefangen werden einerseits Atome, die direkt aus dem Atomstrahl stam-
men (Abb.5.1), und andererseits Atome aus dem an den Winden thermalisierten
Hintergrundgas. Ein genaues quantitatives Verhéltnis dieser beiden Mechanismen
ist schwer zu bestimmen. In Abb.5.2a ist der zeitliche Verlauf des Ladeprozesses
dargestellt. Die lokale Druckerh6hung wird von der Vakuummesszelle nicht regi-
striert, macht sich jedoch durch eine verkiirzte Lebensdauer unmittelbar nach dem
Dispenserpuls bemerkbar. Abb.5.2b zeigt die Lebensdauer der gespeicherten Ato-
me wihrend der Ladephase. Fiir diese Messung wurde eine magnetisch gespeicherte
Atomwolke wihrend eines Dispenserpulses beobachtet. Nach dem Ausschalten des
Dispenserstromes wird die MOT fiir weitere 13s betrieben. In dieser Zeit wird der
urspriingliche Druck und die Lebensdauer wieder hergestellt.

Die Drahtabschirmung

In Abb.5.1 ist jeweils 1cm vor den Dispensern ein Draht mit 1 mm Durchmesser
eingezeichnet (vgl. auch Abb.4.11). Die Dréhte sind so justiert, dass die emittier-
ten Atome durch den Einfangbereich der MOT fliegen konnen, gleichzeitg aber der
direkte Weg zu den in der MOT gefangenen Atomen verdeckt ist. Dies sorgt dafiir,
dass direkte Verluste durch den Atomstrahl (nicht solche durch das Hintergrund-
gas) reduziert werden. Die zweite, wichtigere Aufgabe besteht darin, zu verhindern,
dass nach dem Ausschalten der Dispenser Restgasatome und chemische Nebenpro-
dukte, die emittiert werden, die gefangenen Atome aus der MOT entfernen. Ohne
die Abschirmung wurde nach Ausschalten der Dispenser ein anfanglicher, schneller
Verlustprozess beobachtet, der erst nach einer Abkiihlzeit von 2s in den langsamen,
durch das Hintergrundgas bestimmten Verlauf iiberging.

Vakuumeigenschaften

Die Verwendung von Dispensern im Ultrahochvakuum (p < 1x 107! mbar) stellt ge-
wisse Anforderungen an ihren Einbau und ihre Handhabung. Beim Einbau ist darauf
zu achten, dass nur fabrikneue Dispenser verwendet werden. Ein einmal benutzter
Dispenser wird an Luft durch Einlagerungen schnell kontaminiert und kann nicht
wiederverwendet werden. Da der Dispenser wihrend des Betriebes einige hundert
Grad Celsius warm wird, muss er nach dem erstmaligen Abpumpen wenigstens ein-
mal bei dieser Temperatur gesondert ausgeheizt werden. Dies geschieht am besten
nach dem Ausheizen der Kammer durch wiederholte, stirker werdende Strompulse.
Der Druck kann dabei bis auf p ~ 1 x 10~% mbar ansteigen, erholt sich jedoch sehr
rasch wieder. Am Ende der Prozedur kénnen dauerhaft bis zu 4 A flieflen ohne dass
das Vakuum beeintrichtigt wird. Zu beachten ist, dass bei gepulstem Betrieb die
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Abbildung 5.2: Atomzahl der MOT (a) und Lebensdauer der gespeicherten
Atome (b) wéihrend eines Dispenserpulses. Der senkrechte Strich markiert das
Ende des Strompulses nach 12s. Der Strom betrigt 6,6 A. Nach weiteren 13s
werden die Atome magnetisch gespeichert.

Schaltintervalle nicht beliebig kurz gehalten werden diirfen, sonst geht der gepulste
Betrieb in einen kontinuierlichen Betrieb iiber. Die Gesamtdauer des Experimentzy-
klus von 60 s gewahrleistet jedoch ausreichend lange Abkiihlzeiten fiir den Dispenser.
Es braucht etwa 20 Zyklen bis ein Gleichgewichtszustand mit konstanter Atomzahl
erreicht ist. Dann kann die Anlage mehrere Stunden betrieben werden.

5.1.2 MOT-Betrieb und Laden der Magnetfalle

Die MOT wird mit einer Laserverstimmung von 24 MHz bei einem axialen Ma-
gnetfeldgradienten von 16 G/cm betrieben. Die hochste erreichte Atomzahl betréigt
5 x 108. Unter normalen experimentellen Bedingungen werden 2 x 108 — 3 x 10® Ato-
me in die MOT geladen. Der Durchmesser der MOT betrégt 3 mm, woraus sich eine
mittlere Dichte von n = 3 x 10'° cm™3 ergibt. Die Temperatur der MOT ist von vie-
len Parametern abhéngig und betrigt unter {iblichen Bedingungen 50 pK. Mit einem
Wert von ungefihr 5 x 1077 ist die Phasenraumdichte in der MOT sechs Grofen-
ordnungen von dem fiir die Bose-Einstein-Kondensation ben6tigten Wert entfernt.
Der Ladevorgang der MOT dauert 25s, wovon 13 s auf die Zeit nach dem Aus-
schalten des Dispensers entfallen. In dieser Wartezeit verringert sich die Atom-
zahl um 20 Prozent (siche Abb.5.2a). Am Ende der Haltezeit wird fiir 10 ms das
Polarisationsgradientenkiihlen [Dal89] durchgefiihrt. Dazu wird der Kiihllaser um
A = 60 MHz gegeniiber der Resonanz verstimmt, wihrend gleichzeitig das magneti-
sche Quadrupolfeld innerhalb von 5 ms ausgeschaltet wird. Die Atome befinden sich
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fiir weitere 5 ms in dieser optischen Molasse ehe der Kiihllaser zusammen mit dem
Riickpumplaser ausgeschaltet wird.

Optisches Pumpen

Nach Beendigung des Polarisationsgradientenkiihlens befinden sich die Atome in ei-
ner statistischen Uberlagerung der 5 Zeemanzustinde des (F = 2)-Grundzustands.
Nur der (mp = 2)-Zeemanzustand ist langfristig magnetisch speicherbar, und die
Atome miissen optisch in diesen Zustand gepumpt werden. Dies geschieht durch den
Umpumplaser (Abschnitt 4.1.5), der resonant mit dem (F = 2 — F' = 2)-Ubergang
ist. Er ist zirkular polarisiert und wird senkrecht von oben auf die Atomwolke ju-
stiert. Thm iiberlagert ist ein Teil des Riickpumplasers (F' = 1 — F' = 2), der diesel-
be zirkulare Polarisation besitzt. Zur Vorgabe einer definierten Quantisierungsachse
wird ein homogenes Magnetfeld (2 G) in senkrechter Richtung mit Hilfe der beiden
MOT-Spulen angelegt.

Der (mgp = 2)-Zustand ist fiir o"-Licht ein Dunkelzustand und die Atomwolke,
die zu Beginn des Umpumpprozesses mehrfach optisch dicht ist, wird transparent.
Die Leistung des Umpumplasers (1/e?)-Durchmesser 7mm) betrigt 150 pW und die
des Riickpumplichts 500 pW. Der Umpumpprozess dauert 400 ps, wobei der Riick-
pumplaser 100 ps vor dem Umpumplaser an- und 100 s nach ihm ausgeht. Geschal-
tet wird der Umpumplaser mit dem akustooptischen Modulator.

Die magnetisch gespeicherte Wolke

Nach dem optischen Pumpen wird der Strom in den MOT-Spulen innerhalb von
250 ps auf 2,5 A erh6ht. 60-80 Prozent der in der MOT gefangenen Atome sind nun
magnetisch gespeichert. Die Analyse der Wolke kann wie bei der MOT ebenfalls
durch Flugzeitmessungen vorgenommen werden. Bei genauer Kenntnis des Poten-
zials konnen aus der Dichteverteilung der Atome in der Falle Temperatur, zentrale
Dichte und Teilchenzahl bestimmt werden. Nach (4.2) wird bei der Absorptions-
aufnahme die in Absorptionsrichtung integrierte Dichteverteilung (3.14) gemessen.
Kann diese Integration fiir das jeweilige Potenzial analytisch durchgefiihrt werden,
konnen die Bilder direkt ausgewertet werden. Fiir ein sphérisches Quadrupolpoten-
zial mit Symmetrieachse in z-Richtung lautet die Dichteverteilung in der Falle

n(z,y,z2) = %exp [_% (\/(gy_,_ <%)2+z2 _za>]

mit
kgT
[ =
pb,
und
mg

o=

b,
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Bei einer Abbildung in y-Richtung, ergibt sich fiir die optische Dichte

Dnenten) = gt () + () (VG5 + ()

mit der modifizierten Besselfunktion K;(z). Analog dazu folgt fiir ein rein parabo-
lisches Potenzial

N
n(z,y,z) = N (27rkBT> WaWyW,

1 1 1
X exp [— <§mwix2 + imwzyQ + 5mw§z2 + mgz> /kBT} . (5.2)

Die Integration ist einfach und liefert

1 m
gDparabol(l‘az) = N <m> Wy

X exp{— <%mw§x2 + %mwff + mgz) /kBT} . (5.3)
Durch die Absorptionsbilder werden Schnitte gelegt, die mit obigen Modellfunk-
tionen angepasst werden. Fiir Potenziale mit anderer Geometrie muss bei Bedarf
eine numerische Auswertung gemacht werden. Tabelle 5.1 gibt die Parameter fiir die
Atomwolke in der MOT, wihrend der optischen Molasse und nach dem magnetischen
Speichern an.

MOT optische Molasse magn. gesp. Wolke
Atomzahl 2-3 x 10® 2-3 x 108 1-2x108
zentrale Dichte 2-3x10%ecm™ 2-3x10%cm™3 25 x10"0cm™?
berechnete Stofsrate 34571 235! 4651
Temperatur 80-100 pK 30K 70-100 nK
Phasenraumdichte 2-3 x 1077 5-10 x 1077 1-2x 1077

Tabelle 5.1: Typische Parameter der praparierten Startatomwolke

5.2 Der adiabatische Transfer in die Mikrofalle

Durch die Methode des adiabatischen Transfers der Atome in eine Mikrofalle wurde
eine Moglichkeit geschaffen, die Atome in einer grofvolumigen MOT zu fangen und
anschliefsend auf ein sehr kleines Volumen zu komprimieren. Dies war die Vorausset-
zung, um Bose-Einstein-Kondensate mit sehr hoher Atomzahl in einer Mikrofalle zu
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erzeugen. Dieser Abschnitt behandelt ausfiihrlich diesen Transfer, der in drei Teile
gegliedert werden kann. Im ersten Teil (Abschnitt 5.2.1) wird das sphérische Quadru-
polpotenzial der MOT-Spulen zwischen die beiden Transferspulen verschoben. Mit
Hilfe des senkrechten Drahtes wird dann eine Ioffe-Falle erzeugt (Abschnitt5.2.2).
Schlieflich folgt der eigentliche Transfer der Atome in die Mikrofalle durch adiaba-
tisches Umformen dieser Ioffe-Falle (Abschnitt 5.2.3).

5.2.1 Transfer zwischen den Spulenpaaren

Ein magnetisches Quadrupolpotenzial kann durch Anlegen eines homogenen Ma-
gnetfelds in jede Raumrichtung verschoben werden. Am Rand des Spulenpaares
besitzt der Magnetfeldbetrag in der Symmetrieebene zwischen den Spulen ein Maxi-
mum. Uber diesen Punkt hinaus kann das Quadrupolpotenzial mit einem homoge-
nen Feld nicht verschoben werden. Erst durch ein zweites, iiberlappendes Spulenpaar
kann das Feldminimum auferhalb des Spulenbereiches verschoben werden. Mit der
Wahl des Verhéltnisses der Strome in den zwei Spulenpaaren wandert das Feldmi-
nimum zwischen den beiden Spulenpaaren. Dieses einfache Prinzip lédsst sich peri-
odisch fortsetzen, so dass das Magnetfeldminimum iiber eine beliebig weite Strecke
transportiert werden kann. In [Gre01] wurde ein solches System eingesetzt, um kalte
Atome iiber eine Strecke von mehr als 20 cm zu transportieren. Dadurch konnte eine
differenzielle Pumpstrecke iiberbriickt werden und die Atome — zunéchst bei ho-
hem Partialdruck in einer MOT eingefangen — in eine UHV-Kammer transportiert
werden. Der Vorteil dieser Methode liegt in der rdumlichen Trennung zwischen der
MOT und dem Experimentierbereich und deshalb in einem guten optischen Zugang.
Auferdem wird nur eine MOT benétigt und sowohl in [Gre01] als auch bei unserem
Experiment konnte auf einen Zeeman-Abbremser verzichtet werden.

Der Transfer zwischen den Spulenpaaren dauert 1s. Innerhalb dieser Zeit wird
der Strom in den Transferspulen auf 3 A erhoht bevor die MOT-Spulen ausgeschaltet
werden. Abb. 5.3 zeigt den Betrag des Magnetfeldverlaufs entlang der Verbindungs-
achse zwischen den beiden Spulenpaaren zu verschiedenen Zeiten. Damit der Trans-
fer gelingt, miissen die beiden Spulenpaare ineinander greifen, diirfen also nicht zu
weit voneinander entfernt sein. Ein Kriterium fiir den maximal moglichen Abstand
erhilt man durch folgende Uberlegung: Der Feldverlauf eines jeden Quadrupolspu-
lenpaares besitzt auferhalb der Spulen in der Symmetriebene einen Wendepunkt
(sieche Abb.5.4a). Legt man an diesen Punkt eine Tangente an die Kurve an, so
schneidet diese die Achse in dem Punkt P. Der Punkt P ist die duferste Position
fiir das Zentrums eines unendlich ausgedehnten Quadrupolfelds, wenn ein Transfer
zwischen den beiden Quadrupolen gelingen soll. Fiir das zweite Spulenpaar (&u-
Rerster Abstand P') lisst sich dieselbe Uberlegung umgekehrt anwenden, und als
Bedingung fiir den Abstand d der beiden Spulenpaare folgt

d < dmax = min(P, P').

In Abb. 5.4 wird dieses Prinzip noch einmal genauer erklirt. Der Verlauf des Ma-
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Abbildung 5.3: Verlauf des Magnetfeldbetrags auf der Verbindungslinie zwi-
schen den beiden Spulenpaaren wahrend des Transfers. In der linken oberen Ecke
sind die Strome in den MOT-Spulen bzw. Transferspulen angegeben. Die Hohe des
Sattelpunkts, der im rechten oberen Bild markiert ist, betrédgt bei seiner Entste-
hung 7G. Das Symmetriezentrum der MOT-Spulen befindet sich bei x = 0 mm,
das der Transferspulen bei x = 33 mm.

gnetfeldbetrags eines Spulenpaares ist nicht genau linear, und es ergeben sich leichte
Abweichungen von der obigen Formel. Fiir ein Helmoltzspulenpaar (Spulenabstand
= Spulenradius = R) folgt

Amax = 1.72 X R.

Die Potenzialtiefe wihrend des Transfers wird durch die Hohe des Sattelpunkts, der
in Abb. 5.3 im rechten oberen Bild markiert ist, bestimmt. Durch grofere Strome
oder kleineren Abstand d kann er erhoht werden. Bei unserem Transfer betrigt seine
Hohe 7 G was einer Temperatur von 700 pK entspricht.

Fiir den Transfer werden die Strome so variiert, dass die dritte Ableitung der
Bewegung des Potenzialminimums stetig ist. Wird ein lineares Quadrupolpotenzi-
al beschleunigt, spiiren die Atome im Ruhesystem ein verkipptes Potenzial, analog
zur Potenzialverkippung in vertikaler Richtung durch das Gravitationsfeld. Um ein
Autheizen der Atomwolke durch nichtadiabatische Verinderungen des Fallenpoten-
zials zu verhindern, muss daher die Beschleunigung stetig verdndert werden. Dies
wird am einfachsten durch einen harmonischen Verlauf der Bewegung sichergestellt.
Der Transfer wurde getestet, indem eine Atomwolke hin und zuriick transportiert
wurde und die Temperatur vorher und nachher verglichen wurde. Bei Transferzeiten
unterhalb von 500 ms konnte ein Heizeffekt festgestellt werden.



62

KAPITEL 5. ERZEUGUNG DER BOSE-EINSTEIN-KONDENSATE

Wendepunkt

x
S
T ¢

Abbildung 5.4: Bedingung an den Abstand zweier Spulenpaare fiir einen adiaba-
tischen Transfer. a) Verlauf des Magnetfeldbetrags eines Spulenpaares (der Schnitt
liegt in der Symmetrieebene des Spulenpaares, das Zentrum des Quadrupolpoten-
zials ist bei xq). Eingezeichnet ist der Wendepunkt des Magnetfeldbetrags. Die
Tangente an ihn schneidet die Achse (B = 0) im Punkt P. b) Ein Quadrupol-
feld, dessen Ursprung im Punkt P1 liegt, wird dazugeschaltet (skizziert durch die
Geraden, die aus Py kommen). Das Feld ist so gepolt, dass sich beide Felder bei
den Schnittpunkten kompensieren. Die schwarzen Kreise geben den Verschiebung
dieses Schnittpunkts und damit des Fallenzentrums an. c) Der Punkt Py liegt hier
rechts von Punkt P, so dass der Transfer nicht mehr méglich ist: Das Fallenzen-
trum (Punkt x¢ ) ldsst sich zwar noch verschieben, doch es bildet bei Punkt x; eine
Iofte-Falle. Gleichzeitig wird zu Beginn des Transfers links von Py eine Ioffe-Falle
erzeugt, die ab einem kritischen Gradienten in zwei Minima aufspaltet (Punkt xo
rechts). Das linke Minimum vereinigt sich mit dem urspriinglichen Minimum des
Spulenfelds zu der Ioffe-Falle. Das rechte wandert nach rechts in das Zentrum des
zweiten Quadrupolfelds.
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Abbildung 5.5: Erzeugung einer loffe-Falle. Dargestellt sind die Positionen der
beiden beteiligten Quadrupolfelder in Abhédngigkeit des Stromes im Ioffe-Draht.
Der Strom Itp nimmt in der Bildsequenz von oben nach unten zu. Das rech-
te Quadrupolfeld wandert aus der Drahtoberfliche heraus, bewegt sich auf einer
Kreisbahn, und vereinigt sich bei einem kritischen Strom I, mit dem linken. Es
entsteht eine Ioffe-Falle, deren Position durch die Geometrie der Anordnung fest-
gelegt ist.

5.2.2 Erzeugung einer loffe-Falle

Zur Erzeugung einer Ioffe-Falle ist in das Transferspulenpaar der senkrechte Ioffe-
Draht mit 2mm Durchmesser eingesetzt. Er ist um 4 mm zum Symmetriezentrum
der Spulen versetzt. Durch Anlegen eines Stromes wird zusétzlich zu dem sphéri-
schen Quadrupolfeld im Symmetriezentrum der Spulen ein zweites Quadrupolfeld
erzeugt, das sich mit wachsendem Strom aus dem Draht heraus bewegt und sich bei
einem kritischen Strom I, mit dem spérischen Quadrupolfeld vereint. Beide Fallen-
minima wandern dabei auf einem Halbkreis und treffen sich auf halber Strecke. Die
entstehende Magnetfeldkonfiguration ist die einer loffe-Falle. Abb. 5.5 zeigt die Posi-
tion der beiden Minima bei zunehmendem Strom im loffe-Draht. Bei vorgegebenem
Gradienten b, und Drahtabstand d ergibt sich der benotigte kritische Strom fiir die
Vereinigung beider Fallenminima zu

L= pd
2410

Fiir grofere Strome entsteht ein zusétzliches Offsetfeld in z-Richtung und die Toffe-
Falle wandert gleichzeitig nach aufen. An dem Vereinigungspunkt beider Fallen
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lassen sich geschlossene Ausdriicke fiir die Fallenparameter angeben. Die Kriimmung
des Magnetfeldbetrags und die resultierende axiale Oszillationsfrequenz fiir Atome
mit dem magnetischen Moment g und der Masse m lauten

d’B

— = b,/d
dx? /
T (b,
o dm’

Die radiale Oszillationsfrequenz ergibt sich nach (3.10) aus dem Offsetfeld im Fal-
lenzentrum, das fiir I > I. entsteht. Die Tabelle5.2 gibt die Parameter der im
Experiment erzeugten loffe-Falle wieder.

58G/cm  4mm 2mm 13A 27 x 120s7! 27 x 14s7! 0,4G

Tabelle 5.2: Parameter fiir die Ioffe-Falle

Fiir den Transfer der Atome in die Toffe-Falle muss lediglich der Strom im Draht
erh6ht werden. Dies geschieht in 200 ms. Zwei Punkte miissen bei diesem Prinzip zur
Erzeugung einer Ioffe-Falle beachtet werden. Der Feldbetrag an der Drahtoberfla-
che druchlduft einen Nullpunkt, wenn das Quadrupolfeld des Drahtes zu Beginn des
Transfers die Drahtoberfliche durchstéftt. Dann gehen alle Atome verloren, die aus
dem sphérischen Quadrupol iiber den Sattelpunkt zwischen den beiden Fallen gelan-
gen und an die Drahtoberfliche stofsen. Dies bewirkt zwar, dass die Wolke gekiihlt
wird, da nur die heifesten Atome den Sattelpunkt {iberqueren kénnen, der Prozess
ist aber unkontrolliert und kann besonders im Falle sehr grofer und heifer Wolken
zu erheblichen Verlusten fiihren. Deshalb wird der loffe-Draht bereits vor Ende des
ersten Transfers zwischen den Spulenpaaren eingeschaltet, so dass der Sattelpunkt
einen hoheren Feldbetrag besitzt. Der zweite wichtige Punkt betrifft die Vereinigung
der beiden Fallenpotenziale. Kurz vor der Vereinigung haben sie exakt das gleiche
Volumen. Eines der beiden Potenziale ist mit Atomen gefiillt, das andere nicht.
Nach der Vereinigung hat sich das Volumen der Falle verdoppelt, Atomzahl und
Temperatur sind gleichgeblieben. Dies fiihrt dazu, dass die Phasenraumdichte nach
der Vereinigung nur noch halb so grofs ist. Der Vorgang entspricht dem bekannten
Gay-Lussac’schen Uberstrémungsversuch. Die einzige Moglichkeit diesen Verlust an
Phasenraumdichte zu verhindern, besteht darin, die Atome von Anfang an in einer
loffe-Falle zu fangen.

Das geschilderte Prinzip wurde erstmals von Fortagh et al. [For98a| verwendet
und ist dort ausfiihrlich beschrieben. Durch Wiederausschalten des Ioffe-Drahts ge-
lang es in diesem Experiment erstmals, Atome in eine Mikrofalle zu laden.
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Abbildung 5.6: Feldverlauf der Ioffe-Falle. Die Potenziallinien haben einen Ab-
stand von 0,05 G. Der Strom in den Transferspulen betrigt je 3 A, der im Ioffe-
Draht 13 A. Die Pfeile zeigen die in die Schnittebene projizierte Richtung des
Magnetfelds. Die Leiter der Mikrostruktur verlaufen in x-Richtung und liegen
genau iiber dem Fallenzentrum.

5.2.3 Transfer in die Mikrofalle

Fiir die Uberlagerung von Magnetfeldern gilt das Superpositionsprinzip. Bei den in
diesem Abschnitt dargestellten Uberlegungen zum Transfer geht die reale Magnet-
feldkonfiguration aus einer Superposition von zwei oder drei fiktiven Magnetfeldver-
laufen hervor. Einer dieser Bausteine ist der Feldverlauf eines stromdurchflossenen
Drahtes oder Leiters. Das Magnetfeld ist rotationssymmetrisch und wird im Folgen-
den kurz Drahtfeld oder Feld des Leiters genannt. Zur Erklarung des Transferprin-
zips wird ihm ein zum Draht paralleles lineares Quadrupolfeld iiberlagert, dessen
Zentrum frei verschiebbar ist. Durch die Uberlagerung der beiden einzelnen Feldver-
ldufe entstehen zwei lineare Quadrupolfelder, deren Magnetfeldbetrag das Potenzial
fiir die Atome festlegt. Diese Potenziale werden im Weiteren als Wellenleiterpoten-
zial oder kurz Wellenleiter bezeichnet.

Transferprinzip

Zunéchst ist es hilfreich, einen Blick auf den experimentell gegebenen Feldverlauf der
Ioffe-Falle zu werfen, die durch die zwei Transferspulen und den senkrechten Draht
erzeugt wird. In Abb.5.6 sind ein Schnitt in der xy-Ebene und in der yz-Ebene
durch das Zentrum der Falle gezeigt. Der Feldverlauf entspricht dem eines linearen
Quadrupols in z-Richtung, iiberlagert mit einem Offsetfeld in z-Richtung und ei-
nem Hexapolfeld, das den axialen Einschluss in z-Richtung erzeugt (am Verlauf der
Aquipotenziallinien in der zy-Ebene zu erkennen). Dies sind die ersten drei Terme in
der Feldentwicklung einer Ioffe-Falle nach Gleichung (3.8). Fiir das Funktionsprinzip
des Transfers sind das homogene Offsetfeld und das Hexapolfeld nicht von Bedeu-
tung und der Transfer kann allein durch die Uberlagerung eines frei verschiebbaren,
linearen Quarupolfelds mit dem Feld eines stromdurchflossenen Leiters beschrieben
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Abbildung 5.7: Uberfiihrung eines Wellenleiterpotenzials an einen Leiter. Ein
lineares Quadrupolfeld (Kreuz), das senkrecht zur Bildebene verliuft wird iiber
einen stromdurchflossenen Leiter (Punkt) hinwegbewegt, der ebenfalls senkrecht
zur Bildebene verliuft. Eingezeichnet sind die aus dem Gesamtmagnetfeld re-
sultierenden Aquipotenziallinien. Die Orientierung des linearen Quadrupolfelds
entspricht der in Abb. 5.6, rechtes Bild. Obere Bilderreihe: Das lineare Quadru-
polpotenzial wird genau iiber das Leiterzentrum hinweg bewegt und das Wel-
lenleiterpotenzial wird an den Leiter tiberfiihrt. Untere Bilderreihe: Das lineare
Quadrupolfeld wird im Abstand d iiber das Leiterzentrum hinwegbewegt. Der
Abstand ist so grofs gewahlt, dass der Wellenleiter nicht an den Leiter iiberfiihrt
wird.

werden.

Abb. 5.7 zeigt den Aquipotenziallinienverlauf fiir den Fall, dass ein lineares Qua-
drupolfeld (dessen Zentrum ist im Schaubild mit einem Kreuz gekennzeichnet) {iber
einen parallelen, stromdurchflossenen Leiter (dargestellt durch den Punkt) hinweg-
bewegt wird. Die gezeigten Schnitte liegen in der yz-Ebene, also senkrecht zur Rich-
tung des Leiters und des Quadrupolfeldes. In der oberen Bildreihe ist gezeigt, wie
das Wellenleiterpotenzial an dem Leiter ,abgestreift® wird, und ein zweites Wel-
lenleiterpotenzial aus dem Leiter heraustritt, um am Ende des Transfers die Stelle
des urspriinglichen Wellenleiters einzunehmen. Atome, die sich urspriinglich in dem
Wellenleiter befinden, werden so an den Draht transferiert.

Im Folgenden sollen nun zwei Fragestellungen zu diesem Transfer untersucht wer-
den: ,Unter welchen Bedingungen ist der Transfer moglich? und ,Wie effizient ist
der Transfer?“. In der unteren Bildreihe von Abb.5.7 ist zu sehen wie der Transfer
ablauft, wenn die Linie, auf der sich das Zentrum des linearen Quadrupolfelds be-
wegt, nicht genau durch die Leitermitte verlduft sondern in einem Abstand d. In der
gezeigten Bildfolge ist dieser Abstand so grofs gewahlt, dass das urspriingliche Wel-
lenleiterpotenzial an dem Leiter vorbeigefithrt wird und kein Transfer stattfindet.
Das zweite Wellenleiterpotenzial, das zu Beginn des Transfers an dem Leiter ent-
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Abbildung 5.8: Adiabatischer Transfer eines linearen Wellenleiterpotenzials in
eine Mikrofalle. Im oberen Bild ist die Orientierung des Quadrupolfelds und des
Leiterfelds eingezeichnet. Der Leiter, das lineare Quadrupolfeld und die resultie-
renden Wellenleiterpotenziale stehen senkrecht zur Bildebene. Die drei numme-
rierten Pfeile (1 bis 3) geben die Richtung an, in der das Quadrupolfeld tiber den
Leiter hinwegbewegt wird. In den drei Bildreihen bezeichnen S1 und S2 die Start-
positionen der beiden entstehenden Wellenleiter, E1 und E2 die dazugehérigen
Endpositionen, wenn das Quadrupolfeld entlang der eingezeichneten gestrichelten
Linie bewegt wird. Der Leiter befindet sich im Koordinatenursprung. Die Wellen-
leiter bewegen sich entlang der schwarzen durchgezogenen Linien in Pfeilrichtung.
Fillt die Position beider Wellenleiter zusammen bildet sich ein Hexapolfeld (HP)
aus. Weitere Erkldrungen siehe Text.
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steht, wandert auf einem Halbkreis um den Leiter herum und verschwindet wieder.

Fiir eine quantitative Analyse dieses Verhaltens wird das folgende Modell ge-
wihlt. Der Ursprung des Koordinatensystems wird in die Leitermitte gelegt. Der
Leiter zeigt in z-Richtung. Das lineare Quadrupolfeld mit dem radialen Gradienten
b, verlauft ebenfalls in z-Richtung und sein Zentrum befindet sich bei (o, z9). Die
Feldkomponenten lauten dann fiir den Leiter

0
By(z,y,2) = _ T —z
7 27 (y? + 22)
)
und fiir das Quadrupolfeld
0
BQ(l‘,y,Z) = br _y+y0 . (54)
zZ— 20

Die Position der Wellenleiter ist durch die Feldminima in der yz-Ebene gegeben
(BL + Bq = 0), woraus die Bestimmungsgleichung

Y=Y ¢ —Z

(—Z+Zo>_y2+z2( y ) (>
mit ¢ = Ipg/(27h,) folgt. Gleichung (5.5) hat im Allgemeinen zwei Losungen —
es existieren also zwei Feldminima. Abb. 5.8 zeigt die Position der beiden Feldmi-
nima, wenn das Quadrupolfeld schrittweise aus verschiedenen Richtungen und in
verschiedenen Abstdnden gegen den Leiter verschoben wird. Fiir grofe Abstdnde
zwischen Quadrupolzentrum und Leiter befindet sich ein Feldminimum in der Mitte
des Quadrupolfeldes (das Feld des Leiters nimmt mit 1/7? ab und beeinflusst das
Quadrupolfeld dort kaum) und eines nahe am Leiter. Die Position der beiden Feld-
minima zu Beginn des Transfers ist mit S1 und S2 gekennzeichnet. Wird nun das
Quadrupolfeld auf den Leiter zubewegt, bewegen sich die beiden Feldminima auf
den durchgezogenen Linien in Pfeilrichtung. Als gestrichelte Linie ist die dazuge-
horige Bahn des Quadrupolzentrums eingezeichnet. Die Endkonfiguration nach dem
Transfer ist mit E1 und E2 gekennzeichnet. Je nach Orientierung des Quadrupolfelds
relativ zum Feld des Leiters kommt es zu verschiedenem Verhalten. In der ersten
Sequenz, die der experimentellen Situation sehr nahe kommt, lauft das Wellenleiter-
potenzial auf einem Bogen auf den Leiter zu, wihrend das zweite — aus dem Leiter
kommend — sich von diesem entfernt. Die Bahn des Quadrupolfelds wird in den
folgenden Bildern schrittweise immer weiter nach links versetzt. Im dritten Bild ist
der Versatz so gewahlt, dass sich fiir diesen Abstand d,., die beiden Wellenleiter
genau iiberlagern und ein Hexapolfeld (HP) bilden. Fiir grofere Abstande (viertes
Bild) wandert der Wellenleiter an dem Leiter vorbei. In der Bildfolge darunter ist
die Richtung der Bewegung des Quadrupolpotenzials um 45 Grad gedreht. Ohne
Versatz zeigt der Transfer einen idealen, geradlinigen Verlauf. Mit zunehmendem
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Versatz ahnelt das Verhalten dem eben beschriebenen, der Abstand d,.x, bei dem
es zur Ausbildung des Hexapolfelds kommt, ist jedoch grofer. Wird die Richtung
nun um 90 Grad gedreht, so sieht man, dass in dieser Konfiguration bereits fiir d = 0
ein Hexapolfeld entsteht und fiir alle grofseren Abstéinde kein Transfer an den Leiter
stattfindet.

dy

Transfer 1

Abbildung 5.9: Geometrie des Transfers. Die Zeichnung zeigt die Position der
beiden Hexapole (HP; und HP,) sowie die der zugehérigen Quadrupolzentren
(P, und P»). Die gestrichelten Linien zeigen die Transferrichtung aus Abb. 5.8 an.
Der Transfer funktioniert genau dann, wenn die Bahn des Quadrupolzentrums
die Strecke P, P, kreuzt. Es ergibt sich ein richtungsabhéngiger ,Einfangbereich“
durch die Projektion der Strecke PP, auf die zur Bahn des Quadrupolzentrums
senkrechte Richtung.

Die Position der entstehenden Hexapole ist in allen drei Féllen identisch. Um ihre
Lage herauszufinden, muss man fordern, dass (5.5) nur eine reelle Losung besitzt.

Man erhilt die Losung
HP = ( /2 )
- 6/2

fiir die Position des Hexapols und

()

fiir die Position des zugehdrigen Quadrupols. Aus Symmetriegriinden existiert ein

zweiter Hexapol bei
HP, ( — 0/2 )
6/2
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Abbildung 5.10: Experimentelle Anordnung (vgl. Abb. 4.11). Die Ioffe-Falle (IF)
kann iiber den Weg 1 an die Mikrostruktur (M) und iiber den Weg 2 an den
Referenzdraht (D) transferiert werden. Der Strom im Ioffe-Draht (ID) fliet nach
oben. Mikrostruktur und Draht haben dieselbe Stromrichtung wie das rechte obere
Spulenstiick. Zum Komprimieren der Falle nach dem Transfer muss der Strom im
Kompressionsddraht (KD) entgegengesetzt zu Draht und Mikrostruktur gerichtet

P, = <_\/\é_i_c>

Der Abstand der beiden Quadrupolzentren betréigt

PPy = do = 2/e = ) oL (5.6)
b,

und definiert damit den ,Einfangbereich“ des Leiters. Vergleicht man die Lage der
Punkte P, und P, mit den verschiedenen gezeigten Transferverldufen aus Abb.5.8
sieht man, dass der Transfer genau dann gelingt, wenn die Bahn fiir den Verlauf
des Quadrupolzentrums wihrend des Tranfers die Strecke Py P, kreuzt. Dieser Zu-
sammenhang wird in Abb.5.9 genauer erldutert. Die zweite in Abb.5.8 gezeigte
Geometrie ist diejenige mit dem grofiten Einfangbereich.

Um die Frage nach der Transfereffizienz zu beantworten, muss die Hohe des
Sattelpunkts betrachtet werden, der zwischen den beiden beteiligten Wellenleitern
liegt. Erreicht dieser sein Minimum, so besitzen die Wellenleiter ihre geringste Tiefe
und heifke Atome aus dem gefiillten Wellenleiter kénnen in den leeren Wellenleiter
gelangen. Fiir die Geometrie 2 aus Abb. 5.8 wird der niedrigste Sattelpunkt genau
dann erreicht, wenn das Quadrupolzentrum iiber der Leitermitte liegt. Seine Hohe
betriagt unter Beriicksichtigung eines zu den Wellenleitern parallelen Offsetfeldes B

Bs = 2\/Tjugh. /(2r) + B3, (5.7)

Durch diesen Sattelpunkt ist die Fallentiefe By — By bestimmt und damit auch
die maximal mégliche Temperatur der transferierten Atomwolke!. Fiir abweichende

'In [Dav95] wird untersucht, wie tief (in Einheiten von kgT) eine Falle fiir eine Atomwolke der
Temperatur 7" sein muss, um alle Teilchen speichern zu konnen. Der genaue Wert héngt von der
Fallenform ab — als Richtwert konnen 8-10kgT gelten.
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Transfer an die Mikrostruktur

t[S] Io [A] IM[A] IID [A] IKD [A] Uy [HZ] Tiefe [G]

0 3 0 13 0 120 14,5
01 3 0,5 13 0 120 14,5
1 23 05 13 0 90 2
3 21 05 13 —4 200 2

Transfer an den Draht
Al Ip[A] IkplA] v [s7!] Tiefe [G]

t[S] [() [A] ID

—_—

0 3 0 13 0 120 14,5
01 3 2 18 10 80 14,5
05 1,9 2 18 10 150 10
1 1,9 2 16 0 270 6

Tabelle 5.3: Transfer an die Mikrostruktur und an den Draht: Stromverlauf. Die
einzelnen Strome sind: Io obere Spule, Iy Mikrostruktur, Iy Draht, Iyp Ioffe-
Draht, Ixp Kompressionsdaht. Der Strom in der unteren Transfer-Spule betrigt
permanent 3 A. Die Stréme, die gedndert werden, sind fett gedruckt. Alle Strome
werden linear variiert. Die Erhohung von Ip beim Transfer an den Draht ist
notwendig, um die Ioffe-Fallengeometrie zu erhalten.

Geometrien muss der niedrigste Sattelpunkt durch eine numerische Simulation der
Magnetfelder bestimmt werden, er ist durch (5.7) nach oben begrenzt. Im Falle eines
zu niedrigen Sattelpunkts muss der Strom im Leiter erhoht werden. Ist dies nicht
moglich, miissen zusétzliche, dickere Leiter eingebaut werden, die fiir den Transfer
benutzt werden und deren Strom erniedrigt wird, sobald der Transfer den kritischen
Punkt iiberschritten hat.

Transferverlauf

Die experimentelle Anordnung der Leiter und Spulen ist noch einmal in Abb.5.10
mit Blick auf die yz-Ebene gezeigt. Von der Ioffe-Falle (IF) aus kann die Atomwolke
durch Erniedrigen des Stroms in der oberen Transferspule sowohl an die Mikrostruk-
tur (M) als auch an den Referenzdraht (D) transferiert werden. Ersteres entspricht
dabei der Geometrie 1 aus Abb. 5.8, letzteres einer Mischung aus Geometrie 1 und 2.
Tabelle 5.3 gibt einen typischen zeitlichen Verlauf der beteiligten Stréme und Fal-
lenparameter fiir den Transfer an die Mikrostruktur wieder. Zu diesen Daten sind in
Abb. 5.11 die zugehdorigen Potenziallinienbilder gezeigt. Die Kompression der Atom-
wolke geschieht durch den unter der Mikrostruktur liegenden Kompressionsdraht.
Im letzten Bild der unteren Bildreihe ist die beginnende Kompression zu sehen. Der
Ubergang zwischen Transfer und Kompression ist flieRend. Der Transfer kann dann
als beendet betrachtet werden, wenn die Stelle des niedrigsten Sattelpunkts iiber-
schritten ist. In der gezeigten Bildfolge aus Abb.5.11 ist dies bei 2s der Fall. Der
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Abbildung 5.11: Transfer an die Mikrostruktur. Die Linien gleichen Magnetfeld-
betrags haben einen Abstand von 0,5G. Die zugehérigen Werte fiir die Strome
sind in Tabelle 5.3 angegeben. Die Transfergeometrie entspricht dem eingezeichne-
ten Weg 1 in Abb. 5.10. Die Oberfliche der Mikrostruktur ist durch die gestrichelte
Linie gekennzeichnet. Nach etwa 2 s erreicht der Sattelpunkt seine geringste Héhe
(Bild 2 untere Reihe).

Sattelpunkt begrenzt die Fallentiefe wihrend des Transfers auf etwa 1,5 G. Aus die-
sem Grund wird die Atomwolke zunéchst in der Ioffe-Falle bis auf 5 pK gekiihlt, be-
vor der Transfer durchgefiihrt wird. Der Transfer an den Referenzdraht funktioniert
dhnlich dem an die Mikrostruktur. Die Position des Drahtes ist 1 mm gegeniiber der
loffe-Falle in y-Richtung verschoben. Tabelle 5.3 gibt einen typischen Transferverlauf
an den Draht wieder.

Im Vergleich zur Mikrostruktur ist der Transfer effizienter. Dies liegt vor allem
an der fiir den Transfer besser geeigneten Geometrie. Trotz der geringeren Fallen-
tiefe beim Transfer an die Mikrostruktur wurde diese Geometrie gewéhlt, um eine
moglichst reine Uberlagerung eines Wellenleiterpotenzials (erzeugt durch die Mi-
krostruktur und den Kompressionsdraht) und einer Ioffe-Falle (erzeugt durch den
[offe-Draht und die beiden Spulen) zu erhalten, die fiir den axialen Einschluss sorgt.
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t Urf N T y A

0s 10MHz 2x10® 110pK 5s7' 3x1077
5s 5MHz 8x 107 50pK 10s™' 3 x107©
15s 2MHz 2x107 15pK 40s™' 1x107*
20s 1MHz 1x10° 5pK 70s™! 1x1073

Tabelle 5.4: Evaporatives Kiihlen in der loffe-Falle. Die Tabelle gibt die Ent-
wicklung der Atomwolke wihrend des Radiofrequenzkiihlens wieder. vy ist die
Radiofrequenz, -y die elastische Stofrate und A die Phasenraumdichte. Die Oszil-
lationsfrequenzen in der Ioffe-Falle sind wg = 27 x 14 s~ und w, = 27 x 110 s~ 1,
das Feld im Fallenzentrum betriagt By = 0,3 G.

5.3 Das Bose-Einstein-Kondensat

In diesem Abschnitt werden die letzten Schritte zur Erzeugung und der Nachweis
eines Bose-Einstein-Kondensats beschrieben. Die Bose-Einstein-Kondensate sind der
Ausgangspunkt fiir weiterfiihrende Experimente. Nach ihrer Erzeugung kann die
Falle in ihrer Form oder ihrem Abstand zur Oberfliche verdndert werden. Auferdem
kénnen die Kondensate bewegt und manipuliert werden. Beobachtet werden kann
die Entwicklung von Atomzahl und Temperatur, ihre Form oder ihre Bewegung.

5.3.1 Evaporatives Kiihlen

In der Ioffe-Falle, die mit den beiden Transferspulen und dem senkrechten Toffe-
Draht gebildet wird, werden die Atome zunéchst 20s lang evaporativ gekiihlt. Dazu
wird eine Radiofrequenz eingestrahlt und mit drei linearen Rampen von anfinglich
10 MHz auf 1 MHz erniedrigt. Die Radiofrequenz wird durch einen 20 MHz Wave-
Tek Funktionsgenerator erzeugt, der analog iiber den Prozessrechner programmiert
wird. Auf die oberen Transferspule ist ein diinner Draht mit fiinf Windungen ge-
wickelt, auf den die Radiofrequenz kapazitiv eingekoppelt wird. Eine Verstirkung
des Ausgangsignals ist nicht notwendig, wenn der Frequenzgenerator bei maxima-
ler Amplitude (£10V an 50€2) betrieben wird. Tabelle5.4 fasst die Parameter der
Atomwolke vor und wihrend des Kiihlvorganges zusammen. Nach 20s hat die Wolke
eine Temperatur von 5 pK, die Atomzahl hat sich von 2 x 10® auf 1 x 107 reduziert
und die Dichte hat auf 1 x 102 cm ™2 zugenommen. Die Stofrate betrigt 60-70 Stofe
pro Sekunde. In dieser Ioffe-Falle kénnen die Atome weiter bis zum Bose-Einstein-
Kondensat gekiihlt werden, das bis zu 2 x 10* Atome enthilt. Damit konnte gezeigt
werden, dass ein einfaches Fallenprinzip, bestehend aus zwei Spulen und einem senk-
rechten Draht, zur Erzeugung eines Bose-Einstein-Kondensats ausreicht [For02a].

Im Normalfall wird die vorgekiihlte Wolke an die Mikrostruktur oder den Draht
transferiert. Sie ist so kalt, dass der wiahrend des Transfers auftretende Sattelpunkt
von den Atomen nicht iiberwunden werden kann. Wéhrend des Transfers werden
die Atome adiabtisch komprimiert. Stofrate, Dichte und Temperatur erhéhen sich.
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t Wy Vrt N T y A
0s 27 x110s~"  7MHz 1x10" 7pK  70s™! 0,001
3s  2m x 840s7! 4 MHz 1x10" 35pK 600s~' 0,001
6s 27 x840s~! 1,5MHz 1,6 x10° 6uK 700s~' 0,02
7s 2w x840s ' 1,066MHz 1x10°% 1pK 2000s~! 1

Tabelle 5.5: Evaporatives Kiihlen in der Mikrofalle. Der Zeitpunkt t = 0 ent-
spricht dem letzten Punkt in Tabelle 5.4. Die Werte beziehen sich auf einen typi-
schen experimentellen Durchlauf.

Nach 1s wird die Radiofrequenz erneut fiir 6 s eingeschaltet. Mit drei linearen Ram-
pen wird sie erniedrigt bis es zur Bose-Einstein-Kondensation kommt [Ott01]. Die
Parameter der Atomwolke und des Fallenpotenzials fiir den letzten Kiihlschritt an
der Mikrostruktur sind in Tabelle 5.5 angegeben.

5.3.2 Nachweis des Bose-Einstein-Kondensats

Eine Sequenz von Absorptionsaufnahmen wihrend des Transfers und des Kiihlpro-
zesses an der Mikrostruktur ist in Abb. 5.12 dargestellt. In der ersten Bildreihe wird
der Transfer gezeigt. Die mittlere Bildreihe zeigt den Kiihlprozess in der Mikrofal-
le, an dessen Ende die Bose-Einstein-Kondensation stattfindet. Die letzte Bildreihe
zeigt Aufnahmen des Kondensats nach 5, 10, und 15 ms Flugzeit. Die géngigste Me-
thode zum Nachweis und zur Analyse von Bose-Einstein-Kondensaten in verdiinnten
Gasen ist die Auswertung von Absorptionsaufnahmen. Bei grofen Kondensaten oder
guter optischer Auflosung kénnen die Kondensate direkt in der Falle abgebildet wer-
den [And96|. Meist wird jedoch die Falle ausgeschaltet und das expandierende Kon-
densat nach einer gewissen Flugzeit (typischerweise 20 ms) aufgenommen. Aus der
optischen Dichte erhilt man nach (4.2) die tiber die Abbildungsrichtung integrierte
Dichteverteilung der Atome.

Allgemein geht bei Flugzeitmessungen die Dichteverteilung nach der Flugzeit
aus der Dichteverteilung in der Falle durch Faltung mit der Impulsverteilung der
Atomwolke hervor. Auferdem beeinflusst die Wechselwirkung zwischen den Atomen
die Expansion wéihrend der Flugzeit. Bei einer thermischen Wolke dagegen wird die
Dichteverteilung nach der Flugzeit durch die Impulsverteilung der Atome bestimmt.
In diesem Fall gibt fiir grofe Expansionszeiten (oder verschwindende Startgrofe
der Wolke) die Flugzeitmessung die reine Impulsverteilung der Atome in der Falle
wieder. Die unterschiedlichen Mechanismen fiir die Expansion von Kondensat und
thermischer Wolke machen eine gegenseitige Unterscheidung sehr einfach wie die
nachfolgende quantitative Beschreibung zeigt.
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Abbildung 5.12: Absorptionsaufnahmen der Atomwolke: Transfer an die Mi-
krostruktur (Reihe a) und evaporatives Kiihlen (Reihe b). Das rechte Bild in
Reihe b zeigt das Bose-Einstein-Kondensat in der Falle. Reihe c zeigt Aufnahmen
des Kondensats nach 5, 10 und 15 ms Flugzeit. Die gestrichelte Linie markiert die
Oberfliche der Mikrostruktur, von der das Kondensat 270 pm entfernt ist.

Die thermische Wolke

Bei einem harmonischen Potenzial besitzt die thermische Wolke nach einer Flugzeit
t die Dichteverteilung [Ket99|

3
1 1
Mthyo (T, 1) = 3 H (m) 93/2 (GXP
i=1 i

Die in Abbildungsrichtung integrierte Dichteverteilung lautet

Ththof (xa Y, t) = Tthyy (07 0)/92 (eXp [M/kBT])

=1

3 2
A m 2 Wi
kT 2kpl IS +w§t2)]> '

2 2
2 Ty o MWy
— — T ).(5.

Fir T > T, das heifst fiir groke negative Werte von pu, geht die Dichteverteilung
in die Boltzmannverteilung iiber. Daher geniigt es in den allermeisten Féllen, die
Absorptionsaufnahmen mit einer einfachen Gauffunktion zu beschreiben. Aus der
Breite der Gaufkfunktion wird die Temperatur bestimmt, aus der Gesamtabsorption
die Atomzahl.

Das Kondensat in der Thomas-Fermi-N&herung

Ein Kondensat bei T = 0 besitzt in der Thomas-Fermi-Ndherung die Dichtever-
teilung (2.7). Fiir eine harmonisches Potenzial ist sie durch (A.10) gegeben. Die
Wechselwirkung der Atome bewirkt, dass sich wihrend der Expansion Wechselwir-
kungsenergie in kinetische Energie umwandelt. Die Summe aus beiden ist die so
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«
genannte ,release energy
Erel = Ekin + EWW)

die wahrend der Expansion konstant bleibt. Nur fiir sehr kleine Kondensate, fiir
die die Thomas-Fermi-Naherung nicht mehr gilt, spiegelt die Dichteverteilung die
Impuslverteilung des Grundzustands der Falle wieder.

Um den Einfluss der Wechselwirkung auf das Verhalten des Kondensats wih-
rend der Flugzeit zu beschreiben, kann die in Abschnitt 2.2.2 hergeleitete Theorie
verwendet werden. Man setzt dazu die Oszillationsfrequenzen ab dem Zeitpunkt des
Ausschaltens der Falle gleich null und 16st das Gleichungssystem (2.28) fiir die Dauer
der Flugzeit. Die Startbedingungen sind durch (2.30) gegeben. In der Thomas-Fermi-
Néherung behilt das Kondensat seine parabolische Form wiahrend der Expansion bei
und wird allein durch die Entwicklung der Radien 7;(¢) beschrieben. Die Integration
der Dichteverteilung in einer Richtung ergibt das beobachtete Absorptionsprofil

N N 72 y? 3/2
Mo (T, Y) = Tk, (0,0) (1 - 72 ()2 - Ty(t)2> : (5.9)

Im Falle einer stark anisotropen, rotationssymmetrischen Falle kann (2.28) integriert
werden [Cas96] und man erhélt

r(t) = 1,(t) =7,(0)y/1+ wit? (5.10)

2

ry(t) =r(t) =1.(0) (1 + (%) (wptarctan w,t —In (W))) (5.11)

z

Aus der Kenntnis der Kondensatsradien ergibt sich das chemische Potenzial zu
1 9\,
= —E t). 5.12
a 2m<1+wgt2>r”() (5.12)

Die Kondensatsatomzahl erhilt man entweder iiber die Gesamtabsorption oder rech-
nerisch aus (A.11) bei Kenntnis des Fallenpotenzials.

Die bimodale Verteilung

Zwischen T' = 0 und T = T, treten beide Verteilungen nebeneinander auf. Das
Absorptionsprofil wird dann mit einer Summe aus den beiden Einzelprofilen (5.8)
und (5.9) beschrieben:

1

—D(p,2) = T, X92(6—92/931]0—z2/z;21]0)/gZ(l) (5.13)
On
2 2\ 3/2
- p z
1——— — 5.14
v (1-5-2) (5.14)

wobei fiir die thermische Wolke p = 0 angenommen wird [Ket96a]. Zur Bestimmung
der Wolkenparameter ist es ausreichend, einen Schnitt in radialer Richtung durch
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Abbildung 5.13: Bose-Einstein-Kondensation. Obere Reihe: thermische Wolke
bei T'= 970 nK. Mittlere Reihe: bimodale Verteilung von Kondensat und thermi-
scher Wolke bei T = 730 nK. Unteres Bild: fast reines Kondensat (T < 500 nK).
Alle drei Bilder sind nach 20ms Flugzeit aufgenommen. Links ist jeweils der
zugehorige vertikale Schnitt durch die Wolkenmitte gezeigt. Er zeigt das unter-
schiedliche Dichteprofil, das Kondensat und thermische Wolke aufweisen.

das gemessene Absorptionsprofil zu legen, und diesen mit obiger Modellfunktion
anzupassen. Aus den beiden Amplituden ng,, und ny, sowie dem Thomas-Fermi-
Radius 7, und der Breite py,, konnen alle wichtigen Grofsen bestimmt werden. Von
besonderem Interesse ist die Breite der thermischen Wolke pip,,, deren Wert die
einzige Moglichkeit ist, die Temperatur der Atome zu bestimmen. Es gilt

2
mwp

T=— - __p2 .
2k (1 + w22) o

Fiir tiefe Temperaturen wird der Anteil der thermischen Atome immer geringer und
unterhalb von 0,5 T, wird die Temperaturbestimmung sehr unsicher.

Abb. 5.13 zeigt fiir drei verschiedene Temperaturen die Atomwolke nach 20 ms
Flugzeit (rechtes Bild) und einen senkrechten Schnitt durch die Atomwolke (linkes
Bild). Die erste Reihe zeigt eine rein thermische Verteilung oberhalb der kritischen
Temperatur. Die Reihe darunter zeigt eine bimodale Verteilung der Atome: auf ei-
nem Untergrund thermischer Atome ist das Thomas-Fermi-Profil des Kondensats
zu erkennen. In der unteren Reihe ist die Temperatur so niedrig, dass ein fast reines
Kondensat vorliegt.
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No 1 x 10*-8 x 10°
Wy 271 x 1005127 x 20005~
Wa 21 x 1571271 x 145!
a 6-200
ng 1x108em™3-1x 10 cm™3
T 50 nK-1 K

w/ks 20nK-400nK

Tabelle 5.6: Parameterbereich, in dem Bose-Einstein-Kondensate erzeugt werden
konnen. Von oben: Atomzahl, radiale Oszillationsfrequenz, axiale Oszillationsfre-
quenz, Aspektverhiltnis, zentrale Dichte, kritische Temperatur und chemisches
Potenzial.

5.4 Zusammenfassung

Bei unserem Experiment kénnen Kondensate in einer Vielzahl verschiedener Fallen
erzeugt werde. Das Aspektverhéltnis der Falle und die Fallensteilheit sind in grofen
Bereichen variierbar. Tabelle 5.6 gibt eine Ubersicht iiber die Parameter, bei denen
Bose-Einstein-Kondensate erzeugt werden konnten. Unser experimenteller Aufbau
stellt eine deutliche Vereinfachung der Technik fiir die Erzeugung von Bose-Einstein-
Kondensaten dar. Er verfolgt das Konzept der Entkopplung von magnetooptischer
Falle und Magnetfalle. Mit der Methode des adiabatischen Transfers wurde dafiir
eine Technik entwickelt, die die Verbindung von groftvolumigen Fallen und Mikro-
fallen moglich macht. Diese neue Art von Apparatur wird auch in zwei weiteren
Experimenten verfolgt und erdffnet neue Moglichkeiten bei der Arbeit mit Bose-
Einstein-Kondensaten [Gre02, Gus02|. Durch den guten optischen Zugang kénnen
in unserem Experiment Kondensate mit knapp einer Million Atome erzeugt werden.
Die Technik der Mikrofallen erweist sich damit als kompatibel mit den Anforde-
rungen an eine gute thermische Isolierung und eine ausreichende Lebensdauer der
Atome. Mikrofallen erlauben gegeniiber konventionellen Apparturen eine deutlich
grofsere geometrische Vielfalt der Fallenpotenziale. Mit der erstmaligen Erzeugung
eines Bose-Einstein-Kondensats in einer Mikrofalle ist damit der Weg frei fiir atom-
optische Experimente mit kohdrenter Materie in integrierten Oberflichenfallen.



Kapitel 6

Experimente zur Dynamik in
anharmonischen Wellenleitern

In diesem Kapitel wird eine Experimentreihe vorgestellt, mit der systematisch das
Verhalten von Bose-Einstein-Kondensaten bei der Bewegung durch ein anharmo-
nisches Potenzial untersucht wurde. Wie in Kapitel 3 dargelegt wurde, eroffnet die
Technik der Mikrofallen neue Moglichkeiten bei der Manipulation von ultrakalten
Atomen. Von den unterschiedlichen atomoptischen Elementen, die auf einer Mi-
krostruktur implementiert werden kénnen, ist die des Wellenleiters eine der funda-
mentalsten. Ein Wellenleiter stellt nicht nur eine rdumliche Verbindung zwischen
verschiedenen anderen atomoptischen Komponenten dar, sondern ist selbst zentra-
ler Bestandteil einer der faszinierendsten Anwendungen der integrierten Atomoptik,
die gegenwartig diskutiert werden: einem Mach-Zehnder dhnlichen Interferometer,
das auf einer Mikrostruktur integriert wird und als hochst empfindlicher Sensor
fiir Krifte und Rotationen fungiert. Dass die Atominterferometrie ein leistungsfi-
higes Instrument zur Prizissionsmessung ist, wurde in den vergangenen 10 Jahren
durch zahlreiche Experimente eindrucksvoll bewiesen [Ber97|. Bei diesen Experi-
menten werden die Atome durch eine lineare Schrodingergleichung beschrieben und
die Wechselwirkung zwischen den Atomen spielt keine Rolle. Die einmaligen Kohé-
renzeigenschaften eines Bose-Einstein-Kondensats [And97]| machen es zu einem hoch
interessanten Kandidaten fiir Interferenzexperimente mit Materie in Wellenleitern.
Bei der Bewegung von Bose-Einstein-Kondensaten in integrierten Wellenleiterstruk-
turen behalten diese ihre hohe Dichte bei, und die Wechselwirkung wird das Inter-
ferenzverhalten wesentlich beeinflussen. Noch grundlegender ist die Frage nach der
Entwicklung der rdumlichen Dichteverteilung eines Kondensats bei der Bewegung
in einem Wellenleiter. Fiir unsere Untersuchungen haben wir zur Beantwortung die-
ser Fragen die Oszillation eines Bose-Einstein-Kondensats in einem anharmonischen
Wellenleiter studiert. Die Schwingung kann dabei als die natiirliche Bewegungform
eines Kondensats in einem Wellenleiter angesehen werden, da magnetische Potenzia-
le konservativ sind. Offene Wellenleiter dagegen, deren Enden nicht abgeschlossen
sind und bei denen sich das Kondensat immer in eine Richtung bewegt, sind experi-
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mentell sehr schwer zu realisieren und erlauben dariiber hinaus nur eine reduzierte
Beobachtungsdauer.

Bei der Schwingung im geschlossenen Wellenleiter koppeln die inneren Anregun-
gen des Kondensats an dessen Schwerpunktsbewegung. Vermittelt wird die Kopp-
lung iiber das anharmonische Potenzial. Das Studium der kollektiven Anregungen
war ein sehr frither Forschungszweig der Physik mit Bose-Einstein-Kondensaten.
Die sehr genaue Bestimmung der Resonanzfrequenzen erlaubte strenge Test der zu-
grundeliegenden Theorie. Im Unterschied zu bisherigen Experimenten, bei denen ein
ruhendes Kondensat in einem harmonischen Potenzial fiir kurze Zeit zu Schwingun-
gen angeregt wurde und dann bei ausgeschalteter Storung beobachtet wurde, werden
bei unserem Experiment die kollektiven Schwingungen des Kondensats permanent
durch die Schwerpunktsbewegung angetrieben. Aufserdem bleibt die Gesamtenergie
erhalten, da das System abgeschlossen ist und kein dufserer Antrieb existiert. Zuséitz-
lich zeigen die kollektiven Anregungen aufgrund der grofsen erreichten Amplituden
eine nichtlineare Kopplung. Die experimentellen Daten bestétigten das in Kapitel 2
entwickelte theoretische Modell zur Beschreibung der nichtlinearen Dynamik sehr
gut. Fiir groke Amplituden wird die Kopplung der Anregungen so stark, dass das
Modell eine chaotische Dynamik voraussagt. Die experimentellen Daten, die dazu
aufgenommen wurden geben ebenfalls einen Hinweis darauf.

Das Kapitel ist wie folgt aufgebaut. In Abschnitt 6.1 wird eine Zusammenfas-
sung bisheriger Experimente zur Atomoptik und zu kollektiven Anregungen von
Bose-Einstein-Kondensaten gegeben. Danach wird die experimentelle Anordnung
beschrieben und der Ablauf der Messungen erldutert. Die Auswertung der Daten
wird in Abschnitt 6.2 beschrieben. Anschliefend wird die Schwerpunktsbewegung
analysiert, gefolgt von einer Untersuchung der kollektiven Anregungen. Ein eige-
ner Abschnitt ist dann dem Auftreten nichtlinearer Kopplungen zwischen den ver-
schiedenen Moden gewidmet und wird abgeschlossen durch eine Untersuchung der
Energiebilanz wéhrend der Schwingung. Der letzte Abschnitt befasst sich mit der
Untersuchung des chaotischen Verhaltens.

6.1 Stand der Forschung

Fiir ultrakalte, thermische Atome konnte bereits eine Reihe atomoptischer Elemen-
te wie Spiegel, Strahlteiler und Wellenleiter auf der Basis von magnetischen Mi-
krostrukturen realisiert werden. Ein Uberblick dazu wurde in Abschnitt 3.3.3 gege-
ben. Erginzend dazu gab es auch Experimente, bei denen mit optischen Dipolfallen
und Stehwellen Bose-Einstein-Kondensate manipuliert wurden. Die Beugung eines
Kondensats an einer optischen Stehwelle [Ovc99] sowie die Beobachtung von Tunnel-
effekten [And98, Cat98| gelang ebenso wie die Demonstration eines Spiegels, erzeugt
mit einem blauverstimmten Laserstrahl [Bon99|. Bongs et al. [Bon01]| transferierten
ein Bose-Einstein-Kondensat in einen Wellenleiter, der aus einem blauverstimmten
Hohlstrahl bestand. In diesem Wellenleiter konnten sie die Ausbreitung des Konden-
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sats in axialer Richtung untersuchen. Die Ausbreitung von Kondensaten in magne-
tischen Wellenleitern wurde von Leanhardt et al. [Lea02] und Fortagh et al. [For02a)
erstmals untersucht. Mit einem Atomlaser konnen atomoptische Experimente ohne
Einfluss der Wechselwirkung durchgefiihrt werden [Blo01].

Bereits kurz nach der erstmaligen Erzeugung eines Bose-Einstein-Kondensats
wurden Untersuchungen zu den kollektiven Anregungen von Kondensaten durchge-
fiihrt. Im Vordergrund standen zunichst die niederfrequenten Formschwingungen,
also die Monopol- und Quadrupolmoden. Diese wurden von Jin et al. [Jin96] und
Mewes et al. [Mew96b| gefunden und zeigten eine beeindruckende Ubereinstimmung
mit den theoretischen Vorhersagen [Str96a, Sin96, Fet96, Rup96]. Beide Gruppen
untersuchten wenig spater die Temperaturabhéngigkeit der Modenfrequenzen und
die Dampfung der kollektiven Anregungen [Jin97, SK98b|. Kondensatsschwingun-
gen mit hoheren Drehimpulsen wurden von Onofrio et al. [Ono00] beobachtet. Bei
letzterem Experiment wurde ein Laser zur Anregung des Kondensats verwendet, bei
den ersteren wurde das Magnetfeld geeignet variiert. Stets gilt, dass die Symmetrie
der Storung die Symmetrie der zu untersuchenden Mode besitzen muss. Mit einer
zeitlichen Verdnderung des axialen Offsetfelds bei einer loffe-Pritchard Falle konnen
beispielsweise nur (m = 0)-Moden angeregt werden. Die hoherfrequente der beiden
Moden wurde von Chevy et al. [Che02| genau studiert. Dabei zeigte die radiale
Mode bei tiefen Temperaturen nur eine sehr geringe Dampfung. Auch zweikompo-
nentige Kondensate wurden auf ihr gemeinsames Anregungsspektrum hin untersucht
[Mad00]. Von Hechenblaikner et al. [Hec00| wurden durch Veréinderung der Aniso-
tropie der Falle zwei kollektive Anregungsmoden zur Entartung gebracht und eine
Kopplung zwischen den beiden Moden beobachtet.

Experimente speziell zu nichtlinearen Effekten bei Bose-Einstein-Kondensaten
wurden ebenfalls durchgefiihrt. Deng et al. [Den99a| wiesen die so genannte Vier-
wellenmischung in Bose-Einstein-Kondensaten nach, ein Prozess der aus der nichtli-
nearen Optik bekannt ist. Die Erzeugung dunkler Solitonen bei repulsiver Wechsel-
wirkung [Bur99, Den00| und heller Solitonen in Kondensaten mit attraktiver Wech-
selwirkung [Kha02] gelang ebenfalls.

6.2 Durchfithrung der Experimente

Als Ausgangspunkt fiir unser Experiment dient ein Bose-Einstein-Kondensat, das
zunichst an der Mikrostruktur erzeugt wird. Das Fallenpotenzial hat dabei Oszil-
lationsfrequenzen von 500 Hz radial und 14 Hz axial. Die Kondensatsatomzahl ist
mit maximal 100000 Atomen vergleichsweise gering gehalten, um iiber die teilweise
bis zu 5 Stunden dauernde Messzeit moglichst konstante Bedingungen zu gewahr-
leisten. Nach der Erzeugung des Kondensats wird die Radiofrequenz ausgeschaltet,
alle Stromstérken werden halbiert und ein zusétzliches, longitudinales Offsetfeld wird
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Offsetfeld By 3,5G
radiale Oszillationsfrequenz Wp 27 x 110s~ 1
axiale Oszillationsfrequenz W, 21 x 857!
Aspektverhiltnis der Falle @ 14
Atomzahl Ny 1 x 10°
zentrale Dichte nyg 5x 1013 cm™3
chemisches Potenzial w/ks 30nK
radialer Thomas-Fermi-Radius ), 3pm
axialer Thomas-Fermi-Radius 7, 40 pm

Tabelle 6.1: Die Startparameter des Kondensats und des Fallenpotenzials.
Von oben: Feldbetrag im Fallenzentrum, radiale und axiale Oszillationsfrequenz,
Aspektverhaltnis, Teilchenzahl, Dichte, chemisches Potenzial, radialer und axialer
Radius in der Falle.

angelegt!. Die axiale Oszillationsfrequenz betrigt dann 8 Hz. Durch das hohe Off-
setfeld von 3,5 G sinkt die radiale Oszillationsfrequenz auf w, = 27 x 110s™'. Dieses
Vorgehen ist notig um die Dichte des Kondensats auf 5 x 103 em™3 zu reduzieren
und damit eine Lebensdauer des Kondensats von iiber 1s zu erreichen. Tabelle 6.1
fasst die Parameter von Kondensat und Potenzial zusammen.

Nach der Préaparation des Kondensats wird die linke der beiden Drahtschlaufen
(sieche Abb.6.1) angeschaltet. Sie produziert einen Magnetfeldgradienten, der das
Fallenminimum auslenkt. Die Auslenkung geschieht innerhalb von 400 ms mit ei-
ner linearen Rampe. Am Ende dieser Auslenkung wird die Schlaufe in weniger als
60 ps nichtadiabatisch ausgeschaltet. Dies definiert den Startzeitpunkt ¢ = 0. Das
Kondensat oszilliert nun frei in dem Potenzial (Abb.6.1). Alle 5ms bzw. 10 ms wird
eine Absorptionsaufnahme des Kondensats nach 20 ms Flugzeit gemacht. Da diese
Abbildungsmethode destruktiv ist, muss danach eine neue Wolke prapariert werden
und die Schwingung erneut gestartet werden. Der Beobachtungszeitraum liegt zwi-
schen 700 ms und 2,7s und ist limitiert durch die Lebensdauer des Kondensats. Die
Messreihen haben zwischen 150 und 300 Datenpunkte und die Abtastrate ist so ge-
wahlt, dass die axiale Oszillation genau abgetastet wird. Die Absorptionsaufnahmen
des Kondensats werden an ein Thomas-Fermi-Profil angepasst und die radiale und
axiale Radien r, und r, des Kondensats bestimmt. Bei einem ausgeprégten Anteil an
thermischen Atomen wird die bimodale Verteilung (5.13) angepasst. Die Daten der
Mittelpunkte ergeben die Schwerpunktsbewegung und aus den Kondensatsbreiten
wird das Aspektverhiltnis

Ty
ax = £ 6.1
K " (6.1)

berechnet, das unabhéngig von der Atomzahl ist.

!Dazu sind zwei Spulen mit je 180 Windungen und 10 cm Durchmesser auferhalb der Vakuum-
kammer montiert.
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Abbildung 6.1: Experimentelle Anordnung. Das obere Bild zeigt die montier-
te Mikrostruktur. Die beiden weifsen gestrichelten Linien markieren die Position
des Ioffe-Drahtes (vgl. Abb.4.11). Darunter sind vier Absorptionsaufnahmen ge-
zeigt. Die linke gestrichelte Linie markiert den rechten Rand des Ioffe-Drahtes und
die waagrechte Linie die Oberfliche der Mikrostruktur. Das Kondensat befindet
sich zu Beginn im Zentrum der Mikrofalle (erstes Bild). Durch Anschalten der
Drahtschlaufe wird es nach rechts ausgelenkt. Die drei unteren Absorptionsauf-
nahmen zeigen das Kondensat fiir Strome von 1 A, 1,5 A und 2 A in der Schlaufe.
Die dazu gehdérenden Auslenkungen betragen 0,45mm, 0,63 mm und 0,79 mm.
Der Magnetfeldbetrag entlang der Schwingungsrichtung ist darunter gezeigt. Ein-
gezeichnet sind die Start- bzw. Umbkehrpunkte. Die radiale Oszillationsfrequenz
dndert sich entlang der Schwingungsachse um weniger als 10 Prozent.

83
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Bezeichnung Strom in der Auslenkung Abtastrate Dauer Daten-

der Messung Leiterschleife punkte
A 1A 0,45 mm 200 Hz 1,015s 204
B 1,6A 0,63 mm 100 Hz 2,700s 271
C 2A 0,79 mm 200 Hz 0,765 s 154

Tabelle 6.2: Parameter der einzelnen Messreihen. In der linken Spalte steht die
Bezeichnung der Messreihe. Sie soll den verwendeten Strom zur Auslenkung des
Kondensats andeuten.

Insgesamt wurden Daten fiir drei verschiedene Auslenkungen — entsprechend
einem Strom von 1, 1,5, und 2 A in der Drahtschlaufe — aufgenommen. Im weiteren
Verlauf des Kapitels werden die drei Messreihen als Messung A, B und C bezeichnet.
Tabelle 6.2 gibt einen Uberblick iiber die durchgefiihrten Messreihen. Abb. 6.2 zeigt
die ersten beiden Schwingungsperioden bei Messung C. Der Abstand zwischen den
Absorptionsaufnahmen betrigt 10 ms. Neben der Schwerpunktsbewegung ist eine
deutliche Formanderung des Kondensats wiahrend der Schwingung festzustellen. In
Anhang B sind die Daten aller drei Messreihen zusammengefasst.

Modellpotenzial und Analysemethode

In Kapitel2 wurde das theoretische Modell zur Beschreibung der Dynamik der
Kondensate vorgestellt. Es besteht aus den beiden gekoppelten Gleichungssystemen
(2.49) und (2.50). Das Potenzial des anharmonischen Wellenleiters hat die Form

Ul(p,2) = (ko + ko2® + ks2")p* + a2® +b2° + c2* + d2°. (6.2)

In axialer Richtung wurde das Potenzial bis zur fiinften Ordnung entwickelt. Der
Term fiinfter Ordnung hat auf die Messreihen nur eine geringen Einfluss, hohere
Terme wurden ganz vernachlissigt. Die radiale Oszillationsfrequenz dndert sich ent-
lang der axialen Richtung um weniger als 10 Prozent. Dies wird in (6.2) durch die
Koeffizienten ks und k4 beriicksichtigt, ihr Einfluss auf die Dynamik ist aber eben-
falls gering. Fiir das Potenzial (6.2) lauten die gekoppelten Bewegungsgleichungen
fiir den Schwerpunkt und die innere Dynamik nach (2.49) und (2.50)

mR, = —2aR,— 3bR, — 4cR, — 5dR,
2
v Wi 1 2 3
A, = N m (2a 4 6bR, + 12cR2 + 20dR3) A, (6.3)
. w? 2
N, o= 2 T (kg ko R2 4 kyRY N
P )\:;,)\Z m(0+ 2Rz+ 4Rz) p

Die Anfangsbedingungen sind

X(0) =2, (0) = 1 (6.4)
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A.(0) = A, (0) = 0 (6.5)
R.(0) = . (6.7)

Eine geringe Startgeschwindigkeit kommt durch die anfingliche Auslenkungspha-
se des Kondensats zustande. Um die zeitliche Entwicklung wihrend der Flugzeit
zu berechnen, muss in den Differenzialgleichungen das Potenzial gleich null gesetzt
werden. Zusammen mit den beiden Startbedingungen fiir R, enthélt das Modell 11
Parameter (ko, k2, k4, a, b, ¢, d, wyo und w,g). Alle lassen sich letztlich aus dem Ma-
gnetfeldverlauf ableiten, so dass ein Test der Theorie ohne freien Parameter moglich

' 20A

i 1 mm |
I 1

Abbildung 6.2: Schwingung des Kondensats bei 0,79 mm Auslenkung (Messung
C). Die Absorptionsaufnahmen haben einen Abstand von 10ms. Die Bilder sind
untereinander angeordnet und die Zeit nimmt von oben nach unten zu. Gezeigt
werden die ersten beiden Schwingungsperioden. Neben der Schwerpunktsbewe-
gung tritt eine Forméanderung des Kondensats auf. Die linke gestrichelte Linie
markiert den rechten Rand des Ioffe-Drahtes, der das Blickfeld eineingt. Fiir die
beiden anderen Messreihen sind die Absorptionsaufnahmen in Anhang B gezeigt.
Die mit kleinen Sternchen markierten Aufnahmen werden fiir die Auswertung
nicht verwendet, da sie starke Beugungseffekte zeigen.
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Messung A B C
a 0,6604(7) mm 0,926(2) mm  1,169(1) mm
Qg 0,0126(7) mm 0,033(2) mm  0,072(2) mm
a3 — 0,009(3) mm  0,025(1) mm

wi/2r  8,1886(5)Hz  7,9647(4)Hz  7,5321(7) Hz

w/2r  1635(2)Hz  1592(1)Hz  15,07(1) Hz

ws /2 — 2393(4)Hz  22,64(4) Hz
b1 133,8(1) 134,2(2) 131,1(1)
2 155(5) 151(5) 146(2)
s — 326(18) 328(5)

Resultierende Parameter fiir die Schwingung in der Falle

ol 0,460 mm 0,653 mm 0,851 mm
o 0,006 mm 0,015 mm 0,034 mm
as — 0,003 mm 0,008 mm
&, 83(1) 89,0(2) 87,3(1)
" 91(5) 87(5) 83,9(2)
&, — _74(18) 77(5)

Tabelle 6.3: Fourierkoeffizienten der Schwerpunktsbewegung fiir die Messreihen
A, B und C nach einer Flugzeit von 20ms. Angepasst wurde eine Testfunktion
von der Form (6.8). Die unteren beiden Blicke geben die nach (6.10) und (6.11)
berechneten Werte fiir die Schwingung in der Falle wieder.

ist. Dazu konnen aus dem numerisch berechneten Magnetfeldverlauf die Parame-
ter bestimmt, das Gleichungssystem gel6st und die Losung mit den experimentellen
Daten verglichen werden. Umgekehrt kann aber auch mittels einer Monte-Carlo-
Simulation von den Messdaten auf das Magnetfeld ,zuriickgerechnet werden. Dazu
werden die Parameter stochastisch variiert und die Losung mit dem Experiment ver-
glichen. Als MaR fiir die Abweichung wird das x? pro Punkt berechnet. Wegen der
periodischen Bewegung ist auch die Frequenzanalyse der Daten ein wichtiges Hilfs-
mittel. Diese wurde sowohl durch die Anpassung einer Summe harmonischer Funk-
tionen an die Daten als auch durch diskrete Fouriertransformation durchgefiihrt. In
Anhang B wird das numerische Verfahren zur Losung von (6.3) kurz vorgestellt.

6.3 Schwerpunktsbewegung: Giite, Verschiebung
der Grundfrequenz, Obertone

Beispielhaft fiir die drei Messreihen zeigt Abb.6.3 den Verlauf der Schwerpunkts-
bewegung bei Messung B. An alle drei Messreihen wurde eine Summe aus drei
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Abbildung 6.3: Messung B: Schwerpunktsbewegung nach 20ms Flugzeit: ex-
perimentelle Daten (Punkte) und Testfunktion (durchgezogene Linie), bestehend
aus drei Sinusfunktionen.

Sinusfunktionen der Gestalt

3
f(t) =ap+ Z a,, sin(nwt +

n=1

2m
o) (69
angepasst. Tabelle 6.3 enthilt die Liste der ermittelten Fourierkoeffizienten. Die bei-
den wichtigsten Ergebnisse sind die grofe Genauigkeit der Grundfrequenz und das
Auftreten nichtlinearer Effekte bei zunehmender Auslenkung. Messung B, die einen
Zeitraum von 2,7s iiberspannt, liefert das préziseste Resultat — die Bestimmung
der Grundfrequenz mit einer relativen Genauigkeit von 5 x 107°:

wo/(2m) = 7,9647(4) Hz.
Dies entspricht einer Giite von
w
= — = 20000.
@ Aw

Aus der Giite der Schwerpunktsbewegung kann man eine untere Grenze fiir die
(1/e)-Abklingzeit der Schwingung von 40 Minuten ableiten. Passt man einen expo-
nentiellen Zerfall an die Kurve an, so ist auch eine unendliche Abklingzeit innerhalb
des Fehlers mit den Daten vereinbar. Die Lebensdauer der Atome aufgrund von
Stofken mit dem Hintergrundgas ist im Vergleich deutlich geringer und betriagt 50 s.
Die tatsédchliche Lebensdauer des Kondensats ist aufgrund inelastischer Stofpro-
zesse im Kondensat mit 1,2s noch kiirzer. Dies zeigt, dass die Verlustprozesse der
Schwerpunktsbewegung keine Energie entziehen. Im Besonderen gilt dies fiir Stofe
mit Restgasatomen. Dieser Effekt, der bei massiven Objekten unter Normalbedin-
gungen ein Hauptmechanismus der Dampfung ist, tritt bei unserer experimentellen
Anordnung nicht auf. Das ist die Folge des grofsen Energieunterschieds zwischen den
schwingenden Atomen und den Restagasatomen, der dafiir sorgt, dass jedes getrof-
fene Atom unmittelbar aus der Atomwolke verschwindet. Ein Kondensat ist damit
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ein nahezu idealer mechanischer Schwinger mit dufierst geringer Dadmpfung?.

Wegen der Nichtlinearitit der Differenzialgleichung fiir die Schwerpunktsbewe-
gung wird die Grundfrequenz der Schwingung bei gréferer Schwingungsamplitude
erniedrigt. Die Schwingungsfrequenz fiir kleine Amplituden im Fallenminimum liegt
bei 8,5Hz. Bei Messung A (B) ist eine Frequenzverschiebung von 0,3 Hz (0,5 Hz)
zu beobachten. Die deutlichste Verschiebung ergibt sich fiir Messung C, bei der
sie mit 1 Hz mehr als 10 Prozent ausmacht. Als zweite Folge der Anharmonizitit
tritt Frequenzvervielfachung auf. Mit zunehmender Auslenkung werden die Beitréige
der Obertone grofer und deren Amplitude kann einige Prozent der Amplitude der
Grundschwingung «; betragen (siehe Tabelle 6.3). Zu beachten ist, dass die Ampli-
tude und die Phase der einzelnen Schwingungsfrequenzen durch die Flugzeit von
20 ms verdndert wird. Eine Rechnung liefert fiir den Vergleich zwischen der Beob-
achtung in der Falle (gestrichene Grofen) und der Beobachtung nach einer Flugzeit
t (ungestrichene Grofen):

w = W (6.9)
an = apy/1+ wit? (6.10)
¢ = ¢, + arctanw,t. (6.11)

Besonders fiir die im néchsten Abschnitt folgende Untersuchung der inneren An-
regung ist die genaue Kenntnis des Fallenpotenzials wichtig. Aus der numerischen
Berechnung des Magnetfelds kann zwar ein Potenzial ermittelt werden, dessen ge-
nauer Verlauf ist jedoch empfindlich auf die geometrische Anordnung der Magnet-
feldkomponenten. Diese ist bis auf eine Genauigkeit von etwa 100 pm bekannt. Dar-
aus folgt eine Ungenauigkeit bei der Bestimmung der héheren Koeffizienten in der
Potenzialentwicklung (6.2) von bis zu 50 Prozent (siehe Tabelle6.4). Deshalb wur-
de zuséitzlich durch eine Monte-Carlo-Simulation nach dem besten, zu den Daten
passenden Potenzial gesucht. Eine dritte Moglichkeit besteht darin, direkt aus der
Schwerpunktsbewegung den Potenzialverlauf zu rekonstruieren. Dazu wird die an die
Daten angepasste Funktion (6.8) zweimal abgeleitet, und man erhélt die Beschleu-
nigung in Abhéngigkeit der Zeit. Invertiert man die Losung fiir die Schwerpunkts-
bewegung R(t), erhdlt man die Zeit in Abhéngigkeit des Orts. Beides zusammen
ergibt dann die ortsabhéngige Beschleunigung und durch Integration ergibt sich der
Potenzialverlauf. Tabelle 6.4 fasst die Ergebnisse zusammen. Fiir die Koeffizienten
hoher Ordnung gibt die Magnetfeldsimulation die genauesten Ergebnisse, da die ho-
hen Koeffizienten einen immer kleiner werdenden Einfluss auf die Messdaten haben.

2Fiir massive Korper der Masse m und der Angriffsfliiche A kann eine Untergrenze fiir die
Démpfung ihrer Schwingung aufgrund des Luftwiderstandes angegeben werden [Boc96]:

2wy kT
—m .
3Ap 2m@qas

Qmax =

p ist der Luftdruck, T' die Temperatur, v die Schwingungsfrequenz und mg,s die Masse der Luftmo-
lekiile. Um eine Giite von 20000 zu erreichen, miisste eine schwingende Bleikugel (p = 11,4 g/cm?)
bei normalem Luftdruck, Raumtemperatur und gleicher Frequenz 10® kg wiegen.
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U(z) = pB(z) mit B(z) = az? + bz® + cz? + da®

Simulation des Monte-Carlo- Bewegungs- Allgemeine
Parameter
Magnetfelds Simulation gleichung Losung
a [G/me] 0,225(8) 0,219(2) 0,216(7) 0,219
b [G/mm3] -0,011(5) -0,015(2) -0,013(5) -0,013
¢ [G/mm4] -0,027(3) -0,034(2) -0,029(7) -0,033
d [G/mm5] -0,007(1) -0,007(4) -0,013(4) -0,007

Tabelle 6.4: Parameter fiir den Magnetfeldbetrag in axialer Richtung. Die erste
Spalte gibt die durch die numerische Berechnung der Magnetfelder gewonnenen
Werte wieder. Die folgende Spalte zeigt die durch Monte-Carlo-Simulation erhal-
tenen Werte und die dritte Spalte die durch direktes Einsetzen der Losung in die
Bewegungsgleichung gewonnenen Parameterwerte (siehe Text). In Klammern ist
der Fehler angegeben, mit der die verschiedenen Verfahren die Magnetfeldpara-
meter reproduzieren. Da die einzelnen Parameter miteinander korreliert sind (eine
Erhoéhung von a kann beispielsweise durch eine entsprechende Reduzierung von c
groftenteils ausgeglichen werden), sind die angegebenen Fehler nicht unabhéingig
voneinander. Die Spalte ganz rechts zeigt einen Parametersatz, der fiir alle drei
Messreihen gute Ergebnisse liefert.

Fiir die niedrigen Koeffizienten liefern die Monte-Carlo-Simulation die genauesten
Werte.

Die grofte Prézission der Schwerpunktsbewegung legt die Frage nahe, ob das
Prinzip der Schwerpunktsschwingung als Detektor fiir Beschleunigungen eingesetzt
werden kann. Dazu kann man die folgende Abschitzung machen. Eine Kraft F,
die entlang der Achse des Potenzials gerichtet ist, verschiebt den Nullpunkt des
Potenzials um g/w?, wobei ¢ = F/m die entsprechende Beschleunigung ist. Bei den
durchgefiihrten Experimenten kann der Mittelpunkt des Fallenpotenzials durch die
Monte-Carlo-Simulation auf besser als einen Mikrometer bestimmt werden. Daraus
folgt eine Empfindlichkeit fiir die Beschleunigungmessung von

_1n-3M
Jmin — ]_0 ?

6.4 Kollektive Anregungen des Kondensats

Abb. 6.4 zeigt zunichst die gemessenen Werte des Aspektverhéltnisses (6.1) fiir die
drei Messreihen zusammen mit einer angepassten Testfunktion, bestehend aus je
drei Sinusfunktionen der Gestalt

3

f(t) =ao+ Z ap, sin(w,t +

n=1

2T

—50u): (6.12)

Im Unterschied zu (6.8) konnen hier beliebige Frequenzen auftreten, da die Bewe-
gungsgleichungen nichtlinear sind. Bei allen drei Messungen dominieren drei Fre-
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Abbildung 6.4: Gemessenes Aspektverhéltnis (Punkte) und Testfunktion
(durchgezogene Linie), bestehend aus drei Sinusfunktionen fiir die Messsungen
A, B und C. Die Parameter fiir die Funktionen sind in Tabelle 6.5 angegeben. Bei
Messsung B sind nur die Messpunkte innerhalb der ersten Sekunde gezeigt. Die
gesamte Messreihe ist in Abb. 6.9 gezeigt. Die in Abbildung c) fehlenden Mes-
spunkte konnten wegen der begrenzten Auflésung des Abbildungssystems nicht
ausgewertet werden.

quenzen: Die Grundfrequenz, die doppelte Frequenz und die Frequenz der Qua-
drupolresonanz. In Tabelle 6.5 werden die ermittelten Fourierkoeffizienten angege-
ben. Zum Vergleich mit der Schwerpunktsbewegung (Tabelle6.3) sind jeweils in
Klammern die Fourierkoeffizienten fiir das Verhalten in der Falle angegeben. Die-
se beruhen nicht auf Messdaten, sondern auf einer Simulation. Man sieht, dass die
Schwingung des Aspektverhiltnisses bei der einfachen und doppelten Grundfrequenz
phasengleich mit der Schwerpunktsbewegung ist. Dies ist Folge des harmonischen
Antriebes bei diesen beiden Frequenzen aufgrund der Schwerpunktsbewegung. Die
Amplitude der doppelten Frequenz a, ist dabei grofer als die der Grundfrequenz
ar, was Ausdruck des starken Beitrags vierter Ordnung im Potenzial ist (Koeffizi-
ent ¢ in Tabelle6.4). In Abschnitt 2.3.2 wurde gezeigt, dass a, quadratisch von der
Amplitude der Schwerpunktsbewegung o abhingt und a; linear. Diese Vorhersage
wird durch die experimentellen Daten bestétigt, die fiir groferes ay ein groferes Ver-
héltnis as/a; aufweisen. Die Frequenz der Quadrupolresonanz liegt selbst bei grofer
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Messung A B C

wy 8,16 7,98 7,5

wa 16,33 15,92 15,3

w3 12,6 12,1 11,6

ap 0,15 (0,012) 0,21 (0,013) 0,07 (0,019)
a9 0,19 (0,008) 0,28 (0,012) 0,34 (0,043)
as 0,05 — 0,10 (0,002) 0,27 (0,050)
h1 135 (93) 124 (93) 52 (104)
P2 165 (97) 165 (96) 140 (67)
?3 332 — 240 (-29) 340  (-90)
Frequenzverhéltnis

w3 w 0,97,/5/2 0,96+/5/2 0,99./5/2

Tabelle 6.5: Fourierkoeffizienten des Aspektverhéltnisses fiir die drei Messrei-
hen. Angepasst wurde eine Summe aus drei Sinusfunktionen (6.12). Die Werte
in Klammern sind berechnete Werte fiir die Bewegung in der Falle. Sie machen
einen Vergleich mit der Schwerpunktsbewegung (Tabelle 6.3) moglich. In der letz-
ten Zeile wird die Frequenz der Quadrupolmode mit dem theoretischen Wert fiir
kleine Amplituden verglichen.

Amplitude sehr nahe bei ihrem asymptotischen Verhalten fiir kleine Amplituden,
das durch w3 = \/5/72w1 gegeben ist (vgl. Abschnitt2.2.1). Die Quadrupolschwin-
gung wird auferhalb ihrer Resonanz angeregt — die Frequenz ist nicht im Spektrum
der Schwerpunktsbewegung zu finden.

Um die Experimente mit dem theoretischen Modell zu beschreiben, wurde das
gekoppelte Gleichungssystem (6.3) numerisch geldst. Fiir das Potenzial, den Start-
punkt und die Startgeschwindigkeit wurden die durch die entsprechende Monte-
Carlo-Simulation erhaltenen Parameter eingesetzt. Als zusétzlicher Parameter mus-
ste ein Multiplikationsfaktor eingefiigt werden, mit dem die Daten fiir das Aspekt-
verhéltnis multipliziert werden. Er betrégt bei allen Messungen 0, 83. Der Ursprung
dieser Korrektur bleibt unklar. Wahrscheinlich ist ein systematischer Fehler bei der
Messwerterfassung, der zu einer unterschiedlichen Skalierung® in vertikaler und ho-
rizontaler Richtung fiihrt.

Abb. 6.5 zeigt das gemessene Aspektverhiltnis zusammen mit dem theoretischen
Modell. Das Ergebnis des Modells wurde zusétzlich mit den Messdaten fiir die
Schwerpunktsbewegung verglichen und jeweils die mittlere quadratische Abweichung
x? ermittelt. Ein Vergleich mit den Werten fiir x2, die bei der Anpassung der Test-
funktion ermittelt werden, zeigt, dass mit dem theoretischen Modell dhnliche oder

3In vertikaler Richtung wird die Abbildung iiber aufeinanderfolgende Flugzeitmessungen ge-
eicht. Durch Anpassen einer Parabel wird die Beschleunigung ermittelt und mit der Erdbeschleu-
nigung verglichen. Bei richtiger Eichung sind beide gleich. Die Eichung in horizontaler Richtung
wird aus der vertikalen Eichung mit Hilfe der Mafe der Kamerapixel gewonnen.



92 KAPITEL 6. EXPERIMENTE ZUR DYNAMIK IN ANHARMONISCHEN WELLENLEITERN

Aspektverhéltnis r/r,

0,0 0,1 0,2 0,3 0,4 0,5 0,6 0,7 0,8 0,9 1]0
Zeit (s)

Aspektverhéltnis ry/r,

0,0 0,1 0,2 0,3 0,4 05 06 07 08 0,9 1,0
Zeit (s)

Aspektverhaltnis r/r,

0,7 0,8 0,9 1,0

Aspektverhaltnis r,/r,

00 0,1 0,2 0,3 0,4 0,5 0,6 0,7 0,8 0,9 1,0
Zeit (s)

Abbildung 6.5: Gemessenes Aspektverhiltnis (Punkte) und theoretisches Mo-
dell (durchgezogene Linie) fiir die Messreihen A, B, und C. Kurve d) zeigt diesel-
ben Daten wie c) in logarithmischer Darstellung.

sogar leicht bessere Werte fiir x? erzielt werden. Die Daten werden also insgesamt
sehr gut durch das Modell beschrieben.

Ein gesondertes Interesse muss der Messung C gelten. Wie in Abb.6.5 zu se-
hen ist, sagt die Theorie sehr grofse Amplituden fiir das Aspektverhéltnis voraus. In
Bereichen, in denen das Aspektverhiltnis moderate Werte annimmt, ist die Uber-
einstimmung mit den experimentellen Daten zufriedenstellend. Die groften Werte
fiir das Aspektverhéltnis treten bei kleiner horizontaler Ausdehnung des Konden-
sats auf. Bei zu kleiner Wolkengrofe erzeugt die begrenzte Auflosung des Abbil-
dungssystems Interferenzen und die Bilder konnen nicht quantitativ ausgewertet
werden. Tatsdchlich zeigen die Absorptionsaufnahmen der Kondensate bei Messung
C (Abb. 6.2) genau bei diesen Punkten deutliche Interferenzen. Die entsprechenden
Bilder sind in Abb. 6.2 mit einem Sternchen markiert. Daher ist ein Vergleich mit
der Theorie ausgerechnet in diesem &ufserst interessanten Bereich nicht mdglich. Be-
merkbar macht sich das endliche Auflésungsvermogen bei Ausdehnungen kleiner als



6.5. Nichtlineare Kopplung zwischen den Moden 93

20 pm. Um eine Abschitzung geben zu konnen, wie klein die axiale Ausdehnung
der Kondensate bei diesen Messpunkten ist, wurde mit einem Programm zur Analy-
se von Abbildungen, der verwendete Abbildungsstrahlengang simuliert. Variationen
an der Grofe eines Testobjektes zeigten, dass ein Objekt von 5 pm Ausdehnung zu
ahnlichen Interferenzstreifen wie bei den Messungen fiihrt. Es ist damit nicht aus-
geschlossen, dass auch das Experiment die extremen Amplituden der theoretischen
Vorhersage zeigt. Was die gemessenen Daten fiir das Aspektverhiltnis betrifft, be-
wegen sich diese zwischen 0,2 und 1, 8. Diese Anderung um fast einen Faktor 10 ist
der grofte je gemessene Wert fiir die Formschwingung eines Kondensats.

Die gute Ubereinstimmung zwischen Theorie und Experiment ist ein klares Indiz
dafiir, dass das theoretische Modell alle notwendigen Kopplungen ausreichend be-
riicksichtigt und geeignet ist, schwingende Kondensate in anharmonischen Fallen zu
beschreiben. Die Abweichungen bei Messung C sind wegen der begrenzten Auflésung
des Abbildungssystems kein Hinweis auf das Versagen des theoretischen Modells bei
grofen Auslenkungen.

6.5 Nichtlineare Kopplung zwischen den Moden

Die Nichtlinearitit der Bewegungsgleichungen fiir die interne Dynamik (6.3) ermdog-
licht grundsétzlich eine Kopplung der verschiedenen Schwingungsmoden des Kon-
densats. Erstmals wurde eine Kopplung zwischen zwei Schwingungsmoden von He-
chenblaikner et al. [Hec00| beobachtet. Um diese Kopplung zu erreichen, wurde die
Fallengeometrie so verdndert, dass die radiale (m = 0)-Mode die doppelte Frequenz
der axialen (m = 0)-Mode hat (siehe Gleichung (2.19)). Nach Anregung der axia-
len Mode kann ein Anschwingen der radialen Mode beobachtet werden. Bei den
hier durchgefiihrten Messungen wird ebenfalls eine nichtlineare Kopplung beobach-
tet, die im Unterschied zu [Hec00| nichtresonant ist, das heift, dass die beteiligten
Frequenzen im Grenzwert kleiner Amplituden nicht im Spektrum vertreten sind.
Das Aspektverhiltnis weist bei allen drei Messreihen die beschriebenen drei Fre-
quenzen auf, deren Amplituden mit der Auslenkung zunehmen. Eine eindeutige Si-
gnatur fiir eine nichtlineare Kopplung ist das zusitzliche Auftreten von Summen-
und Differenzfrequenzen im Spektrum. Abb. 6.6 zeigt ein berechnetes Spektrum fiir
eine Auslenkung von 0,45 mm, entsprechend Messung A. Neben den drei Hauptfre-
quenzen treten zahlreiche andere Frequenzen auf, die alle auf Summen und Differen-
zen der drei Grundfrequenzen zuriickzufiihren sind. Um eine Frequenzmischung in
den Messdaten wiederzufinden, wurde eine diskrete Fouriertransformation der Daten
durchgefiihrt. Da bei Messung C einige Daten fehlen, wurde auf einen Algorithmus
vom Lomb zuriickgegriffen [Lom76, Pre88|, der auch bei nicht gleichméRig verteilten
oder fehlenden Daten angewendet werden kann. In Abb. 6.7 werden die ermittelten
Leistungsspektren gezeigt. Bei allen drei Messungen konnen die drei Hauptfrequen-
zen klar identifiziert werden, sie sind durch die senkrechten gestrichelten Linien
markiert. Gut zu erkennen ist die Frequenzverschiebung bei grofserer Auslenkung.
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Abbildung 6.6: Frequenzmischung: Fourierspektrum des Aspektverhéltnisses.
Die Auslenkung betrigt 0,45 mm. Zur besseren Unterscheidung der einzelnen Fre-
quenzen wurde das Spektrum fiir eine Schwingungsdauer von 10s berechnet. Da-
durch ergeben sich im Vergleich zu den Messdaten (Abb.6.7a) Abweichungen in
der Amplitude. Die drei Hauptfrequenzen liegen bei v, = 8,2Hz (a), v, = 12,6 Hz
(b) und v. = 16,4Hz (c). Im Rahmen ist die Zusammensetzung der iibrigen Fre-
quenzen als Mischungen der drei Grundfrequenzen angegeben.

Wihrend bei den Messungen A und B die Mischfrequenzen zu schwach ausgeprigt
sind, um nachgewiesen werden zu konnen, zeigt Messung C einen merklichen Fre-
quenzanteil bei 4 Hz (Markierung iv) und bei 26 Hz (Markierung v). Diese beiden
Beitrige wurden mit einer fiinfkomponentigen Testfunktion der Form (6.12) genau-
er untersucht. Tabelle 6.6 gibt die gefundenen Frequenzen und Amplituden an. Der
Wert fiir x? zeigt die Entwicklung des Fehlers bei der Hinzunahme der nichsten
Frequenz in die Testfunktion. Vergleicht man die gefundenen Werte, so stellt man
fest, dass mit nur 5 bzw. 1 Prozent Abweichung gilt:

Wqg = W3 — W2 (613)
ws + wy. (6.14)

Whs

Dariiberhinaus ist im Spektrum in Abb.6.7 auch ein Beitrag bei 30 Hz zu sehen
(Markierung vi), entsprechend der vierfachen Grundfrequenz. Dieser konnte jedoch
nicht durch eine erweiterte Testfunktion erfasst werden. Die experimentellen Daten
zeigen also genau wie die Theorie das Auftreten von Summen- und Differenzfre-
quenzen, was als klarer Beweis fiir die nichtlineare Kopplung der Moden anzusehen
ist.
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Frequenz Amplitude X2
w1 /2 T7,5(2) 0,09(2) 0,0445

wy/2r  11,64(8)  0,28(3)  0,0445
wy/2r  1525(6)  0,37(3)  0,0445
wy/2r  3,8(1) 0,21(3)  0,0296
ws/2r  26,3(3)  0,06(2)  0,0283

Tabelle 6.6: Frequenzmischung: Amplituden und Frequenzen des Aspektverhélt-
nisses bei Messung C. Angepasst wurde eine Summe aus fiinf Sinusfunktionen. Das
angegebene x? gibt die Fehlerentwicklung bei Hinzunahme der jeweiligen Frequenz
an. In Klammern ist der Fehler in der letzten Stelle angegeben.

Leistung (w. E.)

o =~ N W 0O N
R SR B |

20 30 40 50
Frequenz (Hz)

Leistung (w. E.)
o =~ N W b O O

T T T T T

20 30 40 50
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10

Leistung (w. E.)

0 I 10 I 20 I 30 I w0 I 50
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Abbildung 6.7: Spektren der Aspektverhéltnisse fiir die drei Messreihen A (a), B

(b) und C (c). Gestrichelt eingezeichnet sind Grundfrequenz (i) und die doppelte

Frequenz (ii). (iii) markiert die angeregte Quadruplmode des Kondensats (vgl.

Tabelle 6.5). Die Erniedrigung der drei Frequenzen mit zunehmender Auslenkung

ist deutlich zu erkennen. Die Markierungen (iv), (v) und (vi) in Abbildung c) sind
zusétzliche Beitriage aufgrund von Frequenzmischung.

95
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6.6 Emergiebilanz und Verluste

Wiéhrend der Formschwingung des Kondensats wird stindig Energie zwischen drei
verschiedenen Energieformen umverteilt. Dies sind die kinetische Energie, die poten-
zielle Energie und die Wechselwirkungsenergie. Der Erwartungswert aller drei lasst
sich mit Hilfe der Kondensatswellenfunktion (2.51) berechnen:

B = /h_2|v¢|2d3 _ 1 S :)‘_22 (6.15)
kin 2m x= gk - w2 '
9, 453 2 1
By /QWJI Wy (6.16)
1 D*U(R(t)) A2
— 213, _ i
Epoy = /U(x)|¢| dPx = 7“2 : 0 T (6.17)

Bei der potenziellen Energie wurde der zeitliche Antrieb durch die Schwerpunkts-
bewegung R(t) eingesetzt. Aukerdem enthilt die Schwerpunktsbewegung kinetische
und potenzielle Energie:

1 .
Espiin = §mZRf (6.18)

ESPpot = U(R) (619)

Die Energie der Schwerpunktsbewegung ist bei den Experimenten 200 bis 500 mal
so grofs wie die der inneren Anregungen. Fiir Messung A sind in Abb. 6.8 die drei
Beitrage des Kondensats zur Gesamtenergie dargestellt. Summiert man die Beitrige
fiir das Kondensat auf, stellt man fest, dass die Summe nicht konstant ist, sondern
um den Mittelwert von 5/7 1 schwankt. Hier bezeichnet u das chemische Potenzi-
al. Nur fiir den Fall einer konstanten Potenzialkriimmung in (6.17) ist die Energie
der kollektiven Anregung erhalten. Tatsdchlich tauscht die interne Dynamik Ener-
gie mit der Schwerpunktsbewegung aus. Wie in Anhang A.5 gezeigt wird, lassen sich
die Bewegungsgleichungen aus einem Variationsprinzip herleiten. Die zugehorige Ha-
miltonfunktion besteht aus der Summe der oben berechneten fiinf Energien. Dabei
erhiilt die Bewegungsgleichung fiir den Schwerpunkt neben dem Potenzialgradienten
einen zusitzlichen Term. Erst wenn das gesamte gekoppelte Gleichungssystem inklu-
sive dieses Korrekturterms gelost wird, ist die berechnete Gesamtenergie erhalten.

Die Kopplung der kollektiven Anregungen an die Schwerpunktsbewegung ist pro-
portional zum Quadrat der Kondensatsausdehnung, und damit eine Kopplung zwei-
ter Ordnung, wenn das Verhéltnis zwischen Kondensatsradius und Schwerpunkts-
auslenkung als Entwicklungsparameter betrachtet wird. Die ausgetauschte Energie
betragt 0,1 1 (Messung A) und 0,3 i (Messung B). In beiden Féllen entspricht dies
etwa 0,5 Tausendstel der Gesamtenergie der Schwerpunktsbewegung. Daraus ergibt
sich eine relative Amplitudendnderung der Schwerpunktsbewegung von

5_a 1

a 4000
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Abbildung 6.8: Energiebilanz wihrend der Kondensatsschwingung. Fiir Mes-
sung A wurden aus der numerischen Lésung nach (6.15) die verschiedenen Beitré-
ge zur inneren Energie des Kondensats berechnet. Die Energie ist in Einheiten des
chemischen Potenzials y angegeben. Erst durch Hinzunahme der Schwerpunkts-
energie bleibt die Gesamtenergie erhalten.

Um auch experimentell diese Kopplung zu zeigen, miisste eine Amplitudeninderung
von 0,1 pm nachgewiesen werden. Das liegt auferhalb der momentan erreichbaren
Genauigkeit und der experimentelle Nachweis dieser Kopplung muss ausbleiben.
Auferdem ist die Amplitudendnderung wesentlich kleiner als die Kondensatsausdeh-
nung und deshalb werden auch Abweichungen des Kondensats vom reinen Thomas-
Fermi-Profil wichtig. Fiir das theoretische Modell ist der Korrekturterm von grofter
Wichtigkeit, da mit ihm die numerische Stabilitdt der Simulationen iiber die Ener-
gieerhaltung gepriift werden kann.

Verluste

Die Lebensdauer der Kondensate bei den Messungen betrigt zwischen 0,5s und
1,2 s. Dies legt die Frage nahe, inwieweit der Riickgang der Atomzahl Auswirkungen
auf die Dynamik der internen Anregungen hat. Die Differenzialgleichungen (6.3)
enthalten die Atomzahl nicht, da sie unter der Annahme einer konstanten Atom-
zahl abgeleitet wurden. Die Atomzahl geht jedoch in die Anfangsbedingungen ein:
Entfernt man aus einem Kondensat instantan eine Anzahl Atome, so befindet sich
das verbleibende Kondensat nicht mehr in seiner Gleichgewichtsverteilung — es
ist zu grof. Als Folge beginnt es zu schwingen [Mat98, Shv02|. Entfernt man die
Atome langsam, so kann sich das Kondensat adiabatisch dem neuen Grundzustand
anpassen [Kag96|. Bei den Messreihen fiihrt dies dazu, dass das Aspektverhiltnis
unabhéngig von der Atomzahl ist (siehe Abb.6.5). Fiir kleine Atomzahlen bricht je-
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doch die Thomas-Fermi-Naherung, innerhalb der das Modell giiltig ist, zusammen.
Die Auswirkungen konnen bei Messung B beobachtet werden. In Abb.6.9 ist das
Aspektverhaltnis fiir die gesamte Dauer der Messreihe gezeigt. Deutlich zu erkennen
ist ein systematischer Anstieg des Aspektverhéltnisses mit der Zeit. Der Grund da-
fiir ist die radiale Lokalisierungsenergie des Kondensats, deren Betrag vergleichbar
mit der Wechselwirkungsenergie wird. Nach 2,7s sind nur noch etwa 3000 Atome im
Kondensat, also weniger als ein Zehntel der anfingliche Atomzahl, und das chemi-
sche Potenzial ist auf p/kg = 8 nK zuriickgegegangen. Die Wechselwirkungsenergie
ist in der Thomas-Fermi-Niherung durch (6.15) gegeben und betrégt 2/7 u. Sie ist
damit gleich grofs wie der kinetische Anteil der Gundzustandsenergie des harmoni-
schen Oszillators, der durch

1
Ekin = Zh(2wp + wz) ~ 3nK x kB

gegeben ist. Wéhrend in axialer Richtung die Thomas-Fermi-Ndherung gut erfiillt
ist, sorgt die kinetische Grundzustandsenergie in radialer Richtung dafiir, dass das
Kondensat nach dem Ausschalten der Falle starker expandiert als allein aufgrund der
Wechselwirkungsenergie. Das Aspektverhéltnis wird auf diese Weise erhéht. Auch
quantitativ kann dieses Verhalten modelliert werden. In [PG96| werden die Bewe-
gungsgleichungen fiir eine gaufkformige Kondensatswellenfunktion hergeleitet. Sie
dhneln den Differenzialgleichungen (6.3), enthalten aber fiir jede Richtung einen
zusitzlichen Term, der die Lokalisierungsenergie mitberiicksichtigt. Er lautet
n? 1
gt (6.20)
13
wobei r; die Ausdehnung des Kondensats ist. Diese ist atomzahlabhéngig und fiir
sie gilt in radialer Richtung in Thomas-Fermi-N&herung
1 /2p
r,=—\/—.
7w,V m
Das chemische Potenzial p ist iiber (A.11) mit der Atomzahl verkniipft. Damit
besteht eine Moglichkeit, die Verluste in das Modell zu integrieren. Die um den
Term (6.20) erweiterte Gleichung fiir die radiale Kondensatsausdehnung lauten

< alt) 1
A, = N + Ev w2 ()X, (6.21)

Die in Abb. 6.9 gezeigte Kurve wurde mit diesem erweiterten Modell berechnet. Mit
einem linearen Anstieg von a(t) konnen die Daten recht gut reproduziert werden.
Das erweiterte Modell soll deutlich machen, dass der Anstieg des Aspektverhélt-
nisses auf Verluste in der Atomzahl zuriickzufiihren ist. Dabei verschieben sich die
Energieverhiltnisse zugunsten der kinetischen Grundzustandsenergie, die die radiale
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Abbildung 6.9: Aspektverhéiltnis bei Messung B fiir die gesamte Messdauer.
Das untere Schaubild setzt das jeweils obere fort. Man erkennt einen systemati-
schen Anstieg der Messdaten (Punkte). Die eingezeichnete Kurve wurde mit dem
erweiterten Modell (6.21) berechnet.

Expansion des Kondensats zu dominieren beginnt. Im Grenzwert sehr kleiner Atom-
zahlen, wenn die Wechselwirkungsenergie kleiner als die radiale Energieaufspaltung
wird,

By < hw,, (6.22)

nihert sich die radiale Ausdehnung des Kondensats einem konstanten Wert an.

Die Bedingung (6.22) wurde in [Go6r01] dazu verwendet, ein eindimensionales
Bose-Einstein-Kondensat zu definieren. Bei unserem Experiment ist dieses Krite-
rium am Ende von Messreihe B ebenfalls erfiillt, jedoch wird das Kondensat zu
diesem Zeitpunkt immer noch sehr gut durch die dreidimensionale Theorie der Be-
wegungsgleichungen beschrieben. Der Grund dafiir ist, dass die thermische Wolke
noch zahlreiche radiale Vibrationsniveaus besetzt. Erst wenn die mittlere thermi-
sche Energie der Atomwolke kleiner als die radiale Energieaufspaltung ist, ist der
radiale Freiheitsgrad auch fiir die thermischen Atome ausgefroren und man kann
eine Abweichung der Dynamik von dem dreidimensionalen Modell erwarten.

6.7 Chaotisches Verhalten

Die Nichtlinearitit der Bewegungsgleichungen fiir die Kondensatsdynamik (6.3) er-
laubt prinzipiell Losungen mit chaotischer Dynamik. In mehreren theoretischen Ar-
beiten wurden verschiedene Aspekte eines chaotischen Verhaltens herausgearbeitet.
Kagan et al. [Kag97b] untersuchten die Auswirkungen einer instantanen Anderung
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der Fallengeometrie. Das Kondensat, das urspriinglich in Ruhe ist, befindet sich
nach der Anderung in einem angeregten Zustand und beginnt zu schwingen. Sie
fanden periodische, quasiperiodische* und chaotische Losungen fiir die Kondensats-
dynamik. Castin und Dum [Cas97| stellten einen Zusammenhang zwischen einer
chaotischen Dynamik des Kondensats und den resultierenden Verlusten fiir die Kon-
densatsatomzahl her. Salasnich [Sal00| studierte den Einfluss der Anisotropie des
Fallenpotenzials auf die Dynamik und fand fiir rotationssymmetrische Potenziale
bei bestimmten Verhéltnissen von axialer und radialer Oszillationsfrequenz chao-
tisches Verhalten. Bei diesen ,einschligigen Verhéltnissen sind mindestens zwei
Kondensatsmoden in Resonanz. Erstmals wurde diese Resonanzen von Dalfovo et
al. [Dal97a, Dal97b| theoretisch untersucht und von Hechenblaikner et al. [Hec00]
experimentell benutzt, um die nichtlineare Kopplung zweier entarteter Moden zu
beobachten (vgl. Abschnitt 6.5). Weitere theoretische Arbeiten, die Chaos in Syste-
men mit Bose-Einstein-Kondensaten untersuchen, gibt es fiir modulierte periodische
Potenziale [Gar00] und Doppel-Potenziale [Sal02].

Integrabilitét

Ein Kondensat, dass sich im Ursprung eines isotropen, harmonischen Potenzials be-
findet und Formschwingungen ausfiihrt, besitzt in der Thomas-Fermi-Ndherung drei
Freiheitsgrade: die Thomas-Fermi-Radien r;. Ohne externen Antrieb sind drei Gro-
fen erhalten: die Energie E, der Drehimpuls L? und seine z-Komponente [,. Die
Zahl dieser Erhaltungsgrofien (auch Konstanten der Bewegung oder erste Integrale
genannt) ist genauso grofs wie die Zahl der Freiheitsgrade. Der zugéngliche Phasen-
raum ist dadurch derart eingeschrénkt, dass eine chaotische Dynamik, nicht moglich
ist?. Systeme, in denen die Zahl der Freiheitsgrade gleich der Zahl der Erhaltungs-
grofen ist, werden integrabel genannt [Tab89]. Bei rotationssymmetrischen, aniso-
tropen Potenzialen gibt es nur zwei Erhaltungsgréfien: die Gesamtenergie F und
die z-Komponente des Drehimpulses [,. Demnach sind anisotrope Systeme nicht-
integrabel und chaotisches Verhalten ist im Prinzip moglich. Allerdings konnten
Fliesser et al. [F1i97] zeigen, dass im Grenzwert verschwindender Anregungsenergie
(E/u1 — 0) eine dritte Erhaltungsgrofe existiert. Dadurch wird das System fiir klei-
ne Amplituden integrabel. Erst ab einer gewissen Anregungsenergie ist deshalb in
anisotropen Fallen mit Chaos zu rechen. Bei dem hier durchgefiihrten Experiment
besitzt das Kondensat vier Freiheitsgrade. Neben den drei Thomas-Fermi-Radien
des Kondensats kommt noch die Schwerpunktskoordinate in axialer Richtung hinzu.
Die Erhaltungsgrofen sind die Gesamtenergie E und die Drehimpulskomponente in
axialer Richtung [,. Im Grenzfall kleiner Kondensate oder kleiner Anharmonizitéten,
ist die Schwerpunktsbewegung von den inneren Anregungen entkoppelt. Die Energie
ist dann fiir beide Bewegungen getrennt erhalten. Ist die interne Anregung aufer-

4Unter einer quasiperiodischen Bewegung versteht man eine Bewegung, deren Frequenzen ein
irrationales Verhéltnis zueinander haben.
°Bei einem duferem Antrieb kénnen auch isotrope Fallen Chaos zeigen [Cas97|.



6.7. Chaotisches Verhalten 101

dem sehr klein kommt die erwidhnte zusétzliche Erhaltungsgrofe zum Tragen und
macht das Gesamtsystem integrabel. Die hier verwendete experimentelle Anordnung
erlaubt es, durch immer grofere Auslenkungen, immer mehr Energie in die innere
und dufere Dynamik zu stecken. Oberhalb einer kritischen Auslenkung sollte das
System nicht-integrabel werden und moglicherweise chaotisches Verhalten zeigen.

Nachweismoglichkeiten fiir Chaos

Mathematisch streng ist Chaos nur fiir wenige Systeme wie den Lorentz-Attraktor
zu zeigen. Es gibt jedoch verschiedene Charakteristika, die bei chaotischem Ver-
halten vorgefunden werden. Zuallererst muss das System aus den oben genannten
Griinden nicht-integrabel sein. Das wichtigste Merkmal fiir chaotisches Verhalten ist
die Sensitivitdt auf minimal verdnderte Startbedingungen. Dieses unter dem Namen
,Schmetterlingseffekt bekannte Verhalten wird quantitativ durch den so genann-
ten Lyapunov-Exponenten beschrieben. Er gibt an, wann kleine Anderungen in den
Startbedingungen zu einer exponentiell ansteigenden Abweichung im Verlaufe der
Dynamik fiihrt. Bei einer chaotischen Dynamik durchlduft die Trajektorie der Lo-
sung den Phasenraum stochastisch und kann jeden durch die Erhaltungsgrofen er-
laubten Punkt im Phasenraum erreichen. Schnitte durch den Phasenraum (Poincaré-
Karten), sind deshalb ebenfalls ein niitzliches Hilfmittel. Auch eine Fourieranalyse
kann Indizien fiir Chaos an den Tag bringen: Das Anwachsen eines Rauschunter-
grundes im Spektrum ist ein Anzeichen fiir chaotisches Verhalten [Tab89)].

Chaos in Experiment und Theorie

Bei den vorliegenden Messreihen eignet sich die Fourieranalyse besonders gut, die
Daten zu analysieren. Abb. 6.7 zeigt die diskreten Fourierspektren der drei Messrei-
hen. Messung C zeigt im Vergleich zu den beiden anderen Messungen einen deutlich
erhohten Untergrund und auch ein Blick auf die Messdaten in Abb.6.4 zeigt eine
gewisse Unregelméfigkeit. Der experimentelle Befund ist nach dem oben Gesag-
ten ein Hinweis auf Chaos. Eine lingere Messreihe und eine bessere Auflosung der
Absorptionsabbildung kénnten den Befund erhérten. An dieser Stelle besteht die
Moglichkeit, das theoretische Modell zu analysieren. Mit den erwdhnten Methoden
stehen leistungsstarke Instrumente bereit, mit denen die Dynamik untersucht werden
kann. Einziger freier Parameter des Modellsystems ist die anfingliche Auslenkung
des Kondensats. Fiir das Potenzial des anharmonischen Wellenleiters wurde eines
gewéhlt, das alle drei Messreihen gut beschreibt (siehe Tabelle 6.4, rechte Spalte). In
den folgenden Abschnitten werden die Lyapunov-Exponenten, die Poincaré-Karten
und die Frequenzspektren fiir das theoretische Modell berechnet und diskutiert.
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Der Lyapunov-Exponent

Ausgangspunkt fiir die numerische Bestimmung des Lyapunov-Exponenten ist das
n-dimensionale System autonomer Differenzialgleichungen erster Ordnung

dl‘i
i = E($1, ,.fb'n)

Man betrachtet zwei Losungen, die zu zwei benachbarten Startbedingungen x(0)
und x(0) 4+ 0x(0) gehoren, und bestimmt den euklidischen Abstand zwischen den
beiden Losungen:

(6.23)

Der Lyapunov-Exponent ist dann wie folgt definiert [Tab89]:

1= e [ 39)]
d(0)—0
Er beschreibt die mittlere zeitliche Entwicklung einer anfinglichen Stérung. Fiir ein
exponentielles Anwachsen des Abstands d(t) ist der Lyapunov-Exponent endlich und
positiv. Dies bedeutet eine exponentielle Sensitivitat auf die Startbedingungen. Fiir
jede polynomiale Zeitentwicklung von d(t) ist er null — auch bei quasiperiodischer
Bewegung. Numerisch wird er wie folgt berechnet: Nach der Wahl der Startbedin-
gungen (Abstand d(0) und Schrittweite 7) 16st man die Bewegungsgleichungen fiir
die beiden benachbarten Trajektorien. Dann wird der Abstand d; zwischen beiden
Endpunkten nach (6.23) bestimmt. Der Endpunkt einer der beiden Trajektorien wird
nun entlang des Verbindungsvektors zwischen beiden Endpunkten verschoben, bis
er den urspriinglichen Abstand dy vom Endpunkt der anderen Trajektorie hat. Die
beiden Endpunkte sind die Startpunkte fiir den nichsten Rechenschritt der Lange 7.

Das Ganze wird N mal wiederholt. Der Lyapunov-Exponent ist dann asymptotisch
gegeben durch [Tab89]

N—o0
mit N
1 d;

Abb. 6.10 zeigt den Verlauf von Ay fiir Auslenkungen zwischen 0,6 mm und 0,7 mm.
Um ihn zu berechnen wurde N = 2 x 10° und 7 = 103 s gewiihlt, entsprechend einer
Gesamtdauer der Trajektorie von 200s. Als Stérung wurde eine kleine Abweichung
von 0,1pm in der Startauslenkung eingebaut. Zur Kontrolle der Numerik wurde
bei allen Rechnungen die Gesamtenergie nach den Gleichungen (6.15)—-(6.19) be-
stimmt und mit den Startwerten verglichen. Bei stabiler Numerik ist die relative
Abweichung kleiner als 1073, Die gezeigte Kurve in Abb.6.10 wurde bis zu einer
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Abbildung 6.10: Lyapunov-Exponent: Ay = - Zl]\il In (d;/dy) als Funktion
der anfinglichen Auslenkung. Die Datenpunkte wurden fiir 200s Dauer (N =
2 x 10°, 7 = 103 ms, dy = 0,1 pym) berechnet. Fiir N — oo geht Ay in den
Lyapunov-Exponenten A iiber. Oberhalb einer Auslenkung von 0,67 mm wird die
Numerik instabil und kann nicht mehr iiber die gesamte Trajektoriendauer von
200s berechnet werden.

Auslenkung von 0,67 mm berechnet. Fiir groflere Auslenkung ist die Numerik nicht
mehr iiber die gesamte Trajektoriendauer stabil®. Die Konvergenz von (6.24) wurde
an einzelnen Punkten durch ldngere Trajektorien und kleinere Abstinde dj iiber-
priift. Es zeigte sich, dass fiir Auslenkungen kleiner als 0,63 mm der Wert fiir Ay mit
zunehmender Trajektoriendauer immer kleiner wird wie es fiir eine nicht-chaotische
Dynamik asymptotisch gefordert wird. Im Bereich oberhalb von 0,63 mm bleibt A
auch bei lingeren Trajektorien konstant. Dies weist auf einen positiven, endlichen
Wert fiir den asymptotischen Lyapunov-Exponenten hin und zeigt die Sensitivitit
der Dynamik auf die Startbedingungen.

Poincaré-Karten

Eine chaotische Bewegung kann auch mit Hilfe von Poincaré-Karten sichtbar ge-
macht werden. Die Darstellung der Poincaré-Abbildung findet bei den Poincaré-
Karten meist auf einem zweidimensionalen Schnitt durch den Phasenraum statt. Die
Poincaré-Karte enthilt alle Durchstoflungspunkte der Trajektorie mit der Schnitt-
fliche, die durch eine Randbedingung definiert ist. Bei zweidimensionalen Schnitten
werden nur zwei Koordinaten der Durchstofungspunkte betrachtet. Fiir periodi-

6Die Numerik liuft am Anfang einer Trajektorie immer stabil. Erst nach einer gewissen Zeit
,explodieren“ die Losungen, fiir die der Lyapunov-Exponent endlich ist, und verlassen den erlaubten
Phasenraumbereich.
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Abbildung 6.11: Poincaré-Karten fiir die Kondensatsdynamik. Die linken Kar-
ten sind nach 2s und die rechten nach 40s Schwingung berechnet worden. Auf-
getragen ist der Impuls p = )\Z/wg iiber der axialen Ausdehnung des Kondensats
q = \,. Die Schnittebene fiir die Poincaré-Karten ist durch j\p = 0 definiert.
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sche Bewegungen entstehen einzelne, immer wiederkehrende Druchstofungspunkte
oder zusammenhéngende Linien. Quasiperiodische Bewegungen fiihren zu unregel-
méafkigen Mustern, die meist auf bestimmte Regionen begrenzt sind. Chaotische Tra-
jektorien erzeugen ebenfalls unregelméfige Muster, die jedoch gleichméfiger iiber
alle durch die Erhaltungsgréfien erlaubten Bereiche verteilt sind. Abb. 6.11 zeigt die
Poincaré-Karten fiir die Dynamik der axialen Ausdehnung des Kondensats. Auf der
x-Achse aufgetragen ist der Skalierungsparameter fiir die axiale Ausdehnung, ¢ = A\,
und auf der y-Achse der zugehorige konjugierte Impuls p = A /w?. Die Schnittebe-
ne ist definiert durch ).\p = 0, d. h. das Kondensat wird immer dann, wenn die
radiale Bewegung an ihren Umkehrpunkten ist ,stroposkopisch® aufgenommen. Be-
rechnet wurden die Poincaré-Karten mit den DEtools von Maple7. Die drei gezeigten
Bildpaare sind bei Auslenkungen von 0,45 mm, 0,63 mm und 0,7 mm berechnet wor-
den. Fiir die letztere konnte nicht der experimentelle Wert von 0,79 mm genommen
werden, da in diesem Fall die Numerik bereits nach 2 Sekunden Trajektoriendauer
instabil wird. Die maximale relative Abweichung der Gesamtenergie von ihrem Start-
wert ist fiir alle Punkte kleiner als 1073. Die erste Bildreihe fiir die Auslenkung von
Messung A zeigt eine regulire Bewegung. Eine langere Propagation der Trajektorie
fiihrt nicht zu einem groferen Phasenraumbereich, der in der gp-Ebene eingenom-
men wird. Die Bildreihe darunter zeigt bereits eine unregelmifige Verteilung der
Durchstofungspunkte neben einem regelmifigen Grundmuster. Die Berechnungen
fiir den Lyapunovexponenten lassen darauf schlieffen, dass es sich hier um eine qua-
siperiodische Dynamik handelt. Die letzte Bildreihe weist eine noch unregelméfigere
Verteilung auf, und geordnete Strukturen sind kaum zu erkennen. Im Vergleich zur
Abbildung dariiber iiberdecken die Punkte die Poincaré-Karte gleichméfig und die
verschiedenen Bereiche werden mit fast gleicher Wahrscheinlichkeit getroffen. Ein
solches Verhalten ist bei chaotischer Dynamik zu erwarten.

Fourieranalyse

Als letzter Test wurde eine Frequenzanalyse der Dynamik durchgefiihrt. Wie zu Be-
ginn dieses Abschnittes erwihnt, zeigen die experimentellen Daten von Messung C
einen erh6hten Untergrund im Fourierspektrum (siehe Abb. 6.7), was auf ein chaoti-
sche Dynamik hinweist. Fiir die simulierten Daten kann man eine &nhnliche Analyse
mit wesentlich besserer Auflésung durchfiithren. Dazu wurden wieder die drei Tra-
jektorien fiir die Auslenkungen 0,45 mm, 0,63 mm und 0,7 mm fiir 40 s berechnet und
anschlieflend einer diskreten Fouriertransformation unterzogen. Das Ergebnis ist in
Abb. 6.12 gezeigt. Wahrend das Spektrum fiir Messung A einige diskrete Frequen-
zen zeigt, erkennt man bei 0,63 mm Auslenkung bereits deutlich mehr Frequenzen,
die aber immer noch diskret verteilt sind. Erst bei 0,7 mm Auslenkung entsteht ein
gleichméfiger Untergrund, aus dem einzelne Frequenzspitzen herauswachsen.

Von den drei durchgefiihrten Testmethoden liefert jede einen Hinweis auf chao-
tisches Verhalten — die Existenz eines endlichen, positiven Lyapunov-Exponenten
ist dabei der Gewichtigste. Unter der Voraussetzung, dass das gewihlte Modell das
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Abbildung 6.12: Theoretisches Modell: Fourierspektrum des Aspektverhaltnis-
ses fiir die Auslenkungen 0,45 mm (a), 0,63 mm (b) und 0,7 mm (c). Die Skalierung

der y-Achse ist jeweils unterschiedlich.

Kondensat richtig beschreibt, folgt, dass sich das Kondensat bei Messung C in ei-
nem Bereich mit chaotischem Verhalten bewegt. Dies 6ffnet eine Tiir, Chaos in
Bose-Einstein-Kondensaten zu untersuchen. Welche dramatischen Effekte zu erwar-
ten sind zeigt Abb. 6.13, die eine Messreihe bei einer Auslenkung von 0,94 mm zeigt.
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E 1 mm

Abbildung 6.13: Absorptionsaufnahmen fiir eine Messreihe mit 0,94 mm Aus-
lenkung nach 20 ms Flugzeit.
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Kapitel 7

Zusammenfassung und Ausblick

In dieser Arbeit wurde erstmals eine Apparatur zur Erzeugung von Bose-Einstein-
Kondensaten in magnetischen Mikrofallen realisiert. Der experimentelle Aufbau ist
gekennzeichnet durch ein einfaches, effizientes Ladesystem der magnetooptischen
Falle, bestehend aus einer gepulsten, thermischen Quelle fiir Rubidiumatome. Wei-
ter befinden sich alle wesentlichen magnetfelderzeugenden Komponenten fiir die
Manipulation der Atome als kompakte Einheit direkt im Vakuum. Um die Ato-
me in die Mikrofalle zu transferieren, wurde ein neuartiges Transferprinzip erfolg-
reich eingesetzt und in dieser Arbeit ausfiihrlich beschrieben. Die Mikrofalle wird
mit mikrofabrizierten Kupferleiterbahnen auf einem Keramiksubstrat erzeugt. Fiir
verschiedene Fallengeometrien und Aspektverhiltnisse konnten in der Mikrofalle
Bose-Einstein-Kondensate in einem grofen Parameterbereich erzeugt und untersucht
werden. Unsere Apparatur stellt gegeniiber herkommlichen Apparaturen zur Bose-
Einstein-Kondensation eine wesentliche technische Vereinfachung bei vergleichbarer
Leistungsfahigkeit dar. Fiir die Arbeit mit magnetischen Mikrofallen wurde mit der
Methode des adiabatischen Transfers ein Ladeverfahren entwickelt, das duflerst fle-
xibel und universell einsetzbar ist.

In einer ausfiihrlichen Experimentreihe wurde das Verhalten oszillierender Bose-
Einstein-Kondensate in anharmonischen Wellenleitern untersucht. Durch die Schwer-
punktsbewegung kommt es zu einer Anregung der internen Dynamik des Kondensats
in Gestalt von Formschwingungen. Vermittelt wird die Kopplung zwischen externer
und interner Dynamik durch die Anharmonizitit des Wellenleiters. Bei Experimen-
ten mit Mikrofallen ist das Auftreten anharmonischer Potenziale der Normalfall und
unser experimenteller Ansatz ist aus diesem Grund sehr allgemein. In der Experi-
mentreihe konnten nichtlineare Effekte und Kopplungen gefunden werden, die bis zu
einem potenziell chaotischen Verhalten reichen. im Einzelnen wurden die folgenden
Ergebnisse gefunden:

e Die Schwerpunktsbewegung zeigt eine auferordentlich hohe Giite von 20000
und wird durch Atomzahlverluste nicht gedampft.

e Die Schwerpunktsbewegung ist auf kleinste Stérungen des Potenzials empfind-
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lich. Eine Abschétzung ergibt, dass Beschleunigungen von einem Zehntausend-
stel der Erdbeschleunigung nachweisbar sein sollten.

Die Anharmonizitit des Potenzials erzeugt im Frequenzspektrum der Schwer-
punktsbewegung ganzzahlige Vielfache der Grundfrequenz. Bei groferer Aus-
lenkung nimmt die Ordnung und die Amplitude dieser Obertone zu.

Das zentrale Ergebnis der Untersuchungen ist der Nachweis der Kopplung zwi-
schen externer und interner Dynamik des Kondensats. Zu diesem Zweck wurde
neben der Schwerpunktsbewegung das Aspektverhéltnis (das Verhéltnis zwi-
schen der radialen und der axialen Ausdehnung des Kondensats) untersucht.
Es konnte gezeigt werden, dass die Bewegung in einem anharmonischen Wel-
lenleiter zwangslaufig zu einer starken Anregung der internen Freiheitsgrade
fiihrt.

Die experimentellen Daten zum Aspektverhéltnis zeigen eine Kopplung der
kollektiven Anregungen. Im Frequenzspektrum tauchen Summen- und Diffe-
renzfrequenzen der beteiligten Moden auf. Diese nichtlineare Kopplung der
Moden ist im Gegensatz zu fritheren Arbeiten [Hec00| nichtresonant.

Das Aspektverhiltnis dndert sich wiahrend der Schwingung um bis zu einen
Faktor 10. Derart groke Amplituden sind in der Literatur bislang nicht be-
kannt. Sogar grofere Amplituden sind nicht ausgeschlossen, koénnen jedoch
wegen der begrenzten Auflosung des Abbildungssystems nicht nachgewiesen
werden.

Mit einem im Rahmen dieser Arbeit entwickelten theoretischen Modell, das
durch die Separation der Schwerpunktsbewegung die Bewegungsgleichung fiir
die interne Dynamik auf eine existierende analytische Losung der Gross-Pita-
evskii-Gleichung zuriickkfiihrt, konnen die experimentellen Daten sehr gut be-
schrieben werden. Damit wurde eine quantitative Methode geschaffen, die ex-
perimentellen Befunde zu beschreiben, und bei zukiinftigen Experimenten mit-
zuberiicksichtigen.

Das theoretische Modell ist unabhéngig von der Atomzahl. Nur bei sehr klei-
nen Atomzahlen weicht die Theorie vom Experiment ab, was jedoch dadurch
erklart werden kann, dass die Thomas-Fermi-Nédherung ihre Giiltigkeit verliert.

Eine Analyse des Modells sagt ab einer bestimmten Anregungsstirke chaoti-
sches Verhalten fiir die interne Kondensatsdynamik voraus. Eine der experi-
mentellen Messreihen liegt innerhalb dieses Bereiches und die zugehorigen ex-
perimentellen Daten geben einen Hinweis auf eine chaotische Dynamik. Damit
ist das untersuchte System das erste, das bei der Dynamik eines Bose-Einstein-
Kondensats Anzeichen fiir chaotisches Verhalten zeigt.
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Die Summe der auftretenden nichtlinearen Effekte und Kopplungen macht deut-
lich, dass bei der integrierten Atomoptik mit Bose-Einstein-Kondensaten deren Dy-
namik eine entscheidende Rolle zukommt. Bei der Konstruktion von interferometri-
schen Anordnungen muss das bereits im Vorfeld beriicksichtigt werden, um uner-
wiinschte Formschwingungen des Kondensats zu verhindern. Umgekehrt kann auch
durch eine geeignete Konstruktion der Potenziale die Nichtlinearitdt der Dynamik
gezielt ausgenutzt werden, um besonderes empfindliche Interferometer zu bauen.

Ausblick

In weiterfiihrenden Experimenten ist es zunéchst wichtig, die Dynamik des Konden-
sats genauer auf chaotisches Verhalten zu untersuchen. In zwei Punkten muss dazu
das Experiment optimiert werden. Einerseits bedarf es einer besseren Auflésung der
Absorptionsabbildung, um starke Forminderungen des Kondensats vermessen zu
konnen. Um dies umzusetzen, verlangen die apparativen Gegebenheiten den Einbau
einer Linse in das Vakuum. Der zweite wichtige Punkt ist eine Verldngerung der ein-
zelnen Messreihen. Mit lingeren Messreihen verbessert sich nicht nur die Auflésung
der diskreten Fouriertransformation. Lingere Trajektorien erlauben auch eine klare
experimentelle Aussage {iber das Auftreten einer chaotischen Dynamik. Die Dauer
einer Messreihe ist bisher durch die Lebensdauer des Kondensats begrenzt und kann
nicht ohne Weiteres verlingert werden. Als beste Losung erscheint der Wechsel zu
einem Kondensat, dessen Atome sich in dem (F = 1,mp = —1)-Zustand befin-
den. Dieser Zustand liegt energetisch tiefer als der (F = 2)-Zustand, was zu einer
Reduzierung inelastischer Stofprozesse fiihrt und die Lebensdauer des Kondensats
verlangert. Nach diesen Verdnderungen sollte ein eindeutiger experimenteller Nach-
weis einer chaotischen Dynamik mdglich sein.

Ein grofes Ziel der Forschung mit Mikrofallen ist es, interferometrische Expe-
rimente mit ultrakalten Atomen durchzufiihren. Neben einer rdumlichen Trennung
und Zusammenfiihrung eines Kondensats gibt es auch Vorschlage fiir dynamische In-
terferometer mit zwei getrennten Wegen. Die Ergebnisse dieser Arbeit zeigen, dass
bei solchen dynamischen Prozessen die internen Schwingungsmoden des Kondensats
zwangsldufig angeregt werden, und folglich bei der theoretischen Beschreibung mit-
beriicksichtigt werden miissen. Die Anregung konnte verhindert werden, wenn nur
einzelne Atome das Interferometer durchqueren. Dazu miissen in Zukunft Metho-
den zum Nachweis einzelner Atome entwickelt werden. Bei der Arbeit mit einzelnen
Atomen kommt dem Bose-Einstein-Kondensat die Bedeutung eines Reservoirs zu,
aus dem Atome ausgekoppelt werden konnen: Nur durch einen definierten quan-
tenmechanischen Anfangszustand kénnen Experimente zur Verschriankung einzelner
Atome durchgefiihrt werden. Der Weg zu einer kohérenten, integrierten Atomoptik,
mit der vielleicht auch ein zukiinftiger QQuantencomputer konstruiert werden konnte,
hat gerade erst begonnen — mit einem Bose-Einstein-Kondensat in einer Mikrofalle.
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Anhang A

Theoretische Erganzungen

A.1 Das ideale Bose-Gas

Fiir die Beschreibung des gefangenen Bose-Gases wird das grofkanonische Ensem-
ble verwendet. Im Folgenden wird eine kurze Ableitung der zentralen Begriffe und
Grofsen gegeben. Ausfiihrliche Darstellungen existieren z. B. fiir das Kastenpoten-
zial [Hua63| oder fiir Fallenpotenziale, die einem Potenzgesetz gehorchen [Bag87|.
Befinden sich N Bosonen in einem Potenzial U(r) bei gegebener Temperatur 7', so
ist die Besetzung der Energiezustinde ¢; durch die Bose-Verteilung

1
Yi (B—m) ksl _ 1

gegeben. kg ist die Boltzmann-Konstante, g; ist der Entartungsgrad der Zustinde
mit der Energie F; und das chemische Potenzial p ist iiber die Normierungsbedin-

gung

festgelegt. Bei hohen Temperaturen ist x4 grofs und negativ. Wird das Gas abgekiihlt,
so nahert sich p der Grundzustandsenergie Ej. Erreicht y diesen Wert, divergiert die
Besetzungszahl des Grundzustands und wird makroskopisch. Bei der theoretischen
Beschreibung wird dieser Anteil vom Rest der Atome abgetrennt. Fiir kgT > F; 1 —
E; kann (A.2) durch ein Integral ersetzt werden. Zusammen mit der Separation des
Beitrags des Grundzustandes und unter der Annahme E, = 0 folgt

N=DN+ /0 " n(E)p(E)dE. (A.3)

Ny ist die Zahl der Atome im Bose-Einstein-Kondensat und das Integral beschreibt
den thermischen Anteil der Atome. Fiir T — 0 befinden sich alle Atome im Kon-
densat. Die Zustandsdichte p(E) A.3) ist definiert durch

p(E) = 27r7i // (E —U(r) — p?/2m)drdp (A4)
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27(2m) 3/2
R / VvE r)dr. (A.5)

Im Folgenden soll ein in allen drei Raumrichtungen harmonisches Potenzial ange-
nommen werden

1 1
Ur) = imwixz + imwzgf + Emwff.

Die Integration von (A.5) liefert

mit dem geometrischen Mittel
T = (wewyw,)"2.

Eingesetzt in (A.3) folgt
NNy =ceo) (L)
o hw
¢(3) = 1.20206 ist die Riemannsche (-Funktion. Beim Phaseniibergang zum Kon-
densat gilt Ny = 0 und aus (A.1) folgt fiir die kritische Temperatur

-2 (%)”3. (A6)

Fiir Temperaturen oberhalb von T, existiert eine thermische Wolke, deren Dichte-
verteilung durch Integration der Bose-Verteilung iiber den gesamten Impulsraum
gegeben ist:

1 1
mun(r) = (27rh)3/ ST T7 Em— kT — 1P (A7)
1w
ayale UOIT) (A.8)

_ 2mh?
A= mkpT

definiert durch den verallgemeinerten Ausdruck g,(z) = > .o, 2*/k*. Fiir p = 0
ergibt sich fiir die Dichte am Ursprung

ist die thermische de-Broglie Wellenldnge und die Funktion g3/,(z) ist

1
nin (0) = Fg?,/2(1) & nw(0)N* = 2.61238.
Die Groke
A:=n)\? (A.9)

wird als Phasenraumdichte bezeichnet. Mit (A.9) ergibt sich die folgende anschau-
liche Interpretation fiir die Bose-Einstein-Kondensation: Schreibt man jedem Atom
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ein Volumen der GroRe A\? zu, so erfolgt der Phaseniibergang genau dann, wenn die
atomaren Wellenfunktionen im Zentrum des Potenzials sich zu iiberlappen begin-
nen. Der bosonische Charakter der Atome fiihrt dazu, dass sie einen gemeinsamen
Zustand besetzen, dessen Dichteverteilung durch die Grundzustandswellenfunktion
@o(r) fiir das jeweilige Potenzial gegeben ist:

no(r) = No | @olr) |

A.2 Kondensate in harmonischen Potenzialen

Im Falle von rein harmonischen Potenzialen lassen sich einige Grofsen explizit ange-
geben. Dieser Abschnitt fasst die Resultate kurz zusammen. Alle Angaben sind in

der Thomas-Fermi-Niherung eines wechselwirkenden Bose-Gas giiltig. Das Potenzial

habe die Form

1 1
Ulr,y,z) = §mw§$2 + Qmw;yQ + §mw222.

Die Kondensatsdichteverteilung ist gegeben durch

e =wor =5 (- () - (£) - (2))  wo

mit der zentralen Dichte

Die Radien des Kondensats r;p werden als Thomas-Fermi-Radien oder Halbachsen

bezeichnet. Fiir sie gilt
1 /2
rio = —\/ —
Ww; m

Die kritische Temperatur ist auch fiir wechselwirkende Bosonen in sehr guter Nihe-
rung durch (A.6) gegeben [Bag87|. Das chemische Potenzial ist mit der Teilchenzahl
auf folgende Weise verkniipft:

24 o aHO
No=| = —. A1l
’ (hw) 15a (A-11)

Dabei ist a die Streulinge und ayo = /h/miw die Oszillatorlinge. Direkte Integra-
tion von (A.10) liefert als niitzliches Zwischenergebnis
8w
No = 1_5§Tm0ry0r20-

Die Energie eines Teilchens ist durch das chemische Potenzial y gegeben, die Ge-
samtenergie aller Teilchen betrigt

5
Eges = ?N/,L
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A.3 Giiltigkeit des theoretischen Modells

In Abschnitt 2.3 wurden einige Ndherungen eingefiihrt, deren Konsequenzen fiir die
Giiltigkeit des entwickelten Modells diskutiert werden sollen.

e Fiir die Herleitung der Skalierungsgleichungen (2.28) wurde die Lokalisierungs-
energie vernachlassigt, sie gelten also nur in der Thomas-Fermi-Nédherung. Die
kinetische Energie die in der internen Dynamik des Kondensats steckt wird
jedoch voll mitberiicksichtigt [Cas96]. Fiir kleine Kondensate kommt es da-
her zu systematischen Abweichungen von der Theorie, wie sie in Abschnitt 6.6
behandelt werden.

e Um Gleichung (2.47) abzuleiten wurde vorausgesetzt, dass das Potenzial in den
einzelnen Koordinaten separiert. Im Falle des Wellenleiterpotenzials verlangt
das einen geradlinigen Verlauf des Kanals. Fiir gekriimmte Wellenleiter findet
man gemischte Terme in der Taylorentwicklung des Potenzials und auf das
Kondensat kann Drehimpuls iibertragen werden wird Drehimpuls {ibertragen.
Fiir Kriitmmungsradien, die grof gegeniiber der Ausdehnung des Kondensats
sind, und kleine Geschwindigkeiten werden die Auswirkungen klein sein und
die Theorie bleibt giiltig. Im Einzelnen muss eine genaue Abschitzung gemacht
werden.

e In der Taylorentwicklung des Potenzials (2.36) wurden nur Terme bis zur
zweiten Ordnung beriicksichtigt. Die hoheren Terme kdnnen vernachlissigt
werden, wenn die Bedingung (2.46) erfiillt ist. Ist sie nicht erfiillt, was zum
Beispiel bei einer negativen Potenzialkriimmung der Fall, so miissen sorgfiltig
alle Beitriage zur Gesamtenergie des Kondensats betrachtet werden. Fiir den
Fall, dass die Wechselwirkungsenergie und die kinetische Energie grofer als
die anharmonischen Beitréige der potenziellen Energie sind, kénnen diese wei-
terhin vernachlassigt werden. Erst wenn diese Terme die Zeitentwicklung der
Kondensatswellenfunktion mafigeblich beeinflussen wird die Néherung ungiil-
tig. Die Bewegungsgleichung (2.41) fiir den Verschiebungsvektor R(t), der nun
nicht mehr mit dem Schwerpunkt identisch sein muss, gilt weiterhin, jedoch
existiert keine analytische Losung fiir die Gross-Pitaevskii-Gleichung (2.42)
mehr, da sie Terme proportional zu =} ist oder gemischte Terme enthélt.

A.4 Kopplungen hoherer Ordnung

Die Art der Kopplung der internen und externen Bewegung kann an einem einfachen
klassischen Modell untersucht werden. Abb. A.1 zeigt ein anharmonisches Potenzial
in einer Dimension U(z), in dem zwei Testmassen m; und my, zwischen denen das
Wechselwirkungspotenzial W (z; — z3) herrsche, schwingen kénnen. Die Bewegungs-
gleichungen fiir die beiden Testmassen lauten

mil = —U,(l‘l) - Wl(l‘l - 1‘2)



A.4. Kopplungen héherer Ordnung 117

Abbildung A.1: Zwei gekoppelte Massepunkte my und meo schwingen in einem
anharmonischen Potenzial. R ist der gemeinsame Schwerpunkt, [ ist der relative
Abstand.

miy, = —U'(xe) + W'(x1 — z3).

Fiihrt man die Schwerpunktskoordinate
1
R= 5(1‘1 + .%'2)

und die Relativkoordinate
[ = Tr1 — X2

ein, so konnen die Bewegungsgleichungen umgeschrieben werden:

mR = —% (U’(R+ é) +U'(R - é))
ml = — <U’(R + é) ~U'(R - é)) —2W'(1).

Macht man nun fiir U(x) einen Potenzreihenansatz

so konnen die Potenzialterme entwickelt werden:

U'(R—!—é)—f—U'(R— é) :Zmi {(R‘f‘é)i_l—F(R— é)i_l}

=2 N 7
~

gerade Potenzen in 1

U'(R+ é) _U(R— é) =Y [(R + é)“ (R é)“] |

(. /

TV
ungerade Potenzen in |

Fasst man nun [ als kleinen Entwicklungsparameter auf, so sieht man, dass die
beiden Parameter R und [ in unterschiedlicher Ordnung miteinander koppeln. In
erster Ordnung in [ koppelt die Schwerpunktsbewegung an die innere Bewegung,
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diese koppelt jedoch erst in zweiter Ordnung an die Schwerpunktsbewegung und so
weiter. Konkret folgt fiir ein Potenzial dritter Ordnung (U(z) = ax? + bx?)

mR = —2aR — 3bR? — Zle

ml = —2al — 6bIR — 2W'(1).

Bei einem Bose-Einstein-Kondensat fiihrt die Beriicksichtigung von Potenzial-
termen dritter und hoherer Ordnung einerseits zu einer leichten Deformation der
parabolischen Form der Dichteverteilung. Diese Deformation ihrerseits wird wegen
der Zeitabhingigkeit der Potenzialkoeffizienten oszillieren. Zum anderen muss bei
der genauen Ermittlung der beschleunigenden Kraft der Potenzialgradient iiber die
Ausdehnung des Kondensats gemittelt werden:

1
(F(R)) = =U"(R) = 77r5o U (R). (A.12)
Damit ist die Kraft auf den Schwerpunkt des Kondensats nicht mehr identisch mit
der beschleunigenden Gesamtkraft und der Schwerpunkt oszilliert um eine Gleichge-
wichtslage. Auf diese Weise kénnen die internen Anregungen an die Schwerpunkts-
bewegung des Kondensats koppeln.

A.5 Herleitung der Bewegungsgleichungen aus ei-
nem Variationsansatz

Die Bewegungsgleichungen fiir die Kondensatsradien und den Schwerpunkt kénnen
aus einem Variationsansatz gewonnen werden. Fiir Bose-Einstein-Kondensate wur-
de dieser Ansatz erstmals von Pérez-Garcia et al. [PG96| benutzt. Sie verwendeten
eine parametrisierte gaulsformige Wellenfunktion und leiteten fiir ein harmonisches
Potenzial die Bewegungsgleichungen fiir die Parameter der Wellenfunktion ab. Hier
wird derselbe Variationsansatz gewihlt und das Variationsproblem fiir ein Konden-
sat in Thomas-Fermi-Ndherung gelost, das sich in einem anharmonischen Potenzial
befindet.

Grundlage des Variationsverfahrens ist die Zuriickfithrung der Gross-Pitaevskii-
Gleichung auf einen Satz gewohnlicher Differenzialgleichungen. Eine Klasse von Wel-
lenfunktion wird dazu mit einem Satz Parameter beschrieben, und der Formalismus
liefert fiir jeden Parameter eine Euler-Lagrange-Bewegungsgleichung. Zun#chst muss
die Lagrange-Dichte

o
ot

()

oy n 2 2 914
) + o Ve U + 2yl

fiir die parametrisierten Wellenfunktionen aufgestellt werden. Wie in Abschnitt 2.2.2
wird dafiir eine skalierte Wellenfunktion in Thomas-Fermi-Nidherung gewihlt, die
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zusatzlich um einen Vektor R verschoben ist:

. 1 3 v R 9 1/2
nt) = JE—[1- L
w( ) \/; )\1)\2)\3 ( ; ( )\iriO ) )

3 3

zZazxZ +iZ%$? +iﬂ
=1 =1

Die r;y sind die Thomas-Fermi-Radien des Kondensats bei ¢ = 0, deren zeitliche
Entwicklung durch die A; beschrieben wird (vgl. Abschnitt 2.2.2). Die Phase hat eine
lineare und quadratische Orstabhéngigkeit, beschrieben durch die zeitabhingigen
Funktionen «; und ~; sowie einen globalen Anteil, der durch [ gegeben ist. Die
Wechselwirkungsstéirke wird wieder mit g bezeichnet, das chemische Potenzial mit .
Mit dieser Testwellenfunktion wird dann durch Integration eine effektive Lagrange-
Funktion bestimmt:

xExp

L=(c)= / LdPx.

Sie lautet

3 3
. 1
L = NRG+NhY &R+ Nhz Y 4idirh
i=1 1=1
3 12 3 72 3
NS AR2+ N— P+ N— Y doyiR;

h2 : 2 2 h2 - 4 2412,.2
i=1 i=1

3
1y oy 2 1
+N; TNTROIU(R) + NU(R) + Ner o

Die Atomzahl ist durch die Normierungsbedingung
8T

= 1—537”107"207"30

gegeben. Fiir die Integration wurde das Potenzial bis zur zweiten Ordnung um den
Punkt R entwickelt (siehe (2.36)). Wegen der Symmetrie der Testwellenfunktionen
fallen alle Entwicklungstterme mit ungeraden Potenzen in (x — R) weg. Dies be-
trifft auch die gemischten Terme der Form (z; — R;)(z; — R;)0,0;U(R). Der erste
nichtverschwindende Term der bei der Lagrangefunktion vernachlissigt wurde ist
proportional zur vierten Ableitung des Potenzials U""(R).

Aus obiger Lagrangefunktion erhélt man die Bewegungsgleichungen fiir die Pa-
rameter durch die Euler-Lagrange-Gleichungen

AN
dt \ 0g; g
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mit
¢ = {an, a2, a3, 3,71, 72, V3, A1, A2, Ag, Ry, Ry, Rs}.

Sie lauten fiir die Phase

m, A
i = —(Ri)— =R,
a - (1) N
_omA
TS}
fiir die Schwerpunktskoordinate
3
. 1
mlt = —0U(R) = — >  Njr50:0;U(R) (A.13)
7=1

und fiir die Zeitentwicklung der Kondensatsradien

2 . /j/ 2
2 5. r2A20,0,U (R
Tio )\1)\2)\3 2 Tio ( )
fiir 4 = 1,2,3. Unter Ausnutzung der Bezichung p = imwf;r erkennt man das

gekoppelte Differenzialgleichungssystem (2.50) wieder. Gleichung (A.13) beschreibt
die Bewegung des Schwerpunkts und enthélt im Vergleich zu der in Abschnitt 2.3 ab-
geleiteten Bewegungsgleichung (2.41) einen Korrekturterm. Er ist identisch mit der
Korrektur aus Anhang A .4, die auf einer Mittelung der Gesamtkraft auf das Konden-
sat beruht. Der Korrekturterm hat auf die Bewegung des Schwerpunkts kaum einen
Einfluss (vgl. Abschnitt 6.6). Allerdings ist der Term duferst wichtig bei der numeri-
schen Losung des Gleichungssystems, da er die Energieerhaltung des Gesamtsystems
garantiert und deshalb eine Uberpriifung der numerischen Stabilitit ermoglicht.

Hamiltonformalismus

Fiir die Bewegungsgleichungen von Schwerpunkt und innerer Anregung kann die
folgende Hamiltonfunktion angegeben werden:

H= —Z L

7 q14243

1 Z 241 2a + 6bgr + 12ch +20dgy
mwg; i

1
+%p%1 + agk + bgl + cqp + dgh.

Die kanonischen Variablen lauten
q = {R1,RQ,R3,)\1,)\2,)\3}

)\17
Twhy

pi = {leamRZ;mRi’n 2 )\27 7 2 )\3}

7 Wag W30
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Aus der Hamiltonfunktion folgen die Bewegungsgleichungen gemaf

. O0H
@ = op;
) oH
pi =

_aqz"
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Anhang B

Numerische Methoden und

Messdaten

Das zu losende Differenzialgleichungssystem (6.3) wird zunéchst umgeschrieben in
ein autonomes Differenzialgleichungssystem bestehend aus 9 gewohnlichen Differen-

zialgleichungen erster Ordnung:
o
Q1
P
2
P2
3
Ps

0

b1

w?

p0 f
— 5 — J1lq3)q1
a1 q (@)
D2

2
sz

“nags
D3
—U’(Q?,)

- f2(CJ3)CJ2

qo ist die Zeitkoordinate, g3 ist die Schwerpunktskoordinate. ¢; und g ersetzen A,
und A, aus (6.3). Die Funktionen f;(gs3) héngen iiber das Potenzial von der Schwer-
punktskoordinate ab (sieche (6.3)). Die Anfangsbedingungen sind durch (6.4)—(6.7)
gegeben. Das Differenzialgleichungssystem wird mit dem Runge-Kutta-Verfahren
ohne Schrittweitensteuerung gelost. Die Schrittweite kann fest vorgegeben werden.
Besonders bei der Untersuchung der chaotischen Dynamik muss darauf geachtet wer-
den, dass sie klein genug gewihlt ist. Zur Kontrolle der Numerik wird die Gesamt-
energie berechnet, die wihrend der Propagation konstant sein muss. Alle Messdaten
sind nach 20 ms Flugzeit aufgenommen, und bei der Simulation muss dem Rechnung
getragen werden, indem obiges Differenzialgleichungssystem nach einer Oszillations-
dauer ¢ fiir weitere 20 ms geldst wird, wobei dann U = f; = fo = f3 = 0 gesetzt

wird.
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Abbildung B.1: Daten der Schwerpunktsbewegung fiir die Messreihen A (a), B
(b) und C (c).
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Abbildung B.2: Absorptionsaufnahmen der ersten beiden Schwingungsperioden
fiir Messung A. 0,45 mm Auslenkung, 20 ms Flugzeit.
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1,5A
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Abbildung B.3: Absorptionsaufnahmen der ersten beiden Schwingungsperioden
fiir Messung B. 0,63 mm Auslenkung, 20 ms Flugzeit.
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Abbildung B.4: Absorptionsaufnahmen der ersten beiden Schwingungsperioden
fiir Messung C. 0,79 mm Auslenkung, 20 ms Flugzeit.
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