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Zusammenfassung

Die Methode der Finiten Massen in der astrophysikalischen Hydrodynamik

Die Methode der Finiten Massen (FMM) ist eine neu entwickelte Lagrangesche Teilchenmethode zur Simulation kom-
pressibler Sttmungen. FMM baut auf einer Diskretisierung der Masse auf, nicht des Raums wie etwa bei Finiten
Elementen oder Finiten Volumen. Die Methode wurde anhand einfacher Standardprobleme, deren anabgtisaenlL
zuganglich sind, austhrlich getestet, wesentliche Eigenschaften wie die hohe Approximationsordnung und Konvergenz
zweiter Ordnung konnten verifiziert werden.

Ziel dieser Arbeit ist, die Eignung der Methode der Finiten Massen in Problemstellungen der astrophysikalischen Hy-
drodynamik zu untersuchen. Das Hauptaugenmerk gilt démfsingen in Akkretionsscheiben, die in verschiedensten
astronomischen Objekten vorkommen; in protoplanetaren Scheiben um junge Sterne entstehen Planeten und enge Dop-
pelsternsysteme bilden Akkretionsscheiben durch Magssstrom aus. i die Behandlung solcher $mungen mit

freien Randern eignen sich Lagrangesche Teilchenmethoden, zu denen auch das Smoothed Particle Hydrodynamics
Verfahren gebrt, recht gut, gleiches wird von FMM erwartet.

Die Stvmung in Akkretionsscheiben wird von den Gravitatiofgdten dominiert, sie bewirken $tmungsgeschwin-
digkeiten, die weit imUberschallbereich liegen,atrend die hydrodynamischenagre erst an zweiter Stelle die Ent-
wicklung der Scheibe mitbestimmen. Lagrangesche Methoden gimsbfche Sttmungen geradezu gaestiniert, im
Gegensatz zu Methoden mit ortsfester Diskretisierung, in denen allein die Verfolgung der Freifalltrajektorien zu sehr
hohen Anteilen in den Advektionstermeihft.

In der ersten Simulation wird eine viskose Akkretionsscheibe in Sthdming in einem Zentralpotential untersucht,

fur dieses bekannte Testproblem kann eine analytiséseing angegeben werden. Anhand dieses Beispiels werden
prinzipielle Eigenschaften der Methode der Finiten Massen untersucht, es werden Grundlagen zur Problemmaodellierung
erarbeitet, der Einflu numerischer Parameter studiert und die Ergebnisse mit der bekésatenverglichen.

In weiteren Simulationen werden druckdominierte Scheiben mit und ohne VigkasitZentralpotential sowie im
Roche-Potential, das in Doppelsternsystemen auftritt, untersucht. Die analytisébengen solcher Scheiben sind

im allgemeinen nicht zuinglich, die Simulationsergebnisse werden daher mit Ergebnissen verglichen, die aus Rech-
nungen mit anderen numerischen Verfahren gewonnen wurden. Die Methode der Finiten Massen erweist sich in diesen
Vergleichen als sehr vorteilhaft, insbesondere auch deshalb, da sie kaum merklitentaldissipative Eigenschaf-

ten besitzt. So wird in einer Simulation die Entstehung groRRer, ausgedehnter Wirbelstrukturen in einer nicht viskosen
Scheibe im Zentralpotential untersucht, weiterhin wird der EinfluR dieser Wirbel auf den Drehimpulstransport bestimmt
und erfolgreich mit vorliegenden Ergebnissen verglichen. Weitere Untersuchungen widmen sich der Entstehung von
Rossby-Wellen Instabiliten in solchen Scheiben sowie der Entstehung einer signifikanten zweiarmigen Spiralstruktur
in Akkretionsscheiben im Roche-Potential.

Akkretionsscheiben in engen Doppelsternsystemen sind meist sehr heifl? und daher auch sehr leuchtstark. In einer selbst-
konsistenten Beschreibung des Fluids der Scheibe muf3 daher der Energieverlust durch Sgbevat@hlung in der
Energiebilanz mitbeéicksichtigt werden. Der #hlprozef3 durch \Brmestrahlung vollzieht sich jedoch im Vergleich zur
dynamischen Entwicklung auf sehr kurzen Zeitskalen, so daf3 die nun erhaltenen Gleicliuregea iumerische Be-
handlung zu steif sind. Es wird ein Verfahren vorgestellt, mit dem déhljptoze? von der Dynamik als entkoppelt
betrachtet und dadurch in geeigneter Weise mitblesichtigt werden kann. Mit dieser Erweiterung werden nun die
Akkretionsscheiben in zwei echten astronomischen Doppelsternsystemen simuliert. In dem ersten Fall wird eine exzen-
trische, pazedierende Scheibe in dem Superhumpsystem AM CVn untersucht. Die Ergebnisse, wie etd@aedisi-Pr
onsfrequenz, werden erfolgreich mit den Beobachtungsdaten verglichen. Die Simulation liefert zugleich die Bereiche
erhdhter Dissipation whrend des Superhumgisiomens in hoher Ortsadflung. Das zweite untersuchte Objekt ist die
Zwergnova U Geminorum, die Simulation der Scheibe in diesem System liefert eine detaillierte Beschreibung eines
Zwergnovaausbruchs. Durch die geeignete Behandlung der Energiegleichung und unter Einbeziehung einer geeigneten
Materialbeschreibungif den lonisierungsvorgang konnte die Entwicklung der Sche#teend des Ausbruchs selbst-
konsistent orts- und zeitaufgeit simuliert werden. Im voll entwickelten Ausbruch befindet sich die Scheibe nahezu
global im ionisierten Zustand, die nun vorherrschendéletd Viskosiat bewirkt eine starke Ausdehnung der Scheibe

und dieduBeren Bereiche unterliegen jetzt der Gezeitensg des Begleitsterns, welche eine zweiarmige Spiralstruktur
induziert. Diese Spiralen wurden mithilfe der Dopplertomographie beobachtet, Hauptcharakteristika der Spiralen in den
Simulationsergebnissen stimmen hervorragend mit den Beobachtungsbatem.

Im Anhang werden zwei Erweiterungen der Methode der Finiten Massen vorgestellt, zum einen die Methode der Spie-
gelteilchen zur Behandlung von festearRlern, zum zweiten das Verfahren der Neuapproximation mit lokaler Massen-
und Entropieerhaltung. Beide Erweiterungen kamen in den astrophysikalischen Beispielen nicht zum Einsatz, erweitern
jedoch das Potential der Methode Zzukiinftige Anwendungen.
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1 Einleitung

Das Studium der Bewegung von Gasen unisBigkeiten, sogenannten Fluiden, bildet den
Inhalt der Hydrodynamik. Die Analyse von Stmungen spielt in der wissenschaftlichen For-
schung aber auch in technischen Entwicklungsprozessen eine bedeutende Rolle. Bei der Kon-
struktion von Flugzeugen, Autos oder Turbinen &gt man eine Beschreibung der zeitlichen
Entwicklung von Stdmungen ebenso wie bei der Berechnung von Klima- und Weéeigh
menen. Die Sttmungsmechanik stellt jedoch auch einen wesentlichen Teil der astrophysi-
kalischen Grundlagenforschung dar. Materie tritt im Universum hachtieh im gasbrmi-

gen Zustand auf, die meisten sichbaren Objekte bestehen aus Gas oder Staub. Die Dynamik
dieser Gasansammlungen wird von der Gravitationskraft dominiert, sie ist die einzigste lang-
reichweitige Kraft. Daneben spielen hydrodynamischéftérund die Wechselwirkung mit
Feldern, wie Magnetfelder oder Strahlungsfelder eine wesentliche Rolle. Diese Summe die-
ser Kiafte fuhrt in der Materie zu Strukturen und 8tnungen. Eine wichtige Aufgabe der
Astrophysik ist es, die Dynamik dieser Gasansammlungen in Modellen zu beschreiben und
dadurch deren beobachtetes Verhalten zuaeekl.

Eine wichtige Form von Séimungen in der Astrophysik stellen die Akkretiondpbmene
dar. Als Akkretion bezeichnet man die Ansammlung von Materie auf ein zentrales Objekt
durch Gravitation. Dieser Vorgang ist bei verschiedenen Arten von Zentralobjekten zu beob-
achten. Protosterne akkretieren Gas und Staub aus der ihr umgebenden protostellaren Schei-
be. In dieser Scheibe werden sickasgy Planeten bilden, deren weitere Entwicklung ebenfalls
von Akkretionsvor@ngen bestimmt wird. Viele Sterne bilden sich in Doppel- oder Mehrfach-
systemen aus. In einemagn Stadium ihrer Entwicklung ist der massereichere Stern entartet,
er ist nun ein Weil3er Zwerg, Neutronenstern oder ein Schwarzes Loch. In einigen Systemen
haben sich beide Sterne so stark arédmt, dal? Materieaustausch zwischen ihnen stattfin-
den kann. Dabei akkretiert der entartete Stern Gas aus idler skines Begleiters, welches
sich dann in einer Akkretionsscheibe um den entarteten Stern sammelt, sofern nicht ein sehr
starkes Magnetfeld die Bildung dieser Scheibe verhindert. Letztlich akkretieren auch super-
massive Zentren von Galaxien, in denen oftmals ein Schwarzes Loch vermutet wird, Materie
aus ihrer Umgebung.

Die Dynamik in solchen Akkretionsgtmungen wird durch die Schwerkraft des Zentral-
objekts dominiert, ithrend hydrodynamische &fte erst in zweiter Linie eine Rolle spielen.
Diese sind es jedoch, die durch dissipative \@orge dem Gas Bewegungsenergie entziehen,
wodurch die Akkretion auf das Zentralobjekt ergbgfich wird. Die dissipierte Energie wird
dabei zu@dchst in WArme umgewandelt und schlief3lich abgestrahlt. Akkretiongwayg bil-
den somit einen hoch effizienten Mechanismus zur Umwandlung von potentieller Energie in
Strahlung. In Doppelsternsystemen kann die Strahlungsleistung der Akkretionsscheibe sogar
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die der beiden Sternéberwiegen. Ist die Akkretionsscheibe Instahtin unterworfen, so
kann ihre zeitliche Strahlungsleistung variieren und das gesamte System erscheint als Hellig-
keitsveanderliche, eine der interessantesten astronomischen Objekte.

Die Masse der Akkretionsscheibe in Helligkeitsvederlichen ist niedrig genug, so dal3 ih-
re Eigengravitation vernadmsigt werden kann. Besé@mkt man sich in der Betrachtung auf
nichtmagnetische Systeme, sinkien die Vorgnge in der Akkretionsscheibe allein mit Hil-
fe der Stomungsmechanik beschrieben werden. Die hydrodynamischen Gleichungen dieser
Systeme sind jedoch so komplex, daf? eine analytische Behandlung rightimist, statt-
dessen werden die Gleichungen mit einem numerischen Verfahiiést.del der technischen
Entwicklung kommen vor allem gitterbasierte Verfahren zur numerischen Behandlung der
hydrodynamischen Gleichungen zum Einsatz, zu ihréémnen Finite-Volumen- oder Finite-
Elemente-Verfahren. Diese Verfahren eignen sich jedoch nur bedingt zur Behandlung der
Stromung in Akkretionsscheiben. Das Gas rotiert hier im Schwerefeld des Zentralobjekts mit
mehrfacher Schallgeschwindigkeit, die relativen Geschwindigkeiten benachbarter Gasmassen
sind jedoch moderat. In ortsfesten Gitterverfahren tritt dadurch eine starke Advékigon
die Gitterzellen hinweg auf, welche in ersteaierung jedoch nur die Freifalltrajektorien der
Gasmassen im externen Kraftfeld beschreildihmend die eigentlichen hydrodynamischen
Krafte gering sind. Die Beschreibung der Akkretiondstung gelingt mit diesen Methoden
Uiberhaupt nur dann, wenn die Gleichungen in Zylinderkoordinaten und die Koordinaten in
ein mitbewegtes Koordinatensystem transformiert werden. Dieseddaestmotivieren den
Einsatz von Lagrangeschen Verfahren, bei denen die Diskretisierung von dewsg mit-
bewegt wird. Auch aus diesem Grund hat sich in der Astrophysik das 'Smoothed Particle
Hydrodynamics’-Verfahren etabliert (vgl. z. Blonaghan1992. Dieses Verfahren erweist
sich als sehr flexibel, wenn komplexe Probleme mit beliebigen Geometrien untersucht wer-
den sollen. Leider besitzt dieses Verfahren schlechte Approximationseigenschaften und ist
zudem mathematisch undgagend fundiert. So existieren bis heute noch keine Aussagen
Konsistenz und Konvergenz des Verfahrens.

Ein neues Lagrangesches Verfahren zur Simulation kompressibler Fluide ist die Metho-
de der Finiten Massen, die auf Arbeiten von Yserentant beruht uhinger et al(2000
vorgestellt wird. Das Fluid wird in kleine, sidiberlappende Massenpakete zerlegt, die sich
unabléngig voneinander bewegen und linear deformieré@mlen. Die Evolutionsgleichun-
gen dieser Pakete ergeben sich aus innererdufi@ren Kaften, die aus den Gesetzen der
Thermodynamik hergeleitet werden. Diedfte gehen dabei nicht auf die Euler- oder Navier-
Stokes-Gleichungen, sondern auf physikalische Grundprinzipien wie Erhaltung von Masse,
Impuls und Energie ziick. Die Methode der Finiten Massen besitzt Approximationseigen-
schaften Bherer Ordnung und ist augfrlich mathematisch untersucht worden, so kann etwa
Konvergenz Bherer Ordnung gezeigt werden. Die Methode wurde anhand einfacher hydro-
dynamischer Beispiele, deren analytischizsiingen bekannt sind, erfolgreich getestet. Die
Methode ist jedoch noch so jung, daR3 bislang noch keine astrophysikalischen Simulationen
mit ihr ausgefihrt wurden.

Die Rechnungen in dieser Arbeit beschreiben den Weg von einfachen Testrechnungen
astrophysikalicher Beispiele bis hin zu vo#letligen Simulationen von Akkretionsscheiben
in Doppelsternsystemen. In den Testrechnungen werden grundlegende Eigenschaften der Me-




thode untersucht, gleichzeitig werden prinzipielle Modellierungstechniken vorgestellt. Mit
den in dieser Arbeit erarbeiteten Erkenntnisse zur Simulation von Akkretionsscheiben konn-
ten schlieRlich zwei echte astronomische Objekte simuliert werden, einmal ein Superhump-
system und zum anderen der Ausbruch einer Zwergnova. Die aus den Simulationen erhaltenen
Ergebnisse reproduzieren t@athlich die astronomischen Beobachtungsdaten dieser Systeme
und liefern somit einen weiteren Beitrag zum astrophysikalischenarfests der Natur von
Akkretionsscheiben. Die Ergebnisse ermutigen zur Annahme, daf sich die neue Methode der
Finiten Massen in Zukunft als Simulationswerkzelig &strophysikalische Hydrodynamik
etabliert.

Gliederung der Arbeit

Im folgenden Kapitel wird zuaichst die Methode der Finiten Massen dhslich vorgestellt,
anschlieBend wird eine entscheidende Erweiterung der Methode beschriebein; die f
spateren Simulationen benutzt wurde. Verfolgen die Massenpakete eiirauig komple-

xer Geometrie, sodnnen ihre Verformungen so stark werden, daf sich die Approximations-
eigenschaften verschlechtern. In diesem Fall werden die approximierten Felder ausgewertet
und durch undeformierte Massenpakete neu dargestellt. Dieses Verfahren wur@ewon

ger (2000 entwickelt, im folgenden Kapitel werden die grundlegenden Mechanismen dieser
Neuapproximation nochmaitberblickartig wiedergegeben.

In Kapitel 3 wird die Theorie der Akkretionsscheiben vorgestellt. Es wirdaainst die
Naherung einer geometrisctumhen Scheibe beschrieben, dad/odell fur die turbulent
erzeugte Viskosit und schlieBlich das Scheibeninstabtémodell, das zur Eritung der
Zwergnovaausliiche dient. Im zweiten Abschnitt werden besondere Eigenschaften der Dop-
pelsternsysteme untersucht, wie etwa deren Gravitationspotential und die Bedingiingen f
den Masseiaberstrom, desweiteren wird ein kurzer Einblick in die Klassifizierung dieser Sys-
teme gegeben.

Die Ergebnisse aus den Simulationen idealisierter Akkretionsscheiben werden in Kapi-
tel 4 vorgestellt. In der ersten Rechnung ist eine analytisabsuhg des Problems bekannt.
Anhand dieses Anwendungsbeispiels werden grundlegende Modellierungstechniken, die Ei-
genschaften der Methode der Finiten Massen in der Praxis sowie der EinfluR numerischer
Parameter untersucht. In den Simulationen zu druckdominierten Scheiben werden speziellere
Eigenschaften der Methode betrachtet, wie etwa damffungsverhalten oder die Axlfig-
keit gegefiber Instabiliiten. Bereits hier gelingt der Anschluss an Vergleichsrechnungen aus
aktuellen Publikationen, so konnte beispielsweise der Einflu global ausgedehnter Wirbel
zum Drehimpulstransport in Akkretionsscheiben hggt werden. In einem weiteren Ab-
schnitt werden Rechnungen von Scheiben in Doppelsternsystemen vorgestellt. Die Rechnun-
gen werden mit Ergebnissen aus Simulationen mit Gitterverfahren sowie mit der Smoothed
Particle Hydrodynamics Methode verglichen. Aus dem Vergleich der Ergebnisse, die mit den
verschiedenen Methoden gewonnen wurde, soll der Einflul? der Numerik auf die Ergebnisse
abgeschtzt werden. Gleichzeitig gelingt mit diesem Vergleich eine Eiatnimg der Qualit
der Methode der Finiten Massen Kiglich deren Anwendbarkeit auf Akkretionsatnungen.
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Kapitel 5 besclaftigt sich mit der Simulation von Akkretionsscheiben in Doppelsternsyste-
men. Die Ergebnisse geben nicht nur deren Dynamik sondern auch den thermischen Zustand
der Scheibe selbstkonsistent wieder. Es wirdazinst eine Methode vorgestellt, mit der der
Energieanteil an Schwariékperstrahlung béicksichtigt werden kann, der die Scheilighk.
Aufgrund unterschiedlicher Zeitskalen der verschiedenen Prozesse ist eine standardisierte
Behandlung dieses Anteils nichtaglich. Mit dieser Erweiterung wird eine gzedierende
Scheibe in einem Superhumpsystem simuliert sowie der aus einer thermischen lastabilit
hervorgegangene Ausbruch einer Zwergnova. Die Ergebnisse werden erfolgreich mit Beob-
achtungsdaten verglichen.

Im AnhangA wird eine Erweiterung der Methode vorgestellt, mit der feshadrer beiick-
sichtigt werden &nnen. Feste Randbedingungen wurden in den astrophysikalischen Rech-
nungen nicht verwendet, sie spielen jedoch im Hinblick auf technische Anwendungen eine
grof3e Rolle.

In eigener Sache

Es wurde bereits angedeutet, daf? die Motivation zur Entwicklung der Methode der Finiten
Massen aus der Beobachtung folgte, da? das Smoothed Particle Hydrodynamics Verfahren
aufgrund seiner flexiblen Anwendung grof3e Popudarih der Astrophysik erfahren durf-
te. Nachdem die wesentlichen Entwicklungen der neuen Methode beendet waren, sollte diese
ebenfalls anhand astrophysikalischer Beispiele getestet werden. Diese Aufgabe wurde mir zu-
getragen, wobei ich bei der Auswahl der Testprobleme freie Hand hatte. Es stellte sich jedoch
schnell heraus, dal? die begrenzt zur Wgtfng stehende Computerkapariie Anwendbar-
keit auf einfachere Probleme einséhkte, zudem bereitete die Deformation der Teilchen in
stark scherenden Stmungen, wie sie in Akkretionsscheiben vorkommen, groR3e Probleme.
Die als Restart bezeichnete Reapproximation mit neuen, undeformierten Teilchen wurde in
der Anfangsphase dieser Arbeit erst v@auger(2000 entwickelt und befand sich noch in
der Erprobungsphase. In dieser Zeit entstand die Idee, Spiegelteilchen zur Behandlung von
festen Rindern einzusetzen. Die im AnhaRggezeigten Ergebnisse stellen chronologisch
gesehen die ersten Arbeiten dar, in diesen Rechnungen wurde das Restart-Verfahren noch
nicht berdtigt. Da die Behandlung feste@Rder in den astrophysikalischen Beispielen keine
Verwendung fand, wurden die Ergebnisse als eigemtiges Kapitel im Anhang andegt.

Ebenfalls in der Anfangsphase dieser Arbeit stand die Aufgabe, das Computerprogramm
neu zu codieren und zu parallelisieren. Die Neucodierung in der Sptagheerfolgte auf
Basis eines existierenden Programms in Pascal, die Parallelisiénu@grhputer mit verteil-
tem Speicher wurde neu entwickelt, an beiden Arbeiten war ich wesentlich beteiligt. Ich habe
bewusst darauf verzichtet, in dieser Arbeit algorithmischeataes oder gar Programmcode
zu dokumentieren. Lediglich im letzten Abschnitt in KapRetird in knapper und abstrakter
Form der Ansatz der Parallelisierung beschrieben.

Als Anfang des Jahres 2000 der Mehrprozessorcomputer 'Kepler’ installiert war, konnten
die astrophysikalischen Problemstellungen in Angriff genommen werden, alle Simulationen,
die in den Kapitelnt und5 dokumentiert sind, wurden auf dem Parallelrechner 'Kepler’ aus-




gefuhrt. Es stellte sich schnell als notwendig heraus, das eigentliche Programm mit dem des
Restart-Verfahrens zu einem gemeinsamen Simulationswerkzeug zu kombinieren. Der Preis
fur das nun entstandene, flexibel einzusetzende Programmpaket war eine komplette Umstel-
lung der Datenstrukturen auf dynamische Strukturen, also neuer Programmieraufwand.

Bei der Auswahl der zu simulierenden Probleme habe ich niiicti& Akkretionsscheiben
entschieden. Grund hiénfwar, daf3 in den Abteilungen Theoretische Astrophysik und Com-
putational Physics am Institufif Astronomie und Astrophysik intibingen bereits zahlreiche
Erfahrungen mit der Simulation von Akkretionsscheiben gemacht wurden, einerseits mit dem
Smoothed Particle Hydrodynamics Verfahren wie auch mit Gittercodes. So konnte auf Erfah-
rungen in der Modellierung solcher Problemstellungenizigegriffen werden, zumindest
solange, wie diese nicht direkt mit der numerischen Methode verbunden waren.

Aus all diesen Umsinden folgt zwangalufig ein gewisser didaktischer Aufbau dieser Ar-
beit. So zeigen die Simulationen in der dokumentierten Reihenfolge den Weg von der Erpro-
bung des Verfahrens anhand analytisi$blaren Problemeiber die Modellierung einzelner
Beispiele bishin zur selbstkonsistenten Simulation von Akkretionsscheiben in Doppelstern-
systemen. Eben in dieser Reihenfolge werden die Ergebnisse mit analytisehergen, den
Ergebnissen aus Vergleichsrechnungen und letztlich mit Beobachtungsdaten verglichen. Aus
diesen Vergleichen kann, neben einer Bewertung der von mir geleisteten Arbeit, auch ein
Qualitatsmerkmal ir die Eignung der neuen Methode in astrophysikalischen Anwendungen
abgeleitet werden.

Es darf nicht vergessen werden, daf} sich die Methode der Finiten Massen weiterhin im
Aufbau befindet. Im Anhang wird eine Erweiterung des Restart-Verfahrens vorgestellt, das
eine lokale Normierung der Reapproximation erlaubt. Die Normierung wurde in den bereits
ausgefihrten Simulationen noch nicht benutzt, kann jedoch alatzlishe Anregungir die
Verwendung der Methode in zilkftigen Simulationen betrachtet werden. Von anderen Mit-
arbeitern in meiner Arbeitsgruppé@rfNumerische Analysis am Institufif Mathematik wird
ein auf adaptiven Gittern basierter Laplacéser entwickelt, mit dem in Zukunft auch die
Eigengravitation von Akkretionsscheiben untersucht werden kann. Weitere Entwicklungen
in der Methode bércksichtigen die Obedchenspannung in Fluiden oder behandeln die li-
nearisierten Gleichungen zur Untersuchung von Schallausbreitung. HinfAglkes Projekt
widmet sich der Einbindung eines Turbulenzmodells.

Es ist geplant,ifr den bereits existierenden Programmcode eine geeignete Dokumentation
zu erstellen um anderen Wissenschaftlern die Benutzung der Methode der Finiten Massen
zu erleichtern. Auch hinsichtlich diesen Aspekts wurde in dieser Arbeit groRen Wert auf die
Dokumentation der Problemmodellierung gelegt.
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Systeme von gekoppelten, partiellen Differentialgleichungen, wie sie die hydrodynamischen
Gleichungen darstellengknen meist nichtifr die Allgemeinheit ihrer Problemstellungen
explizit gebst werden. Analytischedsungen existieren nuiif einfache Beispiele oder Pro-
blemstellungen mit hoher Symmetrie. In praxisrelevanten Fragestellungen, wie zum Beispiel
die Umstdmung von Fahr- und Flugzeugen oder Turbinenschaufeln ist allein die geometri-
sche Beschreibung des Ausgangsproblems sehr kompliziert, dassellie gjit Darstellung

des zu erwartendenden &tmungsbildes. Beim Einsatz von numerischen Verfahren werden
die hydrodynamischen Gleichungen durch endlichdimensionale Ersatzproblemélzergen
und an ausgewhlten Orten im Raum, Diskretisierung genanntodgeldas Sttmungsbild

wird dadurch, im Gegensatz zum kontinuierlichen Fall, auf endlich viele Freiheitsgrade der
Bewegung eingescénkt.

Kein numerisches Verfahren eignet sich jedoch gleichermafl3en gutémumlb der ver-
schiedensten Fragestellungen, so daf eiie BEn numerischen Methoden parallel entwickelt
wurden und zum Einsatz kommen. Viele Verfahren nutzen dabei bestimmte Einkohgen
an das zu erwartende 8tnungsbild aus unddken nur einen Teil der hydrodynamischen
Gleichungen. Denken wir an die 8tmung von Wasser in einem Flussbett, bei geringen Ge-
schwindigkeiten kann die Stmung als inkompressibel und als nicht viskos, idealerweise
sogar als statidir angenommen werden. Hier kommen oft gitterbasierte Verfahren wie die
Methode der Finiten Volumen oder Finiten Elemente zur Anwendung, die vorab an die zeit-
lich unveanderbare Geometrie bzw. Berandung ded@ting angepasst werdearinen.

Stromungen in der Astrophysik, wie die in dieser Arbeit untersuchten Akkretid@msir-
gen, unterliegen jedoch keinen solchen Einaokungen, sie sind kompressibel, nicht sta-
tionar, viskos, erreichetyberschallgeschwindigkeit und es existiert keine vorgegebene Be-
randung. Zur Behandlung solcher &@trungen haben sich Teilchenmethoden als geeignet er-
wiesen, deren prominentestes Beispiel das bereits angesprochene Smoothed Particle Hydro-
dynamics Verfahren ist (SPH). Die besonders einfache Modellierung geometrisch komplexer
Stromungen mittels dieses Verfahrens hegtet einerseits dessen Popukrin der Astro-
physik, ist andererseits jedoch hinsichtlich seinen numerischen Eigenschaften, insbesondere
den schlechten Approximationseigenschaften, unbefriedigend.

Diese Erkenntnisse waren daher mehr oder weniger direkte Motivation zur Entwicklung
einer neuen Teilchenmethode, die einerseits so flexibel anzuwenden ist wie SPH und anderer-
seits eine Bhere Ordnung in der Approximation der Feld@en bietet. Von dieser Methode
erwartete man nachweisbare Konvergelhérer Ordnung genauso wie die Tatsache, dafl3
elementare physikalische Eigenschaften des Fluids abgebildet werden, hieirergeksbe-
sondere die Erhaltung von Energie, Impuls und Drehimpuls.
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2.1 Eine neue Teilchenmethode

Erste Uberlegungen iir eine neue Teilchenmethode zur Beschreibung von kompressiblen
Fluiden wurden von H. Yserentant in den Arbeitéfsérentantl997gb, 1999ha) vorge-
stellt. Die Methode der Finiten Massen wird in der Form, wie giedie hier vorgestellten
Simulationen benutzt wurde, iBauger et al(2000 beschrieben, diese Arbeit eathauch
erstmaldJberlegungen zur Implementierung der Methodér. dfiie Simulation der im folgen-

den vorgestellten Akkretionsscheiben benutze ich die als ‘Restart’ bezeichnete Erweiterung
der Methode, welche iGGauger(2000 genau beschrieben wird, eine kurze Darstellung des
Restart-Verfahrens folgt auch in diesem Kapitel. Neuere Arbeitervigementan{2000 un-
tersuchen die Konvergenz der Methode bei Anweseréhdlerer Kraftfelder, wie sie in der
Astrophysik taufig vorkommen, sowie Teilchenmodelle die Schallausbreitung in Fluiden
(Yserentan00]). In dieser Arbeit wird die Methode mit der AikzungrFmm bezeichnet,
wohl wissend, daf? diese Abikzung in anderer Literatur oftmal&rfdie 'Fast Multipole Me-
thod’ steht.

2.2 Das Konzept sich Uberlappender Massenpakete

Teilchen sind, einfach gesprochen, Massenpakete mit endlicher Ausdehnung die sich im
Raum bewegen und sich gegenseitig durchdringemkn. Die Bewegung aller Teilchen im
Raum stellt die Bewegung der Masse in einendrsinden Fluid dasmM bezeichnet man
daher als eine Lagrangesche Methode, im folgenden werden die Bewegungsgleicliungen f
die Teilchenuber das Lagrange-Funktional hergeleitet. Um eiriglinhst genaue Darstel-
lung der Stomung zu erriglichen, erhalten die Teilchen eine groRe Anzahl an Freiheitsgra-
den der Bewegung. ®hrend sich der Mittelpunldg; (t) eines Teilchens im Raum bewegt,
kann es sich linear Verformen. Die lineare Verformuihigt) beinhaltet einedr jede Raum-
dimension unakéngige GolReranderung sowie eine Drehung und Scherung des Teilchens,
ein Teilchen besitzt demnach thRaumdimensioned + d? Freiheitsgrade der Bewegung.
Ein Punkty innerhalb des Teilcherishewegt sich auf der Trajektorie

t—> g +H@®Y. (2.1)

Die Forderung detl; (t) > O gewahrleistet, dal? die Orientierung des Teilchens im Raum er-
halten bleibt. Der Zusammenhang zwischen dérpérkoordinatey eines Punktes innerhalb
des Teilchens und den Raumkoordinakest dann durch die zeitaBingige Translation und
Verformung gegeben

y=Hi®O " x-aqi®) . (2.2)

Die interne Massenverteilung eines Teilchengiistr den Ansatz
x — m; [detH; O]y (y) (2.3)

definiert, mit einer skalaren undrfjedes Teilchen individuellen Konstanten. Die fur alle
Teilchen gleiche Formfunktion (y) ist elementarer Bestandteil der Methode, an sie werden
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folgende Bedingungen gestellt

/ yy)dy = 1 (2.4)
/ yy)ydy = 0 (2.5)
/ yOUNd = Jdq. (2.6)

Mit diesen Normierungsbedingungen ist die Gesamtmasse identisch ist mit der Konstan-
ten m;, der Schwerpunkt des Teilchens liegt im Mittelpumjtund ein nicht deformiertes
Teilchen mitH; = 1 hat identische Hauptigheitsmomente.(F die Auswahl der Formfunk-
tion w (y) sind nun viele Mdglichkeiten denkbar, die Forderung nach ausreichender Differen-
zierbarkeit ist wichtig fir die sgiter hergeleitete Kafteberechnung, Nichtnegatigitist eine
natirliche Forderung aus der Interpretation der Massendichten. Die Forderung nach einem
kompaktem Tager folgt zugtzlich im Hinblick auf eine effiziente Implementierung der Me-
thode. Aufgrund seiner sehr guten Approximationseigenschafteniwvidid eindimensionale
Formfunktiony (¢) der 3bSpline

g reta-en o o< k<12
v =31 20-LKD°3 . l2s Kl<1 2.7)
0 ,  sonst

gewahlt, der fir die Konstante) den WertJ = 1/12 liefert. Rir die Erweiterung der Form-
funktion in mehrere Dimensionahbenutzt man den Tensorproduktansatz

d
) =[] v (2.8)
der die Approximationseigenschaften in mehreren Dimensionéititerh

2.3 Approximation der Feldgr 63en

Zur genaueren Betrachtung der Approximationseigenschaften der ausgesuchten Formfunkti-
on y (£) denken wir uns einglberlagerungf mehrerer, auf einem uniformen Gitter angeord-
neten und mit individuellen Gewichtag versehenen Funktionen

fo) = Zg. (X —Gi) (2.9)

mit den Gitterpunkter und fester Gitterweitéq. Ist die Gitterweite’q passend zur Form-
funktion y gewahlt, so lassen sich geeignete Gewidjtseo definieren, da® (x) ein Polynom
bis zum Grach exakt approximiert,iir den gevithlten 3bSpline ist nun = 3 undég = 0.5.
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Die Approximationsordnung gilt dabeiif alle Ortex, also nicht nur in den Gitterpunkten

Gi, weiterhin ist dieUberlagerung an allen Orten stetig differenziertiae C*°. Alle diese
Eigenschaften lassen sich durch den genannten Tensorproduktansatz in mehrere Dimensionen
Uibertragen

N
f00 =20 yx-a. (2.10)
i=1

Die Approximationseigenschaften sind weiterhin invariant gégeneiner globalen Transla-
tion qg und einer globalen linearen Deformatibig, so dald

N
f) =D g [detHg] "ty (Hg (x - gi) (2.11)
i=1

mit
gi =dg+ HgGi (2.12)

wieder eine Approximation der Ordnumgan eine vorgegebene Funktion darstellt.

Bei der Erstellung einer Anfangskonfiguration von Teilchen wird man daher immer wenn
moglich die Teilchenmittelpunkte nach.12 anordnen und eine einheitliche Deformation
Hj = Hg fur alle Teilcheni wahlen. Im Verlauf der Simulation werden sich die Teilchen
entlang den Stmungslinien bewegen und deformieren, so dafiggiand H; zu spateren
Zeiten nicht mehr der Gleichurj12 gerilgen werden, es sei denn, das globalé8tmgs-
bild lasst sich durch eine globale Translation und lineare Deformation beschreiben. Ist letz-
teres nicht der Fall, geht der hohe Approximationsgrad verloren, jedoch nur in dem Mal3e,
in dem das tatschliche Stdmungsbild von jenem Simungsbild abweicht, das durch ein
globalesgg und Hg beschrieben werdendknte. Wird diese Abweichung sehr groB, ist es
unter Umsénden itig, die alte “verschobene” Teilchenkonfiguration durch eine neue Aus-
gangskonfiguration zu ersetzen. Dieses als 'Restart’ bezeichnete Verfahren wird in einem der
folgenden Abschnitte beschrieben.

Mit den bisherigerlUberlegungen ist es nun einfach, die Approximation der FéBien
durchUberlagerung von Teilchen darzustellen, so folgtdie Massendichte zur Zdit

N
pix, 1) = > mildetH; O]y (Hi O x - g (1) (213)
i=1

mit den individuellen und zeitaldimgigen Positioneg; (t) und Deformationei; (t) der Teil-
chen, die damit die Zeitaldimgigkeit der approximierten Funktigr(-, t) darstellen, die Ge-
wichteg; der Teilchen sind hier identisch mit den Teilchemagsen

Fir die allgemeine Beschreibung kompressibler Fluidedbbighman zwei unalédngige
thermodynamische Variablen, neben der Massendichte verwendet man hier die Entropiedichte
s(x, t). Mit einer fur jedes Teilchen individuellen Entropf bzw. mit einer in der folgenden
Darstellung verwendeten spezifischen Entrdpie= § /m; und der Abkirzung

vi = [dethi O 71y (Hi O -6 @)) = [detHi O Twy)  (2.19)

10



2.3 Approximation der Feldgrof3en

erhélt man die Entropiedichte

N
s 1) = > SOy . (2.15)

i=1

Die Darstellung des Geschwindigkeitsfeldes folgt nun direkt aus der Zaitgjdkeit der
Positionen und Verformungen der Teilchen, jedes Teilé¢taafiniert innerhalb seines dgers
die Geschwindigkeit

Vi (x, 1) = gf (t) + H] (OH; (1) "1 (x - i (1)) . (2.16)

Ein sich bewegendes Teilchen, also ein sich bewegendes Massenpaketiisgth fallein
zuréchst einen Massenstrom dar und approximiert |dikedr seine Formfunktion die Mas-
senstromdichte

Ji ) =miyivix,t), (2.17)
die globale Massenstromdichte &hman nun durch die bereits bekanfiteerlagerung der
Teilchen

N N
JOLt =D Ji06 D =D mipivi(x,t). (2.18)
i=1 i=1
Mit Hilfe der Definition der Massenstromdichte

JX, 1) = p(X, V(X 1) (2.19)
und den lokalen Massenanteilen
wi (X, 1)
i(X, t) = 2.20
1t =~ (2.20)

ergibt sich die Geschwindigkeit als eine mit den Massenanteilen gewitlteréagerung der
Einteilchengeschwindigkeiten

N
VoG =D 7 6DV (D). (2.21)
i=1

Die von den Teilchen erzeugte Geschwindigkekann als eine Approximation zweiter
Ordnung an ein vorgegebenes Geschwindigkeitsfieidterpretiert werden. Die Taylorent-
wicklung vonu bis zur ersten Ordnung

O(x, t) = u(g; (t), t) + Vu(gi (t), t)(x — g; (1)) (2.22)

um einen Punkty; (t) entspricht genau dann der von einem Teilchen mit den Koordinaten
gi, Hj dargestellten Geschwindigkeit

Vi (x,t) = a(x, 1) (2.23)

11
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in der Umgebung vor = g (t), wenn die TeiIchengeschwindigkeitqp und Hi’ den Diffe-
rentialgleichungen

g/ (t) =u(@ (t),t) und H/ OH () = (Vu)(@i (1), ) (2.24)

geriigen, zur Herleitung der zweiten Bedingung siehe abehger et al(2000.
Diese Approximationseigenschaft gilt sogar global

v(x,t) = 0(x, t) (2.25)

da die Massenanteilg in 2.21eine Zerlegung der Eins in dem mit Massel#itén Raum
darstellen. Diese Eigenschaft dilbrigens unaliingig von den einzelnen Positionen der Teil-
chen bzw. von ihrer Gesamtkonfiguration, was sich aus der Definitidr2bieicht erkennen
lasst. InYserentan{2000 wird gezeigt, dal? die Differenz aus dem vorgegebenen Geschwin-
digkeitsfeldu und dem von den Teilchen approximierten

N
VoL = U, D) = D 1 (% D) (v — (X, 1) (2.26)

i=1

quadratisch mit der Teilchengfe konvergiert.

2.4 Thermodynamische Relationen

Im letzten Abschnitt wurde gezeigt, wie das Teilchenmodell zwei Skalarfelder approximiert
und damit zwei unaldimgige thermodynamische Variablgrund s definiert. Aus der Ther-
modynamik ist bekannt, daR sich in Adafgigkeit dieser Gif3en weitere Variablen wie der
Druck z (p, s), die absolute Temperatéip, s) oder eine innere Energiedichtép, s) defi-
nieren lassen. Die Al#ngigkeit dieser Variablen wirdif alle kompressiblen Fluide durch
die Gibbs’'schen Fundamentalrelationen

oe + Gss 0 oe
T=— —S—zg, = —
P os

(2.27)
beschrieben. Durch eine Angabe der Dichte der inneren Engfgje) ist die Thermodyna-
mik des Systems volléhdig beschrieben. In allen Simulationen wurde liiedie Gleichung
fur ein barytropisches ideales Gas verwendet

0o (p\ s
=—|— — 2.28
0.9 y—1 (po) eXp(cup) (2.28)

mit den charakteristischen Konstantefiund pg und den Materialkonstanten der spezifischen
Warmekapaz#t bei konstantem Volumery und dem Verhltnis der spezifischen ¥Wmeka-
pazititen bei konstantem Druck und konstantem Volumesa cp/c; .

12
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Wir wollen an dieser Stelle nun ein paar kleinere Bemerkungetigem, die sich zwar
durch einfachste Umformung der obigen Gleichungen oder aus den Grundlagen der Thermo-
dynamik ergeben, dem Leser oder ankigen Anwender vorMM einige Nebenrechungen
ersparen &nnen.

Man kann sich berechtigterweise fragen, ob die Wahl der Entropiedichte als zweite ther-
modynamische Variable praktikabel ist. Wir haben im vorigen Abschnitt gesehen, daf3 Teil-
cheneigenschaften wie Masse und Entropie durch Multiplikation mit der Formfunktion und
anschlieRendetberlagerung skalare Felder wie die Massendichte und Entropiedichte ap-
proximieren. In der Thermodynamik bezeichnet man die meng@&mafigen Eigenschaften
wie Masse, Volumen, Energie oder Entropie als extensive Variablen. Im Gegensatz dazu sind
intensive Variablen mengenunabiygig, zu ihnen @hlen Druck, Temperatur, Massendichte,
Energie- und Entropiedichte. Die Idee, ein Fluid in einzeln Pakete mit extensiviber
aufzuteilen, die im kontinuierlichen Fall intensive thermodynamiscli#@&n approximieren,
stellt die Verallgemeinerung der Grundidee vemmMm dar, ein Fluid in Massenpakete zu un-
terteilen. Alternativ @ir die Entropie und Entropiedichtéknte man sich ebenfalls das Paar
innere Energie und deren Dichte denkeiir Hie intensiven Gif3en Temperatur und Druck
existieren jedoch keine extensive Pendants, die zugleich physikalisch anschauben Gr
darstellen. Daraus folgt auch, daf3 Teilchen nicht durch intensig8&srbeschrieben werden
kdnnen, ein Teilchen besitzt keine Temperatur, die Temperatur kann in dem vom Teilchen
tiberdeckten Volumen verschiedene Werte annehmen, es existiert jedoch an jedem Punkt im
Teilchen eine wohldefinierte Temperatur oder man kann éber das Volumen gemittelte
Temperatur definieren. In den im folgenden Abschnitt hergeleiteten Bewegungsgleichungen
der Teilchen treten Terme auf, die eine Raumintegraiimer das Teilchenvolumen beschrei-
ben, in der diskretisierten Form biigt man dann lokal thermodynamisched@en, die nur
aus den Skalarfelderm und s gewonnen werdendanen, es war daheitig, die Zustands-
gleichung2.28in intensiven Variablen auszuittken.

Durch die Wahl der spezifischen Entropie als zweite Teilcheneigenschaft ist es nun sehr
einfach, adiabatische Zusta@asierungen in Fluiden zu beschreiben, indem man die Teil-
chenentropien konstanéh 5‘1’(t) = 0. Adiabatische Stmungen sind allein durch die Bedin-
gung Syes = const definiert, sind nicht-dissipativ und damit gleichzeitig zeitreversibel. Aus
der Thermodynamik ist bekannt, daf3 bei Zustémdgrungen die Entropie niemals abnimmt,

im allgemeinen zunimmt und nur in idealisierteallen konstant bleibt. Insbesondere tritt in
Schockfronten auch in nicht viskosen Fluiden Dissipation auf. Man beachte, daR bei adiabati-
schen Sidbmungen zwar die Entropie und damit auch die spezifische Entropie konstant bleibt,
sich die Entropiedichte jedocndert.

Betrachten wir ein einzelnes Teilchen mit konstanter Entrqu) = 0, das in dem von
ihm Uberdeckten Volumen die Massendichteund die Entropiedichtg approximiert, so
werden sich bei einer @Reranderung des Teilchens sighunds so veandern, da /p; =
const gilt. Dies gilt ibrigens auch numerisch exakt, gaunds mit derselben Formfunktion
wi aus den Faktorem; und § hervorgehen. Mit der Darstellung des Drucks

7(p,s) = 1o (ﬁ)y exp(i) (2.29)
PO Cop

13
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und der Beobachtung/p; = const folgt, dafl3 das einzelne Teilchen eine durch
T oxp’ (2.30)

definierte polytrope Zustandsderung beschreibt. Dies gilt global, wenn das S#rtiss / pj
fur alle Teilchen gleich ist, was gleichbedeutend ist mit

S=S Vij. (2.31)

Beschreiben die Teilchen also zu irgendeinem Zeitpunkt einen polytropen Zustaiidyso f
jede adiabatische Zustaréglerung wieder auf einen polytropen Zustand. In einigen Simu-
lationen, in denen polytrope Systeme betrachtet werden sollen, wird von dieser praktikablen
Eigenschaft Gebrauch gemacht, indem man ausgehend von einer polytropen Konfiguration
einfach bei der Zeitintegratiorif S{(t) = 0 sorgt.

Wir wollen noch kurz an die klassische Definition der Entropie erinnern, die Entropie in
einem ZustandA\

_ A _ A 6Qrev
S(A) = SO+/A0 ds= /AO ; (2.32)

ist definiertiiber die Summe der reversiblendwheaustauschkontaki®yey, gewichtet mit
dem integrierenden Faktér 1. Damit ist die EntropieS(A) eine, bis auf eine additive Kon-
stanteS, festgelegte ZustandsgfBe. Aus der Darstellung der Entropiedichte

S(z, p) =Cyp (In r_ yIn i) (2.33)
7o Po

lasst sich die Normierung der Entropiedichte auf den Wert 0 mit dem Zugtaadg und

n = mg direkt ablesen. Durch geeignete Wahl der beiden Normierungskonstanten kann glo-

bals > 0 erreicht werden. Formal spricht zwar nichts dagegen, auch negative Entropien

zuzulassen, iwrde aber insbesondere der Definition der Entropie aus der statistischen Physik

widersprechen.

Um also aus gegebenen Teilchendatgn§, g;, Hi, qi’ und Hi/ alle thermodynamischen
Variablen bestimmen zudknen, ist zuatzlich eine Angabe der Funktiarip, s) ndtig, diese
Funktion wird im allgemeinen Fall eine Angali@er die Normierung der Entropiy und
weitere Materialkonstanten, im Fall des idealen Gasasdc, enthalten.

Wir wollen nun noch zeigen, daR die Gleichung@8die Bedingung an ein ideales Gas

T xpl (2.34)
erflullt. Aus .
T P S
O(p,s)=———(—) exp| — 2.35
-9 (y —Dpcy (PO) p(%p) (2.35)
erhalt man .
-1 y—
s@,p) =cCypln [ﬁypo% (@) } , (2.36)
7o P
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eingesetzt ir?.29ergibt

w(p,0) =pRO (2.37)
mit der individuellen Gaskonstantéh= c,(y — 1). Gleichzeitig gilt fir R die Beziehung
k
R= 2| (2.38)
“mMy

mit der Boltzmannkonstantdags und dem mittleren Atomgewicht in Einheiten der Masse
des Wasserstoffatonms . Atomare Daten sind oft leichter zagglich, so gilt @ir ein mole-
kulares Wasserstoffgas einfagh= 2 und man kann daraus die Konstagtiéestimmen. Die
Konstantey ergibt sich allein aus der Anzahl der Freiheitsgrddeines Gasteilchens durch
y = # (2.39)

Einatomige Gase besitzen die drei Freiheitsgrade der Translation, woraus der Wéit3
folgt. Zweiatomige Gase haben zwei atdiche Freiheitsgrade der Rotation, dies ergibt den
Werty = 1.4. Fir sehr hohe Temperaturen karim zweiatomige Gase auch noch ein weite-
rer Freiheitsgrad der Oszillation angeregt werden. Wegen der aus der Quantenmechanik fol-
genden Mindestanregungsenergie ist dieser Freiheitsgrad unter Normalbedingungen jedoch
eingefroren, daraus folgt auch, da bei sehr niedrigen Temperaturen der Freiheitsgrad der
Rotation einfrieren kann. Im allgemeinen is{f) also eine sickweis konstante Funktion
der Temperatur. Bei hohen Temperaturéniken mehratomige Gase auch dissoziieren, dabei
andern sich die Anzahl der Freiheitsgrade aber auch das mittlere Atomgewintd damit
die spezifische \Brmekapazitc,, das gleiche giltiir noch tohere Temperaturen, bei denen
die Atome ionisiert werden. Die Wmekapazit ist also ebenfalls eineistkweis konstan-
te Funktion der Temperatuay, (9). In den meisten sbmungsmechanischen Untersuchungen
werden die Materialkonstanten jedoch als konstant angenommen, vor allem deshalb, da eine
korrekte Beschreibung eines Dissoziations- oder lonisationsvorgangs eine genaue energeti-
sche Beschreibung der Bindungsenergien verlangt.

In der letzten Bemerkung wollen wir noch die Schallgeschwindigkeiefn ideales Gas
herleiten, sie ist definiert durch
on
op
und beschreibt die Ausbreitungsgeschwindigkeit einer kleinérusg in linearer herung.
Bei der Ableitung hat man daher die Wahl, diese bei konstanter Temperatur oder bei konstan-
ter Entropie ausziihren, man erfit damit einerseits die isotherme Schallgeschwindigkeit
Cs,isoth Und andererseits die adiabatische Schallgeschwindigkgif. Aus Gleichung?.37
folgt

2= (2.40)

on
Gisoth = 5, — G —1)0 (2.41)
P l0=const
und aus Gleichung.29
2 on
Csad = 5 =76 —D6. (2.42)
’ P lad
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2 Die Methode der Finiten Massen

Wie schon gezeigt wurde, erzeugt man die adiabatische Ableitung durch die Bedingung
s/p = const.

2.5 Die Bewegungsgleichungen fur die Teilchen

Betrachten wir nun adiabatische &trungen, die dadurch definiert sind, dal3 dem System
keine WarmedQ, etwa durch innere dissipative Vé@ngge, zugethrt wird. Aus der Definition

der Entropie folgt, daf’ die Gesamtentropie konstant b{&il® = 0), solche Sttmungen sind
zeitreversibel. In diesem Fall nimmt die innere Energie des Gases die Form einer potentiellen
Energie an und wir sind in der Lage, mit Hilfe des klassischen Lagrangeschen Formalismus
die Bewegungsgleichungen der Koordinaten der Teildyeid; fir den adiabatischen Fall
herzuleiten. Betrachten wir zanhst die kinetische Energie eines Teilchiens

1
B0 =5 [ MmO D, (243)
welche die geschlossene Darstellung
1 1
Ei = Smild] 1>+ 5 Im H{|? (2.44)
besitzt. Die kinetische Energie des gesamten Systems folgt aus der Summe
N
E(t) = Z E;i (t). (2.45)
i=1

Durch die Raumintegraticiiber die Dichte der inneren Energie &ittman die gesamte innere
Energie

V= /e(p(x, t), s(x, t)) dx. (2.46)
Mit dem Lagrange-Funktional
L=E-V (2.47)
erhalten wir direkt die Bewegungsgleichungen
doL oL d oL oL
—— - —=0, ———-—"=0 2.48
dtoq)  oq; " dtoH]  oH; (2.48)
die nach der Normierung mit der Teilchenmasse die Form
1 06V 1 oV
f=Ff=——— JH =Mj = ——— 2.49
ar = m; oq;j ! ' m; oH; (2.49)
mit
oe de\ Oy
E = — _ — ) d 2.50
| /(@+S%)wix (2.50)
oe oe\ Oyj
M, = -— — — ) —d 2.51
| /(@+S%)wix (2:51)
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2.6 Reibungskrafte

annehmen. In diese Bewegungsgleichungen gehen die Teilchenmassen nur nochiibdirekt
die GRenp unds ein. Die partiellen Ableitungen nach den Koordinaten werdeBGaniger
et al.(2000 hergeleitet, und sind hier der Volistdigkeit wegen angegeben. Mit

Vi = [detHi] 7 HTT (Vi) (y) (2.52)
erhalt man 5 s
Vi _ v, Vi _ v T — =T
T Vyi und oH; [Vuillyl —wiH; . (2.53)

2.6 Reibungskr afte

Die vorgestellten Bewegungsgleichungen beschreiben adiabatische, also nicht dissipative
Stromungen. Dissipation findet jedoch in fast allend&iungen statt, dies gilt auchrfnicht
viskose Stomungen die durch die Euler Gleichungen beschrieben werden, insbesondere wenn
StRe auftreten. 8e treten in Gebieten auf, in denen Fluide Biterschallgeschwindig-

keit aufeinander treffen. In der mikroskopischen Betrachtungsweise folgen die Gasteilchen
zurachst einem gleichgerichteten globalen Geschwindigkeitsfeld, im Sto3gebiet wechselwir-
ken die Teilchen durch elastische Streuung mit den Gasteilchen aus dem auftreffenden Fluid.
Durch diese Streuung verlieren die Gasteilchen ihre Geschwindigkeitskorrelation, makrosko-
pisch werden nicht korrelierte Geschwindigkeiten alriffeenergie und nicht als kinetische
Energie wahrgenommen. Im Stof3gebiet wurde also kinetische Energiérim&®nergie um-
gewandelt, allgemein gesprochenp® sind dissipativ. Erstaunlicherweise findet sich im
Teilchenmodell ein entsprechendes Pendant der unkorrelierten Teilchengeschwindigkeiten.
Die in der Kontinuumsmechnik definierte kinetische Enefjigergibt sich durch Integration

iiber das globale und durélberlagerung der Einteilchengeschwindigkeiten hervorgegangene
Geschwindigkeitsfeld(x, t)

Ex = %/p(X,t)W(X, t)|%dx . (2.54)

Die Summe der kinetischen Energien der einzelnen Teil€hans2.45differiert nun um die
sogenannte Fluktuationsenergie

Ef =E—-Ek = /q(x, t)dx (2.55)
welche als Integraliber die Dichte der Fluktuationsenergie
1 1 1
9=, > xixiVi —vjlP = Ezmi Yi |Vi|2—§P|V|2 (2.56)
i,j=1 i=1

dargestellt werden kann. Unkorrelierte Teilchengeschwindigkeiten stellen also eine zweite Art
von Warmeenergie dar. Déybergang zur makroskopische Betrachtungsweise im Teilchen-
modell vonFMMm vollzieht sich durch die Summation der Einteilchengeschwindigkeiten
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2 Die Methode der Finiten Massen

zum globalen Geschwindigkeitsfeld diese anschauliche Darstellung ist in der zweiten For-
mulierung vorg in 2.56enthalten, aus der ersten Formulierungadirman sofort, da@ stets
nichtnegativ ist. In glatten Simungen istE; verschwindend gering, kann aber imb8én
dominierende Beitige liefern. Ziel ist es nun, die Fluktuationsenergie stets klein zu halten
und die unkorellierte Bewegungsenergie der Teilchen in echte innere Energie umzuwandeln.
Dazu fihrt man die Reibungséfte

= —%/ Ryi[vi — v]dx (2.57)

1 T
MO = =5 [ Ruilvi - (W hx-a) o (2.58)

mit dem ReibungskoeffizierR > 0 ein. In SbRen ist die Reibungskraft dafverantwortlich,
die auch in der Natur vorkommendeanheerzeugung nachzubilden, gleichzeitig wird ver-
hindert, daR sich die Teilchen durchdringémhken. In Sttmungen ohne $8e werden lokale
Geschwindigkeitsunterschiede der Teilchen au&geaft, gleichzeitig bleibt die Korrelation
der Ausgangspositionen besser erhalten. Letzteres kann sich positiv auf die Approximations-
eigenschaften auswirken, wie wir im ersten Abschnitt gezeigt haben.

Um Energieerhaltung zu géhrleisten, wird die der Fluktuationsenergie entnommene
Energie mittels des ersten Hauptsatzes der Thermodynamik.

1
)= ——0Q;(t 2.59
S® ) Qi (1) (2.59)
der Warmeenergie zugeschrieben, mit der dem Teiléhmrgefihrten Warmemenge
5Q") = i/;ﬁ Rqdx . (2.60)
m;
Der Wert6;, definiert durch
10V
| = —— 2.61
0= os (261)

ist dietiber das Teilchen gemittelte Temperatur

6 (t) =/H(p(x,t),s(x, ) wj (X, t) dx . (2.62)

Durch die Nichtnegativiit vong folgt damit auch, daf? die Entropie eines einzelnen Teilchen
nur anwachsen, jedoch niemals abnehmen kann.

Der ParameteR der Reibungskraft besitzt die Dimension einer inversen Zeit, damit wird
dem System der Bewegungsgleichungen einétziishe Zeitskala mit der Zeil = 2rR1
auferlegt und damit eine zagliche Steifigkeit. Bewegt sich ein Testteilchen, das nur den
Reibungskaften mit konstanterR unterliege, mit der Geschwindigkeig in einem globalen
Geschwindigkeitsfel#, so wird die Geschwindigkeitsdiffereng — v in der ZeitT um den
Faktore reduziert, wie inGauger et al(2000 gezeigt wird. Die Zeifl definiert eine lokale
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2.6 Reibungskrafte

Relaxationszeit, global hat man die Freih@tbeliebig zu viahlen, wobei eine Aldngigkeit
von den thermodynamischen Variablen die sinnvolle Darstellung

R=Rg+ Ry 2|Vr| + Ryldivy| (2.63)
o

liefert.

Wir wollen nun einige Merkmale der Reibungskraft qualitativ beschreibe@alinger et al.
(2000; Gauger(2000 werden mitrMM simulierte SbR3e in mehreren Dimensionen vorge-
stellt. Eine Beobachtung ist dabei die Tatsache, dal3 die StoR3fronten durch didileitegef
Reibungskraft nicht verbreitert werden. Die Diskontiatian den Stof3fronten werden von
den Teilchen zwar mit stetigen Funktionen approximiert, die dadurch entstandene Verschmie-
rung der StoR3fronten ist jedoch immer in deidGenordnung der Auisung des Verfahrens,
welche durch die TeilchengBen gegeben ist. Dieses Verhalten der Reibungskraft unterschei-
det sich nun elementar von dem anderénstlicher Viskosiiten, die in den verschiedens-
ten numerischen Verfahren zur Ad$lung von Sif3en benutzt werden. Eine bekannte Form
der kinstlichen Viskosiit ist die von Neumann-Richtmyer-Viskait(s.a.von Neumann &
Richtmyer1950 bei der der thermodynamische Druck durch einen viskosen Dpuekvei-
tert wird

p—>p+g (2.64)

der proportional zur quadratischen Divergenz der Geschwindigkeit ist
op x pdivv)? . (2.65)

Diese Viskosiat wurde auch auf das Lagrangesche Teilchenverfahreni®RHragen und
verhindert dort, daR sich die Teilchen durchdringémien. Wie inMonaghan & Gingold

(1983 gezeigt wird, kann man zatzlich noch weitere viskose Dcke addieren, die linear in
der Geschwindigkeitsdivergenz sind

P x o(divv) (2.66)

welche wahlweise nurif den Fall diw < 0 wirken, also nur bei einer Kompression des
Fluids. Solche Formen der Viskoaithaben jedoch genauso wie die physikalische Volumen-
viskositit die Eigenschaft, Sto3fronten zu verbreitern bzw. auszuschmieren. Dieser Effekt
kann ernviinscht sein um die Steifigkeit der Bewegungsgleichungen zu verringern, ist jedoch
unerwiinscht, wenn man nur an der Entropieproduktion 38 interessiert ist. Wir wollen

hier noch kurz einen grundlegenden Unterschied zwischen dewinbenutzten Reibungs-

kraft Fg ~ Fi(r), Mi(r) und der zuatzlichen KraftF, durch den viskosen Drugk diskutie-

ren. Es lassen sich leicht 8tnungsbilder konstruieren, in denen jeweils nur eine der beiden
Kraftarten wirkt. Ein einfaches Beispidif eine glatte Stimung, in dem wir global div = 0
annehmen, kann durch zwei Teilchierj beschrieben werden, die bis auf ihre Mittelpunkts-
geschwindigkeitj = —q; identische GiRRen besitzen. In diesem Fall verschwindet die Ge-
schwindigkeit selbst = 0, und die Definition des viskosen Drucks liefégf = 0. In diesem

Fall wirkt jedoch eine Reibungskraftg > 0, die das in den Einteilchengeschwindigkeiten
enthaltene Rauscheruahpft.
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2 Die Methode der Finiten Massen

Im umgekehrten Fall betrachten wir ein Fluid, das adiabatisch komprimiert wird. Die Kom-
pression Bnnen wir durch die Anfangsbedingung o« —x V x darstellen. Br gerigend
kleine vx < cs verlauft die Kompressiorilber Gleichgewichtszusnhde und ist reversibel
dS = 0. Die Teilchen Bnnen ein lineares Geschwindigkeitsfeld exakt approximieresa o.

In diesem Fall wirkt keine Reibungskréfir = 0, da jedochiberall diw > 0 gilt, wirde
Uberall wegerF, > 0 Entropie erzeugt werden.

In beiden aufgefhrten Beispielen scheint also die Reibungskraft Vorteile zu versprechen.
Die angetihrten Argumente gelteibrigens auch dann, wenn mair flen Reibungskoeffizi-
ent

R = Ry|divy| (2.67)

wahlt, wie sich leicht nachpifen &fRt.

2.7 Viskosit at

Eine weitere Konsequenz der mikroskopisch betrachteten Streuung der Fluidteilchen ist eine
innere Reibung, die sich makroskopisch ahigkeit auswirkt und als Viskosit bezeichnet

wird. Jedes reale Fluid veilt sich viskos, die innere Reibung produziert wiederurarkive,
viskose Stdmungen sind also immer irreversibel. Viskaésientsteht in Fluiden, in denen sich
benachbarte Bereiche mit unterschiedlichen Geschwindigkeiten bewegen, wobei Impuls von
Gebieten bherer Geschwindigkeit auf Gebiete niedriger Geschwindigiedtrtragen wer-

den. Der Begriff innere Reibung scheint daher angebracht, da Reibung in deirpesthe-
chanik korrespondierende Effekte verursacht. Eine innere Reibung ist nicht zu erwarten, wenn
das Fluid eine gleiclifrmige Translation vollzieht, gleiches gilt bei starrer Rotation. Daraus
folgt zunachst, dal’ die Viskosit nur von den Ableitungen des Geschwindigkeitsfelds, je-
doch nicht von ihm selbst aBhgen kann. Wie in der Fegtipermechanik ist das Modell, die
Reibung proportional zur Geschwindigkeitsdifferenz anzunehmen, eine sehr @iuéeuNg

Uiber weite ParameterbereichéirfFluide, bei denen die Viskoéitlinear von den Geschwin-
digkeitsableitungen al@imgt, nennt man auch Newtonsche Fluide. Betrachtet man die bisher
aufgefihrten Argumente zusammen, so kann die Viskaositur noch linear von dem symme-
trisierten Anteil der Geschwindigkeitsableitungen

D= %(Vv +vvh (2.68)

abrangen. Diesen zweistufigen Tensor kann man in zwei Terme
T=2y[D- %(spurD) 1]+ ¢ (spurD) 1 (2.69)
aufteilen, der erste spurfreie Term mit dem Koeffiziengebeschreibt die Scherviskoatt

der zweite mit dem Koeffizienten die Volumenviskosiit. Die beiden Materialparameter
und¢ sind jeweils nichtnegative Funktionen der thermodynamischéf & undé, hangen

1yv bezeichnet die Jacobimatrixahrenddiv v oder alternatiw - v die Divergenz vorv ist.
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2.8 Weitere physikalische Effekte

jedoch nicht mehr vom ab. In Gasen ist die Volumenviskdsitgering, so da@ = O oft eine
gute Naherung ist.

Analog zu dem Vorgehen iGauger et al(2000 stellen wir die viskose Obe#thenkraft,
die auf die Teilchen im Gebi&V wirkt,

/ Tn dA:/ w divT aVv (2.70)
oW W

mit der charakteristischen Funktigfy dar. Stellt man die Ableitungen vdnhund die charak-
teristische Funktioryy durch die Gradienten der Massenantgiledar (sieheGauger et al.
2000, dann wirkt auf jedes Teilchen die ZAtgliche viskose Kraft

®) 1 _
Y= —E/TVM dx (2.71)

1 _ T 1 _
M® = —ﬂ/[TV)(i][Hi Yx—an] dx—a/)ﬁTHi Tdx  (2.72)
und erfhrt die zuatzliche Warmeproduktion

5QW) = %/Xﬂ D dx. (2.73)

2.8 Weitere physikalische Effekte

Das Teilchenmodell mit den bisher eingbften Kiaften beschreibt ein Fluid, das den hydro-
dynamische Kaften unterworfen ist, die durch die Navier-Stokes-Gleichungen beschrieben
werden. In praxisrelevanten Fragestellungénren jedoch weitere Kifte auf das Fluid wir-

ken, die im Teilchenmodell vormMm einfach zu den bisherigen Kiten hinzuaddiert werden.

Fur eine externe Volumenkraftergeben sich die Teilcheridite

FO = / (qi + Hiy)y(y) dy (2.74)

' T
M® = [ [+l o) o (2.75)
durch Integration dereilber das Teilchenvolumen. Da externeaKe typischerweise nicht
von den lokalen thermodynamischendBen ablngen, bnnen sieiir jedes Teilchen einzeln
berechnet werden. kfte der Form
f=f(x) (2.76)

konnen aus einem Potential hergeleitet werlen—VU. In der Astrophysik spielen Gravi-
tationskifte, hervorgerufen durch eine Punktmasse anmx@nit dem Potential

U o —|x — xg| L (2.77)

oft eine bedeutende Rolle. Im Hinblick auf die folgenden Anwendungsbeispiele bemerken
wir hierzu, daf3 sich auch ein einzelnes Teilchen in einem Zentralpotential allein durch die
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2 Die Methode der Finiten Massen

externe Kraff deformieren kann, alsd (® + 0 gilt. Eine Konvergenzanalyse zu diesem Fall
findet man inYserentan{2000).

Nicht-konservative Kafte kdnnen auf dieselbe Art bigcksichtigt werden. Betrachtet man
ein Fluid in einem beschleunigten Bezugssystem, so wirken geschwindigkéitsadé Co-
rioliskrafte der Form

f=f(x,vi(x)), (2.78)

die ebenfalls entspreche@d’4integriert werden.

Weitere physikalische Effektedkinen nicht nur die Dynamik, sondern auch diévie-
bilanz des Fluids beeinflussen. In der Physik werden drei verschiedene Mechanismen zum
Warmetransport unterschieden, KonvektionaMieleitung und Strahlung. Konvektion wird
von FMM automatisch beschrieben, die Teilchen besitzenSniein MaR fir die Warme,
die mit den Teilchen transportiert wird. In adiabatischerd®tingen, alsolfr konstante§
wird die Kontinuititsgleichung auf3eiif die Massendichte auch nodlr idie Entropiedichte
s erfullt.

Durch Warmeleitung kann sich die 8¥me eines Teilchens érhen oder erniedrigen. Die
Warmeanderung in Teilchendarstellung @tman durch Aufteilung des Wmeflussek auf
die Teilchen ger@l ihrer Massenanteile

1
5Q}<:7/k-v;ﬁ dx , (2.79)
m;
wobei der Warmeflul¥k oft durch das Fouriersche Gesetz

k=xVo (2.80)

mit dem Warmeleitkoeffizientem beschrieben wird.

Warme kann auch durch Strahlung in einem Fluid transportiert werden, eine allgemei-
ne Beschreibung des Strahlungstransports kann dabei beliebig kompliziert ausfallen, da die
Wechselwirkung zwischen Strahlung und Materie die gesamte Komgilelét quantenme-
chanischen Atomphysik beinhaltet. In Anbetracht der folgenden astrophysikalischen An-
wendungen wollen wir hier kurz den Einflul derawheabstrahlung eines heil3en Gases
betrachten. Jederdfper mit einer Temperatd > 0 emittiert an seiner Obeéithe eine
Schwarzlrperstrahlung mit dem Planck-SpektrBw (6) und der Fachenleistung 6%, wo-
beios die Stefan-Boltzmann-Konstante ist. Gase sind in diesem Sinne ké&irpeKmit ge-
schlossener Obedthe, emittieren jedoch auchamnestrahlung. Strahlung, die im Inneren
einer Gasansammlung emittiert wird, kann von benachbarten Gasbereichen absorbiert und
wieder emittiert werden, die zugétige Warmemenge wird so durch das Gas transportiert. In
den folgenden astrophysikalischen Anwendungen werden wir Akkretionsscheiben betrachten,
die in einer Raumdimension eine sehr geringe Ausdehnung aufweisen und éabamys-
weise als zweidimensionale 8tnung in deix — y Ebene beschrieben werden. Vernasisigt
man den Strahlungstransport in der Simulationsebene, so verliert das Gas in negativer sowie
in positiverz-Richtung Warmeenergie durch Strahlung mit de&éhenleistung von je 64,
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vorausgesetzt, das Gasiter die geringe AusdehnungarRichtung fir diese Varmestrah-
lung durchéssig, also optischiohn. Der Warmeverlust pro Zeiteinheitif ein Teilchen erélt
man durch Raumintegration

1
sQE® =_2aﬂ/;ﬁ 0%(x, t) dx. (2.81)

2.9 Diskretisierung der Integrale

Fur die Raumintegratioiber die Teilchen wird eine Quadraturformel verwendet, derétz St
punkte in den Teilchenkoordinaten fixiert sind. Dies unterstreicht den Lagrangeschen Cha-
rakter des Verfahrens, das Modell ist damit invariant gében Translationen und linearen
Deformationen des Raums.

Die Integrationiiber die Dichte kann wie folgt in teilchenspezifischerd@en dargestellt
werden

[foa=%m [ t@+Hyvma. (2.82)
i

Aus den Gewichten, und den Sitzstellema, einer Referenzquadraturformel athman die
Quadraturformeliir Integraleliber Dichten mit

/ fpdx— > m |:Z(xv f(qi +Hiau)i| = / fdu. (2.83)
i v :

Die Integrale @ir die Reibungskifte und die viskosen Kfte werden nun mit der eingdfr-
ten Quadraturformel diskretisiert. Bei den Druckiten hat man die Riglichkeit, einerseits
die Krafte direkt zu diskretisieren oder andererseits eine diskrete Rordi€ innere Energie
einzuiihren und aus dem daraus folgenden Lagrange-Funktional die diskretisierten Druck-
krafte zu gewinnen. Das letztere Vorgehen wird deshalb bevorzugt, da dadurch die Erhal-
tungsétze fir Energie, Impuls und Drehimpuls auch in diskreter Form nachgewiesen werden
kdnnen (sGauger et al2000. Die neuen diskreten Druckéite lauten

08 087 oy .

Fi = —/[%w%] a—qi'du - ;au(w)(qi +Hija) , (2.84)
0é o0& ] o

Moo= - [[5 5] S - Salvha@ rhaal” @

mit der spezifischen inneren Energie= ¢/p. Da die Siitzstellen der Quadraturformel mit
dem Teilchen mitbewegt werden, &hman durch nachdifferenzieren die zweiten Terme der
Druckkrafte, die Summe in den zweiten Termen bezieht sichilb@r Quadraturpunkte, die
vom Teilchen selbst stammen.
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2 Die Methode der Finiten Massen

In Gauger(2000) werden fir verschiedene Formfunktiongngeeignete Quadraturformeln
angegebeniir die Simulationen in dieser Arbeit wurde ausschliel3lich der eingangs angege-
bene kubische bSpline mit der folgenden 5-Punkt-Gauss-Quadraturformel

2 1 1 2
a|-3|-4]o |33
u 41 ‘ 316 ‘ 566 ‘ 316 ‘ 41

v | 1280 | 1280 | 1280 | 1280 | 1280

fur den eindimensionalen Fall benutzt, die mehrdimensionale Erweiterung éti@geinen
Tensorproduktansatz wie bei der FormfunktienBilden die Teilchen ein uniformes Gitter,
beispielsweise in ihrer Anfangskonfiguration,igzerdecken insgesamt‘igguadraturpunkte

jedes Teilchen, im 2-dimensionalen Fall also 361. Diese Zahl ist ein maRRgeblicher kmktor f
den Rechenaufwand des Verfahrens, wobei diese hohéswmiy fir viele Rechnungen, in
denen Sif3e auftreten, notwendig ist. In derasgr geschilderten Simulationen der Akkreti-
onsscheibenir AM CVn, U Gem und QY Car treten jedoch zwischen benachbarten Teilchen
nur geringe Verschiebungen und Dichtekontraste auf, so daR hier eine einfachere 9-Punkt-
Sparse-Quadraturformel eingesetzt werden konntejidigehn zweidimensionalen Fall

a | @30 0|l | 00
w| | & | B | B

lautet und die Rechenzeit mehr als halbiert.
Bei der Integrationiir die externen Kafte reicht ebenfalls eine einfachere 3-Punkt Gauss-
Quadraturformel, die im eindimensionalen Fall die Darstellung

besitzt.

2.10 Zeitintegration

Fur die Zeitintegration &nnen bekannte Standardverfahren wie Runge-Kutta oder DOPRI5
von Dormand und Prince eingesetzt werden. Die Simulationen der echten astrophysikalischen
Systeme AM CVn und U Geminorum wurden mit dem von Lubich vorgeschlagenen Integra-
tor durchgeifihrt, der inGauger et al(2000 genau beschrieben ist. Es handelt sich dabei um
eine Erweiterung des Verlet-Schemas, in dem die steifen Anteile, die von den Reibungs- und
viskosen Kéften herithren, durch eine Approximation im Krylov-Raum gst werden. Da-

bei wird ausgenutzt, daf3 diese beiden Kraftarten linear in den Geschwindigkeiten sind, die
Zeitschrittweite wird daher nicht mehr durch diese steifen Anteile eingaskhiDie Integra-

tion der Teilchenentropief wird durch Losen der impliziten Gleichung bei festgehaltenen

24



2.11 Das Restart-Verfahren

Geschwindigkeiten vorgenommen, zuddung der impliziten Gleichung wird die Fixpunkti-
teration gevithlt. In der Praxis zeigte sich, daf3 die Entropieintegration in keiner Simulation ei-
ne Einschankung an die Zeitschrittweite lieferte, solange nur digrkiveproduktionen durch
Reibung und Viskosit beficksichtigt wurden. Dies gilt jedoch nicht mehr, wenn bei sehr
heiRen Gasen eine Abklrate durch Schwardkperstrahlung mitbécksichtigt werden muf3.

In den im folgenden besprochenen Akkretionsscheiben treten Temperaturen inb8enGr
ordnung 18 K auf, aufgrund ihre#4-Abhangigkeit sind typische Alilhlzeiten sehr kurz im
Vergleich zur dynamischen Zeitskala. Anstelle der Fixpunktiteration wurde testweise auch ein
Sekantenverfahren zugherungsweisendsung der impliziten Gleichung der Entropien im-
plementiert. In praxisrelevanten Fragestellungen konvergiert das System jedoch nicht schnell
genug, so daR die Aliiklung durch Schwarzkperstrahlung auf eine &fer beschriebene
Weise geahert werden muf3.

2.11 Das Restart-Verfahren

Die hohe Anzahl an Freiheitsgraden der Teilchen erlauben es ihnen, geometrisch kompli-
zierten Stomungsbildern zu folgerUber Engere Zeit betrachtebknen die Deformationen

der Teilchen stark anwachsen. EinedGeranderung der Teilchen \é@mdert die &umliche
Aufldsung des Verfahrens, entweder zu Ungunsten der Rechenzeit oder zu Ungunsten der
lokalen Genauigkeit. Besonders nachteilig auf das Approximationsverhalten wirkt sich der
Zustand aus, in dem benachbarte, siberlagernde Teilchen ihre relative Anordnung verlie-

ren, insbesondere dann, wenn sich ihre Hauptachsen zunehmend gegeneinander verdrehen.
In Langzeitsimulationen ist es daher notwendig, die Rechnung nach bestimmten Zeiten an-
zuhalten und die deformierten Teilchen durch einen neuen, undeformierten Teilchensatz zu
ersetzen. Diese Vorgehensweise bezeichnen wir innerhalb der Methode der Finiten Massen
als 'Restart’.

Das Restart-Verfahren wird aiigfrlich vonGauger(2000 beschrieben, dort wird anhand
einer Keplerschen Simung das Restart-Verfahren motiviert und beispielhatft aiibgeDie
in dieser Arbeit untersuchten Akkretiongstrungen sind im Grunde Kepler'sche @trun-
gen, da sie nur gering von ihr abweichen. Eine Keplérstmg ist eine Kreisbewegung des
Fluids mit einer radial aldmgigen Winkelgeschwindigkeit. Eine Anfangszelle des Fluids wird
sich im Laufe der Zeit zu einer Spirale mit zunehmender Wicklungszahl verformen. Nach nur
einem Umlauf sind die Teilchen derart zu Nadeln verzerrt, da® sie durch einen neuen Satz
Teilchen ersetzt werdeniimsen, in praxisrelevanten Simulationen von Akkretionsscheiben
werden bis zu 1Doder sogar mehr Restarts ausiet.

Innerhalb des Restart-Verfahrens werden die von den alten, deformierten Teilchen darge-
stellten Felder auf einem Gitter ausgewertet, aus diesen Daten werden die neuen Teilchen-
grolRen hergeleitet. Die Gitteranordnung folgt aus den Koordinaten der neuen Teilchen. Das
Verfahren ist frei von Zwangskorrelationen der Gitterkoordinaten und der Anordnung der al-
ten Teilchen. Es ist dadurchdglich, innerhalb eines Restarts den neuen Teilchensatz den
Erfordernissen der Simulation anzupassen, so kann beispielsweise die Teildmayfieu
bestimmt werden. Um die Geschwindigkeim{nund Hi’ zu bestimmeniiberdeckt man das

25



2 Die Methode der Finiten Massen

neue Teilchen mit einem uniformen Gitter, so dal} 10-20 Gitterpunkte je Raumdimension
innerhalb des Teilchens liegen und wertet dort aus den alten Teilchen die Geschwindigkeit
aus. Die Geschwindigkeit des neuen Teilchens wird nun mit einem Least-Square-Verfahren
so bestimmt, daf sie in den Gitterpunkten minimal von der ausgewerteten Geschwindigkeit
abweicht. Der Beitrag der einzelnen Gitterpungiteverden mit dem Massenanteil des neuen
Teilchensy (g; ) gewichtet.

Die Auswertung fir die Teilchenmassem; erfolgt auf einem anderen Gitter, dessen Ge-
wichteg; und Positionerp; speziell auf die Ansatzfunktiongn abgestimmt sind, sie lauten
fur den in allen Simulationen verwendetet kubischen bSpline im eindimensionaleriifall
das Referenzteilchen

| -3 ] 0] 3

. 1
9i ‘ - ‘ ‘ 76
und werden mit dem beschriebenen Tensorproduktansatz in mehreren Dimensionen erwei-

tert, alternative Gitter werden iGauger(2000 angegeben. Die angegeben Formel ist ein
Quasiinterpolantiir bSplines, so folgt die Teilchenifiem; aus

ol (NI
wh|l O

m; - &, detHi_1=Zgjp(pj). (2.86)
i

Die Konstante,, folgt aus dem lokalen Approximationsanteil der Teilchém,den 3bSpline
und im zweidimensionalen Fall lautet sig, = 4. Die neuen Teilchenentropien étiman
analog zum Verfahreriif die Teilchenmassen.

Das Least-Square-Verfahren zur Bestimmung der neuen Geschwindigkeiten bagintgl
de Eigenschaften, auch bei der Dichte oder der Entropiedichte kann es notwendig sein, die
von den alten Teilchen approximierte FeldBe zuerst zu gtten, um dann aus den gateé-
ten Feldern die neuen Teilchelen zu bestimmen. Die gégleten GoRen erklt man
durch Faltung mit einem geeigneteré@ungskerms, wobei hierfir die alte Gél3e auf einem
zusatzlichen Gitterps ausgewertet werden muf3, die gétgte Dichte folgt aus

A(Pj) = 0sp(ps), (2.87)
S

wobei ein Gattungskern verwendet wird, der im eindimensionalendra# (0.25, 0.5, 0.25)

lautet. Die Gitterweite ifr die Ghttung kann den Benfnissen des behandelten Problems
angepasst werden. In den folgenden Simulationen hat es sich als geeignet erwiesen, mehrere,
in der Regel drei oder vier Gttungsschritte nacheinander ausguén, die Gitterweite jedoch

so Kklein zu halten, daR nur die Umgebung des ziigghn Quasiinterpolationspunkteg

erfasst wird. Man erreicht damit quasi eine hochzadghde Raumintegratidiber die alten
GroRRen. Tatdchlich kbdnnte man anstatt der &tung eine Quadraturformel zur Integration
einsetzen. Dies wurde auch versuchsweise implementiert, um eine bessere Massenerhaltung
fur das Restartverfahren zu erhalten, eine 5-Punkt Quadraturformel erwies sich dabei jedoch
nicht besser als ein 4-stufigesaBlingsverfahren.
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2.11 Das Restart-Verfahren

Mit dem neuen Teilchensatz geht jede Information der alten Teilchenanordnung verloren,
die nicht in den Feldg@3enp, s undv enthalten war, die neuen Teilchetioen auf einem
Gitter angeordnet sein, das sich in der Asfing, Anordnung oder auch Geometrie vom alten
unterscheidet.

Gauger(2000 beschreibt, wie mit dem Restartverfahren eine Regularisierung der Feld-
grolRen in Sh3en realisiert werden kann, weiterhin wird beschrieben, wie mit einem adaptiven
Restart die Authsung lokal vergi3ert werden kann. Letztere8rnte bei den zu untersuchen-
den Akkretionsstimungen im Bereich des Hot-Spots sehr hilfreich sein, wurde jedoch nicht
verwendet, da dieses Verfahren kompliziertg®lbedingungen zwischen den Bereichen ver-
feinerter und nicht verfeinerter Awung erfordert. Im mehreren Dimensioné@mken diese
Gebiete komplexe geometrische Formen annehmen, eine Implementierung dieses Verfahrens
ist sehr arbeitsintensiv und liegt derzeit noch nicht vor.

In den folgenden Simulationen der Akkretionsscheiben iraBipstemen wird das Rest-
artverfahren zustzlich dazu benutzt, das Ein- und AbflieRen von Gas in und aus dem Simu-
lationsbereich zu bewerkstelligen. Das neue Teilchengitter wird auf ein vorher festgelegtes
Gebiet besclamkt, alte Teilchen, die auBerhalb dieses Gebietes liegen, erhalten keine neue
Teilchendarstellung. Bei Akkretionsétnungen sind solched&der nicht zu vermeiden, das
Simulationsgebiet muf3 in der Umgebung des Ursprungs des Zentralpotentials abgeschirmt
werden, da dort die physikalischen Bedingungen divergieren. Am Auf3enrand kann ein klei-
ner Teil des Gases ins Vakuum entweichen undiistife Simulation nicht mehr entscheidend.

Analog dazu kann man auchifstliche Quellen schaffen, in einem kleinen Bereich der
Quelle wird eine Zwangsbedingung an das Minimimdie darzustellende Dichte gegeben.
Bewegen sich die Teilchen aus diesem Quellgebiet heraus, werden siedmdistan Restart
durch neue ersetzt.

In den betrachteten Beispielen war es immer ausreichend, das Ein- und AbflieBen in und
aus dem Simulationsgebietalwrend des Restarts zu beksichtigen, so dal® &nrend der
Zeitintegration keine Teilchen eindéfert oder entfernt werden mussten. Dies hatte zudem
den Vorteil, bei der Implementierung der Zeitintegratoren von einer konstanten Teilchenzahl
ausgehen zudanen.

Da wahrend des Restarts die FeldBen bekannt sind, kann man zu diesem Zeitpunkt
korrigierend eingreifen, um etwa eltber- oder Unterschreiten vorgegebener Extremwerte
etwa fur Dichte oder Temperatur zu vermeiden. Beispielsweise kann bei der Beschreibung
der Abkiihlung durch Schwarzkperstrahlung die Temperatur in AuBenbereichen geringer
Dichte sehr stark abfallen, die Schallgeschwindigkeit konvergiert dabei gegen Null und die
Rechnung wird numerisch instabil. Die Vorgabe einer Mindesttemperatur beim Restart an den
Randgebieten sollte ddibrigen Bereich nur unmerklich beeinflussen. Letztlich kann man
den Restart auch zur Berechnung einer Anfangskonfiguration der Teilchen benutzen, indem
man einfach die Feldgfien analytisch vorgibt, anstatt sie aus einem alten Teilchensatz zu
bestimmen.

An dieser Stelle sollte jedoch auch noch ein ubgtds Problem des Restarts angespro-
chen werden. Die neuen Teilcheden werden so bestimmt, dal3 die von den alten Teilchen
dargestellten Gi3en ndglichst gut approximiert werden, Quasiinterpolationsformélnerer
Ordnung sorgenifr gute Reproduktion etwa der Dichten, und es kann quadratische Konver-
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2 Die Methode der Finiten Massen

genz des Restartverfahrens gezeigt werden, globa8dsr wie Gesamtmasse, Impuls und
Drehimpuls werden jedoch nicht exakt erhalten. Die fehlende Massenerhdltutg lhei den
Simulationen von Biarsystemen zu folgendem Problem. Es sollte ein System simuliert wer-
den, in das je Zeiteinheitt an einem bestimmten Quellort die Massg einflie3t, dieselbe
Menge soll an den AuRReandern entweichen, d.h. die Simulation soll eben diesen Gleichge-
wichtszustand finden, wobei dieser Zustand dann erreicht ist, wenn sich im Simulationsgebiet
in etwa die Masse Y0 m; befindet. Es zeigte sich jedoch, daR in der 2¢itie ein Restart
vorgenommen werden muf3te, der eine Massenzunahme in der gleichi@@n@rdnung von

mt verursachte. Lokal wurde bei jedem Restart die vorhandene Dichte gut reproduziert, man
konnte einen maximalen Reproduktionsfehler vigw/ pmax < 1074 zeigen, was einerseits

auf eine gute Approximationgige hinweist, jedoch nicht den Erfordernissen der Simulation
entspricht. Ein nachéigliche Normierung der neuen Teilchenmassen auf die Massensumme
der alten Teilchen ist in diesem Fall nicht sinnvoll, die alten Teilchen stellen ja Masse dar,
die das Simulationsgebiet verlassen haben und nicht neu reproduziert werden soll. Au3er-
dem ist die &umliche Verteilung des Dichtefehlers nicht bekannt, eine naglthe Normie-

rung wirde den Differenzbetrag gleictafdig auf die neuen Teilchérbertragen und so einen
zusatzlichen Massentransport erzeugen, der den eigentlich zu beobachtendeiiligféletf-

fen kdnnte.

2.12 Parallelisierung

Auch wenn in dieser Arbeit nicht auf die algorithmische Umsetzung der Methode der Finiten
Massen eingegangen wird, so soll in diesem Abschnitt zumindest das Grundkonzept der Paral-
lelisierung angesprochen werden. Letztlich konnten die vorgestellten astrophysikalischen Si-
mulationen nur deshalb in gégender Teilchenaufsung durchgéihrt werden, da zum einen
ein gut skalierendes Programmpaket entwickelt worden ist und zum anderen der PC-Cluster
'Kepler' zur Verfugung stand. Ein Konzept zur parallelen UmsetzuingMehrprozessor-
rechner mit gemeinsamen als auch verteiltem Speicher wird_earen (2002 vorgestellt.
Der vorliegende Programmcode, mit dem die Simulationen zu den astrophysikalischen Pro-
blemstellungen ausg#firt wurden, nutzt vodufig nur die parallelen Ardéze fir Rechner mit
verteiltem SpeicherbereichiiFdiese Art der Rechnerarchitektur muR3 nicht nur der Rechen-
aufwand sondern auch die Speichernutzung muerschiedene Computer verteilt werden.
Die einzelnen Computer, auch Knoten genaniirien zu synchronisierten Zeiten Daten
Uiber ein Netzwerk austauschen. Eine effiziente Implementierung macjtichst wenig Ge-
brauch von der Netzwerkkommunikation, gleichzeitig ist die Anzahl an Kommunikationen
klein zu halten. Weiterhin wird eine gleictiflige Ausnutzung der Ressourcen verlangt.
Betrachtet man die Gleichungen, aus denen digftérfur die Teilchen folgen, soaflt
zuréchst auf, daB diese nicht als Wechselwirkung ausigieinlagernden Teilchen dargestellt
sind. Die Kiafte werden vielmehr aus den approximierten thermodynamisch&®e@rher-
geleitet, die ihre Diskretisierung in den Quadraturpunkten finden.
Der Algorithmus zur Kéafteberechnung kann in vier wesentliche Schritte unterteilt werden,
diese sind in der Abbildung.1fiir den parallelen Fall mip = 2 Prozessoren dargestellt. Die
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2.12 Parallelisierung

nicht parallele Umsetzung ergibt sich daraus als Spezialfall, wenn nur ein Prozessor vorhan-
denist.

Prozessor 1 Prozessor 2
Pl P2 Pl P2 1. Schritt
¢ ¢ generiere Quadraturpunkte
Ql Q2) (O] Q2
P1 P2 Pl P2 2. Schritt
¢ / \ ¢ Berechne Dichten in den Quadraturpunkten
Ql Q2) QD Q2
Ql Q2) QD Q2 3. Schritt
¢ ¢ Berechne thermodynamische Groessen
Ql Q2) QD Q2
A @ @ @y sehi
¢ \ / ¢ Kraefteberechnung
P2 P2 Pl P2
Synchronisation und Kommunikation

Abbildung 2.1:  Grundidee der Parallelisierung, frei nach einer Abbildung von Leinen (2002). Erklirung s. Text.

Der wesentliche Speicherbedarf folgt aus der Bereitstellung der thermodynamischen
Grol3en in den Quadraturpunkten. Die Anzahl der Quadraturpunkte wird immer die Anzahl
der Teilcheriibersteigen. In der vorliegenden Umsetzung wurdéezhst der Speicherbedarf
fur die Quadraturpunkte auf digKnoten verteilt, jedoch nicht die Teilchendaten. Jeder Kno-
ten ist im folgendenir einen AnteilN/p Teilchen zusindig, die Aufteilung der Zuanhdig-
keit erfolgt disjunkt.

Im ersten Schritt legt jeder Knoten die Quadraturpunkte an, die aus der ihm zugeordneten
Teilchenmenge folgen. Im weiteren Verlauf besitzen die Knoten keine Kerirtaigdie Qua-
draturpunkte aus denjenigen Teilchen, die nicht in ihren &hdigkeitsbereich fallen, diese
sind in der Abb2.1in Klammern gesetzt.

Im zweiten Schritt erfolgt die Auswertung der approximierterdf@mp, s und v sowie
deren Gradienten in den Quadraturpunkten, diese folgen u.a. aus den Sam&arl5und
2.17. Die Summe erstreckt sicliif jeden Knoteriiber alle Teilchen, also nicht niiber die
in seiner Zusindigkeit liegenden. Da jeder Knoten die Informationen aller Teilchen besitzt,
ist hierfur keine Kommunikation notwendig. Nach diesem Schritt sind die Summen in jeder
Teilmenge der Quadraturpunkte voflatig. Der Datenfluf3, in dem aus den Teilchendaten die
approximierten Gif3en in den Quadraturpunkten berechnet werden, ist in der Abbildung mit
P — Q dargestellt.

Im dritten Schritt werden die Daten in den Quadraturpunkten aufbereitet, es werden die
abhangigen thermodynamischendRBene, 8, = sowie die Ableitungen der Geschwindigkei-
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2 Die Methode der Finiten Massen

tenD undT berechnet. Jeder Knoten bearbeitet die auf ihm vorhandenen Quadraturpunkte.
Dieser Berechnung ist in der Abbildung mit-©@ Q bezeichnet.

Der vierte Schritt der Kafteberechnung gleicht dem zweiten, es werden alle Teilchen be-
trachtet, die einen Schnitt mit der Teilmenge der lokal vorhandenen Quadraturpunkte aufwei-
sen. Da die Kafte aus den thermodynamischen Feldern hervorgehen, die in den Quadratur-
punkten gespeichert sind, wird der DatenfluR umgekehrt bezeichret B Nach diesem
Schritt entfalt jeder Knoten ifir jedes Teilchen eine Teilsumme der Integral83 aus de-
nen die Kafte hervorgehen. Nach diesem Schritt wird das Programm synchronisiert, in einer
Netzwerkkommunikation erfolgt die Bildung der Summe

Fi, Mj :ZFi,paMi,p‘ (2.88)
p

Da jeder Knoten eine Teilkraftif jedes Teilchen enthalten kann, erfolgt die Kommunikation
von jedem Knoten zu jedem anderen. Die Bildung der Summe wird von einer vorhandenen
Programmbibliothek bewerkstelligt, welche den Kommunikationsaufwalod, p erzeugt.

Die Zeitintegration ist nicht parallelisiert, jeder Knoten besitzt nun die @ildigen Teil-
chenkafte und fihrt die Zeitintegration aus. In der darauffolgendei@f@berechnung kann

auf Schritt eins verzichtet werden, sofern die Aufteilung der Teilcheandggkeiten erhalten
bleibt. Die Parallelisierung des Restartverfahrens ist trivial, da das Verfalwréaedes neue
Teilchen je einzeln ausgdfrt werden kann. Nach dem Restart ist die Verteilung der Teil-
chenzusindigkeiten und der erste Schritt der Quadraturpunktberechnung neuiduspuf

Die Datenstrukturen der Zeitintegratoren sind ebenfalls auf den neuen Teilchensatz anzupas-
sen.

Das Programm skaliert sehr gut auf dem 'Kepler'-Cluster, dies liegt auch daran, daf3 nur
eine einzige Kommunikation je lfteberechnung notwendig ist. Die tathliche gemessene
Effizienz hangt nun von verschiedenen Faktoren ab, sie wird in erster Linie eine Funktion der
Knotenanzahp sein. Oft unbdiicksichtigt bleibt die Tatsache, daf die Effizienz auch von der
ProblemgéRe abkngt. Dies liegt an der Latenzzeitrfdie Netzwerkkommunikation, sofern
man Effekte durch nicht optimale Lastverteilung unilsichtigt Bsst. Die Zeit, um Daten
der MengeN zu kommunizieren, folgt aus der Gleichung

tck=cL+¢cn-N, (2.89)

dabei stellic, ein MaR fir die Latenzzeit dar.

Die Simulation der Akkretionsscheiben in Kataklysmischen Variablen mit der kleinen
Auflosung von 20 000 Teilchen wurden meist auf 64 Prozessoren gerechnet. Die Rechen-
zeit verkirzte sich, im Vergleich zur Simulation auf einem Prozessor, um etwa den Faktor 32.
Wirden mit derselben Problemstellung 400 000 Teilchen benutztjistevdieser Faktor ca.

60 lauten. Die Zahlenangaben wurden grob abg&gthDie hohe Anzahl an Integrations-
schritten in Langzeitsimulationen erlaubten leider keine so hohen Teilchenzahlen. Typische
Simulationszeiten mit 64 Prozessoren sind mehrere Wochen.
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3 Akkretionsscheiben

Dieses Kapitel soll ein prinzipielles Ve#stdnis der physikalischen Vdigge in Akkretions-
scheibeh vermitteln. Allgemein gesprochen sind Akkretionsscheiben gravitativ gebundene
Stromungen um ein kompaktes Objekt. Ist diesed®iung dissipativ, so wird das Gas im
Laufe der Zeit potentielle Energie verlieren und sich auf das kompakte Objekt zubewegen,
durch Aufsammeln von Materie kann das kompakte Objekt so an Masse zunehmen, daher
auch die Namensgebung.

Akkretionsscheiben sind fast um jede Art von Stern vorstellbar, um junge Hauptreihenster-
ne, weie Zwerge, Neutronensterne oder schwatmdér. Unser Hauptaugenmerk gilt den
Akkretionsscheiben um weil3e Zwerge in Doppelsternsystemen, das akkretierte Gas stammt
in diesem Fall aus der Atmosate des begleitenden Zweitsterns. Auch Neutronensterne und
schwarze bceher, die in Doppelsternsystemen vorkomménren, bilden auf dieselbe Weise
Akkretionsscheiben, in diesen Systemen sind jedoch besondere physikalisclénterest
beachten, wie Effekte aus der speziellen und allgemeinen Reisdivieorie sowie magneti-
sche Effekte, die nicht Gegenstand dieser Arbeit sind. Schéibraife Gasansammlungen
finden sich aber auch um junge Sterne, sie tlbdrreste der interstellaren Gaswolke, aus de-
nen sich der neue Stern gebildet hat. Aus dieser Scheibe werden sich, nach neueren Erkennt-
nissen, Planeten bilden. Eine der Testrechnungen wird sich mit solchen Scheibeiftbesch
gen.

Die Gasdynamik in Akkretionsscheiben ist durch die hydrodynamischen Gleichungen und
die zug&tzlich wirkenden gravitativen Kfte bestimmt. In den hier hauptshlich betrachteten
Scheiben in wechselwirkenden Doppelsternen ist die Gravitationskraft des zentralen kompak-
ten Objekts, einem weiBen Zwerg mit verngddigbarem Magnetfeld, dominant. Das Gas
wird sich daher Aherungsweise in Kreisbahnen mit Kepler'scher Geschwindigkeit bewegen,
die hydrodynamischen Hfte sowie die Gravitationskraft des Begleitsterns verursachen mehr
oder minder starke Abweichungen von diesen Keplerbahnen. Hauptmerkmal einer Kepler-
schen Bewegung ist die differentielle Rotation, also die @ddigkeit der Winkelgeschwin-
digkeit vom Radiu2k (R), jedes anfangs lokal begrenzte Gaspaket wird sich im Laufe der
Zeit zu einer Spirale mit stetig ansteigender Wicklungszahl deformieren. Entsteht eine Ak-
kretionsscheibe durciberstotmendes Gas des Begleitsterns, so verbleibt dieses Gas in der
Rotationsebene des Doppelsternsystems und es bildet sich eine geoméiniserSdheibe.

Unter diesen Uménden vereinfachen sich die hydrodynamischen Gleichungen und es wird
so eine 2-dimensionale Betrachtung der Scheibglich. In diesem Kapitel werden die Glei-
chungen geometrischidner Scheiben sowie ein statéoes Modell vorgestellt.

1 Wahrig - Fremdvérterlexikon: Ak-kre-ti'on <f.;-en; Astron> durch die Gravitation bedingte Zunahme an Masse
durch Aufsammeln von Materie (von Sternen) [ Etcretio”Zuwachs” ]
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3 Akkretionsscheiben

Ein zentraler Aspekt von Akkretionsscheiben sind die darin vorkommenden dissipativen
Prozesse, die letztlich zur Akkretion von Materignfen. Es wird daa-Modell der Akkreti-
onsscheiben vorgestellt, eine Parametrisierung der turbulent erzeugten ¥iskasidessen
besseren Veréhdnis die Rechnungen in dieser Arbeit beitragen sollen. Die durch die dis-
sipativen Prozesse freigesetzte Energie in Akkretionsscheiben wird duiicméstrahlung
abgegeben, die der Beobachtungamgjich ist. Es wird das Scheibeninstalitimodell der
Zergnovaausliiche vorgestellt, in dem ein Ungleichgewichtsmodell zwischen dissipativ er-
zeugter und abgestrahlter Energie eine Rolle spielt.

3.1 Dinne Akkretionsscheiben

Fur die in dieser Arbeit betrachteten Scheiben in Doppelsternsystemen kanluieuNg

einer dinnen Scheibe, also eine 2-dimensionale Beschreibung angewendet werden, deren
Gleichungen nun vorgestellt werden. In einer grundlegenden ArbeiBlraiiura & Sunyaev

(1973 wird die statioire Losung einer axialsymmetrischeiirthen Akkretionsscheibe mit

der a-Parametrisierung der Viskoatthergeleitet, die hier ansatzweise vorgestellt wird. Bei

der Darstellung der Gleichungen folgen wir hadgtsich Frank et al.(1992. Die spate-

ren Simulationendsen jedoch die zeitaBhgigen hydrodynamischen Gleichungen in zwei
Dimensionen, also in inner-Scheiben-dherung mit-Parametrisierung, jedoch nicht axi-
alsymmetrisch und nicht statian

3.1.1 Radiale Struktur

Fur die Beschreibungidhner Scheiben in Zylinderkoordinaté ¢, z vernachassigen wir
den EinfluR des Sekuadsterns, der Priarstern mit Mass®; liege beiR = 0, die Scheibe
in der Ebenez = 0 und sei axialsymmetrisch. Die WinkelgeschwindighkRitvird immer

nahe dem Keplerschen Wert
GMy
Q%QK(R)=\/F (3.1)

liegen,G ist die Gravitationskonstante, und die Azimutalgeschwindigkeit folgt aus
vy = RQK (R). (3.2

In einer dinnen Scheibe vernaétgsigen wir die Dynamik iz-Richtung und reduzieren die
Gleichungen auf die Dynamik der&hendichte

oo

(R, 1) =/ p(R,z,t)dz. (3.3)
—0oQ

Die Massenakkretion wird durch eine Zimliche kleine radiale Driftgeschwindigkeit

vr(R, t) in Richtung des Sterns beschrieben. Aus dieser Annahme leiten wir nun die Er-

haltungsgleichungeriif Masse und Drehimpuls ab. Die Masse in einem Ring zwisdRen

und R + AR ist 2r RARE und hat den DrehimpulszZZRA RE R2Q. Aus der Betrachtung
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3.1 Dunne Akkretionsscheiben

der Zu- und Abflisse aus den Nachbarringen und ddbergangAR — 0 ertélt man die
Gleichung fir die Massenerhaltung

o0x
R=Z=
ot

Es wird nun noch die Erhaltungsgleichurig len Drehimpuls beitigt. Drehimpuls wird ei-
nerseits durch den Massenstrabertragen, andererseits auch durch viskosgt&turbulen-
ten Ursprungs. Nach ddsberlegungen ifFrank et al(1992 kann eine turbulente Stmung

mit der typischen radialen Ausdehnungind der typischen Geschwindigkeitdurch eine
viskose Stdmung mit dem Koeffizienten = Au der kinematischen Viskosit beschrieben
werden, der Koeffizient hangt mit dem dynamischen Koeffizienten der Scherviskbsit
tiberv = 5/p zusammen. Man eéft so den GesamtdrehimpulsfluR der Scheibe

G
+S5(RZop) =0. 3.4)

Q
J(Rt) =2z RuZRzﬁ. (3.5)

Den Gesamtdrehimpubndert sich durch den von dem Massenstidrartragenen Drehim-
puls und dem Drehimpulsflu3, der nicht mit dem Massenstrom upikist, man erhlt
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0 2 0 2
R—(ZR°Q — (RZvRR"Q) = — .
ot )+ or(RERR D) =27 (3.6)
und mit der Massenerhalturdy4 und der Annahmé; Q = 0 die Gleichung
0 , o 10
Sor—(R°Q) = — —. 7
Rog (R =5 3R S

Benutzt marB.4umuoR zu eliminieren undiir J(R) den Keplerschen Wert, so édhman die
Entwicklungsgleichung der &thendichtelr eine Keplersche Scheibe

=—=-—|RY2— (vzRY?)|. .
ot RaR[ aR(” ) (3.8)

Diese Gleichung beschreibt die Diffusion von Masse nach innen und von Drehimpuls nach
auBen. Der Parameterbeschreibt die turbulente Viskoaitund fangt im allgemeinen von

den ScheibenvariableR, £ undt ab, dadurch wird die Gleichung nichtlinear. In der noch
einzufihrenderu-Parametrisierung ist eine Funktion des vollanhdigen Satzes thermody-
namischer VariableiX (x, t), T (x, t) und einer Angabe der durch dasfRere Potentiab (x)
verursachten Kifte inz-Richtung.

3.1.2 Station are Scheiben

Wie wir in dem vorigen Abschnitt gesehen habandert sich die radiale Struktur der Schei-
be in Zeitskalertyjsx ~ R2/v. Ist der Massenzustrofiiber diese Zeitskala konstant, wird
sich ein statioarer Zustand einstellen, die Gleichungen erhalten Wirfpit: 0. Aus der
Massenerhaltungsgleichung é@ltman

RXoRr = const (3.9
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3 Akkretionsscheiben

und damit die Akkretionsrate

M =2z RZ(—-vR). (3.10)
Aus der Drehimpulsbilanz folgt
RIvRgR2Q = % + % (3.11)
und mitJ(R) aus3.5
—UZZ% = 2 (—0R)Q +C/(2zR3). (3.12)

Die Integrationskonstantg erhalt man durch geeignete Wahl der Randbedingungen. Nimmt
man an, daf} die Winkelgeschwindigkeit nahe der Sterndgtotl beiR = R; immer noch
nahezu Keplersch i€2 = Qg , dann erilt man

C=-M,/GMR; (3.13)

und damit aus der vorigen Gleichung
T=—|1-{—= . .14
"5 T [ ( R) (3.14)

Die turbulent hervorgerufenen viskoserafte wirken dissipativ. Um die @Gf3e der Dissi-
pation zu bestimmen, betrachten wir Zghst die Drehmomente, die auf einen Ring zwischen
RundR + AR wirken, es sind die Drehmomente am inneren anBeren Rand

GN|
J(R+ AR)—J(R):@—RdR. (3.15)
Das Drehmoment wirkt in Richtung der Winkelgeschwindigkeit und leistet die Arbeit
0J 0 0Q
Q—dR=|—=0Q)—-J—|dR. (3.16)
oR oR oR

Der erste Term beschreibt den von den Drehmomenten verursachten Transport kinetischer
Energie durch die Scheibe, der zweite die Dissipationsrate der kinetischen Energie, die in
Warme umgewandelt und schlieBlich durch die Obetfe abgestrahlt wird. Je Ringbreite
dR erhalt man also die Dissipationsleistud@%dR. Der Gasring hat zwei Seiten und daher
eine Fhche von 4 RdR, damit lautet die Dissipationsleistung je Einheésfie
J o 1 oQ 5
D(R) = TRIR - 2vZ(RaR) . (3.17)

Dieser Ausdruck lauteiif eine statioare Scheibe mit Keplerscher Rotation

3GMM R\ /2
DR =~ =5 [1— (El) } . (3.18)
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3.1 Dunne Akkretionsscheiben

In einer statioAren Scheibe ist also die Dissipation und damit die Abstrahlungsleistung
durch die Scheibenobeifthen unakdngig von der Viskostt. Diese Eigenschaft wurde je-
doch mit der Annahme erzwungen, daf3 sich die Viskbsit einstellt, wie es ein statiarer
MassenfluM erfordert. Die Abstrahlungsleistung ist eine der wenigen BeobachtuifRgsgr
von Akkretionsscheiben, die Gleichung liefert hierzu die prinzipielle #igigkeit von den
GroRenM undR.

3.1.3 Die Vertikalstruktur diinner Scheiben

In dinnen Scheiben wird angenommen, dal3 in der vertikalRichtung kein Massenflul
auftritt, alsooz = 0 gilt. In diesem Fall stellt sich vertikal ein Gleichgewicht aus Druckkraft
p und der von der Zentralmasse hervorgerufenen Gravitationskraft ein

lop o GM
—— = |5 3.19
poz oz [(RZ —|—22)1/2] (3.19)
Fur dinne Scheiberm « R erhalt man aus voriger Gleichung
lop  GMz
poz RS

(3.20)

SeiH die typische Skalerithe inz-Richtung, dann kann maip/6z ~ p/H undz ~ H set-
zen. Mit der Schallgeschwindigkm’ﬁ ~ p/p und der Keplerschen Winkelgeschwindigkeit

Qk = vk /R=+/GM/R3 ertélt man

H_ G

Aus der Forderung einefidnen Scheibél « Rfolgt, daf3 die lokale Keplergeschwindigkeit
wesentlich gol3er sein muld als die Schallgeschwindigkeit

Cs K 0K . (3.22)

Diese Forderung ist meisiif Scheiben in Doppelsternsystemeriiétf In dinnen Scheiben
ist die Dynamik des Gases durch die Gravitationskraft der Zentralmasse dominiert, die Azi-
mutalgeschwindigkeity liegt daher immer nahe an der Keplergeschwindigkeit.

Sind die Bedingungeriif eine dinne Scheibe in den obigen Gleichungerikfkann die
Vertikalstruktur als entkoppelt von der Struktur in der Scheibenebene betrachtet werden. Die
Gradienten von Druck und Temperatur zeigen dann im wesentlichen in vertikale Richtung.
Die Gleichungeniir das hydrostatische Gleichgewicht und den Energietransport werden dann
lokal an jedem Punkt der Scheibenebene als eindimensionales Problem behandelt. Die Dissi-
pation D(R), die aus der Bewegung in der Scheibenebene folgt, tritt in der Vertikalstruktur
nur noch als Quellterm in Erscheinung.

Mit der Scheibenhe H aus3.21 undcg = p/p erhalt man die Dichte in der zentralen
Scheibenebene bei= 0

p=2X/H. (3.23)
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Im allgemeinen muR3 in den Druckiften zugtzlich zum thermodynamischen Druck noch
der Strahlungsdruck bigcksichtigt werden

p= oy~ Dot o T (329

mit der Stefan-Boltzmann-Konstanten der Lichtgeschwindigkeit und der Temperatur in
der Scheibenebenk = T(z = 0) und der Annahme, daf die TemperaluiR, z) tiberall
nahe beil liegt. Fir geriigend kleine Temperaturen kann der Strahlungsdruck verdassigt
werden, was in den von uns betrachteten Scheiben immer der Fall ist.

Die TemperaturTc muf3 nun durch tbisen der Energiegleichung bestimmt werden. Die
Energiegleichung beinhaltet als Quellterm die viskose DissipdlioR) sowie den Verlust
durch Schwarzéirperstrahlung an der Obetfihe und den vertikalen Energietransport vom
innern der Scheibe bis an die Obadhe. Der Energietransport kann durch Konvektion oder
Strahlungstransport stattfinden, in den von uns betrachteten Scheiben kann die Konvektion
vernachéssigt werden.

Bei der Betrachtung des Strahlungstransportsiinngén Scheiben in vertikaler Richtung
kann man lokal an jedem Punkt in der Scheibenebene ein planparalleles Medium vorausset-
zen, in diesem Fall ist der radiative Energieflul? durch eidet@z = const. gegeben durch

F@= -2 2° (3.25)

mit der mittleren Rosseland-Opadiicgr. Dabei geht man von einer optische dicken Scheibe
aus, alsa > 1, wobei

7 = XxR(p, Tc) (3.26)

die optische Tiefe ist. Die Energiebilanz ergibt sich aus der Energieproduktion der viskosen
Dissipation. Mit der viskosen Heizung pro Volumen™ gilt

oF |
i Q (3.27)
oder
H
F(H) — F(O):/ QT (2dz=D(R). (3.28)
0

Fur den Fall, daR® die Temperatur in der Scheibenebene deutti@®egist als die Temperatur
an der Oberfiche, d.hT& > T4(H), gilt die Naherung

165 T30T 404

PRSFM) =5 oz S 3

(3.29)

Das Gleichungssysteniif statiorare dinne Scheiben ist geschlossen, wenn man eine geeig-
nete Beschreibung der Funktioneg(p, Tc) undv (X, Te, -) angibt.
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3.1 Dunne Akkretionsscheiben

3.1.4 Die a-Parametrisierung der Viskosit at

Viskositat im gewbhnlichen Sinne der Simungsmechanik ist eine Materialeigenschaft mole-
kularen Ursprungs. Akkretionsscheiben bestehen im wesentlichen aus heiRem Wasserstoffgas
oder Wasserstoffplasma. Die molekulare Viskatsist in diesen Gasen um viele &&enord-
nungen zu klein, um irgendeinen dynamischen Einfluilaes zu knnen. Tatachlich wird
daher in keinem Modell und auch nicht in unseren Rechnungen molekulare Vi hiegiick-
sichtigt. Durch Abschtzungenftrank et al1992 kann man jedoch auf sehr hohe Reynolds-
zahlenRe > 10 schlieRen, die Stmung in der Scheibe ist damitbhst wahrscheinlich
stark turbulent.

Eine geeignete Parametrisierung der turbulent verursachten Scheréskesit aufSha-
kura & Sunyae\(1973 zuriick, die sogenannte-Scheibe

v=oaCsH . (3.30)

Die GrolienH undcs stellen eine Obergrenzérfdie WirbelgbRe und Wirbelgeschwindig-
keit dar. An den dimensionslosen Parametegst in diesem Fall nur die Bedingung < 1
gekrilpft, im einfachsten Fall ist er im Raum und in der Zeit konstant.

In der freien Wahl des Parameterspiegelt sich die Unwissenhéiber die genaue Natur
der turbulenten Viskoat wieder. In spteren Abschnitten werden wir die Wahl dieses Parame-
ters diskutieren. Einfache theoretische Modelle Zwergnovaauskiche fordern bestimmte
Einsché&nkungen an diesen Parameter, um Beobachtungen reproduzierénrenkin der
Simulation der Zwergnova U Geminorum werden wir jedoch die zwingende Notwendigkeit
dieser Einschankungen widerlegen. Insgesamt ist der Vergleich aus den Vorhersagen, die das
a-Modell macht und den Beobachtungen ein aktuelles und noch lange nichttgekrhema
aktueller Forschung.

Fur die Beschreibung der Opaiitkann die Kramers-Opaait

Kkr = 6.6- 102257 /2 emP gt (3.31)

benutzt werden. Damit kann eine analytischisling einer statigiren dinnen und axial-
symmetrischen Scheibe angegeben werden, digaea-Sunyaev-Ldsung findet man z.B. in

Frank et al(1992), sie beschreibt die Aliingigkeit der Scheibenvariableh H, p, Tc, 7, v

undor in Abhangigkeit vonM, M1 und R. In den Gleichungen ist auffallend, daR der un-
bekannte Parameternur in niedriger Potenz auftritt. Dies hat den Vorteil, dal ein schlecht
gewahltesa nur geringe Veiinderungen in der Vorhersage der Scheibenvariablen mit sich
bringt, umgekehrt aber den Nachteil, daf aus bekannten Variablen, also aus Beobachtungsda-
ten, keine Vorhersagdiber diesen Parameter zu erwarten sind.

Setzt man in die isung typische Wertdif ein Doppelsternsystem ein, so &ithman die
Abschatzungen iir die radiale Driftgeschwindigkeitgr ~ 0.3 km s~1 die deutlich unter der
Schallgeschwindigkeits ~ 10kms™! liegt, wahrend die Azimutalgeschwindigkeit stark
uberschall isb¢ ~ 1000 km 1. Aus der Fachendichte& ergibt sich, dal3 die Gesamtmasse
der Scheibe klein ist gegéher der Sternmassen, die Annahme verréssigbarer Eigengra-
vitation ist daher gerechtfertigt.
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3 Akkretionsscheiben

3.1.5 Opazitaten

Die im letzten Abschnitt angegebene Kramersche Og@egif, beschreibt im wesentlichen,

wie durchbssig das Scheibenmaterial in Alstgigkeit vorp und T fur die aus der Dissipati-

on gewonnene \&fmestrahlung ist. Allgemein ist die Beschreibung des Strahlungstransports
natirlich sehr viel aufwendiger, zahlreiche verschiedene Wechselwirkungsprozesse zwischen
Materie und Strahlung erfordern eine quantenmechanische Beschreibung. Die Wirkungsquer-
schnitte der Prozessehgen nicht nur von Dichte und Temperatur, sondern auch von der
Frequenz der Strahlung und allen anderen quantenmechanischéndarsties Systems ab.
Aufgrund ihrer Bedeutung in Modellefif Sternatmospiren aber auchif Simulationen von
Atombombenexplosionen sind Daten aus aufwendigen Rechnungémglvarf Zur Ermitt-

lung der Rosseland Opazien werden dabei sinnvolle Annahmiéber die Verteilung der
Eingangsvariablen des quantenmechanischen Systems gemacht, aber auch Aridrmen
die chemische Zusammensetzung der Materie und der Annahme, daR sich das System lokal
im Gleichgewichtszustand befindet. Zuletzt mittelt man die frequerizaiige Opazit «

Uiber eine zu erwartende Frequenzverteilung der StrahBsmagnd erfalt dann die mittlere

Rosseland Opa#t

1 1 [>*B

i 7/ “Tas. (3.32)
kR BlJo k¢

Nimmt man nun an, daR die einfallende Strahlung die Frequenzverteilung der Scbrparzk
strahlung

8rhf3/c?

exp(pr) — 1
besitzt, kann eincg angegeben werden, das nur noch von der Dichte und der Temperatur
abhangt. In den von uns betrachteten Modellen ist diese Angabe ausreichend, Energie wird
dort durch dissipative Prozesse in Form votWie gewonnen und wir bétigen die Opa-
zitaten nur, um den lokalen Energieverlust der Scheibe zu berechnen. Mit den gemittelten
Opazititen kann néirlich kein frequenzalimgiger Strahlungstransport der Scheibe mehr un-
tersucht werden.

In der Kramerschen Opaaitxy; ist die Wechselwirkung der Strahlung mit freien Elektro-
nen eines ionisierten Wasserstoffplasmaditesichtigt, diese Annahme gilt jedoch erst ab
Temperature@ > 10* K. Diese Einschinkung ist éir unsere Simulationen nicht geeignet,
da wahrend der Entwicklung der Scheibe und am Rand niedrigere Temperaturen auftreten.
Fur die Simulation von U Gem benutzen wir daher die Ogaeit vorBell & Lin (1994).

Hierbei handelt es sich umigtkweis definierte Polynondierungen, die einen gesamten
Temperaturbereich von 1 bis @& beschreiben. Delii uns interessante Bereich beginnt bei
10% K, ab dem die lonsiation von Wasserstoff einsetzt. Das Gas wattt@nd der lonisation
sprunghaft optisch dick, erst danach setzt die Kramersche Regel ein. Die verschiedenen Berei-
che wurden durch Polynome so verbunden, daf3 stetig differenzierbare Funktionen entstehen,
dies ist in unseren Rechnungen zwar nicht notwendig, anders jedoch bei Ststiglitach-
tungen von Sternatmosaten.

B (T) = (3.33)
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10°

10*

10%

102

10!

kr [m2kg~1]

1 1
103 10* 10°
T [K]

Abbildung 3.1: Die Oparitiit ist eine Funktion der Dichte und der Temperatur. Die unterschiedlichen Kurven bezeich-
nen unterschiedliche Dichten, von oben nach unten p = 10_4, 10~5 und 10-6 kg m~3. Der starke
Anstieg zwischen 10*K und 10°K wird durch die Ionisation verursacht, man beachte die doppelt-
logarithmische Skala.

Das simulierte System AM CVn besteht im wesentlichen aus Helium,Uhierdirden an-
dere Opaziiten benutzt. In der Arbeit volylesias & Rogerq1996 findet man tabellier-
te Opaziten fir verschiedene chemische Zusammensetzungen, im besonderen kann man
den Metallanteil frei vithlen. Unter Metallen versteht man in diesem Zusammenhang al-
le Elemente auRer Wasserstoff und Helium. Es wurde Tabelle 8 mit der Zusammensetzung
Y = 0.98, Z = 0.02 benutzt, also Helium mit einer 2%-igen Metallverunreinigung, der
Metallanteil entspricht in etwa dem eines Sterns der zweiten Generation. Die tabellierten lo-
garithmischen Wertdif Dichte und Temperatur wurdeiirfdie Simulation linear interpoliert.
Die Helium-Opaziaten unterscheiden sich jedoch nicht wesentlich von denen in Zbb.
gezeigten, die lonisation setzt bei geriiagiy niedrigeren Temperaturen ein.

Mit den Opaziéiten kann die lokale Abstrahlungsleistung je Einhéitdfenelement in der
Scheibenebene

4o 4
D(x) = 3 Te (3.34)

bestimmt werden. Durch Integratidrber die gesamte Scheibe a@lthman eine Information
Uber die Gesamthelligkeit. Nimmt man lokal ein Schwérgerspektrum an und integriert
wieder, kann man eine theoretische Vorherséger das Spektrum der Scheibe gewinnen.
Astronomische Daten liefern jedoch nicht gleichzeitig Daten des gesamten Spektralbereichs,
oft wird im oder nahe am sichtbaren Bereich beobachtet. Aus dem Planck-Spek88m
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kann man sich leicht eine Abstrahlungsleistuiiglficht im sichtbaren Bereich herleiten. Ist
die Scheibe sehr hei und beobachtet man bei kleinen, sichtbaren Freghénzén« 1,
so gilt fir das Schwarzakrperspektrum die Rayleigh-Jeans Form

Bf o« f2T. (3.35)

Bei einer Temperatur von ca. 6000 K liegt das Maximum der Planckfunktion im sichtbaren
Bereich, ist die Scheibe nun wesentlich heiRers> 6000 K, dann ist die monochromatische
Abstrahlungsleistung bei sichtbaren Frequenzen proportional zur Temperatur. Wir werden
spater bei der Auswertung der Ergebnisse die Funktion

0.25
D025(x) = (;'—;) Te (3.36)

als einfaches Abstrahlungsmodélf sichtbares Licht benutzen und diese den Beobachtungs-
daten gegsiiberstellen.

3.1.6 Das Scheibeninstabilit atsmodell

Die Sakura-Sunyaev-Losung dinner Akkretionsscheiben ist statéonm Manche wechselwir-
kende Doppelsternsysteme zeigen jedoch starke zeitliche Helligkeitsschwankungen, die von
der Akkretionsscheibe verursacht werden. Bei manchen Systantent sich die Helligkeit

in mehr oder weniger regeligen Absinden um mehrere G8enordnungen, man spricht
dann von Zwergnovae, eine Klassifizierung und Beschreibung verschiedener Doppelsternsys-
teme wird im rachsten Abschnitt gegeben.

Die einzigste Myglichkeit einer Akkretionsscheibe Energie zur Abstrahlung zu gewinnen
sind die dissipativen viskosen &fte, durch sie wird potentielle Energie des Gases in Strah-
lung umwandelt. Eine ¢here Leuchtkraft bedeutet also gleichzeitig eine insgeséimtre
Massenakkretion. i die Ursache der editen Akkretion kommen zwei Modelle in Frage,
dasMass Transfer Burst (MTB)-Modell von Bath (1973 erklart die lohere Akkretionsleis-
tung mit einem erbhten Massenstrom von Sekumstern. Als Ursachelif diesen kommen
wieder unterschiedliche Prozesse in Frage, bestimmte Beobachtungsdaten lassen jedoch in
den meisten Systemen einen konstanten Massenstrom erwarten, so daf3 dieses Modell nur in
wenigen Rllen anwendbar ist.

Bei konstantem Massenstrom muf3 dietdrte Akkretionsrate durch Instabdten in der
Scheibe selbst entstehen, daic Instability Model, (DIM) geht aufOsaki(1974) zurlick.

Das Modell geht davon aus, dal die Scheibe keine konstante Massenakitétamerkstel-
ligen kann, die dem MasséherstromM, entspricht. Ist die Scheibe anfangs massenarm, ist
sie sogleich optischithn und Kihl, es herrscht eine zu niedrige Viskésitnd damit ein zu
niedriger Massentransport, die Scheibenmasse nimmt in Folge dessen zu.

Ab einer bestimmten Bkchendichte existieren jedoch dréidungen iir den Zusammen-
hang der viskosen Dissipation und deéaéthendichtex, eine der Bsungen, die Linie zwi-
schenD und B in Abb. 3.2 ist jedoch instabil. Erreicht die &hendichte den kritischen
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Abbildung 3.2:  Schematische Darstellung der sogenannten S-Kurve. Die Funktion A(X) beschreibt die Dissipation
in Abhéngigkeit der Flichendichte. Die Dissipation kann in Einheiten der integrierten viskosen Kraft
A(X) = vX(X), in Einheiten der resultierenden Temperatur A(X) = T (X) oder in Einheiten der viskos
verursachten Massentransferrate A(X) = M(Z) ausgedriickt werden, der schematische Verlauf ist in
allen Fillen gleich. Die S-Kurve gilt lokal, die Scheibenvariablen konnen sich an unterschiedlichen
Orten an unterschiedlichen Positionen auf der S-Kurve befinden. Der dargestellte zyklische Verlauf
B-C-D-E gilt daher ebenfalls nur lokal.

PunktB, ionisiert das vorhandene Scheibenmaterial und wird optisch dick, es entweicht we-
niger Strahlung und die Scheibe heizt sich schnell &)f Aus dema-Modell folgt, dafl
in einer heilReren Scheibe einéhere Viskosit und damit auch einedhere Akkretionsrate
herrscht, die Scheibe entleert sich solange, bis sie einen weiteren kritischerDReméicht
und dort sehr schnell optischudn und Kihl wird. Dieser zyklische Verlauf beschreibt das
wiederkehrende Ausbruchsverhalten von Zergnovae, das DIM ist bislang zardrglvon
Zergnovaaustilchen akzeptiert, noch bestehende Unsicherheiten werden weiterhin diskutiert
und sind ebenfalls aktuelles Forschungsthema.

Zu bemerken ist, da? d&formige Verlauf voni (%) in den den Gleichungen deiidnen
Scheibe enthalten ist, vorausgesetzt, es werden passendea@pagi\vihlt. Voraussetzung
fur die S-Kurve ist, daf? die Opazitbei steigender Temperatur zunimmt und damit die Schei-
be aufheizt, umgekehrt bei niedrigered€hendichte und Temperatur abnimmt und Strahlung
entweichendsst. Die im vorigen Abschnitt vorgestellten Opaien geben diesen Verlauf in
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dem Temperaturbereich wieder, in dem Scheibenmaterial ionisiert wird. Das zyklische Aus-
bruchsverhalten von Scheiben in Zwergnovae beschreibt also gleichzeitithéegang vom
nur geringfigig ionisierten Zustand bis zum fast voildig ionisierten des Scheibenmaterials
und umgekehrt. Mit den Kramerschen Opaign, die fir hohere Temperaturen gelten, alth
man dieses Verhalten nicht. In dichteren und heil3eren Scheiben, etwa um Neutronensterne
und Schwarze écher wird man Ausbruchszyklen nach dem DIM daher wohl nicht erwarten.
Es ist nun prinzipiell mglich, die Gleichungeriiir eine axialsymmetrischdaidne Scheibe
zeitabtangig numerisch zwken, bei geeigneten Anfangsbedingungen sollte dieihg dann
ebenfalls ein zyklisches Ausbruchsverhalten, zumindest lokal, aufweisen. Derartige eindi-
mensionale Rechnungen, in denen die Radialstruktur zéitagif gebst wird, sind in grof3er
Zahl unternommen wordeh.udwig et al. (1994 untersucht in einer Parameterstudie, wie
mit einer festen Wahl von Paramet&tzen fir den viskosen Koeffizientem verschiedene
beobachtete Systeme reproduziert werd@nnien. Allgemein haben diese Modelle das Pro-
blem, dal3 sie die Ausbruchaske zu gering und die Ausbruchsintervalle zu kurz wiedergeben
(Smak1984), weitere Untersuchungen zu konstantestammen voiin et al.(1985; Meyer
& Meyer-Hofmeister(1989. Dieses eigentlich unbefriedigende Ergebnis wird oft als Argu-
ment benutzt, zugzliche Bedingungen an die Wahl des Parametems stellen, um dadurch
die Ergebnisse des Modells an die Beobachtungen anzupassen. Dazu wird oft die Annahme
gemacht, fir den heiRen, optisch dicken Zustand und déhlén, optisch éinnen existieren
verschiedene Wertaif o (Meyer-Hofmeister & Meyerl988 Smak1984 Cannizzol1993.
Weitere Modelle untersuchen ein zeitablgigese (Cannizzo1993 oder Ablangigkeiten
von Scheibenvariablem = a(H/R) (Meyer & Meyer-Hofmeisted984), zahlreiche andere
Maoglichkeiten sind denkbar (B.uschl1989. Alle Modelle kann man jedoch als so unsicher
ansehen, dal3 aus der Tatsache einer richtigen Wiedergabe der Ausbruchszyklen noch keine
verlassliche Begitigung der Annahmeiber diea-Viskositat abgeleitet werden kann. Auch
wenn zuétzliche physikalische Effekte, wie etwa den konvektiven Energietransgestef
& Meyer-Hofmeisterl 984 mitbericksichtigt werden, werden diese eindimensionale Model-
le nicht zuverhssiger.
In der Simulation des Systems U Geminorum werden wir die Gleichurigefifine Schei-
ben in der Scheibenebene miam 16sen. Wir werden sehen, daR die Gravitationseffekte des
Begleitsterns entscheidenden EinfluR auf die nun nicht mehr axialsymmetrische Scheibe hat,
die resultierenden Ergebnisse werden mit Beobachtungsdaten verglichen und in der darauf
folgenden Diskussion der Ergebnisse wird dann nochmals dieser Themenkomplex aufgegrif-
fen.

3.2 Wechselwirkende Doppelsterne

Interessante astronomische Objekte sind Akkretionsscheiben in Doppelsternsystemen. Man
kann zwar nicht ortsaufgés$t die Sterne und ihre Scheibe beobachten, viele zeigen jedoch
mehr oder weniger starke Helligkeitsschwankungen und sind deshadilligufBinarsyste-

me besitzen eine gemeinsame Entstehungsgeschichte, der schwerémstBrimentwickelt

sich daher zuerst zum weil3en Zwergalwend der Sekurdstern noch im Zustand eines
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3.2 Wechselwirkende Doppelsterne

Hauptreihensterns pen Spektraltyps verweilt. Rotieren beide Sterne sehr nahe um ihren ge-
meinsamen Schwerpunkt, kann Masse aus der Gicbdldes Seku@dsterns zum Priérs-
ternUberstdbmen und um den Prianstern eine Akkretionsscheibe bilden, vorausgesetzt, das
Magnetfeld des Prigérsterns ist schwach genug, um die Bildung einer Scheibe nicht zu ver-
hindern. In diesem Zustanlft der Sekundrstern sein Roche-Volumen aus, seine Obehié
erreicht den Sattelpunkt des gemeinsamen Potentials, den inneren Lagrangé-f0rda
dort kann das Gas aufgrund der Rotation nicht direkt den weil3en Zwerg erreichen, sondern
bildet so den Anfang einer Akkretionsscheibe.

Diese Akkretionsscheiben sind zeitlich&nderungen unterworfen urichdern ihre Hellig-
keit, diese Variabilét Ubertégt sich auf die Gesamthelligkeit des Bigystems, man nennt
sie daher Ausbruchswvénderliche oder kataklysmische Variable (engl. cataclysmic variable
(CV)). Die Helligkeitsschwankungen auf kurzen Zeitskalen lassen sich mit guten Amateurte-
leskopen messen, es liegt daher eiiifid=an Beobachtungsdaten vor, die Anhaltspuntte f
theoretische Modelle liefern.

3.2.1 Das Roche-Potential des Bin arsystems

Wenn im Laufe der Sternentwicklung der Radius des Seirsterns zunimmt oder der
Abstand der Sterne abnimmt, was durch Gravitationswellenabstrahlung oder magnetisches
Bremsen verursacht werden kann, so kann der Sekatetn Gas aus seineiilte an den
Primarstern verlieren. Dieser Zustand ist quasista@ipes wird sich ein nahezu konstanter
Uberstrom bilden, der Roche-Lobe-Overflow genannt wird. Der Sedusietn kann natlich

auch in einer instabilen Phase starke Winde ausstof3en, die voiarBuenm akkretiert werden,

diese Art von Akkretion betrachten wir jedoch nicht.

Der Uberstrom ist nun, neben thermodynamischeaftén, dem Gravitationskften der
beiden Sterne ausgesetzt. In Kataklysmischen Variablen kann man die Rotation der beiden
Sterne um ihren gemeinsamen Schwerpunkt als kneis§) betrachten, Bahnexzentridien
wirden durch Gezeiteniite sehr schnell géanpft werden. Es ist zweckifig, denUber-
strom im mitrotierenden Koordinatensystem zu betrachten. In diesem System werden die
aulReren Kaftefe = —V®(x) auf das Gas durch das Roche-Potential

GM; GM,
X=r1] |X=r2]|

DR(X) = — - %(Q x X)2 (3.37)

dargestellt (s. Abb3.3). Das Roche-Potential besitzt dignf Extremalpunktel 1 bis Ls,
der innere Lagrange-Punk; ist ein Sattelpunkt. Did\quipotentiallinie, die diesen Punkt
schneidet, gibt deshalb dietgliche Ausdehnung der Sterne vor.

Am Uberstrompunkt.; besitzt das Gas eine vernaabsigbare Geschwindigkeit, von dort
wird es in Richtung des Priémsterns beschleunigt. Die Einteilchentrajektorien, did hanit
Geschwindigkeiv = O starten, treffen jedoch wegen der Ablenkung durch die Corioliskraft
nicht direkt den Prirarstern sondern passieren diesen mit einem minimalen Abstand

Imin = 0.0488q 04643 | (3.38)
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3 Akkretionsscheiben

Abbildung 3.3:  Das Roche-Potential enthilt neben dem Gravitationspotential der zwei Punktmassen M des Priméirs-
terns und My des leichteren Sekundirsterns noch den Rotationsanteil, der durch das mitrotierende
Koordinatensystem verursacht wird. Im diesem System wirken auf bewegte Masse noch geschwindig-
keitsabhiingige Corioliskrifte, die nicht in dem Potential enthalten sind. Es sind Aquipotentiallinien
abgebildet, die durch den Schnitt in der Rotationsebene entstehen. Der innere Lagrange-Punkt L1 bil-
det einen Sattelpunkt des Potentials, an diesem Punkt kann Gas aus der Oberfldche des Sekundérsterns
tiberstromen. Aus Frank et al. (1992).

dabei istqg = M»/M1 unda der Abstand der beiden Sterne. Diese Formel ist eialeekling
von Lubow & Shu (1975 mit einer Genauigkeit von 1% und giliif 0.05 < q < 1. Der
Radius des Pridrsterns ist in allen bekannten Systemen kleiner. Der Abstadet beiden
Sterne ergibt sich aus dem Keplerschen Gesetz

42283 = G(My + Mp)P2,, (3.39)

Porp ist die Bahnperiode des Systems. Verfolgt man die Einteilchentrajektorie weiter, wird sie
sich irgendwann selbst schneiden. Das Gas wird sich in diesem Fall nicht ohne Dissipation
selbst durchdringendanen, es wird sich daher unter Beibehaltung des Drehimpulses auf
einer Kreisbahn sammeln. Der Radius dieser Kreisbahn nenntinkaiationsradius, es ist

der kleinsteauRBere Radius, den eine Akkretionsscheibe haben kann. Eine bis auf 1% genaue
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3.2 Wechselwirkende Doppelsterne

Naherung liefertiessman & Hopi§1990
ik = 0.085997 04263 (0.05<q < 1). (3.40)

3.2.2 Parametrisierung des Uberstroms am inneren Lagrange-Punkt

Obwohl man mit den bisherigelberlegungen Modelleiif statiorare Akkretionsscheiben
erhalten hat, eignen sich diese Modelle schlecht als Anfangsbedinguiirggnd Simulation
in einem Birarsystem, allein schon deshalb, da die Auswirkung der Anfangsbedingung auf
das Ergebnis unbekannt bleibt. Eine konsistente Simulation beginnt daher mit einer leeren
Scheibe, die durch dedberstrom am inneren Lagrange-Putkt erst aufgeillt wird, die
Anfangsbedingungeriif denUberstrom sind jedoch ebenfalls nicht bekannt.

Durch grundlegenddberlegungen zu den Bedingungen agrPunkt erhalten Lubow und
Shu (ubow & Shu1975 ein semianalytisches Modell détberstroms. Durch die Annah-
me einer isothermen Stmung kKdnnen Angaben zu Skalenbreite des Stroms inahlgiigkeit
der bekannten Parameter des &8systems gemacht werden, died®tungsrichtung ergibt
sich durch die Rotation des Birsystems und der Geschwindigkeitsbetrag durch die Poten-
tialdifferenz. In einer weiteren Arbeit.(1bow & Shu1976 werden auchJberlegungen zur
Vertikalstruktur desJberstroms angegebeiig¢ssmari 999 gibt analytische gherungenifr
die Ergebnisse von Lubow und Shu an, die in den folgenden Simulationen benutzt werden.

Grundlegende ParametéirfidenUberstrom sind das Massenvélimisq = M,/ M1 sowie
der Skalenparameter

€ — Ccs(T2)
aQ ’

der das Verbltnis der Schallgeschwindigkeit an der Sternoletfe des Seku@dsterns und
der Bahngeschwindigke#Q angibt, hierbei ish der Sternabstand? die Winkelgeschwin-
digkeit undT, die Temperatur an der Obexfhe des Sekui@ddsterns.

Der Winkeld zwischen der Verbindungsachse der beiden Sterne undemstrom ist

(3.41)

cog29) = —4/(3A) + /1 — 8/9A (3.42)

mit 1
- K - A . (3.43)

[RLy/a—1+ ul |RLy/a+ ul
und M
2

-2 3.44
A= Mot My (3.44)

Fur die folgenden Gif3en der vertikalefiHs) und der horizontalen Skaledhe (Ws) wurden
nun die Parametrisierung vétessmar(1999 benutzt,R ist im folgenden der Abstand zum
Primarstern. Es ist

Hs(R.q,a) ~ hi(R/a)-ha(q)-ae (3.45)
Ws(R,g,8) ~ wi(R/a)-wz(q)-ae (3.46)
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mit den Polynomaherungen

R R\?
hy(R/a) = 006+317_ —290( (3.47)
R R\?
wi(R/a) = 0084+309_ —308( (3.48)
fur hy und w1 und den Exponentiatherungen
h, = 089q 01 (3.49)
wy = 0.90q7 015 (3.50)

Den Betrag der Geschwindigkeit

Vs(R,d,a) =vs(R/R.,),/2GM1 /R ; (3.51)

erhalt man mit der Parametrisierung
vs(rp) =1.87— 187 +4.1-exp(—r/0.085 (3.52)

undr. = R/Ry,. Diese Approximationen gelterif Massenveraltnisse 05 < q < 0.5,
diese Bedingung istif alle folgenden Rechnungen @lf.

Damit sind die Anfangsbedingungsiirfdie Simulation gegeben, nahe demPunkt reali-
siert man Zwangsbedingungdir tlenUberstrom mit der Temperatiip und dem Geschwin-
digkeitsbetragvs in Richtung einer Haufiberstromlinie mit dem Winkeb. In den zweidi-
mensionalen Rechnungen wird die Vertikalstruktur nicht adfgfelir die Oberfachendichte
¥ setzt man senkrecht zur Haiiperstromlinie eine Gaul3verteilung mit der Bréitg an,
die zentrale Dichtgs auf der Linie erfalt man mit der MassérerstromrateM indem man
Uiber die Hhhe und Weite unter Beachtung der Massenerhaltung integriert

ps = M/(2r WsHsVs) . (3.53)

In unserem mitrotierenden Koordinatensy__stem liegen die beiden Sterne aufdbse, das
System rotiert gegen den Uhrzeigersinn, dlgerstrom hat in diesem System positieind
negativey-Geschwindigkeit.

3.2.3 Kilassifizierung Kataklysmischer Variablen

Doppelsternsystemedknen im Laufe ihrer Entwicklung viele interessante Zuasle einneh-

men. Gas aus der Akkretionsscheibe wird sich letztendlich auf der @tteefldes weilen
Zwergs ansammeln und ab Erreichen einer kritischen Dichte eine thermonukleare Kettenreak-
tion ausbsen lbnnen. Diese Explosion ist sehr viel heller als die Akkretionssche#eend

ihres Ausbruchs, man nennt solche Systeme klassische Novae oder wiederkehrende Novae,
letzteres wenn mehrere solcher Austite beobachtet wurden. Erreicht der weile Zwerg
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3.2 Wechselwirkende Doppelsterne

durch die Massenzunahme die Chandrasekharsche Masse, kann er sogar zu einer Superno-
va werden.

Aber auch nichtmagnetische Kataklysmische Variable, die aus einem wei3en Zwerg und ei-
nem leichten Hauptreihenstern bestehen, zeigen unterschiedliches Verhalten. Aufgrund ihrer
Helligkeitsschwankungen, ihres Ausbruchsverhaltens und den dahinter stehenden theoreti-
schen Modellen werden sie in verschiedene Unterklassen eingeteilt, die hier in knapper Form
vorstellt werden, einébersichtliche Klassifizierung findet man z.B Knonze(2000.

Eines der beiden simulierten Birsysteme, in denen die Energiegleichung selbstkonsis-
tent mit den vorgestellten Opaaien gebst wurde, ist U Geminorum. U Genalalt in der
astronomischen Klassifikation zu dearmalen Zwergnovae Sie zeigen Auslirche in mehr
oder weniger regeléiigen Absinden, der Helligkeitsanstieg bégt 3 bis 5, selten auch 8
mag (Amag = 2.5 log, f ist der Faktor der Helligkeitsxderung). Die Auslkiiche lbnnen
recht gut mit dem bereits vorgestellten DIM exitlwerden. Beobachtungsdaten solcher Sys-
teme liefern jedoch, da’ die Austwhe unregeli@Big erfolgen knnen, manchmal sind die
Ausbiiiche in ihrer Helligkeit erbiht, manchmal kurz und schwach. Bisher liegen noch keine
Modelle vor, die all diese Eigenschaften reproduzierénrien. In der vorgestellten Simula-
tion wird nur bis zum ersten Ausbruch gerechnet. In diesem Zustand zeigt die Scheibe eine
Spiralstruktur, die durch Dopplertomographische Verfahren auch beobachtet wird.

Normale Zwergnovae oder U Gem-Sterne, zu denen beispielsweise U Geminorum und SS
Cygni geldren, bilden eine Unterklasse der Zwergnovae. In anderen Systemen kann es vor-
kommen, daR die Ausbruchszyklen zeitweise atgh, ndglicherweise bewirkt ein leicht
erhohter Masseiaberstrom, daR die Scheibe im heien Zustand stabilisiert wird. Wieder
andere Systeme entwickeln Akkretionsscheiben, die si@ghr@nd eines besonders starken
Ausbruchs so weit ausdehnen, dal? die gezeiteninstabil werdenahrémwd diesem Super-
ausbruch Superhumps zeigen, nochmals andere Systeme zeigen Sujpieheuabf kurzen
Zeitskalen, die mit einem stark grhtenUberstrom zu erkdren sind. Diese Systeme bilden
jeweils eine weitere Unterklasse der Zwergnovae.

Zur Erklarung der Instabildt, die zuSuperhumps fuhrt, betrachtet man das Massen-
verhaltnis g des Systems, das die Systemgeometrie festlegt, s. a.3MlkEine resonante
Instabilitat tritt dann auf, wenn die Akkretionsscheibe den Radius erreicht. An diesem
Radius ist die Keplerperiode drei mal kleiner als die Bahnperiode. Die Ablenkung durch den
Sekundrstern addiert sich resonant auf das Gas, das sich an diesem Radius befindet. Durch
diese Resonanz wird der Scheibe eindz@ssionsbewegung aufgezwungen. Digzedie-
rende Scheibe bewegt sich nun in dem nicht axialsymmetrischen Roche-Potential und wird
dadurch periodisch komprimiert, die dadurch &atich entstehende Dissipatioaskt sich
als geringe Helligkeitsschwankung beobachten. Die Superhumpperiode jstiés System
typisch, der Periodenexzel, der Unterschied zwischen Superhumpperiode und Bahnperiode,
liegt etwa zwischen 0.8% und 8%. Die dadurch hervorgerufenen Helligkeitsschwankungen
sind gering, in dem simulierten System AM CVn betragen sie ca. 0.02 mag, in anderen Sys-
temen erreichen sie bis zu 30%.

Wie leicht erreicht nun eine Akkretionsscheibe diesen Radius? Aus der3Abbrkennt
man, dal’ bei einem grolRen Massengéris der resonante Radius deutlich kleiner ist als
die Abmessung des Roche-Lobes des Braterns. In Beobachtungen zeigen sictéztttich
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q=0.1 . q=0.2 I q=0.3
q=0.5 q=0.6 q=0. 8

Abbildung 3.4: Abgebildet sind der Roche-Lobe des Primérsterns, der Kreis mit Radius 1.3, das Massenzentrum C M
und der Mittelpunkt des Primérsterns M1 fiir verschiedene Massenverhiltnisse q. Fiir kleinere Werte q
ist der fiir Superhumps relevante Resonanzradius r -3 deutlich kleiner als die Ausdehnung des Roche-
Lobes, eine Akkretionsscheibe kann sich leichter bis zu diesem Radius ausdehnen. In allen Bildern ist
die Skalierung gleich, es gilt M1 + My = 1, Poyp = 1, G = 1 und damit a = const.

Superhumps erst ab einem Massenadrtisq < 0.3. Offenbar kann sich eine Akkretions-
scheibe nur schwer bis zum Roche-Lobe ausdehnen, dies liegt wohl auch daran, dal3 die Tra-
jektorien freifallender Testmassen nahe am Roche-Lobe nicht mehr korreliert sind, also keine
konzentrischen Kreise mehr bilden und inshesondere nicht éehischneidungsfrei sind. In
einem realen Gas wirken sidlberschneidende Trajektorien als @izdiche Dissipation aus,

die ein weiteres Wachstum der Scheibe verhindern. Thermodynamisélfie Kre Druck

und vor allem die turbulente Viskoait bewirken ein Ausdehnen der Scheibe nahe an oder
bis leicht in die Region sickiberschneidender Trajektorien, bei §gend groRem Massen-
verhaltnis ist dann der resonante Radius erreigtititehurst & King(1991) zeigte, dal3 der
r1-3-Radius genau dort auftritt, an dem eine Bifurkation beginnt, die Freifalltrajektorie einer
Testmasse von einem einfach periodischen in einen zweifach periodischen Umlauf aufzutei-
len.

Liegt der resonante Radius nur wenig innerhalb des Roche-Lobes, wird sich eine Scheibe
im kiihlen, wenig viskosen Zustand diesem Radius niéhienn, sich jedoch im hei3en, stark
viskosen Zustand &hrend eines Ausbruchs weit genug ausdehrieamén. Offenbar muf3
die Scheibe den resonanten Radiusgere Zeitiberdecken, damit sich Superhumps ausbil-
den kdnnen. In der Simulation von U Gem sehen wilwend des Ausbruchs, daf? sich Teile
der Scheibe sogar wdiber den Roche-Lobe ausdehné&mken. In den wenigen simulierten
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Bahnperioden konnte sich jedoch keine Resonanz aufbauen, in den Beobachtungsdaten wur-
den ebenfalls keine Superhumps entdeckt, U Gem hat ein Massalmierrong = 0.58.

In dem zweiten System AM CVn, das mit voller Energiegleichung gerechnet wurde, beob-
achtet man kontinuierliche Superhumps, ein Ausbruchsverhalten ist weder in der Simulation
noch in den Beobachtungen zu sehen. Es handelt sich um ein System mit einem extremen
Massenverdltnis vonq = 0.084 und sehr kurzer Bahnperio#g,p, = 1029 s. Die Massen-
transferrate ist hier so hoch, daR sich die Scheibe permanent im heien und optisch dicken
Zustand befindet, sie ist sozusagen in ihrem Ausbruch gefangen. AM CVn ist ein permanen-
ter Superhumper, solche Systeme weisen permanent einen Zustand grof3er Helligkeit auf, mit
den beschriebenen Superhumpmodulationen.

AM CVn speziell ist ein System, das eigentlich nicht zu den Kataklysmischen Variablen
zahlt, da der Sekuridstern ebenfalls aus einem weiRen Zwerg besteht. Die Scheibe besteht
deshalb fast aus reinem HeliunmiHeliumscheiben gilt jedoch auch das DIM, entsprechend
dem Massenve#itnis und detUberstromrate bilden doppelt WeiRe-Zwerg-Systeme jeweils
ein Pendant zu der entsprechenden Klasse der Kataklysmischen Variablen. Auffallend bei
diesem System sind extrem kurze Bahnperioden, bei AM CVn weniger als 20 min sowie die
hoheUberstromrate. Das gesamte System von AM CVn hat eine Abmessung vergleichbar der
unserer Sonne.

In weiteren Vergleichsrechnungen ohne Viskéisitnd mit einer polytropen Zustandsglei-
chung werden wir den Gezeiteneinflul} des Sekustérn diskutieren, in dem Superhumper
QY Car, das mit konstanter Viskoattund mit polytroper Zustandsgleichung gerechnet wur-
de, bestimmen wir die Superhumpperiode. Weitere Angaben zu den simulierten Systemen
geben wir in dem zur Simulation gétenden Abschnitt.
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Die vorgestellte Methode der Finiten Massen wurde anhand einfacher Problemstellungen,
deren analytischedsungen zug@nglich sind, erfolgreich getestet (3auger et al2000. Hin-
sichtlich ihrer Anwendung in der Astrophysik ist sie jedoch neu und unerprobt. Bevor diese
Methode nun zur Simulation von Akkretionsscheiben in realen physikalischen Objekten be-
nutzt wird, scheint es sinnvoll, sie zachst an einfachen Modellen von Akkretionsscheiben

zu testen, deren zeitliche Entwicklung bekannt ist. Aus dem Vergleich der numerischen Er-
gebnisse mit der bekannterd$ung erhofft man sich Einsicht in spezielle Eigenschaften des
numerischen Verfahrens, die zuasgren Interpretation der Ergebnisse dtégt werden.

Die Stvmung in Akkretionsscheiben zeichnet sich dadurch aus, da? die Kraft aus dem
Zentralpotential dominierend ist, das Gas beschreibt Keplerbahnen um die Zentralmasse, hy-
drodynamische Kifte bewirken eine vergleichsweise geringe Abweichung von diesen Bah-
nen. Durch die radial variierende Winkelgeschwindigk®it (r) o r ~%/2 unterliegt das Gas
einer starken Scherung, die durch die Teilchen iimrkiirze Zeit abgebildet werden kann.

In allen Simulationen zu Akkretionsscheiben kommt daher das Restart-Verfahrerasér h
zum Einsatz. Bei der Interpretation numerischer Eigenschaftenrmidaher immer im
Einheit mit dem Restartverfahren betrachtet werden.

In den folgenden Abschnitten werden mehrere Testrechnungen idealisierter Akkretions-
scheiben vorgestellt. Die Vereinfachungen bestehen im wesentlichen in der Annahme einer
polytropen Zustandsgleichundirfdas Gas und der damit verbundenen Gleichsetzung von
Dissipation und radiativer #hlung, die Energiegleichung muf3 in dieseidl&n nicht gebst
werden. Das erste Modell betrachtet ein Gas ohne Druck und mit konstanter Schefdiskosit
im Zentralpotential, sftere Modelle béicksichtigen nur Drucklafte. Rir Scheiben, die im
Roche-Potential betrachtet werden, kann generell keine analytistheng zum Vergleich
angegeben werden. Die Ergebnisse aus diesen Simulationen werden mit den Resultaten ande-
rer numerischer Verfahren verglichen.

Fur die vereinfachten Modelle kann teilweise aus den vorgestellten Gleichungen einer
dinnen Scheibe eine analytischésung gewonnen werden, die zum Vergleich mit den nu-
merischen Ergebnissen geeignet scheintrBtmgen in Akkretionsscheiben sind jedoch lei-
der in groRen Parameterbereichen instabil. Stakslintersuchungen von Scheiben sind zwar
aktuelles Forschungsgebiet, \&ssliche Ergebnisse liegen jedoch nur unzureichend vor. In
der Praxis steht man dann vor dem Problem, dafl} die numerischen Ergebniszéches
Strukturen aufweisen, deren Interpretation uneindeutig ist. Instbititonnen einerseits in
dem kontinuierlichen Modell enthalten und von der Numerik reproduziert worden sein, an-
dererseits kann die Instabditauch nur von dem verwendeten numerischen Verfahren stam-
men, sie ist also nur im diskreten Modell enthalten. Umgekehrt ist es aber angiicin
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daf3 das kontinuierliche Modell eine bekannte Instatiktufweist, diese aber im diskreten

nicht enthalten ist und damit nicht reproduziert werden kann. Dieser Themenkomplex wird
bei der Interpretation der Ergebnisse in allen Simulationen ein wesentlicher Bestandteil sein.
In diesem Zusammenhang erscheint der Vergleich verschiedener numerischer Verfahren sehr
wichtig, Instabilititen rein numerischer Natur werden wohl kaum von mehreren verschiede-
nen Verfahren gleich wiedergegeben. Der Lagrangesche Ansatzwarnunterscheidet sich
grundstzlich von dem der Gitterverfahren oder Finite Volumen Verfahren, aus dem positiven
wechselseitigen Vergleich der Ergebnisse dieser Verfahrenstypen kann desichlizigér-

weise neues Vertrauen in die jeweiligen Ergebnisse gewonnen werden.

Nicht nur analytische &isungen und zum Vergleich vorliegende numerische Ergebnisse
kdnnen als @temalstabiir die Zuveréssigkeit vorrMm in Akkretionsscheiben herangezo-
gen werden. Instabibiten wie Rossby-Wellendkinen im Labor experimentell nachgebildet
werden, Spiralinstabibitten in Zwerg-Novae-Aushchen sind mit modernen astronomischen
Methoden beobachtbar, letztere ist Hauptbestandteil in der Rechnung zu U Gem, dem ab-
schlieBenden Beispiel dieser Arbeit.

Die ersten Rechnungen idealisierter Scheibenmmitt wurden vonGauger(2000 vor-
gestellt. Es handelt sich um Rechnungen reiner Keptargingen, also eine Scheibe, in de-
nen keine hydrodynamischen &fte auftreten, und um Scheiben in der&asich nur eine
konstante Scherviskoaitwirkt. Diese Rechnungen wurden in einem sehr kleinen Winkelab-
schnitt mit periodischen Randbedingungen durctigef dadurch werden zwar die volisidi-
gen zweidimensionalen Gleichungen @g| die fehlende Aufisung in Richtung des Peri-
odenwinkels unterdickte jedoch ragliche winkelabhngige Strukturen. Durch diese Rech-
nungen konnte erfolgreich bésigt werden, dal’ Kepler'sche 8tmungen mit und ohne Vis-
kositat vonFMM und dem Restartverfahren sehr gut reproduziert werdemén. Mit dem
folgenden Beispiel schlief3en wir nun direkt an diese Vorarbeiten an.

4.1 Der viskos zerflieRende Staubring

In dieser ersten Testrechnung betrachten wir ein Gas in einem Zentralpotential, das neben den
Gravitationskaften nur noch viskosen Scheékien unterworfen sei. Dieses Beispiel ist eine
beliebte Testrechnun@rf zahlreiche numerische Verfahren wie SPH oder Gittercodes, es wur-
de vonPringle (1981 vorgestellt. Die VernachBksigung der Druckkfte wird in der Astro-
physik oft auch Staulitherung genannt, Temperatur oder innere Energie des Gases werden
unbedeutend, esiissen nur noch die Zustandé8en Geschwindigkeit und Dichte betrachtet
werden.

Man betrachtet dabei ein Gasring der Gesamtmamsar einem Radiugy, der einer kon-
stanten kinematische Viskoait = 7/ X unterliegt, die ardngliche Fachendichte sei

S(rt=0) = ?”:05« —1g), 4.1)

mit der Dirac’schen Deltafunktiodi(r — rg). Zur Losung dieses Problems betrachtet man
zurachst die vollen 3-dimensionalen Navier-Stokes-Gleichungen, welche darerigen,
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die denen der Dnnen-Scheibe-&herung gleichen, in einen Satz 2-dimensionaler Gleichun-
gen fir die Geschwindigkeiten und die vertikal integriertedGe X Uberfihrt werden. In
Polarkoordinaten kann der radiale Anteil dieser Gleichungedsgelerden, mit der visko-
sen Zeitr = 12vtr0_2 und dem normalisierten Radids= r /rg ertalt man so die zeitliche
Entwicklung der Fhchendichte

F2

m 1
2@, 1) = —r T exp [—
777r0

} l1/4(27/7) (4.2)

und die radiale Driftgeschwindigkeit
v [Fly/a(2F /1) — 1_3/4(2F /7)]
roz 11/4(2r/7)

wobei I, die modifizierte Besselfunktioh zur Basisb ist. Diese Gleichungen gelterrf
geriigend kleine radiale Driftgeschwindigkeitep < vy, sie stellen im Hinblick auf die
Naherungen eine quasi-analytischésung des Problems dar und beschreiben das zeitliche
ZerflieRen des Staubringes, Masse wird nach innen akkretiert, Drehimpuls wird nach auf3en
transportiert. Aus den Gleichungen ergibt sich auch, daf3 die Winkelgeschwindigkeit immer

den Keplerschen Wert
GM
- /22 4.4
vp == (4.4)

4.1.1 Prinzipielle Modellierungstechniken

or(f,7) =6

(4.3)

besitzt.

In diesem Abschnitt wollen wir sehr aigfrlich die allgemeine Vorgehensweise bei der Mo-
dellierung eines hydrodynamischen Problems mit der Methode der Finiten Massen anhand
dieses Testbeispiels exemplarisch vorstellen. Die Angaben beziehen sichabhbligitsauf

das automatisierte Restartverfahren und sind vor allerdénjenigen praxisrelevant, der die
vorgestellten Simulationen nachvollzieheehte. Diese Techniken werden in allen folgen-
den Rechnungen eingesetzt, wir werdeatspnur noch die hiervon abweichende Vorgehens-
weise dokumentieren. Es sei darauf hingewiesen, dal3 eine Formulierung der Gleicliungen f
FMM noch nicht in Polarkoordinaten vorliegt, so daf3 alle Rechnungen in Kartesichen Koor-
dinaten durchgéfhrt wurden.

Reduktion auf den 2-dimensionalen Fall

Alle in dieser Arbeit vorgestellten Rechnungen wurden mit der 2-dimensionalen Formulie-
rung vonFMM durchgeiihrt. Im Fall der @innen-Scheibe-&herung wird das eigentliche
3-dimensionale Problem auf ein 2-dimensionales reduziert, daswnit gelost wird. In

der Dinnen-Scheibe-&herung betrachtet man &gen, didiber diez-Komponente integriert
werden. Beispielsweise vdBpeith(1999 wird gezeigt, dal3 diéiber diez-Komponente in-
tegrierten Navier-Stokes-Gleichungen Formen besitzen, die den Gleichungen in drei Dimen-
sionen entsprechen, wenn dort die Zustan@idgn wie etwa Dichte und Druck durch ihre
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4 Simulation idealisierter Akkretionsscheiben

integrierten Pendants &thendichte und integrierter Druck ersetzt werden. So werden wir
die in der 2-dimensionalen Version vemm dargestellte Dichte als &thendichteX inter-
pretieren, iir alle anderen Gif3en gilt dies entsprechend. Bei der Integration des viskosen
Spannungstensof tiberz fallt jedoch auf, daf der Faktoyd seine 3-dimensionale Form
1/3 beibelalt, der erste Term vom ist damit nicht mehr spurfrei. Eine vorhandene Schervis-
kositatv > 0 in diesen Gleichungen erzeugt dadurch einen Anteil an Volumenvigkaasito
auch dann, wenn deren Koeffizignt= 0 ist. Die Anpassung der 2-dimensionalen Formulie-
rung vonFMM an diese Tatsache erfolgt nun einfach dadurch, da@dn Koeffizient ein
entsprechender Wert eingesetzt wird.

Generierung einer Startkonfiguration
Die Generierung der Startkonfiguration der Teilchen erfolgt analog dem Restart-Verfahren.
Anstatt die FeldgiRen zu benutzen, die von den alten Teilchen dargestellt werden, benutzt
man analytisch vorgegebene Terme. In dem vorliegenden Fall des viskos zerflieRenden Stau-
brings benutzt man jedoch nicht die Delta-Distribution der Ohehiéndichte, sondern die
naherungsweise analytischésung zu einem gperen Zeitpunkt = 0.016. Bei der Erstel-
lung eines neuen Satzes an Teilchen beginnt man mit deren Positionen.

Die Anordnung der Teilchen ist prinzipiell unaduigig von dem zu betrachtenden Problem.
In allen Rechnungen sind wir an einer gleichen Asafing inx und y-Richtung interessiert,
die Gesamtzahl der Teilchen wird der \iggbaren Rechenzeit angepasst, im Idealféhlv
man eine Teilchenzahl, die der gémschten Aufhbsung entspricht. In unserem ersten Beispiel
legen wir die Teilchenmittelpunkigy auf einaquidistantes, kartesisches Gitter der Asging
n = 421, die Teilchendif3enH; ergeben sich aus dem von der Ansatzfunktjororgege-
benenUberlappungsgrad, die Anfangsteilchen sind quadratisch,Hlsgn = g - dmn mit
der Teilchenradiug. Wir wollen das eigentliche Simulationsgebiet auf einen Kreisring mit
den Radierrq,ry beschénken, es werden dazu nadglich alle Teilchen entfernt, deren
Mittelpunkte auRerhalb des Kreisrings liegen. Sind die Positionen und Teilchenradien fest-
gelegt, werden mit dem Restartverfahren die TeilchéRgnm;, S, qi’ und H{ bestimmt.
Nachtiaglich werden nun ungeeignete Teilchen entfernt, dieskn beispielsweise Teilchen
negativer Masse sein, die aus der Quasiinterpolation der Dichte stammen, in der auch negati-
ve Gewichte benutzt werden. Es erscheint gleichzeitig auch praktikabel, sehr leichte Teilchen
zu entfernen, da diese, sofern sie mit weit schwereren Teiléhernappen, durch hydrody-
namische Kafte sehr groRen Beschleunigungen unterworfen sind. Wir entfernen daher alle
Teilchen, an deren Mittelpunkt eine Dichigin unterschritten wird, diese Grenzdichte wird
so gevahlt, dal im Gesamten Simulationsgebiet ein maximaler Dichtekontrast in d@efsr
ordnung 1 : 18— 10P erreicht wird. Dieser Dichtekontrast ist hoch geniigdie meisten An-
wendungen und noch niedrig genug, um zu stark beschleunigte Randteilchen zu vermeiden.
Uber die Grenzdichtgmin kann auch ein unnatliches Anwachsen des Simulationsgebiets
durch die zahlreich ausiitirenden Restarts verhindert werden.

Ob die Dichte, aus der die neuen Teilchenmassen hervorgehen, zuerst mittestiesS!
verfahrens behandelt wirdahgt vom betrachteten Beispiel ab. Im Fall des viskos zerfliel3en-
den Staubrings spielt die &tung eine zentrale Rolle. Im allgemeinen Fall erweisen sich drei
nacheinander ausgéfrte Ghttungsschritteigy = 3 als geeignet, die Gitterweite, auf dem

54



4.1 Der viskos zerflieBende Staubring

der Ghttungskern angewendet wird, wird immer in Einheiten des Teilchenradius angegeben
und liegt in der GdoRenordnungs ) = 0.1.

Wir haben bereits beschreiben, wie mittels eines Least-Square-Verfahrens die Teilchenge-
schwindigkeiten bestimmt werden. Wir verwendém flas beitigte Gitter eine Aufbssung
vonn_ g = 17 Punkten je Raumdimension innerhalb eines Teilchebbeke Aufbsungen
wurden ebenfalls getestet, ein wesentlicher EinfluR dieses Parameters konnte jedoch nicht
festgestellt werden. Bei Randteilchen ist zu beachten, dafflicherweise nicht an allen
Punkten des Gitters eine Geschwindigkeit aus den alten Teilchen bestimmt werden kann,
da diese Raumgebiete nicht von Massdiliirfvaren. Das Least-Square-Verfahren kann aber
auch mit einem reduzierten Gitter angewandt werden, Punkte, an denen keine Geschwindig-
keit bestimmt werden kann, werden einfach ausgelassen, daédeit sich die Dimension
des diskreten Least-Square-Operators. Um die Dimensioiggei grof3 zu halten und um
eine veriiinftige Geschwindigkeitsapproximation zu erreichen, wird gefordert, daf? alle Git-
terpunkten innerhalb des halben Teilchenradiys;(= 0.5) mit Masse eidllt sein niissen.

Statt des halben Teilchenradius haben wir auch andere Werte wie zB= 0.9 getes-

tet. Dieser Parameter eignet sich ebenfalls, das Wachstum des Simulationsgéhietisdw

der Restarts zu beeinflussen, der angegebene Weriilfxt@ fedoch zu einer unnatichen,
fraktalen Randstruktur. In der algorithmischen Umsetzung ist zu beachten, daf3 die von dem
Least-Square-Verfahren bitigte QR-Zerlegungifr jedes Randteilchen neu berechnet wer-
den muf3.

In diesem Beispiel haben wir uns schon vorab auf einen bestimmten Simulationsbereich
geeinigt, ausgehend von deitherungsweisen analytischeiidung konnten wir uns auf den
Bereich 05 < rg < 1.5 beschanken. In allgemeinendfen, in denen die zeitliche Entwick-
lung des Fluids unbestimmt ist, wird man adicherweise die Generierung der Anfangsver-
teilung allein aus der Lage der alten Teilchen bestimmé&sgan. Generell ist es dann auch
mdoglich, bei jedem Restart die AbBung, also die Teilchendichte und somit deren Anzahl zu
verandern.

Auswahl des Restartintervalls

Ab welchem Zeitpunkt ein Restart notwendig wiréingt von der Sirke der Deformation der
Teilchen ab. INGauger(2000 konnte gezeigt werden, daf} auf Keplerschen Bahnen bewegte
Teilchen nach einen Umlauf so deformiert sind, daf? ein Restart sinnvoll wird. In der Praxis
wurde festgestellt, dal eiriinerer Restart von weniger deformierten Teilchen bessere Ergeb-
nisse liefert. Das Intervall wird so géhlt, daR nach 0.25 Uialifen des innersten Teilchens
ein Restart vorgenommen wird. In unserem Beispiel, das wir in Solaren Einheiten rechnen,
alsoM = 1 undrg = 1, betagt die Keplersche Umlaufzeit bei= rg ca. 10 000 s. Das
Restartintervall begt nuntg = 1000 s, ein Teilchen bei= 0.5 beschreibt dann etwa 0.25
Umlaufe. Mdchte man in bestimmterafflen den inneren Simulationsradius verkleinern, etwa
bisrmin = 0.3 ist jedoch haup#hlich an dem Ergebnis bei= rq interessiert, so kann das
Restartintervall beibehalten werden.
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4.1.2 Ergebnisse

Als Anfangsverteilung benutzten wir diéherungsweise analytischédung zum Zeitpunkt

7 = 0.016, sie ist in den Schaubildern als gepunktete Linie eingetragen. Die Gesamtmas-
se des Rings beigtm = 10710, Die kinematische Viskosit betégt in Solaren Einheiten

v = 3-10"9 oderv = 3-10~8. Dieser und alle anderen variierenden Parameter sind im
folgenden tabellarisch aufgdirt. Der im Verfaltnis 1:10 variierende Parametebedeutet,

daf dieselbe viskose Entwickluriv, ) eine im selben Vertnis variierende Anzahl an
Bahnumbufen beitigt. Hir diese Rechnungen wurde der Integrator DOPRI und die 5-Punkt-
GauRR-Quadraturformel benutzt.

Fir die Graphen, welche die radiale Abtgigkeit der Dichte und Geschwindigkeit zeigen,
wurden die GdlRen nur auf dex-Achse ausgewertet. Dies bedeutet, dal nur der geringe
Anteil der Teilchen, der dix-Achse schneidet, an der Auswertung beteiligt ist, es erfolgt
also keine Mittelundiber den Azimutwinked. Die GroRen wurden auf ca. 5Gjuidistant
angeordneten Punkten auf deiAchse ausgewertet, diese Punkte fallen in der Regel nicht
mit den Mittelpunkten der Teilchen zusammen. Zur Auswertung wurden die Gleichungen
2.13und?2.21benutzt.

Die erste Simulation wurden mit folgenden Parametern durcimgef

1 ‘ n ‘ v ‘ I min, max ‘ tRs ‘an ‘ s ‘ nsm ‘ gsm
\ 517\ 3.10°8 \ 0.57—1.43\ 10005\ 17 \ 04 \ 4 \ 0.1

Bei der geviahlten Aufbsung sind ca. 124 000 Teilchen an der Simulation beteiligt, die radiale
Aufldsung auf dek undy-Achse betagt bis zu 150 Teilchen, in diagonaler Richtung um den
Faktor 3+/2 weniger.

Im Ergebnis dieser ersten Simulation zeigen sich sehr starke Oszillationen im Dichteprofil.
Diese Oszillationen sind bereits nach 50 000 s sichtbar, der relative Fehkagtimirdiesem
Zeitpunkt noch weniger als ein Prozent, danach setzt ein starkes Wachstum dieses Fehlers
ein. Die Oszillationen besitzen ein fast perfektes axialsymmetrisches Profil, die Abweichun-
gen von der Axialsymmetrie liegen in der@enordnung, in der auch Abweichungen in der
Approximation aufgrund verdrehter Teilchen zu beobachten sind. Die Oszillationen sind auch
in den Profilen der Geschwindigkei (r) undoy (r) mit gleicher Ortsfrequenz zu sehen, auch
sie sind weitgehend axialsymmetrisch. Die deutliche Axialsymmetrie des Fehlers ist erstaun-
lich, da die Anfangsanordnung der Teilchen auf einem uniformen kartesischen Gitter diese
Symmetrie nicht besitzt, die ta@shlich enthaltene 4-fach Symmetrie wird im Ergebnis nicht
sichtbar. Man beachte, daR die radiale Teilcheidaufig bei verschiedenen Winkeln um den
Faktor+/2 variiert, gleichzeitig liegt die Periodeimige der Oszillationen auch weéiber dem
mittleren Teilchenabstand. Man kann nun mit einiger Sicherheit ausschlie3en, daf? die Oszil-
lationen ein von der Teilchenaaflung ablngiger numerischer Fehler ist.

Wir fuhren nun eine Parameterstudie durch, um dereni{Ssdl auf den Fehler und das
Ergebnis insgesamt zu studieren. Zuerst testen wir zwei verschiederisungen bei ver-
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FMM Di chte

Anal . Loes.
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tau= 1.060000e- 01
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Abbildung 4.1:  Oszillierende Dichte nach 250 000 s Simulationszeit, dies entspricht ca. 25 Keplerbahnen beir = r.
Auf der X-Achse ist die Teilchenauflosung mit kurzen vertikalen Linien angedeutet.

minderter Viskostt.

n v "minmax | RS | NLS | LS | Nsm | Osm
2a) | 467 | 3.10°% | 06—14 | 1000s| 11 | 04 | 1 | 005
2b) | 311|3.10°% | 06—1.4 | 1000s| 11 | 0.8 | 1 | 0.05
20) | 467 | 3-10% | 06—14 | 1000s| 11 | 09 | 4 | 0.1

Auch in diesen Simulationen mit einer 10-fach kleineren Viskasitentwickelten sich die
beschriebenen Oszillationen mit gleicher Ortsfrequenz wie bei Verwendung der Parameter
in Rechnung 1), diese wurde auch nicht durch digrderte Teilchenaufsung beeinflusst.
Das Wachstum des Fehlers scheint dabei an die viskose Zeitskalapfekn sein, er ent-
wickelt sich also im Verhltnis zu der Anzahl an Kepleruénifen und Anzahl der Restarts
um den Faktor 10 langsamer. Durch die auf der viskosen ZeitskabthterRestarthufigkeit
erhdht sich auch der Einflul? der Dichtégilung, wahrend die Parameter in 2a,b) noch zufrie-
denstellende Genauigkeit lieferten, zeigte sich in 2c) eine Abflachung des Dichteprofils. Die
starkere Gattung konnte jedoch das Einsetzen der Oszillationen nur unmerklichgearz
Das Leastsquare-Verfahretirfdie Geschwindigkeiten lieferte auf dem Gitter mit £111
Punkten eine ausreichende Genauigkeit, der Parameter 0.9 fuhrte jedoch zu einer un-
natirlichen Verkleinerung des Simulationsgebiets.

In den folgenden Rechnungen testen wir eine feineres Gittefds Leastsquare-Verfahren
der Geschwindigkeiten, die &tung auf einem @beren Gitter und eine neue Formit tlie
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Quasiinterpolation.

‘ n ‘ v ‘ I'min,max ‘ trs ‘ nLs ‘ s ‘ Nsm ‘ gsm
3ab.c) | 467 |3.108 | 055145 | 1000s| 17 | 05| 4 | 015

In der Rechnung 3c) wurdeiiifdie Quasiinterpolation neue Positionen und Gewichte getes-
tet, die inGauger(2000 beschrieben sind, die Gitterweite ist dabei verdoppelt. Ggem
den Rechnungen 3a,b) mit der bereits angegebenen Formel konnte jedoch kein Einflul} auf
das Ergebnis ermittelt werden. In den Rechnungen 3b,c) wurde das Anfangsgitter bei jedem
Restart um einen jeweils neuen alligen Betrag inx und y-Richtung verschoben, die Ver-
schiebung lag im Bereich eines Teilchenradius. Nach deillmy#n Verschiebung wurden
die TeilchengdRen mit dem Restart-Verfahren ermittelt, prinzipiell ergibt sich damit keine
Veranderung der Approximation der Feléfen, wir haben damit jedoch die wiederkehrende
Korrelation der Positionen von alten und neuen Teilchen bei jedem Restart gebrochen, ein
dadurch verursachter systematischer Fehler kann somit ausgeschlossen werden. Diese Vor-
gehen brachte jedoch hinsichtlich des oszillierenden Fehlers keinen Unterschied. Ebenfalls
keinen Unterschied brachten die &aderten Gitterifr das Leastsquare-Verfahren und die
Dichtegkttung. Es ist zwar ersichtlich, daR einarkere Gattung insgesamt eine etwas nied-
rigere Amplitude in der Oszillation des Fehlers bewirkt, der Fehler dadurch aber auch global
groRer wird, so daf? insgesamt keine Verbesserung erzielt wurde.

In weiteren Rechnungen veii$ern wir nun den Simulationsbereich und testen ein
verandertes Restartintervall.

n v I min,max tRs | NLs | rLs | Nsm | 9sm
4a) | 421 | 3- 10-8 05-15 1000s| 13 0.5 4 0.1
4b) | 421 3- 108 | 0.45—1.55 | 1000s| 13 05 3 0.1
4c) | 421 3.1078 | 045— 155 | 500s | 13 0.5 3 0.1

Die VergidlRerung des Simulationsbereichs vermindert natuégeden Fehler am Rand, im
Innenbereich, also nalie= rq ergibt sich jedoch keine Vanderung. Die verdoppelte Rest-
artfrequenz, hier nun béglich echter und viskoser Zeitskala, vé¥ert den Fehler deutlich.
Der Zeitpunkt, an dem der Fehler anfyt stark zu wachsen sowie die Oszillatiémgle blei-
ben davon unbéhrt, lediglich die Amplitude ist ver@fiert. Der Faktor, um den die Ampli-
tude anvéchst, ist im Innenbereich deutlichtder, vdahrend am Rand kaum ein Anwachsen
festzustellen ist.

Das stark oszillatorische Verhalten des Fehlers leitet zu dem Versuch, diesen durch geeig-
nete Ghttungsverfahren zu beseitigen. In den folgenden 5 Rechnungen testen wir nochmals
ein gberes Gitteriir die Ghttung und vergleichen die Ergebnisse mit Rechnungen ohne das
Glattungsverfahren mit verschiedenen Viskétgh. In der Rechnung 5b) haben wir @trtich
in der Ausgangssituationy = 0 gesetzt, um einen @glichen Einflul? der @aherungsweisen
analytischen bsung in den Anfangsdaten zu studieren. In der Rechnung 5d) wurde bis zum
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Zeitpunkt 50 000 s kein @ttungsverfahren eingesetzt. Ab diesem Zeitpunkt beginnt der Feh-
ler stark zu wachsen, weitere 50 000 s wurden dann mit starketuBy gerechnet.

n v "minmax | RS | NLS | LS | Nsm | Osm
5a) | 421|3.1078 | 05— 15 | 1000s| 13 | 05| 1 | 05
5b) | 421 | 3-108 | 05—-15| 1000s| 13 | 05| 2 | 03
5¢) | 421 | 3-1078 | 05— 15 | 1000s| 13 | 05 | ©
5d) | 421 | 3-1078 | 05— 1.5 | 1000s| 13 | 05 | 0/2 | 05
5¢) | 421 3-10% | 05—15 | 1000s| 13 | 05| ©

Auch in dieser Parameterstudie beobachten wir, daf3 beiggenl starker Glttung wie in

5a) und 5d) der oszillatorische Verlauf der Dichte fast vatslig unterdiickt werden kann,

der kumulierende Fehler durch die&aling selbst beeiréchtigt jedoch das Ergebnis sehr
stark. Die Rechnungen ohned®ung brachten keine Verbesserung gédpen entsprechen-
den Rechnungen mit sehr geringera@ling, wie etwa in 2a). Das Einsetzen vgn = 0
bewirkte eine zuitzliche globale Verschiebung des Dichteprofils und damit eine Zunahme
des Fehlers.

Aus den bisherigen Parameterstudien geht hervor, dal3 édaisi@jsverfahren den beob-
achteten Fehler nicht erzeugt, sondern bestenfalls die Oszillaticimapfd Verursacht das
Restartverfahren den Fehler, so ist dieser uaagly von der Lage des Anfangsgitters, der
Teilchenaufsung und der Formelif die Quasiinterpolation und entwickelt sich nahezu
gleich auf der viskosen Zeitskalérfverschiedene Viskositen, die Restartfrequenz beein-
flusst die charakteristische zeitliche Entwicklung nur minimal. Wir beobachteten, daR bis zu
dem Zeitpunktt = 50 000 s die simulierten Ergebnisse sehr gut mit der quasi-analytischen
Losungubereinstimmten, danachaehst der Fehler stark aiberschreitet jedoch nicht die in
der Abb.4.1 gezeigte Situation. Biglicherweise ist das gedalte Problem sehr instabil und
kleine numerische Fehleiifiren nachdngerer Zeit zu groRen Abweichungen.

Das Restartverfahren alleifitirt zu keinen Fehlern dieser Art, man kann als Test hier-
zu das Restartverfahren mehrmals hintereinander auf die Ausgangssituation anwenden, das
entspricht einer Simulation mtks = 0. Ein axialsymmetrischer Fehler in der Dichteap-
proximation lonnte etwa dann zustande kommen, wenn der Approximationsfehler von dem
Dichteprofil abtangt, also voréy £ oderdrr X, was jedoch nicht beobachtet wird. Der kumu-
lierte Fehler des Restarts allein zeigt nur eine Tendenz, den konvexen Verlauf des radialen
Dichteprofils beir = rqg zu glatten, der Effekt ist jedoch um mindestens einéf&nord-
nung kleiner als der beobachtete Fehler. Wir schlieBen daraus, daf? unser numerisches Modell
sehr wahrscheinlich dynamisch instabil ist. Mit der folgenden Rechnung zeigen wir, dal3 ein
geriigend glatter Verlauf der kinematischen Viskasit(x, t) den beobachteten oszillieren-
den Fehler verhindern kann. Wirallen sinnvolle Parameter ohned@ung

‘ n ‘ v ‘ ' min,max ‘ tRs ‘ nLs ‘ r.s ‘ Nsm ‘ gsm
6 | 421 3-108 | 05-15| 1000s| 17 [ 05| 0 |
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und setzten ifr die Berechnung des viskosen Parameters die bekannte quasi-analytische
Losung der Richendichte ein = nXan anstatt wie bisher die simulierte Dich®. Das
Ergebnis zeigt keinen oszillierenden Fehler mehr, da sich jedoch durch verstandene Appro-
ximationsfehler die GifienXan und X voneinander weg entwickeln, entfernt sich auch das
Simulationsergebnis langsam von der Refergsirhg. Mit dieser Erkenntnis entwickeln wir
nun eine Vorgehensweise, mit dem das Beispiel des viskos zerflieRenden Staubrings zufrie-
denstellend géist werden kann. Bei jedem Restart erzeugen wir ohigt@ig sy = 0)
die neue Fdchendichte aus den alten, verformten TeilcRgn— X1, gleichzeitig erzeu-
gen wir eine stark gegttete DichteXj — Xg 41 die wir ausschlieRlich zur Berechnung
der kinematischen Viskositv = 4 Xg benutzen, die Koeffizienten hieiif sindngy = 3
undgsp = 0.3333. Da die gegittete DichteXs nach jedem Restart aus der ungegten
hervorgeht, wird ein kumulierender Fehler verhindert, beide Dichten unterscheiden sich nur
wenig voneinander, es gilt
1T — 3¢
2+ Xg)
im Simulationsgebiet mit gélgendem Abstand zum Rand, dierigen Parameter entsprechen

denen in 6). Das radiale Dichteprofil zeigt auch in dieser Rechnung kein&Wigkeit vom
Azimutwinkel ¢.

< 0.001

FMM Di chte s
Anal . Loes. »
Startdichte

__ Fehler * 100

tau = 1.384000e-01

%Tm&mm\mmmu T T

Abbildung 4.2: Flichendichte (y = 0) auf der positiven X-Achse nach 350 000 s Simulationszeit, dies entspricht ca.
35 Keplerbahnen beir = rq. Auf der X-Achse ist die Teilchenauflésung mit kurzen Linien markiert.
Der Fehler ist die Differenz aus der quasi-analytischen Losung und der simulierten Flichendichte,
hier mit dem Faktor 100 vergréfiert. Der anwachsende Fehler am Rand riihrt wesentlich nur von der
Begrenzung des Rechengebiets her.
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Mit diesem Ergebnis beenden wir die Untersuchungen zu diesem Testproblem, durch das
Parameterstudium haben wir den prinzipiellen Umgangmmit in der Praxis gelernt. Eine
zusatzliche wichtige Erkenntnis ist jedoch auch, daR unser Testproblem des viskos zerflieRBen-
den Staubrings nicht als Testproblem geeignet ist. Neuere Sigdalitalysen zeigen, dal? das
Modellproblem instabil gegéioer einer spirairmigen Sérung mit der Modenzahh = 1
ist. BereitsOtt (1995 und Speith (1998 haben mit der SPH-Methode diese Problemstel-
lung untersucht und haben ebenfalls Instadiéin in den numerischen Ergebnissen entdeckt,
die Ergebnisse zeigten Spiralstrukturen mit dieser Modenzahl. Es bleibufigrungelrt,
warum in der Simulation mieMm die spiralbrmige Instabiliéit nicht auftritt, sondern ein
axialsymmetrischer Fehler beobachtet wird. Mit der Interpretation unserer Ergebnisse schlie-
Ren wir nun an die Diskussion an, die am Anfang dieses Kapgiteds Instabiliiten geiihrt
wurde.
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4.2 Druckdominierte Scheiben

In realen astrophysikalischen Akkretionsscheibénren die Druckkifte oft nicht wie im
letzten Beispiel vernachssigt werden. Innerhalb dei@Nerung @ir dinne Scheiben sind die
starksten Kafte zwar die Gravitationskfte, an zweiter Stelle kann der thermodynamische
Druck die dominante Kraft sein, die zu einer von der Keplerbewegung abweichenden Struk-
tur fuhrt. In diesen Scheiben soll eimeViskositat explizit vernactdssigt werden. Wir erin-
nern uns, dal3 diese Viskdsitkeine Materialeigenschaft des Fluids in den Scheiben darstellt,
sondern daf3 es sich um eine Modellierung der Turbulenz und deren Auswirkungen handelt.
Diese Viskosiatsform wurde dazu benutzt, die Dissipation und den Drehimpulstransport und
damit schlie3lich die Akkretion zu er&ten. Es stellt sich die berechtigte Frage, welche ande-
ren Prozesse ebenfalls in der Lage sind, einen bedeutenden Anteil zum Drehimpulstransport
beizutragen. &r eine audihrlicheUbersicht der in Frage kommenden Mechanismen verwei-
sen wir aufPapaloizou & Lin(1995; Papaloizou & Pringl€1977). Wir beschénken uns
zuréchst auf nicht-magnetische Modelle, in denen die Scheibe einer Rossby-Wellen Instabi-
litat unterliegt.

Zu solchen Scheiben liegen bereits Rechnungen mit Gitterverfahre.iver §l. 2007),
diese Ergebnisse werden wir mit denen aus der Simulatiorrvit vergleichen. Der Sinn
dieses Vorgehens wurde bereits diskutiert, das numerisch gewonnene Ergebnis eines physi-
kalisch instabilen Modells sollte unadhgig vom numerischen Verfahren sein, um als physi-
kalische Instabilit interpretiert werden zudknen. Es wird dabei festgestellt, daf? die vergli-
chenen Ergebnisse hervorragditzereinstimmen, dies liefert eine gegenseitige &éging
und zustzliche Sicherheit in der Interpretation numerischer Resultate.

Instabilitaten durch Rosshy-Wellen in Akkretionsscheiben wurden in lineaabeNingen
von Li et al. (2000 schon analytisch behandelt. Aus den selbstkonsistenten, hydrodynami-
schen Simulationen erhofft man sich herauszufinden, wie sich die Instalviibichtlinearen
Fall entwickelt, oder speziell, ob die Instakilitzur Bildung groRRer, alsidber weite Teile der
Scheibe ausgedehnte Wirbahft. Das weitere Interesse gilt der genauen Struktur der Wirbel
und der Frage, ob die Instabditlangere Zeit aufrechterhalten wird und ob die Wirbel selbst
stabil sind.

Die Frage nach der Wirbelbildung hat astrophysikalisch elementare Bedeutung, zum einen
gehbren sie zu jenen Prozessen, die Drehimpulstransport bewerksteltigaerk, zum ande-
ren werden sie in protoplanetaren Scheiben als Keimzellen der Planetenentstehung gehandelt.
Seit der Entdeckung der ersten extrasolaren Planeten ist die Theeri®lanetenentstehung
in protoplanetaren Scheiben ein aktuelles und dringliches Forschungsthema.

In Arbeiten vonKlahr & Bodenheime(200Q 2001); Wolf & Klahr (2002 wird untersucht,
ob eine barokline Instabilit in protoplanetaren Scheiben ebenfalls zu Wirbelbildutgen
kann. Man kann zeigen, daB3 protoplanetare Scheiben einen negativen Entropiegradienten in
radialer Richtung aufweiseniimssen. In solchen Scheiben ist der Dichtegradient nicht mehr
parallel zum Druckgradient, was zur Instaliitifuhren kann. In den durchgéirten Simula-
tionen mit dem Gittercode TRAMRK(ahr et al. 1999 konnte aus einer baroklinen Scheibe
ein Wirbel entstehen, in der Arbéitolf & Klahr (2002 wird dann gezeigt, daf3 solche Wir-
bel, ein Filhstadium der Planetenentstehung, mit dem geplanten Atacama Large Millimeter
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4.2 Druckdominierte Scheiben

Array (ALMA) moglicherweise tatchlich beobachtet werdehnten. In einer der vorge-
stellten Rechnungen nivm wird eine barokline Scheibe untersucht.

4.2.1 Modellierung druckdominierter Scheiben

Fur die in diesem Abschnitt vorgestellten Rechnungdissen wir @r geeignete Randbe-
dingungen am inneren ur@lReren Rand in radialer Richtung sorgen, denn die Beispiele
gehen von einer anfangs konstanteadRlendichteX aus. In den Vergleichsrechungen mit
Gittercodes wird eine halboffene Randbedingung modelliert, in den Randzellen werden die
thermodynamischen GRen konstant fortgesetzt, so daf? dort kein Druckgradient auftritt. Die
Geschwindigkeit wird aus der benachbarten innenliegenden Zelle kopiert, das Fluid kann das
Simulationsgebiet verlassen, von auf3en kann jedoch keine MassémiastrWir wollen
versuchen, solche Randbedingungenmit1 zu realisieren. Weiterhin soll nicht die gesam-

te Scheibe, sondern nur ein Winkelausschnitt davon gerechnet werden. Dies spart zum einen
Rechenzeit, zum anderen kann so eine bestimmte Mode dlem§tangeregt werden.

Das Teilchengitter

Um der Geometrie eines Winkelausschnitts Rechnung zu tragen, ordnen wir die Teilchen so
an, daf3 sie in Polarkoordinaten einem uniformen Gitter entsprechen. Die Anfangssituation
(die natirlich auch fir jeden Restart gilt) ist in Abbkl.3 dargestellt. Man erreicht somit eine
konstante Winkelaufisung, der Bereich bei kleineren Radien, an dem die Scheibe schneller
rotiert und die bhere Scherung aufweist, ist gleichzeitighler aufgebst. Mit der Teilchen-

grofke ing-Richtung wachst auch die Ausdehnung in radialer Richtung, so dal3 das Aspekt-
verhaltnis der Teilchen konstant ist.

Abbildung 4.3: Schematische Darstellung einer R— ¢ Anordnung der Teilchen fiir den Winkel 45° mit der Auflosung
12 x 5. Die gestrichelte Linie zeigt den Winkel, an dem periodische Randbedingungen gelten. Auf
die grauen Teilchen wirken keine Druckkrifte. Die GroBe der Teilchen ist um den Faktor 5 kleiner
dargestellt, in Wirklichkeit iiperlappen sich die Teilchen entsprechend dem Grad, der aus der Ansatz-
funktion hervorgeht.

Die Gitterverfahren aus den zitierten Arbeité&sén das Problem prinzipiell in Polarkoor-
dinaten. In unserem Fall ist zwar die Teilchenausrichtung der Symmetrie eines Winkelaus-
schnitts angepasst, die Simulation erfolgt jedoch in kartesischen Koordinaten, insbesondere
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4 Simulation idealisierter Akkretionsscheiben

werden die Bewegungsgleichungen in kartesischen Koordinaten benutzt. Durch diese Teil-
chenanordnung kanitber die periodischenahder hinweg eine genaue Approximation der
thermodynamischen GRen erfolgen. Insgesamt muf3 jedoch gesagt werden, dal3 die Appro-
ximationseigenschaften, insbesondere bei der Quasiinterpolation, nur abehungsweise
gelten. Durch die variierende Teilchede sichilberlappender Teilchen und durch die leich-

te Verdrehung &nnen dieUberlappungsbedingungen nicht mehr exaktilériverden. Fir

eine weitere Diskussion hierzu verweisen wir @#uger(2000), dort wurde das Problem des
viskos zerflieBenden Staubrings mit dieser Gitteranordnurigsgdei gefigend hoher Teil-
chenaufbsung ist das Verfahren hinreichend genau. Mit einer@sufhg von 200 Teilchen in
radialer Richtung wurde die quasianalytischisung nach 50 Keplerumdrehungen und 500
Restarts noch mit einem relativen Fehler von ca. 1% reproduziert. In dieser Arbeit sind auch
die Details zur Realisierung nicht paralleler, periodisch@&nd®er angegeben.

Halboffene Randbedingungen

Die Begriffsbezeichnung der halboffenen Randbedingungen ist hierimlith gewahlt. Wir

suchen nach Randbedingungen, die ein AusflieBen des Fluids aus dem Simulationsgebiet
ermiglichen, jedoch nichtinduzieren, gleichzeitig sollen an dandern keine Wellen reflek-

tiert werden. Die Methode von Randzellen in Gitterverfahrendeleistet nicht vollsindig,

daR keine Sirungen am Rand reflektiert werden, daher die von unsigkte/Namensgebung.

Als erstes ist zu bemerken, da mitM am Rand keine Sprungfunktion realisiert werden
kann, dasaul3erste Teilchen wird am Gebietsrand eine Dichte und Entropiedichte entspre-
chend seiner Ansatzfunktion approximieren, dadurch zeigt der nichtverschwindende negative
Druckgradient immer nach auf3en. Jede Teilchenanordnung, die nur ihren Critekkun-
terliegt, wird sich somit in das umgebende Vakuum ausdehnen. Um dies zu verhindern, wer-
den die Druckkafte fur die auRersten Teilchen vernaéhkigt. Entsprechend Abb.5 erzeu-
gen wir also eine Bande von Teilchen, die keinen Druéklten unterliegen. Am Innenrand

setzten wir alsdzl(pz)3, Mipz)s = 0, wobei die Indizierung eine Nummerierung in radialer
Richtung ist undiir alle Winkel gelten soll, am AuRenrand der Scheibe wird jeweils entspre-
chend verfahren. i die Teilchen mit 3bSplines als Ansatzfunktion utiderlappungsgrad

2 ist eine Bande von drei Teilchen notwendig. Das erste der Druckkraft unterliegende Teil-
chen erreicht in seiner Ausgangssitutation den Mittelpunkt des Teildhen<, das dritte
Teilchen ist notwendig, um bis zu diesem Punkt eine konstante Funktion approximieren zu
kdnnen. Wird auf diese Weise eine Anfangssituation mit verschwindendem Druckgradient
im Innern realisiert, so wirkt auch auf die Teilchen mit den Indizes 4 keine Druckkraft.

Die druckkraftlosen Randteilchen erhalten eine Keplersche Anfangsgeschwindigkeit, sie un-
terliegen den Gravitationsiften und werden somit auf Kepler'schen Bahnen mitbewegt. Es
hat sich als geeignet erwiesen, daf? auch die Randteilchen den Reildftegskinterliegen,
dadurch Bnnen sich Randteilchen und inneliegende, freie Simulationsteilchen gegenseitig
beeinflussen. Dadurch ist in gewisser Weise eine Zwangsbedingung am Rand realisiert, sinn-
voll gewahlte Reibungskifte sind jedoch schwach genug, so daf die freien Teilchen weit in
den Rand eindringendkinen und auch eine gégend groRe Geschwindigkeitsdifferenz zu
diesen einnehmendkinen. Zum letzteren sei gesagt, dal in allen erwartetém8trgen in

den Scheibenmodellen die Geschwindigkeit immer nahe der Keplergeschwindigkeit liegt.
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Die thermodynamischen G8en werden wie gefordert konstarter den Rand fortgesetzt.
Die Entwicklung der Dichte- und Entropiestrukturen der Scheibenmodelle erweist sich als
langsam gegdiber dem Restartintervall. So gegt es, nur bei jedem Restart died@Ben
am Rand anzupassen. DiedBen der Randteilchen ergeben sich mit der Quasiinterpolation
dadurch, dafl3 die Dichte und Entropiedichte nicht an démzStellen des Quasiinterpolan-
ten, sondern an einem in radialer Richtung verschobenen Ort, also etwa am Mittelpunkt des
Teilchensi = 4 aus den alten Teilchen ausgewertet werden. Alternétin&n auch einfach
die GioRen des Teilcheris= 4 auf die Randteilchen kopiert werden, unter Beachtung der
GroRRendifferenz. Beispielsweise ergeben sich die Teilchenmassen aus

detHg - m(1,2,3) = detH(12.3) - My. (4.5)

Erreicht also eine Dichtewelle den Rand und dringt in den Bereich der Randteilchen ein, so
wird sie zurachst durch die Reibungsifte leicht gedmpft, durch den aufgebauten Dichte-
wall nur schwach reflektiert, da sie alsbald beiatinsten Restart gegtet wird. Umgekehrt
erfolgt kein EinflieRen von Masse aus den Randteilchen bei Eintreffen eineiinferdgs-
welle. Der Restartvorgandif die Geschwindigkeiten wird nicht modifiziert, es ist also nicht
notwendig, den Randteilchen die analytisch bekannte Keplergeschwindigkeit aufzuzwingen,
sie weicht aber auch dennoch kaum davon ab.

Anregung der Instabilit &t

Durch die Auswahl eines geeigneten Periodenwinkels kann eine Ingtabilit einer be-
stimmen Mode bevorzugt werden, im ersten Beispiel untersuchen wir Rossby-Wellen mit der
Modenzahl 3 und &hlen daher einen Periodenwinkel van/3. Um die Instabili&it anzure-

gen wird auf die Dichtestruktur ein Rauschen mit der relativen Amplitude von 1% gegeben.
Dazu wird die Masse jedes Teilchens mit einer Zufallszahl aus dem Intern@il18.1.0225]
multipliziert. Die Intervallgrenzen leiten sich einfach aus der Teilctxenlappung ab, jedes
Teilchen besitzt an seinem Mittelpunkt (in zwei Dimensionen) einen Approximationsanteil
von 4/9. Durch dier — ¢ Anordnung der Teilchen und deren variierend®@m erhlt das
System ein Rauschanteil mit unterschiedlichen Ortsfrequenzen, dadurch sodkchst vie-

le Instabilititsmoden angeregt werden.

4.2.2 Instabilit &t einer homentrop gest 06rten Scheibe

Das Testbeispiel geht auf Arbeiten vbavelace et al(1999 zuriick, in denen Rossbywellen-
Instabilitaten in Keplerschen Akkretionsscheiben untersucht werden. Es wird gezeigt, dal ein
lokales Maximum in der Entropiedichte zu Rossbywellen und spinalfigen Schockwellen
fuhren kann. Eine 8tung der Entropie kann durch den beschriebenen Roche-Lobe-Overflow
oder durch Gezeitenlifte in einem Bidrsystem in der Scheibe entstehen. In der Arbeit
et al. (2000 werden diese $tungen in linearer Bherung analytisch untersucht undLin
et al.(2001) eine Simulation mit einem speziellen Gitterverfahren vorgestellt.

Das von uns ausgesuchte Beispiel entspricht der Bezeichnung Tbhdnal. (2007).
Man betrachtet eine Scheibe in dem Bereich= 2 bisra = 10 mit einer konstanten
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Hintergrund-FachendichteXy und Temperatuffp, die in der Mitte beirg = 5 eine in ra-
dialer Richtung homentrope, GawRiige Sbrung besitzt, es ist alsb(r) = Xg - B(r) und
P(r) = Po[Z(r)/ Zo]” mit

2
B(r)=l+(A—1)exp|:—; (r_r") } (4.6)

Ar

A = 135 undAr/rg = 0.05. Das Beispiel kann in beliebigen Einheiten gerechnet wer-
den, als einzigste Normierungsbedingung geht dasalferis aus Schallgeschwindigkeit und
Keplergeschwindigkeit ein, es gilt

2y =7 Po/Zo =7 To=00103(rg). (4.7)

Wir benutzen die bereits vorgestellte Zustandsgleichung eines idealen Gadesé Rech-
nung. Auftretende Dissipationen, im Teilchenmodell durch Reiburédiskmodelliert, erzeu-
gen Entropie, die bei der Zeitintegration teksichtigt wird. Auf die Teilchen wirken kei-
ne viskosen Kifte, zur Raumintegratioaber die Teilchen benutzen wir die 5-Punkt Gaul3-
formel. Die vorgestellte Sparse-Formel eignet sich nicht, da steile Druckgradienten auftre-
ten werden, als Zeitintegratorallen wir wieder DOPRI, das Restartverfahren arbeitet ohne
das Géttungsverfahren und alle anderen Modellierungsmerkmale sind wie bereits geschildert
ausgevanhlt.

Um die Keplerbewegung numerisch weniger steif zu machen, rechnen wir irf rait
Qk (rg) mitrotierenden Bezugssystem. Auf die Teilchen wirken als@talishe Flieh- und
Corioliskrafte, Teilchen bei = rg besitzen somit eine Anfangsgeschwindighgjt= 0. Die
Anfangsbedingungeruf die Geschwindigkeiten lauten = 0 und

V3 1dP  do

¢

r _Edr+dr’ (4.8)
in das Gleichgewicht aus Keplergeschwindigkeit und Gravitationskraft wirétziish der
Druckgradient einbezogen, so daf? sich die Ausgangssituationaftel§teichgewicht befin-
det. Die dadurch eingéhrte Korrektur bewirkte eine Abweichung von der Keplergeschwin-
digkeit von weniger als 1%.

Wir interessieren undif die Instabiliit mit der Modenzahl 3 undahlen den Periodenwin-

kel 2z /3, die Rechnung wurde mit verschiedenen Teilchedaufigen durchgéhrt, diese
sind inr — ¢-Richtung 75x 131, 95x 135 und 150x 261.

Ergebnisse

Die anfangliche Strung der Scheibe entwickelt sich innerhalb den erdiefitimdrehungen
(beir = rg gemessen) recht langsam, danach setzt ein starkes Wachstum der Fluktuations-
energie ein, hierbei entwickeln sich die Wirbel. Das starke Wachstum ist nach etwa zehn
Umdrehungen abgeschlossen.

Aus der Abbildungd.5kann man erkennen, daR die Fluktuationsenergie und die gemittelte
radiale Geschwindigkeit bereits nach zehn Umdrehungen eiagig@gspunkt erreichen,
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t = 16 [in Keplerorbitsbei r =rg]

Abbildung 4.4: Flichendichte zu gleichen Zeiten bei verschiedener Auflésung, Teilchenzahl int, ¢-Richtung von links
nach rechts 75 x 131, 95 x 135 und 150 x 261. Es fillt auf, daB bei steigender Auflésung immer mehr
Details sichtbar werden, zusitzlich zu der Spirale der Mode m = 3 bilden sich Schockfronten aus.

p - (v — vk)? [Willk irliche Einheiter} Injor| [in Einheiten von vk (r = ro)]

T -4 T T

20 25

s 0 B 20 s 0 s
t [in Keplerorbitsbei r = rg] t [in Keplerorbitsbei r = rq]

Abbildung 4.5: Entwicklung der Fluktuationsenergie (links) und der Radialgeschwindigkeit (rechts). Beide Werte
wurden tiber 301 dquidistante Radien und 351 dquidistante Winkel gemittelt. Beide Auswertungen
erfolgten aus den Rechnungen mit 95 x 135 Teilchen.

die Wirbel sind in diesem Stadium bereits voll ausgebildet. Die Dichteansammlung in dem
Wirbel sowie dessen mittlere Rotationsgeschwindigkeit wachsen jedoch weiter an.

Nach 14 Umdrehungen (AbH.6) enthalt die gesamte Scheibe neben den Wirbeln auch
Rossby-Wellen und Schockwellen, die alle Drehimpuls transportieren. Aus dem Vergleich
der Rechnungen mit verschiedenen Asfingen (s. Abht.4) erkennt man, dall mit steigender
Aufldsung immer mehr Details sichbar werden. Es hat sich also nicht nur eine Rossby-Welle
mit der Modenzahl 3 entwickelt, zaklich entstehen Schockwellen, soW)berIagerungen
all dieser Effekte. Die Interpretation der Ergebnisse liefert nicht eindeutig, welche Struktu-
ren durch eine leichte Reflektion von Wellen am Rand entstehéglicherweise sind also
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NN — T

Abbildung 4.6: Aus der Simulation mit 150 x 261 Teilchen nach 14 Keplerumdrehungen bei r = rq. Farbkodiert
ist die Flichendichte X, fiir die Abbildung wurde der simulierte Winkelausschnitt von 2z /3 drei mal
aneinandergesetzt. In der oberen Hilfte ist die Abweichung zur Keplergeschwindigkeit v — vk mit
Pfeilen dargestellt. Die Scheibe rotiert gegen den Uhrzeigersinn, der entstandene Wirbel rotiert also
gegenlaufig. Die hochste relative Geschwindigkeit (schwarze Pfeile) betrigt vV—vi | = 0.11-|vk |(r =
ro) und erreicht fast die lokale Schallgeschwindigkeit.

Uberlagerungen der reflektierten Welle mit ihrem Original zu erkennen. Das in Abbildung
4.6 zu sehende Simungsbild stimmt hervorragend mit den Ergebnissenlyart al. (2001)

Uiberein. Zum Vergleich mit diesen Ergebnisseiissen noch die Unterschiede der beiden
Rechnungen bécksichtigt werden. In der Arbeit vohi et al. (2001 wird ein spezielles
Gitterverfahren in Polarkoordinaten benutzt und es wird der volle Winkel der Scheibe (2
berechnet. Aus der Arbeiti et al. (2000 sind die ndglichen Sbrungen aus der linearen
Theorie bekannt, die 8tung mit der Mode 3 wird direkt angeregt. Dadurch kann erreicht
werden, daf} diese angeregtér@hg sich in den ersten zwei Umdrehungen nahezu mit der
Wachstumsrate entwickelt, die aus der linearen Theorie bekannt ist. In unseren Rechnungen
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haben wir durch zufllig verteilte, kleine Dichtefluktuationen viele debglichen Sérungen
angeregt, die zeitliche Entwicklung zu Beginn der Simulation weicht daher auch etwas von
den Vergleichsrechnungen ab.

Um den entscheidenden Einfluf? der Wirbel zum Drehimpulstransport zu bestimmen, defi-
nieren wir analog zur Gleichung 15iinet al. (2001) den Parameter der turbulent erzeugten
Viskositat durch

a(r,¢) = (T, PP, ) or (1. §) [v4(r, ¢) — (T, 0] , (4.9)
g (r, 1) ist die azimutal gemittelte "Hintergrundgeschwindigkeit'.

t =7 [inKeplerorbitsbei r = ro] t = 16 [in Keplerorbitsbei r = rq]

a(r, d) ‘L—s.e. 1072:1.7-107Y a(r,$) [-34-1071:45.107Y
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Abbildung 4.7:  Drehimpulstransport durch Wirbel. Verteilung von a nach 7 und 16 Umdrehungen, aus der Rechnung
mit 150 x 260 Teilchen. Die kleinsten und groBten vorkommende Werte sind jeweils angegeben, sie
entsprechen im Bild der Farbkodierung weif3 und schwarz. Man erkennt deutlich, da8 das Maximum
des Drehimpulstransports in der Gegend des Wirbels stattfindet und auch nach 16 Umdrehungen noch
sehr groB ist.

Aus der Auswertung des Koeffizientenergeben sich Werte in der &Benordnung von
1072, In Abbildung 4.7 ist der Wert zu zwei verschiedenen Zeiten aufgetrageratzlish
ist der azimutal gemittelte wetty (r) angegeben, ein positiver Wert stefit Drehimpul-
stransport nach auRen. Das Maximum des Drehimpulstransports liegt im Bereich des Wirbels,
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aber auch auRerhalb dieses Bereichs findet Drehimpulstransport durch die Rossby-Wellen und
Schockwellen statt.

Im Vergleich mit den Ergebnissen van et al. (2001) fallt auf, daf’ ein etwa doppelt so
groRBesx ermittelt wird. Die Auspagung der Instabilét, insbesondere die Wirbeiske fangt
natirlich stark davon ab, wie dissipativ das verwendete numerische Verfahren ist. In den
Rechnungen mikmM steigt dieser Wert bis zum Ende der Simulation bei 20 Umdrehungen
weiter leicht an, vathrend er beli et al. (2001) leicht ab#llt. Obwonhl hier ein Verfahren in
Polarkoordinaten benutzt wurde, scheinim in kartesischen Koordinaten wenigeirdpfen-
de Einfiisse zu besitzen, insgesamt eine positive Eigenschaft eines numerischen Verfahrens.
Es sei noch darauf hingewiesen, dal3 die Gittermethoden in Polarkoordinaten oft ein speziell
ausgewvithltes Advektionsschema benutzen; die Advektion imd ¢-Richtung werden mit
Operator-Splitting-Methoden nacheinander getrennt berechnet, wobei die Reihenfolge ent-
scheidend sein kann und den Befhissen angepasst wird. Die Rechnungen mnitv in
kartesischen Koordinaten wurden mit dem originalen, unmodifizierten Gleichungen durch-
gefuhrt.

4.2.3 Eine stabile Scheibe

Fir einen weiteren Test unseres numerischen Verfahrens simulieren wir eine Scheibe, von
der erwartet wird, daf3 sidif lange Zeit stabil bleibt. Das Problem leiten wir aus dem vori-
gen Beispiel ab, lediglich die radiale Verteilung der Dichte und Temperatur wirchabget.

Die Scheibe besteht nur noch aus der Gaufifgen Erhebung, die sidliber den gesamten
Rechenbereich erstreckt, hier ist nun

2
() exp|:—; (rro_/zo) } , (4.10)

T o 29134 undcZ = 0.01vk (r = rg). Die Winkelgeschwindigkeit s wird wieder so
angesetzt, dal3 die Scheibe unteriBfsichtigung der Druckkraft im Anfangszustand im
Gleichgewicht ist, die dadurch entstandene Abweichung von der Keplergeschwindigkeit ist
klein (vy — vk )/vk < 0.01. Die Fachendichte und Temperatur fallen am Simulationsrand
so stark ab, dal? keine Randbedingungefidiesichtigt werden rasssen, es werden also keine
druckkraftlosen Randteilchen benutzt. Die Anfangsbedingungen ist wieder durch &lin zuf
ges Rauschen in der Dichte gé@st

Durch die Auswahl der Anfangsbedingungen kann Staiérwartet werden, denn jeder
Abweichung von der Gleichgewichtssituation wird durch den in radialer Richtung an oder
absteigenden Druckgradient entgegengewirkt, in der entgegengesetzten Richtung wird dies
durch den Drehimpulserhalt der Keplerbewegung &@ateistet. In der Rechnung bleibt die
Scheibe tatchlich stabil, die adingliche Shrung entwickelt unmerklich kleine Dichtewel-
len, die Scheibe schwingt dadurch leicht um ihre Ausgangslage, diese Schwingahgtw
nicht an, wird jedoch auch nur sehr schwachaegft.

Die kleinen Schwingungen um die Ausgangslage vollziehen sich langsam, auf3erdem ist
das Dichteprofil hinreichend glatt, so daR in del8tung keine Stf3e und damit wenig Dis-

70



4.2 Druckdominierte Scheiben

t =1 [inKeplerorbitsbei r =ro] t = 35 [in Keplerorbitsbei r = rq]

2(x)

Abbildung 4.8: Entwicklung der Flichendichte, auch nach 35 Umdrehungen haben sich keine Storungen entwickelt.

sipation auftritt. VerRlt sich das numerische Verfahren bei glatterd®uingen insgesamt
wenig dissipativ, wie es im Fall vormM bereits bekannt ist, so erwarten wir, daf3 die durch
die anfingliche Strung der Dichte angeregte Schwingungier Bngere Zeit konstant blei-
ben und nur wenig géanpft werden. In der umgekehrten Argumentation bewirkt ein wenig
dissipatives Verfahren ebenfalls, daf die stabile Ausgangssituigigmange Zeit beibehal-
ten wird und dissipative Prozesse nicht zu einer stetigen Abweiclitlnmgri. Wir untersuchen
daher wieder die Entwicklung der Fluktuationsenergiedichte, die Bestimmung eHf@géin
aquidistantes Gitter der Adung 551x 551. Die gemittelte Dichte der Bewegungsenergie
in der Ausgangsituation ist

ea= (2 VA, ¢). (4.11)

Wir bestimmen nun die Entwicklung der gemittelten Fluktuationsenergiedichte
e =2 (V—vK)? (4.12)

zur Zeitt in Einheiten von Keplerurdlufen ber = rq in Relation zue a.

t ‘ €t/ea
0 70.10711
40.107°
[2:35] | [26-107° : 801079
36 38.107°

In der Ausgangssituationiiisstecg = 0 sein, da wir aber die Geschwindigkeit auf einem Git-

ter bestimmen und die analytisch bekannte Keplergeschwindigkeit subtrahieren, erhalten wir
so den Anteil an Fluktuationsenergiedichte, der durch Approximationsfehler des Geschwin-
digkeitsfeldes entstanden ist. Dieser Fehler wirdirieh bei jedem Restart (wir benutzen
zehn Restarts je Keplerumlauf) wiederholt, er ist jedoch ver@dasigbar klein. Durch die
Storung der Anfangsdichte haben wir dem System eifdeudg der inneren Energie aufge-
zwungen, diese entwickelt bereits nach einem Umlauf ein Anwachsen der Fluktuation der
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4 Simulation idealisierter Akkretionsscheiben

Bewegungsenergiedichte. In den folgenden &ufén tauschen sichakrend den kleinen
Schwingungen die Fluktuation der Bewegungsenergiedichte und der Dichte der inneren Ener-
gie gegenseitig aus, die dissipativarpfung ist dabei schwach. Nach 36 Wuien erreicht
die Scheibe einen Zustand, in dem die Schwingung eine fast identische Phase mit der Schwin-
gung nach einem Umlauf aufzeigt, die gemittelten Wegtendesg liegen nahe beieinander.
Diese Eigenschaft voAmM, innerhalb derer die Reibungsterme eine fast dissipationslo-
se Keplerbewegunigber mehrere Urédlufe geviahrleisten, obwohl die Simulation in kartesi-
schen Koordinaten durchg#frt wird, zeichnet die Methode gegdérer den meisten anderen
numerischen Verfahren aus.

4.2.4 Barokline Instabilit &t in Akkretionsscheiben

Die Formulierung dieses Problems geht Eighr & Bodenheime(2000 2007) zurick. Prin-
zipielle Untersuchungen, die auch den Strahlungstranspaicks&chtigen, fihren zu der
Vermutung, dal3 eine protoplanetare Scheibe einen in radialer Richtung negativen Entropie-
gradienten aufweisen muf3. Die hydrodynamischen Modellrechnungen widmen sich der Fra-
ge, ob solche Scheiben instabil sind und ob solche baroklinen Insidilizu Turbulenzen
fuhren, die Drehimpuls transportierearinen. Wie auch in den vorangegangenen Beispielen
wird das Fluid als nicht viskos betrachtet.

Barokline Instabiliten sind bereits aus Wettestomenen bekannt, sie erzeugen die all-
seits bekannten Hoch- und Tiefdruckgebiete. Als Voraussetiurdas Zustandekommen der
Instabilitat zahlt der Zustand, in dem Dichte- und Druckgradient nicht mehr parallel zuein-
ander steheWX x VP 3 0. Dies ist ndirlich in unseren Rechnungen der allgemeine Fall,
wenn nicht speziell ein polytroper Anfangszustand betrachtet wird und gleichzéitigend
der Simulation die Entropie konstant gehalten wird (adiabatische Rechnung).

Fur die Modellierung dieses Beispieléhnen wir einfach die Techniken aus den zwei vori-
gen Rechnungeiitbernehmen, da sich lediglich die Anfangsbedingung@ndert haben. Wir
starten mit einer konstantendehendichte und einer radial abfallenden Temperatur. Die Rech-
nungen wurden iBl-Einheiten ausgéhrt, der mittlere Radius lauteg = 7.48- 1011m, dies
entspricht dem Wert 5 AU. Die Wahl dieser Einheiten besitzt den Vorteil, daf? die restlichen
Grofden, insbesondere die thermodynamischen, nictitridi€sen Fall sinnlosen astronomi-
schen Einheiten ungerechnet werdeiissen. Nur zur einfacheren Dokumentation werden
hier Langen in Einheiten von AU angegeben.

Wir starten mit einer Scheibe mit einer konstanteachendichtex = 3000 kg nr2 um
ein Zentralobjekt mit Sonnenms$é; = 1.989.10%0 kg im radialen Bereich von.2 AU <
r < 8AU undrg = 5AU. Die Temperatur beim mittleren Radius betraig@gg) = 108 K.

Die Druckskalenbhe seilber die gesamte Scheibe konstant
H Cs

hp = — = = = 0.055, (4.13)
r VK

daraus ergibt sich die radial abfallende Temperatur

1
PGy — DT = r7h2p(3|v|c. (4.14)
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4.2 Druckdominierte Scheiben

Fur ein interstellares Gas, das bei diesen Temperaturen molekular vorlégt, manibli-
cherweisey = 1.4 undu = 2535 bzw.c, = 8834. Im Anfangszustand ist = 0, die
Bahngeschwindigkeit wird wiederum so angepasst, daB sie im Gleichgewicht aus Druckgra-
dient und Keplerbewegung ist. Da die Druckskai@miber die gesamte Scheibe konstant

ist, ergibt sich hieiir der einfache Zusammenhang

2
oM [, h3
r 14

v3(r) = (4.15)

damit weicht die Bahngeschwindigkeit nur um ca. 0.1% von der Keplergeschwindigkeit ab.

t = 48 [in Keplerorbitsbei r = rg] t = 125 [in Keplerorbitsbei r = rg]

2 (x) 2(X) [0.75 Zmax © Emax]

il

/4 Ausschnitt mit 150 x 91 Teilchen, 7 /6 Ausschnittmit 150 x 61 Teilchen,
halboffene Randbedingung. dampfendeRandbedingung.

Abbildung 4.9: Die baroklin instabile Scheibe:

Links: Unter Verwendung der halboffenen Randbedingung entwickelt sich eine spiralformige Storung,
hier mit der Modenzahl m = 8. Die Storung wiéchst weiter an, nach 48 Umdrehungen wird das System
numerisch so steif, daB8 nicht mehr weitergerechnet werden kann.

Rechts: Mit gleichen Anfangsbedingungen aber anderen Randbedingungen (s. dazu im Text) entwi-
ckeln sich nur sehr langsam wachsende und axialsymmetrische Dichtewellen. Die relative Dichteam-
plitude ist klein AX / Xq = 0.09, fiir eine deutlichere Wiedergabe wurde nur ein Ausschnitt der Dichte
in Graustufen dargestellt.

In den Rechnungen konnte kein Wirbel wie in der Vergleichsrechnund<tis & Bo-
denheimel(2000 beshtigt werden, dies kann riatich daraus resultieren, daf3 nur eip4-
Ausschnitt simuliert wurde, ahrendKlahr & Bodenheime(2000 den gesamten Winkelbe-
reich einbezog und nur einen Wirbel, entsprechend der Modemzahl 1 erhalten hat. In
unserer Rechnung entwickelte sich eine spiraifige Sbrung, die nach 48 Umdrehungen so
stark angewachsen ist, daf? die Simulation wegen numerischer Steifigkeit abgebrochen wer-
den musste. Die Simulation im gesamten Winkelbereicht einer radialen Aufisung von
nur 50 Teilchen war unbefriedigendjrfeine tohere Aufbsung stand nicht géigend Re-
chenzeit zur Veiigung. Durch die relativ hohen Druckgradienten ist eine Raumintegration
der Teilchen nur mit der 5-Punkt-Gaul? Quadraturformel, jedoch nicht mit der einfacheren
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4 Simulation idealisierter Akkretionsscheiben

9-Punkt-Sparse Formeldyglich. Die eigentlich positive Eigenschaft der Reibungfie;, ins-
gesamt wenig dissipativ zu wirken und Dichte- sowie Druckgradienten nicht abzuflachen,
fuhrt in diesem Fall zu sehr steifen Gleichungen.

An dieser Stelle widmen wir uns noch der Frage, inwieweit die Randbedingungen einen
bedinstigenden Einflu auf die Entstehung der Instéhilitaben knnen. In den beschrie-
benen halboffenen Randbedingungen haben wir so gut wiglioh die Eigenschaften der
Methode der Randzellen in Gitterverfahren nachgebildet. In einem weiteren Versuch mo-
dellieren wir eine andere Art der Randbedingung, die wir hiangfende Randbedingung
nennen wollen. Anstatt wie bisher druckkraftlose Randteilchen zu benutzen und die thermo-
dynamischen Gif3eniiber den Rand hinweg konstant fortzusetzen, fordern wir hier, daf? die
Druckkraftiber einen breiten Randbereich langsanékihfdie thermodynamischen GiBen
werden darin nicht mehr konstant fortgesetzt. In unserem &Htldie Druckkraft in einem
breiten Randbereich vonRAU < r < 2.5AU linear ab, auf die innersten Teilchen bei
r = 2 AU wirken weiterhin keine Drucklafte. Die Korrektur innerhalb der Ausdehnung ei-
nes Teilchens ist klein, der Randbereich, indem die Druckkraft korrigiert wird Atrith.

20 Teilchen. Damit bei dieser Methode keianstlicher Druckgradient innerhalb einzelner
Teilchen erzeugt wird, korrigieren wir nicht lokal den thermodynamischen Druck am Rand,
sondern didiber das Teilchen integrierten Druckiie

(Fi(p)’ Mi(p)) S f. (Fi(P)’ Mi(P)), fe[0:1]. (4.16)

Strukturen, die sich innerhalb des nicht korrigierten Rechengebiets entwickeln und ausbrei-
ten, kbnnen deshalb weit in den Randbereich eindringen und werden viebsblewreflek-

tiert. Aus den Rechnungen mit diesen Randbedingungen konnte sich kémmgmehr
entwickeln (s. Abb4.9). Nach sehr langer Simulationszeit entwickeln sich axialsymmetri-
sche Dichtefluktuationen mit geringer Amplitude. Die Art dedrahg ist bereits aus den
Rechnungen des viskos zerflieRenden Staubrings bekanntraierk ndglicherweise auf
Approximationsfehler des Restartverfahrensizigefihrt werden, es ist hier allerdings zu
bemerken, daR diese Strukturen hier dennoch nicht durch die Daftklausgeglichen wer-

den.

Insgesamt sind Ergebnisse, die so stark von der numerischen Modellierung, in diesem Fall
also von den Randbedingungen, abben, sehr unbefriedigend. Andererseits untersuchten
wir eben ein System, in dem eine physikalische Insté@iiermutet wird, insofern ist es nicht
verwunderlich, daR die numerischen Ergebnisse stark von einzelnen Parametargesbh
kdnnen. Aus den Ergebnissen kann man allein nur vermuten, dal? sich @nedStur dann
aushilden kann, wenn ein kleiner Teil der Dichtewellen, die sibbr die gesamte Scheibe
ausbreiten, am Rand reflektiert werden. Zur Bégting dieser Annahme bedarf es jedoch
weiterer Untersuchungen, die im Rahmen dieser Arbeit nicht mehr angestellt werden. Wir
widmen uns stattdessen den Akkretionsscheiben itaBystemen und stellen indohsten
Abschnitt weitere Testrechnungen zu solchen Scheiben vor.
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4.3 Akkretionsscheiben in Bin  arsystemen

In den bisherigen Testrechnungen haben wir immer ein Zentralpotential betrachtet, nun wol-
len wir auch Akkretionsscheiben in den interessanten Kataklysmischen Variablen (CVs) un-
tersuchen.

Wie bereits mehrfach angesprochen, wird died®tung in Akkretionsscheiben von der
Gravitationskraft dominiert, die das Fluid auf Keplerbahnen zwingthnend thermodyna-
mische Kafte erst in zweiter Linie die Dynamik bestimmen. In den bisherigen Rechnungen
haben die thermodynamischenédfte bei der Entwicklung von &tanfalligen Scheiben ei-
ne entscheidende Rolle gespielt, auf Scheiben in CVs wirkt jedoch die noch @igtrgr
Storung des Begleitsterns. Neben den Gezeii#fitdin des Begleitsterns spielt auch die Be-
schleunigung aus der Rotation des &isystems eine Rolle, die Masse des Sekustérns
verschiebt das gemeinsame Massenzentrum, um das beide Sterne rotieren, deutlich aus der
Position des akkretierenden PéArsterns. Beide Effektédknen durch das bereits in Abschnitt
3.2vorgestellte Roche-Potential beschrieben werden. Der nicht axialsymmetrische Anteil des
Roche-Potentials wird die Dynamik der Scheibe mehr beeinflussen als die thermodynami-
schen Kafte.

4.3.1 Das Superhump Ph &nomen

In diesem Testbeispiel soll der prinzipielle EinfluR des Roche-Potentials auf die Akkretions-
scheibe untersucht werden. Wir benutzen ein einfaches thermodynamisches Modell einer geo-
metrisch dinnen Akkretionsscheibe in zwei Dimensionen, das von einer konstanten Anfangs-
dichte ausgeht, einer polytropen ZustandsgleichBng= kX7 folgt und keinen viskosen
Kraften unterliegt. Das Massenvéttnis der beiden Sterne sgi= My/M1 = 0.15. In CVs
mit solchen Massenvedktnissen wird erwartet, daf die resonante Anregung des Séiaind
terns eine Razession der Scheibe hervorruft. Die grundlegenden Mechanismeiar vienf-
den in AbschnitB.2 angesprochen.

Diese Problemstellung wurde vateemskerk(1994) vorgestellt, sie wurde dort mit ei-
nem Gittercode in Polarkoordinaten untersucht. Von W. Kley am hiesigen Insfitéstro-
nomie und Astrophysik wurde vorgeschlagen, diese Rechnung als Testbeispiel zu benut-
zen, um verschiedene hydrodynamische Verfahren zu vergleichen, die eine breite Anwen-
dung in der Astrophysik finden. Die Intention dieses Vorgehens wurde schon mehrfach be-
grundet, numerische Verfahren erzeugen Artefakte, die nicht leicht von physikalischen Ef-
fekten zu unterscheiden sind. Bei solchen Vergleichsrechnungen lernen wir typische Eigen-
schaften der einzelnen Verfahren kennen iib@reinstimmende Ergebnisse erhalten eine
grolRere Glaubiirdigkeit. An den Vergleichsrechnungen sind beteiligt W. Kley mit dem
GittercodeRH2D, S. Kunze mitSPH, beide am Institutifr Astronomie und Astrophy-
sik in Tubingen, der Autor dieser Dissertation mit den hier vorgestellten Ergebnisse aus
den Rechnungen miMm sowie A. Gawryszczak, Moskau, mit dem GittercadEUS.
Die bisherigen Ergebnisse werden ufig unter der URLwww.tat.physik.uni-
tuebingen.de/"kley/projects/cvdisk.html verdffentlicht.  Rechnungen zu
Superhumps sind nicht neu, in der Literatur finden sich zahlreiche Ergebnisse von Simulatio-
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nen, die golRtenteils mit SPH durchgéfrt wurdenLubow (19913 zeigte analytisch, welche
Auswirkung die Gezeiteninstabiit auf die Scheibe hat und basgte dies in Rechnungen
mit SPH Cubow 19911). Weitere Rechnungen mit SPH wurden beispielsweise vorwion
tehurst(1988 und Hirose & Osaki(1990 vorgestellt, sie erhalten in ihren Ergebnissen eine
exzentrische Scheibe, die langsarazmdiert. Bei der Interpretation dieser Ergebnisse muf3
jedoch beiicksichtigt werden, daf? diese Rechnungen immer eine bestimmte Form der Vis-
kositat beficksichtigen. Rechnungen mit SPH benutzen eiimeskiche Viskosit, um SbRe
aufzubsen, die auch einen Anteil an Scherviskitstiesitzt. Unsere Vergleichsrechnungen
betrachten jedoch vailfig ein nicht viskoses Fluid, aus ihnen resultieren auch keimepr
dierenden Scheiben. Natich kann im SPH Verfahren auch eine physikalische Schervisko-
sitat implementiert werden, Rechnungen zu Superhumps mit dieser Vigkisiten sich in
Kunze(2000).

Fur die Modellrechnung @hlen wir Einheiten, in denen die Gesamtmabte= M1 +
M, = 1, der Abstand beider Sterme= 1, die Gravitationskonstan®® = 1 und die Ro-
tation des Bidrsystem«LQ,, = 1 sind, iir die Bahnperiode folgt somi®y, = 2z. Die
Ausgangssituation ist eine Scheibe mit konstantéchéndichteXg = 1 in dem Bereich
ro=0.225r1 <r <rq, wobeiry der in Einheiten vora ausgedickte Roche-Radius ist, wir
benutzen die Bherung vorEggleton(1983

Ry 0.49

r=-+= , 4.17
1= T 06+923InA+q-1/3) (“-17)

alle Radien bezeichnen hier den Abstand zum akkretierenderaiRtenn, mitq = 0.15

ergibt sichr; = 0.54515. Das Veréltnis der thermodynamischen &te und der Gravitati-
onskiafte kann durch die Angabe der Machzahl am inneren Radius festgelegt werden, es sei
Mmach(fo) = |v|/cs = 25, daraus folgt miy = 5/3 der Wertk = 0.00768. In der Aus-
gangssituatioiiiberdeckt die Scheibe nahezu den gesamten Roche-Lobe désdeims.

Techniken fur die Modellierung dieses Beispiels

Auch fur dieses Beispiel bétigen wir eine geeignete Randbedingung, zumindest am In-
nenrand. In der Ausgangssituation sei di@dhlendichte konstant, mit dem polytropen An-
satz wirken damit keine thermodynamischerafte. Durch den Abfall der Dichte innerhalb

des Radius des innersten Teilchensrde jedoch ein starker Druckgradient entstehen, der
die Masse am Innenrand schnell in Richtung des Brsterns beschleunigt. Wir beheben
dies durch die Einfhrung der halboffenen Randbedingung, wie sie im vorigen Abschnitt be-
schrieben wurde. Entsprechend der Definition dieses BeispielsHamhsker1994) seien

die Rander offen, Masse kann ungehindert a@gstn, jedoch nicht in das Rechengebiet ein-
sttomen. Am AulRenrand werden die halboffenen Randbedingungen nicht implementiert. Die
Scheibe verliert dadurch innerhalb der ersten Umdrehufipen ein Drittel ihrer Anfangs-
masse durch den Fluiber den AuRenrand, dies ist auch konsistent mit den Ergebnissen aus
den Gitterverfahren. Wir éhlen fir dieses Beispiel wieder Teilchen, dieriund¢-Richtung

(im Koordinatensystem des Prémsternspaquidistant liegen, wie in den Beispielen im vorigen
Abschnitt, nur dal? hier keine periodischeari@er auftreten, da der gesamte Winkelbereich
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gerechnet wird. Diese Teilchenanordnung erleichtert die Verwirklichung der Randbedingung
und ist zugleich konsistent mit den Vergleichsrechnungen, die mit den Gitterverfahren ge-
macht wurden. Gitterverfahren benutzém die Berechnung von Akkretionsscheiben immer
Polarkoordinaten, und in diesen Koordinaten ein uniformes Gitter dedgwilg 128x 128.

Wir benutzen in radialer Richtung 131 Teilchen, dies entspricht 128 freien Teilchen und 3
druckkraftiosen Randteilchen, sowie 220 TeilchempiRichtung, diese etwasbhere Zahl

ist notwendig, damit der Verdrehungswinkel benachbarter Teilche@nRichtung getigend

klein bleibt.

In der Ausgangssituation sind die Geschwindigkeiten so berechnet, dafl3 Druckkraft, Ro-
tationsbeschleunigung und Gravitationskraft im Gleichgewicht sind. Da kein Druckgradient
vorliegt, folgt die Geschwindigkeit allein aus der Position im Potential. In unserer Model-
lierung entschlieen wir uns, das Problem im mitrotierenden Koordinatensystem zu rechnen.
Die aul3eren Kafte, die auf das Fluid wirken, ergeben sich somit aus dem Roche-Potential
und den Corioliskiften. Der Ursprung unseres Koordinatensystems liegt dann im gemeinsa-
men Schwerpunkt beider Sterne. Wiakten die Anfangsgeschwindigkeit = 0 undoy so,
daR die Rotationsbeschleunigung durch die Bewegung um deiBtam, die Rotationsbe-
schleunigung durch die Bewegung im mitrotierten Koordinatensystem, die Corédtiskind
die Gravitationskifte beider Sterne nahezu im Gleichgewicht sing, bezeichne Radial-
und Winkelgeschwindigkeit relativ zum Préarstern. Die gesuchte Geschwindigkeit ergibt
sich aus der quadratischen Gleichung

2
[

¢ ddR
2o — R
p T ettorble —

der lineare Term beschreibt die nur geschwindigkeitaagige Corioliskraft. Der Term O-ter
Ordnung ist die Ableitung des Roche-Potentials in Richtung zumd@starn, der nicht ver-
schwindende, senkrechte Anteil wird vernaxsigtr ist der Abstand zum Priérstern. Aus

der Entstehung einer Scheibe durch térerstrom am inneren Lagrange-Punkt folgt, daR die
Scheibe den gleichen Umlaufsinn aufweist wie die Drehung desrBystems, aus der Glei-
chung4.18ist die Losung zu vahlen, die im Grenzfall verschwindender Corioliskraft den
richtigen Umlaufsinn ergibt. Durch dieses Verfahren erreicht man eine Anfangsgeschwindig-
keit, in der die Scheibe relativ gut im Kftegleichgewicht ist, so dal3 zu Beginn der Simulation
keine zu starken Schockwellen augsigtiwerden.

0, (4.18)

Ergebnisse

Die Simulation wurdeliber 52 Bahnperioden durchgigft. Schon nach wenigen Bahnpe-
rioden entwickelt sich eine zweiarmige Spiralstruktur in der Scheibd]lue den gesamten
Zeitraum erhalten bleibt, sie ist im mitrotierenden Koordinatensystem séatmrhierzu auch
Abb. 4.10

Die Entstehung der Spiralstruktur mit der Modenzaht 2 wurde in allen Vergleichsrech-
nungen besttigt, sie kann als Auswirkung der durch den Selarstern verursachten@ting
interpretiert werden. Um die Ergebnisse aus den verschiedenen numerischen Verfahren wei-
ter vergleichen zu&nnen, niissen geeignete Vergleichg@en definiert werden, die aus den
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Abbildung 4.10: Die nicht viskose Scheibe im Roche-Potential entwickelt eine Spiralstruktur der Modenzahl m = 2,

diese Struktur ist im mitrotierenden Koordinatensystem nahezu stationir, nur der Schwerpunkt os-
zilliert leicht und ist im zeitlichen Mittel deutlich zum Sekundérstern hin verschoben. Der Scheiben-
radius erreicht nach 5 Bahnperioden (t ~ 30) einen nahezu stationdren Wert, vgl. hierzu Fig. 7 in
Heemskerk (1994). Der stetige Massenverlust vollzieht sich gegen Ende der Rechnung hauptséichlich
iiber den Innenrand, die lokale Dichte nimmt daher ebenfalls ab, es ist Emax(t = 200) = 0.181
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Daten gewonnen werderbknen.Heemskerk(1994) untersucht dazu die Entwicklung des
Scheibenradius und kommt zu dem Ergebnis, dal3 dieser bis gegen Ende der Simulation ab-
nimmt und einen Wert nahe 0.4 erreicht, dieses Ergebnis wird auch von den beiden anderen
Gitterverfahren RH2D und ZEUS iahnlicher Weise bestigt, nicht jedoch von den Ergeb-
nissen aus den Lagrangeschen Teilchenmethoden SPH und den hier vorgestektem aus

der Radius unterschreitet die Grenze von 0.5 nidbemsker1994) stellt den Rechnungen
Vergleichsrechnungen gedéver, in denen nur gewisse Anteile des Roche-Potentials benutzt
werden. Dazu wird das Potential hach ganzzahligen periodischen FunktiogeRiamtung
entwickelt, alsod(p) o ...+ Co - > 4 CmCcoSMp). Wird in den Rechnungen nur der

m = 3-Anteil der Gezeitenlkafte benutzt, bilden sich in der Scheibe Spiralen der Moden-
zahlm = 3 und der Scheibenradius stellt sich bei einem Wert um 0.53+#iamsker1994)
interpretiert die unterschiedliche Entwicklung des Scheibenradius als Ursache der verschiede-
nen vorhandenen Anteile der Gezeiteifie. Dies kann durch die Rechnungen mit SPH und
FMM nicht besétigt werden, die Entwicklung des Radius gleicht in etwa dertdeamskerk

(1994, wenn dort nur dem = 3-Anteil des Potentials benutzt wird.

Als weitere Vergleichs@3e kann die zeitliche Entwicklung der Scheibenmasse untersucht
werden. In den Rechnungen mittm stellt sich jedoch das Problem, dal3 das Restartverfah-
ren nicht massenerhaltend ist, empfindliche physikalischeniEsdlauf diese GRe werden
daher ndglicherweise falsch wiedergegeben. In allen Vergleichsrechnungen nimmt die Ge-
samtmasse ab, nach der Zeit 200 erreichen die Verfahren Werte zwischen 0.38 (ZEUS)
und 0.7 (SPH), die Werte aus RH2D mit 0.55 umaiM mit 0.45 liegen dazwischen. Die star-
ken Schwankungendmgen dabei nicht unwesentlich von den gbiten Randbedingungen
ab. Aus unseren Ergebnissen geht hervor, dal der Schwerpunkt der Scheibe mit kleiner Am-
plitude um einen Punkt oszilliert, der leicht zum Sekérstern verschoben ist. Teilchen nahe
am Innenrand beschreiben langsarazedierende Kreisbahnen um den mittleren Schwer-
punkt und schneiden den als Innenrand definierten Bereich mehrfach, sie werden durch die
beschriebenen Randbedingungen akkretiert, da sie den Rechenbereich verlassen, nicht jedoch
in ihn zurick gelangen &nnen. Diese Art énstlicher Akkretion wirkt auch auf Teilchen, die
sich auf drehimpulserhaltenden Freifalltrajektorien bewegen. Der durch diesen Effekt hervor-
gerufene Massenverlust ist somit nicht konsistent mit dem Modell der drehimpulstranspor-
tierenden Akkretion. Die Ergebnisse mit dem SPH-Verfahren liefern vermutlich nur deshalb
eine stark verminderte Massenabnahme, da in diesen Rechnungen der Innenradius stark ver-
kleinert wurde; aus technischen iibiden ist dort eine Modellierung der Randbedingungen
nicht so einfach wie miEmMm, es wurden keine speziellen Randbedingungen implementiert,
Randteilchen werden gleich wie die restlichen nach dem allgemeinen SPH-Formalismus be-
handelt.

Eine Gil3e, die die Dynamik der Scheibe wesentlich besser charakterisiert, ist die Schwer-
punktsbewegung, die wir zum Vergleich der numerischen Verfahren vorschlagen, die Ver-
gleichsergebnisse liegen jedoch noch nicht vor. Der Schwerpunkt in unseren Ergebnissen
oszilliert mit einer Amplitude der @f3enordnungA = 0.003a um sein zeitliches Mit-
tel, das ebenfalls um einen Betrag debGenordnungA zum Sekundrstern verschoben ist
(vgl. Abb. 4.10), die Perioden der Oszillation sind it und y-Richtung leicht unterschied-
lich, der Schwerpunkt beschreibt also keine einfach geschlossenen Bahnen. Beide Perioden
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sind gegeilber der Bahnperiode des Systems leichtkthdieser Periodenexzess liegt in
der GoRenordnung von 1%. Der Verlauf des Schwerpunktes besitzt einen der Rotation des
Binarsystems entgegengesetzten Umlaufsiiin,efnen aulRenstehenden Beobachter ist die
eigentliche Pazessionsperiode also die Schwebungsperigdaus Superhumpperiodesy
und der Bahnperiod®q, Py = PsHPorb/(PsH — Porb). Die Superhumpperiode ist die
Prazessionsperiode im mitrotierenden Koordinatensystem, mit dieser Periode wird die Schei-
be im nicht axialsymmetrischen Roche-Potential abwechselnd komprimiert und gedehnt,
die dadurch hervorgerufenen periodischen dissipativenaviyg bewirken die beobachtba-
re Schwankung der Scheibenemission.

Aus astronomisch zuigglichen CVs, in denen Superhumps beobachtbar sind, ist die Su-
perhumpperiode eine charakteristisché@ des Systems, sie wird oft in Zusammenhang
mit dem Massenveditnisq gebracht, es gilt der empirisch gefundene Zusammenhang

1+q

Pp=c Porb (4.19)

mit der Konstantert ~ 3.73 fir q < 0.1 (Hirose & Osaki199Q 1993 Kunze 2000. In

realen Systemen wird also ein fast vier mal so grof3er Periodenexzess beobachtet. In dem si-
mulierten Modell wurde die Viskosit vernachissigt, die Scheibe konnte sich deshalb nicht

bis zum resonanten Radius ausdehnen und es bildete sich keine exzentrische Scheibe. Die
ermittelte Schwerpunktsbewegung ist sehr klein und kann nicht zuéterdy des Super-
humpptanomens dienen. Die Schwerpunktshewegung wird eher eine Folge der Anfangsbe-
dingungen sein, in denen der Schwerpunkt am Ort desdpstern angenommen wurde und

in denen die Wahl der Anfangsgeschwindigkeit naharungsweise ein Eftegleichgewicht
beschreibt.

Das Massenvediltnis kann entscheideritber die Auspiigung der Exzentrizit der Schei-
be sein, von dieser @Re wird auch wesentlich der Periodenexzessabén. In physikali-
schen Systemen ist die Exzentrititn direkter Weise von anderen Faktorenatig, insbe-
sondere von den vorherrschenden (turbulent erzeugten) visko&éerrdiese dngen wie-
derum von den thermodynamischen Bedingungen ab. Der gesamte Zusammenhang kann wohl
sehr gut allein mit dem Massenvéitimis genaf Gleichungt.19beschrieben werden. In den
numerischen Modellen, die in diesem Beispiel keine physikalische Vigikdsschreiben sol-
len, kbnnen numerisch dissipative Eigenschaften die Exzerérizéeinflussen, wie etwa die
Einfuhrung einer knstlichen Viskosit, die einen nicht verschwindenden Anteil an Scher-
viskositt besitzen kann.

Im Vergleich der spiratirmigen Dichtestrukturen in den Ergebnissen aus den Vergleichs-
rechnungendllt auf, dal die Lage und Form der Spirai@perall nahezu identisch ist. Die
hochste Fhchendichte wird dabei am Innenrand erreicht, einzigste Ausnahme sind die Rech-
nungen mit SPH, dort wurde eben auch eine andere Art der Randbedingung benutzt und die
Spiralen sind am Innenrand weniger stark aus@igiprAus den Rechnungen im vorigen Ab-
schnitt zur baroklinen Instabitit haben wir festgestellt, dal ungeeignete Randbedingungen
die Strung positiv oder auch negativ beeinflusséniken. Die bhere Fachendichte am In-
nenrand kann ein Artefakt der Randbedingung ein, da Masse nichtéawaligtungehindert
ausflieBen kann. Aus den Rechnungen ohne Randbedingungen mit SPH bildeten sich jedoch
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ebenfalls Spiralen aus, zumindest im mittleren radialen Bereich. Die Sorge, die Wahl der
Randbedingungendinte wesentlichen EinfluR auf das Ergebnis haben, motiviert an dieser
Stelle zu einer Abnderung des Modells in der Art, in der die Randbedingungen die Schei-

bendynamik nur noch unmerklichtsen kdnnen.

Das Superhump Ph &nomen ohne Randbedingungen

Der Verzicht von Randbedingungen im Kontext vemmM bedeutet, dal? Randteilchen kei-

ne besondere Behandlung erfahren. Es wird dabérlicit weiterhin das Problem auftreten,

daf innerhalb der Ausdehnung eines Randteilchens ein Druckgradient auftritt, der ein Zerflie-
Ren der Ausgangskonfiguration liegtigt. Um diesen Effekt klein zu haltenaten wir ein

zum Rand hin stark abfallendes Dichteprofil. Innerhalb des polytropen Ansatzes sind damit
die Druckkifte am Rand klein und die Dynamik wird noch mehr von den externéifiér
dominiert, zum anderen ist ein dennoch vorherrschender Massenverlust aus Gebieten sehr ge-
ringer Dichte kaum bemerkbar und wird die Dynamik im Innenbereich hoher Massendichte
nicht wesentlich beeinflusseniiFdie radiale Dichteverteilungahlen wir die Splinefunktion,

die bereits als Formfunktioriif die Teilchen benutzt wurde

~ (I —TIp
()= 4.20
0=7(5°) (@20
mitrg = 0.3375 undAr = 0.2125, wieder sek (rg) = 1, die Dichte verschwindet am Rand.
Ergebnisse
(X, t = 50) 2 (x, t = 100) T(x, t = 180)

Abbildung 4.11: Zeitliche Entwicklung der Flichendichte. Die Spiralstruktur ist im mitrotierenden Koordinatensys-
tem stationdr, abgesehen von der sehr geringen Schwerpunktsbewegung. Die Dichte der Spiralarme
nimmt bei kleinen Radien zu, es entsteht so der Eindruck, die Arme wiirden nach innen wachsen und
ihre Windungszahl erhéhen.

Die Ergebnisse aus dieser Rechnung unterscheiden sich wenig von denen aus dem vorigen
Beispiel. Wir in der Abb4.11gut zu erkennen ist, bildet sich dieselbe stadien zweiarmige
Sprialstruktur aus. \Bhrend den ersten Bahnperioden besitzt die Scheibédfeste Fhchen-
dichte nahe den mittleren Radig Dies ist nicht verwunderlich, da diese Massenverteilung
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der Anfangsverteilung entspricht. Eine radiale Umverteilung der Masse kann nur durch Dre-
himpuls transportierende Mechanismen stattfinden. Diese wirken sich innerhalb der Simula-
tionszeit bis = 200 nur wenig bemerkbar aus, die Dichte der Spiralarme bei kleinen Radien
wachst leicht an. Durch diesen Effekt entstehtaahrst der Eindruck, die Spiralerimgden inre
Windungszahl erbhen, in Wirklichkeit bleibt ihre Lage jedodliberall konstant. Die fehlen-
de Randbedingung der druckkraftlosen Randteilchen hat sich positiv ausgewirkt, die Spiralen
werden nicht mehr nahe am Rand varkt. Die Entwicklung des Scheibenradius ist nahezu
identisch mit der aus der vorigen Rechnung(t = 200 ~ 0.515, in der Schwerpunkts-
bewegung ist ebenfalls kein signifikanter Unterschied festzustellen. Die Simulaticiltenth
leider einen kleinen Sémheitsfehler, da die Scheibenmasse im Laufe der Simulationszeit
zunimmt. Dies ist mit dem Ansatz des Beispielsimith unvereinbar, die Massenzunahme
ist auf die nicht massenerhaltende Eigenschaft des Restartverfahraéokzziirthren. Offen-
bar ist die radiale Dichteverteilung, die abwechselnd positive und negative zweite Ableitun-
gen enthlt, fir den versirkten Massenfehler verantwortlich. E&ng naifirlich mdglich, die
Teilchenmassen nach dem Restart auf die bekannte Gesamtmasse zu normieren, dies haben
wir jedoch bewusst nicht ausg#gfrt, da nicht eindeutig festzustellen ist, an welchem Ort der
Massenfehleiiberwiegt. Eine Nachnormierun@inte so zu einerilastlichen Akkretion oder
auch dem entgegengesetzten Effékiren. Zudem riasste die tatichliche Akkretion bekannt
sein, die bei der Normierung zu firksichtigen viire. Um diese Gif3e geiigend genau zu
bestimmen, riassten die Anteile der Teilchen, die den Rand schneiden, durch numerische
Raumintegration berechnet werden.

Zur Untersuchung des Massenfehlers bei dem Restartverfahren wurde dieses Beispiel zwei-
mal gerechnet. In der ersten Rechnung wurde ein 4-stufigigsu@gsverfahren benutzt, um
die Dichte an den Quasiinterpolationspunkten zu erhalten. Die buigehGitterweite ist so
ausgelegt, da das &tungsverfahren einer Raumintegration gleicht (s. Absehtil), in
der zweiten Rechnung wurde keindg&lungsverfahren benutzt. Die zeitliche Massenzunahme
verlauft jedoch in beiden &len &hnlich, nach der Simulationszeit= 200 besitzen sogar
beide Scheiben die identische Massen (bis auf 0.3%). Das Restartintervall in diesem Beispiel
betagt Atrs = 0.05, also 4000 Restart&ifdie Rechnung bis = 200, die relative Massen-
zunahme je Restart liegt bei etwa b

4.3.2 Die Akkretionsscheibe in dem Doppelsternsystem OY Carinae

Die Simulation der Akkretionsscheibe in der Zwergnova QY Car dient ebenfalls als Test-
rechnung zu Akkretionsscheiben und soll direkt an die vorigen zwei Beispiele anschlieRen.
Das System OY Carahlt zu der Gruppe der SU UMa-Sterne, dies sind Zwergnovae, die
neben den normalen Audlithen sogenannte Superaligire zeigen, die etwa 1 mag heller
sind. Wahrend dieser Superaugbhe zeigen sie zatzliche Helligkeitsschwankungen, die
Superhumps. SU UMa-Sterne haben ein Massegltmik vong < 0.25 und eine Periode,

die unterhalb von zwei Stunden liegt. Diese Systeme besitzen eine Scheibe, die in mehr oder
weniger regelraRigen Absinden Aushiche zeigt, die mit dem ScheibeninstaBii#modell

(DIM) erklart werden Bnnen. Hat sich gégend Masse in der Scheibe angesammelt, beginnt
das Scheibenmaterial zu ionisieren, wird optisch dick und heizt auf. Die in diesem Zustand
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erhdhte Viskosiéit bewirkt eine starke Ausdehnung der Scheibéibisr den resonanten Ra-
diusri-3. Die so einsetzende resonant&rBng des Sekurddsternsdsst die Scheibe nach
einigen Bahnperioden exzentrisch werden sl ihre Péazessionshewegung aus. Die Super-
humpperiodePsy (also die Pazessionsperiode im mitrotierenden Koordinatensystem, im Ge-
gensatz zur 'echten’ Bezessionsperiode im ruhenden Koordinatensydgjrist gegefiber

der Bahnperiode leicht edht, der Periodenexzess l#gt 2.2% @r das System OY Car.

Fur unsere Testrechnung@den wir nicht die Energiegleichung, sondern machen die verein-
fachte Annahme eines polytropen Gases und einer konstanten Végkbsttdieser Vereinfa-
chung kann der Ausbruch im Rahmen des DIMmth nicht reproduziert werden, mit dieser
Testrechnung sollen lediglich die wesentlichen dynamischeniEs#ldes Roche-Potentials
bei extremen Massenveitinissen und einer vorhandenen Viskasiintersucht werden. Der
Unterschied zu den vorigen Beispielen besteht also nur darin, daf3 die Scheibe nun mit ei-
ner kinematischen Scherviska@git = /X mitv = 3- 10‘8Rg/s gerechnet wird. Ist eine
Scherviskosit vorhanden, so wird sich auch eine deutliche Akkretion einstellen. Dadurch
wird sich die Scheibe natlich sehr schnell entleeren und eine Untersuchung dieze3si-
onsbewegungiber mehrere Bahnperiodd®,, ist nicht mehr ndglich. Rir dieses Beispiel
wird daher der Masséiberstromiiber den inneren Lagrange-Punkt ibeksichtigt. Die An-
fangssituation ist eine leere Scheibe, die sich erst durcHkemstrom bildet. Das System
wird in SI-Einheiten gerechnet, einige @3en dokumentieren wir zum besseren Vergleich in
Solaren Einheiten, diese sind im Anhang auidpet.

QY Car besitzt ein grol3es Massenvdthis vonq = 0.1, die Sternmassen sifd, =
0.069M, und M1 = 0.696M,, die Bahnperiode beigt Porp = 5454 s. lar das Gas benutzen
wir wieder den polytropen Ansatz mit der Konstankes 3.971- 10_9Rg, die Gaskonstanten
sindy = 1.1 undu = 0.5. Der Massentransferrate biegt M = 10-2M,,/Jahr, die Scheibe
berbtigt damit mindestens 50 Bahnperioden, bis sie einéigend grof3e Masse erreicht hat.

Techniken fur die Modellierung einer Scheibe mit Uberstrom

Wie bisher verfahren, stellen wir hier sehr dilgfich die Techniken zur Modellierung des
Uberstroms und der Scheibe vor, diese Techniken finden dann auch in den zwei Rechnungen
im nachsten Kapitel Verwendung.

Im letzten Kapitel wurde eglutert, wie durch geeignete Parametrisierudggsmari999
die thermodynamischen GRen de$Jberstroms nahe afdberstrompunkt 1 durch analyti-
sche Funktionen beschrieben werdémten. Fr die Modellierung mitfrmmM geriigt es, bei
jedem Restart die thermodynamischerv@en in dem Bereich ddsberstroms nicht durch
die alten Teilchen zu ermitteln, sondern durch die analytischéf®&rf, vorzugeben. Der
geeignete Bereich, in dem déberstrom parametrisiert wird ist beispielsweise

0.05r , <x<0.12r, (4.21)

wobeir , der Abstand vorl 1-Punkt zum Prirarstern ist, der Bereich ip-Richtung ist in
der Regel mindestens 3 mal so grof3 und symmetrisch ux-Aighse gerichtet, erdngt von
der Breite des Massenstroms ab. Die beiden &imi¢x undy beziehen sich hier relativ zum
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L1-Punkt. Da innerhalb der Rechenzeit eines Restartintervalls dieser Bereich nichtiiufgef
wird, muR das Restartintervallikzer sein als die Zeit, in der dlberstrom den ‘analytischen’
Bereich durchquert. Die angegebene AusdehnungRichtung ist in allen dokumentierten
Simulationen ausreichend.

Nun ist es ndglich, daf3 eine stark pzedierende Scheibe den Bereich des Zustroms pas-
siert, die Scheibe wird dagberstbmende Gas ablenken und innerhalb eines Sto3prozes-
ses aufnehmen. Wrend des Restartverfahrens kann dann schlecht zwischen vorhandenem
Scheibenmaterial und neuem Zustrom unterschieden werden. In den Rechnungen hat sich
allerdings gezeigt, da3 eine Scheibe, die den Zustrombereich durchquert, eine wesentlich
groRRere Dichte besitzt als der Zustrom selbst, die pbusénde Masse kann in diesem Fall
vernachéssigt werden. Diellir das Restartverfahren benutzteroGen fr sind also einfach
das Maximum aus den analytischerdGen f; und den evtl. vorzufindenden &ten der si-
mulierten Scheibds.

Aus dem vorgegebenddberdeckungsgrad der Teilchen folgt, daR? manche Teilchen den
Rand des Zustrombereichs schneiden, das Restartverfahren ermittelb8enGlieser Teil-
chen nun aus Quasiinterpolationspunkten, die zum einen analytisch vorgegeb8ea €nt-
halten und solchen, deren &@3en sich aus der vorhandenen Teilchenkonfiguration ergeben.
Dieser Umstand spielt in der Praxis keine Rolle, die Parametrisierung des Zustroms ist so
gut, dal® viahrend der Simulation am Rand des Zustrombereichs keine Diskoateruider
thermodynamischen GRen auftreten.

Der so simulierte Masséberstrom tritt in den Roche-Lobe des Péirsterns ein, dieachs-
te Annaherung an ihn istyin. Am Ort des Prirarsterns wird das Potential singules muf3
also ein geeigneter Bereich um den Panstern aus dem Rechengebiet ausgespart werden.
Dies geschieht wieder dadurch, dafl? dostwend des Restartverfahrens keine neuen Teilchen
angelegt werden, innerhalb eines Restartintervdfmlken die Teilchen jedoch in diesen Be-
reich eindringen. Bei einem geeignet geviten Restartintervall erreicht jedoch kein Teilchen
den singudren Punkt. Der Simulationsbereich ist also ein Kreisring um denédpstern mit
dem Innenradius; = 0.4ryjn und dem AuRlenradiug, = r . Der Roche-Lobe besitzt den
groRten Abstand zum Prianstern an dem Punkty, der Simulationsbereictiberdeckt also
den restlichen Roche-Lobe vobstdig. Vollfuhrt eine Scheibe eine starkedPession, so kann
sie diesen Bereich jedodtberschreiten, der Auenradius ist dann geeignet anzupassen, etwa
bisrag = 1.5r  jedoch mit der zustzlichen Bedingung > L1 x. Wahrend einer starken
Prazession kann die Scheibe den Roche-Lobe des Saksteths erreichen, in der Simula-
tion wird dieser Anteil der Scheibe aus der Rechnung entfernt. Da der Saisterth seinen
Roche-Lobe ausllt, wiirde in Wirklichkeit dieser Anteil der Scheibe auf die Obicfie des
Sekundrstern treffen und so akkretiert werden (undtsp dann wiedeiiber denL 1-Punkt
Uiberstbmen, ein Effekt, der nicht Gegenstand unserer Untersuchung ist).

Um denUberstrom mit getigender Teilchenawfsung simulieren zudnnen, viahlen wir
jeweils Teilchen, die (@ir jeden Restart) auf einem uniformen, kartesischen Gitter angeord-
net sind, die Authsungliber den gesamten Durchmesser des Rechengebiets sollte mindestens
150 Teilchen betragen, in diesem Beispiel wurden 170 und 250 Teilchen verwendet. Ein ge-
eignetes Restartintervall isks = Porp/400, man beachte, dal3 innerhalb einer Bahnperiode
ein Teilchen auf dem Radiug bis zu 60 Umaufe um den Prii@rstern vollziehen kann.

84



4.3 Akkretionsscheiben in Binarsystemen

Zusatzliche Viskosit at zur Behandlung von St 63en

In den viskosen Rechnungen von Akkretionsscheiben mit Zustroen denL 1-Punkt tre-
ten raufig sehr starke 88e auf. Wie in den bisherigen Beispielen gezeigt wurde, liegt die
Strdmungsgeschwindigkeit in Akkretionsscheiben stetdlinerschallbereich. In den bishe-
rigen Rallen war das Stimungsbild geeignet glatt, so daB der relative Unterschied der Ge-
schwindigkeiten benachbarter Teilchen nur fast die Schallgeschwindigkeit erreichte. In dem
vorliegenden Fall treten jedochd®e mit hohen Machzahlen von bis My5ch = 20 auf.
Ein moglicher Ort dieser $3e ist der ‘Hot Spot’, also der Punkt, an dem der Zustrom auf
die Scheibe trifft. Ist zu Beginn der Rechnung keine Scheibe vorhanden, so wird der Zustrom
nach dem ersten Umlauf um den Parstern sich selbst schneiden, auch dieses Zusammen-
treffen liegt weit imUberschallbereich. Der StoR, der numerisch ab schwierigsten zu behan-
deln ist, ist eine Massenansammlung nahe lag¥Punkt, die auf die Scheibe fallen kann.
Dieser Effekt erzeugt in der folgenden Rechnung zu AM CVn der Gehkter Abstrahlungs-
leistung, zu genaueren E#&klng s. Kapiteb. Ursache ist die nun bécksichtigte Viskosit,
die ein radiales Wachstum der Scheibe bis zum bzw. sdgarden Roche-Radius verursacht.
Reicht die Scheibe nahe an deqrPunkt heran, so wechselwirkt das Scheibenmaterial zuerst
mit dem Zustrom und wird leicht abgebremst. In diesem flachen Teil des Roche-Potentials be-
sitzt das Scheibenmaterial eine geringe Bahngeschwindigkeit wdtstrit dieser gegen das
weiter ansteigende Potential, wird dort aufgestaut und bildet so eine lingegé Massen-
ansammlung. Es handelt sich um den Bereich, defRichtung zwischeih 1-Punkt und dem
Massenzentrum liegt und yrRichtung bis zum unteren Ende des Roche-Lobes desaPsim
terns reicht, dieser Massenbogen ist in der Abbilddrig beschrieben. Besitzt die Scheibe
eine stark ausgefgte Exzentrizit, so wird dieser Massenbogen bei jederazessionsum-
lauf zuerst aufgéfilt, anschlieBend &tzt diese Masse auf den AuBenrand der Scheibe. Aber
auch fir den Fall, in dem die Scheibe nur eine sehr geringeéssion beschreibt, ist der
Massenbogen keine statiéme Erscheinung, hat sich in ihm geyend Masse angesammelt,
so kann er ebenfalls in periodischen Adosien auf den Scheibenrand fallen.

Zur Behandlung von $8en mitrMm wurden die Reibungskfte eingefihrt. In Testrech-
nungen wurde gezeigt, da? mit ihnen StofR3fronten gut abddgelerden knnen, ohne dal
sich die Teilchen durchdringen. Weiterhin besitzen sie die positive Eigenschaft, die Strof3-
front nicht zu verbreitern. Letztere Eigenschaft erweist sich jedoch in dem vorliegenden Fall
als nachteilig. In den auftretenderd8en mit sehr hohen Machzahlefingden sich &aumlich
sehr kleine und zugleich sehr dichte Strof3fronten ausbilden und die Teilchen stark kompri-
mieren. Sehr kleine Teilchen wirken sich jedoch negativ auf die numerische Steifigkeit aus,
zudem nlissten sehr starke Reibungike wirken, damit sich diese Teilchen innerhalb der
kurzen Distanzen nicht durchdringen. AucBhvend des Restart-Verfahrengigaten die lo-
kal eng begrenzten StoRRgebiete mit @ggender Teilchenzahl aufgest werden, in der von
uns geviahlten Teilchenaufisung wirde jedoch ein Teilchenradius das gesamte StoRgebiet
Uberdecken. Zur Abhilfe dieses Problems wird eine weiténeskiche Viskoskt betrach-
tet, deren Eigenschaft zu einer&ling der StoR3fronteriihrt. Die neu eingéfhrte Kraft ist
identisch mit der physikalischen Volumenviskasitdurch sie werden alle &3e auf ein Mafl3
verbreitert, das in etwa der Teilchendsiling des Anfangsgitters entspricht. An dieser Stelle

85



4 Simulation idealisierter Akkretionsscheiben

erscheint es sinnvoll, einddberblick Uber alle dissipativen Kafte anzugegeben, die auf das
Fluid wirken:

e Es wirken Reibungskfte, die sich nicht stoRverbreiternd auswirken, ihr ParanfRter
setzt sich wie folgt zusammeR = Ry + Ry|divv|. Die KoeffizientenRg ; werden so
gewahlt, daR die relative Anordnung benachbarter Teilchen im Stol3gebiet in geeigneter
Weise erhalten bleibt.

e Die turbulent erzeugte Viskosit wird durch eine physikalische Scherviskasiinit
dem kinematischen Parametet= /= = 3.0 - 10~8RZ /s beschrieben.

e Zur geeigneten numerischen Behandlung wird eine stol3verbreiternde Volumenvisko-
sitat mit dem kinematischen Paramegér= ¢/ X = ¢, - v eingefihrt. Der Parameter
wird als Vielfaches des Parameters der Scherviskbaitgeben.

e Die molekular verursachten Viskosien, also die Materialeigenschaft des Fluids,
miissten durch z@szliche Scher- und Volumenviskasien beschrieben werden. Die-
se Kiafte sind jedoch um viele ®Renordnungen kleiner als die bereits eifigefen
Viskositaten, so dal sie nicht himksichtigt werden.

Alle drei aufgefihrten Prozesse sind dissipativ und erzeugen Entropie. In dem jetzigen Bei-
spiel von OY Car betrachten wir zaohst noch eine polytrope Zustandsgleichung, in der die
Entropieerzeugung vernaésisigt wird. In den folgenden Rechnungen iathsten Kapitel
wird die Entropieproduktion aller dissipativen Prozesse in der Energiegleichuiagkiserh-
tigt.

Ergebnisse

Die Simulation beginnt mit einer leeren Scheibe, die erst durcH tmstrom ani_1-Punkt
gebildet wird, die Ergebnisseahgen damit nicht von einer Anfangsverteilung ab. Nach 75
Bahnperioden hat sich ein quasi-statioer Zustand gebildet, d.h. aul3er der geringé&z €s-

sion innerhalb einer Bahnperiodadert sich das Simungsbild nicht mehr innerhalb den
folgenden Bahnperioden. In der Dichtestruktur (s. Abh2) ist deutlich die zweiarmige Spi-
ralstruktur zu erkennen, deren Position im mitrotierenden Koordinatensystem &tagbn

In der ersten Rechnung mit hoher Teilchendsiing musste aus numerischerii@ten eine
hohe Volumenviskosiit mitcC = 15 benutzt werden. Es bildet sich eine Scheibe, die am Au-
Renrand noch recht weit vom Roche-Lobe entfernt ist, es stellt eine sehr kleine Exzntrizit
ein.

Wie in der Abb.4.13 zu erkennen ist, oszilliert der Schwerpunkt mit einer kleinen Am-
plitude in der GéRenordnung von 0.0&, dies entspricht in etwa dem 10-fachen Wert, der
in den nicht-viskosen Rechnungen ermittelt wurde, der zeitlich gemittelte Schwerpunkt liegt
wieder zum Sekuritstern hin verschoben bei etw#®.004a. Auffallend in dieser Rechnung
ist nun die ungewhnliche Superhumpperiode véts 1 = 0.41 Pyp,. Die Interpretation die-
ses niedrigen Wertesif Pgy erscheint schwierig. Zum einen ist die Scheibe nicht weit genug
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(X, t) (Emax = 400kg m~2)

t = 79.60 Porp t = 79.65 Porp t = 79.70 Porp
t =79.75 Porp t = 79.80 Porp t = 79.85 Porp

t =79.90 Porp t = 79.95 Py t = 80.00 Porp

Abbildung 4.12: Flichendichte in OY Car nach einer Gesamtsimulationszeit von 80 Bahnperioden, die gepunktete

Kurve ist der Roche-Lobe des Primérsterns. Die Scheibe prizediert leicht, allerdings mit einer sehr
schnellen Periode von 0.41 Bahnperioden beziiglich des mitrotierenden Koordinatensystems. Es ent-
wickelt sich eine zweiarmige Spiralstruktur, die hochste Dichte nimmt abwechselnd innerhalb der
Superhumpperiode der eine und der andere Arm der Spirale ein.
Im Bild Lu.: 1 zeigt die Stromungsrichtung an, 2 ist der eigentliche Zustrom, 3 zeigt den im Text
erwihnten Massenbogen an. Er besitzt im flachen Bereich des Potentials eine geringe Rotations-
geschwindigkeit und enthilt den geringen Massenanteil aus dem Uberstrom. Innerhalb der Super-
humpperiode nihert sich dieser Massenbogen einmal dem Scheibenrand, im Bild bei t = 79.6 und
t =80.0.

ausgedehnt, so dafd wesentliche, also massereiche Bereiche der Scheibe dem Radtibs
erreichen, zum andererdknte die Volumenviskosit einen zu groRenasnpfenden Einflul
besitzen.

An dieser Stelle ist es nun angebracht, den EinfluR dasttich hinzugdigten Volumen-
viskosi@it zu untersuchen. Rechnungen mit einem niedrigeren Wertcyaind niglich,
wenn gbRere Teilchen und damit eine niedrigere Asfing gewhlt wird. Innerhalb der
dynamischen Zeitskala durchlauferdBere Teilchen einen geringeren Anteil ihrer eigenen
Ausdehnung und durchdringen sich gegenseitig nicht so schnell. Zudem werden innerhalb
des Restartverfahrens die Stol3gebigieksr gedhttet. Mit einer Aufdsung von 176 Teilchen
kann manc, = 3 wahlen. In diesem Fall ergibt sich aus der Schwerpunktsbewegung eine
Superhumpperiode in der erwarteterbGenordnung, also leickiberhalb der Bahnperiode.
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S(t) (¢; = 15, wsx = 0.41Pyp) S(t) (6 =3, wgx = 1.0071Pyp) S(t) (¢ =1, wsx(t > 100) = 0.41Pyp)

0015 002 02

001 0015 015

w® % T w79 8 8 & w % w79 8 8 & w7 ]

t in Bahnperioden Porp

Abbildung 4.13:  Schwerpunktsbewegung der Scheibe in X-Richtung in Abhingigkeit von der Volumenviskositit.
Links mit einer Auflosung von 250 Teilchen auf dem Durchmesser des Simulationsgebiets [—rg :
ral, in der Mitte mit 176 und rechts mit 100 Teilchen. Die Bewegung in y-Richtung ist nicht abge-
bildet, da aus ihr keine neue Information hervorgeht.

Die komplexe Bewegung (s. Ab#.13mitte) des Schwerpunkteidst die Vermutung zu, dald

sie das Ergebnis aus mehreren, siblerlagernden Effekten ist, denn der Anteil der uiisigr

lichen Periode von 0.4P,, ist noch zu erkennen. Die Amplitude dieser neue@izBssion

hat in dem Fall geringerer Volumenviskaginicht zugenommen. In einer weiteren Rechnung
wurde versucht, ein noch niedrigerer Wert \@n= 1 zu wahlen, hierfir wurde die Teilchen-
auflbosung auf 101 reduziert. Als Anfangsbedingung wurde die Scheibe aus der Rechnung mit
¢ = 3 nach 74 Bahnperioden benutzt. Die Schwerpunktsbewegung zeigt daher zu Beginn
noch die Periode aus der Rechnung gjit= 3, nach weiteren 4 Bahnperioden stellt sich
jedoch wieder die kurze Periode von 0.Bdy, ein.

In erster Linie sind die Ergebnisse éniternd. Zum einen konnte die erwartete starke
Prazession der Scheibe nicht nachgebildet werden, zum anderen scheint der Einfluf3 der Volu-
menviskosiét, die nur aus numerischeni®den eingdfhrt wurde, sehr entscheidend zu sein.

Nur aus der Rechnung mi¢ = 3 kann man anéhernd die komplexen Zusammémige der
Dynamik in diesem Beispiel erkennen, digaBession einer Scheibe im Roche-Potential mit
groRem Massenveiltnis wird wohl einelberlagerung der Frequenzen mehreréresider
Einflisse sein.

Bewertet man die Ergebnisse aus astrophysikalischer Sicht, so konnte das Modell die beob-
achteten Superhumps nicht reproduzieren, denn in allen drei Rechnungen ist die Amplitude
der Péazessionsbewegung viel zu klein, als daR daraus deutliche Helligkeitsschwankungen
entstehen &nnten. Betrachtet man den Modellansatz als richtig, so richtet sich der Zweifel an
den willkuirlich gewahlten Parameter der Scherviskasitlie fir die Ausdehnung der Scheibe
bis zum resonanten Radius verantwortlich ist.

An dieser Stelle éiren nun weitere Parameterstudien angebracht. Es sei jedoch darauf hin-
gewiesen, dafd es sich bei diesen Testrechnungen um ein aktuell laufendes Projekt handelt,
Vergleichsergebnisse aus Rechnungen mit anderen numerischen Verfahren liegen derzeit noch
nicht vor. Parameterstudien im Rahmen des laufenden Projekts werden auf3erhalb des Rah-
mens dieser Dissertation weiterghft. Aus vorhufigen Ergebnissen aus den Rechnungen mit
SPH ist jedoch ersichtlich, daR sich dort eine etwaskstre Pazession der Scheibe einstellt.
Rechnungen mit SPH benutzen eine andere Art desttichen Viskosit, diese wirkt zum
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einen nur @ir den Fall diw < 0, also bei Andherung der Teilchen. Dadurch wird die Scheibe

in Gebieten der Expansion nicht gedpft. Eine entsprechende Formulierung der Volumen-
viskosifat ware auch inFMM moglich, leider ist das geshlte ZeitschrittverfahrenQauger

et al.2000 nicht fur diese Art der Kraft geeignet. Die sonstigen geschwindigkeituadih

gen Kiafte, also die Reibung und die Scherviskasihachen das System numerisch so steif,
dal? mit einem Zeitschrittverfahren wie DOPRI keine Ergebnisse in sinnvoller Rechnenzeit
erzielbar sind. Der Nachteil defikstlichen Viskosit in den SPH Rechnungen ist der nicht
bekannte Scheranteil. Dieser kann letztenendes diZiche viskose Kraft liefern, damit

sich die Scheibe weiter ausdehnen kann.

Es ist ersichtlich, daf der wililklich gewahlte Wert des konstanten Parameteder Scher-
viskositt zugtzliche Unsicherheiten bigglich der astrophysikalischen Interpretation der Er-
gebnisse beinhaltet. Das physikalische System zeigt die deutliézedzion nur ahrend
eines Superausbruchs. Ist ggend Masse in der Scheibe vorhanden, heizt sie sich auf, wird
optisch dick, die Viskosi#t nimmt zu und sie dehnt sich weiter aus. Offenbar beschreibt der
konstant gewhlte Parameter die Gio3e der tatchlich vorherrschenden Viskadiitnicht
richtig.

Letztere Tatsache soll Motivation sein, in den folgenden Rechnungen nun das gesam-
te, nicht vereinfachte Modell deridnen Scheibe miu-Viskositat zu beticksichtigen.

Das vollsandige Modell wird daher auch den Zusammenhang aus viskoser Heizung und
Abkiihlung durch Virmestrahlung selbstkonsistentieksichtigen rissen.
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5 Akkretionsscheiben in Kataklysmischen
Variablen

Ausgehend von den bisherigelberlegungen zuithnen Akkretionsscheiben und den Erfah-
rungen aus den Testrechnungen wird nun das Simulationsmodell um diekBiehtigung
der Warmebilanz erweitert. Die Rechnungen beschreiben die Scheibiénimed Naherung
und mit dera-Parametrisierung der Viskoattin der Weise, wie sie in Kapit@ vorgestellt
wurde.

Es werden Simulationen zu zwei verschiedenen Doppelsternsystemen vorgestellt. Zum
einen ist dies der Superhumper AM CVn, ein System mit extremem Massétiwishin dem
eine pézedierende Scheibe zu erwarten ist und zum zweiten die Zwerg-Nova U Geminorum,
die in astronomischen Beobachtungen Aiisbe zeigt und in der wir eine thermische Instabi-
litat nach dem Scheibeninstalilismodell erwarten. Der gemischte Typ der SU UMa-Sterne,
in denen die Scheibe einen Ausbruch aufweist ui@hnend diesem eine &zessionsbewe-
gung ausbildet, haben wiiif den Fall von OY Car im letzten Kapitel in einer Testrechnung
betrachtet.

Der Unterschied zu den bisherigen Simulationen liegt in defi@esichtigung der Ener-
giegleichung. Die Scheibe unterliegt eine&kheproduktion durch die drei genannten dissi-
pativen Prozesse und einemévkheverlust durch Schwarakperstrahlung. Die zugéhigen
Gleichungen und die Materialgesetze, insbesondere die @pazitwurden bereits vorge-
stellt. Im ersten Abschnitt dieses Kapitels wird die numerische Behandlung dieser speziellen
Form der Energiegleichundgjf die Methode der Finiten Massenautert.

Die Simulationen der beiden Systeme beginnen mit einer leeren Scheibe, die sich erst durch
den Masseiiberstrom am inneren Lagrange-Punkt ausbildet. Die Scheibe entwickelt sich in-
folge diesem dynamisch als auch thermisch selbstkonsistent. Die thermodynamischen Druck-
krafte beeinflussen die Dynamik in der Scheibenebene nur marginal. Innerhalb des Modells
der dinnen Scheibe bestimmen sie jedoch da&ft€gleichgewicht in vertikaler Richtung
und legen damit die Scheibeiiie fest, die in die Parametrisierung der Schervisibsiin-
geht. Die viskosen Kifte dominieren in zweiter Linie nach déwuReren Kafte die Schei-
bendynamik. Die Bércksichtigung der \rmebilanz wird sich vermutlich wesentlich auf die
Evolution der Scheibe auswirken.
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5.1 Behandlung der Schwarzk &rperstrahlung in vertikaler
Richtung

Die Behandlung der #hlirate der Scheibe durch Abstrahlung voralviestrahlung ist kein
grundlegendes Problem, sondeiihift lediglich auf numerisch sehr steife Anteile in den Glei-
chungen. Sind lokal die zweidimensionalen thermodynamischen Variablen bekartit, erh
man Uber sie die Scheibethe H und dadurch die dreidimensionale Dichigaus dieser
lassen sich geeignete Beschreibungen der Gtanitangeben. Sind diese bekannt, kann der
Energieverlust durch Schwarperstrahlung eindeutig beschrieben werden. Déébi-
lanz ergibt sich aus dissipativer Heizung und Strahlungsverlust

(SQR,V,C/ _ (SQBB (51)

und bestimmt dadurch eine EntrogielerungS’.

In kataklysmischen Variablen besitzen die Scheiben oft eine sehr hohe Temperatur, die
Warmestrahlung, die proportional zur vierten Potenz in der Temperatur ist, liefert dalei K
raten auf sehr kurzen Zeitskalen. Sehr starkélkaten zwingen eine Scheibe adich auch
sehr schnell in das Gleichgewicht aus dissipativer Heizung und strahlungsbeditijtengl
In der Praxis zeigte sich jedoch, daR immer lokal Gebiete vorhanden sind, in denen der ei-
ne oder andere Teriberwiegt, diesihrt letztlich zu numerisch steifen Gleichungen. Um
dies zu verdeutlichen, stellen wir tabellarisch die Zeitskalen der verschiedenen Prozesse ge-
gerilber, die Zahlenangaben geltém €ine Scheibe in dem System U Gem.

Abkiihlung einer optischithnen Scheibe vof = 1.2- 10°K

At~ 0.1s
auf 10- 10°K
Keplerperiode eines Testteilchens bek r ik Pk ~ 300s
Bahnperiode des Systems Porp =~ 1.5- 10%s
Gesamtsimulationszeit 100 Bahnperioden t~15-10°s
Erreichbare Zeitschrittweite des Integrators ohne Integrati?n% 1-3s
der Entropie; dynamische Zeitskala d

Das Zeitschrittverfahren, wie es thauger et al(2000 beschrieben wird st die Entro-
piegleichung nach einem halb expliziten und halb impliziten Verfahrerz &ei Vektor aller
Teilchenentropien und(z) die mit der Temperatur skalierte&meproduktion, so liefert die-
ses Verfahren die Entropien zum folgenden Zeitsckritt 1 mit der Zeitschrittweitey Uber
die Gleichung

td td
41 =2+ EW(Xk, Z) + EW(Xk+1, Z41) (5.2)

Die Gleichung wird innerhalb des erweiterten Verlet-Schemas an dem versetzten Halbschritt
ausgewertet, an dem die Geschwindigkeit um einen Halbschritt integriert wurde, also bei
Vk+1/2, die beiden Vdrmeproduktionen werden an den zwei Teilchenpositiogamdxy 1
ausgewertet.
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Durch die Art, wie inFmM die Entropie dargestellt wird (durch désberlapp der Teil-
chen), sind die Komponenten der Gleichung nicht entkoppéith&n also nichtifr die Teil-
chen einzeln gélst werden. Zur bsung des Gleichungssystems wirddauger et al(2000
eine Fixpunktiteration vorgeschlagen. Wird in unserer Energiegleichung der stdifeekn
berlicksichtigt, konvergiert dieses Verfahren nicht mehrdinnvolle Zeitschrittweitety. Es
wurde an dieser Stelle versucht, die Gleich&tgmit einem Sekantenverfahren Zisen. Das
Sekantenverfahren soll die Funktion

. I
g=—Z41+2+ EW(" Z41) (5.3)

minimieren, es ist = zx+tq/2 w(-, zx). Zwei geeignete Startwerte siag = 2undz, = 2+

tg w(-, zx). Dieses Verfahren eignet sich etwas besser als die Fixpunktiteration, leider konnten

dennoch keine geeigneten Schrittweiten auf der dynamischen Zeitskala erreicht werden.
Wir entscheiden uns dahdirfeinen anderen Weg, didilung der Scheibe zu kigrksich-

tigen und fihren einen lokalen #hlterm ein, derifir jedes Teilchen einzeln ausgewertet wird.

Betrachtet man zuchst den Kihlterm, der die Temperatur in der vierten Potenz &ititlso

wird sich die Temperatur in der Scheibe, unter Vernassigung der dissipativen Heizung,

wie folgt entwickeln
oT
T4, (5.4)
ot
die lokale strahlungsbedingtelklung kann aus dieser Gleichung explizit bestimmt werden.

In der ZeitAt kuhlt die Scheibe von der Anfangstemperalgrauf die Temperatur

1

80' -3 -3
T =] —At 4T, 55
. [Tz% n 0] (55)

ab. Diese Gleichung gilt exakiif beliebig grol3eAt, solange die lokalen Scheibebfenr

und X als konstant angesehen werdémien. Wir werden nun mit Hilfe der Gleichuigs

eine Kuihlprozedur sowie eine dissipative Heizufig fedes einzelne Teilchen definieren. Die
Idee besteht nun darin, durch Operatorsplitting die dynamische Entwicklung sowie die Heiz-
und Kuhlterme zu entkoppeln. ¥hrend eines Zeitschrittg auf der dynamischen Zeitska-

la, der durch das Zeitschrittverfahren vorgegeben wird, wird auf jedes Teilchen mehrmals
abwechselnd eine Heiz- undilprozedur angewendet. Die neue Zeitschrittweite bezeich-
nen wir mitt,, und benutzen zur Nummerierung der Unterzeitschritte den Ind€&kr die
teilchenbezogene Heizprozediihfen wir fir jedes Teilchem die raherungsweisen thermo-
dynamischen Gif3en

i = av,detHi‘lmi und (5.6)
s = a,detHm§ (5.7)

der zweidimensionalen Massen- und Entropiedichte ein. Diedbefingen sollen die
tatschlich vorherrschenden thermodynamisched38n im Teilchentiger raherungsweise
beschreiben, sie sind aus dem Restartverfahren motiviert und entsprechen einer Quasiinter-
polation mit einer 1-Punkt Formelif Teilchen, die auf einem uniformen Gitter angeordnet
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sind. Sind die GiRenX unds innerhalb eines Teilchens konstant, so entspricht diese Glei-
chung sogar der Quasiinterpolatiodterer Ordnung. iBauger(2000 und in dem Abschnitt

Uiber das Restartverfahren wurde gezeigt, wie aus gegebenen thermodynamischensFeldern
und s die TeilchengdRenm; und § hergeleitet werdendanen. Aus den Simulationen zu

den viskosen Scheiben ist bekannt, dal die Dichte lokal eine hinreichend Glatte Funktion
ist, weiterhin ist das Restartintervall so klein, daf3 sich die Teilchenpositionen zu jedem Zeit-
punkt nahezu wie auf einem uniformen Gitter angeordnet befinden, veasaitlman den
Bereich sehr nahe der Zentralmasse. Daraus folgt, daf @ierngen irb.6 ausreichend
genau sind. Zu dem festgehaltenen Zeitpunkt auf der dynamischen Zeitskala mit dem Index
k ist die Warmeproduktiory; x = wj k(z k) fur jedes Teilchen bekannt, aus ihr folgt die
Anderung der Entropledlchte innerhalb der Teilchen

i k = wj kZij k- (5.8)

Mit dieser Warmeproduktion definieren wir den teilchenbezogenen Heizungsprozel inner-
halb der Zeit,, als eine Integration mit einem expliziten Eulerverfahren

i1 =S +twdik/Tin, (5.9)

dabei folgen die alimgigen, teilchenbezogenen thermodynamischéf&r aus der gegebe-
nen Zustandsgleichunf = T; (X, 5)- Aus der neuen Temperatur nach dem Heizungspro-
zerS'I'I N1 wird nun die neue, teilchenbezogene optische Tiefe

a1 = Tned (Ziks T ) (5.10)

aus den Gleichungen deiithen Scheibe bestimmt, also mit der auf der dynamischen Zeits-
kala festgehaltenen &thendichteX; , aber der aktualisierten Temperat[ﬁ‘n 1- Aus dem
nun folgenden KhlprozeR wird die neue Temperatur nach Glelchﬁuﬁg)estlmmt

b
Ti,n+]_ = Ti,n_l,_]_(zi,k’ Tiyn_;,.]_a Ti,n-l—ls tlU) (511)
und aus dieser mit Hilfe der Zustandsgleichung die neue Entropiedichte
b b . b
Sint1 = Snpa(Zike Tingn) - (5.12)

Danach folgt wieder ein neuer Heizprozel3. Nach dem letztérigtozeR erélt man die neue
Teilchenentropie

Ski1 = S k1) (5.13)
aus Gleichung.7.

Diese Vorgehensweise zubkung der Energiegleichung ist in der Praxis sehr vorteilhaft,
die teilchenbezogene Sichtweise erlaubt eine schnelle und effiziente Implementierung und
Parallelisierung, dies wiederum erlaubt es, eine geeignet kleine Zeitschrittweitehkernwin
den folgenden Rechnungen wurde 3@ = tg gewahlt. Ist die Scheibe im Gleichgewicht
und vernacldssigt man Randgebiete sehr geringer Masse, so kann durch die hohe Anzahl an
Heiz- und Kihlschritten die Bedingung

TP = TP 1~ 10747 (5.14)
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erfilllt werden, T sei eine typische Temperatur der Scheibe. Die Temperatur der Scheibe ist
also zu jeder Zeit hinreichend gut definiert. Betrachtet man typische Scheiléemgrso

lasst sich die Entkopplung wie folgt rechtfertigen; die Zeit, die eine Schallwelle mit der
Ausbreitungsgeschwindigkeds berbtigt, um die Scheiberiihe H in vertikaler Richtung

zu durchlaufen, liegt in der GRenordnung der dynamischen Zeitskiglawahrend dieser

Zeit kann die Fhchendichte, die Scheibeidtie und deshalb auch die dreidimensionale Dich-

te als konstant angenommen werdeir konstantgehaltene Scheibéhle kann auch die-
Parametrisierung der Viskoattals konstant angenommen werden und damit auch die viskose
Heizungwg. Die lonisation des Gases ist durch atomaren Zeitskalen bestimmt, die thermische
Entwicklung der Scheibe erfolgt im Vergleich zur dynamischen Zeitskala quasi instaiitan. F
jeden thermischen Schritt wird daher die optische Tiefe, die aus den @eazfblgt, neu
berechnet. Die lokalen thermodynamischen Variablénnen dadurch innerhalb eines dy-
namischen Zeitschritts den sprunghaften Verlauf auf der S-Kurve zum optisch dicken bzw.
optisch dinnen Zustand beschreiben. Die gédlte Vorgehensweise erscheint geeignetidaf

zu sein, den thermischen Zustand der Scheibe in ausreichender Weise so zu beschreiben, dal
damit die in dem Scheibeninstabéiftsmodell enthaltenen Vorhersagen gut reproduziert wer-
den ldnnen.

5.2 Der Superhumper AM Canum Venaticorum

Das System AM CVn ist Namensgeber einer weiteren Gruppe massetransferierender Dop-
pelsterne, diese werden oft als Extremfall zu den Kataklysmischen Variabléhlgezanch-
mal auch als eigene Klasse behandelt, Afmlichkeiten zu den CV's aufweisen. In den
Beobachtungsdaten solcher Systeme finden sich Helligkeitsschwankungen auf sehr kurzen
Zeitskalen, die auf kurze Bahnperioden von unter 20 min. schlie3en lassen. Spektroskopische
Beobachtungen lassen reine Heliumlinien ohne Anteile von Wasserstoff erkennen. Aus beiden
Beobachtungen folgt, daf} auch der Sekamstern ein WeiRer Zwerg ist, sein Roche-Volumen
ausfillt und Helium aus seiner Atmosgle an den Prigrstern, ebenfalls ein Helium-WeiRer
Zwerg, verliert.

Die Interpretation der Beobachtungsdaten von AM CVn war lange Zeit unklar, die Licht-
kurve zeigt Variationen unterschiedlicher Frequenzen. Aus neueren Beobachthiagesy(
et al. 1999 konnte das Signal mit der Periode 1051 s nun eindeutig als das Signal einer
prazedierenden Scheibe mit dieser Superhumpperiode festgelegt werden, aus Langzeitmes-
sungen wurde die Bahnperiode vBg,, = 10287325+ 0.0004 s ermittelt. Dieses Ergebnis
wird auch von photometrischen Messungen des Hot-Spatte(hans et aR001) beskhtigt.
Aus der dauernden Existenz beider Signakst sich AM CVn als permanenter Superhumper
identifizieren, die Scheibe ist in ihrem Ausbruch nach dem DIM gefangen, ist also dauernd
optisch dick und heil3. Die dauerndagedierende, exzentrische Scheibe befindet sich in ei-
nem quasi-statidiren Zustand, die Akkretionsrate auf den Raistern ist im Gleichgewicht
mit der fir dieses System sehr hohigberstromrate voivl = 3.9 - 1079 Mg /Jahr. Die hohe
Massentransferrate ist vermutlich dafverantwortlich, die Scheibe in ihrem Ausbruch ge-
fangen zu halten. AM CVn besitzt ein extremes Masseralarts vonq = 0.0844, das die

95



5 Akkretionsscheiben in Kataklysmischen Variablen

-1.8 T T T T T T T T T T T T T T T T T T T T T
Q
< L .
=20 i
. . . 1 . A - i . " ot
s ses, o  ® e 14 YT ¥ a 4 PN Y
I N e A e Ay PR o T
ol w2 |- . -
o~
O 3 4
-22 1 1 1 1 L 1 1 1 1 1 1 | 1 1 1 1 1 L 1 | Il
976.33 376.57 576.61 576.65 576.68 576.73
0.0z LN B e e e e s e B e o T o001 o o s g ol o B e me e e
a ; »
< Py ot ey o f"'-,.p'\-'.._ P
= s N 5y LA e c o EUNy o k|
g 000 & - 2 - 0! 2 i -
~H A T ¥ - g e
-2.02 IR S T W L T ST A TN A A 0 T A 00 Laa 1 P T T TR S T BT ad
00 0 2.0 o 20

5 10 15 05 10 15
1051 S PEASE 1028 S PHASE

Abbildung 5.1: Die Lichtkurve aus photometrischen Beobachtungen zeigt (oben) eine Uberlagerung von Variationen
mit verschiedenen Frequenzen. Summiert man die Lichtkurve in einem bestimmten Phasenabstand auf
(unten), so erhilt man das Hauptsignal bei 1051 s und die Bahnperiode mit 1028 s, die typischerweise
zwei benachbarte Maxima aufweist. (Aus Harvey et al. (1998)).

Existenz des Superhumpiaomens bdinstigt.

Aus der hydrodynamischen Simulation der Akkretionsscheibe sollte sich folgendat-best
gen: ausgehend von der Bahnperiode, die aus den Beobachtungsdaten gewonnen wurde, und
dem parametrisierteberstrom, soll sich eine predierende Scheibe entwickeln, die eine
Superhumpperiode nahe der beobachteten aufweist. Die einzigsten Eingangsparameter sind
die Parameter des BinsystemaM, M1, 2, Porp, die Parameter ddsberstroms, die Material-
parameterdr ionisiertes Helium inklusive der zug&tigen Opaziiten ausglesias & Rogers
(1996 und einer geeigneten Wahl eines zeitlich uadmlich konstanten Parametersler
Scherviskosiit. Die Rechnungen beginnen mit einer leeren Scheibe, diese entwickelt sich
selbstkonsistent aus dem Maskarstrom. Aus den Ergebnissen erwartet man eineaBest
gung, daB sich die Scheibe in einem permanent heiRen, optisch dicken Zustand befindet,
weiterhin soll die Lokaliat des eigentlichen Superhum@plomens, also die Orte érffiter
Dissipation innerhalb der Superhumpperiode bestimmt werden.

5.2.1 Simulation der Scheibe von AM CVn

Alle wesentlichen Modellierungstechniken sind bereits aus den Testrechnungen bekannt. Wir
benutzen wieder Teilchen, die in ihrer Ausgangslage auf einem uniformen, kartesischen Git-
ter angeordnet sind, die Entwicklung der Scheibe kaahrend der ersten Bahnperioden mit
einer kleinen Aufbsung von 200 Teilchen auf dem Durchmesser des gesamten Gebiets ge-
rechnet werden. Ist die Scheibe ausgebildet, wird dietsufhg auf 280 Teilchen angehoben,

bei dieser Aufdsung sind insgesamt ca. 34000 Teilchen an der Simulation beteiligt. Innerhalb
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5.2 Der Superhumper AM Canum Venaticorum

der ersten Bahnperiode wird die Energiegleichung ver@asidt und mit einer polytropen
Zustandsgleichung gerechnet. Der Zustrom, der zu Beginn in das Vakuum einflieg w
sich zu stark ahikhlen. Wieder wird fir die erste Bahnperiode, bis sich eine kleine Scheibe
nahe befr ik gebildet hat, eine hohe Volumenviskéaditvon” = 9 - 10‘7R§/s benutzt,

die danach auf ein Drittel dieses Wertes verringert wird. Da wegen der stoRRverbreiternden
Volumenviskosiat keine steilen Druckgradienten mehr erzeugt werden, kann zur Rauminte-
grationuber die Teilchen die 9-Punkt-Sparse Quadraturformel benutzt werden. Das Restart-
verfahren arbeitet mit einem 3-stufigena@ungsverfahren auf einem engmaschigen Gitter
mit gs = 0.0625 ir die Massen- und Entropiedichte. In der Rechnung werden keine Rand-
bedingungen betrachtet. Wegen der steifen Terme aus der Sciiwsmrahlung &nnen

am Rand der Scheibe nachteilige numerische Effekte auftreten, aufgrund der sehr geringen
Massendichte besitzt dort die Scheibe eine sehr geringemékapazét und Kihlt schnell

ab, daher muf3ifr die Gleichungb.5 eine kleinste ragliche Temperatur voii,j, = 10K
eingefihrt werden, dies istiir die sehr heiBen Scheiben ein ggand kleiner Wert. Durch

das Restartverfahrebknen am Rand durch Approximationsfehler sehr hohe Temperatu-
ren erzeugt werden, so wird die neue Temperatur nach dem Restaihaut= 10’ K be-

grenzt, Teile der Scheibe mit hoher Massendichte erreichen Temperaturen von typischerweise
10* — 10°K, die Temperaturobergrenze istrfunsere Blle geriigend hoch. Grundif den
Approximationsfehler ist das Vorgehen, nach dem das Restartverfahren nur Teilchen mit einer
bestimmten Mindestmasse erzeugen ddif.die Massendichte ist dieses Vorgehen sinnvoll,

da sie am Randber einen geeignet breiten Bereich flachadlbfdieses Verhalten gilt jedoch

nicht fur die Entropiedichte. In den Rechnungen wird der Wett 0.5 fir den Parameter der
turbulent erzeugten Schervisk@ibenutzt, der Wert ist im Raum und in der Zeit konstant.

5.2.2 Ergebnisse der Simulation von AM CVn

Nach einer Simulationszeit von etwa 50 Bahnperioden hat sich eine stark exzentrigeke, pr
dierende Scheibe ausgebildet. In diesem Zustand befindet sich die Scheibe in einem quasi-
statioraren Zustand, die Exzentriaitist voll ausgebildet undndert sichiber mehrere Bahn-
perioden nur unwesentlich, died@essionsperiode ist ebenfaliser mehrere Bahnperioden
stabil. Derauf3ere Scheibenradiiierschreitet dabei deutlich den resonanten Radigs
in bestimmten Phasen der Superhumpperidderschreitet er sogar den Roche-Lobe des
Primarsterns (s. Ablb.2), diese Teile der Scheibe besitzen also eidledne potentielle Ener-
gie im Roche-Potential als détberstrom aml1-Punkt. Diese Beobachtung verdeutlicht die
enorme Dynamik der Rzessionsbewegung und den Einflu? der viskoséuftér

Wahrend der Rizessionsbewegurigperschreitet der Auenrand der Scheibe auch den
Punkt dedJberstroms, in der Simulation wird zu diesen Zeiten der Zustrom verassigt,
da auch in dem realen System dliberstrombedingungen gést sein dirften. Das Simula-
tionsgebiet ist weiterhin auf das Gebiet> L, x begrenzt, in der Simulation verliert daher
die Scheibe zu#zlich an Masse durch Ausstrom in Richtung des Sedstdrns. Zur Er-
klarung der Bilder sei nochmals auf die Wahl des mitrotierenden Koordinatensystems hinge-
wiesen, dieses rotiert gegen den Uhrzeigersinn, den gleichen Umlaufsinn hat das Gas um den
Primarstern, die Rizessionshewegung vauilt flir den mitrotierenden Beobachter im Uhrzei-
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Yy Z(X,to+0.0Psn) Y Z(X,to+0.1Psn) : Yy =(X,to+ 0.2 Psn)

y Z(X, to+ 0.3 Psyy) y Z(X, to + 0.4 Psyy)

Yy Z(X,to+ 0.5Psy)

Yy (X, to+0.6PsH) Y Z(Xto+ 0.7 Psy) y Z(X,to+ 0.8 Psy)
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X

'3 = 0.0kgm2 I's =05.10%kgm2 ¥ >10-10*kgm2 !

Abbildung 5.2: Flichendichte der prizedierenden, exzentrischen Scheibe innerhalb einer Superhumpperiode

(1Psy = 105151 Pyp = 10299. Die gelbe Fliche links ist der Roche-Lobe des Sekundirsterns,
die gepunktete Linie der Roche-Lobe des Primarsterns und der graue Punkt zeigt die Position des
Primiirsterns an.
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gersinn. Die Periode der &zession im mitrotierenden Koordinatensystem ist die Superhump-
periodePs , mit dieser Periodéberschreitet der Scheibenrand den Ortldbsrstromd. ;.

Fur einen ruhenden Beobachter ist diéi&rssionsperiode der Scheibe die Schwebungspe-
riode Py. Zeigt die Exzentrizéit der Scheibe in Richtung dés -Punktes, so sammelt sich

dort im flachen Bereich des Potentials vermehrt Scheibenmaterial an. Das entgegen des Uhr-
zeigersinns siimende Gas staut sich in dem wieder ansteigenden Potential zu dem bereits
beschriebenden Massenbogen auf. Bewegt sich nun die exzentrischaduwrepder Scheibe

von diesem Ort weg, wird der Massenbogen immer weniger mit neuem Materigiegefso

daf er schlie3lich nicht mehr gegen das ansteigende Potential aufgestaut werden kann und auf
den AuRenrand der Scheili@lt. Die fallende Masse beschreibt dabei einen Weg, der sehr na-
he an dem Weg des Massdrerstroms liegt, der Auftreffpunkt auf die Scheibe liegt demnach
ebenfalls sehr nahe am Hot-Spot, also dem Auftreffpunktitterstroms. Im Bild zur Zeit

tg + 0.5 Ps besitzt der Massenbogen ein doppeltes Ende, der obere Teil ist dak#ieter

strom, der von dem AuRRenbereich der Scheibe mit sehr geringer Dichte auf den Massenbogen
gelenkt wird.

In der rachsten Abbildung.3ist der Vorgang, bei dem der Massenbogen auf die Scheibe
stiirzt, nochmals in #érzeren Zeitabginden dargestellt. Es wird hier die abgestrahlte Energie
D025 aphgebildet, die bereits als einfaches Abstrahlungsmodellitht im sichtbaren Be-
reich vorgestellt wurde. Die Funktion der gesamten abgestrahlten Ertogsitzt einen so
hohen Kontrast, daR sie, auf einer linearen Farbskala abgebildet, zu keinen informativen Ab-
bildungen fihren wirde. Es ist deutlich der Vorgang zu erkennen, in dem der Massenbogen
auf die Scheibe gtzt, dies ist der Ort und der Zeitpunkithster lokaler Abstrahlungsleistung
(im der Abb. in blauer Farbe b& + 0.12 Psy). Daraufhin folgt eine kurze Phase éttier
Dissipation am Scheibenrand.

Der beschriebende Vorgang stellt einen Anteil des beobachteten Supertamppns
dar, der Ort stark efhter Dissipation ist dabei lokal eng auf den Bereich begrenzt, in dem
der Hot-Spot beobachtet wird, man kann den Vorgang also auch als eine Arararst
des Hot-Spots beschreiben. Die Ausbildung der Schockfront folgt in unseren Rechnungen
natirlich dem zweidimensionalen Ansatz. In einer dreidimensionalen Beschreiliunmgek
ein Teil dieses Material§ber und unter die Scheibe gelangen. In den beobachteten Licht-
kurven ist jedoch die Abstrahlung der gesamten Scheibe enthalten, auctaddese sich
natirlich innerhalb einer Superhumpperiode. Bereits aus den Bildern dehétdichte er-
kennt man, daf3 die Scheibe nicht einfach elliptisch deformiert ist, die Form bleibt innerhalb
einer Superhumpperiode nicht einmal sedbsilich, die Scheibe wird in dem nicht axialsym-
metrischen Potential in ihrer globalen Form abwechselnd deformiert, sgnidlolr durchge-
knetet. Far die Beobachtungen folgt daher, da mittels photometrischen Messungen dennoch
zwischen dem Hot-Spot und den der &hten Dissipation der gesamten Scheibe unterschie-
den werden kann, wie iNlelemans et a2001) dargelegt wird. In der Ablkb.3ist zur Zeit
to + 0.225Ps  deutlich der Hot-Spot als Oriichster Abstrahlungsleistung zu erkennen, die
Beobachtung dieses Punktes wird durch Abdeckung mit der BahnpdRiggimoduliert. Ne-
ben dem Hot-Spot ist zu diesem Zeitpunkt der Innenbereich der Scheibe déxcOstér Ab-
strahlung, da dort aufgrund der Schétfke die fdchste Dissipation auftritt. Das Zusammen-
spiel beider Effekte liefert die komplexe Struktur der beobachteten Lichtkuried&d wir
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y DOZ(x, to + 0.045 Ps)
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Abbildung 5.3:  Abstrahlungsleistung wihrend des Superhumpphéinomens zeitlich hoch aufgeldst. Die angestaute
Massenansammlung stiirzt auf den Auflenrand der Scheibe, der Ort hochster Abstrahlungsleistung
(blau, bei t = tg + 0.12Pgy) liegt sehr nahe am Ort des Hot-Spot, bei t = tg + 0.225Pg ist der
Hot-Spot der Ort hochster Abstrahlungsleistung.

annehmen, das System besitze keirdzpdierende Scheibe, sondern die Lichtkunigde
durch eine Modulation dddberstromrate verursacht, was etwa bei einem Doppelsternsystem
der Fall sein Bnnte, das in elliptischen anstatt kréishigen Keplerbahnen rotiert, sdiwde
der modulierteJberstrom eine Modulation des Hot-Spots mit siéhren und so insgesamt
einenahnlichen beobachtbaren Effekt ds#n. Allerdings iire diese Modulation néatlich
an die Bahnperiode gekoppelt und @mkte keine Lichtkurve entstehen, die eltieerlage-
rung mehrerer Frequenzen aufweist.

Integriert man die Abstrahlungsleistubgiiber die gesamte Scheibe zu verschiedenen Zei-
ten, erkalt man die simulierte Lichtkurve des Systems, sie ist in Abhzu sehen.
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D(t) = / D(x,t) dx

At = 1Pgy = 10515

S

Abbildung 5.4: Die simulierte Lichtkurve von AM CVn entsteht durch Integration der Abstrahlungsleistung iiber die
gesamte Scheibe. In der Simulation wurde eine Superhumpperiode von Psp gim = 1080s+ 10s
ermittelt, und liegt damit etwas tiber der beobachteten Periode von Pgy = 1051 s

t

Die beobachtete Lichtkurve hsksichtigt nur den sichtbaren Bereich des abgestrahlten
Spektrums. Da zudem keine Ortsésflng in der Beobachtungdauglich ist, entkilt sie ne-
ben dem Licht aus der Scheibe auch die Abstrahlung beider Sterne inklusive @djichen
Abdeckungseffekte. Der quantitative Vergleich aus beobachteter und simulierter Lichtkurve
bericksichtigt daher nur die Frequenz der zeitlichen Modulation und nicht die Amplitude der
Strahlungsleistung. Die simulierte Superhumpperiode stimmPg\i{ sim = 1080 s+ 10s in
ausreichender Weise mit der beobachteRep; = 1051 siiberein. Wie bereits in den Abbil-
dungen zu erkennen istahgt die zeitliche Modulation der integrierten Abstrahlungsleistung
sehr eng mit der Dynamik dergmedierenden Scheibe zusammen. Zur&@&ging wurde die
Zeitablangigkeit des Massenflusses

jt) = /v(t, r,¢ = const) - Z(t,r, ¢ = const) dr (5.15)

durch einen beliebig zu &hlenden Radius, aus der Sicht des Rrsterns, bestimmt. Nach
der Simulationszetiy sind P&zession und Exzentridit der Scheibe voll ausgebildet und die
Modulation des Massenstron$t) besitzt exakt dieselbe Frequenz wie die der integrierten
Abstrahlungsleistun@ (t).

In Abbildung 5.5 sind einige typische Scheiberigen zu dem Zeitpunkt dargestellt, an
dem die lixchste lokale als auch integrierte Abstrahlungsleistung bestimmt wurde. Die darge-
stellten GbRRen sind auchif andere Phasen der Superhumpperiode charakteristisch. Aus den
GrofR3en folgt im wesentlichen, daf? sich das Heliuberall im ionisierten Zustand befindet
und damit die Scheibe global auf dem heiRen Ast der S-Kurve nach dem DIM. Die Modellan-
nahme von AM CVn als permanenter Superhumper, der in seinem Ausbruch nach dem DIM
gefangen ist, kann dadurch bésgt werden. Die Scheibe ist sehr heil3 und erreicht, bis auf
manche Teile des AufRenrandes, Temperatureniben 16 K. Durch die hohe Temperatur
und trotz der geringen optischen Tiefe erreicht die Scheibe eine sehr hohe lokale Abstrah-
lungsleistung.

Die hohe Abstrahlungsleistung kann in gewisser Weise als eine Art Zwangsbedirigung f
die Scheibengi3en betrachtet werden. Im Gleichgewicht wird genausoviel Masse akkretiert
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TX) (Tmex = 8.4+ 10°K) v(X) (Vmax = 5.03- 10 m%s71) 7(X) (tmax = 1.08- 10%)
y y y

3 h

X

X X

Abbildung 5.5:  Verteilung weiterer ScheibengréBen zum Zeitpunkt stirkster lokaler Abstrahlungsleistung t = tg +
0.12 Pgy. Im Bild ist der angegebene Maximalwert schwarz wiedergegeben. Typische Scheibentem-
peraturen liegen bei 10°K, im Schockgebiet noch deutlich dariiber. Aus der a-Parametrisierung mit
dem Wert o = 0.5 folgt die Verteilung des Parameters v der kinematischen Scherviskositit, der ange-
gebene Maximalwert entspricht 1.04 - 1077 RES_l, der mittlere Wert in der Scheibe liegt sehr nahe

dem oft in der Literatur benutzten konstanten Wert von 3-10~8 Rgs_l. Die gesamte Scheibe befindet
sich im ionisierten Zustand, dies erkennt man aus der Verteilung der optischen Tiefe. Nach dem DIM
befindet sich die Scheibe global auf dem hei8en, hoch viskosen Ast, dieser Zustand ist in allen Phasen
der Superhumpperiode erreicht.

wie vom Sekundrsterniiberstdmt, wobei die potentielle Energie durch dissipativeafte

in Strahlung umgewandelt werden muf3, entsprechend dem prinzipiellen Mechanismus aller
Akkretionsscheiben. Da das System AM CVn sehr klein ist, seine gesamte Ausdehnung ist
kleiner als unsere Sonne, und einen sehr hohen Mabsestrom aufweist, ilssen starke
dissipative Prozesse zu hohen Temperatui@nein. Bemerkenswert ist, daf3 die Scheibe am
Ort des Auftreffens des Massenbogens optisihndist. Dort sammelt sich in kurzer Zeit so

viel hei3e Masse an, daf? der thermodynamische Druck in vertikaler Richtung zu einer grof3en
Scheibenbhe H fuhrt, die dreidimensionale Dichte nimmt ab und das Gas wird widiter f
Strahlung durcléssig. Zusammen mit der hohen Temperatuakmnan so die enorm hohe
Abstrahlungsleistung in Kombination mit einer hoheittate.

Aus den Scheibenvariablen und deiParametrisierungaldt sich die Verteilung des Ko-
effizienten der kinematischen Scherviskasit bestimmen. In der in Ablb.5 dargestellten
Situation ist der Ort fichster Abstrahlungsleistung gleichzeitig der Githster Viskosiit,
die Scheibendhe als auch die Temperatur erreichen dort ihr Maximum.ibierwiegenden
dissipativen Prozesse in diesem Gebiet werden jedoch durch Schockdissipation hervorgeru-
fen. In Vergleichsrechnungen wie Kunze (2000, die mit einem polytropen Modell und
konstantem Parameterarbeiten, wird oft der Went = 3-10~8 R2s™! vorgeschlagen, diese
Wabhl scheint gerechtfertigt zu sein. In unserem Modell mit konstantem Parameted.5
und der selbstkonsistenten Beschreibung der anderen Scheibenvariablen uint&siBleti-
gung der Schwarzkperabstrahlung in der Energiegleichung folgen Wente fn eben dieser
GroRenordnung.

Wie in den Testrechnungen zu dem Superhurdppimen wurde die Rechnung mit ei-
nem zweiten Parameteiirf die aus numerischen @rden eingdfhrte Volumenviskosiit
durchgetihrt. In der Vergleichsrechnung wird ein dreifachhierer Wert benutzt, alsg =
9-10~' RZs™L. Die Rechnungen mitdherer Volumenviskosit ergeben qualitativ die glei-
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chen Ergebnisse, allerdings ist die Exzentéizider Scheibe nicht so stark ausgegir

D(t) =/D(x,t)dx

N

At =1Pgy = 1051¢

Abbildung 5.6: Die simulierte Lichtkurve wird bei hoherer Volumenviskositiit glatter, die relative Amplitude nimmt ab
und die simulierte Superhumpperiode Pg gim = 1045 s+ 10 sstimmt sehr gut mit der beobachteten
iiberein.

Die Modulation in der simulierten Lichtkurve (s. Abb.6) zeigt eine geringere Amplitude
und die Superhumpperiode stimmt nun sehr gut mit der beobaclitie¢zain.

5.2.3 Diskussion der Ergebnisse aus der Simulation von AM CVn

Durch die zweidimensionale hydrodynamische Simulation der Akkretionsscheibe in AM CVn
konnte die Modellvorstellung eines permanenten Superhumpledidses System bédigt
werden. Die Simulationsergebnisse liefern eine Scheibe, die thermisch stabil und gleichzeitig
gezeiteninstabil ist. Ausgehend von dem Modell dimrien Scheibe mii-Parametrisierung
der turbulent erzeugten Scherviskésiiehen in die Rechnungen lediglich die Parameter des
Binarsystems und die Parameter der Viskitsito und¢”’ ein, alle diese Parameter beeinflus-
sen die Dynamik der Scheibe wesentlich. Die aus der beobachteten Lichtkurve gewonnene
Superhumpperiode ist die einzigste Beobachturigdgrdie zum Vergleich mit den Simu-
lationsergebnissen herangezogen werden kann. Die simulierte Superhumpperiode stimmt, je
nach Wahl der frei zu &hlenden Parameter, ausreichend bis sehr gut mit den Beobachtungs-
datenlberein.

Der gegenseitige Vergleich aus Beobachtung und Simulation bietet dggidiikeit, die
letzten frei zu vidkhlenden Parameter der Visk@sén auf einen engen Bereich einzuscetien.
Dies kdnnte entscheidend zum besseren \@rdhis der tatschlich in den Scheiben vorherr-
schenden dissipativen Prozess@méen. In diesem Kontext erscheint es etwas unbefriedigend,
dal} gerade die Volumenviskaiit die eigentlich nur aus numerischeni@den eingefhrt
wurde, einen entscheidenden Einflu gewinn@mrite. Es ist ndirlich nicht auszuschlie3en,
daf die in den Scheiben vermuteten starken Turbulenzen die Scheibendynamik in einer Art
und Weise beeinflussen, die nicht nur durch eine Schervigkasindern auch durch eine Vo-
lumenviskosiat beschrieben werden kann. Der Vorteil der benutzten numerischen Methode
FMM ist, dal} sie keine zészliche intérente dissipative Eigenschaften besitzt, die sich be-
merkbar auf die Scheibendynamik auswirkémiten. Die zuatzlich vorhandene Reibungs-
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kraft ist sehr viel geringer als die modellierten Viskasi#n. Andere numerische Verfahren
benutzen knstliche Viskoskten, die einen unbekannten Anteil an Scher- und Volumenvis-
kositat erzeugen. In unserem Fall kann der numerisch notwendige Term als physikalische
Volumenviskosiat modelliert werden, deren GiRe jederzeit bekannt ist. Bislang unbekannt
ist der EinfluR des Parametetsder Scherviskositt, der in zukinftigen Parameterstudien
untersucht werden muf3. Es muf3 ebenfalls noch untersucht werden, inwieweit die zweidimen-
sionale Behandlung einen EinfluB auf di&Brssionsfrequenz haben kann. Dreidimensionale
Rechnungen, in denen der Zustrom mitieksichtigt wird (z.B.Kunze et al.2007), liefern
eine andere Wechselwirkung des Zustroms mit der Scheibe. Gas aus dem Zustrom wird dabei
nicht am AufRenrand der Scheibe in einem StoRgebiet aufgenommen, sondern kann teilweise
Uiber- und unterhalb der Scheibedstren und zu einem gperen Zeitpunkt und einem anderen
Ort auf die Scheibe treffen.

Die Unsicherheiten dieser Modellbeschreibung besaken sich nicht nur auf die hydro-
dynamische Behandlung der Akkretionsscheiben, denn auch die Parameterategdams
M1, M2, g und— M, sind nicht geiigend genau gesichert, da diese nur indirekt aus Beobach-
tungsdaten mittels einfacher Modelle gewonnen werdem&n. So folgt das Massenvath
nis aus der beobachteten Schwebungsperiode naclirdéataklysmische Variablen gefun-
den Formeld.19 die auf den Fall der doppelt entarteten &isysteme extrapoliert wurde.
Eine Absclatzung der mittleren Dichte des Sekéansterns in Abhngigkeit von der Bahn-
periode liefertFaulkner et al(1972 und Savonije et al(1986 gibt eine Masse- Radius-
beziehungifir den teilweise entarteten Sekamstern an. Die Massentransferrateadriman
aus einem ModellNelson et al1986 King 1989 fur Binarsysteme, das nur durch Gravi-
tationswellenabstrahlung Drehimpuls verliert. In denimfkigen Parameterstudien muR3 also
auch die Abkngigkeit dieser Gif3en auf die Scheibendynamik untersucht werden. Sind die
Parameter der hydrodynamischen Simulation einmal gesicherfyrsttdn aus den Simula-
tionsergebnissen und der beobachteten Lichtkurve eémesndes Modell zur Bestimmung
der unbekannten ®Ren des Biarsystems hergeleitet werden. Der wechselseitige Vergleich
aus Beobachtung und Simulation liefert §odie Zukunft, insbesonderérfzukiinftige Com-
putergenerationen, noch gegend Aufgaben.
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5.3 Die Zwergnova U Geminorum

U Geminorum ist Namensgeber einer Unterklasse der Kataklysmischen Variablen, den nor-
malen Zwergnovae oder U-Gem-Sterne. U Gem ist die erste beobachtetei@V/1856
und wurde bis heute augifrlich photometrisch untersucht (s. z8nak1993. U Gem be-
sitzt eine ralativ lange Bahnperiode von 4 h 15 min und kann unter dem Inklinationswinkel
voni = 69°.7 beobachtet bzw. photometrisch vermessen werden. Unter diesem Winkel zeigt
das System eine streifende Bedeckung, die Akkretionsscheibe ist partiell verdeckt.
Von dem System U Gem ist bekannt, daf3 es Zwergnova-Aigkkrin Absanden von 30 bis
250 Tagen aufzeigt/farner1995, mit den Sternmassdv; = 1.15M, und My = 0.67 M,
weist es ein ausgewogenes Masserainis vonq = 0.58 auf. Aus der Modellvorstellung
fur Superhumper ist dieser Wert zu grol3, als daf? eine Sche#dmagsion zu erwartenare,
tatsachlich wird diese weder im Ruhezustand noch im Ausbruch der Scheibe beobachtet.
Der letzte beobachtete und in der Literatur dokumentierte Ausbruch wirGwooi(2001)
beschrieben, er startete am 1aiM 2000 und hielt bis zum 21.&dz an, der Helligkeitsanstieg
betrug 4-5 mag. Whrend des Ausbruchs wurde die Scheibe @onot (2001) zeitaufgedst
photometrisch vermessen. In den Dopplertomogrammen der aufgenommeneikien
zeigt sich eine deutliche, zweiarmige Spiralstruktur, diese Strukturdbtend des gesamten
Ausbruchs sichtbar, nicht jedoch im Ruhezustand der Scheibe. Spiralstrukturen in den Ak-
kretionsscheiben von CVs wurden ergrklich zum ersten Mal vofsteeghs et a(1997) in
dem System IP Pegatrend dessen Ausbruchs beobachtet, IP Bt wie U Gem zu den
normalen Zwergnovae.

5.3.1 Diskussion uber Drehimpulstransport und Spiralstrukturen in
Akkretionsscheiben

Ziel der folgenden hydrodynamischen Simulation der Scheibe in U Gem soll ségtichmst
viele der Beobachtungsdaten, wenagtich auch die Entstehung der mystesen Spiralstruk-
turen, nachzubilden und dadurch modellhaft zuamedh.

Auch wenn die eben gemachte Aussage wie selbstredbth klingt, so sind bei diesem
Vorhaben alle bisher gewonnenen Erkenntnigser Modellannahmen, Instabdten und die
Interpretation numerisch gewonnener Ergebnisse ziicksichtigen. Alle Aspekte wurden
bereits in den Rechnungen idealisierter Scheiben und denen zu realen Systemen angespro-
chen. In dieser abschlieRenden Diskussion, die wir den Ergebnissen vorausschicken wollen,
werden alle wesentlichedberlegungen nochmals aufgegriffen.

Der entscheidende Punkt in d&berlegungen ist der Umstand, daf diedatdich vorherr-
schenden physikalischen Prozesse in der Scheibe, die zum Drehimpulstransport und schliel3-
lich zur Akkretion fihren, nicht ausreichend bekannt sind. Das vorgestellte Modelk-der
Scheibe beschreibt die Auswirkungen der in der Scheibe vermuteten Turbulenz. Aber auch
durch andere nicht viskose Modelle kann der Drehimpulstranspoérevkérden. In den Ab-
schnitten zur baroklinen Instabéitund der homentrop gésten Scheibe, jeweils im Zentral-
potential betrachtet, wurde der Einflul} ausgedehnter Wirbelstrukturen oder der einer Rossby-
Wellen Instabiliit auf den Drehimpulstransport untersucht. In@systemen sind weitere
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Strungen durch den Einflul des Begleitsterns zu erwarten. In den Rechnungen zum Su-
perhumppBnomen entstanden in den nicht viskosen Scheiben eine signifikante zweiarmige
Spiralstruktur, deren Ursache im direkten Zusammenhang mit dem Vorhandensein des Se-
kundarsterns steht. Obwohl dort extreme Masseré#nisse, durch die die Superhumper aus-
gezeichnet sind, untersucht wurden, kann dieseuBy auch bei geringeren Massenzth
nissen erwartet werden.

Fur die folgenden Rechnungen haben wir uns wiederdbs viskose-Modell entschie-
den. Man muf sich dabei im Klaren sein, daf3 allein durch die Wahl dieses Modells eini-
ge der nidglichen dynamischen Instabéiseffekte ausgéanpft werden, global ausgedehnte
Wirbel werden unter Betrachtung der hohen Schervisibsither nicht entstehen. Inwie-
weit die durch Gezeitenkfte angeregte zweiarmige Spiralstruktur durch den viskosen An-
satz gedmpft wird, bleibt als spannende Frage noch offen. Treten sie dennoch auf, so werden
auch sie zum Drehimpulstransport beitragen, wie S8aronije et al(1994) gezeigt wurde.

Auch wenn man die $tung des Sekurdsterns vernaclssigt, folgt aus der Wahl des vis-
kosenz-Modells nun nicht, da aufgrund der starkegmipfung keine Instabibiten zu erwar-
ten sind. Aus dem Beispiel des viskos zerflieBenden Staubrings wei? man, daf? eine rein visko-
se Scheibe im Zentralpotential instabil gegen die Entstehung einer einarmigen Spiralstruktur
ist. Unsere Testrechnung hat diese Instatitiiwar nicht reproduziert und zeigte stattdessen
eine axialsymmetrische &tung, die als numerische Instakilitbozw. als numerischer Fehler
interpretiert wurde. Damit sind wir am einem Punkt angelangt, der am Anfang dieser Arbeit
schon angesprochen wurde, physikalische Instatslit niissen nicht zwangslifig von dem
numerischen Modell wiedergegeben werden und umgekehrt.

Wir wollen noch auf eine Auswirkung der in demxModell enthaltenen Scherviskdit
hinweisen. Wie aus der Testrechnung zum viskosen Staubring hervorgeht, bewirkt die Scher-
viskositat das ZerflieRen einer @rhten lokalen Massenansammlung in der Scheibe. Alle vis-
kosen Scheibenrechnungéifen zu Strukturen mit lokal geringem Dichtekontrast. Auch die
Spiralen, die nicht als Instab#it in dem viskosen Modell enthalten sindiissten demnach
unter dem Einflu® der ScherviskaditzerflieRen. Der Aufbau von eventuell vorkommenden
Dichteansammlungen, etwa in Spiralen, muf3 also von einer Kraft bewerkstelligt werden, die
der viskosen Kraftiberlegen ist. Da die Druckkraft in der Scheibenebene die &chste vor-
kommende Kraft ist, kann dieser Prozef3 nur von den Poterifagkribernommen werden.

Das Roche-Potential besitzt genau diese Eigenschaft, eine gpimaé Sbrung mit der Mo-
denzahl zwei zu induzieren, sofern diese nicht durch visko&#td&ausge@impft wird, diese
Spirale findet sich letztlich auch in den Beobachtungsdaten.

Die Intention fir unsere viskose Simulation im Kontext dieser Diskussion kann etwa wie
folgt formuliert werden; wir benutzen dasModell einer dinnen Scheibdif den Test, ob die-
ses Modell die beobachtete Spiralstruktur reproduziert. Sollte dies gelingen, kann durch wech-
selseitigen Vergleich aus Beobachtungsdaten und numerischer Simulation neue Erkenntnisse
Uiber die Natur der Viskogit gewonnen werden, etwa eine Eingoikung des Parameters
Dieses Vorgehen haben wir schon bei der Rechnung zu AM CVrilhdgt. Der Vergleich
mit anderen numerischen Ergebnissen wirczzigch die Interpretation der hier gewonnenen
Ergebnisse festigen. Die Simulation kann daher als ein Bauste@taé Forschungsgebiet der
Akkretionsscheiben betrachtet werden.
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Die letzte Anmerkung in dieser Diskussion gilt der Wahl des Parametersine
Ausfiihrung hieéiber wurde in der Erldrung des DIM und der S-Kurve gegeben. Durch die
selbstkonsistente Betrachtung des thermischen Zustands wird das Irigtigilihalten nach
dem DIM durch geeignete Materialparameter, die Opéit, beschrieben. Es ist daher an-
gebracht, keine weitere Annahmen in die Wahl woeinzubringen. Der Parametemwird in
Zeit und Raum konstant sein, wir testen in zwei uriaifigen Simulationen zwei verschie-
dene Werte.

In einer Arbeit vonArmitage & Murray (1998 wird eine Simulation mit SPH von dem
System IP Peg vorgestellt, in der die zweiarmige Spiralstruktur mit @evtodell reprodu-
ziert wurde. In dieser Rechnung wird jedoch eine einfache Anndlbeezwei verschiedene
Werte vone fur die zwei Zushnde der Scheibe gemacht, den heiRen, optisch dicken und
optisch dinnen, die Energiegleichung blieb unbeksichtigt.

5.3.2 Simulation der Scheibe von U Gem

Alle grundlegenden Simulationstechniken sind bereits aus den vorangegangenen Rechnungen
bekannt. Da es sich hier um eine normale Zwergnova handelt, werden die Materialparameter
fur Wasserstoff benutzt, entsprechend also auch die @pazivonBell & Lin (1994.

Der Radius des Rechenbereichs ist der Abstand vom inneren Lagrange-Punkt zans-Prim
tern, er ist damit deutlich gf3er als die Ausdehnung des Roche-Lobes desdpsterns. Es
werden die zwei Aufisungen 230 und 330 Teilchen auf dem Durchmesser des Rechenbe-
reichs benutzt, die voll entwickelte Scheibe wird dann durch ca. 20 000 bzw. 40 000 Teilchen
repiésentiert. Die Teilchen werdeiirfieden Restart auf einem uniformen, kartesischen Gitter
angeordnet. In der viskosen Rechnung werden keine steilen Sto3fronten erwartet, so daf? die
9-Punkt-Sparse Quadraturformel benutzt werden kann. In den Rechnungen wird wieder eine
unterstitzende Volumenviskosit 3- 1078 R2s71 < ¢/ < 3.10 R2 s~ benutzt, der nied-
rige Wert kann iir die kleine Aufbsung und einer Scheibe im Ruhezustand benutzt werden,
der fbhere Wertfir die Scheibe im Ausbruch mit hoher Teilchenésiing.

Die Scheibe beaitigt iber hundert Bahnperioden, um sich voll zu entwickeln. In dieser
Zeit ist die gesamte Scheibe optischnd, es zeigen sich keine wesentlichen Strukturen in
der Fhachendichte, es stellt sich keineaPession ein und sie ist nahezu axialsymmetrisch.

Fur den Anfang dieser Entwicklungszeit ist es praktikabel, die Simulation olbseri_der
Energiegleichung ausazilfren, stattdessen wird eine polytrope Zustandsgleichiumapt Gas
benutzt. Zur weiteren Reduzierung der Rechenzeit kann die Entwicklung der Scheibe mit
einer stark verringerten Teilchenaigling gerechnet werden, die nach und nacthenwvird.

5.3.3 Ergebnisse der Simulation von U Gem

Nachdem sich die Scheibe lange Zeit entwickelt hat und massereicher geworden ist, folgt ein
Zustand, in dem sich die Scheibe bBiser den Roche-Lobe ausgedehnt hat, sie istimmer noch
optisch dinn und zeigt ein nahezu statimes Stdmungsbild. Die Scheibe ist dabei leicht
deformiert, sie weist eine ethte Ausdehnung senkrecht zur Systemachse hin auf. Danach
entwickelt sich an dem zum Sekuirdtern hin zugewandten AuRenrand eine bagyenifye
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Struktur erldhter Fchendichte. Dies ist der Zustand, in dem die optische Tiefe ihren Mini-
malwert vonzyin = 8/3, fur beide Scheibenseiten, erstmilrersteigt. Zu diesem Zeitpunkt
besitzt die Scheibe die Gesamtmasse va8110?%kg, diese Masse entspricht dem Mas-
seruberstrom innerhalb von 26 Tagen oder 150 Bahnperioden. Diese Situation ist in der Abb.
5.7 dargestellt, wir bezeichnen diesen Zeitpunkt mit O.

t = 0.00 Porp
2(X) (Emax = 9.65- 107 kgm™2) D%®(x) (Dpax = 1.11- 10° wm™2) 7(X) (Tmax = 6.61)
y y y
! o
\
Tc™m ) X cm "wbD X 'cm "wb X

Abbildung 5.7: Die Scheibe in U Gem kurz vor dem Ausbruch. Der Maximalwert der kinematischen Viskositiit zu
diesem Zeitpunkt betrdgt vmax(X) = 1.80- 108 Ré/s.

Aus den simulierten @f3enX und der Entropiedichte konnen die restlichen thermody-
namischen Gif3enT¢ und P bestimmt werden, die restlichen ScheibeiftgnH, D, r undv
folgen aus dem Modell dertishinen Scheibe mit der-Parametrisierung der Viskoait In den
folgenden Abbildungen werden die @enx (x), «(x) und D%25(x) gezeigt. Wie auch in
dem Beispiel von AM CVn liefert die FunktioB%-25(x) ein einfaches Abstrahlungsmodell
fur den sichbaren Bereich des Lichts, zudem ist der Kontrastumfang igegrdh(x) besser
fur die Abbildungen geeignet. Die GRet (x) weist ebenfalls einen sehr hohen Kontrast auf,
es wird jeweils der Bereich/8 < ¢ < 100 abgebildet, die Farbe schwarz steht dabei f
7 > 100, fur das Minimum steht hellgrau oder weif3; im ersteren Fall zeigt die hellgraue
Flache die aktuelle Ausdehnung des Rechenbereichs an, in dem eine Temperatur definiert ist.
Aus dieser GoR3e bsst sich sehr zuvérdsig der Zustand der Scheibe auf der S-Kurve des DIM
ablesen. Es zeigt sich, daR die Scheibe in Teilbereichen entweder opitigtisti¢c = 8/3)
oder optisch dick mit einer optischen Tiefe vor= 100. In den Abbildungen ist die Position
des Prindrsterns auf dex-Achse mit WD und das Massenzentrum mit CM gekennzeichnet,
die gepunktete Linie steht wiedeirfden Roche-Lobe des Pramsterns. DetJberstrom be-
sitzt eine so kleine Bichendichte, dal er in den Abbildungen vBmicht zu erkennen ist.
In den Abbildungen der ®ReD?%2° erkennt man den Zustrom gut. Nahe am+Punkt sind
die Scheibeng3en analytisch vorgegeben, aus der vorgegebenen Temperatur von 6000 K
ergibt sich die dargestellte Abstrahlungsleistung. st detJberstrom den parametrisierten
Bereich, Kihlt er sehr schnell ab, entsprechend nimmt die Abstrahlungsleistung stark ab. Am
Auftreffpunkt auf die Scheibe, dem Hot-Spot, erhitzt sich deerstrom wieder. In der Ab-
bildung 5.7 zeigt die senkrechte schwarze Linie den Hot-Spot in geringedaufig. In den
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Abbildungen wird der zu diesem Zeitpunkt vorkommende Maximalwert déf&m immer
mit der Farbe schwarz abgebildet, der Maximalwert selbst ist ebenfalls angegeben. In den
Abbildungen der GiRe D25 wird das Maximum vorD (x) angegeben.

In der Abbildungb.8ist nun der weitere Verlauf des Zwergnova-Ausbruchs wiedergegeben.
Zuerst bildet sich die Massenansammlung links oben, also dem Salstecth zugewandt,
starker aus. Dies ist der Bereich, der zuerst optisch dick wird. Gleichzeitig entwickelt sich der
zweite Arm der Spiralstruktur, er ist zuerst in deadétendichte sichbar und erreicht weniger
als eine Bahnperiode afer ebenfalls den heil3en, optisch dicken Zustand. Diese Situation zur
Zeitt = 2.0 Py ist in der oberen Zeile der Abbildur§8 zu sehen. Beide Spiralarme sind
nahezu symmetrisch zum Piamstern angeordnet, dieser Zustand ist quasistatiahh. die
Lage der Spiralarme ist stati@nim mitrotierenden Koordinatensystem, von ihrer weiteren
Entwicklung und Zunahme ihrer Ausdehnung abgesehen. Diese zweiarmige Spiralstruktur
ist bereits aus den Rechnungen zum Superhuipminen bekannt. Auch hier hat sich ein
quasistatioares Stdmungsbild mit zwei Spiralen entwickelt, deren Position relativ zur Sys-
temachse an diese Spiralen erinnert. Als Ursache dieser Spiralstruktur wurdémiegSt
durch den Begleitstern genannt.

Offenbar sind erst éhrend der Ausbildung dieserdsting die Bedingungen an die Schei-
benvariablen so eingestellt, daf3 die dort vorherrschende hohe Massendichte zur lonisation
des Gasestihrt. Dieser Bereich wird zuerstif Strahlung undurcBksig und heizt auf, der
optisch dicke Ast der S-Kurve ist erreicht. In diesen Bereichen herrscht nun,igegesen
benachbarten, eine drhte Viskosiéit. Die hohe Scherviskogit misste eigentlich zu einem
ZerflieRen der lokalen Massenansammluinigrén. Dieser Prozel steht jedoch im Gegensatz
zu den Kaften der Gezeitendtung, die in diesem Fallberwiegen und weiterhin die Spiralen
mit Masse f@ittern. Wie in der Abb5.8 zu sehen ist, achst der optisch dicke Bereich weiter
an, innerhalb einer Bahnperiode haben sich die beiden Spiralen zu einem gemeinsamen hei3en
Bereich vereinigt. Die Entwicklung ist deutlich in den@enD undz zu erkennen, &hrend
bis zu diesem Zeitpunkt (= 3.0 Pqrp) nur eine geringe Vé@nderung in der Rlchendichte
zu erkennen ist. Dieses Verhalten ist konsistent mit dem DIM, die heil3en Gebiétaerrh
Viskositat heizen die benachbarten Gebiete auf, eine Heizfront breitetibehdie Scheibe
aus. Die Ausbreitung dieses thermischen Zustands ist dabei von der Gasdynamik weitgehend
entkoppelt. Dies ist in dem Sinne zu verstehen, daf3 die heien Bereiche nicht einfach mit der
Stromung mittransportiert werden. In diesem Scheibenzustand wird eine Testmasse an Gas
wahrend ihres Umlaufs um den Pémnstern optische dicke undidne Bereiche passieren und
abwechselnd aufgeheizt und gt werden.

Ab dem Zeitpunkt{ = 3.0 Pyp) entwickelt sich nahe am Innenrand der Scheibe ein wei-
terer ringbrmiger Bereich bai ~ 0.07a, in dem sich die Scheibe im optisch dicken Zustand
befindet. Von diesem Ring aus breitet sich ebenfalls eine Heizfront radial nach auf3en aus,
dieser Bereich wird sich mit dem von den Spiralen gebildeten zur Zeit3.22 Py,p) verei-
nigen. In unserer Simulation startet der Ausbruch also in den zwei Spiralen und, zeitlich leicht
versetzt, am inneren Bereich der Scheibe, das Erreichen des oberen Astes der S-Kurve folgt
in diesen drei Gebieten jeweils undirtyig voneinander. Ab diesem Zeitpunkt wird die dem
Sekundrstern abgewandte Spirale instabil, in unregfligen Absinden dirzt die in der
Spirale enthaltene Masse bis in den Innenbereich der Scheibe und verursacht starke Schocks,
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Abbildung 5.8: Der Ausbruch startet am AuBenrand der Scheibe, zwei spiralférmige Massenansammlungen befinden
sich im optisch dicken, heilen Zustand (t = 2.0 Pqyp). Eine Bahnperiode spiiter (t = 3.0 Pyypp) haben
sich diese Gebiete zu einer geschlossenen Fliche vereinigt, fast gleichzeitig bildet sich nahe am In-
nenrand ein ringformiger optisch dicker Bereich, der sich kurze Zeit spéter (t = 3.22 Pyp) mit dem
duBeren verbindet. Ab jetzt wird der zweite Spiralarm (rechts unten) instabil.

die Scheibenstruktur wird dadurch stark @estEs bilden sich kurzzeitig grof3e Wirbelzo-
nen aus, die jedoch sehr schnell von den viskoséiit&n gedmpft werden. Die Temperatur
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erreicht in diesen Schocks Werte vdg = 1.76 - 10°K, die zersbrte Spirale bildet sich
nach diesem Vorgang wieder neu aus. In der Simulation zeigte der andere Spiralarm keine
vergleichbaren Instabibiten.

Die Abbildungen der GileDO25 zeigt zu Beginn des Ausbruchs ihr Maximum &toer-
gang zwischen optischidnen und dicken Bereichen der Scheibe. Im optisch dicken Fall ist
die Scheibe zwatlfr Strahlung weniger durchs$sig, durch dietthere Temperatur ist dennoch
auch die Abstrahlungsleistung étit. In der Heizfront, also an der Berandung optisghrter
und dicker Bereiche, scheinen sich die Scheib&gn so einzustellen, daf? einedrh Tem-
peratur im optisch @nnen Gas zu einem Abstrahlungsmaximuitnrf.

Der Einflul3 der Grenzschicht zwischen Scheibe und dem wei3en Zwerg

Einige theoretische Modelle zu Zwergnovaalisiven gehen davon aus, daf? die thermische
Instabilitat von der Oberfiche des WeiRen Zwergs aus starten muf3. Zwischen der &uberfl

und der Akkretionsscheibe bildet sich eine Grenzschicht, in der das Gas auf die Rotationsge-
schwindigkeit des Prid@rsterns abgebremst und schlieR3lich akkretiert wird. In dieser Grenz-
schicht ist das Gas sehr heil’ und ionisiert. Wegen des geringen Radius des Weil3en Zwergs
kann die Grenzschicht in der Simulation nicht aufgtiwerden, zudem @ivde nur eine drei-
dimensionale Behandlung sinnvoll erscheinen. Es stellt sich die Frage, ob diese Grenzschicht
nicht schon viel filher den Ausbruch induzieren kann, indem eine vom &rstern ausge-
hende Heizfront die gesamte Scheibe in den optisch dicken Zu#tseriihrt, noch bevor

die Gezeiteninstabiit die Spiralen ausbilden konnte. Diese Frage wollen wir, zumindest an-
satzweise, mit einem Test in der Simulation beantworten. An einem kleialgesm Radius

ri = 0.02a lassen wir eine effhte Massenansammlung zu. Zu diesem Zweck wird einfach

ab einem geeigneten Zeitpunkt das Potential des&starns gelrzt, die Gravitationskraft

wird dazu mit dem Faktor

3
fr = (rL) fur r <rj und ff =1 sonst. (5.16)
I
multipliziert. An dem Radius; bildet sich nun eine unphysikalische Massenansammlung
aus, die heif’ und optisch dick ist. In der Simulation zeigte sich, daf3 sich von diesem Bereich
aus keine Heizfroniiber die Scheibe ausbreitet. Statt dessen entwickelt sich der Ausbruch
wie in der bereits vorgestellten Simulation, zwei Spiralarme und ein Ring bei kleinem Radius
erreichen, unaliingig voneinander, den hei3en Zustand. Diese Situation ist in Abbikldog
dargestellt.

Die Spiralen haben sich zum abgebildeten Zeitpunkt bereits zuadferen Ring verei-
nigt, unabkingig davon hat sich wieder bei etwa= 0.07a ein Ring im heien Zustand
ausgebildet. Der innerste Ring lvei= 0.02a veriibte keinen Einflul auf die Entwicklung des
Ausbruchs.

Inwieweit die Grenzschicht nun Einfluf3 auf die Scheibenentwicklung zu Beginn des Aus-
bruchs hat, kann mit diesem Modell iidich nicht ausreichend beantwortet werden, schliel3-
lich wird auch der Strahlungstransport in der Scheibenebene veasaddil Die Rechnungen
zeigen jedoch, daR das Modell eines Zwergnovaausbruchs nicht zwingend den Einflu3 der
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Abbildung 5.9:  Typische GréBen der Scheibe wiihrend der Entwicklung des Ausbruchs, sie folgen aus den simulierten
Variablen X und s (Entropiedichte) und aus dem Scheibenmodell. In den spiralférmigen Ausbruchsgebieten ist das
Gas bei sehr hoher Temperatur vollstindig ionisiert. Die Spiralbereiche bei groBen Radien sind neben dem Innen-
bereich am leuchtsérksten, dort gilt bereits die Kramer’sche Regel fiir die Opazititen. In diesen Bereichen erreichen
die GroBen D, v, Tc und © mit tmax > 3000ihre Maximalwerte. Diese Bereiche liegen weit aulen im Potential, die
Scheibenhohe H erreicht dort ebenfalls ihren Maximalwert, die dreidimensionale Dichte p (nicht abgeb.) jedoch nur
einen mittleren Wert, dasselbe gilt tiir die Opazititen. Die Maximalwerte der GroBen p und k liegen am Rand der hei-
Ben Bereiche bei gleichzeitig kleineren Radien. Diese Randbereiche stellen die sich ausbreitende, ionisierende Heiz-
front dar, in diese Richtungen wird sich der Ausbruch weiterentwickeln. Die Innenbereiche dieser Spiralen sind, kurz
nachdem sie den heiBen Zustand erreicht haben, noch nicht auffallend leuchtstirker als die benachbarten kiihlen Be-
reiche. Die kinematische Viskosititv zeigt einen hohen Kontrast. Der Maximalwert (hier vmax = 1.64-10~ 7 Rg S_l)
ist um etwa den Faktor 10 gegeniiber dem Maximalwert der Scheibe im Ruhezustand, etwa zwei Bahnperioden vor
dem Ausbruch, erhoht. Der hohe Kontrast gegentiber den benachbarten kiihlen Bereichen kann die Dynamik wesent-
lich beeinflussen, im vortgeschritterenen Stadium kann die zweite Spirale instabil werden und in die Scheibe stiirzen,
wie in Abb. 5.8 zur Zeitt = 3.22 Py, zu sehen ist.

Grenzschicht als induzierenden Faktor &igit. Weiterhin konnte gezeigt werden, daf3 ein
heilRer Bereich am Innenrand nicht automatisch eine radial nach au3en verlaufende Heizfront
nach sich zieht.

Der Einflul? des Hot-Spots

Neben der Grenzschicht an der Obicfie des Prirsterns existiert noch ein zweiter Bereich,
der die sich ausbreitende Heizfront induzierémixte, dies ist der Hot-Spot. Am Auftreff-
punkt dedUberstroms auf den AuBenrand der Scheibe entstehen in einer Stol3front sehr hohe
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Abbildung 5.10:  Das Potential des Weillen Zwergs ist gekiirzt und fiihrt zu einer unphysikalischen Akkretion an dem
innersten Ring. Der mittlere und duBere Ring hat sich selbstkonsistent ausgebildet.

Temperaturen. Debberstrom und der Hot-Spot waren in den bisherigen Simulationen zwar
enthalten, durch die benutzte Volumenviskasivurde die Stof3front jedoch stark géthét,
zudem war dieser Bereich nicht gerend hoch aufgébt. Es wird nun der Bereich um den
Hot-Spot mit hoher Teilchenad#ung und unter Verzicht der Volumenviskasisimuliert.

Als Ausgangspunkt benutzen wir eine Scheibe aus der Simulation mit deerén Parame-
tera = 0.5 zu einem Zeitpunkt, in dem die erste, dem Seldustbrn zugewandte Spirale
bereits den optisch dicken Zustand eingenommen hat. Innerhalb des Restartverfahrens wird
der Bereich um den Hot-Spot mit einer Adgling von 4506« 450 Teilchen neu aufgesetzt, die
Volumenviskosiat ausgeschaltet und als Ausgleich der Koeffizient der Reibuafyslertoht.

In dieser Konfiguration kanAMmm starke StoRRfronten lokal innerhalb weniger Teilchenradien
gut reproduzieren. Die Simulation erfolgte mit einer stark reduzierten Zeitschrittweite.

t = 3.5Pob
TX) (Tmax = 442 10°K) D%%(x) (Dmax = 8.13-10°Wm™?) 7(x) € [2..100]
y y y
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Abbildung 5.11:  Rechnung eines Teilabschnitts mit einer hoher Auflésung von 348 x 348 Teilchen im gezeigten
Ausschnitt, es wird keine kiinstliche Volumenviskositit benutzt. Der Hot-Spot ist heller, aber nicht
signifikant heiBer als der Spiralarm. Die beiden Gebiete im ionisierten Zustand beeinflussen sich
nicht gegenseitig.
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Die Simulationszeit befigt etwa @inf mal die Zeit, die eine freifallende Testmasse vom
L 1-Punkt bis zum Hot-Spot bétigt. Innerhalb dieser Zeit hat sich die neue, hoch adfgel
Stof3front zu einem statiénen Zustand entwickelt. Im Ergebnis, das in Abbildingl zu
sehen ist, zeigt sich folgendes; der Hot-Spot erreicht zwar hohe Temperaturen, diese liegen
jedoch unterhalb derer, die in den hei3en Bereichen der Scheibe vorherrschen. GrofRe Teile des
Hot-Spots befinden sich im optischimhen Zustand, insgesamt wird eine hohe lokale Abstrah-
lungsleistung erreicht. Lediglich in der Mitte des Hot-Spots ist innerhalb etnggithen,
linsen®rmigen Gebiets der optisch dicke Zustand erreicht. Dieser Bergichstjedoch im
Laufe der Simulation, im Gegensatz zu dem Spiralarm, nicht an, von ihm aus wird also kei-
ne sich ausbreitende Heizfront induziert. Die Ausdehnung der StoRfront ist déaBeirgals
daf dies auf die Teilchenadflung oder das Verhalten veavm zurickzufihren vére, die
Beriicksichtigung der Abstrahlung auch in der Stof3front besitzt wdiitejide Eigenschaf-
ten. Das Ergebnis dieser Simulation ist, daf} der Hot-Spot den Ausbruch nicht induziert. In
dem Fall von U Gem mit ausgeglichenem Masserainis liegt der Hot-Spot, im Fall einer
weit ausgedehnten Scheibe, sehr weit von den beiden Sternen entfernt und relativ nahe am
L1-Punkt. An diesem Ort besitzt der Zustrom eine §8mgyte Geschwindigkeit. Der groRe
Abstand zu den beiden Sternen hat eine geringe Gravitationskraft in vertikaler Richtung zur
Folge, dadurch ist eine grof3e Scheibéiméa mit geringer (dreidimensionaler) Dichtégtich.
Diese Eigenschaften sind uingstig, um die Scheibe in den optisch dicken Zustandibueh.

Der EinfluB des Parameters a

Die Simulation des Ausbruchs wurde zweimal vdltstig mit verschiedenen Werteirfa
ausgefihrt. In der zweiten Simulation verwenden wir den 10-faéiméren Wertax = 0.5.
Aus dieser Simulation werden keine neuen prinzipiellen Erkenntnisse zum Ausbruchsverhal-
ten gewonnen. Quantitativ ergeben sich geringe Abweichungen in den SchéBemgdie
wesentlichen Unterschiede werden hier im Text qualitativ beschrieben.

Der Ausbruch beginnt wieder in zwei Spiralarmen und in dem @ingfgen Bereich bei
einem kleinen Radius. Der Kontrast in de@éhendichte ist im Vergleich zur Simulation
mit & = 0.05 leicht reduziert, d.h. die Spiralstruktur zeigt sich breiter und etwérkest
geghttet. Beide Spiralarme in derd&hendichte weisen im Vergleich einéhere Symmetrie
beZiglich des Prirarsterns auf und besitzen einen etwas kleineren Winkel relatiy-Aahse.
Wahrend der erste Spiralarm (links, dem Sekamstern zugewandt) sehr schnell den optisch
dicken Zustand erreicht und von dort die sich ausbreitende Heizfrorishuist der zweite
Spiralarm instabil und breitet sich nicht aus. Instabil ist in diesem Sinn so zu verstehen, daf3 die
Flachendichte zwar einen statémen Spiralarm ausbildet, der Bereich in der Spirale, der den
heilRen Zustand regsentiert, jedoch stark fluktuiert. Der heife Bereich kann so grof3 werden
wie der des ersten Arms oder auch ganz verschwinden. Diese Fluktuationen dauern so lange
an, bis der dem ersten Spiralarm zugeordnete hei3e Bereich sich zu einem geschlossenen Ring
ausgebreitet hat. Von da an \@auft der Ausbruch wie in der Simulation mit kleineremDer
aulere und innere Ring breiten sich in radialer Richtung so lange aus, bis die gesamte Scheibe
den optisch dicken Zustand erreicht hat.
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Abbildung 5.12: Beginn des Ausbruchs mit dem hoheren Wert o = 0.5. Der Ausbruch startet wieder in den zwei
Spiralarmen, der zweite Arm ist weniger ausgeprégt, seine Ausdehnung fluktuiert stark. Kurz nach
dem Ausbruch im ersten Spiralarm erreicht die Scheibe nahe am Innenrand ebenfalls den heilien
Zustand.

Der voll entwickelte Ausbruch

Nachdem die Heizfronten die gesamte Scheibe passiert haben, ist die Scheibe global ionisiert,
lediglich sehr weit auBenliegende Gebiete mit geringaciréndichte sowie der Zustrom ver-
bleiben im optisch @éinnen Zustand. In der Simulation mit= 0.05 ist dieser Zustand nach
etwas mehr als 5 Bahnperioden, also knapp einem Tag erreicht. Die kinematische &iskosit
besitzt zu diesem Zeitpunkt innerhalb des hei3en Bereichs wieder einéfdggem Kontrast,
so dal sich ein quasistatiémer Zustand bilden kann. Die&ilhendichte und Abstrahlungs-
leistung veandern sich in denachsten Bahnperioden kaum noch. Es beginnt nun der Zeit-
punkt, an dem durch die hohe Visk@gitmehr Materie akkretiert wird alsher denL 1-Punkt
zustdmt. Aus Giinden begrenzter Rechenzeit wurde die Simulation an diesem Punkt been-
det. Das Ausbruchsverhalten wird in Intervallen von 30 bis 250 Tagen beobachtet, in dieser
Zeit fullt sich die Scheibe im Ruhezustand mit Masse um sighnend des Ausbruchs durch
erhbhte Akkretion wieder zu entleeren. Wird in Zukunft ggend Rechenzeit zur Véigung
stehen, \ire es sicher interessant, mehrere solcher Zyklen zu simulieren. Beschreibt das Mo-
dell mit konstantena die ertbhte Akkretion in richtiger Weise, soiwde auch die Differenz
der Scheibenmasse kurz vor und nach dem Ausbruch richtig wiedergegeben und damit auto-
matisch das richtige Ausbruchsintervall.

Die wesentliche Erkenntnis aus der Simulation ist jedoch, daf} im Zustand des voll ent-
wickelten Ausbruchs nun wieder eine Spiralstruktur sowohl in déacténdichte als auch in
der GoReD%25 zu erkennen ist (s. Ablg.13. Diese zweiarmige Spiralstruktur erinnert an
die Spiralen in der Rechnung zum Superhun@mmen. Sie treten in der Simulation zu U
Gem nur dann auf, wenn sich die Scheibe im heifRen, hoch viskosen Zustand befindet, bis
kurz vor dem Ausbruch war diese Struktur nicht zu erkennen. Die Spiralarme sind nahezu
punktsymmetrisch zum Priamstern angeordndiper lange Zeit staticr und stabil. Aus den
Beobachtungen vofsroot (2007) folgt, dal3 die Spiralen &ahrend des gesamten Ausbruchs
zu sehen sind, der sidliber 20 Tage erstreckt. In dieser Zeit muf3 sich der Ausbiier
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Abbildung 5.13:  Der voll entwickelte Ausbruch aus der Rechnung mit gekiirztem Potential, o = 0.05 und hoher
Teilchenauflosung. Es ist noch die unphysikalische Akkretion beirj zu erkennen. Innerhalb des hei-
Ben Bereichs haben sich zwei markante Spiralen entwickelt. Der Maximalwert der kinematischen
Viskositit zu diesem Zeitpunkt betrdgt vimax(X) = 1.03- 1077 R(2 /S.

die gesamte Scheibe und bis zur Olfile des WeiRen Zwergs ausgedehnt haben. Nur so
kann sich die Scheibe durch étite Akkretion wieder entleeren und den Ausbruch beenden.
Diese Beobachtung wird von der Simulation reproduziert. Nicht die zwei Sfinaifj ange-
ordneten hei3en, optisch dicken Bereiche, die nur zu Beginn des Ausbruchs bestehen, sind
fur die beobachteten Spiralen verantwortlich. Die Gezeitittkdes Sekur@dsterns induzie-

ren die zweiarmige Spirale auch in dem Zustand, in dem sich die Scheibe global im heiRen
Zustand befindet. Diese Aussage unterscheidet sich von deAemirage & Murray(1998.

Hier wurde mit einem SPH Verfahren eine Spiralstruktur in der Scheibe von IP Peg simuliert,
die Simulation endet jedoch zu einem Zeitpunkt, der in unserem Fall det Zei2.0 Py,
entspricht.

Die Lage der Spiralen in den zwei beschriebenétief unterscheiden sich leicht, eine
guantitative Auswertung und ein Vergleich mit den Beobachtungsdaten geben wir im fol-
genden Abschnitt, in dem die Scheibedi@en in den Geschwindigkeitsraum transformiert
werden.

Die simulierten Dopplertomogramme

Auch mit modernen Teleskopen lassen sich selbst nahir8isteme nicht ortsadiend be-
obachten. Eine interessante Methode stellt daher die Doppler-Tomographiglatah (&
Horne1989. Groot(2001) untersuchte die Entwicklung der He14686-Linie der Scheibe

in U Gem wahrend des Ausbruchs imaviz 2000 mit einer Aufisung von 1.%. Durch die-

se photometrische Untersuchung@thman den FluRR der Linie im Geschwindigkeitsraum,
zuréchst jedoch nur eindimensional in Beobachtungsrichtung. Aus der Kenntnis der Bahn-
phase und des Inklinationswinkels werden mehrere Messungen zu einem zweidimensionalen
Bild der Scheibe im Geschwindigkeitsraum rekonstruiert. Diese Rekonstruktioaltemtm
photometrische Messungen zu verschiedenen Bahnphasen, ist also zeitverzerrt. Das so ge-

116



5.3 Die Zwergnova U Geminorum

wonnene Dopplertomogramm liefert ein Bild der aktuellen Verteilung der Strahlungsleistung
im Geschwindigkeitsraum, sofern diese Verteilunghnend der Dauer der Messungen als
statiorar im mitrotierenden Koordinatensystem angesehen werden kann. Die Dopplertomo-
gramme vorisroot(2001) sind in Abbildung5.14zu sehen.

Abbildung 5.14:  Dopplertomogramme von Groot (2001). Das °+’ zeigt die Geschwindigkeit des Primiirsterns an, das
"x* das Massenzentrum und die gepunktete Linie den Roche-Lobe des Sekundirsterns. In der ersten
Aufnahme vor dem Ausbruch (links) sind keine Spiralen zu erkennen. Die drei spéteren Messungen
wurden einige Tage nach Beginn des Ausbruchs gemacht, sie zeigen eine zweiarmige Spirale. Die
zweite, untere Spirale fluktuiert etwas stérker in ihrer Position und Helligkeit.

Aus den Simulationsdaten werden nun ebenfalls Dopplertomogramme berechnet. Diese
sind nicht zeitverzerrt, da die Daten zu einer bestimmten Simulationszeit in den Geschwin-
digkeitsraum transformiert wurden. Als die zu transformierend@’&rwird wiederD0-25
benutzt, die eine gute &herung der Strahlungsleistunigr fden sichtbaren Bereich liefert.

Fur die Berechnung der Tomogramme aus den Simulationsdaten gehen wir folgenderma-
Ren vor. Die GoRe D%25(x) und die simulierte Geschwindigkeit im mitrotierenden Koor-
dinatensysten¥(x) werden im Ortsraum auf einem feinen, uniformen, kartesischen Gitter
der Aufldsung 2000x 2000 ausgewertet. Zu der simulierten Geschwindigkeit wird die orts-
abhangige Geschwindigkeit des mitrotierenden Koordinatensystems addiert, néindéeh
Geschwindigkeiv(x) im Inertialsystem. Die Werte in den Gitterpunkten werden nun auf ein
ebenfalls uniformes Gitter im Geschwindigkeitsraum mit der &aihg 550x 550 trans-
formiert. Die kontinuierlich verteilten Werte(x) missen nun den diskreten Wertgndes
Gitters im Geschwindigkeitsraum zugeordnet werden, wobei durch die Zuordnung Artefak-
te entstehendnnen. In der Literatur wird oft vorgeschlagen, diese Artefakte mit einer Gaul?’
ahnlichen Funktion zu gtten. Rr die hier gezeigte Tomogramme wird ein anderes Verfahren
gewahlt. Jedem Werg(x) ordnen wir ein IntervallAv im Geschwindigkeitsraum zu, das ge-
nau der Gitterweite\v; entspricht. Bei der Transformatidrberschneiden nun die Intervalle
Av(x) mehrere Gitterpunkteg, zu bestimmten Bruchteilen. Die Summation der auszuwerten-
den GBRe D%25(v;) erfolgt nun proportional zu diesen Bruchteilen in den entsprechenden
Gitterpunkten.

Die Transformation in den Geschwindigkeitsraum besitzt zwei wesentliche Eigenschaften.
Zum einen ist der ursfingliche Kontrast der Abstrahlungsleistung im Ortsraum nicht erhal-
ten, Gas nahe dem Prérstern rotiert mit hoher Geschwindigkeit, diese wird im Geschwin-
digkeitsraum von einer grof3en Anzahl an Gitterpunktenasgmtiert, die dortigen Strukturen
werden stark verschmiert. Umgekehrt werden die auRenliegenden Spiralen, in denen das Gas
eine geringere Rotationsgeschwindigkeit aufweibgrproportional abgebildet. Zum zweiten
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Abbildung 5.15: Die aus den Simulationsdaten erzeugten Dopplertomogramme, das + steht fiir das Massenzentrum
(v = 0), das x fiir den Primirstern, die gestrichelte Linie fiir den Roche-Lobe des Sekundirsterns. Die weitere
Erlduterung folgt im Text.
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bewirkt die mitbeiicksichtigte Rotationsgeschwindigkeit des Koordinatensystems eine geo-
metrische Verzerrung der Scheibe. Strukturen, wie etwa die Spiralen, die im Ortsraum noch
symmetrisch zum Priérstern erscheinen, verlieren diese Symmetrie im Geschwindigkeits-
raum. Durch das geringe Massenwvthis von U Gem ist das Massenzentrum weit vom Ort
des Prindrsterns verschoben.

In der folgenden Abbildung sind vier verschiedene Doppler-Tomogramme wiedergegeben.
Entsprechend der Notation vdaroot (200]) ist der Roche-Lobe des Sekuardterns, das
Massenzentrum+) und der Prinarstern &) gekennzeichnet. Zaszlich sind die GifRen
¥, D925 ynd 7 im Ortsraum abgebildet, in diesen Bildern ist der Roche-Lobe desaPsim
terns durch die gepunktete Linie angezeigt.

Das erste Bild{ = 0) zeigt das Tomogramm der Scheibe kurz vor dem Ausbruch. Es
ist bereits die beginnende Ausbildung der ersten Spirale zu erkennen, ebenfalls dominant er-
scheint der Hot-Spot. Der Masdérerstrom nahe am4-Punkt istiiberdeutlich zu sehen, da
dort die GbRen aus der Parametrisierung stammen. In den folgenden anderen Tomogram-
men ist die Farbdarstellung der &e D025 jeweils unterschiedlich, zum Vergleich kann
die Intensit der Spiralen mit der des Hot-Spots verglichen werden. Zum Zeitptirkt(Q)
sind die restlichen Strukturen noch so lichtschwach, dal3 der Hot-Spot noch zu den dominie-
renden Erscheinungeralzlt. Zum Zeitpunkt{ = 2.0 Pyp) befinden sich die Bereiche um
die Spiralen im heiRen Zustand, diese sind im Geschwindigkeitsraum ebenfalls sehr gut zu
erkennen. Das Tomogramm zum ZeitpubkE 7.25 Pgy, stammt aus der Simulation mit
o. = 0.5, die Entwicklung des Ausbruchs erfolgt auf einer anderen Zeitskala als in der Simu-
lation mita. = 0.05. Der heif3e Bereich erstreckt sich in dieser Situation bis zum Innenrand
der Scheibe, arAuReren Rand sind nur die Bereiche um die Spiralarme sehr heil3. Die Ge-
biete bei kleinen Radien besitzen hier eine sehr hohe Abstrahlungsleistung, diese sind im
Doppler-Tomogramm jedoch nicht zu erkennen, da sie einen groRen Bereich im Geschwin-
digkeitsraumilberdecken, wieder sind die Spiralen die dominante Erscheinung. Im Bild zur
Zeitt = 5.35 Py aus der Simulation mig¢ = 0.05 ist der Ausbruch volléindig ausgebildet,
diese Situation isiiber mehrere Bahnperioden konstant. Die gesamte Scheibe befindet sich
im heil3en Zustand, innerhalb des heilen Bereichs bilden sich wieder zwei Spiralen aus, die
das Bild im Geschwindigkeitsraum dominieren. Die Abstrahlungsleistung der Spiralen liegt
deutlich foher als die des Hot-Spots.

Fur einen quantitativen Vergleich mit den Beobachtungsdaten definieren wir den Radius
r,,2 des zweiten Spiralarms als den Abstand im Geschwindigkeitsraum voramtem auf
der Diagonalen im ersten Quadrant, also in Richtung positiver Geschwindigkgitets 0,
vx = vy. Aus den Simulationen mit = 0.05 erhalten wir,, >(t = 2.0 Porp) &~ 530 km si
undr,, >(t = 5.35Pqrp) &~ 660 km s Die Spiralen im Zustand des voll ausgebildeten Aus-
bruchs liegen aher am Prirérstern, das Gas in ihnen besitzt eitdére Rotationsgeschwin-
digkeit. Aus den Beobachtungsdatend&zen wir den Radius mit, » ops ~ 650 km slab.
Die Beobachtungsdaten wurden einige Tage nach Ausbruchsbeginn gewonnen, auf unserer
Zeitskala also bei > 60 Py;p.
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5.3.4 Diskussion der Ergebnisse aus der Simulation von U Gem

In der Simulation konnte der Ausbruch der Zwergnova U Geminorum wiedergegeben wer-
den. Das wichtigste Ergebnis ist die Reproduktion der zweiarmigen Spiralstruthrend

des Ausbruchs. In der Simulation wie auch in den Beobachtungen liefert diese Spirale den
dominanten Anteil in den Doppler-Tomogrammen. Die Spirale ist im mitrotierenden Koordi-
natensystem stati@n im Ruhezustand der Scheibe ist sie nicht vorhanden. Die Hauptcharak-
teristika der Spirale wie Lage, Radius und Symmetrie stimmen in hervorragender Weise mit
den Beobachtungsdatéberein.

Der Ausbruch entwickelt sich innerhalb weniger Bahnperioden, die erst kurz vor dem Aus-
bruch entstandenen spirdtigen Massenansammlungen werden zuerst heil3, sie bilden die
dominierende Erscheinung in den Doppler-Tomogrammen. Die Lage der Spiralen stimmt nur
grob mit den Beobachtungsdatéherein. Diese Deutung der Spiralen gaben afichita-
ge & Murray (1998 in ihrer Rechnung zu IP Peg. In unserer Simulation entwickelt sich der
Ausbruch jedoch schnell bis zu dem Zeitpunkt weiter, in dem die gesamte Scheibe im optisch
dicken Zustand verharrt. Die hoch viskose Scheibe hat sich im Roche-Lobe désdeims
weit ausgedehnt und unterliegt somit der Gezeiteninstabiies Sekuritsterns, es bildet
sich eine Spiralstruktur mit der Modenzahl= 2 aus. Genau diese Struktur ist nach unserer
Interpretation in den Beobachtungsdaten enthalten. Die Spiralstrukilmastmehrere Bahn-
perioden stabil und statién im mitrotierenden Koordinatensystem, sie ist symmetrisch zum
Primarstern und erscheint im Doppler-Tomogramm aufgrund des rotierenden Koordinaten-
systems nicht mehr symmetrisch. Die @hnke Viskosiat in diesem Zustand wird einéhere
Akkretionsrate verursachen und dadurch das Ende des Ausbruchs bestimmen.

TheoretischéJberlegungen zu Akkretionsscheiben in CVs sagen voraus, daR die Scheiben
im Ruhezustandikhl und optisch dnn sind und sich nicht bis zu dem Radius ausdehnen, am
dem die Gezeitendtung einsetzt. Diese Aussage ist konsistent mit den Beobachtungen von
CVs, in denen keine Spiralstrukturen im Ruhezustand der Scheibe entdeckt wurden. In unse-
rer Simulation ist die Scheibe lange Zébberall optisch dnn, erst kurz vor dem Ausbruch
bilden sich die Spiralen aus. Die Folgerung aus dieser Tatsache ist nicht, ddBeatgang
zum heifBen Zustand die Spiralstruktur induziert, sondern umgekehrtiibie 8cheibe sam-
melt so lange Masse an, bis auch sie sich so weit ausgedehnt hat, da@reerflB88 des
Begleitsterns eine weit auRenliegende Spiralstruktur induziert. Diese OttetertMassen-
ansammlung werden zuerst ionisiert und definieren letztlich den Ort, an dem der Ausbruch
gestartet wird. Die Grenzschicht an der Olifle des weien Zwergs und der Hot-Spot ha-
ben in unseren Rechnungen keinen Einflu3 auf die Entwicklung des Ausbruchs.

An dieser Stelle wollen wir die durch den Sekénstern verursachten@einfiisse auf die
Akkretionsscheibe intUberblick und im Kontext der Rechnungen in dieser Arbeit diskutie-
ren. In der Rechnung zum Superhum@pbmen wurde eine nicht-viskose Scheibe in einem
System betrachtet, das ein extremes Masse#iteib aufweist. In dieser Systemgeometrie
war die Scheibe bis zu dem Radius ausgedehnt, ab dem der Gezeiteneinflu de&rSekund
terns die statiofwe, zweiarmige Spiraidtung induzieren konnte. Das nicht viskose Modell
lieR die Scheibe jedoch nicht weit genuier den resonanten Radiugsz hinweg ausdeh-
nen, so daB sich keine exzentrische unéazpdierende Scheibe entwickeln konnte, die zur
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Erklarung des Superhumpghomens atig ware. In der Rechnung zu U Gem, das ein sehr
ausgeglichenes Massenvéltnis aufweist, konnte sich die Scheibe ifahken und niedrig-
viskosen Zustand nicht weit genug ausdehnen, es bildeten sich keine Spiralstrukturen. Erst
im heifRen, hoch-viskosen Zustand dehnte sich die Scheibe bis zum Roche-Lobe aus und es
wurde in ihr die spiraibrmige Sbrung induziert. Auch in diesem Zustand konnte aufgrund
der Systemgeometrie der resonantg Radius nicht weit genugberschritten werden, eine
Prazessionsbewegung bildete sich deshalb nicht aus. Erstin der Rechnung zu AM CVn mit ex-
tremem Massenveditnis konnte die Scheibe im optisch dicken, hoch-viskosen Zustand auch
den resonanten Radiiiberschreiten und entwickelte eine starke ExzenftiziVahrend der
ausgepagten Pazessionsbewegung konnten sich \érdticherweise wiederum keine Spira-
len ausbilden.

In der Simulation der Scheibe in U Gem wurde mit Hilfe dexHgrung fir dinne Schei-
ben und dem viskoserrModell der Ausbruch mit einem konstanten Went & reproduziert.
Durch die geeignete Behandlung der Energiegleichung konnten die in dem Scheibeninstabi-
litatsmodell enthaltenendisungen selbstkonsistent wiedergegeben werden. Mit dem starken
Temperaturanstieg @&rend des Ausbruchs geht auch ein Anstieg der kinematischen Scher-
viskositat v einher. Der zu den betreffenden Zeitpunkten benutzte Maximalwert liegt in der
GroRenordnungmax(x) = 1078 R2 571 vor, und um den etwa zehnfackltireren Wert im
voll entwickelten Ausbruch. Aus dieser Beobachtung ist ersichtlich, da® einfachere Schei-
benmodelle, in denen die Energiegleichung verrigdigt wird, zwei verschiedene Werte der
Viskositat im heien und lhlen Zustand bditigen, um Zwergnova-Ausbiche richtig zu
erklaren. Aus der Untersuchung der zeitabbigen Radialstruktur und unter der Annahme
einer axialsymmetrischen Scheibe konBmiak(1984) zu dem SchluB, daf} zwei verschiede-
ne Werte @ir o ndtig sind, um das Ausbruchsverhalten, insbesondere die Ausbruchszyklen, zu
erklaren. In diesen eindimensionalen Modellen konnte dieudig des Sekuritsterns nicht
beriicksichtigt werden. Diese ist es jedoch, die zu den dominierendéftelirin der Schei-
benebeneé&hlt, Masse in Spiralarmen ansammeiadt und somit der gttenden Eigenschaft
der Scherviskosit entgegenwirkt. In den eindimensionalen Modellen zerflieBen die heiRen
Bereiche und erreichen viel zu schnell wieder déihlkn Zustand, so daf} mit konstantem
a viel zu kurze Ausbruchszyklen wiedergegeben werden. Die erheblichea8bkvder ein-
dimensionalen Modelle motiviert die aufwendigen zweidimensionalen, hydrodynamischen
Rechnungen. Die vorgestellten Ergebnisse lassen berechtigterweise Zweifel an der Notwen-
digkeit zweier verschiedener Wertiérfz zu, wie sie oft in den in der Literatur zu findenden
Uberlegungen gefordert werden.

Die Verwendung des viskosen Ansatzes innerhalbcd&odells stand nicht im Wider-
spruch zur Ausbildung der spiralfmigen Sérung, welche letztlich auf den &einflul
des Sekunérsterns zurckzufiihren ist. Andere angesprochene Instadidin, wie etwa die
Rossby-Wellen in Scheiben, die im Zentralpotential betrachtet werden, treten in der Betrach-
tung im Roche-Potential wohl kaum auf, und die Ausbildung grof3er Wirbel ist wiederum
nicht vereinbar mit dem viskosen Ansatz. Die Tatsache, daf} das vigkivkrlell die Ent-
stehung der Spiralen Zsdst, sprichtiir seine Verwendung in Kataklysmischen Variablen.
Die guteUbereinstimmung mit den Beobachtungsdaten interpretieren wir letztlich auch als
Qualtitatsmerkmal ifir dieses Modell.
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5 Akkretionsscheiben in Kataklysmischen Variablen

Weitere zukinftige Parameterstudien im Wechselspiel mit nodhdr aufgebsten Beob-
achtungen &nnten letztlich zu einer genaueren Beschreibung der noch @rtgklParame-
ter, etwa dem Wertifr o selbst, tihren. Die Relevanz dieses Vorgehens wurde schon in der
Diskussion zu den Ergebnissen zu AM CVn diskutiert, an diese Argumentation wollen wir
hier anschlie3en.

Natiirlich sind fir zukiinftige Untersuchungen auch Erweiterungen des Modells notwendig.
Dreidimensionale Rechnungen unter v@lrsigen Beiicksichtigung des Strahlungstrans-
ports und die Einbeziehung der Grenzschicht an der Glodwd des WeilRen Zwergs werden
noch gefigend Aufgabenifr noch schnellere Computer liefern.

Es ist beabsichtigt, die Ergebnisse aus diesem Abschnitt in der Zeitschrift 'Astronomy &
Astrophysics’ zu veiffentlichen Klingler 2003.
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In diesem Anhang stellen wir ein Konzept zur Behandlung von festerd&n @r die Me-

thode der Finiten Massen vor. In den astrophysikalischen Problemstellungen mussten keine
festen Rnder beiicksichtigt werden, dieser Anhang kann daher von den vorigen Kapiteln
getrennt betrachtet werden.

Die Notwendigkeit zur Behandlung festeaider tritt dann auf, wenn die Um8tnung von
Korpern wie etwa Fahr- und Flugzeugen oder Turbinenschaufeln beschrieben werden soll.
Finite Volumen- oder Differenzenverfahren besitzen eine ortsfeste Diskretisierung, die eine
Beriicksichtigung von Randbedingungen einfach erscheiasst.|In Randzellen werden die
aus den Randbedingungen folgendei(&@m analytisch vorgegebenirf.agrangesche Teil-
chenmethodendanen solche Terme nicht ohne weiteres angegeben werden. Ein erster An-
satz, die Teilchen von der Durchdringung der Randgebiete abzuhakea die Einfihrung
kiinstliche Potentiallafte. Dieser Ansatz liefert in der praktischen Umsetzung jedoch einige
Nachteile. Innerhalb des Randpotentiat;ken sich die Teilchen nicht diberlagern, daR
die Approximationseigenschaften erhalten bleiben. Die@suihg der Rnder wird durch die
Ausdehnung des Randpotentials bestimmt, steil ansteigende Randpotentiale liefern wiederum
grofl3e Kéfte und damit steife Gleichungen.

Eine bessere Methode, die Teilchen am Durchdringen derdBr zu hindern, ist die
Einfuhrung von Spiegelteilchen. Schneidet ein Teilchen die Berandung, so wird ein zur Be-
randung symmetrisches Teilchen angelegt, das seine Diftklgenkrecht zur Berandung
ausgleicht sowie die Normalkomponente der Geschwindigkeitaft. Zu den Vorteilen die-
ses Ansatzes géht, dal sich die Teilchen und Spiegelteilclidaer den Rand hinweg geeignet
Uiberlappen &nnen, die Approximationseigenschaften und damit die Ordnung des Verfahrens
sind souiber den Rand hinweg erhalten. Stellt der feste Rand eine Hyperebene im Simulati-
onsgebiet dar, so kann die Anordnung der Teilchen und Spiegelteilchen ersatzweise als eine
zur Hyperebene symmetrische Anordnung ohne Rand angesehen werden. Durch die Symme-
triebedingung verschwindet automatisch die Normalkomponente der Geschwindigkeit auf der
Hyperebene. Das Verfahren vaihsich nun genauso wie im Fall ohné@&iler, es entstehen
keine neuen numerischen Schwierigkeiten, die Zeitintegration und die Integidtérdie
Teilchen, aus denen die &ite folgen, bleiben unvandert.

Die grundlegendetlberlegungen zur der Methode der Spiegelteilchen entstanden ganz am
Anfang dieser Arbeit. Zu diesem Zeitpunkt war das Restartverfahren noch nichtmdilgt
entwickelt, welches in den hier gezeigten Rechnungen nictiitlggnvird. Wahrend der Zeit,
in der die astrophysikalischen Rechnungen entstanden, wurde diese Methode weiterentwi-
ckelt und an neuen Beispiele von Peter Leinen getestet. DidiigggFassung mit den neu-
en Rechnungen, die auch die Behandlung geimter Rander umfasst, ist iKlingler et al.
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(2003 dokumentiert. In diesem Kapitel werden deshalb nur die Simulationen behandelt, die
von mir zu Beginn dieser Arbeit ausggifrt wurden, ebenfalls werden nur die Grundgedanken
der Methode edutert.

A.1 Spiegelung an Hyperebenen

Die Spiegelung einer Koordinatean einer Hyperebene durch den Pumktit der nach aulzen
gerichteten Normalen ist durch die Transformation

X—=>X=p+SX—p) (A1)

mit der Spiegelmatrix
S=1-2nn" (A.2)

gegeben. &r jedes Teilchem mit den Positionem;, H; und den Geschwindigkeiteq[, Hi’
kann ein an der Hyperebene gespiegeltes Teilchen mit den Positionen

G =p+S(gi —p), Hi =SH; (A.3)

und den Geschwindigkeiten )
q{ = Sc{, Hi/ =SH (A.4)

definiert werden.

Bei solchen symmetrischen Anordnungen ist man nur an deuhg auf einer Seite der
Hyperebenen - (x — p) < O interessiert. Es géigt daher, nurir diejenigen Teilchen ein
Spiegelteilchen zu definieren, welche die Hyperebene schneiden. Die Hyperebene kann dann
als feste Berandung eines Problems definiert werden, das selbst nur imGekietp) < 0
definiert ist. Aufgrund der symmetrischen Anordnung der Teilchenkonfiguration unter Einbe-
ziehung ihrer gespiegelten Partner verschwinden die senkrechten Komponenten der Gradien-
ten der thermodynamischen@®&enp unds, daraus folgt direkt das Druckgleichgewicht auf
der Hyperebene

n-Vz =0. (A.5)

Ebenfalls verschwindet die Normalkomponente der Geschwindigkeit
n-v=0, (A.6)

damit sind die Bedingungen an eine feste Beranduriglerfba der Ort der Berandung, also
die Hyperebene fest vorgegeben wird und die Spiegelteilchen genau symmetrisch angeordnet
werden lbnnen, ist der Rand im Ort exakt definiert, also nicht etwa nur in déR&rordnung
der Teilchenaufisung.

Positionen und Geschwindigkeiten der Spiegelteilchen werden zu jedem Zeitpunkt der
Krafteauswertung bestimmt, nuirrfdie Originalteilchen werden die Kfte ausgewertet, wel-
che dann in der Zeit integriert werden. In der algorithmischen Umsetzuirsgen die Spie-
gelteilchen nicht vollgtndig mit ihrem Quadraturpunkten angelegt werden. E&gfenur die
Quadraturpunkte der Originalteilchen anzulegen und diese zu spiegeln. Das Verfahren gleicht
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dem, dasiir die Behandlung periodischer Randbedingungen bere@simger(2000 benutzt
wurde. SeiTl eine Transformation, die entweder Koordinaten in den periodischen Rechenbe-
reich transformiert oder in den Rechenbereich spiegelt. Der Algorithmus kann dann wie folgt
beschrieben werden; legérfalle Originalteilchen Quadraturpunkte an und transformiere sie
mit T, benutze Teilchen in ihren originalen und transformierten Koordinaten um die Dich-
ten und Geschwindigkeiten in den Quadraturpunkten auszuwerten. Bei der Auswertung der
Krafte geht man analog vor, benutze wieder die Teilchen in ihren originalen und transformier-
ten Positionen und suche die Quadraturpunkte, die igdr des Teilchens liegen, summie-
re die Krafte auf. Wird ein Quadraturpunkiif die Krafteberechnung ausgewertetitwend
sich das Teilchen in einer transformierten Position befindet, so muf3 der daraus resultieren-
de Kraftanteil, bevor er zur Gesamtkraft aufaddiert wird, zuersfimit zuriicktransformiert
werden.

Mit dieser Methode &nnen nun Rnder beicksichtigt werden, die durch eine Hyperebe-
ne beschrieben werden. Es ist ebenfaltggtich, mehrere Hyperebenen in einer Simulation
zu beficksichtigen und diese lokal zu begrenzen, damit werden komplexere Randstrukturen
moglich. Schneiden sich mehrere Hyperebenen an Orten, die zum Rechengebrengeh
so sind dort geeignete MaRnahmen zu treffenklimgler et al. (2003 wird beschrieben,
wie beliebige Rinder beaicksichtigt werden &mnen. Im diesem allgemeinen Fall éltjedes
Teilchen eine eigene ihm zugeordnete Hyperebene

ni - (x—pj) =0. (A7)

Der Schnitt des einzelnen Teilchens mit dem allgemeinen Rand bildet eine HgperfAus

der mit der Formfunktiony; gewichteten Mittelung der Normalen und dem Massenschwer-
punkt dieser Hyperiche erhlt man die gemittelten Gf3enn; undp; der individuellen Hy-
perebene. Ebenfalls wird beschreiben, wie im Falle bewedgiad® zu verfahren ist. In den
hier gezeigten Beispielen wird von diesen Methoden noch kein Gebrauch gemacht.

In dem letzten gezeigten Beispiel einer laminareidi®tung werden feste und periodische
Randbedingungen gemischt verwendet. Die zwei festmdBr beiy = y; » und die peri-
odischen bek = x1  bilden einen rechteckigen Kasten. An den Eckénrien die Teilchen
beiden Randbedingungen gleichzeitig unterliegen. Ist ein Teilchen so stark ausgedehnt, dald
es das periodische Intervall mehrmatserdeckt, so erzeugt die periodische Transformation
P allein schon mehrere transformierte Positionen, diétlish gespiegelt werdeniimsen.
Dadurch entstehen im Auf3enbereich der Eckeratzlishe Teilchen. Liefert die periodische
Verschiebung verschiedene Positionen, so kann ein Teilchen durch die Spiegelung an einer
Hyperebene 2 verschiedene Positionen und Geschwindigkeiten einnehmen, es unterliegt den
mdoglichen Transformationen

Tj =Py, SPL, ... Pn, SPn. (A.8)
A.2 Der Machkegel

In dieser zweidimensionalen Simulation testen wir eine Anordnung mit drei Hyperebenen, die
dritte Hyperebene wird dabei unter dem WinkKet= 20° mit der Machzahb /cs g = M = 3
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schiag angestimt. Es entsteht eine sége Schockfront, die als ein Teil eines symmetrischen
Machkegels interpretiert werden kann, wie er bei der Ugmstmg eines Tragithenfligels
im Uberschallbereich auftritt.

Abbildung A.1: Schematische Darstellung der Teilchenpositionen mit einer Auflésung von 5 Teilchen in y-Richtung.
Die Teilchengrofe ist 5 mal kleiner dargestellt, die gepunkteten Teilchen sind die Spiegelpartner der
Originalen (grau). Die drei schwarzen Linien sind die Hyperebenen.

Die Anordnung dieser Situation ist denkbar einfach, im linken Gebiet wird eine konstante
Massen- und Entropiedichte angesetzt, dies gelingt exakt bis zu den beiden horizontalen Hy-
perebenen, die das Gas an der Expansion ins Vakuum hindern. Die drei letzten Teilchen am
linken Rand erfahren keine Kfte, so daf? hier ein Ausflie3en verhindert wird. Sie dienen als
Kolben, der mit konstanter Geschwindigkeit das Gas in poskiRichtung fihrt. Die Ge-
schwindigkeiten seieny = 0 undox /Cs ad = M1 = 3. Im Verlauf der Simulation expandiert
das Gas nach rechts in den offenen Bereich, die daraus resultierende Geschwindigkeit addiert
sich zur anfinglichen Stimungsgeschwindigkeit. Nach geeignet langer Zeit ist der Einflu
der Expansion nahe am Schnittpunkt der zwei unteren Hyperebenen nicht mehr erkennbar
und es stellt sich eine scige, statioare Schockfront ein. Die Zuordnung der Teilchen zu
den Hyperebenen an deren Schnittpunkt erfolgt einfach anhanktileordinate des Teil-
chenmittelpunkts. Diese Rechnung wirddhingler et al.(2003 mit der erweiterten Methode
der individuellen Hyperebenen und idlierer Aufbsung nochmals vorgestellt.

Die Schockrelationen, also die thermodynamischedl3n hinter der Schockfront sowie
deren Winkel knnen analytisch angegeben werdénderson1990. Der Winkel s, den die
Schockfront mit dex-Achse einnimmt, folgt aus der Gleichung

M2Zsir? g — 1
M2(y +cosp)+2

tand = 2 cotp |: (A.9)

Diese Gleichung legt zugleich den maximalen Win#elest, fur den eine gerade Schock-
front bei gegebeneM; noch nmbglich ist. Bei zu gro3en Ablenkungswinkeln bildet sich ein
bogenbrmiger Schock aus, der die ablenkendédhle nicht mehr béhrt. Die Gleichung lie-
fert eine zweite Bsung fir die starke Schoclisung bei groRem Winked, an der wir hier
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nicht interessiert sind. Aus unseren Materialkonstantea 1.4 undc, = 2.5 und den An-
fangswerten vor der Schockfropy = p; = T; = ¢s = 1 undoy ;3 = My = 3 folgt der
Winkel g = 37.5°.

Fur ein ideales Gasdanen die folgenden Schockrelationen hergeleitet werden, der Index
2 bezeichnet die thermodynamischerdGen, die sich hinter der Schockfront einstellen

p2 @ + M2

= —nl (A.10)
PL (p —DMZ +2

mit der zur Schockfront normalen Komponente der Geschwindighkgitcs ag = Mn1 =
M4 sing. Fur Druck und Temperatur gilt entsprechend

P2 2y 2 T2 _mp
L =14 - (M5 -1 und £=I20= (A.11)
P1 y+1 T pp2
Fur die Normalkomponente der Geschwindigkeit nach dem Schock gilt
M3 +[2/¢ = D] Mn2
2=t My n (A.12)

27/ —DIMZ -1 - sing—9)
Die Schockrelationen und der Ablenkungswinkel lassen sich also&atlgf aus den @Gfien
y und M1 ableiten.

p T

Abbildung A.2: Druck p und Temperatur T aus der Simulation mit 100 Teilchen in y — Richtung Es stellt sich eine
stationére Schockfront ein, der Winkel von § = 37.5° wird sehr gut wiedergegeben.

Die Simulationsergebnisse in Abh.2 weisen zwei numerische Artefakte auf. Zum einen
ist in der Schockfront eitUberschwingen der thermodynamischerd@sn zu beobachten,
die hinter dem Schock jedoch schnell getpft werden. Die Ausdehnung dieses Bereichs
entspricht der TeilchenadgBung. Dieses Verhalten ist bereits aus vielen anderen Schock-
rechnungen miemM bekannt und ist auch in zahlreichen anderen numerischen Verfahren
zu beobachten. Die zweite Eigenschaft ist ein Aufheizen am Rand. Dort wird die Normal-
komponente der Geschwindigkeit durch die Spiegelteilchen stakngeft, die dissipativen
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Reibungskafte erzeugen dort zazliche Entropie. Dieser Effekt ist ebenfalls aus den Git-
termethoden als “Wall Heating” bekannt. Der Bereich ist in den Rechnungen ebenfalls auf
wenige Teilchenradien besémkt. Mit der erfdhten Temperatur geht eine verringerte Dichte
einher, so dal3 die Druckidte im Gleichgewicht sind, wie in der Abbildung sehr &ntzu
erkennen ist.

Die analytische bBsung des Schocks ergititrfunsere Parameter ugp/p; = 2.40. Aus
den simulierten Datendnnen hinter der Schockfront, jedoch aulRerhalbiderschwingen-
den Bereiche und im geeigneten Abstand zum Rand Werief pq € [2.38 : 242] ermittelt
werden.

A.3 Berlcksichtigung aul3erer Kr afte

Die EinbeziehundgauRerer Kraftfelder erfolgt nach dem bisherigen Prinzip der Symmetrie-
anforderung an den Spiegelebenen. Das Kraftfélgl ist aul3erhalb der &der durch die
gespiegelte Form zu ersetzen,

- f(x), furnj -(x—pj) <0
(0 = () arnj - (X—pj) < (A13)
S f(X), sonst

fur den allgemeinen Fall beliebigef@Rder, in denen jedes Teilchen seine eigene Spiegele-
bene naclA.7 besitzt. Der einfachere Fall gemeinsamer Hyperebeiealle Teilchen folgt
ebenfalls daraus.

Schneidet ein Teilchen seine Hyperebene, sahetfes eine externe Kraft, die aus der In-
tegrationiiber das am Rand diskontinuierliche KraftfélHervorgeht. Dieiir externe Kafte
eingefihrte 3-Punkt Integrationsformel kann in solchedl&h ungeeignet sein. Betrachtet
man eine einfache, eindimensionale Konfiguration im konstanten KrafifeJd= —g, so
kann der Rand als Potentialtopf angesehen werden. Ein einzelnes Teilchen, das sich im Rand-
bereich aufhlt, kann in seiner Lage im Potentialtopf allein unter Verwendungadé&eren
Kraft stabilisiert werden. Dies gelingt ratich nur, wenn die Integration des Kraftfeldser
die Teilchenausdehnung geeignet &l wird. Eine grobe 3-Punkt Integrationsformiéhft
dabei zu Oszillationen um den Gleichgewichtszustand.

In einem einfachen Beispiel testen wir die eben beschriebene Anordnung, es werden zwei
Hyperebenen bek; und xo eingefihrt und dasaullere Kraftfeld sei konstafitx) = —g.

Diese eindimensionale Anordnung entspricht einem Gas, das in einem Kasten eingeschlossen
ist und einem konstanten Gravitationsfeld ausgesetzt wird, wie etwa die Atéresahf der
Erdoberfache. Im Gleichgewichtszustand befindet sich die Gravitationskraft und der entge-
gengesetzt gerichtete Druckgradient im Gleichgewicht, dieser Zustand wird durch die baro-
metrische henformel beschrieben. Wiiliren hier eine z@zliche Vereinfachung ein und
nehmen eine global konstante Tempera&tuan, der exponentielle Abfall des Drucks mit der
Hodhex gilt dann auchfir die Dichtep, der Gleichgewichtszustand lautet dann

gx

p(X) = po exp[—
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In der Simulation wurden diauReren Kafte mit der einfachen 3-Punkt Integrationsformel
berechnet, die beschriebenen Oszillationen konnten gut durch diilicisen Reibungskifte
der Spiegelteilchen gédhpft werden. Die Ausgangssituation entspricht dem Gleichgewichts-
zustandA.14 mit g = 2.0, die Simulation wird jedoch mit einem Weagt= 1.8 ausgeiihrt.

Das Gas wird zuachst eine Beschleunigung in positiveRichtung erfahren, die am Rand
eintreffenden Wellen werden reflektiert und durch die ReiburégskischlieRlich ge@impft.
Aufgrund der isothermen Beschreibung wird das Gas nactiggerd langer Zeit den Gleich-
gewichtszustand nadh 14 mit dem Wertg = 1.8 einnehmen.

Die Ergebnisse der Simulation lassen sich einfach beschreiben, die Teilchen im neuen
Gleichgewichtszustand geben die erwartebsung gut wieder. Besonderes Augenmerk gilt
eher den Reibungs&iten, die zur Bmpfung der Dynamik eingesetzt werden. Von den Teil-
chen am Rand abgesehen, beschreiben sie, nach dem sie vom Gleichgewichtszustand ausge-
lenkt worden sind, ein relativ glattes Geschwindigkeitsfeld. Die Reibuédtskwirken auf
solche Geschwindigkeiten jedoch nur sehr schwaghfend. Bei einer Eidhung des Rei-
bungskoeffizientenithrt die CAmpfung der Spiegelteilchen am Rand zu steifen Gleichungen.
Gleichzeitig tritt im Innenraum des Rechengebiets kauimpfung auf und das System pen-
delt sehr lange um seine Gleichgewichtslage.

Abbildung A.3:  Suche der Gleichgewichtslage mit dem Runge-Kutta-Verfahren fiir Gleichungssysteme erster Ord-
nung. Der exponentielle Verlauf der Dichte wird gut wiedergegeben. Abgebildet ist die analytische
Losung (grau) und das Ergebnis der Simulation (schwarz) sowie die Differenz, mit dem Faktor 100
vergroflert (untere Linie).

Erst durch die Eirifhrung einer Volumenviskosit konnte die Geschwindigkeit schnell
genug gedmpft werden. Die Schwingungen um die Gleichgewichtslage liefern in den je-
weiligen Gebieten abwechselnd eine Dehnung und Komprimierung des Gases und damit
Geschwindigkeiten mifdivv| > 0. Die Beobachtung, dal Geschwindigkeiten, die im Teil-
chenmodell sehr gut approximiert werdeinkien, kaum durch die Reibungake geémpft
werden, wurde schon mehrmals angesprochen. In deiififimfig vonFMM im Abschnitt der
Reibungskafte wurde gezeigt, daf? in einer Komprimierung mit einer Geschwindigkeit, die
exakt approximiert werden kann, gar keine Dissipation durch Reibuafislstattfindet. Im
Gegensatz hierzu steht die Volumenviskassitieliber das Auftreten vojdivv| > 0 definiert
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ist. In Speith(1998 wird eineahnliche Rechnundif ein ideales Gas im konstanten Gravita-
tionsfeld mit der SPH Methode vorgestellt. Innerhalb dieses Verfahrens wird éirstlikhe
Viskositat benutzt, die im eindimensionalen Fall und im Falle der Kompression der physika-
lischen Volumenviskositt sehrahnlich ist. Die zeitliche Entwicklung der Dichte in der SPH
Rechnung ist damit sefahnlich zu den Ergebnissen atigm unter Benutzung der Volumen-
viskosifat.

Der Gleichgewichtszustandif das eingdfhrte Beispiel &sst sich jedoch einfach durch
Ldsen der Gleichung erster Ordnung in der Zeit herleitén dés Ergebnis, das #.3 abge-
bildet ist, benutzten wir ein Runge-Kutta Verfahren vierter Ordnung tedr damit direkt

(qi,Hi)=/(Fi,Mi)dt (A15)

und verzichten auf die Berechnung der zeitlichen Entwicklung.

A.4 Laminare Randbedingungen

Durch die Zwangsbedingung der Spiegelsymmetrie an den Hyperebenen konmnteO er-
reicht werden. Diese Randbedingung ist in physikalischen Fluideriindeh nicht viskosen
Fall vollstandig. Die bisherigeflberlegungen stehen zwar nicht im Widerspruch zur Existenz
von viskosen Kaften, die beispielsweise nur im Fluid, jedoch nicht am Rand wirkemten.
Physikalische, viskose Fluide bilden am Rand jedoch eine laminare Grenzschicht, die aus der
Randbedingung

v=0 (A.16)

folgt, damit verschwindet auch die Tangentialkomponente der Geschwindigkeit am Rand.

Auch diese Randbedingungdst sich mit der Idee der Spiegelteilchen umsetzen. Es wird
verlangt, daf die Teilchen und Spiegelteilchen am Rand jeweils Geschwindigkeiten appro-
ximieren, die sich gegenseitig aufheben. Dies kann durch Punktspiegelung erreicht werden,
in den bisherigetJberlegungen wird einfach die Transformation der Spiegelung durch eine
Punktspiegelung erset® = —1 und liefert die Transformationen

4 =pi — (@ —pi), Hj =—H; (A17)

fur die Koordinaten und
4 =-q, H =-H] (A.18)

fur die Geschwindigkeiten. Die Transformationen gelténden allgemeinen Fall beliebi-
ger Rander, die durch teilchenbezogene Hyperebd&ngrmp;) geréhert werden, der spezielle
Fall gerader Rnder durch globaligtige Hyperebenen folgt ebenfalls daraus. Der Symme-
triepunkt der Punktspiegelurg ist im Fall von globalen Hyperebenen dann ebenfalls der
Schwerpunkt der Hype#the, die aus dem Schnitt von Rand und Teilchen hervorgeht.

In einer Testrechnung untersuchen wir ein viskoses Fluid zwischen zwei planparallelen
Platten. Eine analytischedisung fir den inkompressiblen und statémen Fall ist inLandau
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& Lifschitz (1966 angegeben. Aus den Randbedingunges O fir y = 0 undy = h folgt
die Geschwindigkeit in FluRrichtung

oy = —in—y(y— hy. (A19)

Fur die Geschwindigkeit ergibt sich also quer zufigdigkeitsschicht eine parabolische
Abhangigkeit, in der Mitte der Schicht erreicht die Geschwindigkeit ihréi3tgn Wert. Er
den statioaren Fall folgt automatischy = 0.
In unserer Simulatiordisen wir die Gleichungen in den zwei Dimensiorgny) wie folgt;
die planparallelen Platten werden durch zwei parallele Hyperebengnb@iundy = h dar-
gestellt, an denen die Punktsymmetrie entsprechend der laminaren Randbedingungen gelten
soll. In x-Richtung verwenden wir periodische Randbedingungen, damit ist die Konfigurati-
on in dieser Richtung unendlich ausgedehnt. Die Mischung beider Randbedingungen wurde
am Anfang dieses Anhangs &uttert. Mit unserem Modell kann der inkompressible Fall nicht
direkt modelliert werden, wir erreichen ihn jedoiher die folgende Ainderung. Die An-
fangsbedingungen seign= const, s = const und damit auclp = const Die antreibende
Kraft, die im inkompressiblen Modell ein Druckgradient ist, der dibler das gesamte Volu-
men gleichnaf3ig verteilt, wird durch ein@uf3ere Volumenkrafix) = g e; ersetzt
dp
ix - gp (A.20)
mit der konstanten Schwerebeschleuniggnip x-Richtung. Die Anfangsgeschwindigkeit
seiv(t = 0) = 0, die Simulation wird so lange ausgéft, bis sich der statiégme Zustand
nahezu eingestellt hat. Es wird beobachtet, daf sich die Dicitteand der Simulation nicht
andert, es bilden sich deshalb auch keineazzlehen Druckgradienten aus. Atzlich wird
die Warmeproduktion vernacassigt. Die Aufdsung iny-Richtung betagt 160 Teilchen und
in x-Richtung ein Teilchen.

103 . (Ux‘an. - Ux,sim.)

Abbildung A.4: Im stationiren Zustand stimmt das Simulationsergebnis, auch bis zum Rand, sehr gut mit der analyti-
schen Losung iiberein, die beiden Linien sind in der Abbildung nicht voneinander zu unterscheiden.
Der relative Fehler fiir vx in der Mitte bei y = h/2 betriigt 4.16 - 1075,

Wie in der AbbildungA.4 gut zu erkennen ist, wird die analytischéduing in hervorragen-
der Weise reproduziert.

Um die Vorteile unseres Ansatzes noch einmal zu unterstreichen, wurde eine Simulati-
on mit einer herkmmlichen Art der Behandlung von Randbedingungen aiibgefAhnlich
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A Die Behandlung fester Rander

Ux,an. Ux,sim.

Abbildung A.5:  Herkommliche Art der Randbedingung. Teilchen am Rand erhalten die Zwangsbedingung of = H{ =
0. Der Fehler liegt in der GroBenordnung der TeilchengroBe.

wie in Gittermethoden, in denen in den Randzellen dieigeshten Werte vorgegeben wer-
den, verwenden wir hier Randteilchen mit verschwindender Geschwindigkeit. Wieder stellt
sich der parabolische Verlauf der Geschwindigkeit ein. Disung entspricht dabei einem
Abstand der laminarenahderh — Ah, wobei Ah in der GRenordnung eines Teilchen-
durchmessers liegt. Der Rand konnte in dieser Rechnung also nur in @er@rdnung der
Diskretisierung aufgéist werden. Bei der Verwendung von Symmetriebedingungen an Hy-
perebenen wird der Rand exakt aufi!
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B Das Restartverfahren mit lokaler Entropie-
und Massenerhaltung

In dieser Arbeit wurde mehrfach ein kleiner Nachteil des Restartverfahrens angesprochen.
Durch die Verwendung der Quasiinterpolation v@auger(2000 kann die Massen- und
Entropiedichte innerhalb des Restartverfahrens sehr gut approximiert werden. Die Erhaltung
von Gesamtmasse und Entropie ist dabei durch die Approximatitmségstgelegt, der rela-

tive Fehler je Restart lag in den Simulationen zu Akkretionsscheiben bei weniger#ls 10
Sind jedoch viele Restarts innerhalb einer Simulation notwendig, so kann sich der kumulative
Fehler sbrend auf das Ergebnis auswirken. Eine globale Normierung der Massen wurde aus
verschiedenen @Gnden abgelehnt. Erst nachdem alle Simulationen ailkgefaren, die in
dieser Arbeit dokumentiert sind, wurde ein Ansatz mit lokaler Massenerhaltung entwickelt,
der analog auchif die Entropie angewendet werden kann.

Wir betrachten den Fall, in dem die neuen Teilcheuf einem uniformen, kartesischen
Gitter angeordnet sind. Wir untersuchen den Bereich des Rechengebiets, der weit genug vom
Rand entfernt ist, so daf3 sich im Gebiet die neuen Teilchen &otgyiiberlappen, insbeson-
dere gilt dort

2 (X) o<y (%) (B.1)
In diesem Fall besitzen die neuen Teilchen identische Verformungen, so dal3
A= a,detHj =const Vi (B.2)

gilt. Die neuen Teilchenmassem gehen aus den Dichten in den Quasiinterpolationspunkten
nach2.86mit den normierten Gewichtely, g; = 1 hervor, in unserem Fall also

m = A" gj p(pj). (B.3)
j

Die Quasiinterpolationspunkte sind so angeordnet, dal3 sie mit denen ihrer Nachbarteilchen
zusammenfallen. Die einzelnen Gewichte der neuen Teilchen in den gemeinsamen Punkten
sind damit automatisch normiert

i
Alle gemeinsamen Punkte; bilden ein Gitter, welches das Rechengebiet vatisg ab-

deckt. Diese Punktedhnen als Mittelpunkte von Gitterzellen verstanden werden, die eine
Zerlegung des Rechengebiets in disjunkte Zedigniiefert

Pj € Qj, Qkkr;|9|=®, LjJQj:Q. (B.5)
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B Das Restartverfahren mit lokaler Entropie- und Massenerhaltung

In den Gitterzellen befindet sich die aus den alten Teilchen dargestellte Masse
mi = [ ook, (B.6)
Q

die Gitterzelle besitzt das Volumen

Vj = dx (B.7)
Q
und es sei in ihr die gemittelte Dichte
Pj = Vj .
definiert. Die Lage und Anzahl der Quasiinterpolationspunkte ist geeigneterweise &aligew
daR jedes Teilchen mi Gitterzellenj unterteilt werden kann, die dieselbe lineare Deforma-
tion wie die Teilchen besitzen. lhre &3e ist entsprechend

ai detH | = detH; (B.9)

definiert. Da alle neuen Teilchen dieselbe Verformiihgbesitzen, folgt dies auchif die
Gitterzellen und deren Voluming = V; und es kann

AV=1 (B.10)

erreicht werden.
Die Masse ist dann exakt erhalten, wenn

P(Pj) = pj (B.11)
gewahlt wird. Die Masse der neuen Teilchen hat Bt 1die Darstellung

Mneu= > . m = A1> g j5;. (B.12)
i i,]
mit der Definition unserer Gitterzellen
Mneu= (AV)_lZgi,jmj (B.13)
i
und der Beobachtung as4 erhalt man

Zgj’imj = ij = Majt - (B.14)
N i

Die letzte Gleichung gilt, da die Gitterzellen eine vdilstige und disjunkte Zerlegung der
Massenverteilung aus den alten Teilchen liefern

> mj=>"ma. (B.15)
j a
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Die bisherige Schwierigkeit bestand darin, die Integilé exakt zu 6sen. In einer Si-
mulation wurde das Integral mit der 5-Punkt GauR-Quadraturformel dilstiefvie sie
auch fir die Krafteberechnung benutzt wird. Erstaunlicherweise konnte kaum eine Verbes-
serung gegeiber dem einfachen Fall beobachtet werden, in gém)) und ein mehrstufiges
Glattungsverfahren benutzt wurde.

Der fehlerverursachende Einfluf ist die Integratiober die alten Teilchen. Ohne
Glattungsverfahren stellt die Summation der Dichtem jneine Mittelpunktsregel mit den
Positionenp; und den GewichtelV dar. Die Aufbsung betagt mit der gewihlten Quasi-
interpolationsformel nur drei Punkte im Durchmesser der neuen Teilchen, dabei kann dieser
eben auch @f3er sein als derjenige der alten Teilchen. Man kann jedoch nun diese Integration
auf Massenerhaltung normieren, und zwar je einzégtijefdes alte Teilchen. Die Masse eines
einzelnen, deformierten Teilcheasvird exakt durch die neuen Teilchen reproduziert, wenn

ma=ij =VZ,5,- !=VZmawa(pj) (B.16)
J J i

erreicht werden kann. Sind die Werte (pj) bekannt, kann eindif jedes alte Teilchen indi-
viduelle Normierungskonstantg, bestimmt werden, so dafR

naV > wa(pj) =1 (B.17)
i

gilt.

Masse wird dabei lokal erhalten, entsprechend wird bei der Entropie vorgegangen. Haben
alte Teilchen den Rand des Rechengebiets erreicht und sollen nur teilweise wieder durch neue
Teilchen dargestellt werden, kann wie folgt verfahren werden. Man lege das neue Teilchen-
gitter so an, daR alle alten Teilchen vdiistlig iberdeckt werden undihre das normierte
Restartverfahren durch. Danachrien die neuen Teilchen entfernt werden, die au3erhalb
des Rechengebiets liegen.
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C Symbole und Konstanten

In diesem Verzeichnis sind die wichtigsten Symbole und Konstanten tabellarischigufgef
Symbole, die lediglich in einzelnen Abschnitten Verwendung finden und dort lokal definiert
sind, werden hier zumeist nicht aufgéft.

Generelle Schreibweisen

Skalare GbRenA odera werden kursiv gesetzt,ahrend Vektoren in Fettschrift erscheinen,
Tensoren zweiter Stufe oder Matrizen werden mit fetten Grol3buchsthbesetzt. Ortsablei-
tungen werden mit dem Symbugl gekennzeichnet, so istv die Jacobimatrix des Vektorfel-
desv, wahrend diw oder auchV - v die Divergenz ist. Zeitableitungen werden nfit oder
auch mitf bezeichnet.

Die Komponenten der kartesischen Koordinaten hei3grundz. In den zweidimensiona-
len Simulationen liegt das Rechengebiet in dery-Ebene. In den Rechnungen zu Bisys-
temen stimmt die Systemachse mit deAchseliberein, diey-Achse liegt in der Bahnebene
und der Ursprung liegt im Schwerpunkt des Systems. Zylinderkoordinaten hRil¥#ond
.

Physikalische Gif3en werden, sofern sie nicht in einer dimensionslosen Form dargestellt
werden, inSI-Einheiten, also ikg, m, s, A angegeben. Zum Vergleich mit der angegebenen
Literatur werden manche GRen zuatzlich in solaren Einheiten beschrieben, d.hngen
werden in Sonnenradien und Massen in Sonnenmassen angegeben. Auf die Verwendung der
in der Astrophysikiiblichencgs-Einheiten wurde bewusst verzichtet.

Symbole in der Thermodynamik und in der Methode der Finiten
Massen

mj Teilchenmasse

S Spezifische Entropie eines Teilchens

i Teilchenschwerpunkt

H;j Formmatrix eines Teilchens

qi/ Geschwindigkeit des Teilchenschwerpunkts
Hi’ Geschwindigkeit der Verformung

Fi Positionskraft

M Verformungskraft, Teilchenmomente

W Normierte Formfunktion

Vi Transformierte Formfunktion
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C Symbole und Konstanten

ay Koeffizient der Formfunktion

Xi Funktion des Massenanteils

6 Teilchentemperatur

0Qj Warmezuwachs eines Teilchens

J Tragheitsmoment in der Referenzkonfiguration
R Reibungskoeffizient

p Massendichte

S Entropiedichte

T Druck

0 Temperatur

& Dichte der inneren Energie

Y Geschwindigkeit

j Massenfluf3

D Symmetrischer Anteil des Geschwindigkeitsgradienten
T Spannungstensor

y Adiabatenexponent

Cy Spezifische Virme bei konstantem Volumen

n Koeffizient der dynamischen Scherviskésit

I Koeffizient der dynamischen Volumenvisk@git
v Koeffizient der kinematischen Scherviskasit

Il Koeffizient der kinematischen Volumenvisk@it
u Mittleres Molekulargewicht

Cs, Cs,isoth Isotherme Schallgeschwindigkeit

Cs,ad Adiabatische Schallgeschwindigkeit

Symbole in den astrophysikalischen Simulationen

In den astrophysikalischen Simulationen wurde die hydrodynamischen Gleichungen durch
Integration inz-Richtung in zwei Dimensioneiiberfihrt. Die daraus entstandenen zweidi-
mensionalen thermodynamischerdBen erhalten daher neue Bezeichnungen.

)y Flachendichte

P In z-Richtung integrierter Druck

T Temperatur

Te Zentraltemperatur der Scheibe iarcher Naherung

Weitere Symbole

o Parameter der turbulenten Scherviskaisit
D Leistung der Schwarziperstrahlung

Ly Innerer Lagrange-Punkt

hp Druckskalenbhe

H Scheibenbhe
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F\’|_l
I'zirk
Mmin

T

UK
UR Vg

Kramersche Opazt

Mittlere Rosseland-OpaZit

Winkelgeschwindigkeit

Winkelgeschwindigkeit auf Kepler'schen Kreishahnen
Potential deauReren Kraft

Roche-Potential
Superhumpperiode
Bahnperiode
Schwebungsperiode z\Wg,, und Poyp
Massenverdltnis My /M1
Abstand des Pridrsterns zun 1-Punkt
Zirkulationsradius
Kleinster Abstand deSberstroms zum Priéirstern
Optische Tiefe
Geschwindigkeit auf Kepler'schen Kreishahnen
Radial-, Azimutalgeschwindigkeit

Verzeichnis der Konstanten

AU =1.496-10'1m Astromische Einheit

c =2998 10°ms! Lichtgeschwindigkeit

G =6.672-101m3kg~ls2  Gravitationskonstante

kg = 1.381-10"233K-1 Boltzmann-Konstante

my = 1.661-10~27 kg Masse des Wasserstoffatoms
My = 1.989.10%%kg Sonnenmasse

R, = 6.960-10°m Sonnenradius

o =5670-108wWm—2K~4 Stefan-Boltzmann-Konstante
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