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Einleitung

In den letzten 75 Jahren wurde die Theorie der nicht-kommutativen Analysis und Ope-
ratoralgebren entwickelt — anfangs sind hier solch klangvolle Namen wie von Neumann
oder Gelfand und Naimark zu nennen — und bis heute weit ausgebaut. Dies geschah
Hand in Hand mit neuen Entwicklungen auf Gebieten der Anwendungen dieser Theo-
rie, vor allem der Physik.

So arbeitete von Neumann mit der so genannten Transformationstheorie das Bindeglied
zwischen zwei Modellen fiir eine Quantentheorie aus, welche die bis dahin aufgetretenen
physikalischen Beobachtungen und Uberlegungen auf ein formales und einheitliches ma-
thematisches Fundament stellte: Die ,,Matrizenmechanik®, mafigeblich entwickelt von
Heisenberg, und die von Schrodinger stammende ,, Wellenmechanik®. Der Gedanke, der
hinter der Aquivalenz dieser beiden Beschreibungen steckt, ist die , mathematische
Gleichwertigkeit“ der Rdume, in denen die jeweilige Darstellung stattfindet; es sind
dies die (separablen) Hilbertriume ¢?(N) und L*(X, i) (fiir einen o-endlichen Mafraum
(X, %, 1) mit Borel-Wahrscheinlichkeitsmafl p), die nach dem Satz von Fischer-Riesz
unitéir dquivalent sind. Aufgrund dieser Isomorphie und der darauf aufbauenden Gleich-
wertigkeit der mathematischen Beschreibungen der Quantenmechanik, so schreibt von
Neumann in [65], ,ist es zu erwarten, daff ein einheitlicher, von der Zufilligkeit des
jeweils gewdhlten formalen Rahmens unabhdingiger und nur die sachlich wesentlichen
Zige der Quantenmechanik aufweisender Aufbau dann gelingen wird, wenn man nach
den inneren, [(*(N)] und [L*(X, u)] gemeinsamen Eigenschaften der Funktionengesamit-
heiten [in diesen Réumen| sucht, und diese zum Ausgangspunkte wdhlt. “ Dies nimmt
von Neumann auch zum Anlass, sich in der Folge mit abstrakten Hilbertraumen und
deren Zusammenhang zur Quantenmechanik zu beschéftigen.

Mittlerweile ist wohlbekannt, wie in der Quantenmechanik Probleme mit Hilfe von
C*-Algebren und mit Hilfe von von Neumann-Algebren beschrieben werden koénnen.
Wiirde jemand ein Worterbuch zusammenstellen wollen, mit dem , klassische® phy-
sikalische Fragestellungen in die Sprache der Quantenmechanik beziehungsweise in
eine mathematische, in Bezug auf die Anwendbarkeit und Berechenbarkeit verniinf-
tige quantenmechanische Beschreibung iibersetzt werden kénnen, so wiirde er oder sie
es der Einfachheit halber wohl mit den Zuordnungen , komplexe Variable — Opera-
tor auf einem Hilbertraum® und ,reelle Variable — quantenmechanische Observable
beziehungsweise , selbstadjungierter Operator auf einem Hilbertraum® beginnen und
dem wachsenden Anspruch der Problemstellung gerecht werdend dann nach Bedarf
erweitern. Gleichzeitig gibt einem diese Ubertragung eine nicht-kommutative Beschrei-
bung der betrachteten Objekte, welche auf schon viel niedrigerem Niveau beginnt:
So konnte man versuchen, mafitheoretische Fragen mit Hilfe von Rdumen der Bau-
art L>°(K, p) zu modellieren und in einen Zusammenhang mit von Neumann-Algebren
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viii EINLEITUNG

als nicht-kommutativem Pendant zu bringen; zuvor schon kann man (lokal-)kompakte
Hausdorff-Réume in (nicht-)unitale C*-Algebren iibersetzen und auf diese Weise eine
nicht-kommutative Topologie erhalten.

Aber diese Ubertragung geht noch viel weiter. Beispielsweise hat Mitte der 90er Jah-
re des vergangenen Jahrhunderts Connes in [15] und zusammen mit Chamseddine in
[9] entsprechende Techniken auf die nicht-kommutative Geometrie des physikalischen
Standardmodells angewendet, um mit Hilfe des Dirac-Operators beziehungsweise des-
sen Inversem (Dirac-Propagator) den an Gravitation gekoppelten Lagrange-Operator
des Standardmodells zu erhalten. Die nicht-kommutative Riemannsche Geometrie wird
dabei durch so genannte Spektrale Tripel (A, H, D) kodiert, vergleiche [14], wobei A
eine unitale C*-Algebra ist, fiir die eine Darstellung als Algebra von Operatoren auf
einem Hilbertraum H existiert, und D ein unbeschriankter selbstadjungierter Operator
auf H ist, der genau dem eben beschriebenen Dirac-Operator entspricht. Schon zuvor,
Ende der 80er Jahre, ist es Connes in [12] gelungen, durch unbeschrénkte Fredholm-
Moduln (H, D) iiber unitalen C*-Algebren A ein nicht-kommutatives Analogon fiir
Metriken zu beschreiben, was in der nicht-kommutativen Differenzialgeometrie und in
Modellen der Quantenfeldtheorie von entscheidender Bedeutung ist (siehe [11]). Die
Bezeichnung der unbeschrinkten Fredholm-Moduln erinnert schon an die der zeitlich
nachfolgenden Spektralen Tripel, und tatséchlich bestehen beide Strukturen aus Ob-
jekten mit sehr dhnlichen Eigenschaften.

Inspiriert durch diesen neuen Standpunkt der (metrischen) Geometrie entstanden in
der Folge etliche Arbeiten. So beschiéftigt sich Rieffel in seinen Arbeiten [55], [56] da-
mit, nicht-kommutative Metriken auf dem Zustandsraum von unitalen C*-Algebren zu
konstruieren. Die Idee, die hinter dieser Vorgehensweise steckt, wird deutlich, wenn wir
uns den eingangs erwdhnten Zusammenhang zwischen kompakten metrischen Rdumen
und unitalen C*-Algebren in Erinnerung rufen: Fiir einen kompakten metrischen Raum
(K, p) entspricht der Zustandsraum S(C(K)) iiber der unitalen C*-Algebra C'(K') der
stetigen Funktionen auf K genau der Menge der Wahrscheinlichkeitsmafle auf K, und
die Punkte von K konnen wir mit den reinen Zusténden in S(C(K)) identifizieren
(Dirac-Mafe).

An dieser Stelle kommt die *-Unteralgebra Lip(K) der lipschitzstetigen Funktionen
auf K ins Spiel; diese ermoglichen ndmlich eine funktionalanalytische Beschreibung
der Metrik durch

p(x,y) =sup{|f(x) — f(y)|| f € Lip(K), Lip(f) =1} firz,yc K

tiber die Lipschitz-Halbnorm Lip(.). Diesen Zusammenhang nutzen wir in unserer Ar-
beit ebenfalls intensiv. Eine Metrik auf dem Zustandsraum S(C(K)) erhalten wir nun
durch

pp,v) = sup{|p(f) —v(f)|| f € Lip(K), Lip(f) = 1}  fiir p,v € S(C(K)),

die soganannte Monge-Kantorovié-Metrik (vgl. [71],[37],[52],[53]). Sie liefert auf den
reinen Zusténden die urspriingliche Metrik p zuriick, und deren Topologie stimmt unter
gewissen Umstéanden, doch in vielen wichtigen Beispielen, mit der Schwach*-Topologie
auf S(C(K)) iiberein. Diese Metrik spielt eine wichtige Rolle im Zusammenhang mit
Transport-Problemen (siehe etwa ,, Monge mass transport problem®, , soil movement*).
Als weitere Arbeiten in dieser Richtung wollen wir hier die von Schiilern von Rieffel,
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Pavlovi¢ ([48]) und Weaver nennen. Letztgenannter entwirft in [67] und [66] sein eige-
nes nicht-kommutatives Gegenstiick zu metrischen Rdumen, und zwar mit dem Konzept
von L*-Derivationen beziehungsweise allgemeiner W*-Derivationen in W*-Bimoduln,
welches eine etwas andere, reichhaltigere Struktur bietet als die Spektralen Tripel von
Connes. Zwischen beiden besteht nichtsdestoweniger (wenig verwunderlich) eine Ver-
wandtschaft, die schon daran ersichtlich wird, dass auch durch Spektrale Tripel implizit
eine Derivation (in Form von Bilden des Kommutators mit D) gegeben ist, die wie die
Derivation bei Weaver die Metrik und im Kommutativen Lipschitzstetigkeit kodiert.
Auch die Vorstellungen, die Weaver entwickelt, finden Anwendung in der Physik: Es
besteht eine Verbindung zwischen der metrischen Geometrie des nicht-kommutativen
Torus und der String-Theorie, wie Rieffel in [55] explizit erwdhnt.

In diesem Geiste einer Beschreibung kompakter metrischer Rdume in einem nicht-
kommutativen Kontext wollen wir unsere Arbeit verstanden wissen. Daher machen wir
uns in Kapitel 1 als Erstes daran, zwei Konzepte fiir eine derartige Beschreibung sol-
cher Rdume zu entwerfen.

In Abschnitt 1 benutzen wir die Ideen von Rieffel ([55], [56]), um in Lipschitz-Algebren
beziehungsweise kompakten quantenmetrischen Rédumen geeignete Ubersetzungen fiir
kompakte metrische Rdume zu finden. Lipschitz-Algebren sind Tripel (A, A, ||.]|4), wo-
bei A eine unitale C*-Algebra ist — entsprechend dem nicht-kommutativen Analogon
eines kompakten Hausdorff-Raumes — und A eine dichte x-Unteralgebra von A mit
Halbnorm ||.|| 4, die gewisse Zusatzeigenschaften erfiillt. Die geforderten Merkmale ei-
ner Lipschitz-Algebra wie etwa die Vollstandigkeit von A beziiglich max(||.||, [|-]|.4)
sind wenig iiberraschend, orientieren wir uns doch am Kommutativen, wo die *-Algebra
Lip(K) der lipschitzstetigen Funktionen auf einem kompakten metrischen Raum (£, p)
doch denselben Informationsgehalt besitzt wie die Metrik p und des Weiteren das Tri-
pel (C(K), Lip(K), Lip(.)) alle geforderten Eigenschaften erfiillt.

Kompakte quantenmetrische Rdume sind Lipschitz-Algebren, die zusétzlich die Eigen-
schaften der totalen Beschrianktheit und Unterhalbstetigkeit von ||.|| 4 erfiillen. Letztge-
nannte Eigenschaft garantiert, dass die von der bereits beschriebenen Monge-Kantoro-
vic-Metrik auf dem Zustandsraum S(A) induzierte Topologie mit der Schwach*-Topolo-
gie iibereinstimmt. Die totale Beschrinktheit sorgt dafiir, dass die Einschrinkung der
Metrik auf die reinen Zustédnde im Kommutativen bei oben erwédhnter Identifikation
der reinen Zusténde in S(C(K)) mit den Punkten in K die urspriingliche Metrik p auf
K zuriickliefert. Das Konzept kompakter quantenmetrischer Rdume gestattet es uns
also, auf dem Zustandsraum einer C*-Algebra mit einer Metrik in etwa so zu rechnen
wie im Kommutativen.

Nach der Behandlung von Beispielen fiir kompakte quantenmetrische Rdume wenden
wir uns in Abschnitt 2 von Kapitel 1 der von Weaver ([67], [66]) stammenden Kor-
respondenz fiir kompakte metrische Rdume, den so genannten W*-Derivationen, zu.
Wie der Name schon sagt, bestehen diese im Wesentlichen aus einer Derivation ¢ (auf
einer von Neumann-Algebra), welche die Metrik p via ||0.|| beschreibt, dhnlich wie die
Lipschitz-Halbnorm Lip(.) im Kommutativen. Unter den zahlreichen Beispielen tau-
chen auch Spektrale Tripel auf. Daher stellt Weavers Konzept in gewisser Weise eine
Verallgemeinerung gegeniiber Connes’ dar.

In Abschnitt 3 von Kapitel 1 fithren wir aus, wie Weaver in [67] eine messbare Version
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des Konzepts der Lipschitzstetigkeit entwickelt. Dies dient als Briicke, um im Kommu-
tativen die (messbaren Pseudo-)Metriken zu charakterisieren, die von W*-Derivationen
herriihren, vergleiche Satz 1.23. Dies zeigt sehr schén, dass W*-Derivationen eher den
messbaren Aspekt metrischer Rdume beriicksichtigen und daher konsequenterweise
von Neumann-Algebren und die zugehorige Schwach*-Topologie benutzen, Lipschitz-
Algebren hingegen C*-Algebren mit (Halb-)Normen und die damit verbundenen To-
pologien heranziehen. Ein ausfiihrlicher Vergleich der beiden Konzepte in Abschnitt 4
beschliefit Kapitel 1. Es stellt sich heraus, dass sich Lipschitz-Algebren beziehungsweise
vor allem kompakte quantenmetrische Rdume wegen ihrer starken Eigenschaften und
deren Auswirkungen hauptsichlich in Bezug auf die Monge-Kantorovic-Metrik als niitz-
licher fiir unsere Zwecke und in Hinblick auf die Vorhaben in den folgenden Kapiteln
erweisen als W*-Derivationen. Daher betrachten wir im Rest der Arbeit ausschliefSlich
Lipschitz-Algebren und kompakte quantenmetrische Réume.

Da wir nun ein geeignetes funktionalanalytisches Analogon fiir einen kompakten met-
rischen Raum (K, p) gefunden haben, widmen wir uns zwei sehr nahe liegenden Frage-
stellungen: Im Kommutativen ist dies zum einen das Verhiéltnis des Kompaktums K
als ein Ganzes zu seinen Bestandteilen, also den Punkten beziehungsweise den Punkt-
mengen in K. Zum anderen sucht man Kenngrofien, die nidhere Auskunft iiber die
Beschaffenheit von K geben.

Um eine solche Griofle geht es in Kapitel 2. Wir stellen in Abschnitt 1 einen Dimensi-
onsbegriff fiir kompakte metrische Rdume, den so genannten (unteren) Entropie-Index,
vor, welcher auf Kolmogorov und Tihomirov zuriickgeht ([39]), erkldren, wie er in kon-
kreten Féllen berechnet wird, und tun dies schliellich in Beispielen.

In Abschnitt 2 finden wir gleich mehrere Ubersetzungen dieses Dimensionsbegriffs fiir
Lipschitz-Algebren (A, A, ||.||4), das heifit, wir erhalten verschiedene Moglichkeiten, ei-
ner Lipschitz-Algebra eine Zahl zuzuordnen, welche fiir die zum kompakten metrischen
Raum (K, p) gehérende Lipschitz-Algebra (C(K), Lip(K), Lip(.)) den Wert des unteren
Entropie-Index fiir K liefert, vergleiche Theorem 2.20. Alle Ubertragungsmaglichkei-
ten benutzen s-Homomorphismen 7 : A — F zwischen C*-Algebren. Solche Homo-
morphismen sind multiplikativ, und das ist auch genau der Grund, weshalb wir die
jeweiligen Ubertragungen als multiplikative Entropie-Indizes bezeichnen und wir fiir
Teil 1 ,,Funktionalanalytische Beschreibung kompakter metrischer Rdume und multi-
plikative Theorie“ als Uberschrift gewihlt haben. [Im Gegensatz dazu finden wir in Teil
2 einen Dimensionsbegriff fiir Lipschitz-Algebren, der auf (nicht notwendig multiplika-
tiven) Abbildungen mit allgemeineren Eigenschaften, unter anderem der vollstdndigen
Positivitét, basiert. Nicht weniger wichtig als diese neuen Eigenschaften ist jedoch, dass
die Abbildungen in Teil 2 die C*-Algebra A nicht als Urbild, sondern als Bild besitzen,
wie wir weiter unten noch niher erlautern werden.] Wir diskutieren im Rest von Kapitel
2 die verschiedenen multiplikativen Entropie-Indizes und vergleichen sie miteinander.
Um dies angemessen tun zu konnen, fithren wir die Kategorie der Lipschitz-Algebren
und der kompakten quantenmetrischen Réume ein.

In Kapitel 3 widmen wir uns der zweiten oben angesprochenen Fragestellung nach
der Beziehung zwischen dem Kompaktum K und Punktmengen darin. Ein kompakter
metrischer Raum (K, p) ist separabel. Alle wesentlichen Informationen iiber K sind
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schon durch Angabe einer abzdhlbaren dichten Teilmenge (X, p|x) beziehungsweise ei-
ner aufsteigenden Folge (X,,, p.n) fiir p,, = p|x,, von endlichen Punktmengen in K,
deren Vereinigung dicht in K beziiglich p liegt, enthalten. Es ist daher wenig ver-
wunderlich, dass K durch solche endlichen kompakten metrischen Rdume aufgebaut,
genauer als deren direkter Limes (in der Kategorie vollstandiger metrischer Rdume mit
Kontraktionen als Morphismen) dargestellt werden kann.

In Abschnitt 1 von Kapitel 3 fithren wir zunéchst den inversen Limes fiir die Katego-
rie der Lipschitz-Algebren und kompakten quantenmetrischen Rdume ein. Wir zeigen,
wie sich vermoge Dualitdt die Beschreibung von (K, p) als direkter Limes der Fol-
ge (X, pm) in die Darstellbarkeit von (C(K), Lip(K), Lip(.)) als inverser Limes der
inversen Folge (C'(X,,), Lip(X,,), Lip(.)) kompakter quantenmetrischer Réume iiber-
setzt.

Abschnitt 2 behandelt die entsprechenden Nicht-Kommutativen Fragestellungen: Wir
diskutieren die Existenz der inversen Limites in den jeweiligen Kategorien, und ge-
ben sowohl notwendige als auch hinreichende Bedingungen fiir die Darstellbarkeit von
Lipschitz-Algebren als inverse Limites endlichdimensionaler Lipschitz-Algebren an. In-
teressanterweise ist fiir eine solche Darstellung eines kompakten quantenmetrischen
Raumes die Endlichkeit eines der multiplikativen Entropie-Indizes hinreichend. Damit
haben wir die scheinbar getrennt behandelten Aspekte der Kapitel 2 und 3 miteinan-
der verwoben; insofern stellt dieser Abschnitt auch das Kernstiick dieser Arbeit dar.
Anhand von Beispielen illustrieren wir unser Vorgehen.

Als grundlegende Idee fiir Teil 2 soll uns die Uberlegung dienen, dass neben der Dar-
stellung eines kompakten metrischen Raumes (K, p) als direkter Limes einer direkten
Folge endlicher kompakter metrischer Réume (X,,, p,) eine dhnliche Darstellung mit
Hilfe des inversen Limes existiert, wie wir in den Sétzen 5.1 beziehungsweise 5.3 zeigen.
Wir drehen also die Richtungen der verbindenden Abbildungen um. Dies tun wir aber
nicht nur auf Ebene kompakter Rdume beziehungsweise Punktmengen, sondern dual
dazu auch auf Ebene von Funktionenrdumen auf diesen Punktmengen beziehungsweise
allgemeiner C*- und Lipschitz-Algebren. Insofern bilden die Kapitel 4 und 5 jeweils
eine entsprechende Ubertragung der Kapitel 2 und 3.

Um einen Dimensionsbegriff fiir Lipschitz-Algebren (A, A, ||.||4) zu erhalten, benut-
zen wir in Kapitel 4 nun nicht *-Homomorphismen 7 : A — F, sondern vollstindig
positive, unitale und isometrische Abbildungen ¢ : F' — A fiir eine (endlichdimensio-
nale) C*-Algebra F. Daher nennen wir auch den zugehérigen Dimensionsbegriff, den
wir in Abschnitt 1 erhalten, den vollstéindig positiven Entropie-Index. Wir benutzen
somit allgemeinere Abbildungen zwischen C*-Algebren mit weniger Eigenschaften als
x-Homomorphismen, und deshalb gelingt es uns nur, weniger weit reichende Aussa-
gen zu treffen. So ist der vollstindig positive Entropie-Index abhéingig davon, welche
Klasse von C*-Algebren wir als Urbilder F fiir die Abbildungen ¢ zulassen. Genauer
gelingt es uns beispielsweise nur zu zeigen, dass der vollstédndig positive Entropie-Index
fir (C(K), Lip(K), Lip(.)) mit dem unteren Entropie-Index fiir (K, p) tibereinstimmt,
falls wir fiir F' ausschliellich kommutative C*-Algebren zulassen.

In Abschnitt 2 von Kapitel 4 deuten wir kurz an, wie bei einer Lipschitz-Algebra
(A, A, ||.]|4) vorzugehen ist, betrachten wir Abbildungen von und nach A gemeinsam
und nicht getrennt wie in Abschnitt 1 dieses Kapitels beziehungsweise Abschnitt 2
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von Kapitel 2. Abschnitt 3 behandelt ein Beispiel fiir eine mogliche Anwendung des
vollsténdig positiven Entropie-Index: Uber das Spektrum des einer L2-Derivation d auf
einem kompakten metrischen Raum (K, p) zugeordneten Laplace-Operators A = d*d
hat Hermann Weyl in der zweiten Dekade des vergangenen Jahrhunderts einen Di-
mensionsbegriff etabliert, den wir mit unserem vollstdndig positiven Entropie-Index
in Verbindung setzen. Genauer geben wir in Satz 4.20 eine Abschédtzung der beiden
genannten Dimensionsbegriffe an und besprechen die Ergebnisse in Beispielen.

In Kapitel 5 zeigen wir in Abschnitt 1 zunéchst, wie sich jeder kompakte metrische
Raum mit Hilfe des inversen Limes einer inversen Folge endlicher kompakter metri-
scher Rédume, genauer als Quotient beziiglich einer Aquivalenzrelation auf einem sol-
chen Limes, schreiben ldsst. In Analogie zu Abschnitt 1 von Kapitel 3 dualisieren wir
anschliefend die verbindenden Abbildungen, betrachten die zugehorige direkte Folge
unitaler C*-Algebren und machen Aussagen iiber deren Limes. Nun weichen wir aber
von einem zu Kapitel 3 analogen Vorgehen ab: Wir erldutern, weshalb es schon im
Kommutativen nicht moglich ist, eine direkte Folge endlichdimensionaler Lipschitz-
Algebren (C(X,,), Lip(X), Lip(.)) zu konstruieren, deren direkter Limes im Sinne
von Lipschitz-Algebren auf irgendeine Weise, eventuell durch Ubergang zu einer C*-
Unteralgebra, (C(K), Lip(K), Lip(.)) liefert. Deswegen verzichten wir auf eine kate-
gorientheoretische Behandlung des direkten Limes auf Ebene von Lipschitz-Algebren.
Stattdessen benutzen wir den direkten Limes der endlichdimensionalen unitalen C*-
Algebren C'(X,,) und sondern darin diejenigen Elemente aus, die den lipschitzstetigen
Funktionen auf K entsprechen, vergleiche Theorem 5.8.

Abschnitt 2 in Kapitel 5 stellt schliellich einen Ansatz dafiir dar, wie das Vorgehen aus
Abschnitt 1 abzuéndern ist, falls wir nur kompakte separable Hausdorff-Rdume (ohne
Metrik) betrachten. Der Schliissel liegt darin, nicht nur die (Funktionen auf den) Punkt-
mengen (X,,)men alleine zu betrachten, sondern (Funktionen auf) Ecken und Kanten
einer Folge von Graphen, deren Ecken genau die Punkte in X, beschreiben. Die Metrik
wird also ersetzt durch Angabe einer Kantenmenge, die je zwei Ecken verbindet, wenn
diese in einem gewissen Sinne eng zusammenliegen. Statt der Metrik impliziert hier
dann die Kantenfolge die entsprechende Aquivalenzrelation auf dem inversen Limes
der Eckenfolge. Am Ende gelingt es uns auch, die Aussagen fiir die C*-Algebren der
stetigen Funktionen auf endlichen Punktmengen fiir Funktionen auf Kanten und Ecken
zu iibertragen.
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KAPITEL 1

Funktionalanalytische Analoga fiir kompakte metrische
Raume

Wir wollen in diesem Kapitel das Problem diskutieren, fiir kompakte metrische Raume
Beschreibungsmoglichkeiten mit funktionalanalytischen Mitteln beziehungsweise geeig-
nete nicht-kommutative Analoga zu finden. Diesen metrischen Teilaspekt einer nicht-
kommutativen Geometrie haben sich Mark Rieffel und dessen Schiiler Nik Weaver und
Branka Pavlovi¢ als Gegenstand ihrer Forschung herausgegriffen, und die Konzepte der
beiden Erstgenannten wollen wir hier vorstellen.

In Abschnitt 1 beschéiftigen wir uns mit Rieffels kompakten quantenmetrischen Réu-
men. Diese basieren auf einer Halbnorm auf einer C*-Algebra, welche den metrischen
Aspekt widerspiegelt. Nach der Definition der Objekte, die wir betrachten wollen,
erldutern wir ausfiihrlich, weshalb gerade sie sich als niitzlich erwiesen haben, kompak-
te metrische Rdume funktionalanalytisch zu beschreiben. Wir orientieren uns natiirlich
am kommutativen Fall, wo die Angabe einer Metrik p auf einem kompakten Hausdorft-
Raum dadurch ersetzt wird zu sagen, welche stetigen Funktionen auf K lipschitzstetig
(beziiglich p) sind, vergleiche Satz 1.3. Aber auch nicht-kommutative Beispiele fiir kom-
pakte quantenmetrische Rdume werden wir behandeln.

Im Gegensatz zu Rieffel beschreibt Nik Weaver die Metrik nicht durch (Halb-)Normen,
sondern mit Hilfe von W*-Derivationen. Die grundlegenden Definitionen und erste Bei-
spiele hierfiir enthélt Abschnitt 2. In Abschnitt 3 beleuchten wir den Hintergrund fiir
unsere Definition von W*-Derivationen genauer und geben im kommutativen Fall eine
maftheoretische Charakterisierung fiir Lipschitzstetigkeit in metrischen Rdumen und
damit fiir die Metrik selbst mit Hilfe von W*-Derivationen. Danach diskutieren wir die
Zusammenhénge fiir diese Charakterisierung.

SchlieBlich vergleichen wir in Abschnitt 4 die beiden vorgestellten Konzepte miteinan-
der und arbeiten die jeweiligen Vor- und Nachteile beziehungsweise Gemeinsamkeiten
heraus.

1. Lipschitz-Algebren und kompakte quantenmetrische Ridume

Hier wie in der gesamten Arbeit bezeichnen wir die Norm einer C*-Algebra A mit ||.|| 4.

1.1. DEFINITION. (1) Eine Lipschitz-Algebra ist ein Tripel (A, A, ||.||4), beste-
hend aus einer unitalen C*-Algebra A, einer darin beziiglich der C*-Norm ||.|| 4
dicht liegenden x-Unteralgebra A mit einer Halbnorm ||.|| 4 auf A, so dass

(a) (A,max(||.||,]]-]]4)) ein Banachraum ist,

(b) fiir den Kern der Halbnorm {a € A||jal]|4 =0} = C -1, gilt,

(c) die Leibniz-Regel ||ab||4 = ||a|la - ||blla + ||a]|a - ||b]|.4 erfiillt ist und
(d) |lala = ||a*]|.4 fiir alle a € A gilt.

3
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Wir setzen A° = {a € Al ||alj4 £ ¢} fiir 0 < ¢ € R. Wir wollen ||.|| 4 auf ganz
A definiert ansehen, indem wir auch +oo im Wertebereich von ||.|| 4 zulassen
und |ja||4 = +oo fiir a € A\ A setzen.

(2) Sei (A, A, ||.||a) eine Lipschitz-Algebra. Wir nennen die Halbnorm ||.|| 4 un-

terhalbstetig, wenn lim,_., a, = a beziiglich ||.||4 die Ungleichung ||a||4 <
liminf,, . ||a,|| 4 impliziert. Insbesondere gilt also in diesem Falle fiir a =
lim,, .o @, beziiglich ||.||4 und liminf,,_ ||a,||4 < oo schon a € A.
Weiter sagen wir, die Halbnorm ||.| 4 beziehungsweise genauer die Lipschitz-
Algebra (A, A, ||.||4) erfiillt die Eigenschaft der totalen Beschrinktheit,
wenn zu jedem e > 0 endlich viele Elemente a4, . . ., a, € A" existieren, so dass
fiir die Quotientenabbildung () : A — A/C - 14, a+— a + C - 14 beziiglich des
Kerns C-1, der Halbnorm {Q(a) |a € A'} C U}, B-(Q(a;)) gilt. Die e-Kugel
B.(Q(a;)) um Q(a;) ist hierbei beziiglich der (Quotienten-)Norm in A/C - 14
gemeint.

(3) Ist die Halbnorm ||.||4 in einer Lipschitz-Algebra (A, A, ||.||4), welche die Ei-
genschaft der totalen Beschranktheit erfiillt, zusdtzlich unterhalbstetig, so nen-
nen wir ||.|| 4 eine Lip-Halbnorm und das Tripel (A, A, ||.||4) einen kompak-
ten quantenmetrischen Raum. Mit der Dimension einer Lipschitz-
Algebra beziehungsweise der Dimension eines kompakten quantenme-
trischen Raumes (A, A, ||.||4) ist die Dimension der C*-Algebra A (als Vek-
torraum) gemeint.

1.2. BEMERKUNG. Fiir ein Tripel (A4, A, ||.]|.4), bestehend aus einer C*-Algebra A und
einer x-Unteralgebra A mit Halbnorm ||.|| 4 auf A, so dass ||.| 4 die Eigenschaft der Un-
terhalbstetigkeit erfiillt, ist (A, max(]|.||4,]].]|.4)) ein Banachraum. Ist ndmlich (a,)nen
eine Cauchyfolge beziiglich max(||.|| 4, ||.]|.4), so konvergiert diese gegen ein a € A we-
gen der Vollstandigkeit von (A, ||.||4), und a besitzt aufgrund der Unterhalbstetigkeit
sogar endliche Halbnorm, liegt also in A. Dass (a,)nen auch beziiglich ||.||4 gegen a
konvergiert, ergibt sich leicht daraus, dass (a,)nen Cauchyfolge beziiglich ||.|| 4 ist und
la — aplla S iminf,, . [[am — an|| 4 gilt.

Bevor wir einige Beispiele fiir kompakte quantenmetrische Rdume betrachten, wollen
wir die Forderungen an einen solchen Raum und deren Herkunft und Wichtigkeit dis-
kutieren.

Zunéchst wollen wir erkléaren, weshalb wir die in obiger Definition gew#hlten Bezeich-
nungen benutzen. Das Konzept des kompakten quantenmetrischen Raumes taucht bei
Rieffel (und Ozawa) an mehreren Stellen auf ([55], [56], [57], [58], [45]), wird aber
zunéchst in groflerer Allgemeinheit im Zusammenhang mit Ordnungs-Eins-Riumen
(engl. ,order-unit spaces®) untersucht. Das sind reelle teilweise geordnete Vektorrdume
V' mit einem ausgezeichneten Element e, der (Ordnungs-)Eins beziiglich der Halbord-
nung, so dass (i) fiir jedes v € V ein r € R mit v < re existiert und (ii) fiir jedes v € V'
mit v < re fiir alle 7 € Rsq schon v < 0 gilt. Durch [|v]| := inf{r € R>y| —re < v < re}
wird dann eine Norm auf V' definiert. -

Betrachtet man eine unitale C*-Algebra A, so ist der zugehorige Ordnungs-Eins-Raum
die Menge der selbstadjungierten Elemente V = A,, mit 14 als Ordnungs-Eins e. Als
,correct way to specify metrics on compact non-commutative spaces* bezeichnet Rief-
fel in [56] (Abschnitt 5) eine Halbnorm auf einem Ordnungs-Eins-Raum, deren Kern
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aus den Vielfachen der Eins besteht und welche die Eigenschaften der Unterhalbstetig-
keit und der totalen Beschrinktheit erfiillt, und betitelt eine derartige Halbnorm als
»Lip-Norm*“. In [57], [58] und [45] arbeitet Rieffel teils mit Ordnungs-Eins-Rdumen,
teils mit unitalen C*-Algebren, die mit einer Halbnorm mit den eben genannten Ei-
genschaften ausgestattet sind mit Ausnahme der Unterhalbstetigkeit, welche allerdings
nur aus Griinden der Bequemlichkeit bei Beweisfithrungen und in Beispielen weggelas-
sen wird, wie in [58] (Abschnitt 2) explizit erwdhnt wird. Dort begriindet Rieffel auch
seine Bezeichnung derartiger Objekte als ,compact quantum metric spaces” damit,
dass in der theoretischen Physik, genauer in der String-Theorie, wo die Konvergenz
einer Folge von Operator-Algebren gegen eine weitere Operator-Algebra betrachtet
wird, metrische Uberlegungen fiir verschiedene Mafstibe eine groBe Rolle spielen. Als
Beispiele hierfiir fithrt er [59] an, wo Folgen von Matrix-Algebren aufsteigender Di-
mension, ausgestattet mit ,Metriken“ in gewissem Sinne gegen einen gewohnlichen
metrischen Raum konvergieren, oder als Spezialfall hiervon [30]. Die Bezeichnung der
, Vorstufe” eines kompakten quantenmetrischen Raumes als Lipschitz-Algebra erweist
sich angesichts des Zusammenhangs von Metrik und lipschitzstetigen Funktionen auf
einem kompakten metrischen Raum (K, p), wie er in Bemerkung 1.4 diskutiert wird,
als sinnvoll.

Nach der Diskussion um die Bezeichnung der betrachteten Objekte wollen wir nun
auf die Eigenschaften eines kompakten quantenmetrischen Raumes (A, A, ||.||.4) néher
eingehen. Wir kénnen mittels der Halbnorm ||.|| 4 auf dem Zustandsraum S(A) eine Ab-
bildung definieren, welche Werte in [0, o] annehmen kann und sonst alle Eigenschaften
einer Metrik erfiillt; diese Abbildung ist gegeben durch

(1) ppa: S(A) = [0,00], (w, v) = supflu(a) —v(a)]|a € A, lafla =1},

die so genannte Moonge-Kantorovié-Metrik (siehe [71],[37],[52],[53]). Diese ist auch
unter dem Namen Hutchinson-Metrik bekannt, vergleiche etwa [5] (9.5). Entspre-
chend gewinnen wir auf A eine Abbildung aus py, zuriick, welche Werte in [0, oo]
annehmen kann und sonst alle Figenschaften einer Halbnorm besitzt, und zwar durch

|u(a) = v(a)|

(2) waA*mmM””w{w%ww

MVGSM%M#V}
Wie Rieffel in [56] (Theoreme 3.4 und 4.1) beweist, stimmt diese mit der urspriing-
lichen Metrik iiberein, L, =~ = |[.[l4, falls [.[[.x unterhalbstetig ist. Weiter wird in

[55] gezeigt, dass die Bedingung an das Bild von A' in A/C1,4 unter der Quotien-
tenabbildung @ : A — A/Cly, total beschriankt beziiglich |.||a/c1, zu sein, genau
dann erfiillt ist, wenn die von der Metrik py, induzierte Topologie auf S(A) mit der
Schwach*-Topologie iibereinstimmt. Insbesondere besitzt S(A) dann beziiglich dieser
Metrik endlichen Durchmesser als kompakte Menge. Der Durchmesser fiir eine Teil-
menge () # U eines metrischen Raumes (K, p) ist dabei gegeben durch diam(U) :=
sup{p(z,y) | x,y € U}. Die Eigenschaften der Unterhalbstetigkeit und der totalen Be-
schrinktheit einer Halbnorm und der damit ermoglichte Zusammenhang zum Dual-
raum und einer Metrik dort stellt ein kraftiges Werkzeug dar, das wir zu nutzen wissen
werden, siehe etwa Theorem 3.18. Dies ist fiir uns auch ein Hauptgrund, das Konzept
kompakter quantenmetrischer Raume von Rieffel zu iibernehmen.
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Die iibrigen Anforderungen an einen kompakten quantenmetrischen Raum sind alle-
samt natiirlich: Da wir keine Ordnungs-Eins-Réaume, also keine reellen Vektorrdume,
sondern C*-Algebren betrachten, ist Eigenschaft (d) aus Definition 1.1 wiinschenswert,
wie Rieffel in [58] (Abschnitt 2) bemerkt. Deswegen betrachten wir wie im vorangegan-
genen Absatz beschrieben auch eine Metrik auf dem Zustandsraum S(A) und nicht auf
dem Zustandsraum von A,,, doch dieser Ubergang bereitet keinerlei Schwierigkeiten.

Das folgende, wohl einfachste Beispiel, welches implizit schon in [56] erwidhnt wird,
soll uns als Motivation dienen, dass wir genau die richtigen Eigenschaften fiir einen
kompakten quantenmetrischen Raum gefordert haben.

1.3. SATZ. Das Tripel (C(K), Lip(K), Lip(.)), bestehend aus den stetigen beziehungs-
weise den lipschitzstetigen Funktionen und der Lipschitz-Halbnorm auf einem kompak-
ten metrischen (Hausdorff-) Raum (K, p), ist ein kompakter quantenmetrischer Raum.

Die Lipschitz-Halbnorm, also die kleinste Lipschitzkonstante fiir eine Funktion f €
Lip(K), ist hierbei durch

. x)—

5 L) e sup @)= 0

gegeben.

BEWEIS. Dass Lip(K) dicht in C(K) beziiglich ||.||c(x) = ||| liegt, der Kern der

Lipschitz-Halbnorm aus den konstanten Funktionen besteht, Lip(.) die Leibniz-Regel
erfiillt und Lip(f) = Lip(f) = Lip(f*) gilt, ist klar. Die Banachraum-Eigenschaft weist
man beispielsweise wie folgt nach: Konvergiert die Folge lipschitzstetiger Funktionen
(fn)nen beziiglich der Norm max(||.||o0, Lip(.)) gegen eine Funktion f, so ist diese stetig,
weil (C(K),||.|lsc) ein Banachraum ist, und sogar lipschitzstetig: Sind z,y € K mit

x #yund € > 0, so existiert ein Index n € N mit || f — full < p(2,y)e. Dann gilt

[f(z) — f(y)] < (@) = fal@)] | fal2) = @ 1 fn(y) = FW)

p(x,y) p(x,y) p(x,y) p(x,y)
< e+ Lip(fn) +¢& £ 2e + sup Lip(fim) < o0,
meN

also f € Lip(K).

Um die Unterhalbstetigkeit der Halbnorm Lip(.) zu zeigen, miissen wir aus der Kon-
vergenz von (fp)nen C C(K) gegen [ beziiglich ||.|| die Ungleichung Lip(f) <
liminf,, ., Lip(f,) folgern. Dies ist aber unmittelbar mit der eben durchgefiihrten
Rechnung ersichtlich.

Dass (C(K), Lip(K), Lip(.)) die Eigenschaft der totalen Beschrianktheit erfiillt, liegt
einfach an der Kompaktheit des zugrunde liegenden Raumes, genauer gesagt am end-
lichen Durchmesser von K. Wir sehen dies leicht ein, wenn wir zunéchst einen Punkt
ro € K auszeichnen und K derart mit einem Netz von endlich vielen Punkten zq, ..., z,
tiberziehen, dass fiir ein vorgegebenes ¢ > 0 die offenen Kugeln B.(z;) (0 < ¢ < n)
ganz K iiberdecken. Wir zeigen zunéchst, dass es endlich viele reellwertige Funktio-
nen g, ..., g, aus Lip(K) gibt, so dass |J;_, B:(Q(9:)) 2 Q({f € Lip(K) | Lip(f) <
1, f(K) C R}) fiir die Quotientenabbildung @ : C(K) — C(K)/Clk gilt. Dazu
identifizieren wir C'(K)/Clg auf natiirliche Weise mit {f € C(K)| f(z¢) = 0}. Wir
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welche g(zo) = 0 und g(z;) € {—kie, (—k; + 1)e, ..., ke} erfiillen und deren Lipschitz-
Halbnorm eingeschrinkt auf die Punkte zg,...,z, hochstens Eins ist. Anschaulich
gesprochen haben wir demnach in K x R endlich viele Punkte ausgewéhlt, die von
(x0,0) aus gesehen in einem Kegel mit einem Offnungswinkel von 45 Grad gegeniiber
der K-Achse und fiir unsere Zwecke geniigend dicht verteilt liegen. Dies wird in Ab-
bildung 14 auf Seite 69 fiir das kompakte Intervall K = [—m,m]| illustriert. Jede der
Funktionen, welche wir derart erhalten, lasst sich zu einer lipschitzstetigen reellwerti-
gen Funktion gleicher Lipschitz-Halbnorm auf ganz K fortsetzen, vergleiche etwa [40]
(Lemma 5.6). Da jede beliebige lipschitzstetige reellwertige Funktion g mit g(z¢) = 0
und Lip(g) < 1 in den Punkten z; einen Funktionswert besitzt, der sich héchstens um
5 von ze fiir ein 2; € Z, |z] < k; unterscheidet, der Folge (2;)o<;<, aber genau eine
Funktion h der endlich vielen Funktionen entspricht, die wir durch Fortsetzen erhal-
ten haben, unterscheiden sich g und h in der Supremumsnorm héchstens um e. Diese
Uberlegung lésst sich ohne weiteres entsprechend auf den komplexen Fall erweitern;
eventuell muss ein Faktor v/2 (wegen der Anderung der Lipschitz-Halbnorm um diesen

Faktor beim Fortsetzen) eingebaut werden. 0J

1.4. BEMERKUNG. Es ist nur schwer zu glauben, dass nur bekannt ist, dass fiir ei-
ne auf einer Teilmenge M eines metrischen (K, p) definierte lipschitzstetige Funktion
fo : M — C ecine Fortsetzung f : K — C auf ganz K mit Lip(f) < v2Lip(fy)
existiert, aber nicht, ob der Faktor /2 dabei auch der bestmdogliche ist oder noch
verbessert werden kann, vergleiche [67] (1.5.7). Dass solch eine Fortsetzung existiert,
wird beispielsweise in [40] (Lemma 5.6) gesagt. Die Aussage dieses Lemmas ist, dass
zu jeder lipschitzstetigen Funktion f, : M — R™ fiir eine Teilmenge (M, pys) eines
metrischen Raumes (K, p) mit auf M eingeschrénkter Metrik pys eine lipschitzstetige
Fortsetzung f : K — R™ mit Lip(f) < /nLip(fo) existiert. Dies ist die Anwendung
der entsprechenden Aussage fiir n = 1, die in [43] (Theorem 1) gezeigt wird, auf jede
Koordinatenfunktion.

Wir sehen auch, dass fiir einen kompakten Hausdorff-Raum K die Angabe einer Metrik
und die Angabe der Menge der lipschitzstetigen Funktionen auf K dieselbe Information
beinhalten: Formel (3) sagt uns, wie wir aus einer Metrik die zugehorigen lipschitzste-
tigen Funktionen erhalten, und umgekehrt gewinnen wir aus der Angabe von Lip(K)
fiir einen kompakten metrischen Raum (K, p) die Metrik durch die Formel

(4) p(x,y) = sup |f(z) — f(y)]
feELip(K)
Lip(f)<1

zuriick.

1.5. BEISPIEL. Satz 1.3 impliziert natiirlich, dass (C([0, 1]), Lip([0, 1]), Lip(.)) ein
kompakter quantenmetrischer Raum ist. Bezeichnen wir mit d den iiblichen Ablei-
tungsoperator auf [0, 1], so kénnen wir auch das Tripel (C'([0, 1]), C*([0, 1]), ||d.]|o0)
betrachten. Dies ist allerdings nur eine Lipschitz-Algebra und kein kompakter
quantenmetrischer Raum. Natiirlich gelten ||df*|lsc = [|[df]loc = ||df]le fiir f €
C*([0,1]) und die Leibniz-Regel, und die Dichtheit von C*([0,1]) in C([0,1])
beziiglich ||.||s ist klar. Dass (C1([0, 1]), max(||.||o, ||df-|lec)) vollstéindig ist, ist ei-
ne unmittelbare Folge aus dem Hauptsatz der Differenzial- und Integralrechnung.
Ist ndmlich (f,,)nen gegen f beziiglich max(]|.]|co, ||[df-||oo) konvergent, so ist we-
gen der Konvergenz beziiglich der Supremumsnorm f stetig und df,, gleichmé&Big
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konvergent gegen ein g € C([0, 1)), fur das

f(t) — f(0) = lim (f.(t) — fn(0)) = lim i dfn(z)dx :/o lim df,(z)dz

n—oo n—oo n—oo

:/Otg(x)dx

gilt. Also ist df = g und (C*([0, 1]), max(||.||s, ||df-||oc)) €in Banachraum.

Die Lipschitz-Algebra (C(]0, 1]), C* ([0, 1]), ||d.||s) erfiillt zwar die Eigenschaft der
totalen Beschrinktheit. Dies kann mit einer Uberlegung analog zu Satz 1.3 bewie-
sen werden, wenn man von einem e-Netz zu einem $-Netz iibergeht und die end-
lich vielen lipschitzstetigen Funktionen, die man derart erhélt, an den Knickstellen
glattet. Schwierigkeiten bereitet aber die Unterhalbstetigkeit von ||d. ||~ . Dass die-

x fiir z € [0, 3]
1—a firzel;,1]’
welches eine Funktion in Lip([0,1])\ C*([0, 1]) mit Lipschitz-Halbnorm 1 ist. Die-
se kann durch Glétten um die Knickstelle gleichméfig durch eine Folge (f,), in
C1([0, 1]) approximiert werden, so dass ||df,||ec = Lip(f,) = 1 fiir alle n € N gilt,
wie wir in Abbildung 1 angedeutet haben.

se nicht erfiillt sein kann, sehen wir am Beispiel f(x) :=

ABBILDUNG 1. Gegenbeispiel zur Giiltigkeit der Unterhalbstetigkeit in
(€([0,1]), ([0, 1]), [|d.[lo)-

Demnach folgt aus lim, o || fn — fleo n0ch nicht ||df||e < liminf, . ||dfp]]co-

1.6. BEMERKUNG. Das eben behandelte Beispiel zeigt, dass die Unterhalbstetigkeit
eine weitere, stérkere Art von Vollstdndigkeit impliziert als die von (A, ||.||4) und
(A, max(||.]|a, ||-]l.4)). Damit ein Element a € A in A liegt, geniigt die Existenz einer
beziiglich ||.|| 4 konvergenten Folge von Elementen in A, deren Halbnormen beschriankt
ist; dies klingt nach einem C*-algebraischen Analogon des kleinen Satzes von Lebes-
gue, welcher besagt (vgl. [26] (20.5.3 (b))): Konvergieren die beschriankten messbaren
Funktionen f, auf einem endlichen Mafiraum (X, i) gleichméfig gegen f, so folgt die
p-Integrierbarkeit von f (und die Vertauschbarkeit von Limes und p-Integral). Die Rol-
le der p-integrierbaren Funktionen im kleinen Satz von Lebesgue spielen bei uns die
Elemente in A.

Am Ende dieses Abschnitts behandeln wir noch mehrere etwas komplexere und erste
nicht-kommutative Beispiele fiir kompakte quantenmetrische Raume.

1.7. BEispPIEL. Wir werden die Matrix-Algebren M, (C) mit einer Halbnorm ||.|| 4
ausstatten, welche (M, (C), A, ||.||4) fir A = M,(C) zu einem kompakten quan-
tenmetrischen Raum macht.



1. LIPSCHITZ-ALGEBREN UND KOMPAKTE QUANTENMETRISCHE RAUME

Wir definieren die n X n-Matrizen

Lo o o 000 01
02 0 o 100 - 00

10 00

Dy=1: + - : : und Dy := .
88:::”610 000 - 00
000 - 10

und bezeichnen mit 6 (.) den Kommutator auf M, (C) mit Dy, k = 1,2. Die Kom-
mutante C* (D1, D)’ der von D; und D, erzeugten C*-Algebra ist dann C1,y, () :
Die Eigenrdume von D; sind genau die von den Standardbasis-Einheitsvektoren
aufgespannten eindimensionalen Raume. Genauer gilt fir a = (a;;);; € M, (C)

d1(a) = [D1,a] = ((i = j)aiz)i; und da2(a) = [D2,a] = (@i-1(mod n),j — Qij+1(mod n))ij>
und somit ist d;(a) = 0 genau denn, wenn a Diagonalgestalt besitzt, und offenbar
zusétzlich d2(a) = 0 genau dann, wenn zusétzlich alle Eintriage auf der Diagonalen

gleich sind.
Wir definieren nun als Halbnorm

2
lla == > 16 llatue)
k=1

auf A = M, (C). Falls es bequemer erscheint, kénnen wir auch jede andere p-
Norm statt der Norm ||.||az, (c) benutzen. Offensichtlich gilt ||a||4 < oo fiir alle a €
M, (C), und (M, (C), A, |.||4) erfiillt alle Eigenschaften eines kompakten quan-
tenmetrischen Raumes aus Definition 1.1: Wie gezeigt ist Ker(]|.||4) = Clas, ),
und die Leibniz-Regel gilt wegen

2 2
llablla = > I[Ds, ablllar,c) = _ [[Drab — aDyb + aDyb — abDy | ar, )

k=1 k=1
2

<> (IDra = aDy gy 1bllanu @) + lallaru )1 Did = bDk | ar, )
k=1

= llallallbllaz, ) + llallaz llb]la-
Weiter gelten fiir D, a € M, (C) und eine unitére Matrix U € M,,(C)
[D,a*] = Da* —a*D = (aD* — D*a)" = — (D*a — aD*)" = —[D*, a|*
und
U, a*larc) = IUa” — a*Ullaruc) = lla” = U"a™ Ul (c) = | (@ = U*aU)" |aa ()
= lla = U"al|| s, = [[[U, alllar ),
woraus ||a*||4 = |la]|4 folgt, da D; selbstadjungiert beziehungsweise Dy unitér
ist. Wegen der Stetigkeit der Konjugation von Matrizen ist ||.||4 sogar stetig
beziiglich ||.|| s, (), also auch unterhalbstetig, vergleiche etwa [20] (7.4), [34]. Die
Vollstandigkeit des normierten Raumes (A, max(||.| s, (o), ||-]l.4)) folgt aus der Be-
merkung 1.2 beziehungsweise der Endlichdimensionalitdt des Raumes.

Dass (M,(C), A, ||.|l4) die Eigenschaft der totalen Beschranktheit erfiillt, sehen
wir durch folgende Uberlegung ein: Sei ¢ > 0. Die Kerne der Halbnorm ||.|| 4
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und der Quotientenabbildung @ : M, (C) — M,(C)/C1,y, ) stimmen iiberein.
Fir a € M,(C) gilt deshalb [|Q(a)|l.a/c1,y, ¢, = lalla, und (Q(A), [|-la/c1y, )
wird zu einem endlichdimensionalen normierten Raum. In solchen Rdumen sind
je zwei Normen #quivalent, siche etwa [33] (Satz 11.3), und daher gibt es zwei
Konstanten ¢y, co > 0 mit c1|.[|4 = |Q()||an(c)/c1yy, ¢ = c2ll-la auf A = M, (C).
Damit ist {Q(a)|a € A'} in ¢3B1(0)(M,(C)/Clys,(c)), dem co-fachen der norm-
abgeschlossenen Einheitskugel der C*-Algebra M,,(C)/C1,, (c), enthalten. Diese
Kugel ist aufgrund der Endlichdimensionalitit von M, (C)/C1yy, ) kompakt, al-
so relativkompakt. Ist X ein fiir eine Norm (beziehungsweise allgemeiner eine
Metrik) vollstandiger Raum und Y C X, dann ist laut [21] (XIV.3.6) Y ge-
nau dann relativkompakt, wenn Y total beschrankt beziehungsweise prakompakt
ist, also zu vorgegebenem ¢ > 0 endlich viele e-Kugeln zur Uberdeckung von
Y geniigen. Wenden wir dies auf X = (M,(C)/Cluy, ), [|-[[m.(c)/c1y, ) und
Y ={Q(a)|a € A'} an, erhalten wir die Eigenschaft der totalen Beschréinktheit
fir || 4-

1.8. BEISPIEL (Rationale Drehalgebra — Teil I). Mit den géngigen Bezeichnungen

S' = {z € C||z| = 1} fiir die Einheitskreislinie und T? = {(s,t)|s,t € C, |s| =
|t| = 1} fiir den 2-Torus definieren wir die Drehalgebra Ay fiir ¥ € [0, 1]. Ein
Modell der Drehalgebra erhalten wir, wenn wir den Hilbertraum H := L*(S')
betrachten; Ay ist dann diejenige C*-Unteralgebra von L(H), welche von zwei
unitdren Operatoren U,V erzeugt wird, welche wir nun néher spezifizieren. Wir
setzen 0 = ¥, Benutzen wir das vollstindige Orthonormalsystem B := {b, €
L2(SY) | b,(2) = 2", n € Z} fiir L*(S'), so entspricht U : H — H, (Uf)(z) =
2f(z) gerade dem Rechtsshift, das heit Ub,, = b,,1, und V soll einer Drehung
um den Winkel 271 entsprechen, also V : H — H, (V f)(z) := f(0z) = f(e*™2).
Die C*-Algebra Ay ist dann die von U und V erzeugte C*-Unteralgebra C*(U, V')
in L(H).

Die beiden Operatoren U und V erfiillen die Vertauschungsrelation

(5) VU =0UV.

Fiir rationales 9 = § € [0,1] mit p,g € NU {0} und ggT(p,q) = 1, also p < g,
nennen wir Ay rationale Drehalgebra; in diesem Falle ist § = €™ primitive g-te
Einheitswurzel. Falls ¢ € [0, 1] irrational ist, nennen wir Ay irrationale Drehal-

gebra.

Wie in [2] gezeigt wird, ist eine C*-Algebra A stets eine zu Ay isomorphe C*-
Algebra (fiir ein ¥ € [0, 1]), wenn es eine ergodische und effektive Wirkung des To-
rus G = T?, aufgefasst als kompakte topologische Gruppe, auf A gibt, das bedeu-
tet, ein Homomorphismus o : G — Aut(A), g — oy in die Automorphismengrup-
pe von A existiert. Mit ergodisch ist dabei {a € A|ay(a) =aVg e G} =Cly
gemeint, und effektiv heifit, dass der Kern von « trivial ist.

Im Falle ¥ = 0 vertauschen die Operatoren U und V, und wir erhalten eine
unitale kommutative C*-Algebra Ay. Da wir uns hier fiir ein Beispiel einer nicht-
kommutativen C*-Algebra interessieren, setzen wir ¢ € |0, 1] voraus, falls wir nicht
explizit den Fall ¥ = 0 erwdhnen. Auflerdem beschrinken wir uns auf das Be-
trachten rationaler ¢, also von rationalen Drehalgebren Ay. Fiir ¢ = g Wie oben
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lasst sich Ay konkret als C*-Unteralgebra von C'(G) ®@¢ M,(C) = C(G, M,(C))
konstruieren; dazu beschreiben wir nun die Ergebnisse von [36]. Wir wéhlen die
beiden g x ¢g-Matrizen

000 --- 01

100 --- 00 0 02 00

010 --00 00 - 00
Uy = R SRR und V; = R : : )

ool . Lol 00 --- eq_l 0

000 --- 00 00 ... 0 1

000 -- 10

welche dieselbe Verauschungsrelation wie die in Formel (5) angegebene erfiillen.
U, ist wieder der Rechtsshift, diesmal beziiglich der Standardbasis-Vektoren in
C", und V, entspricht wieder der Drehung um einen Winkel 27, analog zu V.
Die von U, und V; erzeugte C*-Algebra ist M,(C). Bezeichnen wir mit = bezie-
hungsweise y die Projektion von G = T? auf die erste beziehungsweise zweite
Koordinate, so entpuppt sich Ay als die von z ® U, und y ® V, erzeugte C*-
Unteralgebra in C(G) ®@c¢ M,(C). Fiir unsere Zwecke ist es giinstig, die natiirliche
Isomorphie C(G) ®c M,(C) = C(G, M,(C)), welche durch f ® e;; — fe;; fiir
Elementarmatrizen e;; gegeben ist, auszunutzen und Ay als die von zU, und yV/
erzeugte C*-Unteralgebra von C(G, M,(C)) anzusehen; dabei ist beispielsweise
zU, die Abbildung (s,t) — sUj.

Die von zU, und yV, erzeugte C*-Unteralgebra C*(zU,,yV,) von C(G, M,(C))
ist tatsichlich isomorph zu Ay nach oben erwihnter Aquivalenz aus [2], weil
wir eine ergodische effektive Wirkung des Torus G auf C*(zU,,yV,) definieren
konnen. Diese Wirkung erhalten wir wie folgt: Wir wissen beispielsweise aus [16]
(Kapitel VI), dass es eine Wirkung von G durch Automorphismen « auf Ay gibt,
die auf den Erzeugern U und V' von Ay gegeben ist durch g, 4,)(U) := g:U und
Q(g1,90) (V) = gV fiir g = (g1, 92) € G. Diese Automorphismen kommen demnach
durch Multiplizieren mit einem Phasenfaktor zustande. Wir orientieren uns dar-
an und definieren nun Automorphismen 3 auf C*(zU,,yV,). Wir erhalten ganz
C*(zU,, yV,) durch Grenziibergang als Limes von Polynomen p(Z;, Zs, Z3, Zy) =

o maell Cnimamana 21 Lo 2y Zy* in vier nicht-vertauschenden Unbestimm-
ten Zy, Zsy, Zs, Zy, in die wir xU,, (zU,)*, yV,, (yV,)* als Variablen einsetzen. Auf-
grund der Vertauschungsrelation (5) und wegen (zU,)* = (zU,)™" und (yV,)* =
(yV,)~! konnen wir die Koeffizienten fiir konstante Werte von n; —ny und nz —ny
zusammenfassen und Polynome der Form Y7, ;) ¢k, k, (2Ug)" (yVy)** betrach-
ten. Das Zentrum Zy von Ay besteht demnach aus Zy = C*(a:qu(@), yqu(@)) C
C*(xU,,yV,) und ist damit isomorph zu C(G). Wir definieren jetzt die Wir-
kung § von G auf C*(zU,,yV,) durch Automorphismen, indem wir fir f €
C* (2, V) © C(G, M,(C))

ﬁ(ghgz)(f(qu: yvq)) = f(gleqagZy‘/q>

setzen. Dass (@) aus x-Homomorphismen besteht, rechnet man einfach auf der
dichten Teilmenge der Polynome nach. [Dabei muss man bei der Multiplikativitét
beachten, dass sich die Vertauschungsrelation (5), die U, und V; erfiillen, im Nicht-
Vertauschen der Variablen der Polynome widerspiegelt.] Weiter ist 6(91792)_1 =

11
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Bigtgsty = Barm)» also Big, g,) bijektiv. Man rechnet Bg, g,)(2Uy), Big1,00) (yVe) €
C*(xUq, yVy) leicht nach. Damit gilt By, 4,)(C*(xUy, yVy)) C C*(aU,, yVy) fiir
alle (g1, 92) € G, und alle Abbildungen g, fiir ¢ € G sind Automorphismen. Im
Kommutativen, das heiit, wenn U, und V, vertauschen (¢ = 0), entsprechen diese
Automorphismen genau Drehungen in jeder Komponente bei stetigen Funktionen
auf dem Torus. Weil aber ayg, 4,) und B, 4,) auf den Erzeugern von C*(zUy, yV;)
schon iibereinstimmen, gilt (g, 4,) = Bg1,¢0) flir alle (g1, g2) € G, und die angege-
benen Automorphismen sind genau die aus der Literatur bekannten. In Zukunft
bezeichnen wir diese Wirkungen von G in Aut(Ay) mit «. Die Einschrankungen
der Wirkung a auf Zy entspricht demnach den gewohnlichen Drehungen auf dem
Torus.

Ubrigens wird in [36] Ay genau als die Menge aller unter den Abbildungen

hy 2 C(G, M,(C)) — C(G, M,(C)), hn(f)(s,%) := U, f(5,07')U, und
hy : (G, My(C)) — C(G, M,(C)), ha(f)(s,t) := V" f(Bs,1)V,

invarianten Elemente in C'(G, M,(C))) gekennzeichnet. Damit liefle sich obige In-
varianz von C*(zU,, yV,) unter 3 ebenso einfach nachweisen.

Wir folgen Rieffels Ausfithrungen in [55], um einen kompakten quantenmetri-
schen Raum zu bekommen. In Abschnitt 2 wird dort beschrieben, wie man solche
kompakten quantenmetrischen Rdume mittels Langenfunktionen und Wirkungen
von kompakten Gruppen G mit Neutralelement e auf C*-Algebren erhilt. Ei-
ne Lingenfunktion auf einer (multiplikativ geschriebenen) Gruppe G ist dabei
eine Funktion [ : G — [0, oo[ mit

i) Ulg)=0&g=e (i) l(g") =Ug), (i) l(gh) = I(g) +U(h) Vg,h€G.
Offensichtlich lésst sich daraus eine Metrik p auf G gewinnen durch p(g, h) =
I(gh™'). Wirkt nun die kompakte Gruppe G mittels Automorphismen « auf der
C*-Algebra A, so konnen wir

sup HOég<CL) — a“A < OO} und HGHA = sup HOég(CL) — CLHA
e#ged I(g) e#ged I(9)
setzen. Man iiberzeugt sich leicht davon, dass A eine *-Unteralgebra von A ist
und ||.]| 4 eine Halbnorm darauf, welche die Leibniz-Regel erfiillt. Dass deren Kern
genau C1 4 ist, ergibt sich aus der Ergodizitdt der Wirkung. Die Norm-Dichtheit
von A in A wird in Proposition 2.2 in [55] nachgewiesen. Der Beweis dieser Aus-
sage ist nicht unaufwéndig und benutzt beispielsweise das Haar-Integral auf G,
siehe Beispiel 1.9, und die Wirkung o von G auf A wird zuriickgespielt auf die
Wirkung A von G auf L'(G) via Linkstranslation, das heit Abbildungen der
Form \,(f) = (h — f(g7'h)) fiir g,h € G und f € L'(G). Nach [55] (Theorem
2.3) liefert die von ||.|| 4 induzierte Metrik auf dem Zustandsraum von A genau
die Schwach*-Topologie zuriick, was dquivalent zur Giiltigkeit der totalen Be-
schrinktheitseigenschaft ist, und die Unterhalbstetigkeit von ||.|| 4 beztiglich ||.|| 4
gilt aufgrund der Bemerkung nach Proposition 3.7 in [56]. Mit der Unterhalb-
stetigkeit kann ganz einfach die Vollstédndigkeit von (A, max(]|.||4, ||-||4)) gezeigt
werden, vergleiche Bemerkung 1.2.
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Wir iibertragen diese Erkenntnisse auf die Situation bei der rationalen Drehal-
gebra. Die Wirkung o von G auf Ay = C*(zU,,yV,) C C(G, M,(C)) haben wir
bereits erortert. Wir geben noch die Léngenfunktion [ auf dem Torus G an. Dazu
definieren wir die Abbildung E : [0,1]> — G, (0,7) — (€™, ¢*™7) und schreiben
ein Element g = (g1, ¢2) € G in der Form g = E(o,7) mit 0,7 € [0, 1], das heifit,
wir parametrisieren den Torus mit Hilfe des Einheitsquadrats [0, 1]> und beachten
dabei die Periodizitit e?™ = €271 = 1. Jede der vier Ecken des Einheitsquadrats
beschreibt demnach denselben Punkt auf dem Torus. Unsere Léngenfunktion auf
G erhalten wir, indem wir

I(e2™7 e*™'T) ::min{\/02 +72/(1—0)2+712\/o2+ (1 —7)2, /(1 —0)2+ (1 — 7)2}

setzen, das ist der kleinste (euklidische) Abstand des zu (€™, ¢*™") gehdrenden

,Parameterpunktes“ (o, 7) in [0, 1]* zu (0, 0), dem Neutralelement der komponen-
tenweise Addition modulo 1, die [0, 1]*> zu einer Gruppe und E : [0,1]> — G zu
einem Gruppenhomomorphismus macht. Dass [ eine Langenfunktion definiert, ist
einfach zu iiberpriifen, wenn auch bei Eigenschaft (iii) aufwéindig, da man einige
Fille zu unterscheiden hat: Man untersucht o € [0, [ bzw. {3} und 7 € [0, 5[,
{1} bzw. ]3,1[ und stellt dann Symmetrieiiberlegungen an. So erhalten wir (bis
auf eine Konstante) die geodétische Metrik auf dem Torus als die von [ induzierte
Metrik p auf G.

Definieren wir die zu dieser Wirkung von « von G auf Ay und dieser Liangen-
funktion [ gehorende *-Unteralgebra Ay von Ay mit Halbnorm ||.|| 4, gemé&s (7),
so erhalten wir fiir f C Ay = C*(2U,, yV,) C C(G, M,(C))

lag(f) — £l ag(f) — fll..
I fllay = Slelg J 1) 20 = sgg —H g(J;zg) 7l
g;gé(l,l) gi(l,l)
g (F)(R) = F(P) sy oy 1f(gh) = F(R) ]| us, o
= sup sup = sup sup
55 1< o) goyhee 1)
1 (@) = FW o0 1 (@) = FWl a0
= = Sup R
z,yEG l(my‘l) z,yeG p(xu y)
TH#yY TFY

das heifit, die Halbnorm ||.|| 4, besitzt tatséchlich genau die Form der iiblichen
Lipschitz-Halbnorm fiir stetige Funktionen, nur dass die hier betrachteten stetigen
Funktionen eben matrixwertig sind. Die Einschrankung von ||.|| 4, auf Funktionen
im Zentrum Zy beschreibt iiber Formel (4) auf Seite 7 (bis auf eine Konstante)
genau die geodéatische Metrik auf dem Torus.
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Es sei zum Schluss noch erwéhnt, dass aufgrund der Kommutatividt von G wegen

B lag(an(f)) —an(f)ll., lan(an-1gn(f) = F)ll.4,
Jon(F)la, = sup i = sup -
gi(elcfl) g giflcfl) g
@) =Dl o) = S,
- Sup [(hgh—1) = 00 T U(hgh )
g#(1,1) 9#(1,1)
= sup 120w g,
gi%lvl) g

die Halbnorm ||.|| 4, und damit Ay a-invariant sind.

1.9. BEISPIEL. Ein weiteres Beispiel fiir einen kompakten quantenmetrischen Raum

ergibt sich aus Rieffels Artikel [57], wo eine Lip-Halbnorm fiir die getwistete
Gruppen-C*-Algebra C*(G,¢) fiir einen 2-Kozykel ¢ und G = Z% konstruiert
wird. Bevor wir auf die spezielle Situation dort eingehen, treffen wir einige Vor-
bereitungen, indem wir verschiedene Begriffe einfithren und kléren.

Ist G eine (multiplikativ geschriebene) lokalkompakte Gruppe mit Neutralele-
ment 1¢, so existiert fiir sie ein (bis auf einen Faktor a > 0 eindeutig bestimm-
tes) linksinvariantes Radon-Maf8 pi¢, das so genannte Haar-Maf. Hier bedeutet
Linksinvarianz pg(zH) = ug(H) fiir alle 2 € G und alle Borel-Mengen H C G.
Das Haar-Maf3 ist in der Regel nicht rechtsinvariant, jedoch existiert ein stetiger
Homomorphismus A : G — Rxq mit ug(Hz) = A(z)ug(H), welcher modulare
Funktion genannt wird. Definieren wir fiir f, g € L'(G, jug) eine Multiplikation,
die Konvolution, und eine Involution durch

frg(x /f g(y~'z) dpa(y /fxy Y dua(y),
fr(@): ),

so wird L'(G, pug) hierdurch zu einer Banach-Algebra mit isometrischer Involuti-
on. Bezeichnen wir nun mit M(G) den Banachraum aller beschrankten komplexen
Radon-MaBle auf G, so kénnen wir diesen Raum mit dem Dualraum von Cy(G)
identifizieren und L'(G, ug) als abgeschlossenes *-invariantes Ideal der beziiglich
des Haar-MaBes absolutstetigen MaBe in M(G) auffassen, vergleiche [49] (7.1.2).
Die universelle Darstellung (m,, H,) von L'(G,ug) ist die direkte Summe
je eines Vertreters der Restklassen aller nicht-degenerierten Darstellungen von
LY(G, ) beziiglich unitirer Aquivalenz. Dabei heift eine Darstellung (7, H)
von L'(G, ug) nicht-degeneriert, wenn 7(L'(G, ug))H dicht im Hilbertraum
H liegt. Die Gruppen-C*-Algebra C*(G) erhalten wir als Norm-Abschluss von
o (LYG, ng)) in L(H.).

Ein 2-Kozykel ist eine Borel-Funktion ¢ : G x G — S, welche die Bedingungen
(i) ¢c(le,y) = 1 = e(z,1¢) und (i) c(zy, 2)c(z,y) = c(z,yz)e(y, 2) fir 2,y,2 € G
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erfiillt. Definieren wir nun auf L'(G, ug) Konvolution und Involution geméif
frg(x /f v)e(y,y ') dua(y),

fr(@) = A@) " flze(w,z71),
und bezeichnen wir die dadurch entstehende Banach-Algebra mit L'(G,¢), so
erhalten wir die getwistete Gruppen-C*-Algebra (engl. ,twisted group C*-
algebra“) C*(G, ¢) als Norm-Abschluss von 7, (L(G, ¢)) beziiglich der universel-
len Darstellung von L!(G,¢). Statten wir auch C.(G) mit diesen Verkniipfungen
aus, erhalten wir C.(G,¢) als dichte *-Unteralgebra von C*(G, ¢).

Ist nun G eine diskrete unendliche Gruppe, so kénnen wir pg normieren, indem
wir ug({1g}) = 1 beziehungsweise aufgrund der Linksinvarianz pug({z}) = 1 und
A(x) =1 fir alle x € G setzen. Das Integral bei der Definition der Konvolution
geht auflerdem in eine Summe iiber.

Sei nun [ eine Léngenfunktion auf G (vergleiche Beispiel 1.8). Mit M; bezeichnen
wir den (in der Regel unbeschriankten) Operator der punktweisen Multiplikation
mit [ auf dem Hilbertraum H := L?*(G, i) und mit 7 die linksreguliire Darstel-
lung (mit der Konvolution als Multiplikation) auf H, das heifit

M, : LG, pg) — LG p), [ Mi(f) mit M(f)(z) = U(z)f(2),
m:C(G,¢) = L(L*(G,pg)), frmp mit m4(g) = f*g.

Wir kénnen 7 sogar als Abbildung © : M(G) — L(L*(G, pug)), p — 7, mit
m.(9)(x) == [, 9(y~'z) du(y) auffassen. Die Fortsetzung von 7 auf C*(G, ¢) be-
zeichnen wir ebenfalls mit .

Wir betrachten nun bis zum Ende dieses Beispiels den Fall G = Z¢ fiir eine natiirli-
che Zahl d, es sei denn, wir sagen explizit etwas anderes. Ein Beispiel fiir eine
Langenfunktion, welche fiir unsere Zwecke von Bedeutung ist, erhalten wir durch
die Wort-Lingenfunktion: Sei H eine erzeugende Menge fiir Z¢, das heifit, H ist
Teilmenge von Z% und fiir jedes x € Z? existiert (x),)pey € Z7 mit x = Y hen Thh,
so dass alle bis auf endlich viele x; den Wert Null annehmen. Dann ist die Wort-
Langenfunktion beziiglich H durch I(z) := inf {3, |znl |2 =, cpznh} ge-
geben. Den entscheidenden Satz, welcher uns zu einem weiteren Beispiel fiir einen
kompakten quantenmetrischen Raum fithrt, kénnen wir nun so formulieren:

1.10. STz ([57] (0.1)). Seil eine Lingenfunktion auf G = Z4, welche entwe-
der die Wort-Langenfunktion fiir eine endliche erzeugende Teilmenge von G ist
oder die Einschrinkung einer Norm von R? auf G. Seien weiter ¢ ein 2-Kozykel
auf G und 7 die linksregulire Darstellung von A := C*(G,¢) auf H = L*(G, ug).
Dann erfillt die auf A = C.(G,c) definierte Halbnorm |.|4, gegeben durch
| flla = [[Mi, 7¢]|| 20y, die Eigenschaft der totalen Beschrdinktheit.

Wegen C.(G,¢) C {f € C*(G,c)|[M,, | ist beschrankt} ist die eben an-
gegebene Halbnorm ||.|| 4 wohldefiniert. Der in [57] durchgefiihrte Beweis dieses
Satzes ist ziemlich lang und kompliziert, und er greift unter anderem auf Connes’
Konzept der Kosphéren-Algebra ([14]) und auf eine von Gromov (siehe [28]) ein-
gefithrte Kompaktifizierung lokalkompakter metrischer Rdume, die von der fiir

15
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hyperbolische metrische Rdume verschieden ist, zuriick.

Wir wenden uns nun den iibrigen Eigenschaften zu, die es nachzuweisen gilt,
um zu sehen, dass (A, A, ||.||.4) = (C*(G, <), Ce(G, ), || [My, m ]| £(2)) ein kompak-
ter quantenmetrischer Raum ist, und diskutieren diese kurz. Analoge Rechnungen
wie in Beispiel 1.7 zeigen, dass sowohl die Leibniz-Regel als auch die *-Invarianz
der Halbnorm ||.|| 4 gelten, weil diese als Norm eines Kommutators definiert und
M; ein selbstadjungierter Operator ist. Die Unterhalbstetigkeit ergibt sich aus
Proposition 3.7 in [56]: Sei (a,)nen eine Folge in A, welche beziiglich der Norm in
A gegen a € A konvergiert und fiir die ||a,||4 < k& fiir alle n € N fiir ein k& € R>
gilt. Der (auf H = L?*(G, ug) unbeschrinkte) Operator M; ist auf ganz C.(G)
und damit dicht definiert. Wir kénnen den Kommutator [M;, 7] wegen

([My, m5l€,m) = (Mymp — wpMy)E ) = (msE, Mym) — (M€, i)

fir f € Co(G.¢) und &n € Def(M;) = {g € L*(G,pc) || Mgl < oo} als
Sesquilinearform auf Def (M) auffassen, vergleiche [13] und [66] (S. 275). Diese
besitzt wegen ihrer Beschranktheit und der dichten Definiertheit von M, eine
Fortsetzung auf ganz H. Den zugehorigen beschréankten Operator bezeichnen wir
wieder mit [M;, 7¢]. Dann gilt fiir §,7 € H mit ||¢]|x = ||n||x =1

<[Ml7 7Ta]§; T]> = <7Ta§7 Mﬂ?) - <Ml€7 71—27]> = <[Ml7 Wan]gv 7]> )

im

aber auch | ([M;, 7., )&, n) | < k fiir jedes n € N, und deswegen ||[M;, 7] || z¢x) = k.
Aus der Unterhalbstetigkeit folgt die Vollstéandigkeit von (A, max(||.||a, ||-||4))
geméafy der Bemerkung 1.2.
Es bleibt Ker(||.||.4) = C14 zu zeigen. Die Eins in der C*-Algebra A = C*(G, ¢) ist
das Dirac-Maf ¢;, im Neutralelement 15 = 0zq4. Hier fassen wir die Linkstrans-
lation 61, (siche Beispiel 1.8) als charakteristische Funktion im Punkte 14 auf,
ganz im Sinne der eingangs erwihnten Identifikation von Elementen in L*(G, ug)
und den entsprechenden Elementen in der Menge M(G) von Mafen. Fiir x € G
berechnet man (sogar fiir allgemeines G)

[Me, ey = sup (1M, (g) = o, Mi(g)lI5
g
lallyS1

= s / 1) — ) Plglay)e(z, =) dualy)
llgllp 1

geH
gl 21

— sup / 1y) — Uay) Plole )P dualy) = 1(2)?,

wobei die letzte Gleichheit unmittelbar aus I[(z) = sup,eq |I(y) — I(z7'y)| folgt,
was mit Hilfe der Eigenschaften einer Langenfunktion, speziell der Dreiecksunglei-
chung, leicht gezeigt werden kann. Weiter erhalten wir fiir eine endliche Linear-
kombination v = 3" | s;0,, von Dirac-Maflen und die tiber das Kronecker-Symbol
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definierte Funktion gy = 9,1,

07 )z = sup [ |37 i) o w)olai )| ducv)
lgllp <1 i=1
> /G ;Si(l(y)—l(xfly))go(%_ly) duc(y)

=Y Isill(e) ~ WA = Y Jsil(w)

Wir ersehen daraus ||[M;, 75,]| z(3) = 0 genau dann, wenn n = 1 und z; = 1¢ =
04q fiir beliebiges s; € C. Damit erhalten wir Ker(||.||4) = C14 (vergleiche auch
[57] (Proposition 2.3)). Also ist (C*(G, ¢), Ce(G, ¢), ||[M;, 7 || £(3)) ein kompakter
quantenmetrischer Raum.

Bei einem Blick in die Literatur finden sich noch andere Darstellungsmoglich-
keiten fiir die getwistete Gruppen-C*-Algebra C*(G, ¢), auf die Rieffel allerdings
nicht hinweist. Durch die folgenden Bemerkungen wollen wir den Zusammenhang
zu einigen Artikeln, die weitere Konstruktionsmoglichkeiten fiir C*(G, ¢) beschrei-
ben, herstellen. In Appendix 1 von [47] findet sich ein Uberblick iiber die meisten
dquivalenten Formulierungen fiir C*(G, ¢), welchem wir nun folgen wollen.

Eine Abbildung f : X — B von einem lokalkompakten Raum X mit abzéhlbarer
Basis in eine separable C*-Algebra B heifit Borel-messbar, wenn f~!(C) fiir
jede offene Menge C' von B eine Borel-messbare Menge in X ist, beziehungswei-
se strikt Borel-messbar, wenn die Abbildungen = +— f(z)b und z — bf(z)
fiir jedes b € B Borel-messbar sind. Weiter heifit die Borel-messbare Funktion
f : X — B (beziiglich eines Borel-Mafles auf X) Bochner-integrierbar, falls
x +— || f(z)||p im herkdmmlichen Sinne integrierbar ist. Die Menge der Bochner-
integrierbaren Funktionen bezeichnen wir mit L!'(X, B). Fir B = C ist also
L' (X, B) = L'(X) einfach die Menge der integrierbaren Funktionen auf G.

Ein getwistetes dynamisches System (A, G, a,c¢) wird in [46] definiert als
Quadrupel, bestehend aus einer separablen C*-Algebra A, einer lokalkompakten
Gruppe G mit abzéhlbarer Basis, einer Abbildung o : G — Aut(A) in die Grup-
pe der x-Automorphismen von A und einer strikt Borel-messbaren Abbildung
¢ : GxG — UM(A) in die Menge der unitédren Elemente in der Multiplier-Algebra
M (A) von A, so dass zusitzlich die Abbildung a(a) : G — A, x +— a,(a) fiir jedes
a € A Borel-messbar ist und (a) aq, = ida, (b) ez oy (a) = c(x, y)ayy(a)c(z,y)*,
(¢) ¢(1g,z) = 1 = ¢(y,1¢) und (d) c(zy, 2)e(z,y) = a.(c(y, 2))c(x,yz) fir
x,y,2 € G und a € A gelten. Hierbei bezeichnen wir die von « auf M(A) bezie-
hungsweise UM (A) induzierte Wirkung von G ebenfalls mit «. Diese Fortsetzung
existiert, vergleiche etwa [49] (3.12.10). Die Eigenschaften (c) und (d) ersetzen
die oben angegebenen 2-Kozykel-Eigenschaften (i) und (ii), und (b) gilt anstel-
le der Homomorphie-Eigenschaft von « in einem gewthnlichen C*-dynamischen
System, vergleiche auch Beispiel 3.12. Ubrigens wurden die Twists (c, ¢) mit den
Eigenschaften (a) bis (d) erstmals von Busby und Smith eingefiihrt, vergleiche
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[8], um kovariante Darstellungen des Systems (A, G, «, ¢) zu untersuchen.

Fiir ein getwistetes dymamisches System (A, G, «, ¢) ist eine kovariante Dar-
stellung durch ein Paar (w,U) mit einer nicht-degenerierten Darstellung w :
A — L(H) auf einem Hilbertraum H und einer Borel-messbaren Abbildung U
von G in die Menge der unitéren Elemente von L£L(H) gegeben, so dass U,U, =
w(c(z,y))Usy und w(ay(a)) = Uyw(a)Us fir z,y € G und a € A erfiillt sind.
Wieder bezeichnen wir die gemé$ [49] (3.7.7) eindeutig existierende Fortsetzung
von w von A auf UM(A) mit demselben Symbol. Die Borel-Messbarkeit von
U kann dabei so interpretiert werden, dass G — C, z — < U,&,n >y Borel-
messbar fiir alle £,n7 € H ist. Ist A unital und c(z,y) = 14 fir alle z,y € G,
so handelt es sich bei (@, U) um eine herkdmmliche kovariante Darstellung eines
C*-dynamischen Systems.
Wir benétigen nun noch die strikte Konvergenz auf der Multiplier-Algebra
M(A) einer C*-Algebra A : Ein Netz (my), C M(A) heiit strikt konvergent ge-
gen m € M(A), wenn limy amy = am, limy mya = ma fiir alle a € A gilt. Statten
wir UM (A) mit der strikten Topologie aus, so wird UM (A) dadurch zu einer
topologischen Gruppe, sogar zu einem Polnischen Raum, siehe [54] (Abschnitt 3)
und [46] (Bemerkung 3.3).

Damit definieren wir das zu einem getwisteten dynamischen System (A, G, «,¢)
gehorende getwistete verschrinkte Produkt Ax, G als eine C*-Algebra, wel-
che wir ebenfalls mit A X, . G bezeichnen, zusammen mit einem nicht-degenerier-
ten Homomorphismus i4 : A — M(A X, G) und einer strikt Borel-messbaren
Abbildung ig : G — UM (A x4, G), so dass

(1) (ia,i¢) kovariant in dem Sinne ist, dass fir a € A, z,y € G

*

ia(og(a)) = ig(@)iala)ic(z)" und ig(x)ic(y) = ia(e(z,y))ic(zy)
gilt,

(2) es fiir jede kovariante Darstellung (w, U) von (A, G, a, ¢) auf einem Hilber-
traum H eine nicht-degenerierte Darstellung @ x U von A x, G auf H gibt,
die so genannte integrierte Form von (w,U), mit w = (w x U) oiy und
U= (w X U) o ig,

(3) die Menge { [,;ia(f(2))ic(z) duc(z) | f € L*(G, A)} der mit Hilfe der strik-
ten Konvergenz definierten Bochner-Integrale [, ia(f(z))ic(x) dpc(x) ein in
A Xq, G dichter Unterraum ist.

Bis auf Isomorphie ist A X, G eindeutig bestimmt, vergleiche [46] (2.7). Laut
[46] (Appendix 1) gilt nun bei Betrachtung des getwisteten dynamischen Systems
((C, G, idA, C)

C*(G,¢) = C Xiq,, G.

Eine weitere Darstellungsmoglichkeit ergibt sich mittels [27], vergleiche auch [46]
(Abschnitt 5) und [47] (Appendix 1): Ein getwistetes kovariantes System
(H, A, 3,7) besteht aus einer lokalkompakten Gruppe H mit abzdhlbarer Basis,
einer C*-Algebra A und einer Wirkung 5 : N — Aut(A) fiir einen Normaltei-
ler N von H, in Zeichen N < H, und einem strikt stetigen