EIN HOMOTOPIEANSATZ
ZUR LOSUNG DES
INVERSEN MITTLEREN KRUMMUNGSFLUSSES

DISSERTATION

der Fakultat fiir Mathematik und Physik

der Eberhard-Karls-Universitat Tiibingen

zur Erlangung des Grades eines Doktors
der Naturwissenschaften

vorgelegt von
Bernhard Hein
aus Esslingen

betreut von
Prof. Dr. G. Huisken

Mai 2004



Tag der miindlichen Qualifikation: 2. August 2004
Dekan: Prof. Dr. H. Miither
1. Berichterstatter: Prof. Dr. G. Huisken
2. Berichterstatter: Prof. Dr. K. Ecker



Zusammenfassung

In der vorliegenden Arbeit entwickeln wir einen schwachen Losungsbegriff fiir die
quasilineare, degeneriert parabolische partielle Differentialgleichung

u
%u = div|§—u‘ — |Vu|

im R™. Im stationédren Fall sind solche Lésungen genau die von Huisken und Ilmanen
in [HIO1] konstruierten schwachen Losungen des inversen mittleren Kriimmungsflus-
ses. Mit Hilfe der auch von Huisken und Ilmanen verwendeten Methode der e—Re-
gularisierung erhalten wir die Existenz lipschitzstetiger Losungen von zugehorigen
Anfangs- und Randwertproblemen im schwachen Sinne und zeigen deren Eindeu-
tigkeit fiir eine breite Klasse von Anfangswerten. In dieser Klasse identifizieren wir
Anfangswerte, deren zugehorige schwache Losungen mit der Zeit gegen die schwache
Losung des inversen mittleren Kriimmungsflusses konvergieren und zeigen, dass die
Flachen O{x|u(z,t) < z} solcher Losungen in Dimension n < 7 fiir ¢ — oo global im
Sinne des Hausdorff-Abstandes und einschichtig lokal gleichméiBig in C* fiir jedes
0 < a < 1/2 gegen die entsprechenden Fliachen der stationdren Losung konvergie-
ren. In beliebiger Dimension erhalten wir die lokal gleichmifiige C1®—Regularitéit
der Fldchen O(int{z|u(z,t) < z}) und O{z|u(z,t) < z} auf dem Komplement ei-
ner singuldren Menge mit Hausdorffdimension & < n — 8. Wir erhalten die oben
erwahnte Konvergenz dann unter einer Zusatzbedingung an die stationédre Losung,
die zumindest in dem Fall erfiillt ist, in dem diese klassisch ist.
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Einleitung

Viele interessante geometrische Evolutionsgleichungen sind Vorschriften zur Verfor-
mung der Metrik einer Mannigfaltigkeit, die punktweise nur von geometrischen Gro-
Ben dieser Mannigfaltigkeit selbst abhidngen. Eine grofie Klasse solcher Evolutions-
gleichungen betrachtet den Spezialfall einer Mannigfaltigkeit M der Dimension n —1,
die in Form einer Ein-Parameter-Familie von isometrischen Einbettungen als Hyper-
flichen

F:Mx[0,T) — N :(x,2) — F(z,2) = F,(x)

in einer umgebenden Mannigfaltigkeit N der Dimension n vorliegt. Die Verformungs-
vorschrift kann sich in diesem Fall der GroBen der &ufieren Geometrie von F, = F, (M)
in N bedienen. Besondere Beachtung fanden in den letzten Jahrzehnten Evolutio-
nen, in denen die Verformungsrichtung an jeder Stelle senkrecht zu der evolvieren-
den Hyperfliche und die Verformungsgeschwindigkeit eine symmetrische, homogene
Funktion der Hauptkriimmungen dieser Fléche ist. Die Motivation fiir die in dieser
Arbeit betrachtete Differentialgleichung besteht in einer solchen geometrischen Evo-
lutionsgleichung, dem inversen mittleren Kriimmungsfluss. Genauer besteht die Mo-
tivation fiir die vorliegende Arbeit darin, schwache Losungen des inversen mittleren
Kriimmungsflusses auf neue Weise analytisch so zu approximieren, dass sie besser als
bisher moglich ndherungsweise numerisch berechnet werden kénnen. Dazu kommen in
dieser Arbeit neben den Methoden aus der Theorie der geometrischen Evolutionsglei-
chungen auch solche aus der Theorie quasilinearer partieller Differentialgleichungen,
aus der Variationsrechnung und aus der geometrischen Mafitheorie zur Anwendung.

Fiir den inversen mittleren Kriimmungsfluss (im Folgenden kurz IMCF) gibt es
neue Anwendungen in der Analysis, wo zum Beispiel Bray und Neves ([BN00O]) die
Poincaré-Vermutung fiir Mannigfaltigkeiten mit grofierer Yamabe-Invariante als RIP?
beweisen konnten. Erstmals vorgeschlagen wurde der IMCF von Geroch ([Ger93]),
um mit Hilfe einer entlang der klassischen Evolution geltenden Monotonieformel die
Positivitat der ADM-Masse in gewissen Raumzeitmodellen der allgemeinen Relati-
vitétstheorie zeigen zu konnen. Huisken und Ilmanen, die in [HIO1] den schwachen
Losungsbegriff fiir den IMCF definiert haben, konnten diese Monotonieformel auf den
schwachen Losungsbegrift verallgemeinern und damit erstmals die volle Riemannsche
Penrose-Ungleichung auf Zeitschnitten in bestimmten Raumzeitmodellen, sogenann-
ten asymptotisch flachen Enden, beweisen. Eine sehr kurze Zusammenfassung der
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Zusammenhinge und Ideen findet man in [Hui98]. Auch in der elektronischen Bild-
verarbeitung sind Anwendungen des schwachen IMCF denkbar. Da die schwachen
Losungen des inversen mittleren Kriimmungsflusses als statische Losungen unserer
Gleichung auftreten, soll der IMCF hier auch mathematisch kurz vorgestellt werden.

Der inverse mittlere Kriimmungsfluss

Man sagt, eine Familie (F}).cjo,z) von glatten, eingebetteten, orientierbaren Hyper-
flichen mit positiver mittlerer Kriitmmung H, gehorche dem IMCF, falls sie sich zu
jeder Zeit z € (0, Z) an jeder Stelle p € F, in Richtung des zu H, gehorigen Einheits-
normalenvektors v, (p) bewegt, und wenn die Geschwindigkeit dieser Bewegung dem

Kehrwert H;(m der mittleren Kriimmung an dieser Stelle entspricht. Das heifit

%FZ = H% v, . (IMCF.1)
Offenbar muss man H # 0, bei passender Wahl der Normalen also H > 0 vorausset-
zen, damit diese Gleichung definiert ist. Unabhéngig voneinander fanden Gerhardt
([Ger90]) und Urbas ([Urb90]) 1990 heraus, dass die richtige Bedingung, die man an
eine in den R™ eingebettete geschlossene Anfangsfliche positiver mittlerer Kriitmmung
stellen muss, um den Erhalt von H, > 0 fiir alle Zeiten z zu garantieren, in ihrer glo-
balen Sternformigkeit liegt. Beide Autoren beweisen unter dieser Voraussetzung die
Langzeitexistenz fiir Losungen des klassischen IMCF.

In der urspriinglichen physikalischen Anwendung besteht allerdings grofies In-
teresse daran, sowohl auf die Bedingung der Sternférmigkeit von Anfangsflichen als
auch auf die Bedingung H > 0 zu verzichten. Zunéchst wére ein globaler Begriff von
Sternférmigkeit in den gekriimmten Rdumen der allgemeinen Relativitdtstheorie gar
nicht auf kanonische Weise definierbar. Zudem sind aus relativistischen Beispielrech-
nungen Situationen bekannt, in denen sich eine unter dem schwachen IMCF evolvie-
rende Fliache um ein Hindernis herumwdolbt, bevor sie es iiberspringt. Es kann also
gar nicht erwartet werden, dass iiberhaupt ein sinnvoller Begriff von Sternformigkeit
unter dem IMCF erhalten bliebe. Will man weiter zum Beispiel die ADM-Masse ei-
nes Zeitschnitts in einer Raumzeit der allgemeinen Relativitéitstheorie mit mehreren
Horizonten abschétzen, so besteht das mathematische Modell des Zeitschnitts aus
einer asymptotisch flachen Mannigfaltigkeit, die eine disjunkte Vereinigung mehre-
rer Minimalflachen enthélt, die diese Horizonte modellieren. Dort hat man schon zu
Beginn der Evolution das Problem, dass auf diesen Minimalflichen iiberall H = 0
gilt, so dass diese Fldachen gar keine erlaubten Anfangsflichen des klassischen IM-
CF sind. Der klassische IMCF scheitert zuletzt im flachen Raum im Allgemeinen bei
nicht sternférmigen Anfangsbedingungen sogar im Fall H > 0. Ein Beispiel ist die in
[HIO1] dargestellte Evolution zweier disjunkter Sphéren im euklidischen Raum. Beide
Sphéren dehnen sich unabhéngig voneinander aus, wobei die Expansionsgeschwindig-
keiten stetig wachsen, weil die mittlere Kriimmung jeder Sphére unter der Expansion
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fallt. Folglich miissen sie sich nach endlicher Zeit in einem Punkt beriihren. An diesem
Punkt ist die neue Gesamtfldche nicht mehr glatt genug, um iiberhaupt eine mittlere
Kriimmung zu definieren, die Evolution bricht zusammen.

Inspiriert von Evans und Spruck ([ES91]) und Chen, Giga und Goto ([CGG91])
haben Huisken und Ilmanen in [HIO1] einen schwachen Losungsbegriff fiir den IMCF
entwickelt, der dieses Problem bewéltigt. Dazu suchen sie fiir den klassischen IMCF
eine reellwertige Funktion u, die auf der umgebenden Mannigfaltigkeit N auf dem
Komplement des von der Anfangsfliche eingeschlossenen Volumens definiert ist, und
deren Niveaumengen zu beliebigen gegebenen Niveaus z gerade denjenigen Hyper-
flichen entsprechen, die der IMCF zur Zeit z erreichen wiirde, das heifit

F.(M)=0{z e N |u(z) <z} .

Man kann nachrechnen, dass u Losung der quasilinearen, degeneriert elliptischen
partiellen Differentialgleichung

div% — vy (IMCF.2)
ist. Dem Problem H = 0 entspricht in dieser Formulierung das Problem |Vu| = 0. Mit
Hilfe eines Variationsansatzes konnten Huisken und Ilmanen dieses Problem umgehen
und einen schwachen Losungsbegriff auch fiir Flachen mit lediglich nichtnegativer
mittlerer Kriimmung definieren.

Das Approximationsschema der elliptischen Regularisierung (siche auch [Vis98§]
oder [Ilm94] ) fithrt bei Huisken und Ilmanen zur Existenz, tiefe Regularitatstheoreme
der geometrischen MaBtheorie zur C't*—Regularitit der gesuchten Hyperflichen in
Réaumen der Dimension n < 7 beziechungsweise auf dem Komplement einer sin-
guldiren Menge von Hausdorffdimension & > n — 8. Wiederum mit Hilfe der ellip-
tischen Regularisierung konnte Heidusch in ihrer Dissertation [Hei| die (optimale)
Ob1—Regularitit dieser Flichen in Raumdimensionen n < 6 beweisen. Dazu muss
sie die C*—Regularitéit von approximierenden Losungen in einer um eine Raumdi-
mension angereicherten Situation betrachten. Huisken und Ilmanen haben in neuester
Zeit gezeigt, dass die Flichen der schwachen Losungen des IMCEF fiir grole Niveaus
z unabhéngig von der Anfangsbedingung sogar global sternférmig mit H > 0 wer-
den. Die weitere Evolution ist dann wegen der Ergebnisse in [HI02] klassisch und
konvergiert nach passender Reskalierung gegen eine Sphére.

Nachdem Existenz und Regularitdt des schwachen IMCF der elliptischen Re-
gularisierung des Niveauflichenansatzes zu verdanken sind, lag es fiir Pasch ([Pas])
nahe, seinen numerischen Ansatz ebenfalls dort zu suchen. Mit einer Finiten Volumen
Diskretisierung der regularisierten Gleichung gelangen Pasch Berechnungen, deren Er-
gebnisse auf bekannten Modellproblemen beeindruckende Genauigkeit erzielen (Filme
von Beispielrechnungen siehe http://na.uni-tuebingen.de/sfb/B5/imcf .html).

Pasch gelang der Nachweis lokaler Konsistenz seines Algorithmus, aber kein Kon-
vergenzbeweis. Dies mag darin begriindet sein, dass das Verfahren der finiten Volu-
men wesentlich lokal ist. Die Flichen des schwachen IMCF sind aber gerade dort, wo
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sie sich von denen des klassischen unterscheiden, wesentlich von einer nicht lokalen
Eigenschaft charakterisiert, der ”minimizing hull property” ([HIO1]). Im obigen Bei-
spiel der Expansion zweier Sphéren springt insbesondere die schwache Evolution zu
einer Fliche, die die beiden Sphéren mit einem Katenoid verbindet, sobald dadurch
bei gleichem Oberflicheninhalt mehr Volumen umschlossen werden kann. Das beim
Sprung tiberstrichene Gebiet hat im Allgemeinen positives, n—dimensionales Volu-
men. Informationsausbreitung ist eine Eigenschaft, die bei numerischen Verfahren fiir
parabolische Probleme wesentlich besser zum Tragen kommt. Dabei mochte man nu-
merisch ein parabolisches Problem modellieren, fiir das einerseits leicht Anfangswerte
zu generieren sind und das insbesondere als Anfangswerte zum Beispiel die Ergeb-
nisse eines anderen numerischen Verfahrens akzeptiert und verbessern kann. Beides
wird von unserem Ansatz im R™ erreicht.

Problemstellung und Ergebnisse dieser Arbeit

Wir betrachten in unserer Arbeit die natiirliche parabolische Verallgemeinerung der
Niveauflachengleichung fiir den klassischen IMCF, die quasilineare, degeneriert para-
bolische partielle Differentialgleichung zweiten Grades

(%) %u = div‘g—uu| — |Vl

fiir eine reellwertige Funktion u. Wir bezeichnen dabei stets den Zeitparameter dieser
parabolischen Gleichung mit ¢, die Werte von u mit z. Diese Wahl soll daran erin-
nern, dass jede statische Losung von (x) auch die Gleichung (IMCF.2) 16st und dass
ihr Niveauparameter z gerade dem Zeitparameter des IMCF entspricht. Wir definie-
ren in Kapitel 2 eine schwache Losung dieser Gleichung auf einem aus der Situation
des IMCF {ibernommenen Auflengebiet der Form Q = R™\ Ey. Dabei fordern wir Ey
als Kompaktum mit C?—Rand und verlangen, dass die mittlere Kriimmung von dE,
nichtnegativ beziiglich der &uleren Normalen von Ej ist. Um dFEy = 0f2 als Anfangs-
flache fiir den IMCEF auffassen zu konnen, schreiben wir die Dirichlet-Randbedingung
u = 0 auf OF, vor. Zur Definition der schwachen Losungen verwenden wir ein Varia-
tionsprinzip. Préaziser gesagt vergleichen wir eine prospektive Losung u des beschrie-
benen Anfangs- und Randwertproblems mit bestimmten Vergleichsfunktionen v, die
auf passende Weise dieselben Randbedingungen wie u erfiillen. Indem wir die obige
PDGL mit u —v multiplizieren und im Raum partiell integrieren, sehen wir, dass eine
klassische Losung u zu jeder Zeit ¢t > 0 das Funktional

PRI () = / Vol + o(|Vul + )
Kx{t}

in der Klasse ihrer Vergleichsfunktionen minimiert. Dabei ist K ein beliebiges Kom-
paktum mit glattem Rand, das zur Zeit ¢ die Menge aller Punkte des Gebiets 2
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enthélt, auf denen v und wu sich unterscheiden. Wir erheben diese Minimierungseigen-
schaft zur Definition und sagen, u sei eine schwache Losung, Sub- oder Superlosung,
wenn JPX(u) < JPKY(v) fiir alle solche Vergleichsfunktionen v, beziechungsweise fiir
alle solche Vergleichsfunktionen mit v < u oder v > u noch zu fast allen Zeiten ¢ > 0
gilt. Im Fall stationérer Losungen (also %u = 0) geht dieses Funktional in das von
Huisken und Ilmanen benutzte iiber, so dass dort derselbe Losungsbegriff entsteht.
Wir erhalten mit Hilfe der Technik der e—Regularisierung in Theorem 2.9 die Lang-
zeitexistenz solcher schwacher Losungen fiir beliebige lipschitzstetige Anfangswerte
f > 0, die stetig angenommen werden. Fiir diese Losungen zeigen wir eine globale
Gradientenschranke, die fiir eine breite Klasse von Anfangswerten scharf ist und nur
noch von der Dimension des Raumes und der Geometrie von dF, abhingt. Weiter
zeigen wir, dass die Zeitableitung @ ihrer L.,-Norm nach bis auf eine additive Kon-
stante durch ¢/+/t beschrinkt ist, und dass diese Schranke wiederum nur von der
Dimension, von 0F, und von den Anfangswerten f abhéngt.

Wir beweisen die Eindeutigkeit von Losungen des schwachen Anfangs- und
Randwertproblems zur PDGL (%) unter der Bedingung, dass (|Vu| + @) > 0. Im
Fall klassischer Losungen entspricht dies der Eigenschaft, dass die Subniveauflachen
E! = {z|u(x,t) < z} fiir alle Zeiten ¢t > 0 und alle Niveaus z > 0 von auflen mini-
mierend fiir die Oberfléiche sind. Das heifft, dass der Rand jeder Vergleichsmenge F,
die E! enthilt, auch mindestens so groBes (n — 1)—dimensionales Hausdorffma$l wie
der Rand von E* hat. Weil damit insbesondere zeitlich monoton wachsende Lisungen
eindeutig sind, erhalten wir aus dem Existenzprogramm durch elliptische Regularisie-
rung in Lemma 2.23 eine scharfe Abschétzung an die L>°-Norm von deren schwacher
mittlerer Kriimmung zu jeder Zeit.

Indem wir in Abschnitt 2.3.2 wie [HIO1] ein Variationsprinzip fiir die Subni-
veaumengen selbst einfithren, kénnen wir mit Theoremen aus der geometrischen
Mafitheorie in Proposition 2.22 sicherstellen, dass die Ridnder der Mengen E! und
TEL = int{x|u(z,t) < z} zu allen Zeiten bis auf eine singulire Menge der Hausdorff-
dimension & < n — 8 von der Klasse C™* fiir jedes « € (0,1/2] sind. In Dimension
n < 7 konnen wir zeigen, dass die im Existenztheorem 2.9 konstruierten Losungen zu
jeder Zeit t fiir fast alle Niveaus z sogar die Eigenschaft OE! = {z|u(x,t) = z} haben.
Wir verfeinern zum Beweis genau die Approximationstechnik, mit deren Hilfe Hei-
dusch die bereits erwihnte Ct!—Regularitiit zeigen konnte. Unter einer vom IMCF
her naheliegenden Wachstumsbedingung an die Anfangswerte f fir |[z| — oo be-
weisen wir dann in Dimension n < 7 fiir monoton wachsende oder fallende Losungen
unter ¢ — oo die Konvergenz L£!-fast aller Niveaumengen gegen die Niveaumen-
gen der schwachen Losung des IMCF im Sinne des Hausdorff-Abstandes. Wir zeigen
in beliebiger Dimension in Theorem 2.33, dass unter der Voraussetzung der Kon-
vergenz im Hausdorff-Abstand die Konvergenz dort bereits lokal gleichméafig in der
Ct®—Norm ist, wo die Grenzfliche der stationiren Losung lokal selbst reguliir ist. Fiir
monoton wachsende Losungen folgern wir mit Proposition 2.36, dass diese Konver-
genz (in dort préizisiertem Sinne) einschichtig ist. Theorem 2.37 fasst die wichtigsten
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Ergebnisse in Dimension n < 7 zusammen, wo die betrachteten Niveaumengen keine
singulére Menge haben.

Eine mogliche Fortfithrung der analytischen Arbeit konnte in der Verallgemeine-
rung der C'!'—Regularitit von Heidusch auf unseren Fluss und auf Raumdimensionen
n < 7 liegen. Dringlicher und einfacher wire allerdings der Ubergang von der Situa-
tion im euklidischen Raum auf asymptotisch flache Mannigfaltigkeiten. Besonders
im Hinblick auf eine numerische Umsetzung wiren auflerdem Aussagen iiber eine
Konvergenzrate wiinschenswert.

Gliederung der Arbeit

Der Existenzbeweis fiir die schwachen Losungen stiitzt sich auf die parabolische Re-
gularisierung der PDGL (%), fiir die zu Beginn des ersten Kapitels das Anfangs- und
Randwertproblem formuliert wird, um das sich diese Arbeit dreht. Wir studieren da-
nach im ersten Kapitel fiir kleines ¢ > 0 Anfangs- und Randwertprobleme fiir die
Familie von parabolisch regularisierten Gleichungen

0 Vu
ke —u, = div—e—e————o — /|Vu|? + €2
() ot |Vue|? + € | |

auf beschriankten Gebieten der Form ©Q = B\Ej, wo B konvex ist. Nachdem in
Abschnitt 1.1 die Evolutionsgleichungen der relevanten Grofien ausgerechnet sind,
werden in 1.2 am Anfang globale C°-Schranken und erste Abschiitzungen von Ab-
leitungstermen hergeleitet. In Abschnitt 1.2.2 werden Gradientenschranken am Ge-
bietsrand mit Hilfe von Barrieren gesichert. Die Tatsache, dass die Gleichung nur
wenige Sublosungen bietet, fithrt in Lemma 1.5 zu deutlichen aber notwendigen Ein-
schrankungen bei der Wahl der Anfangs- und Randwerte. Wir legen allerdings Wert
auf die Feststellung, dass sich diese Einschrinkungen in keinster Weise limitierend auf
die letztlich gewiinschte schwache Situation auswirken. Insbesondere stehen Anfangs-
und Randwerte zur Verfiigung, die es erlauben, jede bisher betrachtete Anwendung
des IMCF sowohl in der schwachen Situation als auch in der regularisierten Situation
auf den bisher betrachteten Gebietstypen zu approximieren. Im Anschluss stellen wir
in Abschnitt 1.3 dar, wie sich aus der Familie (u.).~o eine Familie von klassischen,
translatierenden Losungen des Problems (%) auf dem Gebiet 2 x R x [0, 00) kon-
struieren lasst. Diese Konstruktion und damit der ganze Existenzbeweis fiir schwache
Losungen hangt wesentlich davon ab, dass in der PDGL (%) keine Terme nullter Ord-
nung vorkommen, und deswegen fiir beliebige Konstanten ¢ die Funktion u + ¢ genau
dann die PDGL (%) 16st, wenn w sie 16st.

In Abschnitt 1.4.1 interpretieren wir (%) als geometrische Evolutionsgleichung
und zeigen in 1.4.3 mit Hilfe der Gradientenschranke eine zeitlich innere H-Schranke.
Aus ihr folgt auch die volle, in e gleichmiBige C'-Regularitit von Lésungen zu
glatten Anfangswerten in Raum und Zeit. Die H—Schranke ermoglicht zudem die
Losbarkeit von (x.) mit lediglich lipschitzstetigen Anfangswerten und letztlich die
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O —Regularitit der Niveauflichen schwacher Losungen. Wir beenden das erste Ka-
pitel in Abschnitt 1.5 mit zusammenfassenden Existenzsidtzen und einem Nichtexi-
stenzsatz, der die Schérfe der geforderten Bedingungen an die Daten von (x.) zeigt.
Es folgt eine zusétzliche innere Abschétzung der Funktionswerte der Losungen.

Im zweiten Kapitel entwickeln wir Eigenschaften schwacher Losungen. Dazu de-
finieren wir zunéchst in Abschnitt 2.1 den schwachen Losungsbegriff und zeigen, dass
klassische Losungen auch schwache Losungen sind. Noch vor dem bereits erwiahnten
Eindeutigkeitssatz verallgemeinern wir den Kompaktheitssatz aus [HI0O1] auf unsere
Losungen, so dass wir schlieflich aus den Losungen der Probleme (x.) des ersten Ka-
pitels mit Hilfe des Dimensionstricks von Abschnitt 1.3 in Abschnitt 2.2 die bereits
dargestellte Existenz schwacher Losungen erhalten. Es folgen die Abschnitte, in denen
das Variationsprinzip fiir die Subniveaumengen, deren Regularitéit, ihre besonderen
Eigenschaften in Dimension n < 7 und schliellich die Konvergenzeigenschaften fiir
t — oo bewiesen werden.

Anmerkungen im Hinblick auf eine numerische Umsetzung

Die naheliegendste Moglichkeit, eine schwache Losung des Problems (x) zu appro-
ximieren, ist eine Diskretisierung von (%) fiir € nahe bei der Maschinengenauigkeit.
Man muss dafiir ein endliches Gebiet 2 = B\ Ey wéhlen. Dazu ist anzumerken, dass
die Barrieren, die wir fiir die Gradientenschranken am Gebietsrand im ersten Kapi-
tel konstruieren, ausreichen, wenn B als Quader gewéhlt wird. Arbeitet man nicht
mit finiten Differenzen sondern wie Pasch in ([Pas|) mit finiten Volumen, wiirde es
sich anbieten, sphérische Gebiete zu betrachten. Man wird versuchen, die Randwer-
te entlang OB so hoch wie moglich und nichtkonstant zu wéhlen. Eine natiirliche
Wahl sind die Werte, die die schwache Losung der unter dem IMCF expandierenden
Um-Sphére von Fy dort annimmt. Dadurch werden unnétige Gebiete vermieden, in
denen |Vu,| nahezu verschwindet. Zudem ist bekannt, dass die Losungen des IMCF
fiir grofe Niveauparameter z Sphéren approximieren. Fiir weitere Diskussionen zum
Phénomen fast verschwindender Gradienten aus numerischer Sicht verweisen wir auf
die Textabschnitte nach den Lemmata 1.4 und 1.5.

Wegen des Dimensionstricks aus Abschnitt 1.3 sind die Funktionen U, = u. — ez
klassische Losungen von (%), falls u. klassische Losung von (%) ist. Daher kann
man die Niveaumengen von Losungen der PDGL (%) stets als ebene Schnitte durch
Niveaumengen passender, sogar klassischer Lésungen in einem um eine Dimension
groferen Raum ansehen. Insbesondere ist fiir eine sehr grofle, im Laufe dieser Arbeit
identifizierte Klasse von Anfangswerten die Konvergenz der Funktionen ., (z, t;) ent-
lang von Folgen ¢; — 0 und t; — o0 stets von mindestens derselben Giite, wie die
Konvergenz schwacher Losungen unter ¢ — oo, in Dimension n < 7 geschieht sie
mithin in exakter Rechnung stets lokal gleichmiflig in C1~.
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Kapitel 1

Parabolische Regularisierung
des Ausgansproblems

1.1 Definitionen und Evolutionen

Sei Fy C R™ eine offene und beschrinkte Menge. Fiir den Verlauf dieser Arbeit sei
zudem stets OE, von der Klasse C? und habe nichtnegative mittlere Kriimmung
beziiglich der dufleren Einheitsnormalen an FE,. Wir bezeichnen das Auflengebiet
R™\ Ey mit © und definieren das Ausgangsproblem der vorliegenden Arbeit als das
Anfangs- und Randwertproblem

%u = div‘gz| — |Vu| auf Q x (0,00) ,
(%) u=0 auf OFy x [0,00) ,
u=f auf 2 x {0} .

Zu Beginn des zweiten Kapitels wird hierfiir ein schwacher Losungbegriff gegeben.
Grundsitzlich verlangen wir dazu lediglich, dass 0 < f € C%!(Q) die Kompatibi-
litdtsbedingung f = 0 auf 0F, erfiillt. Im Hinblick auf eine numerische Umsetzung
werden wir im Verlauf dieser Arbeit immer wieder auch auf den Fall beschrankter Ge-
biete ) = B\ Fy eingehen, in dem B strikt konvex ist. In diesem Fall fordern wir von
den Anfangswerten f zusétzlich, dass sie die auf 0B gegebenen Randwerte g treffen.
Deren Wahl, wie auch die der Anfangswerte, wird im Fall beschrinkter Gebiete, und
nur in diesem Fall, durch die Existenz gewisser Sublésungen technisch eingeschrankt,
was im Anschluss an die Lemmata 1.4 und 1.5 diskutiert wird.

Wir bezeichnen in der Regel Punkte eines Gebiets 2 C R™ mit x, den Zeitpara-
meter unserer parabolischen Probleme mit ¢ und die Werte der Funktionen u und wu,
mit z. Die z—Variable entspricht bei statischen Losungen von (x) dem Zeitparame-
ter des IMCF. Vu bezeichnet den rdaumlichen Gradienten von u und %u oder u die
partielle Ableitung in der Zeit. Falls v nur lipschitzstetig ist, verstehen wir partielle

11
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Ableitungen im Sinne des Limes superior iiber die entsprechenden Differenzenquoti-
enten, den Gradienten entsprechend.

Wie in der Einleitung angedeutet, erhilt man schwache Losungen des Problems
(%) als Limiten der nun zu definierenden Familie (x.) von klassischen, quasilinearen,
strikt parabolischen Anfangs- und Randwertproblemen. Man arbeitet dazu auf be-
schrinkten Gebieten der Form Q = B\Ey C R™. Dabei sei B strikt konvex in dem
Sinne, dass ein endlicher Radius R existiert, so dass jeder Punkt x € 0B von einer
Kugeloberfliche 0 Bg(y) beriihrt wird, wo y € R™ passend gewéhlt ist und 2 C Br(y).
Wir setzen

)
u:divL —VIVul2+e  auf Qx][0,7T]
VIVu|? + €

u=0 auf 0Ep x [0,00)
u=yg auf 0B x [0, 00)
\ u=f auf Q x {0}

Hier bezeichnet f im Allgemeinen nicht die selbe Funktion wie in der Definition von
(%) . Der Zusammenhang zwischen den Anfangswertefunktionen von (x) und () wird
im Beweis des Existenztheorems fiir schwache Losungen, Theorem 2.9 entwickelt. In
der Formulierung von (%) sei f = 0 auf 0y und f = g auf 0B stets vorausgesetzt.
Auch hier unterliegen f und g gewissen Einschrankungen, die von der Struktur der
verfiigharen Sublésungen der Gleichung herriihren. Fiir eine Diskussion dieser Tatsa-
che verweisen wir nochmals auf die Lemmata 1.4 und 1.5. In obigem Problem wird
0 < € < ¢(n, Q) angenommen und es geniigt, zunichst f € C*(Q) zu verlangen. Diese
Approximationsmethode wird als parabolische Regularisierung oder als e—Regulari-
sierung (im statischen Fall auch als elliptische Regularisierung) bezeichnet, ist von
[ES91] inspiriert und wurde in [HIO1] benutzt, um die Niveauflichenformulierung des
IMCF schwach zu 16sen.

Die Losbarkeit von () entspringt parabolischer Standardtheorie und basiert
auf einer Anwendung des Schauderschen Fixpunktsatzes (siche z.B. [Lie96] Kapitel
8 - 12). Die passenden Banachriiume sind die parabolischen Holderrdume H'™*(Q x
[0,00)). Die notwendigen Aprioriabschéitzungen in der H'**Norm folgen mit einem
DeGiorgi-Nash-artigen Theorem aus C!-Schranken. Insbesondere folgt in unserem
Fall die Langzeitexistenz einer Losung u. von (*.) , sobald a priori gilt:

0]
Sup |UE|,|VUE|,|EU‘ S M: M(Q7€7n7g7f) )

Qx[0,00)

All diese Schranken erhalten wir in den folgenden Abschnitten aus passenden Versio-
nen des parabolischen Maximumprinzips, wobei das Ziel ist, die Abhédngigkeit vom
Parameter € zu eliminieren. Da die Losungen aus dem erwédhnten Fixpunktsatz der
linearen Existenztheorie entstammen, sind sie bereits klassisch und wegen eines oft
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zitierten Iterationsarguments, das die quasilineare Struktur der Gleichung nutzt, so-
gar glatt im Inneren von 2 x [0, 00) (zum Beispiel [Kry87] 8.12). Insbesondere darf
man deswegen stets partielle Ableitungen beliebig hoher Ordnung bilden. Bevor wir
die notigen Evolutions(un)gleichungen ausrechnen, definieren wir fiir den Rest dieser
Arbeit fiir einen Vektor p € R" die Koeffizientenmatrix

j 1 PiDj
AT (p) = e (0 —
= e ( f |p\2+e2)

und meinen, wo nicht anders bezeichnet,
AY = AY(Vu(x,t)) .
Weiter seien fiir glatte Funktionen f die quasilinearen elliptischen Operatoren
Qcf) = AV (V f (&, 1) Visf = VIV + &
definiert.

Lemma 1.1 Seie >0 fest und u = u, Lisung der PDGL von (x.) . Dann gilt

%U—A?VZ’]’U— \ |VU‘2+E2 . (11)

Fiir den kleinsten bzw. grifiten Figenwert der Koeffizientenmatriz AY gilt

62

1
(VIVul? + )3 VIV + &

Falls V|Vu|*(z,t) = 0 fiir ein bestimmtes (x,t) ist, so gilt dort

Ac(z,t) =

(z,1), Adz,t) = (1) . (12)

%|Vu\2 < AV, |Vul? . (1.3)

Falls Vu(z,t) =0 fir ein bestimmtes (x,t) ist, so gilt dort

0 ’ 0
Y= Ay (2
Eri Al sz(atu) . (1.4)

Beweis: Offenbar ist wegen der Kettenregel

AZ-]- _ 1 ((SZ-]- . VZUV]U ) — div Vu

< VIVuP+ée [Vul? + ¢ VIVuE+ e’

was die erste Behauptung beweist. Den kleinsten beziehungsweise grofiten Eigenwert
Ae beziehungsweise A, von AY erhilt man durch Einsetzen eines Einheitsvektors &
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parallel bzw. orthogonal zu Vu in den Ausdruck AY&;&;, was die zweite Aussage
beweist. Fiir die dritte Aussage beachte man, dass

Vi|Vul|?* = 2ViuVyu  bzw.  2VuVyuViu = VuVy|Vul? | (1.5)

daher auch

QVZuVl\/m — QVlu Vzuvzlu VZU

V|Vul|? + e N VIVu|? + €

vij‘vUP = QVﬂuiju + VluVileu . (17)
Wegen dieser drei Gleichungen gilt, dass

Vi Vul? . (1.6)

Weiterhin ist

9 9 :
§|Vu\2 = QVzUEVzU = 2ViuV(A?Viju — /|Vu|? + €2)

= QVlUA?VZ'j(VZU) + QVZU(VlA?)VZ'jU — QVZUVl\/ |VU‘2 + €2
VZ’U

VIVu|? + €

= A?VZJ‘VUF — QVZ'ZUA?V]‘[U + QVZU(VlA?)VZ]u — VZ‘VUF .

Aber wieder mit Hilfe von (1.6) und (1.5) ist

g 2Viu ViuViu
2V uV,AY = — Viv/|Vul? + e 5,—7J>
o e s ay VIVl e (] Vul? + ¢
+ 2Vlu VﬂuVju%—Viuleu VvV QVklquu
VPt o)\ Vet e M )2

Vlu 2 aii
- Vi|Vul2AY 4
2(/[Vul? + e2)? [Vl

_ QVZuVJuVl\VuP
(V/[Vul? + €2)5

so dass dieser Term an den Punkten verschwindet, wo auch V|Vul?> = 0 ist. Es
verbleibt dort

VjUVj‘VUP + VZUVJ‘VUP

(V| Vul? + €2)3

0 3 3
o Vul = A7V Vul’ — 2VauAI Vi

Nun folgt die dritte Behauptung aus der Tatsache, dass die Matrix A iiberall positiv
definit ist und dass daher mit £ = V(Vju) gilt, dass

—2VuAY Vyu < —2A76:¢ < —2X P <0

Fiir die letzte Behauptung berechnet man

0 y 0 0 1 0
Yu=aAiv. (< 4+ o 2
8tu EVZ](atu)+( N Vul|

iy LA v/
at E)VZ],U“
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Ahnlich wie oben sicht man nun, dass einerseits
0 |Vul? = 2Viu Vi
—|Vul|* = uVi 1
BN kU VE

und andererseits

o0 ..
oAl
8tA€

Vit

—m [AEJVkU + Ae VJU + AEJViU] i

so dass beide Terme verschwinden, wo Vi = 0 ist.

1.2 Apriori-Abschitzungen in C!
fiir Losungen des regularisierten Problems

1.2.1 Erste Abschitzungen

Im Folgenden gelte stets die Konvention

, v auflere Normale an 0B ,

fiir x € OB sei gu(x, t) := lim u(z,t) —u(z — hv,t)
v AN n
u(z,t) := lim u(x + hv,t) — u(a,t)

fiir x € OF, sei B lim 5

, v auflere Normale an 0Fj .

Falls Q = Bgr(0)\B,(0) fir 0 < r < R ist, so entspricht die oben gewéhlte Rich-
tungsableitung immer derjenigen in die gewohnliche Radialrichtung des R™ in Polar-
koordinaten. Wegen der konstanten Randwerte in (%) ist auf 0 stets |Vu|(z,t) =
| Zu|(x,t). Aus Lemma 1.1 folgt sofort

Lemma 1.2 Seiu = u, eine Lisung von (x.) zu Anfangswerten f. Dann gilt

igff —et <wu(x,t) <supf . (1.8)
Q

Sei tg > 0, dann gilt weiterhin fiir alle t > tq

inf Q.(f) < inf o <u(x,t) < sup @ <supQ.(f) . (1.9)
Q Qx{to} Qx{to} Q

Falls |Vu| < ¢ auf 09 x [0,00), so ist auferdem

|Vu| < max{¢,sup |V f|} . (1.10)
Q
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Beweis: Sei § > 0 beliebig aber fest. Wiirde zu einer Zeit ¢ erstmalig u(z,t) >
(supq f) + 0 an einer Stelle  im Inneren von €, so gélte dort Vu = 0 bei negativ
semidefiniter Hessematrix. Folglich wiare Au < 0 und man hétte dort wegen der
Evolutionsgleichung (1.1) aus dem vorangegangenen Lemma den Widerspruch

0< 2u & —e<0.
ot €
Nehme nun an, fiir ein 6; > 0 gélte in (z,t) erstmals u(z,t) + et + 01t < (infq f) — 0.
Dann wére dort Vu = 0 mit Au > 0, also hiatte man fiir alle §, 6; > 0 den Widerspruch

OZ%(U—FEt—F&t):&—Eﬁ-Eﬁ-(ﬂ251.
€

Folglich muss (1.8) richtig sein. Analog gilte fiir beliebiges d; > 0 in einem neuen
inneren Minimum beziehungsweise Maximum von % + 61t bzw. @ — 61t

0> 2(u+<51t) = AUV + 6, > 6y,

— Ot
0< %w —8t) = ATV — 6y < 0, |

wo die jeweils letzte Ungleichung aus den Definitheiten von A% und V;;u folgt. Somit
ist auch (1.9) bewiesen. (1.10) folgt mit dem selben Argument bei Anwendung auf
die Evolution (1.3), da |Vu|? in einem neuen inneren Maximum dieselbe Differenti-
alungleichung erfiillt wie .

O

1.2.2 Gradientenschranken am Rand

Fiir den IMCF konnen Huisken und Ilmanen nutzen, dass die Evolution der mittleren
Kriimmung selbst unter dem IMCF von der Evolution geometrischer Entsprechun-
gen eines Gradiententerms unabhéngig ist, wogegen die Niveauflichenformulierung
des IMCF einen direkten Zusammenhang zwischen H und |Vu| herstellt. Ein Maxi-
mumprinzip fiir % aus der geometrischen Evolution fiithrt bei ihnen so, unabhéngig
von Wissen iiber |Vul, zu einer rdumlich inneren H— Schranke, die dann mit Hilfe
der Niveauflachenformulierung eine rdaumlich innere Gradientenschranke fiir u, bringt.
Dadurch ist Huisken und Ilmanen das Losen des elliptischen Problems auf Gebieten
mit nur lipschitzstetigem Rand moglich. Wegen des %ue—Terms ist in unserer analogen
geometrischen Interpretation die Evolutionsgleichung fiir H aber nicht unabhéngig
von Ableitungstermen erster Ordnung, so dass wir nur unter der Voraussetzung einer
Gradientenschranke eine Aussage iiber H erhalten. Das Fehlen einer inneren Gradi-
entenschranke legt uns auf Gebiete fest, bei denen OE, von der Klasse C? ist. Eine
nur unwesentliche Verallgemeinerung besteht darin, dass wir offenbar auch Gebiete
behandeln konnen, die von Gebieten mit C?—Réndern approximiert werden konnen,
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so lange unter dieser Approximation eine gleichméflige H-Schranke erhalten bleibt.
Gegenbeispiele fiir eine innere Gradientenschranke sind nicht bekannt.

Die Gradientenschranken auf 02 werden mit Hilfe von Barrieren etabliert. Da
e = 0 auf 0 und da stationdre Losungen von (1.1) fiir gewisse Randwerte existieren,
arbeiten wir fiir die Gradientenschranken mit zeitlich konstanten Barrieren, die auch
fiir die Behandlung des elliptischen Problems geeignet waren.

Die Tatsache, dass der Operator @), keine der Strukturbedingungen erfiillt, un-
ter denen z.B. in [GT83] lokale Barrieren konstruiert werden, wirkt sich darin aus,
dass die unteren Barrieren in beiden Fiéllen als globale Barrieren konstruiert wer-
den miissen und so die Wahl der méglichen Rand- und Anfangswerte einschréanken.
Dass diese Einschrankungen wesentlich sind, zeigt der von uns auf Seite 35 gegebene
Nichtexistenzsatz, Proposition 1.15.

Barrieren werden skalare Funktionen des Abstandes d =dist(z, %), z € ) sein,
wo % eine geeignete Vergleichs-Hyperfldache fiir 0€2 ist. Bei uns wird stets gelten, dass

- ¥ = 0FEy, oder
- X =0B,(y), wo B.(y) C Ey und 0Ey N IB,(y) # 0, oder
- 3 = 0Bgr(y), wo Q C Bg(y) und dBg(y) N OB # 0.

Dabei interessieren und die Beriithrungen von ¥ mit 0f2 jeweils in Punkten xq € 052,
bei denen lokale Barrieren zur Gewinnung von Gradientenschranken auf 0f2 konstru-
iert werden sollen. Die folgenden Aussagen zitieren wir aus [GT83], Kapitel 14.6, von
wo wir auch die Bezeichnungen {ibernechmen. Wir behalten die Notation fiir den Rest
des Kapitels bei. Fiir zp € ¥ N 9N bezeichne k;(zg) die i—te Hauptkriimmung von %
in zy beziiglich der inneren Normalen von €2, beziiglich der vom umliegenden R" in-
duzierten Metrik und in einem lokalen Hauptkriimmungskoordinatensystem ([GT83]:
principal coordinate system). Da 02 kompakt ist, gilt min;—; _,,—1 inf, eo0 Ki(20) ==
k > —oo. Die Distanzfunktion d ist dann ebenfalls zweimal stetig differenzierbar auf
S={r e dx) < ﬁ}, falls Kk < 0 und auf S = ), falls ¥ sogar konvex ist.
Fir x € Q, 2y € X, so dass |x — x9| = d(z) gilt dann, falls d in x zweimal stetig
differenzierbar ist

[y

n—1 n—

Ri k2d
M) =) T — @) - —— < H fall I
d(x) ; 1+ kyd(x) (o) Z:; T4 g = Hw) alls 2o € OF,,
n-! n—1 2
—hi K7d
Ad(z) :Z m = —H(z) — [~ nd < —H (=) falls zo € OB.

i=1 =1

(1.11)
Dabei bezeichnet H(zg) die mittlere Krimmung von ¥ in z. Wir setzen

Hoox = ggg{o H(x) .
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Sei nun ¢ : [0,a) — R glatt, @ > 0 noch zu wéhlen. Wir betrachten als Barrieren-
kandidaten die Funktion ¢ o d : S — R und bezeichnen im Folgenden

Vo= o (6o d)(w), Vo = 3 (Vie)

Es gilt dann V;¢ = ¢'(d(2))Vid(x) = ¢'Vid, und wir erhalten ein erstes technisches
Lemma 1.3 Sei d zweimal stetig differenzierbar in x, dann gilt

1 €2
V(@) +e [(¢)+ ¢

Beweis: Wir nutzen zunéchst, dass |Vd| = 1 und sehen

Qc(¢(d(z))) =

(¢" — (¢)? — &) +(Ad—¢)| . (1.12)

IVol|? = (¢/)?|Vd)* = (¢/)* und Vij¢ = ¢"VidV;d + ¢'Vi;d .

Deswegen ist

o 1 iy (¢,)2vldv]d) VA ] vl o N2 2
Q6(¢) o (¢l)2 + E2 <5 (¢l)2 + E2 (¢ VZdV]d + ¢ vljd) (¢ ) +€

— 1 // / _ (¢,)2¢H _ (Cb,)gvldv]dvmd . ;

= T (e gta - e ) - ere

Aber 2V,;dV;dV;;d = V;dV;(|Vd|*) = 0, weil |[Vd|* = 1, also

1 ¢// 62
¢@¥:?{w%+e

und die Behauptung folgt durch Umarrangieren.

Qe(¢) =

2+¢Ad—ww—«ﬂ,

O
An Stellen, wo d nicht zweimal stetig differenzierbar ist, bleiben unsere spéteren
Barrieren dennoch wirksam. Dies folgt aus der Theorie der Viskositétslosungen (siehe

etwa [CIL92]) oder elementar mit dem Lemma 3.4 und seinem Korollar 3.5 aus dem
Anhang dieser Arbeit ab Seite 82.

Gradientenschranken am inneren Gebietsrand, 0F)

An einem beliebigen Punkt zy € dF, konstruieren zunéchst eine lokale obere Bar-
riere fiir Losungen des Problems (%) durch Vergleich mit dem IMCF. Mit Hilfe
dieser Barriere werden wir Anfangswerte zulassen kénnen, die von 0F, aus beliebig
steil wachsen. Sei dazu xg € 0Fy fest gewéhlt. Da OFj eine innere Kugelbedingung
erfiillt, existiert ein r = r(0Ey) > 0, so dass die Oberfliche einer Kugel B, C Ej um
einen geeigneten Punkt (0.B.d.A. den Ursprung 0 € Ej) die Eigenschaft hat, dass
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Y = 0B,(0) N 0Ly = o und X\xg C FEy. ¥ expandiert unter dem IMCF glatt und
radialsymmetrisch. Man erhalt fiir die Niveauflichenformulierung dieser Expansion
nach Multiplikation mit einer Konstanten ¢ > 1 die Funktion ¢;(d(z),t) = ¢1(d(z))
mit

C(?’L — 1) "

~cn—1)
d+r 1(d) = -

wo d(z) = dist(x, X)) ist. Seien nun glatte Anfangswerte f gegeben. Man wihlt ¢ =
c(f,IVf]) > 1, so dass auf ganz Q gilt f < ¢;. Zum Beispiel geniigt die Wahl

() = n = 1)1og (£ 1) . et(a) -

sup(f)
sup(f)
(n = 1)log (e +1)

Wegen {z : d(z) = 6} = 0B,44(0) folgt aus (1.11), dass Ad = Hypp,,, = +¢(d). Die
Gleichung (1.12) zeigt dann

Quor(@®) = s [ (—eriids — Pl — &) + (-] -
1

Somit ist Qc(¢1(d(z))) < 0 = Z2¢1(d(z)) und daher ¢(d) eine Superlésung der
PDGL aus (). Zugleich ist ¢1(d(x)) > f(z) in ganz ©Q und auf 09 x [0, 00) gilt
d1(d(z0)) = 0 = u(wo,t) und ¢y(d(z)) > u(x,t) fir  # xo. Daher folgt aus dem
parabolischen Maximumprinzip, dass u < ¢; auf ganz € x [0,00) erhalten bleibt.
Durch elementaren Verleich der einseitigen Differenzenquotienten und weil u zu allen
Zeiten konstant auf 0Fy verschwindet, erhélt man daraus im Sinne des limes superior
die Aussage Zu(zg) < ¢;(0) < ¢(n — 1)/r < c(n — 1)|s|. Da zy beliebig und die
Konstruktion von zy unabhéngig war, erhélt man diese Abschéatzung auf ganz 9Ey.

c:=max{ 1,

Die folgende alternative obere Barriere entlang 0F, liefert fiir geniigend grofien
Abstand dist(9Ey, 0B) eine bessere Abschétzung an 2u (siehe das Ende der Dis-
kussion im Anschluss an Lemma 1.4). Sei dazu ¥ = 0E, und a < dist(0FEy, 0B).
Betrachte ¢o(d(z),t) = ¢2(d(x)), nun mit d(z) = dist(z, 0Ey),

C /!

62(d) = clog = ) = g, Hld) = g, del). (113)

Offenbar ist ¢ = u = 0 auf 0Fy, und man hat u < ¢ — oo fiir d — a. Wegen
(1.12) ist

_ 1 €2 c c? c c
QE(QSQ) - \/€2+(¢/2)2 [e2+(q5’2)2 ((a—d)2 T (a—d)? E2> + ( a-d) a—d} ’

Multiplikation der eckigen Klammer mit (€2 + (¢')?)(a — d)* zeigt, dass Q.(¢2) < 0
genau dann, wenn

—e'(a—d)* + €cla—d)?* (1 —2c+ (a—d)Ad) +c* ((a —d)Ad —¢c) <0 .
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Die Abschatzungen (1.11) an Ad liefern dazu die hinreichende Bedingung
—e*(a—d)* + (a — d)*(1 — 2¢ + aHpay) + ¢ (aHpax —¢) <0 .
Wihlt man ¢ = aH .y, Hpax die maximale mittlere Kriitmmung von 0Ej, so reicht

—a—d)?+1—aHuy <0 dh 1 <aHp. .

Um dies zu erreichen muss a > HL gewdhlt werden konnen, also braucht man
max

dist(0FEy, 0B) > -—. Damit ist erreicht, dass Q(¢2(d(z))) < 0= 2 $(d(x)), mit-
hin, dass ¢, eine Superlosung fiir die PDGL aus (%) ist. Fiir Anfangswerte f mit
f<gpauf {reQ:d(zx) < ﬁ} gilt daher wieder die Abschétzung u(z,0) < ¢o auf
dem Definitionsbereich von ¢y, wobei Gleichheit nur auf 9F, herrscht. Ersetzt man
das iibliche parabolische Maximumprinzip durch Lemma 3.4, so sieht man, dass diese
Abschétzung in identischer Form fiir alle Zeiten ¢ > 0 erhalten ist. Der Vergleich der
entsprechenden Differenzenquotienten liefert also im Sinne des limes superior, dass
Zu < ¢h(0) = £ = Hypax auf OF, ist.

Die untere Barriere am inneren Gebietsrand iibernehmen wir von [HIO1]. Der An-
satz lautet fur ¢ > 0, ¢3(d(z),t) = ¢3(d(x)), wo wieder d(x) = dist(x, DEy) bezeichnet,

p3(d) = £ (e —1), ¢4(d) = —ee™, ¢5(d) = cee™™ , (1.14)

c
so dass ¢” fiir hinreichend grofles ¢ die iibrigen Terme in
1 €2
VETGE @+ @
dominiert. Man erhélt die Sublosungseigenschaft fiir ¢3(d) an reguldren Stellen der

Distanzfunktion, namentlich Q.(¢3) > 0= %ng, falls der Term in der eckigen Klam-
mer nichtnegativ ist. Dies gilt genau dann, wenn

(cee_Cd — 22 _ €2> - (Ad + ee_Cd) ced

QE(QbS) =

c> e (1 + e_zcd)2 + Ad (1 + 6_2Cd) )

Daher es reicht wegen (1.11) fiir € < €(Q) = e w0 dyay = MaX,epp, dist(z, OB),
dass ¢ > 4 + 2H . Wir erhalten mit Korollar 3.5, dass fiir solches € < €(dyax)
die Funktion ¢3(d(z)) auf ganz Q eine geeignete Sublosung ist. Glatt ist ¢s(d(z))
auf {x € Q : d(z) < ﬁ} Waihlt man die Anfangswerte f nichtnegativ, so brin-
gen diese Eigenschaften den Erhalt der Abschéitzung u(z,t) > ¢3(d(z)) auf ganz
2 x [0,00), so dass durch Vergleich der Differenzenquotienten im Sinne des limes
inferior Zu > ¢4(0) = —e > —e~ (HH2Hmu)dmax entlang GF, gilt. Weil jede glatte An-
fangswertefunktion f > 0 auch die Voraussetzungen fiir mindestens eine der beiden
oberen Barrieren erfiillt, existieren die betrachteten Limiten dann im eigentlichen
Sinne.
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Gradientenschranken am dufleren Gebietsrand, 0B

Sei zunéchst B = Bg(0). Fir die untere Barriere setzt man ¢4(d(x),t) = ¢4(d(z))
mit d(x) = dist(z, 0Bg(0)) als

R—d ) = s(n—1) s(n—1)

Pa(d) = (n—l)logR o’ Gy(d) = — R—d 4(d):—m,

(1.15)

an, wo dy = dist(0Bg,0Ey), so dass ¢4 < 0 auf ganz 8E0 Weil Distanzsphéren zu
0Bpr wieder Sphiren sind (vergleiche ¢1), ist Ad = —%=. Es gilt mit (1.12)

o) — \/Ezjw Lz :;2)2 (_ sln—1) 82(n -1)? 62)

—(—Z‘MZ‘;))SS?‘?}
B <62+<¢'23/2R @)’ {
— AR —d)?s(n—1)(1+2s(n—1) — (n—1)) + (n—1)4(s3—84)},

(1.16)

so dass die Ungleichung fiir s > 1 offenbar nicht zu erfiillen ist. Die notwendige und
hinreichende Bedingung fiir Q.(¢4) > 0 ist, dass der letzte Term in eckigen Klammern
positiv ist. Dazu reicht es wiederum wegen des mittleren Summanden, diesen Term
fiir s > 1/2 zu betrachten, und unter dieser Bedingung reicht die Betrachtung bei
d = 0 aus, so dass letztlich

—€'R' = €R*s(n—1)(1+2s(n—1)— (n—1)) + (n— 1)*(s* = s*) > 0

geniigt. Fassen wir dies als quadratische Ungleichung in der Variablen €2R? auf, so
sehen wir, dass die Bedingung fiir jedes feste s < 1 mit 0 < € < (R, s,n),

€ —

1
1 [ sn- s=1)(n—=1))—+/ (s(n— s—Hn— NS :
E<( 1) (14+(25=1) (n=1)—/(s( Da+Es-1 1)))2 +4(n—1)4(s? 4>) (1.17)

erfiillt ist. Falls nun B nur noch strikt konvex aber nicht mehr notwendig selbst eine
Kugel ist, so konnen wir ¢4 wie folgt trotzdem verwenden. Sei

R:=R(B)=min{ReR |VzedBIyeR" : QC Bg(y),x € 0BNIBx(y)} .

Falls 0B von der Klasse C? ist, so ist R = R(B) := (mingeyp min; x;(z)) "' Fiir
xo in OB ist dann mit dem y € R™ aus der obigen Definition von R(B) die Sphére
Br(y) =: ¥ die gesuchte Vergleichsfliche. ¢4(d(x)), d(x) = dist(z,X) ist dann fiir
s < 1 und € < €(S,n, R) eine Sublosung der PDGL aus (x.). Wahlt man dy =
dist(0Bg(y), 0Ep), so gilt zudem ¢4 < 0 auf OFj.
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Da im Wesentlichen keine anderen geeigneten Sublosungen der PDGL aus (%) be-
kannt sind, wird ¢, nur dann von der Sublosung zur Barriere fiir Losungen von
(%¢), wenn wir die Wahl der Randwerte und der Anfangswerte nach ¢, richten. Na-
mentlich werden wir entweder ein yo € R™ fixieren, ¢4 = ¢4(dist(x,0Br(yo)) be-
trachten und die Randwerte durch ¢ = ¢4 auf 0B festsetzen, oder wir werden die
Randwerte konstant als g = ¢(2) = s(n — 1) log( R(%()B_) o) festsetzen und auf die
beschriebene Weise ¢, als lokale Barriere verwenden. In beiden Féllen miissen wir
von den Anfangswerten verlangen, dass sie die Sublosungen ¢4 als Barrieren akzep-
tieren, also f(x) > s(n — 1)%&’83) auf ganz Q, falls ¢ = ¢(2) beziehungsweise
f(z) > ¢u(dist(x,0Br(y0))), falls g = ¢4(dist(z, 0Br(yo))). Unter diesen Vorausset-

zungen gilt wieder wegen des Maximumprinzips und eines Vergleichs von einseitigen

. . . . . . F) ’ _ n—1
Differenzenquotienten im Sinne des limes superior, dass 3 ue < |¢4(0)] = s™%=.

In Raum und Zeit konstante Funktionen sind offenbar Superlosungen fiir die PDGL
aus (x.). Falls daher die gewdhlten Anfangswerte f ihr Maximum auf 0B anneh-
men und f(z) = g(z,t) = ¢(Q) auf Rand B gilt, so ist ¢5(d(z),t) = ¢(2) bereits
eine obere Barriere. Daher folgt mit dem Maximumprinzip und durch Vergleich
der Differenzenquotienten Zu(z,t) > 0 fiir beliebige (z,t) € (0B x [0,00)). Da fiir
obere Barrieren aus der Konstruktion von ¢; bekannt ist, dass eine duflere Kugelbe-
dingung an den Gebietsrand ausreicht, konnen wir aber wegen der Konvexitéit von
0B sowohl auf die Bedingung verzichten, dass f sein Maximum auf 0B annimmt, als
auch die Einschrinkung der rdumlichen Konstantheit f(z) = g(x) = ¢(2) auf 0B
wegfallen lassen. Die Details dieser Konstuktion sind miihsam, aber vollig analog zur
Konstruktion von ¢; und sollen daher hier weggelassen werden. Der einzige Unter-
schied besteht darin, dass bei fest gewéhltem endlichem Radius r der Vergleichsfliche
¥ = 0B, (y) die Konstante ¢ zusitzlich von den zweiten Ableitungen von f(z) = g(x)
tangential an 0B abhédngt. In jeden Fall erhalten wir auf die iibliche Weise, dass

%U < ¢(0B,supg f,supq |V f|,supsp |D2f|)-

Wir fassen die Ergebnisse am inneren Gebietsrand wie folgt zusammen:

Lemma 1.4 Sei u. glatte Losung von (*.). Dabei sei @ = B\ Ey und wir bezeich-
nen dpax = MaXgegp, dist(z, 0B) sowie Hyax = maxgepp, H(x), H die mittlere
Krimmung von OFEqy. Ferner bezeichne k den kleinsten Wert, der von einer Haupt-
kriimmung von OE, angenommen wird.

i) Falls dann OE, von der Klasse C? und ¢ < e~ F2Hmad)dmax st ynd falls fiir
die Anfangswerte [ gilt, dass f glatt und f(x) > go7— (e~ (42 Hmax) dist(z,0F0) _ 1) jgt,
so existiert die einseitige Ableitung von u. beziiglich der dufleren Finheitsnormalen

von Ey auf ganz OEy und es gilt dort

0
—e < —u. < e(n—=1)|k|, wo

- Ov
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sup(f)+
(n—1)log <§35<|Q;| k| + 1)

ii) Falls zusdtzlich gilt, dass f(x) < |log(1 — Hmax dist(z, 0Ey)|, wo immer die letztere
Funktion definiert ist, so gilt auf ganz OFy sogar

0
—€ S %ue S Hmax .

c=max« 1,

O

Diskussion des Lemmas Das Interesse dieser Arbeit liegt in der Nutzung von
Losungen zu Problemen der Form (%), um damit schwache Losungen des Problems
(%) auf R™\ Ej zu finden. Da an diesen schwachen Losungen die Niveaufléchen interes-
sieren und als Fluss gedeutet werden sollen, wird jedes begriindete Interesse letztlich
ausschliellich bei nichtnegativen Losungen liegen, so dass die Anforderung an die
Anfangswerte f > 0 fiir (%) natiirlich und sinnvoll ist. Die zur Approximation spéter
konstruierten Anfangswerte f = f. werden ebenfalls nichtnegativ sein und daher
automatisch die Voraussetzungen des Lemmas erfiillen. Bei der Bedingung an € in-
teressiert in diesem Zusammenhang ausschliellich die offenbar garantierte Tatsache,
dass fiir beliebige behandelte Gebiete €2 ein €(€2) existiert, so dass alle € < €y die
Voraussetzungen des Lemmas erfiillt sind. Keine der oben gemachten Voraussetzun-
gen stellt daher irgendeine Einschrinkung fiir die Losbarkeit des Problems (%) auf
Rn\EO dar.

Eine etwas andere Situation besteht, wenn man eine schwache Losung von (x)
auf einem endlichen Gebiet 2 = B\FE, numerisch néherungsweise durch Loésungen
von (%) auf dem selben Gebiet errechnen will. Die Bedingung ¢ < e~ (4+2Hmax)dmax
stellt dann eine Einschriankung fiir d,., dar, weil fiir zu grofle maximale Abstédnde
von 0B und 0F,; moglicherweise € in die Ndhe der Maschinengenauigkeit riickt, so
dass der Nenner des Divergenzterms aus der PDGL von (%) nicht mehr korrekt von 0
unterschieden wird. Nun wird man eine solche Berechnung nur auf Gebieten und mit
Anfangsdaten durchfiihren, fiir die auch das folgende Lemma Gradientenschranken
am #uBeren Gebietsrand garantiert. Aus den vorangegangenen Uberlegungen folgt
ebenso, dass die der betrachteten Bedingung zugrundeliegende Barriere ¢3 nicht bis
zum dufleren Gebietsrand, sondern nur bis dahin benétigt wird, wo die Barriere
am duBeren Gebietsrand {ibernimmt. Es ist aber dennoch nicht moglich, € rein in
Abhéngigkeit von 0F, zu wihlen, wie im folgenden Lemma gezeigt wird.

Wir werden im Anschluss an Korollar 2.12 begriinden, warum die Abschétzung
|2 u| < Hpyax aus dem Lemma auf den schwachen Losungen von (x) nach Grenziiber-
gang ¢ — 0 scharf ist. Es ist also keine bessere, von € unabhéngige globale obere
Abschitzung an \%ue\ entlang JE richtig.

Wir trennen bei der Formulierung des Lemmas iiber die Gradientenschranken am
auBeren Gebietsrand zwischen den beiden in der vorangegangenen Diskussion schon
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unterschiedenen Situationen. Teil i) ist auf die Anwendung im Existenzbeweis fiir
schwache Losungen von (x) auf R™\ Ey gemiinzt, Teil i) geht stirker auf das ein, was
fiir eine numerische Umsetzung wiinschenswert scheint.

Lemma 1.5 Sei u. glatte Lisung von (). i) Sei Q = B\Ey mit einem konvezen
Gebiet B ist. Wir bezeichnen

R:=R(B)=min{ReR |Vz€dB FyeR” : QC Br(y),z € 0BNIBg(y)} .

Seien fir festes s < 1 die Randwerte g(z) = ¢(Q2) = s(n—1) IOg(R(B)—d}i%s(tBEg?EO 8B)) und

gelte fiir die Anfangswerte [ = g auf OB sowie f > s(n — 1)10g(R?é@;Sts(ggfaBg)).

Dann existiert die einseitige Ableitung %ue beziiglich der dufleren Normalen von B
wie zu Beginn von Abschnitt 1.2 erklirt auf ganz OB, falls € < €y(s,n, R) mit dem ¢
aus (1.17). Es gilt dann

0
D*f|,0B) < —u. <
C(Sgpf,sgp\vf\,sngp\ fl,0B) < ot = S TRB)

it) Sei B ein beschranktes Gebiet, das eine duflere Kugelbedingung erfillt, zum Bei-
spiel ein Quader. Weiter sei yo der Mittelpunkt der Kugel von minimalem Radius r
mit Ey C B.(yo), und R so grof8, dass B C Br(yo). Fiir ein festes s < 1 setze

R — dist(z, 9Bgr(yo))
T

¢(x) = s(n—1)log z €

Falls dann fir die Randwerte g(x) = ¢(z) auf OB und fir die Anfangswerte f(x) >
o(x) und f(z) = g(x) auf OB gilt, so existiert die einseitige Ableitung %ue auf OB
beziiglich der dufseren Normalen von B wie zu Beginn von Abschnitt 1.2 erkldrt, wo
immer diese Normale existiert und in jede auswdrts zeigende Richtung sonst, falls
€ < eo(s,n, R) mit dem ey aus (1.17). Es gilt dann

auE < S(n—l).

v r

c(sup f,sup |V f|,sup |D*f|,0B) <
Q Q 0B

Zur Erleichterung des Umgangs mit den beiden technischen Lemmata fithren wir die
folgende Sprechweise ein.

Definition 1.6 Wir sagen, (x.) erfille die Gradientenbedingunyg fiir konstante dufere
Randwerte, falls die Daten B, Ey, €, f und g die Bedingungen von i) aus Lemma 1.}
und die Bedinungen von Teil i) aus Lemma 1.5 erfillen. Wir sagen, () erfiille ei-
ne IMCF-sphirische Gradientenbedingung, wenn statt der Bedingung fir Teil i) die
Bedingungen fiir Teil ii) von Lemma 1.5 erfillt sind.
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Diskussion des Lemmas: Zunéichst muss an dieser Stelle darauf hingewiesen wer-
den, dass die technisch und detailreich wirkenden Anforderungen an die Anfangs-
und Randwerte in Lemma 1.5 wesentlicher Natur sind und nicht etwa auf ungiinstiger
Wahl der Barriere beruhen. Wir geben in Proposition 1.15 einen Nichtexistenzsatz,
der besagt, dass in Teil ) die Losbarkeit des Problems im Allgemeinen verloren geht,
wenn man s > 1 zulédsst oder auch nur punktweise die Bedingung g < (n—1)log(...)
verletzt. Ein analoges Resultat gilt fiir die Randwerte in 7).

Nun ist aber wie bereits in der Diskussion zum letzten Lemma gesagt, die Auf-
gabe der Losungen von (x.) lediglich die Approximation schwacher Losungen von (x)
. Will man (x) schwach auf R™\ Ej 16sen, so stellt sich also nicht die Frage, ob die
Probleme (%) fiir sehr allgemeine Daten f, g, B, € losbar sind. Auch in Lemma 1.5 ist
wegen (1.17) klar, dass fiir beliebig grofle Gebiete B ein ¢, existiert, so dass Losungen
fiir passende Daten f, g existieren. Die entscheidende Frage ist, ob man aus sehr all-
gemeinen Anfangswerten f fiir (x) auf geeignet gewiihlten Gebieten B Rand- und
Anfangswerte g(B), f(B) konstruieren kann, so dass zum Beispiel die Gradientenbe-
dingung fiir konstante duflere Randwerte erfiillt wird. Die Antwort auf diese Frage
lautet ja und die Konstruktion geschieht im Beweis des Existenzsatzes fiir schwache
Losungen, Theorem 2.9. Die Losbarkeit fiir alle sinnvollen denkbaren Anfangsdaten
f ist daher gegeben, das heifit, wie im erwéhnten Existenzsatz gezeigt, fiir beliebige
lipschitzstetige nichtnegative Anfangswerte mit f = 0 auf 0F,.

Im Fall beschrankter Gebiete folgt aus der Betrachtung der Energie, die den
schwachen Losungsbegriff in [HIO1] definiert (siehe dort die Diskussion zur Eindeu-
tigkeit), dass schwache Losungen des IMCF auf beschrénkten Gebieten B\E, mit
konstanten Randwerten ¢, falls sie existieren, bis zu ihrer Niveaufliche zum Niveau
¢ genau den schwachen Losungen auf unbeschrinktem Gebiet R™\Ej entsprechen
und auf dem Rest des Gebiets B konstant den Wert ¢ annehmen. Zudem ist we-
gen des Vermeidungsprinzips fiir den IMCF klar, dass die schwache Losung von (x)
zu einer gegebenen Fliche OF stets grofler oder gleich der klassischen Losung von
(%) fiir die kleinste, Fy umschlieBende Sphére sein muss. Will man daher die schwa-
che Losung des IMCF fiir eine Anfangsfliche Fy bis zu einer Flusszeit (hier: einem
Niveau) zo haben, so kann dies stets geschehen, indem man nach einer statischen
Losung von (%) auf dem Gebiet Bgr(yo)\Eo sucht, wo R = re* ™) und wo g, der
Umsphérenmittelpunkt von Ejy und r der Radius dieser Umsphaére ist. Dabei ist s das
s aus dem letzten Lemma und muss als 0 < s < 1 gewéhlt werden. Selbstverstéandlich
ist auch jede bequemer zu bestimmende Sphére B,.(y) fiir beliebiges yo geeignet, fiir
die Ey C B,.(yo) gilt. Generell gilt fiir die Suche nach stationdren Losungen, dass
Freiheit von den Auflagen an die Anfangswerte durch Gebietsvergroflerung erkauft
werden kann.

Besteht Interesse an einer numerischen Losung von (%) , so ist wegen der spéter
gezeigten gleichméfligen Konvergenz beziehungsweise sogar der Konvergenz der Ni-
veauflichen von Losungen von (x.) gegen die von Losungen von (x) das selbe Verhal-
ten im Rahmen gewisser Toleranzen zu erwarten. Hat man keine Vorinformationen
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tiber die stationére schwache Losung von (x) auf einem beschrinkten Gebiet, so wird
man genau die Anfangswerte wihlen wollen, die in Lemma 2.12 vorgeschlagen werden,
und fiir die sehr gute Konvergenzeigenschaften im Rest der Arbeit bewiesen werden.
Da exakte Losungen fiir diese Anfangswerte in Problem (x) monoton wachsend sind,
bildet der Graph einer exakten schwachen Losung u zu jeder festen Zeit ¢y eine ge-
eignete globale Barriere. Bildet sich in einer Umgebung von Stellen aus 0B daher ein
Gebiet G mit u =const aus, so kann fortan statt auf B\ Ey auf (B\G)\ Ey gelost wer-
den, wobei u(zx,tq) geeignete Anfangswerte sind, und sich selbst als Barriere dienen.
In nidherungsweiser Rechnung fiir Problem (%) wird man dieses Kriterium mit geeig-
neten Toleranzen versehen zur Implementation eines sich autoadaptiv verkleinernden
Gitters benutzen kénnen.

Hat man bereits Vorinformationen, etwa in Form einer groben Naherung an
eine Losung oder in Form des Ergebnisses aus einer fritheren naherungsweisen Be-
rechnung einer Losung @ auf einem Gebiet B\Ey des IMCF, so ist die Funktion
Ustart = Min(t,, mingp @) geeignete Anfangswertefunktion fiir () auf jedem Gebiet
B\EO, wo B C B und wo gy die Bedingungen aus dem zweiten Teil des Lemmas
erfiillt.

Wegen der besseren Zitierbarkeit fassen wir den analytischen Ertrag der letzten beiden
Lemmata nochmals in der Form zusammen, die wir spéter brauchen.

Lemma 1.7 Sei u, glatte Lisung von (%), wo die Daten 2, f, g und € die Gradien-
tenbedingung fiir konstante duflere Randwerte oder die IMCF-sphdrische Gradienten-
bedingung aus Definition 1.6 erfiillen, und bezeichne Hyax = maXyeon, Hom, -

|Vue| < é(n,Q, f) auf 00

Falls Q zusdtzlich so grof ist, dass dist(OEy, 0B) > ﬁ und falls f(x) < —log(1l —
Hyaxd(2)) fiir d(x) < ﬁ, so gilt

ﬁ u< Hy.e auf0E .
ov

O

Korollar 1.8 Sei u, eine glatte Lisung von (%), wo das Problem (x.) eine der Gra-
dientenbedingungen erfillt. Dann gilt

€

>
Vo € Q, vt € [07 OO)’ uE(m7t) T 44 2Hx

Beweis: Wir benutzen die unteren Barrieren ¢3 von Seite 20 und ¢4 von Seite 21. Es
ist ue > max{¢s, ¢4} > ¢3 > g(e_c‘i—l), also folgt die Behauptung, weil ¢ > 4+2H .,
gewahlt wurde.

O
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Bemerkung: Unter den Voraussetzungen je einer der Gradientenbedingungen erhélt
man aus den jetzt bekannten Abschidtzungen die Existenz glatter Losungen von ().
Da die Abschéitzungen aus dem néchsten Abschnitt diese Existenz auch bei Anfangs-
werten f € C%1(Q) ermdglichen, verschieben wir die Formulierung des Resultats auf
Proposition 1.14 auf Seite 34. Wo im Folgenden nicht gesondert auf die Randwerte
auf 0B eingegangen wird oder im Singular von der Gradientenbedingung gesprochen
wird, sind stets konstante duflere Randwerte wie in Teil 7) von Lemma 1.5 gemeint.

1.3 Der Dimensionstrick

Der folgende Trick, der bei [ES91] und [CGGI1] entwickelt und auch von [HIO1]
benutzt wird, ermdglicht es uns, aus den Losungen der Familie von Gleichungen (x)
eine Familie von translatierenden, klassischen Losungen zu verschiedenen Anfangs-
und Randwerten der einen Gleichung (x) zu gewinnen. Sei dazu u,. eine glatte Losung
von (x.) und

U : QxR x[0,00) — R:(x,2,t) — uc(x,t) —ez . (1.18)

Es ist |DU| = |V, Ul = /|Vuc|? + €2, mithin |DU| # 0. Die Niveaumenge mit
Niveau vy zur Zeit t, N/, := {Uc(:,-,t) = 7} ist also fiir festes ¢ eine reguldre, n-

Ue

dimensionale Hyperfliche im R™™ und ist der translatierte Graph der Funktion %,

praziser
€ ',t €
Nzt:{z:u( )—z}:{(graphu—)—z} ) (1.19)
€

€ € €

Wie man sofort nachpriift, erfiillt U, auf 2 x R nun die PDGL aus Problem (%) im
klassischen Sinne, genauer das Anfangs- und Randwertproblem

( %Ue divm% ~IDU|  aufQ xR x (0,00)

(k) Ue = ge(2) == —ez auf OFy x R x [0,00) ,
Ue = ge(2) :==¢(2) — ez auf 0B x R x [0, 00) ,

\ U.= f(x,2) = f(z) —ez auf Q x R x {0} .

Bemerkung: Falls u,, glatte Losungen einer Folge von Problemen (%), ¢ — 0
ist und U,, wie in (1.18) sind, so gilt: Falls u,, — u lokal gleichméBig fiir eine
passende Grenzfunktion u, so auch U,, — U lokal gleichméflig auf 2 x R x (0, c0)
mit U(x, z,t) = u(z,t). Offenbar hindert es die Konstruktion nicht, wenn man fiir
ue von adufleren Randwerten ¢(2) auf die Randwerte g(z) aus dem zweiten Teil von
Lemma 1.5 iibergeht.
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1.4 Weitere Regularititseigenschaften

1.4.1 Geometrische Uminterpretation

Fiir festes € > 0 sei u = u, eine glatte Losung von (%) und U = U, wie oben in
(1.18) definiert. Mit e, bezeichnen wir im Folgenden das Standard-Basisvektorfeld
des R™™! in Richtung der z—Variablen aus (1.18). Die Funktion U kénnen wir nut-
zen, um geometrische Groéflen ihrer Niveauflachen, der translatierten Graphen von
Le zu studieren. Insbesondere erhalten wir so eine in e gleichméfige, zeitlich innere
Schranke an die mittleren Kriimmungen dieser Graphen, und daraus wiederum eine
entsprechende Abschétzung fiir 1. Wir fixieren dazu ein vy und betrachten Ny = N}
aus (1.19). Sei F' = F, = F} eine Familie von Parametrisierungen von N;. Da F' in
der Zeit t der Niveaumenge N; von U folgt, ist

B dF, 0
also B DU dF

U= _|pU=— .2

o’ = IPUenw

Notiert man mit v = —g—g‘ die obere Einheitsnormale an Ny, so gehorchen insbeson-

dere alle ihre Parametrisierungen F' der geometrischen Evolutionsgleichung

(%Ft)L = —vf (1.20)

genau dann, wenn

0

In eben dieser Situation befinden wir uns, weil die PDGL aus (%) dquivalent ist zu
) 1 DU
ot | |(|DU| Ve 1o T )

Weil die N7, fiir verschiedene Werte von 7 alles Translate von graph(“<) sind, kann
man nun die Geschwindigkeit

1 —DU
= div, . 1
= o Tour
der Evolution mit geometrischen Grolen dieses Graphen beschreiben. Man hat
(=Vu,e) DU

= VE = = — ,
VIVuP+e DU
L1 DU
v o= v = (Y e,) = —=/|Vult+e="—- (1.21)
€

€

—Vu -DU

— =div, ,——— ,
V| Vul? + €2 "~ |DU|

H, = H,, = div
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wo H, die mittlere Kriimmung von graph(®) beziiglich seiner oberen Normalen v
meint. Mithin gilt das folgende

Lemma 1.9 Sei u, glatte Lisung von (x.) und gelte auf ganz Q x [0,00), dass
|Vu| <eé.

Wir betrachten M; = graph(@) als Familie eingebetteter Hyperflichen in € x R.
Es ezistiert eine Familie von Parametrisierungen F.(v) = F.(z,t) : Q x [0, 00) —

Mt C QxR mit
d H,
%Fe’t = —U (5 + 1) .

Daber gilt 0 < e < ev < ¢+e.

Beweis: Es ist bekannt, dass man F' mit (4 F)*+ = £ F wihlen kann, z.B. F(z,t) =
(x(t),u(z(t),t)) fiir passendes z(t). Siehe z.B. [HEI]] .
O

Bemerkung: Die hier getroffene Vorzeichenwahl fiir v hat v > 0 zum Ziel und ent-
spricht dem, was im Kontext geometrischer Evolutionsgleichungen fiir die Behandlung
von Graphen iiblich ist. Leider ist deswegen in diesem Kapitel der Arbeit (und nur in
diesem Kapitel) auch fiir die mittlere Kriimmung H, von graph(“) das Vorzeichen
dem von der IMCF-Situation her naheliegenden und gewohnten entgegengesetzt. Die
durchgehende, Indizierung mit tiefgestelltem v soll diese Vorzeichenwahl verdeutli-
chen.

1.4.2 Geometrische Evolutionsgleichungen

Wo im Folgenden mit Funktionen gearbeitet wird, die auf M, definiert sind, bezeichne
V die Kovariante Ableitung auf M, beziiglich der vom umliegenden R™*! induzierten
Metrik und A den Laplace-Beltrami Operator von M,.

Lemma 1.10 Seie > 0 fest und F' = F.; die Parametrisierung von M, = graph ue(-t)

aus Lemma 1.9. Dann gelten in Normalkoordinaten um einen Punkt p € M, die

FEvolutionsgleichungen

1 2 H, 1
Q'U = —AU - _‘V/UP + —<VU7 €Z> - _|A‘2 und
ot ev €v? € € (1.22)
0 1 2 4, |
—HV:_AHV_— Hl/ == HV z A2 ’
ot €V ev? (VH,, Vv) + € (VH,, ez + 4]

Zum Beweis des Lemmas rufen wir zunéchst die folgenden wohlbekannten Zusam-
menhénge in Erinnerung.
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Lemma 1.11 In der Situation von Lemma 1.9 gilt mit f = % + 1, dass
i) Bv=Vf,
i) $H, = Af +]APf
i) Av = |Al*v + 207 |Vo|? —v*(VH,, e,) .

Beweis: Die beiden Evolutionen i) und ii) gelten viel allgemeiner fiir Familien F;
von Immersionen, die ein Anfangswertproblem der Form

0

aFt = —l/f, FQ =M

fiir eine Hyperfliche M 16sen und bei denen die Geschwindigkeit f von den Haupt-
kriimmungen der Flache F; und Termen niederer Ordnung abhéngt. Siehe dafiir zum
Beispiel [And94]. Da bei uns F; sogar global einen Graphen beschreibt, ist v > 0
erhalten, so dass die Terme in ii7) wohldefiniert sind. Fiir die Gleichung selbst zitieren
wir [HES9).

O

Beweis von Lemma 1.10: Wegen v = (v, e,) ! und i) gilt

9,
ot

0 H
= — 2 — = — 2 = — 2 —V
- v <atV7 6z> v <Vf, 6z> v <v €v ) 62)

H,
= _E<VHIM 6z> + _<VU> 6z> .
€ €
Die Gleichung #i7) ist dquivalent zu
1 1 2
—Z(VH,, e.) = —Av — —|A]> = = |Vu]?,
€ €v € €v

und durch Einsetzen folgt die erste Evolutionsgleichung. Fiir die zweite berechnen
wir

H, 1 H, _, 2 _
Af = VZ(VZ—) == —AHV + ?AU ! + E<VHZ,, VU 1) .

€V €V

Wenn wir zur Umformung des vorletzten Terms #ii) verwenden, sehen wir, dass

2H,

H, H, _
—AvT = ——Av+ v | Vol
€ €v
H, 2H, H, 2H, _
= ——|APv — == |Vol? + —=(VH,, e.) + —0°|Vu]?
ev? ev—3 € €

H, H,
= ——ZJAP + “2(VH,, e.) .
€v €
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Dieses Ergebnis setzen wir in den letzten Ausdruck fiir Af ein und erhalten wegen
Evolution i), dass

0

1 2 H, H,
—H,=—AH,+—(VH,, VoY + =2(VH,, e.) — —|A\2v + f|A\2
ot €V € € €v?

1 2 H,
= —AH, — EU—2<VHV, Vo) + ?<VHZ,, e.) + A,

€V

wie behauptet.

1.4.3 Abschitzung an %ue mit Hilfe einer H, Schranke

Wir nutzen die Ahnlichkeit in den Evolutionen von v und H,,, um eine zeitlich innere
Abschétzung an H, zu erhalten.

Lemma 1.12 Sei u, glatte Lisung von (x.) und gelte auf ganz  x [0,00), dass
|Vu| <é.

Wenn H, (-, t) die mittlere Kriimmung des Graphen von (-, t) beziiglich des oberen
FEinheitsnormalenfeldes bezeichnet, dann gilt fir alle t > 0

_M_ESHMS

Vit

n(é —e)

N (E—e) . (1.23)

Bemerkung: Wir werden im Anschluss an Lemma 2.23 zeigen, dass diese Ab-
schitzung zu einer scharfen Abschétzung fiir die L>°-Norm der schwachen mittleren
Kriimmung von Nivauflachen gewisser schwacher Losungen von Problem (%) fiihrt.

Beweis: Notiere wieder H, = H, .. Sei

2 H,
a:=——7Vu+—e,,
€v €
so dass wegen Lemma 1.10
0 LA + (Vev, a) — |A]? d On, = Lam +(VH,, a) + |A]?
—ev = — Aev €v, a) — un —H,=—AH, v, @ .
ot €v ’ ot €v

Man definiert fiir noch zu wéhlendes d,60 > 0 und c(to, ¢) die Funktion

0
¢, = tH, + c(tg,0)ev — it — ot .
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Es gilt, dass

0 0 0
E@o :HZ/ + tEHV + C(t(), ‘9)6&@ — ‘9/2 -9
=H, + éA(tHV) + (a, V(tH,)) + t|A?
+ éA(C(to, 0)ev) + {(a, V(c(ty, 0)ev)) — c(to, 0)|A|* — g -0

1 0
=H, + aAgth + (a, V) + |AP(t — c(to,0)) — 3~ J

1 val
<Ay, + (0, Vo) + 4] (2—9 Lo c(t0,9)> —5,
H2
20

und die

wo im letzten Schritt die Héldersche Ungleichung in der Form H, < g + 5
) =n/(20)+to,

Spurungleichung H? < n|A|? eingegangen sind. Wihlt man also c¢(tg,
so gilt fiir t < ty stets

0 1
aﬁbto < aAﬁbto + (a, Vy,) .

Wegen des parabolischen Maximumprinzips bleibt daher ¢,, bis zum Zeitpunkt ¢
durch seine Anfangs- und Randwerte beschrinkt. Es gilt nun einerseits ¢y, (-,0) =
c(to, 0)ev < c(to, 0)¢. Andererseits gilt wegen @ = — fev und weil & = 0 auf 92 zu allen
Zeiten, dass dort f = 0, das heifit H, = —ev und somit ¢y, (-, t) < —tev + c(to, )¢ —
t/4 < e(ty,0)c. Es gilt also fiir jedes 0 < to auch bei ¢t = to nach Grenziibergang
0 — 0, dass

¢ < c(t,0)c und dies ist dquivalent zu
LH, (1) < c(t,ﬁ)é—c(t,e)eertg,
1/n _ 0 (1.24)
. < (= _ Z
H,(-,t) < t<28+t)(c e)—|—2,
1 (n(c—c¢) . 0
: < - — — = )
Hy(t) < t( o )+(c € +5 = si(0)

Weil diese Ungleichung fiir festes ¢ mit jedem 6 > 0 erfiillt ist, kann man s,(#) noch
fiir festes t in # minimieren. Es ist

d n(c — e 1

und daher ein kritischer Punkt von s;(#) erreicht, wenn
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Offenbar ist zudem %;st > 0, so dass aus (1.24) die obere Abschétzung

Hy(-,t)<1<n(6_e) ! >+(&—e)+% né=e

~t

und daraus die rechte Ungleichung aus (1.23) folgt. Fiir die untere Abschétzung
definiert man ganz analog ¢, = tH, — c(to,0)ev + (0/2)t + 6t und erhilt wegen

H, > —|H,| > —% — Z|A]?, dass mit c(tg,0) = c(0) = n/(20) bereits

g~ 1 - ~
—¢o>—A Vo) .

Die Funktion ¢ ist also auch fiir & = 0 bis zum Zeitpunkt ¢ = ¢, nach unten durch
ihre Anfangs- und Randwerte beschrankt. Aus der Beschrinkung allein durch die

Anfangswerte ergibt sich

~ n 1/n 0
>__¢ i > (—)(e—&) —=.
o> 290, das heifit H,,_t<29>(e ¢) 5
Wegen der Randwerte ist
5> ittt o das heiBt H>1<ﬁ)(—~)—~
2 —gpt—tevt gt as he vZ27\gg) -0 —¢.

Insgesamt hat man also

fiir dieselbe Funktion s;(6) wie vorhin. Die Behauptung folgt wie fiir die obere Schran-
ke durch Minimieren von s;.

O

Korollar 1.13 Sei u. glatte Lisung von (x.), und gelte auf ganz Q x [0,00), dass
|Vue| <é. Dann gilt fir alle t > 0

VAL Clnlld P PSP VAL Clunk) BP S (1.25)

Vit NG

Beweis: Mit (1.21) sieht man, dass

0 Vu
—t = div—e—e——or — /|Vu 2+ =—-H, —ev, .
ot VIVu? + € [Vud ’

Die Behauptung folgt dann mit Lemma 1.12 wegen der Gradientenschranke.
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1.5 Existenz, Eindeutigkeit und gleichméflige
Abschitzungen
Proposition 1.14 Seien Q@ C R" e € (0,1),f € C*(Q) und g € C®(IB) so,

dass (x.) eine Gradientenbedingung erfiillt (siehe Definition 1.6). Dann existiert eine
eindeutige Losung u. € C™(Q x (0,00)) N C%(Q x [0,00)) von (%) mit

-1 <uc<sup()).
4 Q
i1) |Vue| <é(n,Q, f)=¢ und (1.26)
iii) VYm0, Ve o

Vi o Vi

Man kann weiterhin R > Ro(Ey) und Anfangswerte f so wdihlen, dass fir Gebiete
mit einer Mindestgrofie Br(0)\Ey C Q in Abschdtzung i) gilt, dass c¢(Q) = c(n, Ey)
und ¢ = &(n, Ey). f kann man ferner so wihlen, dass zusdtzlich |Vue| < Hpax(0Ep)
entlang OEq. Weiter kann man Anfangswerte f und Randwerte g auf OB so wdhlen,
dass zusdtzlich

0 0
—Ue > —u < . .
o7 e = 0 oder o e = 0 auf ganz Q x (0,00) (1.27)

Beweis: Fiir ¢; € C=(Q) N C%(Q) bezeichne (%.); das Problem (%) zu Anfangs-
werten ¢; statt f. Seien nun die ¢; so, dass ¢; — f gleichméBig, ¢; = f auf 0N
und dass die Probleme (*); eine Gradientenbedingung (1.6) erfiillen. Solche ¢; erhélt
man z.B. als Summe von Glattungen von f auf einer geeigneten Zerlegung der Eins
wie im Beweis von Thm 5.2.2, S.173 in [EG92].

Fiir festes ¢ folgt Behauptung i) aus Korollar 1.8 (S.26) und Behauptung i) aus
Lemma 1.7 (S.26) zusammen mit (1.10) aus Lemma 1.2. Wegen der %ue-Schranke aus
Lemma 1.2 (S.15) folgt mit dem DeGiorgi/Nash-artigen Theorem 12.10 aus [Lie96]
eine Holderschranke fiir |Vu| und mit [Lie96] Thm 8.3 die Kurz- und Langzeitexistenz
von Losungen w; := u.; der Probleme (*.);. Wegen Korollar 1.13 (S.33) gilt fiir die
u; zusétzlich Behauptung iii). Dabei sind alle Abschétzungen gleichméBig in i. Die
Losungen wu; sind eindeutig wegen des parabolischen Maximumprinzips z.B. in der
Form von Thm 9.1 in [Lie96].

Wir kiimmern uns nun um den Grenziibergang ¢ — oo. Seien dazu Folgen
t; \\ 0, T; /" oo gegeben und (Kj) ey eine Ausschopfung von € durch Kompakta.
Auf Ky x [tg, Tp] erfiillen die u; gleichméfiige C'*°-Abschitzungen in i. Nach Arzela-
Ascoli gibt es also eine Teilfolge u;, und eine Funktion vy : Ko x [to, Tp] — R, so dass

U, S gleichmiiBig in C*(Ky X [tg, Tp]) fiir beliebiges k € Ny. vy erfiillt daher
auf seinem Definitionsbereich insbesondere die PDGL aus (%) und Abschéitzungen
i) — i)
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Fiir j > 0 wihle sukzessive Teilfolgen u;, (;) aus, so dass u;, (;y — v; lokal gleichméBig
auf K x [t;, T;] mit partiellen Ableitungen bis zur Ordnung k£ > 2. Nach Konstruktion
ist

,Ujl(x7t) = ,sz(x>t) Vi> min{tjl7 tjz} Vae Kjl A sz'

Wir definieren daher
v(x,0) :== f(z), und v(z,t) := v;(z,1),

wo j so groB ist, dass x € Kj,t € [t;,T;]. Dann erfiillt v in Q x (0,00) die PDGL
aus (x.) sowie die Abschétzungen i) — iii). Weil die © wegen der Abschétzung iii) in
der Zeit fiir beliebige T > 0 iiber [0, T integrierbar ist, nimmt v seine Anfangswerte
stetig an. Seine Randwerte nimmt v nach Konstruktion offenbar ebenfalls stetig an.

v ist wohldefiniert und eindeutig, weil es stetig auf Q x [0, co) ist, und weil wegen
der Glattheit im Inneren auf allen Gebieten der Form K X [t, 00), K C € kompakt, ein
parabolisches Maximumprinzip zur Verfiigung steht. Der erste Teil der Behauptung
ist damit bewiesen.

Die Abhéngigkeit der Gradientenschranke von der Barriere entlang 0Bpg entfillt
im behaupteten Fall wegen R > Ro(Ep), und weil fir R — oo wegen der Konstruk-
tion der Barrieren ¢4 und ¢5 offenbar \%M — 0 gleichméafig entlang 0Bp gilt. Wir
wihlen Ry 0.B.d.A. so, dass maxyp, |%v\ < maxgg, ‘%’U|.

Ein Beispiel fiir Anfangs- und Randwerte, mit denen man |Vv| < Hy.y auf 0Fy

und zugleich %v > 0 erreichen kann, lauten

fi(@) = max{gs(x), o(x)} ,  g(x) = o() ,

wo ¢3 die in (1.14) beziehungsweise ¢ die in Lemma 1.5 ii) definierte Sublésung von
(%¢) ist. Da wir auf beschrédnktem Gebiet arbeiten, erfiillen

fi(@) = min{gs(z), (D)}, g,(z) == c(Q)

die letzte Behauptung, falls ¢ die Superlosung aus (1.13) und ¢(2) die Randwert-
konstante aus Lemma 1.5 ¢) sind. Man beachte, dass wegen (1.9) das Vorzeichen von
@ erhalten bleibt und offenbar Q.(f;(x)) > 0 sowie Q.(f|(x)) < 0 gilt.

O

Um zu zeigen, dass die im Lemma 1.5 fiir konstante Randwerte am &ufleren Ge-
bietsrand geforderte obere Schranke ¢(2) wesentlich und scharf ist, geben wir den
folgenden Nichtexistenzsatz.

Proposition 1.15 Sei Ey zuldssiger innerer Gebietsrand fir (x.). Sei Q = B\Ej,
wo B beschrinkt und dist(0B, 0Ey) > 0. Wir definieren den Inkugelradius von Ey als

ro :=max{r € R| 3 ye Ey mit B,(y) C Ep}
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und bezeichnen mit y das Zentrum einer beliebig gewdhlten Innkugel. Wenn dann
R >0 so grof ist, dass @ = B\Ey C Bgr(y), so gilt: Fir Randwerte

R
R — dist(0Fy, 0Br(y))

g(x) =¢(Q) > (n—1)log

ezistiert e > 0, so dass fir e < €y das Problem (%) auf 2 x [0,00) keine Ldsung
besitzt.

Beweis: Der Beweis erzeugt einen Widerspruch zum Vermeidungsprinzip der schwa-
chen Losungen fiir den IMCF aus [HIO1]. Sei f(x) := fi(x) = min{c(?), p2(d(z))},
wo ¢ die Barriere aus (1.13) mit Parameter a < dist(0FEy, 0B) ist.

Gébe es Losungen wu,, fiir eine Folge ¢, — 0, so gélte fiir diese Losungen
%uei (z,t) <0, wie in der letzten Proposition gezeigt. Man betrachtet nun die Folge
von Funktionen u;(z,t) = u,,(z,t). Mit derselben Argumentation wie spéter ab Seite
48 dieser Arbeit im Beweis des schwachen Existenzsatzes 2.9 erhélt man aus dieser
Folge eine schwache Losung fiir das Ausgangsproblem () dieser Arbeit. Weil diese
Losung fiir alle Zeiten existiert und monoton fallend ist, muss sie gegen eine stationére
Grenzfunktion w konvergieren, die dann schwache Losung fiir das Randwertproblem
des IMCF auf dem Gebiet ) wire. Fiir solche Losungen ist ein Vermeidungsprinzip
bekannt, das in der Nivauflichen-Formulierung besagt: Falls F C Ej, u schwache
Losung des IMCF auf Q = B\E, so ist u > w. Wir withlen E = B,(y), dann ist
explizit bekannt und fiir z € 9B gilt u(z) < (n — 1)log & < ¢(Q) = w(z), was ein
Widerspruch ist.

O

Bemerkung: Mit fiir (x.) zuldssigem E, meinen wir in der Proposition ein FEj,
das die Gradientenbedingung fiir konstante duflere Randwerte (1.6) unverletzt 1&sst.
Beachte, dass 0B im Nichtexistenzsatz beliebige Regularitit und Geometrie haben
darf. Wahlt man Fy = B,(y) und Q = Br(y)\B,(y), so existiert genau die stationére
Losung, die der unter dem IMCF expandierenden Sphére entspricht. Diese hat Rand-
werte (n — 1)log £, so dass in diesem Sinne die Gradientenbedingung fiir konstante
duBere Randwerte (1.6) eine scharfe Existenzbedingung darstellt.

Innere Abschitzung an die Funktionswerte

Das folgende Resultat ist fiir den Beweis der Hauptergebnisse der vorliegenden Arbeit
nicht notig, soll aber der Vollsténdigkeit halber vorgestellt werden. Claus Gerhardt
beweist in [Ger80], Theorem 2.3, eine innere Abschétzung an die Funktionswerte von
Losungen eines Problems, in dem der Hauptterm durch den Minimalflachenoperator
gegeben ist. Seine Technik ist es, den Graphen der Losung mit Kugelkappen zu ver-
gleichen, die mit passender Geschwindigkeit von ihm weg translatieren. Da die hier
betrachtete Operatorenfamilie im Spezialfall e = 1 im Hauptterm ebenfalls den Mi-
nimalflichenoperator tragt, ldsst sich seine Technik auf unseren Fall verallgemeinern.
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Lemma 1.16 Sei u. Losung des Problems (%.) zu einem festen € > 0, und gelte auf
ganz 2 x [0,00), dass
|Vu| <é.

Sei weiterhin xo € Q und der Radius R so gewdhlt, dass Br(xo) C Q. Dann ist

ue(z,t) < eR+ sup u.(z,0)+1t <ﬁ — 6)
Br(zo) R

auf ganz Br(zo) x [0, T]. Weiterhin gilt auf dem verkleinerten Zylinder B, (zo) % [0, T,

S C
wor = R—W’ dass

uc(x,t) > —eR+ inf wu.(z,0)—t <i + 1) NN

Br(zo) Re

Beweis: Sei 0.B.d.A. 7o = 0. Wir definieren die untere bezichungsweise obere He-
misphére einer Kugel um den Ursprung mit Radius R als Graphen der Funktionen
s7=—y/R?—|z]?+ Rund s* = /R? — |z|?> — R. Mit deren Hilfe konstruieren wir
die die Vergleichsfunktionen

65 (x,t) = esT(w) £k + MT +t-CF

fiir beliebig kleines £ > 0. Dabei sei M~ = infgu(-,0), M+ = supgu(-,0) und C
noch offen. Es gilt 6~ (x,0) < u(z,0) < % (z,0). Sollte erstmals u(z,t) > 6 an einer
Stelle x € Bg(zo) oder u(z,t) < §~ an einer Stelle x € B,(z9) werden, so miisste
dort Vu — V§* = 0 sein. Wihle also Ry < R so, dass bei |z| = Ry

2

VesT(2)* = |[Ves™ (@) = ¢ =2 > &,

das heifit Ry > Rﬁ Eine Beriihrung kann dann zu jeder Zeit ¢ nur noch im
Inneren von Bpg, x {t} auftreten. Sollte zum Beispiel erstmalig u(z,t) = d*(x,t)
auftreten, so wére dort ein neues, in Bg(zo) inneres Minimum von §* — u erreicht.
Dies stiinde im Widerspruch zum parabolischen Maximumprinzip, wenn 6" in Bg(z¢)
Superlosung der PDGL aus (x.) wire. Wegen %5+ = C'" geniigt dafiir die Wahl

QM) =Ae-s)—e/[Vs PH1l=A(s")—ey/|[Vs P+1< % = Ot
0

Die erste Behauptung folgt daher aus dem Grenziibergang Ry — R und x — 0.
Mutatis Mutandis folgt auch v > 6~. Insbesondere geniigt die Wahl

C™ < inf Qd7) = inf Q(e-s7),

- CCEBRO
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und man errechnet, dass auf Bg,(zo)

2

R
Q6(6~$+) =A1(5+)—€v |V3_|2+1 > _Rﬁo — € ﬁ_‘_l =:C~
0

ausreicht. Das Resultat folgt nun durch die Grenziibergéinge x — 0 und Ry — R\/@;?

O



Kapitel 2

Schwache Losungen
und ihre Niveaumengen

2.1 Definition und erste Eigenschaften

2.1.1 Der schwache Losungsbegriff

Es sei kurz an die Definition des Ausgangsproblems vom Beginn des ersten Kapitels
erinnert:

%u = div‘gz| — |Vu| auf Q x (0,00) ,
(*) u=20 auf 0Fy x [0,00) ,
u=f auf 2 x {0} .

Fiir dieses Problem sollen im Rest dieser Arbeit schwache Losungen definiert, gefun-
den und studiert werden. Wir wéhlen zunéchst einen geeigneten Funktionenraum.

Motivation: Sei u; = u,, glatte Losung von (%) auf Gebieten Q; = B;\ Ey. Dabei
soll £2; — Q, wo wir Konvergenzen von Gebieten stets im Sinne punktweiser Kon-
vergenz fast iiberall der charakteristischen Funktionen verstehen wollen. Weiter gelte
¢; — 0. Falls u; — u punktweise auf 2 x [0,00) (setze u; dazu eventuell beliebig
auf ; fort), so ist wegen des Satzes von Arzela Ascoli und der Gradientenschran-
ke fiir alle t € [0,00) die Konvergenz der gesamten Folge w;(-,t) — u(-,t) bereits
gleichmiBig auf allen Mengen der Form QN K x {t}, K C R" kompakt. Daher ist fiir
beliebige Zeiten t

u(-,t) € C%H(Q) . (2.1)
Mit demselben Argument folgt aus der u.-Schranke von Korollar 1.13 von Seite 33 bei
gleichméBiger Konvergenz auf kompakten Zeitintervallen an beliebigen Stellen = € 2

zu beliebigen Zeiten ¢t > 0
u(z,-) € C¥([t,00)) . (2.2)
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40 Schwache Losungen: Definition

Well die u.-Schranke aus dem Korollar fiir ¢t — 0 reell {iber Intervallen der Form
(t,T) integrierbar ist, gilt weiter |u(z,0) — u(x,t)| < c(n, Ep)v/t. Also ist zusiitzlich
fur alle z € Q

u(z,-) € C°([0,00)) . (2.3)

Andererseits gilt die Umkehrung: ist u(t) = u(z,t) fur festes z stetig auf [0, co) und
lokal lipschitzstetig auf dem Intervall (0, 00), so existiert @ fast iiberall auf [0, co0) und
ist in L0, 7] fiir beliebiges T > 0. Man betrachtet dazu einfach fiir frei gewéhltes
0 <6 < T den Ausdruck u(7T) — u(d) + u(d) — u(0) und erhélt, dass

T
fiir jedes 6 > 0 gilt /u t)dt < 2| ma>}<u — I[%)llfl}lu|
5
Sei deswegen die Klasse von Funktionen, in der nach einer schwachen Losung fiir
Problem (%) gesucht wird, definiert als

¢i={ue " @x[0,x) ‘ Vi 0:u(- ) e COLQ)

i (2.4)

und Vo € Q, V¢t > 0:u(z,-) € C¥([t,00)) N C°([0, ) } .

Definition 2.1 (Vergleichsfunktion) : Sei v € C. Wir sagen, v sei eine (obere

beziehungsweise untere) Vergleichsfunktion fir u, wenn v € C (v > u beziehungsweise
v < u) und wenn {v # u} CC Q x [0,00).

Die parabolische Verallgemeinerung der Energie Jy(v) aus [HIO1] definieren wir wie
folgt: Sei K C 2 kompakt, t > 0, u,v € C. Dann sei

PRI () = / Vol + o(|Vul +4) . (2.5)

Kx{t}

Ist @ € L™ zur Zeit t auf einer Menge positiven n—dimensionalen Lebesgue-Mafles
nicht definiert, so wahlen wir dort der bequemen Notation halber willkiirlich einen
beschriankten Reprisentanten. Auf diese Wahl kommt es aber im Folgenden nicht an.

Definition 2.2 (Schwache (Super- bzw. Sub-)Lésung) : Wir sagen, u sei eine
schwache (Super- bzw. Sub-) Losung der PDGL aus Problem (), wenn u € C und
wenn fiir alle (oberen bzw. unteren) Vergleichsfunktionen v gilt, dass

(1) P () < P (v)

fir fast allet > 0, wo K C Q kompakt mit {v(-,t) # u(-,t)} C K ist.

Wir nennen u eine schwache (Super- bzw. Sub-) Lisung des ARWP (x), wenn
u schwache (Super- bzw. Sub-) Losung der PDGL aus Problem (%) ist und seine
Anfangs- und Randwerte stetig annimmt.
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Definition 2.3 (Regulire Zeiten) : Gilt (1) fir u zu einer Zeit ty, das heifit, exi-
stiert die partielle Ableitung u(x,t) fir L™-fast alle x zur Zeit t, so nennen wir t eine
reguldre Zeit fiir u.

Es ist klar, dass die eingefithrten Energien bei fester Wahl von « und v nicht von der
speziellen Wahl des Kompaktums K abhingen, solange {u # v} C K. Ebenso klar
ist, dass u genau dann schwache Losung von (x) (PDGL oder ARWP) ist, wenn u
schwache Superlosung und schwache Sublosung ist. Statische schwache Losungen von
(%) sind offenbar schwache Losungen des IMCF im Sinne von [HIO1]. Die Motivation
und Rechtfertigung fiir den schwachen Losungsbegriff besteht im folgenden Lemma
und im Kompaktheitsresultat 2.6.

Lemma 2.4 Wenn u klassische (Super- bzw. Sub-) Losung der PDGL aus (%) ist,
dann ist u auch schwache (Super- bzw. Sub-) Lésung der PDGL aus (x).

Beweis: Seiv € C Vergleichsfunktion fiir die klassische Losung u. Sei K := Uyso{v #
u}, dann ist K C Q prikompakt, und wegen dist(K,09) > 0 kann man K C
kompakt mit glattem Rand wéhlen, so dass K C K. Wir multiplizieren die PDGL aus
(%) mit (u—wv), integrieren zur Zeit ¢ iiber K und nutzen in K das Divergenztheorem.
Wir erhalten

/u(u—v) :/—V(u—v) - |§—Z‘ —Vul(u—v) |
K K
, Vu- Vo .

— /u(|Vu\ + ) S/—\Vu| + Nl +o(|Vu| +14) , (2.6)

K K
— /|Vu\ + |Vl + 1) g/|vU| (V] + ) .

K K

Falls u klassische Sublosung (das heifit u < div‘g—u“‘ — |Vu]) ist, so bleibt diese Rech-

nung richtig, falls man u > v fordert, und falls man in der ersten Zeile das Gleichheits-
zeichen durch ” <”ersetzt. Folglich ist jede klassische Sublésung u auch eine schwache
Sublosung. Analoges gilt fiir Superlosungen.

O

Insbesondere sind fiir klassische Losungen offenbar alle Zeiten ¢t > 0 bereits regulér.

2.1.2 Kompaktheit

Wir erinnern zunéchst an einige grundlegende Tatsachen aus der Theorie der BV-
Funktionen, die wir im Beweis des Kompaktheitssatzes benotigen. Wo im Folgenden
u € BV(Q), ist das Variationsmafl von u definiert als

pa(Q) = sup{ /u divp dL" | o € CHQ), o] <1 }
0
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Falls v € C*Y(K), K CcC €, so sind Mengen A C K genau dann p,-messbar, wenn
sie L"-messbar sind, und es gilt p,(A) = L™ |Vu|(A). Wo im Folgenden Messbarkeit
ohne Angabe eines Mafles gefordert oder behauptet wird, ist stets Borel-Messbarkeit
gemeint. Folgendes Lemma zitiert die fiir die Unterhalbstetigkeit der Energie JPX:(v)
notigen elementaren Aussagen, von denen jedoch nur die erste leicht in der Literatur
zu finden ist.

Lemma 2.5 (Unterhalbstetigkeiten) Sei (u;);en Folge von Funktionen in BV (2)
und konvergiere u; — w im Sinne von L}, (Q) fiiri — oo . Sei K CC Qund A C K
messbar.

i) Es gilt
/d,uu < liminf [ du,, . (2.7)

——00

A A

ii) Falls f > 0 eine messbare Funktion auf A ist, so gilt

[, < i [ra, (2.8)
A A

iti) Sei zusitzlich sup; ||uil| gy ey < C(K) fir alle K CC Q. Falls (fi)ien eine
Folge nichtnegativer integrierbarer Funktionen ist und und f; — f gleichmdfsig
konvergiert, so gilt

[sdm, < tmin [, (2.9)
A

A

Bemerkung: Falls die Funktionen u; sogar lokal gleichméfig lipschitzstetig auf €2
sind, das heiit sup; |Vu;| < C(K) fiir alle K CC 2, und falls u; — u gleichméBig
konvergiert, so ist u lokal lipschitzstetig. Alle Aussagen des Lemmas gelten dann mit
fu; = L™ |Vu,| beziehungsweise i, = L™ |Vul.

Beweis:  Aussage i) folgt zum Beispiel aus [EG92], 5.2. Theorem 1. Aussage ii)
folgt aus i) durch Ubergang auf Treppenfunktionen s < f mit der Linearitiat des
Integrals. Falls Aussage iii) nicht gélte, so wiirde aus Aussage ii) folgen, dass

——00

liminf [ fdu,, — liminf /fid,uui =:3¢0 >0 .
A A

Also gélte fiir hinreichend grofie k& > k(eg)

[t~ timint [ iy, > 20
A A
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Nach Ubergang auf eine gegen den lim inf konvergierende Teilfolge uj = u;; im zweiten
Term gilt also fir hinreichend grofies j > j(¢o)

T
A A

Wiéhle nun k& = j und beide 0.B.d.A. so groB, dass zugleich |f; — f| < €. Dann hat
man

1
O<e</|f—fj\d,uuj, mithin - < C(K)
€
A

was fiir hinreichend kleines € einen Widerspruch zur gleichméfigen Schranke in der
BV-Norm darstellt.
O

Der folgende Satz wird es im Beweis des schwachen Existenztheorems méglich ma-
chen, bei der mit dem Dimensionstrick aus der e—Regularisierung gewonnenen Familie
(Ue) von klassischen Losungen von (%) den Grenziibergang ¢ — 0 durchzufiihren.

Proposition 2.6 (Kompaktheitssatz) Sei (€;);en eine Folge von Gebieten des
R™. Seien u; : §; x [0,00) — R schwache Lisungen der PDGL aus (x) mit

sup |Vu,;| < C' .

Wenn dann Q; — Q und u; — wu lokal gleichmdf$ig konvergiert, so ist u schwache
Lésung auf 2 und sup |Vu| < C.

Beweis: Sei v Vergleichsfunktion fiir u. Sei weiter K CC Q und T > 0 so, dass
{v# u} C K x[0,T]. Es ist zu zeigen, dass fiir alle solchen v, fiir beliebige ¢ € (0, Tp]
die Ungleichung (1) gilt, das heifit

P () < P (v)

Wir setzten zunéchst voraus, dass v < u+ 1. Da §2 offen ist, habe K 0.B.d.A. glatten
Rand, sonst vergroflere K ein wenig. Sei xx die charakteristische Funktion von K.
Aus der Theorie der Cacciopolimengen ist bekannt, dass es eine Funktionenfolge
(1)ken C BV (Q)NC>=(Q) gibt, so dass ¢p — X in L'(Q) und pg, (Q) — f1y, ()
fir & — oo. Insbesondere folgt aus der Konstruktion der ¢, (sieche zum Beispiel
[EG92]), dass ¢ € C°(Q),0 < ¢ < 1, und spt(¢y) C K C §; fiir hinreichend grofies
i,k, so dass ¢pv + (1 — ¢y )u; zuldssige Vergleichsfunktionen fiir u; bei hinreichend
groflem i, k sind. Wir Wihlen zwei beliebige Zeiten ¢, t, mit ¢; < t5 aus. Die folgende



44 Schwache Losungen: Kompaktheit

Ungleichung gilt dann, weil sie fiir die Integranden zu fast jeder Zeit gilt.
to to
/ P u;)dt < / P prv + (1 — dp)uy)dt, =>

t1 Q t1 Q t1 Q
to to 22}

:>/ qbk[(l—i-ui—v)\Vui\ + (uy —v)ui] < //qbk\Vv\ +/ |v —w;||Voul -
t1 Q t1 Q t1 Q

Dabei haben wir fiir den Schritt von der ersten zur zweiten Zeile genutzt, dass
11 — orl|Vuy| = (1 — ¢r)|Vuy|. Fiir jedes feste ¢ erlaubt das Theorem iiber majo-
risierte Konvergenz zusammen mit der Qualitéit der Approximation ¢, — Y den
Grenziibergang k — oo. Weil weiterhin 0* K = 0K gilt, folgt aus dem Struktursatz
fiir Cacciopolimengen, dass ji,, (2) = H" 'LOK, und man erhlt

j7%y+m_mﬂvmwgi/mr—mmf{ﬁ/ﬁmy+7%|U—WMHW4. (2.10)

t1 K t1 K t1 K t10K

Weil u; — wu gleichméflig auf K und v = w auf 0K ist, verschwindet das letzte
Integral fiir i — oo. Fiir das erste Integral gilt mit Aussage i) aus Lemma 2.5, weil
u; — v + 1 > 0 fiir hinreichend grofles ¢ ist, dass

// (14+u—v)|Vu| <hmmf//(1+ui—v)|Vui| .

t1 K t1 K

Im zweiten Integral von (2.10) kann man wegen u(z,-) € L*([0,T]) Fubini anwenden
und sieht fiir die einzelnen Terme

//uu //2(%?_2/ (0 T) — w2(z, 0)dL"

t1 K Kty
t2
t2
und —// = —/(vui —/uﬂ}dt) dl™ .
t
t1 K K ' t1

Beide linken Ausdriicke konvergieren also fiir i — oo wegen der GleichméBigkeit von
u; — u und weil 0 € L'(]0,T]). Man kann mit diesen Uberlegungen also in (2.10)
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den Grenziibergang ¢+ — oo vollziehen und erhélt die gewiinschte Ungleichung mit
Hilfe des Lemmas von Dubois-Raymond in der Form

t2

//(1+u—v)|Vu\+7/(u—v)u§7/|Vv|.

t, K

Sei schlielich v allgemeine Vergleichsfunktion fiir u. Mit exakt demselben Iterations-
argument wie [HI01] sieht man auch in unserer Situation: Falls (}) fiir v < u+ k gilt,
so auch fiir v < u + 2k. Dazu erzeugt man fiir v < u + 2k die Vergleichsfunktionen
vy := min{u+k,v} und vy := max{v —k,u}. Es sind vy, vy < u+k, so dass fur beide
(1) schon bewiesen ist. Man setzt jeweils in (f) ein, addiert die Ungleichungen und
erhélt so die Behauptung.

0

2.1.3 Eindeutigkeit unter einer Vorzeichenbedingung

Lemma 2.7 Sei u schwache Losung des ARWP (x) und sei im Lipschitz-Sinne
|Vu| +4 >0

auf ganz  x [0,00). Dann ist u eindeutig in dieser Klasse, das heifit es gibt keine
weitere schwache Losung zu denselben Anfangs- und Randwerten, die ebenfalls die
obige Vorzeichenbedingung erfillt.

Bemerkung: Der Beweis des Lemmas ist eine Verallgemeinerung des Eindeutig-
keitsbeweises von Huisken und Ilmanen in der Situation des IMCF. In der Energie
Jyu(v) aus HI ist der nichtlineare Term v|Vu| auf natiirliche Weise nichtnegativ, was
in den Beweis entscheidend eingeht. In der parabolischen Situation lautet der ent-
sprechende Term v(|Vu| + ). Die Vorzeichenbedingung muss hier explizit gefordert
werden und kann auch nicht durch eine Bedingung an die Anfangswerte ausgedriickt
werden, da die Ungleichung (|Vu| + @) > 0 unter dem Fluss im Allgemeinen nicht
erhalten bleibt. Handelt es sich bei u lokal um eine klassische Losung, so macht diese
Bedingung die geometrische Aussage, dass die mittlere Kriitmmung der Niveauflachen
von u in dieser Umgebung nichtnegativ ist. Wir beweisen in Lemma 2.30, dass die
Prisenz von isolierten inneren Extrema in den Anfangswerten f des Problems (x)
wegen der stetigen Annahme der Anfangswerte durch Loésungen u und der dadurch
implizierten Extrema fiir u eine Brechung dieser Eindeutigkeitsbedingung impliziert.
Man hat jedoch:

Korollar 2.8 Sei u schwache Lésung von (%) zu Anfangswerten f € C?(Q) mit

. . ) Vf
C :=inf liminf |div——— — /|Vf]Z2+e | >0. 2.11
Q €E—> < /|Vf|2+€2 ‘ f‘ ) ( )

Dann ist u eindeutiq.
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Beweis des Korollars: Seien u. glatte Losungen von (%) auf Gebieten €, =
Bpo)\Eo zu den Anfangswerten f. = min f,c(Q2). Fiir jedes vorgegebene § > 0 gilt
mit hinreichend kleinem e > 0 wegen der Bedingung (2.11), dass

Vu
C. = inf [diveee—e——— — V|V ]2 +e| > C—-56.
Qex{e} ( VIVu|? + € [Vud )

Wegen (1.9) aus Lemma 1.2 von Seite 15 bleibt dann 4, > C' —§ auf ganz €, x [0, 00)
erhalten. Fiir Limiten @ beliebiger Teilfolgen (uc,)ien, lim; .o €, = 0, R(¢&;) /" oo gilt
daher im Lipschitz-Sinne @ > 0 {iberall und fiir alle Zeiten. Wir werden mit Hilfe der
Argumentation aus dem Beweis von Theorem 2.9 sehen, dass @ schwache Losung ist
und damit die Voraussetzung von Lemma 2.7 erfiillt. Es folgt u = .

O
Beweis von Lemma 2.7: Zunéchst verschaffen wir uns durch leichtes Skalieren der
schwachen Losung u eine strikte Energieungleichung. Sei dazu u schwache Losung von
(%), v Vergleichsfunktion fiir u. Wahle eine regulére Zeit ¢y > 0 aus und setze K :=
K(ty) = {v(-,to) # u(-,to)}. Betrachte fiir 0 < 6 < 1 die Funktion us := u/(1 — §)
bzw. vs :=v/(1 — ). Weil u schwache Losung ist, gilt

(1—5)/\VU5\+(1—6)u5(\VU5\+u5)§/\V1}\+U(1—6)(|VU5|+115), also

K K

/\vué\ us(|Vus| + ig) + 5/@5 — ) (V| + i) < /\wa\ os([Vus| + i) -
K K

K

Dabei verstehen sich alle Funktionen, wie auch im Folgenden, stets ausgewertet zur
Zeit tg, wo nicht offensichtlich etwas anderes gemeint ist. Griffiger formuliert und
nach Umbenennung von vs in v haben wir

() P4 ug) + 6 / (v — ) (|Vug| + i15) < PEA(0)

K

fiir alle Vergleichsfunktionen v fiir us. Falls insbesondere v Vergleichsfunktion fiir
u mit v = w zur Zeit t = 0 ist, zum Beispiel v eine andere Losung von (%) zu
gleichen Anfangswerten, so ist fiir hinreichend kleines § auch us+ (v —ug). > us eine
Vergleichsfunktion fiir us in (fs) .

Seien nun u, v schwache Losungen von (x) mit gleichen Anfangswerten. Einsetzen
von us + (v — ug)y > ug statt v in (f5) ergibt (wo nicht anders angegeben, wird stets
tiber K N {v > us} integriert)

/\VU5\+U5(|VU5|+115)+5/(U—U5)(|VU5|+115) §/|VU|+U(\VU5\+05).
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Einsetzen von v — (v — ug) 4 statt v und von v statt v in (f) hingegen bedeutet
/|Vv| +o(|Vu|+0) < /\Vu(;\ + us(|Vo| +0) ,

wo 0.B.d.A. ty auch fiir v eine reguldre Zeit ist. Die Addition dieser beiden Unglei-
chungen liefert

/(v —us) (|Vu| + 0 — (|Vus| + us)) + 5/(1} —us)(|Vus| +15) <0 . (2.12)

In einem zweiten Schritt nutzt man die Information, die bei der Uberbriickung der
Distanz v — us entsteht. Man betrachtet in (fs) statt v die Vergleichsfunktion wus +
(v—s—us)y, s> 0 und integriert {iber s. Nach Sortieren der Terme erhélt man

e}

[ ] s w=shivul i) +

0 v—s>ug
5/ / (v —s —us)(|Vugs| + us) S/ / |Vo| — |Vus|dL™ds .

0 v—s>us 0 v—s>us

Indem man das Integrationsgebiet des inneren Integrals in einer charakteristischen
Funktion kodiert und Fubini anwendet, erhélt man

(1-6) / /(u o) ([Vus| + 115) X gocsco sy +
R” 0O

(1=8) [ [s(%us + ts)xt0cucomsar < [ fI190] = D) 0cucmsrds d”
R™ 0O R™ 0

Diese Ungleichung integriert man in s, verwendet dabei

o o0 2
v — U
/X{0<s<v—u5}d$ (.Qf,t) = (U—U5)+($,t) und/SX{0<s<v—u5}d$ (.Qf,t) = %(%t)
0 0
und erhalt
1—-46 9 . n
5 (v —us)*(|Vus| + us) < [ (v —us)(|Vv| — |Vug|)dL™ . (2.13)

Wenn man Ungleichung (2.12) zu

/(v—u(;)(|VU| _ |vu5\)+/(u—u5) (@—u5)+5/(u—u5)(|vué| ig) <0
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umsortiert und darin die Abschétzung (2.13) nutzt, findet man schliefllich

/(U—Ua) <5— 1g5(v—u5)) (|VU5|+115)S—/(U—Ua)(@—ﬂa) :

Da v und u dieselben nichtnegativen Anfangswerte haben, ist v < us bei t = 0. Also
gibt es ty > 0, so dass fiir alle t < tg gilt, dass v — us < 20. Falls andererseits
v > u vorkommt, so gilt fiir hinreichend kleines § > 0 auch {v > us} # 0, wihle also
0.B.d.A. o und § so, dass maxq(v—us)(z, to) = 20. Wir haben nun 6% < §—152 (v—uy).
Weil also laut Voraussetzung |Vu| + @ > 0, ist auch

7/(@ — u5) 1 02 (|Vus| + 1) (x, t)dL"dt < — / 7(1} — Us)4 (0 — 1s)dL"dt

R
S / %(m,to)dﬁn <0.

Hier haben wir K := U<, K (t) notiert. Da im linken Integral alle Integranden nicht-
negativ sind, kann aber das Integral nicht strikt negativ sein, also muss v < u bleiben.
Da durch Rollentausch aus demselben Beweis auch v < v folgt, haben wir v = w.

0

2.2 Existenz schwacher Lésungen
auf einem Auflengebiet

Theorem 2.9 Fliir beliebige Anfangswerte 0 < f € CO%L(R"\ Ey) besitzt das Problem
(x) eine schwache Losung 0 < u € C, die im Sinne von Differenzenquotienten global
die folgenden Abschdtzungen erfillt:

= g 2.14
i) Yt 0, _vne . 0, Ve o (2.14)

—u

iR ES
Definition 2.10 Fine Lisung u von (x) auf einem Gebiet 2 x [0,00) nennen wir
e—approximierbar, falls sie lokal gleichmdafiger Limes einer Folge von Lisungen u,

von Problemen (x.) auf Q. x [0,00) mit Q. — Q ist. Dabei verstehen wir die letzte

Konvergenz im Sinne der L},,— Konvergenz von charakteristischen Funktionen.

Bemerkung: Insbesondere sind die Losungen, die im folgenden Beweis des FExi-
stenztheorems konstruiert werden, offenbar sdmtlich e—approximierbar. Das Pro-
blem (%) besitzt also unter den Bedingungen des obigen Existenztheorems stets eine
e—approximierbare Losung. Ist diese monoton wachsend in der Zeit, so ist sie die
einzige ihrer Art.
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Beweis: Sei f gegeben. Konstruiere zunéchst eine Folge von Problemen (x;) 1= ().
Sei dazu R; — oo eine Folge mit R; > diamFEy + 2 und 0.B.d.A. 0 € Ej. Sei

Qz’ = BRI(O)\EO .

Weiterhin sei
€ = €(R;, By) = e~ (H2maxHop)Ri
1

Dann ist auch ¢ < 55, so dass die unteren Barrieren ¢3 und ¢4 konstruiert werden
konnen. Nun finde ¢; = ¢(n, f,i, Ep) > 0 minimal, so dass

(n—1)log R; —dist(z, 0Bg,(0)) 3

flz) = R; — dist(Ey, 0Bk, (0))

1
2
und definiere

R;
Ri — diSt(Eo, 8BRZ (O))

Zuletzt sei n; € C'OO(QZ), 0 < n; < 1, eine Abschneidefunktion, so dass n; = 1 auf
Br,\Bg,-1, n: = 0 auf Bg, 5\ E und definiere

fi: — Rz (1—n)f +nic() .

c(Q) = %(n —1)log

- C; .

Wie man sofort sieht, erfiillt das Problem (%.)=(%,,) mit den Daten €;,¢;, g = ¢(€);)
und f; die Gradientenbedingung fiir konstante duflere Randwerte aus Definition (1.6)
von Seite 24, so dass Proposition 1.14 von Seite 34 glatte Losungen u; der Proble-
me (x,) garantiert. Auf einem festen Kompaktum K (t, T, R) := (Br(0)\Eo) x [t, T},
0<t<T<ooist f; = f fiir hinreichend grofles ¢. Die globalen Barrieren ¢; entlang
O0Ey oder auch die Tatsache |Vu;| < é(n, Ey, f) garantieren die Beschrianktheit, und
mit der @.-Schranke aus Proposition 1.14, i) hat man die gleichgradige Stetigkeit der
Folge (u;) auf K(¢,T, R), so dass mit Arzela-Ascoli u;, — wu fiir eine passende Teil-
folge gleichméBig auf K (¢, 7, R) konvergiert. Durch sukzessive Teilfolgenwahl entlang
einer Folge von Kompakta K (t;, T}, R;) mit t; \, 0,7, /" cound R; / oo erhilt man
eine Teilfolge u;, die auf ganz (R™\Ey) x [0, 00) lokal gleichméfig gegen eine Grenz-
funktion 0 < u € C konvergiert. Wegen Proposition 1.14 erfiillt v die Abschiatzungen
i) und 47). Wir wenden den Dimensionstrick und das Kompaktheitsresultat an, um
zu sehen, dass u schwache Losung von (x) ist.

Sei Uj(z, z,t) = u;(x,t) — ¢z wie in (1.18). Dann 16st U; das Problem (¥%,) mit
e = ¢; glatt und ist folglich auch schwache Losung der PDGL aus (). Zusammen mit
der Grenzfunktion

Uz, z,t) = u(x,t)

erfiillt die Folge (U;) die Voraussetzungen des Kompaktheitssatzes 2.6, so dass U
schwache Losung der PDGL aus (%) auf (R"\FEy) x R x (0,00) ist. Das folgende

Lemma schlieft den Beweis des Theorems ab, indem es die Projektion auf einen
2-Schnitt der zylindrischen Niveauflachen von U ermoglicht.



50 Schwache Lésungen: Existenz

Lemma 2.11 Sei U(x, z,t) = u(x,t). Falls U schwache Lisung von (%) auf  x R x
[0, 00) ist, so ist u schwache Lisung von (x) auf  x [0, 00)

Beweis: Sei v Vergleichsfunktion fiir w, wo u(z,t) = U(z, 2z,t) und t regulire Zeit
fur U ist, und {v(z,t) # u(z,t)} C K fiir ein Kompaktum K CC R"\ Ey. Sei weiter
or € CX(R) fiir k € N mit ¢p(2) = 1 fiir 2 € [k, k], sptor, C [k — 1,k + 1] und
|¢%| < 1/2. Wir bezeichnen Kj, := K x [—k — 1,k + 1] und sehen, dass

Vi(z, 2,t) := v(z,t)pr(2)

zuldssige Vergleichsfunktion fiir U, und dass zur Zeit ¢t auch {V}, # U} C K}, ist. Nun
ist aber, weil die Integranden fiir z € [k, k| konstant sind, wegen des Satzes von
Fubini

PRV, = 2k/|Vv| + (| V| + 1) dL”

Ky
0
+ [ 6l + llol) +von(|DU| + SU) de
Kx(I1UI2)
wo I} = [~k —1,—k] und I = [k, k + 1] sind. Insbesondere ist der letzte Integrand

durch eine Konstante beschriankt, die nur von £"(K),u und v, nicht aber von k
abhéngt. Lasst man daher in der Energieungleichung

1

1
o P U) < SE PP ()

= 2k
k gegen Unendlich gehen, so verschwinden die Integrale, in deren Integrationsgebiet
I und I, vorkommen. Man erhilt die Ungleichung JPX*(u) < JPXY(v) zur Zeit t.

O

Korollar 2.12 Seien 0 < s < 1 und 0 < ¢ < oo beliebig aber fest gewdhlt. Fir die
Anfangswerte

)= (st - og L Q+

SUPo, 2|

hat das Problem (%) eine eindeutige schwache Losung 0 <wu € C, und u erfillt im
Sinne des Limes superior der Differenzenquotienten die Abschdtzungen

i) |Vu| < max Hyg, und
G 2.15
i) V>0, 0< Ly Y & (2.15)

ot = i

Diese Lisung u ist e—approzimierbar und konvergiert fir t — oo lokal gleichmdfig
gegen eine stationdre Liosung.
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Beweis: Wir bezeichnen mit ¢4 und ¢} die Barrieren aus (1.14) bezichungsweise
(1.15). Dabei verwenden wir in ¢} statt s eine Folge s; /" s, s; < s und in beiden
Funktionen ¢; statt €, wo ¢; \, 0 fiir i — oo. Wir arbeiten auf €; := Bg,(0)\ Ej,
wo R; /' oo. Zusitzlich wihlen wir ¢; < €(s;, R;) hinreichend klein, so dass die
Gradientenbedingung fiir konstante Anfangswerte aus Definition 1.6 nicht verletzt
wird. Wir approximieren schliefllich f auf ganz R™\ Ey lokal gleichmé&Big durch

fei(x) = max{gy(x), ¢)(x) — c} .

Aus dem Existenzsatz 1.14 erhalten wir monoton wachsende Losungen u; dieser Pro-
bleme, die gleichméfBig die Gradientenschranke in der Form ¢) erfiillen. Nun wiederho-
len wir das Approximationsargument aus dem Beweis von Theorem 2.9. Wir erhalten
die Existenz einer schwachen Losung u zu den Anfangswerten f. Es muss @ > 0 gel-
ten, weil fiir alle ¢ bereits @; > 0 gilt.Da die Losung u(x,t) fiir festes 2 in ¢ monoton
wéchst und beschréankt ist, muss sie punktweise konvergieren. Die Lipschitz-Schranke
fiir t > 0 garantiert, dass diese Konvergenz lokal gleichméBig ist.

OJ
Aus demselben Beweis folgt auch der folgende Satz.

Proposition 2.13 (Fortsetzungssatz) Sei u eine monoton wachsende oder sogar
stationdre schwache Liosung von (x) auf R"\Ey. Sei weiter Ey C Eqy ein zuldssiger
innerer Gebietsrand fiir Problem (x) und to > 0 beliebig. Fir die Anfangswerte

- u(z,to) fir x € R"\Ey
0 fUT’ x e E()\Eo

hat dann das Problem (x) eine eindeutige schwache Losung 0 < 4 € C auf R™\ Ey. Die
Funktion u ist e—approzimierbar und erfiillt die Abschitzungen (2.15) mit Hyp, statt
Hyp,. Firt — oo konvergiert u lokal gleichmdfig gegen eine stationdre Lisung.

Aus dem Fortsetzungssatz erhélt man wegen der Monotonie in ¢ der Losung 4 einen
neuen Beweis fiir das Vermeidungsprinzip des IMCF, indem man wu als die stationére
schwache Losung von (%) auf R™\ Ey wéhlt. Falls (E,).>¢ und (Ez)zzo Familien von
Hyperflachen sind, die den schwachen IMCF mit Zeitparameter z erfiillen, so besagt

dieses Vermeidungsprinzip, dass Ey C Ey auch E, C E, fiir alle z > 0 impliziert.

Bemerkung zur Optimalitat der Gradientenschranke: Falls Hyg, > 0, so ist
bekannt ([HI01], smooth start lemma), dass fiir kurze Zeit eine klassische Losung des
IMCF mit Startfliche OF, existiert. Wegen der Eindeutigkeit schwacher Losungen
fillt die schwache Losung w des IMCF (mithin die stationére schwache Losung von
(%)) bis zu einem kleinen Niveau z > 0 mit der klassischen Losung zusammen. Per
definitionem gilt fiir die Funktion w, dass

|Vw(x)| = Hap, () fir alle x € OF).
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Wir sehen daran, dass die Gradientenschranke i) aus Korollar 2.12 einerseits global
scharf auf den monoton wachsenden schwachen Losungen von (x) mit Ey = B, (y)
ist und andererseits scharf im Sinne einer an mindestens einer Stelle in Gleichheit
iibergehenden Ungleichung auf den monoton wachsenden schwachen Losungen von
(%), falls OFj strikt positive mittlere Krimmung hat.

2.3 Regularitit und Konvergenz
der Niveaumengen

2.3.1 Motivation und Notation

Korollar 2.12 ldsst hoffen, dass fiir ¢ — oo schwache Losungen so gut gegen sta-
tiondre Losungen von Problem (x) konvergieren, dass auch die Rénder der Niveau-
mengen schwacher Losungen u zu einem festen Niveau z gegen diejenige Menge kon-
vergieren, die die Fliche 0F, unter dem IMCF nach Zeit z erreichen wiirde. Dazu
studieren wir die Regularitdt der Rénder der involvierten Niveauflichen in den fol-
genden Abschnitten und ihre Konvergenzeigenschaften ab Abschnitt 2.3.5.

Fiir die Regularitét steht uns folgendes Theorem der geometrischen Mafitheorie
zur Verfiigung. Darin bezeichnen wir, wie fiir den Rest dieser Arbeit, fiir eine Menge
F C R™ mit 0F den mafitheoretischen Rand dieser Menge und mit 0*F C OF ihren
reduzierten Rand, das heifit diejenigen Punkte von 0F', an denen im mafitheoretischen
Sinne eine Normale definiert werden kann (siehe etwa [EG92|, Abschnitt 5.7). Die
Punkte des reduzierten Randes nennt man reguldr, von der Menge 0F\0*F wird als
der singuldren Menge gesprochen. Eine prézise Definition davon, was es heiflen soll,
dass eine Menge ein Funktional in einer offenen Menge in einem Gebiet minimiert,
ist zu Beginn von Abschnitt 2.3.2 gegeben.

Theorem 2.14 (Regularitdtstheorem) Sei H eine fast iberall beschrinkte mess-
bare Funktion auf dem Gebiet Q) C R™. Die Menge E enthalte eine offene Menge Ejy
und minimiere das Funktional

F — JE(F)=H"Y0'FNK)+ / H dc" (2.16)
FNK
in jeder offenen Menge A in einem Gebiet Q\Ey, das heifit jede Vergleichsmenge F
enthalte Ey ebenfalls. Falls dann OEy von der Klasse C*, 0 < o < 1/2 ist, so gilt
O*E st eine CY“-Hyperfliche in R"
und H¥(OE\O*E) =0 fir k>n—8.
Dabei sind die CY*— Abschétzungen fiir beliebig kleines d > 0 lokal gleichmdfig in

der Menge
OGE ={x €0 F | dist(z,(OE\O'E)) > d} (2.17)
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und héingen nur von n, |H||,, und den CY*— Abschitzungen fiir OEy ab. Falls E das
Funktional (2.16) in jeder offenen Menge in Q) minimiert, ohne dass E oder seine
Vergleichsmengen F' notwendigerweise ein Hindernis Ey enthalten, so gilt die obige
Aussage mit dem Unterschied, dass die lokal gleichmifiigen C1*-Abschitzungen dann
nur von n und ||H||,, abhingen.

Dabei sagen wir, eine Hyperfliiche N erfiille solche lokal gleichmifige C'®-Schranken
in einer Menge A C (2, falls es ein py > 0 gibt, so dass fiir beliebiges ¢ € A und fiir
jedes p < py die Flachenstiicke N N B,(¢) N A als Graphen von Funktionen g, iiber
den Tangentialrdumen 7; N dargestellt werden kénnen, so dass

94|l cto(z,nB,(q) < C <00,

wo das Paar (C,pg) unabhéngig von ¢ und nur abhéngig von n, ||H||,, und gegebe-
nenfalls den C'%*—Abschétzungen von 0F ist.

Man sagt im Fall des Theorems, F minimiere das Oberflichenfunktional plus
die "bulk energy” H, gegebenenfalls unter Beriicksichtigung des Hindernisses FEj.
Mengen, die die Energie (2.16) minimieren, fallen insbesondere in die maftheoretische
Klasse der fast minimalen Mengen.

Beweis des Theorems: Alle Regularitidtsaussagen folgen aus der Arbeit von I.
Tamanini [Tam84], die mit fast minimalen Flidchen arbeitet. Ein ausfiihrlicher Be-
weis dafiir, dass Fliachen, die eine Bedingung der Art (2.16) unter Beriicksichtigung
eines Hindernisses erfiillen, fast minimal sind, findet sich in [Schb] im Anschluss an
Theorem 4.1.3., in dem die Ergebnisse aus [Tam84] vorgestellt werden. Die C1*—Re-
gularitdt der Flachen folgt dort ebenfalls, wenn man nutzt, dass in unserer Situation
insbesondere H € L} (Q) fiir beliebige p > n ist und Proposition 4.2.1 aus [Schb]
benutzt. Da dies in der dortigen Formulierung des Theorems nicht unmittelbar er-
sichtlich ist, zitieren wir fiir die C*—Regularitit des reduzierten Randes aber das
partial regularity Theorem aus [HIO1].
O
Aus dem obigen Theorem folgt insbesondere, dass fiir n < 7 keine singuldre Menge
0*E\OFE in den betrachteten Fléchen auftritt. Wir werden mit Proposition 2.24 eine
Aussage zitieren, die eine Kontrolle der Ortsénderung dieser singuldren Menge unter
L} -Konvergenz fast minimaler Mengen in beliebiger Dimension erméglicht.
Wenn F eine abgeschlossene Menge ist, so bezeichne int(E) ihr Inneres. Fiir den
Rest dieser Arbeit fithren wir die folgenden Bezeichnungen fiir die Subniveaumengen
von Funktionen w und ihre Rénder ein:

E'(u) :={z|u(z,t) <2} und TE'(u):=int({z|u(z,t) <z}),

Ni(u) = 3Eﬁ(u) und +N;(u) = 3+Ei(u) ‘ (2.18)

Wo klar ist, welche Funktion u gemeint ist, lassen wir den Funktionsnamen weg.
Bei Funktionen, die nicht von ¢ abhéngen, entfillt der Zeitindex. Beachte, dass aus
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u € C folgt, dass zu allen Zeiten ¢ die Subniveaumengen E(u) und *E!(u) Mengen
lokal endlichen Umfangs (Caccioppoli-Mengen) sind. Da unser Parameter z der Zeit-
richtung des IMCF bei Huisken und Ilmanen entspricht, nennen wir in Anlehnung
an deren Nomenklatur z ein Sprungniveau von u zur Zeit t, falls L(TEL\EL) > 0.
Wegen der Koflachenformel fiir lipschitzstetige Funktionen (siche z.B. [EG92], 3.4.2.,
remark 47) ist sogar ohne Verwendung der Bliatterungseigenschaften dieser Mengen
klar, dass fiir jede Zeit t > 0 gilt, dass L*(TE\E") = 0 fiir fast alle z. Insbesondere
liegt die Menge

Ry :={zecu(-t)(Q)| 0*FE. = 9" "E"} (2.19)

dicht in u(-,t)(Q) fiir alle ¢.

2.3.2 Alternative schwache Formulierung

Seien F, F C  Mengen mit lokal endlichem Umfang, A C 2 offen und K CC
A ein Kompaktum mit glattem Rand. Wir bezeichnen die symmetrische Differenz
(E\F)U(F\E) zweier Mengen mit EAF und definieren die Energie von F' beziiglich
einer lipschitzstetigen Funktion v in K zum Zeitpunkt ¢ als

PEUF) = H™ YO FAK) - / Ve, )| + iz, £) dL™ (2.20)
FNK

Beachte, dass der Integrand rechts bereits wegen der Wahl der Klasse C in (2.4)
fiir jedes ¢ > 0 beschriankt ist (wéhle fiir @ zu irreguldren Zeiten zunéchst o.B.d.A.
den beschrankten Reprisentanten, der durch Ersetzung mit dem Limes superior der
Differenzenquotienten erklirt ist.) Motivation und Rechtfertigung fiir diese Definition
besteht in Theorem 2.16. Wir sagen E minimiere die Energie JPX in der Menge A
(von auflen / von innen), falls

(1) PENE) < PEY(F)

fir alle F' (mit £ C F / mit FF C F) mit EAF C K CcC A. Wegen der allgemein
giiltigen Ungleichung H" 1 (0*(EUF))+H" Y(0*(ENF)) < H" Y 0*E)+H" 1 (0*F)
gilt hier

PEYEUF)+ PXYENF) < PFY(E)+ PEY(F) . (2.21)

Deswegen minimiert E das Funktional JPX* in A zur Zeit ¢ genau dann, wenn E dies
von auflen und von innen tut. Wir definieren

Definition 2.15 Sei u : Q x [0,00) — R, u € C. Dann nennen wir u schwa-
che Sublésung (schwache Superldsung) von (x) , falls fir fast alle Zeiten t > 0 fiir
alle Niveaus z und fir alle Mengen A CC S, die Menge TE! die Energie JPX! in
A wvon auflen minimiert (falls die Menge E! die Energie JPXt in A von innen mi-
nimiert). Wir nennen u eine schwache Losung, wenn u eine schwache Sub- und eine
schwache Superlosung ist.
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Theorem 2.16 Die Losungsbegriffe der Definitionen 2.15 und 2.2 sind dquivalent.

Beweis: Schritt 1) Zeige: Wenn u schwache (Sub- oder Super-) Losung im Sinne
von 2.15 ist, so auch im Sinne von 2.2. Sei dazu v : © X [0,00) — R eine Vergleichs-
funktion fir u, und sei {v # u} C (K x [0,7]) CC (22 x [0,00)). Seien a < u,v < b
auf K x [0,7] und F! := {v(z,t) < z}, TF! := {v(z,t) < z}. Dann gilt zu al-
len Zeiten ¢ fiir alle Niveaus z, dass FIAE! C K. Wie in ([HIO1], (1.7)) folgt mit
der Kofldchenformel, dass (fiir irregulére Zeiten wihle einen beliebigen beschrénkten
Représentanten fiir )

b
vt >0, JPEi(v)= /Pf’t(Fj)dz+b/(\Vu| + ) (x, t)dL"™ . (2.22)

a K

Wenn also TE! bzw. E! fiir fast alle ¢ > 0, z die Energie JPX! von aufen beziehungs-
weise von innen in K minimieren, so ist auch JPX!(u) < JPKt(v) fiir alle Vergleichs-
funktionen v < u beziehungsweise v > u. Beachte dazu, dass im ersten Term rechts
beliebig zwischen TF! und F! gewechselt werden darf, da V¢t fiir £'-fast alle 2 beide
Mengen in den benétigten mafitheoretischen Eigenschaften gleich sind.

Schritt 2) Sei nun u schwache Sublésung von (x) nach 2.2. Fixiere ¢ > 0 regulir,
so dass JPEI(u) < JPEY(v) fiir alle Vergleichsfunktionen v < u. Wihle z, beliebig
und F C Q so, dass TE. C F und F\ "E! C K CC Q. Konstruiere aus F' eine
Vergleichsfunktion v fiir u. Definiere dazu

Pt F tel0,t+1] Rt F'U *El 2>z
~ |0 sonst. ’ o R z < 2

Definiere v durch F! = {v(z,t) < z}. Dann liegt fiir alle ¢ die Funktion v in BV},.(2)N
L>(92), so dass die Energie JPX!(v) definiert ist. Indem man v durch v, € C®°(K x
[0, + 2]) so approximiert, dass zu jeder Zeit |Vvg| — |Vv| im Sinne von Radon-

Mafen konvergiert, sicht man, dass die Energie JP/(v) endlich ist und Gleichung
(2.22) auch fiir v gilt. Aus Pt (u) < JPKH(v) folgt nun mit (2.22)

b b
[ prcEe: < [P,
b
—> /JPf’t( B — PRYF'U TENd: <0,
20

(2.21)

b
— /prvt(th B — PEY(FYd: < 0.

20
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Angenommen, es gilt fiir alle z € [20,0], dass JPEUFY) < PEYF' N TEY) (zeige
unten: dies ist 0.B.d.A. der Fall). Dann folgt aus der letzten Ungleichung JPX¢(F?) =
JPEYFt N TEY) fiir fast alle 2z € [29,b]. Wenn nun (z;)ieny C [20, 0] eine solche Folge
mit z; — z ist, so konvergiert *E! —*E! im Sinne von L, , und somit folgt aus
der Unterhalbstetigkeit von JPX dass

PI(TEL) < lim inf P TEL NF) < PMY(F) .

Also minimiert *E? ~das Funktional JP/* in K von aufien. Zeige das ”0.B.d.A.”: Falls
obige Annahme nicht erfiillt sein sollte, gibt es also 2 € [z, b] mit JPH(F'N TEL ) <
JPEAY(FY). Falls 2, = 2, so sind wir fertig. Sonst nimmt die linksseitig unterhalbstetige
Funktion z — JPKY(F'N TE!) auf dem Kompaktum [z, 21| ihr Minimum an einer
Stelle ¢ an, und man kann obiges Argument auf F* N *E{ statt F* anwenden, um die
gewiinschte Ungleichung zu erhalten. Folglich sind schwache Sublésungen im Sinne
von 2.2 auch schwache Sublésungen im Sinne von 2.15.

Schritt 3) Sei zuletzt u schwache Superlosung nach 2.2. Hier wihlt man F' C E.,
und definiert

z

Q  sonst. 7 E! z>z

Ft::{F telo,t+1] ot {thE; 2 < 2
Dann verfdhrt man analog zu 2) mit dem Unterschied, dass am Ende z; < zp und
daher B! NF — E! fiir z; — 2. Folglich minimiert E! die Energie JP/*! in K
von innen.

O

2.3.3 Regularitit der Mengen 0* (FE!(u)

Bevor die Frage nach der Konvergenz von gewissen schwachen Losungen von (x)
gegen stationdre Losungen gestellt werden soll, sammeln wir einige Eigenschaften der
Energie der Mengen ‘PE!(u) und ziehen daraus Konsequenzen fiir die Regularitiit
der Rénder in dem Fall, dass z ein beliebiges Niveau von u zu einer beliebigen Zeit
t ist. Wir bendétigen fiir die dazu benutzten Approximationstechniken insbesondere
das Wissen iiber gewisse Monotonieeigenschaften der Energie in z bei festem ¢ und
auch in ¢. Die Ergebnisse sind in Proposition 2.22 zusammengefasst.

Sei u klassische Losung von (%) , [Vu| # 0 und daher alle ¢ > 0 reguldre Zeiten.
Fixiere t und z, und wihle K CC Q mit E!(u) C K. Wir nutzen, dass fiir festes ¢
auf den glatten Niveauflichen von u stets H = div=% ist. Weil =%; orthogonal zu

[Vul [Vul?
OE! ist, gilt entlang OF" die Formel

Vu = Vu Vu
divgpt —— = —H - = - Hv.
OBy 2 Vulz Va2 "
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Dabei bezeichnet H den mittleren Kriimmungsvektor der Hyperfliche OE!, divyge
ihren tangentialen Divergenzoperator und v ihre duflere Einheitsnormale. Mit Kofla-
chenformel, erster Variationsformel und der PDGL aus (%) berechnen wir:

. 2 1
/\Vu|+ud£": / M\wdcn:/ / gVl + ) ds

|Vu|
EinK {u<z}

— HdH" lds = Hy dH" 'd
//hm " Sl//ﬁwz s
0 {u=s} 0 {u=s}

V n—1 d n—1 €

//le@E‘t|V Pd'H ds-/i H(P(OET))ds
0 OEt &=

wo @€ lokaler Fluss des Variationsvektorfeldes ‘ﬂ ist. Weil aber

Vu|?
d Vu
L@ (@) = (Vu, =2y =1
(@) = (Y, )

ist, gilt wegen der Gleichheit der Variationen auch die folgende Gleichheit:

d n—1 € _ _ n—1 _ _ d n—1 _
Sl e u=sh) = 0| T ({u=s+ ) = S H T ({u=s))

e=0

Man erhélt also das folgende Lemma, weil

PEYED = HYO'E'NK) — / \Vu| + @ dL"
EiNK
= H"YUOED) - Ly Yu=s})ds = H"(OF,) .

ds
0

Lemma 2.17 (Energieerhalt unter klassischem Fluss) Fulls u eine klassische
Lisung von (x) ist, so haben die Mengen E'(u) fiir beliebiges t > 0 und beliebiges
z > 0 die konstante Energie

PEEN () = H (OB, . O

Um die Verallgemeinerung dieser Aussage auf schwache Losungen zu finden, beob-
achten wir folgende wichtige Unterhalbstetigkeit. Sei F; eine Folge von Mengen mit

lokal endlichem Umfang und konvergiere F; 2y gegen eine Menge F' im Sinne
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von L}, — Konvergenz der charakteristischen Funktionen. Dann hat F lokal endlichen
Umfang, und es gilt zu regulérer Zeit t

JPEHEF) < lim inf PEE) . (2.23)
Die Unterhalbstetigkeit folgt aus dem Theorem {iber majorisierte Konvergenz und
aus Aussage 7i) in Lemma 2.5 durch Anwendung auf die Folge der charakteristischen
Funktionen von F; und der charakteristischen Funktion von F'.
Um studieren zu konnen, wie weit der Energieerhalt aus Lemma 2.17 sich auf
schwache Losungen ausdehnen lédsst, miissen wir den Begriff der totalen Energie einer
prikompakten Menge F' C Q mit endlichem Umfang wie folgt einfiihren:

JPLF) :=H"0F /|Vu\ +u dL"™ .

Es gilt offenbar JPI(F) = JPKY(F) fiir jedes K D F. Wenn in einer Aussage im
Folgenden die totalen Energien mehrerer solcher Mengen F; verglichen werden, so
fassen wir stets JP!(F;) als JPKY(F;) mit UjenF; C K auf. Dabei ist vorausgesetzt,
dass U;en F; priakompakt ist. Man beachte, dass insbesondere die totale Energie der
Mengen (VE?(u) fiir Losungen u von () endlich ist, sofern die Mengen prikompakt
sind.

Lemma 2.18 (Energieerhalt in der z—Variablen) Seiu € C%'(Qx[0,00)) eine
schwache Sublosung von (%) . Falls ) einen dufleren Rand hat, sei dort u(x,t) = ¢(2)
und 0 < u < ¢(Q) fir alle Zeiten t. Falls Q) keinen dufferen Rand hat, setze ¢(§2) = oco.
Sei Y20 = sup{z > O|'EL prikompakt } und entsprechend z,, = sup{z > 0|E!
prakompakt }. Falls Q einen dufleren Rand hat, sei Tzo = 200 = ¢(S2). Dann gilt fir
requlire Zeiten t > 0 fir z < T2y

i) z+— JPL(TEL) ist monoton wachsend in z fiir z > 0.
i) JPL(EY) < JPLTEY) falls z > 0.
Falls uw wie oben, jedoch schwache Superlisung von (x) ist, gilt fir z < zs
iii) z — JPL(EY) ist monoton fallend in z fiir = > 0.
w) JPL(EY) > JPLTEY) fiir 2> 0
Falls u wie oben, jedoch schwache Lisung von (%) ist, gilt fir 0 < z <tz

v) PEL) = P (E) = P(FEL) = Pi(TEy) = c(t) = H" (0" TEj(u)). Dabei
gilt die erste Gleichheit, falls zo, < 00.
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Bemerkung: Man beachte, dass die Beweise der Lemmata 2.18 und 2.19 nicht
von der speziellen "bulk energy” der Energie JPX* abhéingen, sondern nur von deren
Unterhalbstetigkeit unter L}, .—Konvergenz der eingesetzten Mengen. Diese Unter-
halbstetigkeit wére auch fiir jede andere Energie derjenigen Form gegeben, die im

Regularitatstheorem 2.14 betrachtet wird.

Beweis: Fiir den Beweis von ¢) wihle ein reguléres t fest und 0 < zp < z;. Dann
ist TE. C *E., und die Behauptung folgt, weil u Sublésung nach Definition 2.15
ist und daher +E§O die Energie JPX! in einem geeigneten Kompaktum von aufien
minimiert. Behauptung i) folgt wie folgt: Wegen der Monotonie i) auf Folgen z; /" 2z
gilt, dass P (TEL (u)) < PEH(TEL(u)). Wegen TE! — E! folgt i) daher aus der
Unterhalbstetigkeit von JPX¢ die wir vor dem Lemma angemerkt haben. iii) beweist
man analog zu i), iv) analog zu ii). Zu v): Fir 0 < z < Tz, ist wegen i) und
iv) jeweils JPEYE!Y) = JPEYTE!), und als Funktion von z ist diese Grofie wegen
i) und 477) konstant. Die drittletzte Gleichheit stimmt, weil fiir ein beliebiges Nicht-
Sprungniveau z > 0 von u zur Zeit ¢ stets TE{ C E! und sich deswegen die Gleichheit
JPEAHEY) = JPFYTEL) direkt aus den Energieungleichungen fiir beide ergibt. Die
erste Gleichheit folgt analog, die letzte schliefllich durch Auswerten von JP:(TE}).

0

Lemma 2.19 (Energieverhalten in der Zeit t) Seiu eine schwache Lisung von
(x) . Falls u monoton wachsend in t ist, so ist die Energiekonstante c(t) aus Lemma
2.18 v) monoton fallend. Genauer gilt fir 0 <t < T, falls T requldre Zeit und daher
das Integral definiert ist,

oT) + / (|Vu| +a@)(z,T) dL™(x) < c(t) .
TEG\TES
Falls uw monoton fallend ist, gilt fir 0 <t <T, wo t regquldre Zeit ist,
ot) < ofT) — / (V| + @)(x, ¢) dL™(x)
TEG\TE]

Beweis: Sei u monoton wachsend. Dann gilt "El' C *E! und wir kénnen nutzen,
dass TEl die Energie JPT von auBen minimiert. Wir wihlen K mit *E} C K und
haben

oT) = PET(E]) = H (0" *E]) — 0
< H"HOEL) + / [Vu(z, T)| + iz, T) dL”

B\ ]

< HHOTEL) — 0= PEI(TED) = ct) .
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Die Behauptung fiir monoton fallendes u folgt analog, weil nun TEf C TEI und *E]}
die Energie JPX! von aufien minimiert.

O
Mit dem folgenden wichtigen technischen Lemma erhalten wir als Gewinn aus dem
Monotonieverhalten der Energie sofort die Regularitdat der Rénder von Sprungni-
veauflichen zu reguldren Zeiten. Ebenso erhalten wir, dass die Rénder aller Sub-
niveauflichen zu einer festen nicht reguléren Zeit ¢y dennoch minimierend fiir ein
passendes Energiefunktional der selben Art wie JPX* sind. Auch die L>-Schranken
der dort auftretenden "bulk energy’ sind nach Konstruktion offenbar so gut, wie man
hoffen kann.

Lemma 2.20 Sei Q) C R” eine offene Menge und E; C €) eine Folge von Caccioppoli-
Mengen, die in L}, () zu E C Q konvergiert. Sei H"1(0*E; N K) < C) unabhingig
von 1 fiir beliebige glatt berandete K C ), K kompakt, und seien fiir jedes i Funktio-
nen H; € L*(S2) gegeben, so dass ||Hill joe () < C2 unabhingig von i.

Falls dann jede Menge E; in einer offenen Menge A C Q (von auflen / von
innen) minimierend fir die Energie

Ju,(F)=H" (0*FNK) — / H; dC”
FNK

ist, wo FAE; C K CC A CC  gilt, so existiert eine Funktion H € L>*(Q)), so dass
E in A (von auflen / von innen) minimierend fir die Energie

Ju(F) =H"Y0*FNK) — / HdL"
FNK

ist. H kann als der Limes jeder in L™ schwach konvergenten Teilfolge H;, gewdhlt
werden und es gilt daher ||H|| gy < limsup; . [[Hill poo(q)-

Bemerkung: Lemma 2.23 zeigt insbesondere, dass H auf den Réndern derjenigen
Subniveaumengen von Losungen, die nicht zu einem Sprungniveau gehoren, wegen
seiner Interpretation als verallgemeinerte mittlere Kriimmung dieser Rénder bereits
eindeutig ist. Insbesondere konvergiert jede der in L*° schwach konvergenten Teilfol-
gen H; des Lemmas dort zu einem Repriisentanten der selben L>°-Aquivalenzklasse.

Beweis: Die Unterhalbstetigkeit einer festen Energie unter L ,—Konvergenz von
Mengen ist bekannt. Dass also das feste Energiefunktional des Lemmas fiir den Spe-
zialfall H; = H unter L; ,—Konvergenz von Mengen nicht sogar stetig ist, rithrt nur
von dem H" 1(9*E;)-Term her. Damit ist heuristisch klar, dass die Arbeit des Be-
weises darin liegt, den Term H" !(0*E) passend nach unten abzuschiitzen, wofiir
wir auf den Beweis von Lemma 3.16 in [Scha] verweisen. Wir fithren die notigen
Verédnderungen an jenem Beweis fiir den Fall vor, in dem die Mengen F; nach auflen

minimierend fiir ihre Energien sind. Der Fall der Minimierung nach innen ist vollig
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analog und es ist bereits darauf hingewiesen worden, dass eine Menge eine Energie
genau dann in einer offenen Menge minimiert, wenn sie dies in jener Menge von aufien
und von innen tut.

Wenn wir exakt gleich verfahren wie im Beweis von Lemma 3.16 in [Schal, dort
jedoch statt der Oberflichenminimierung die Energieminimierung der Mengen FE;
benutzen, so ergibt sich statt der letzten Ungleichung im dortigen Beweis die Aussage,
dass fiir alle 4

H YO E N K) — / HydC" < H" YO FNK) + ¢; — / Hydcr . (2.24)
E,NK FNK

Dabei bezeichnet ¢; einen Integralterm, der fiir i — oo verschwindet und nur von
den Spuren gewissen charakteristischer Funktionen auf dem dafiir speziell gewéahlten
0K (Originalnotation K’) abhéngt. Wegen der schwachen Kompaktheit gibt es eine
Teilfolge der H;, die wir wieder mit H; bezeichnen und eine Funktion H € L*>(), so
dass H; — H. Wegen der Definition der schwachen Konvergenz in L*° beziechungsweise
wegen der Unterhalbstetigkeit der BV —Norm unter L; —Konvergenz gilt dann

loc

lim [ xpH; dC" = /XFH dLC"  und

K K
H Y O*ENK) < lim inf H" Y 0"E;NK) .

Zusétzlich ist aber fiir jedes feste k € N

oL,
ENK EnK

/o0 E;NK E.NK

1—>0Q K

wo im letzten Schritt wieder die schwache Konvergenz H; — H eingegangen ist.

Indem wir nun k¥ — oo gehen lassen, zeigt die L} —Konvergenz Ej, — E, dass

lim

1——00

+

/ H;, — H' + / H— HD
ELNK ELNK EynK ENK

K K K

< 20,L"(ELAE)

XE; — XE4 + XE, — XE

lim H; dC" = H dC"

i—0 Jp K ENK

Insgesamt erhalten wir also mit dem Grenziibergang ¢ — oo aus der Ungleichung
2.24 die gewiinschte Abschéitzung

H" Y O*ENK) - / Hdc" < H" Y o*FNK) — / Hdc .

ENK FNK
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Lemma 2.21 Sei u schwache Lésung von (x) und t > 0 regulire Zeit. Dann sind
O*El(u) und 0* TE!(u) jeweils (n — 1)-dimensionale CY*— Hyperflichen in R", falls
sie ein Kompaktum beranden. Die CY*— Abschiitzungen sind lokal gleichmdfSig in den
Mengen 05 E: (u) und 05 TEL(u) fiir beliebiges d > 0 und hingen nur von |||Vu|+ || o,
zur Zeit t und den CH*-Abschitzungen von OEy ab. Es ist stets

HEO DEL (w)\o* PEL (w) =0 fir k>n—7.

Beweis: Wenn z kein Sprungniveau von u zur Zeit ¢ ist, gilt 0*EL(u) = 0* TEL(u).
Weil u schwache Lésung ist, minimiert diese Menge die Energie JPX! von innen und
von aufen und respektiert dabei das Hindernis Ey. Theorem 2.14 impliziert dann die
lokale C*—Regularitit und die Aussage iiber die Hausdorffdimension der singuléiren
Menge. Dabei hingen die lokalen C1“-Schranken von denen von Ejy und von H, also
von sup |Vu| und sup |4| ab.

Falls z ein Sprungniveau von wu zur Zeit ¢ ist, so existieren Folgen (z;);en und

(Zi)ien, Wo z; und Z; keine Sprungniveaus von u zur Zeit t sind, so dass z; /" z und
Z; \, 2. Wir haben dann, dass

E. — E! und FE. —%'E. in L, (Q).

Wegen der Monotoniebetrachtung aus Lemma 2.18 haben wir nun

H OB NK) < HYO°EL) = c(t) + / V| + @

wo ¢(t) hinreichend grofi gewéhlt ist, um die L>-Norm von (|Vu| 4+ %) zu dominieren
(beachte dazu, dass u € C) und Bg(0) so grof ist, dass alle beteiligten Mengen darin
enthalten sind. Eine analoge Abschétzung gilt offenbar fiir H"~(0* EL NK'). Aus dem
vorigen Lemma 2.20 folgt also, dass auch die Grenzflichen OF! und 0T E! die Energie
JPE von innen und von auBen minimieren. Die Regularitiit folgt somit wieder direkt
aus Theorem 2.14.

O
Bemerkung: Generell erhélt man im Fall e—approximierbarer Losungen eine Ab-
hingigkeit der C1*—Schranken von n, f,t und dFy, indem man die Abschitzungen
aus (2.14) benutzt. Da die |i|-Schranke im Falle e—approximierbarer Losungen fiir
wachsendes ¢ nur besser wird und gegen ein ¢(n, ¢) = c¢(n, f, 0Ey) konvergiert, kann
man sie in unseren spéteren Betrachtungen stets vernachlédssigen. Weiterhin ver-
schwindet offenbar die Abhéngigkeit von den Anfangswerten f zum Beispiel fiir die
Anfangswerte aus Korollar 2.12 zugunsten der von n und Ej.
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Proposition 2.22 Sei u schwache Lisung von (%) und t > 0 beliebige Zeit. Dann
existiert eine Funktion H, € L>®(R"\ Ey), so dass fiir beliebige Niveaus z die Mengen
TEL(u) und fir z > 0 auch die Mengen E'(u), falls sie prikompakt sind, die Energie

Jh(F)=H""0"FNK)— / H, dC"
FNK
in jeder offenen Menge A C (R™\ Ey) minimieren. 0*E!(u) und 0* TE!(u) sind daher
jeweils (n—1)-dimensionale C**— Hyperflichen in R™. Thre C"*— Abschitzungen sind
lokal gleichmdfig in den Mengen 05 E!(u) und 9% VEL(u) aus (2.17) fiir beliebiges d > 0
und héingen nur von ||Hy||,, und den C1*-Abschiitzungen von OEy ab. Es ist stets

HE(O DEL (u)\0* PEL(u) =0 fir k>n—7.

Beweis: Fiir regulire Zeiten t folgt die Aussage aus dem vorangegangenen Lemma
mit H; := (|Vu|+4)(-, t). Falls ¢ nicht reguldr und z > 0 kein Sprungniveau ist, wéhle
eine Folge regulidrer Zeiten t; — t mit ¢; > t und setze H; := (|Vu|+u)(+,t;), so dass
sup;||H;|| o, < C < oo unabhéngig von . Der einfacheren Notation halber wéihlen wir
fiir jedes i z; € (z—1/1,241/1) so, dass z; kein Sprungniveau von u zur Zeit ¢; ist und
setzen E; := E%. Weil u(-,t;) — u(-,t) mit i — oo lokal gleichméBig konvergiert,
konvergiert dann auch F; — F := E! in L}, und H" (0F;) < sup, ¢(t;)w, R" < C.
Dass *Ef prikompakt ist, garantiert hier, dass C' unabhéngig von 7 ist. Die Existenz
der Funktion H und die Energieminimierungseigenschaft von E! folgen dann aus
Lemma 2.20, die Regularitit des Randes aus Theorem 2.14. Falls z Sprungniveau
ist, so konnen wir mit den selben Argumenten wie in Lemma 2.18 und dem letzten
Lemma sowohl E? als auch TE! bei festem ¢ iiber geeignete Folgen z; approximieren
(beachte dazu die Bemerkung nach Lemma 2.18). Im letzten Lemma kann dabei
H; = H unabhéngig von ¢ gewéhlt werden.

O
Vollig analog zu Huisken und Ilmanen in ([HI01], S.370) erhalten wir nun die Existenz
einer schwachen mittleren Kriimmung fiir die Rédnder von Subniveauflichen, die nicht
zu Sprungniveaus gehoren.

Lemma 2.23 Sei u eine schwache Lisung von (%) in beliebiger Dimension n und
gelte auf ganz Q x [0, c0)
[Vu| <¢.

Wihle t > 0 fest. Dann besitzen fiir fast alle z die Flichen 0* E!(u) eine schwache
mittlere Krimmung H! € L> beziiglich ihrer mafStheoretischen dufleren Einheitsnor-
malen, wo H(x) = Hy(x) fir H" '—fast alle x € 9* DE!(u) und fiir genau die
Funktion Hy aus Proposition 2.22 ist. Das heifst, fir alle Vektorfelder X auf einer
Umgebung von 0* FE! (u) mit kompaktem Traiger in K gilt

/ divge g X dp = / (X, vYH! dpu .

ox (DELNK ox (MEINK
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Falls t requlire Zeit ist, so gilt H!(z) = (|Vu| + @) (x,t) fiir fast alle v € 9* DE(u).
Falls uw e—approximierbar ist, gilt weiterhin zu beliebigen Zeiten t, dass

IH e < Y25 4G (2.25)

Vit

Beweis: Der Beweis des ersten Teils ist weitestgehend identisch mit dem bei [HIO01]
und benutzt die Minimierungseigenschaft aus Definition 2.2 beziechungsweise aus Pro-
position 2.22 in der ersten Variationsformel sowie die Koflichenformel. Man braucht
im Beweis von [HIO1] lediglich an den relevanten Stellen |Vu| durch (|Vu| + @) zu
ersetzen und ein Einheitsvektorfeld v zu definieren, indem man entlang der C't*—Hy-
perflichen 0* WE! (u) dieses Vektorfeld v durch deren Normale definiert, so dass dort
H" ! —fast iiberall die Gleichheit Vu = v|Vu| gilt, und indem man v auf dem Inneren
von Sprungfldchen beliebig fortsetzt.

Fiir den Beweis der L>°-Abschéitzung verwenden wir, dass jede e—approximierba-
re Losung gleichméBiger Limes von passenden Losungen u, des Problems (x.) ist. Dort
aber ist \/|Vue|? + €2+, = —H, .. Die Behauptung folgt dann aus der H, —Schranke
in Lemma 1.12, weil fiir € \, 0 die translatierten Graphen von %= wo benétigt gegen
Zylinder der Form 9* E!(u) x R konvergieren.

O
Bemerkung zur Optimalitét der ||H!||;~-Abschitzung: Auf Q = R™\B,(0) ist
die statische schwache Losung des Problems (%) auch klassisch, und aus der Bemer-
kung iiber die Optimalitdt der Gradientenschranke ¢ im Anschluss an Korollar 2.12
wissen wir, dass fiir die monoton wachsende schwache Losung aus eben diesem Korol-
lar Hf = Hyp, = ¢ gilt. Es kann daher fiir ¢ — oo keine bessere L>°—Abschitzung
fiir H! richtig sein. Allgemeiner gilt die Schiirfe der L>-Abschitzung auf allen Gebie-
ten, auf denen die Gradientenschranke ¢ optimal ist, und sie gilt auf dieselbe Weise.

2.3.4 Regularititseigenschaften in Dimension n <7

In Raumdimension n < 7 nutzen wir den Dimensionstrick von Abschnitt 1.3 aus. Wir
erhalten so zusétzliche Eigenschaften von priakompakten Niveaumengen {u(z,t) = z}
derjenigen Losungen u von (%), die lokal gleichméfige Limiten von Losungen u. der
zugehorigen Approxmimationsprobleme (*.), mithin e—approximierbar sind. In diese
Klasse fillt insbesondere auch die eindeutige stationédre Losung auf dem betrachteten
Gebiet.

Es war noch nicht gezeigt, dass im Allgemeinen {u(z,t) = 2z} = 0 TEL(u) gilt.
Laut Definition ist nur *E* (u) = int{u(z,t) < z} aber {u(z,t) < z} nicht notwendig
auch der Abschluss seines Inneren. Wire diese Ungleichheit der Fall, so wiirde die
betreffende Niveaumenge es nicht zulassen, mit den spéter von uns benutzten Metho-
den durch passende Niveaumengen zu anderen Zeiten im Hausdorff-Abstand approxi-
miert zu werden. Wir schlieflen das entsprechende Phdnomen fiir e—approximierbare
Losungen durch die Lemmata 2.27 und 2.28 aus.
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Sei also im Folgenden, wo nichts anderes gesagt wird, stets n < 7 und u eine
e—approximierbare Losung von (x) auf R™\ Ey zu Anfangswerten f. Wir wihlen in den
approximierenden Problemen (x.) stets den dufleren Gebietsrand als B = By, (0) und
R. so groB, dass fiir die betrachteten Niveaumengen {u(x,ty) = 20} C B,(0) C Bg,(0)
gilt und dass die im Beweis des schwachen Existenzsatzes 2.9 erzeugten Anfangswerte
fi = fe, mit f auf B,(0) iibereinstimmen. ¢ < 1 wéhlen wir so klein, dass () als
Anfangs- und Randwertproblem die Voraussetzungen des Existenzsatzes 1.14 erfiillt.
Sprechen wir im Folgenden iiber den Grenzprozess ¢ — 0, so meinen wir stets die
im Beweis des schwachen Existenzsatzes benutzen Typen von Folgen ¢ ™\, 0 und
R; /" oo sowie f; = f,, — f lokal gleichméfBig.

Man kann ebenso zeigen, dass fiir R; = Ry auf beschrénkten Gebieten Bg, \(2 die
folgenden Aussagen richtig bleiben, falls die Randwerte aller approximierenden Pro-
bleme (x.) auf dBg, konstant und grofler als zg sind. Lediglich die Abhéngigkeit der
unten benutzten und erhaltenen C'1*— Abschitzungen #ndert sich, sie schliet dann
zusétzlich im Allgemeinen eine Abhéngigkeit von Ry mit ein, weil fiir moglicherweise
nicht hinreichend grof§ gew#hltes Ry die Abschitzungen aus Theorem 2.9 diese Ab-
héngigkeit in der L,-Norm des ’bulk energy’-Terms mitbringen. Wir benétigen fiir
eine Dimensionsreduktion im Beweis von Lemma 2.25 noch das folgende Zitat.

Proposition 2.24 (Konvergenz zu reguliren Punkten) Seien E; und E Men-
gen lokal endlichen Umfangs, E; — E im Sinne der L} .—Konvergenz der charak-
teristischen Funktionen, die in jeder offenen Menge A C Q fiir jedes glatt berandete
Kompaktum K mit K CC A C Q eine feste Energie der Form (2.16) minimieren.
Sei weiter x; eine Folge von Punkten mit

x; € 0FE; firalle i und x; — x €.

Dann gilt auch x € OF. Falls sogar x € 0*E ist, erhdlt man zusdtzlich, dass x; € 0*F;
fiir hinreichend grofles i ist.

Beweis: Die Proposition ist ein Spezialfall einer Teilaussage von Theorem 4.1.3 aus
[Schb] und folgt aus der Hauptaussage von [Tam84].
O

Lemma 2.25 Seiu eine e—approximierbare Losung von (%) und ty > 0 eine beliebige
Zeit. Ferner sei xg € {u(x,tg) = 2z} CC (R"\Ey) und zo kein Sprungniveau von u
zur Zeit tg. Dann emistiert eine Hyperfiiche N C R", die lokal gleichmifige C1<-
Schranken erfillt, die wiederum nur von n, Ey, f und der Zeit ty abhdngen, und fiir
diese Hyperfliche N gilt, dass vo € N und N C {u(z,ty) = zo}. Insbesondere ist N
der Graph einer CY*— Funktion iber T,y N N B,(x0), wo p ebenfalls nur von n, Ey, f
und der Zeit ty abhdngt.

Falls zy Sprungniveau von u zur Zeit ty ist und xo positiven Abstand zu den
Komponenten der Sprungfliche YEX\E hat oder in deren Rand liegt, so existiert
ebenfalls ein solches N.
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Beweis: Schritt 1) Etabliere die Approximationssituation in R™ x R zur festge-
haltenen und daher gegebenenfalls nicht notierten Zeit t5. Wir betrachten den Punkt
po = (2, u(zo,t0)) = (z0,20) € (R" x R). Wir nutzen aus, dass die Niveaumengen
der Funktionen U, aus Abschnitt 1.3 fiir jedes feste € eine Blitterung von R™ x R zur
Zeit ty bilden. Sei dazu

Ve = ue(o, to) — eu(xg, to)

Dann gilt U,(po,to) = 7. Bezeichnen wir also

Ne = {(z,2) € R" X R|Uc(z, z,t0) = 7}
und
B, = {(x.2) € B x R|U (.7, t0) <)}

so ist pp € N.. Weil U, das Problem (%*.) des Typs von Problem (%) schwach 16st und
zudem glatt ist, gilt stets 0E, = N,, und die Mengen E, minimieren wegen Theorem
2.16 in jeder offenen Menge das Energiefunktional

PEY(F) = H (O FNEK) — / IDU.| + %UE dLmt!

FNK

ohne dabei zugleich ein Hindernisproblem zu 16sen. Es gilt bei (0.B.d.A) hinreichend
grofl gewéhltem Gebiet Br_ \ Ey wegen (1.26) aus Proposition 1.14 die Abschétzung

™

n

0
DU +[5.Ud < 3e+1+ < Cln, Eo, f)

43

wo f die Anfangswerte des Problems (%) und nicht die der Probleme (%) meint.

Schritt 2) Schliefe singulére Punkte im Limes aus, falls die N, lokal gegen einen Zy-
linder konvergieren (Dimensionsreduktion). Wir wollen dazu Lemma 2.20 benutzen.
Insbesondere gilt fiir H, := |DU,| + 2U., dass H. € L™, ||H||,, < C unabhingig von
e. Wegen der lokal gleichméfigen Konvergenz U, — U mit U(z, z,t) = u(x,t) kon-
vergieren ferner fiir jedes Kompaktum K € ((R™\ Ep) xR) die Mengen E.NK in L'(K)
gegen F = {(x,z) € R" x R|U(z, 2,t) < zp}. Wir bendtigen eine Massenschranke.
Wihle K 0.B.d.A. mit glattem Rand. Seien F; := E. UV}, wo V; C K, dV; glatt und
wo fiir i — oo gilt, dass L"H(V;) — LK) sowie H"(0V;) — H"(OK). Dann
liefert Einsetzen in die Energieungleichung fiir E,, dass

H(OE.NK) < H"(OF,NK)+ / |H.| dLm — HMOK)+ LK) || H|| < Co(K).

F;AE.

Daher liefert Lemma 2.20, dass E minimierend fiir eine passende Energie der be-
kannten Form ist. Das Regularitéitstheorem 2.14 bestétigt, dass wegen n+1 < 8 nun
HY(0*E\OF) = 0 gilt. Angenommen, OF habe lokal bei einem Punkt py die Form
eines Zylinders, 0F N K = (OF" x (—6,0)) N K fiir ein kleines § > 0, wo E’ die
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Projektion von E auf die ersten n Komponenten und K ein geeignetes Kompaktum
mit pp € K ist. Falls dann ein Punkt ¢ € 0E N A existiert mit ¢ € (0*E\OFE), so gilt
auch ¢’ x (=0,0)NK C (0*E\OF) fir ein passendes ¢’ € R", was ein Widerspruch zur
Aussage H'(0* E\OE) = 0 ist. Folglich ist die Menge OF =: Ny dort regulir, wo sie
eine solche Zylinderform hat. Somit besagt das Regularitdtstheorem 2.14 zusammen
mit Proposition 2.24, dass fiir alle betrachteten ¢ > 0 die glatten Flachen N, und N
lokal gleichméBige und auch in e gleichméfige C1®-Abschétzungen besitzen, wo Ny
ein Zylinder dieser Form ist. Wir haben bewiesen: wo fiir die Normale v = vy, des
reduzierten Randes Ny = 0*F gilt, dass v | e, da ist bereits OF = 0*E.

Schritt 3) Nutze die Regularitét der Approximatoren N.. Seien v, := vy, (py) die
Normalen dieser Hyperflichen im Punkt py. Wihle eine Folge €; aus. Weil v; := v,
eine Folge in S™*! bilden, existiert v € S™! und eine Teilfolge (vk)ken = (Vi )ken
mit v, — v. Sei T,, die Hyperebene in R” x R mit pg € T,,, v L T,,. Falls v L e, ist,
so gilt wegen der GleichméBigkeit der C1*—Schranken Folgendes: Fiir hinreichend
grofles k sind wegen der vorangestellten Proposition 2.24 die Flidchen Nj, = N, iiber
T, N B,(po) als Graphen von C'*-Funktionen g, darstellbar, wobei p = po/2, po
aus dem Regularititstheorem 2.14 gewihlt werden kann. Eine Teilfolge, wir wollen
sie wieder mit (gy)ren bezeichnen, konvergiert also gegen eine C*—Funktion g {iber
T, N B,(po), deren Graph wir Ny nennen. Nun kann man sukzessive Teilfolgen der N,
so auswéhlen, dass auch global die N, gegen eine regulire Hyperfldche konvergieren,
die in B,(po) mit Ny tibereinstimmt und im Folgenden auch so genannt werden soll.

Sei nun p € Ny ein beliebiger Punkt, dann existiert eine Folge von Punkten pj
mit pp € Ny und pp, — p fiir &k — oo. Aber Ny, sind Niveauflichen von U, = U,,
und

Jm (Uk(pe) = U(p)|l < lim (|Ux(pr) = Uk(p)] + |Uk(p) = U(p)]) = 0

weil wegen der Stetigkeit von U, und der lokal gleichméfiigen Konvergenz U, — U
beide Limiten einzeln existieren und gleich Null sind. Zugleich gilt

lim Ug(pe) = lim~y, = 2o

und daher U(p) = 2 fiir alle p € Ny, also Ny C {(z, 2)|U(z, 2, t0) = 20}

Schritt 4) Unterscheide anhand der Geometrie von Ny zwischen Sprungniveaus und
anderen Niveaus von u. Nehme zunéchst an, fiir alle ¢ € Ny gelte vy, (¢) L e,. Dann
ist Ny global ein Zylinder, U = 2, auf Ny und der Schnitt

N:={zeR"|(z,2) € Ny}
ist unabhéngig von der Wahl von z eine regulidre Hyperfliche mit den selben lokal

gleichméBigen C*—Abschitzungen wie Ny. Wegen u(x,tg) = Uz, z,t) ist N C
{u(-,t9) = 2o} die gesuchte Hyperfliche.
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Sei nun Ny so, dass ein ¢ = (¢, ¢.) € R" x R existiert mit (vn,(¢), e.) # 0. Dann
existiert 7 > 0 mit (vy,, €,) # 0 auf ganz B,(q) fiir ein passendes ¢. Sei 0.B.d.A.
bereits ¢ = ¢. Wir betrachten B = B,/2(¢') C R". Weil N, — N, und die N
Graphen iiber jeder Hyperebene (R™ x {z}) sind, ist Ny N (B x R) der Graph einer
stetigen Funktion g : B — R. Genauer gesagt gilt (Index & bedeutet stets e;)

t
o= (i) o= ) 2}
€k €k
und deswegen

g(z) —z = lim <M _ %) L = lim ug(, to) — up(zo, to) |
Ek Ek

WEeil g beschrénkt ist, ist auch der letzte Term dem Betrage nach durch eine Konstante
C beschrankt und wir erhalten einen Widerspruch, wenn nicht fiir hinreichend grofie
k gilt ug(z, to) —ur(zo, to) < €x(C'+9). Aber dann ist ug(x,ty) < €x(C'+9)+ug(xo, to)
und wegen der lokal gleichméfBigen Konvergenz u, — u gilt uy(z, tg) — u(zo, o) =
zo fiir alle x € B und somit ist zy Sprungniveau. Wegen der Geometrie von Ny kann
man offenbar den Ausgangspunkt ¢ = (¢, ¢.) der Uberlegung so wihlen, dass |¢’ — |
beliebig klein ist. Folglich liegt xq im Abschluss einer Zusammenhangskomponente F
mit B C £ von TEL\E" — 2y, auf der u(z, ty) = 2 gilt.

O
Bemerkung: Wegen der hiufigen Auswahl von Teilfolgen ist die gefundene Hyper-
fliche N moglicherweise hochgradig uneindeutig. Wir zeigen daher das folgende

Lemma 2.26 Sein < 7 undu eine e—approximierbare Losung von (x). Alle Bezeich-
nungen seien wie in der Aussage des letzten Lemmas gewdhlt. Falls C* Hyperflichen
Ny # Ny existieren mit xg € (N1 N Ny) und (N3 U No) C {u(z,ty) = 20}, so ist zp ein
Sprungniveau fiir u zur Zeit ty und xq liegt im Abschluss einer Zusammenhangskom-

+1to to
ponente von TEX\ED .

Beweis: Wir argumentieren so, wie weiter hinten im Beweis des Konvergenztheorems
2.33 ausfiihrlich dargestellt, indem wir einen Radius 7 so klein wéihlen, dass die beiden
Flichen N; iiber ihren Tangentialebenen T; = T,, N; N B,(z,) als Graphen von C-
Funktionen f; dargestellt werden konnen, fir die jeweils D f;(0) = 0, f;(0) = 0 und
|Df| <1/100, folglich |f;| < r/100 gilt. Insbesondere ist dist(z, T;) < /100 fiir jedes
x € N;. Wir reduzieren die Betrachtung in mehreren Schritten jeweils auf die fiir uns
ungiinstigsten und somit hinreichenden Félle. Sei daher Ty L Ty. B, (z0)\(71 U T3)
besitzt dann eine Zusammenhangskomponente K, deren Rand sowohl T} als auch T5
nichttrivial schneidet. Es geniigt, den Fall zu betrachten, in dem K N N; = {zo}.
Angenommen, zq ist kein Sprungniveau von u zur Zeit to. Dann existiert in B, /4(:170)
ein Punkt y mit u(y,ty) = 21 # 2. Wir betrachten den Fall z; < 2, der andere
Fall liegt génzlich analog. Es existiert dann eine nichtleere offene Menge F := {x €
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B ja(xo) | u(z,to) < 2}, wo 21 < z < zp und 2 kein Sprungniveau von u zur Zeit ¢ ist.
Seiy € OF so, dass r, = |y—xo| = dist(0F, zo). Wegen des vorangegangenen Lemmas
existiert in B,(xg) daher eine C*— Hyperfliche N mit y € N und N C 9E. Wenn
T, = T,(N) die Tangentialebene von N in y bezeichnet, so gilt wieder dist(z,T}) <
(r/100) fiir alle z € N. Nun ist aber zusétzlich wegen der Wahl von y offenbar
T, = T,(0B,,). Es geniigt im Folgenden, den symmetrischen Fall zu betrachten, in
dem dist(y, T1) = dist(y, T2) und 7, parallel zu T} N T ist. Elementare Anwendung
des Satzes von Pythagoras zeigt dann, dass dist (g, (T, NT})) < 7/(2v/2). Aber dann
muss (NN N;) N B, 2(xo) nichtleer sein, was einen Widerspruch zur Wohldefiniertheit
der Funktion u darstellt, da u auf N und N; unterschiedliche Werte annimmt. Folglich
muss bereits u(x,ty) = 2o auf ganz B, /4(xo) gewesen sein.

O

Korollar 2.27 Sein <7 und u eine e—approzimierbare Losung von (). Ferner sei
29 kein Sprungniveau von w zur Zeit ty und die Menge {u(-,ty) = zo} prikompakt.
Dann ist

{U(',to) = Zo} = aEig = a{u(,to) > Zo} .

Die Menge zerfillt in Zusammenhangskomponenten N, die jeweils kompakte O -
Hyperflichen ohne Rand sind und die jeweils genau eine Zusammenhangskomponente
von E(u) beranden. Die C*-Abschitzungen fir diese Hyperflichen N sind lokal
gleichmdfig in jeder Kugel im Komplement von Ey C R™ und hangen nur von n, Ey, f
und to ab.

Beweis: Lemma 2.26 besagt mit Hilfe von Lemma 2.25, dass {u(-,tg) = 2o} lo-
kal um einen ihrer Punkte jeweils aus genau einer C*—Hyperfliche besteht, sich
also nicht verzweigen kann. Lemma 2.25 liefert zudem, dass diese Hyperflache sich
schlieBen muss, da sie als Hyperfliche keine Randpunkte haben kann (Fortsetzbarkeit
durch Graphen-Darstellung in Kugeln von festem Radius), die Menge {u = 2y} aber
kompakt ist.

O
Wenn wir im Folgenden davon sprechen, dass eine Funktion f : £ — R an einer
Stelle z ein isoliertes inneres Minimum (Maximum) hat, so meinen wir, dass eine
offene Umgebung U(xy) C Q existiert, so dass f(x) > f(xo) = 2z (< f(x0) = 20)
in ganz U(xg) und f(z) > 2z (< 20) auf OU(xp). Wenn wir davon sprechen, dass die
Funktion f ein solches Minimum (Maximum) in einem Gebiet € hat, so meinen wir,
dass U(xg) C Q gewihlt werden kann.

Korollar 2.28 Sein <7, zy Sprungniveau einer e—approximierbaren Losung u von
(x) zur Zeit ty und die Menge {u(-,ty) = zo} praikompakt. Dann ist

{u(-,t0) =2} = ﬁ \ E—ig :
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Jede Zusammenhangskomponente dieser Menge enthdlt eine Zusammenhangskompo-
nente von Ey oder ein isoliertes Minimum von u(-,ty) mit Wert z < zy oder ein
isoliertes Mazimum von u(-,ty) mit Wert z > zy. Der Rand jeder Zusammenhangs-
komponente von {u(-,to) = 20} ist eine kompakte C*-Hyperfliche und die C**-
Abschitzungen fiir diese Hyperfliche sind lokal gleichmdflig in jeder Kugel im Kom-
plement von Ey C R™ und hdngen nur von n, Ey, f und ty ab.

Beweis: Die Beweise von Lemma 2.26 und 2.25 besagen, dass die Rédnder von Gebie-
ten mit u(-, tg) = zo ebenfalls Hyperflachen mit den dort erklarten lokal gleichméBigen
C1e—Schranken sind. Ansonsten folgt die Behauptung wie im vorangegangenen Lem-
ma.

O

Lemma 2.29 Sein > 3 beliebig. Punktweise monoton in t wachsende Losungen von
(x) haben zu keiner Zeit isolierte innere Extrema im Raum. Monoton in t fallende
Lésungen von (x) haben zu keiner Zeit isolierte innere Minima im Raum.

Beweis: Das Lemma gilt wegen der folgenden technischeren Aussage

Lemma 2.30 Ldsungen u von (x), die in einem Gebiet Qx (t1,tq) fast iberall (|Vu|+
) > 0 erfillen, haben zu Zeiten t € (t1,ta) keine isolierten inneren Extrema in
Q. Dabei geniigt es, u im Sinne des Limes inferior seiner Differenzenquotienten zu
verstehen. Ist ty requlire Zeit, so hat u bereits dann in 2 zur Zeit ty keine isolierten
inneren Extrema, wenn lediglich zur Zeit ty gilt, dass punktweise fast tiberall (|Vu| +
) > 0.

Lésungen von (x), die in einem Gebiet Q x (t1,t2) punktweise monoton fallend
in der Zeit sind, haben zu Zeiten t € (t1,t2) keine isolierten inneren Minima in €.
Ist tg regulire Zeit, so hat u bereits dann in 2 keine isolierten inneren Minima, wenn
lediglich zu Zeit ty gilt, dass punktweise fast iberall @ < 0.

Beweis: Sei die Zeit tg regulire Zeit fiir u. Falls u(-, t) ein isoliertes inneres Minimum
(Maximum) an einer Stelle xy mit Wert 2z hat, dann existiert ein kleines 1 > § > 0,
so dass auf dem Rand einer passenden Umgebung U(z) gilt, dass u(x,ty) > z + 26
(u(z, tg) < 2—26). Weil u lipschitzstetig ist, kann man U 0.B.d.A. als glatt berandetes
Kompaktum K wahlen. Sei daher £ := {u < 2+ d} N K (E :={u>z—-0}NK)
Wir definieren die Vergleichsfunktion v zur Zeit ¢ty durch v = 2z + 6 (v = z — 0) auf
FE und v = u sonst. In der Zeit setzen wir v beliebig aber lipschitzstetig so fort, dass
v erlaubte Vergleichsfunktion fiir u wird. Setzen wir v in die Energieungleichung ()
ein, so erhalten wir nach Umsortieren der Terme

/ V| + u(|Vu| + 1) < /c(|vu\+u),
E'X{t()} EX{tO}

wo ¢ = z+ 9 (¢ = z —4). Nutzt man nun auf E die Abschéitzung z < u < (z 4 9)
((z—9) < u < 2) aus, so fiihrt unter der Annahme eines isolierten inneren Miminums
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die Bedingung u < 0, oder die insbesondere fiir monoton wachsende Losungen erfiillte
Bedingung (|Vu| 4+ @) < u jeweils zu dem Ergebnis, dass

/ Vul <0

Ex{to}

womit v in E konstant und gleich v sein miisste, was ein Widerspruch ist. Léage ein
inneres Maximum vor, so kime auf analoge Weise ein Widerspruch zustande, wenn
man anndhme, dass (|Vu| + @) > 0 auf E.

Falls ¢y keine reguldre Zeit ist, so betrachte t € (t1, t2) nahe bei g, so dass wegen
der Stetigkeit von u in Zeitrichtung auch u(-,t) ein isoliertes inneres Extremum in
einer Umgebung von zy hat. Der Beweis beider Lemmata ist damit abgeschlossen.

OJ
Bemerkung: Aus den vergangenen Lemmta folgt in Dimension n < 7 insbesondere
ein alternativer Beweis fiir die gleichmiBige Ot —Regularitit der Riander aller Sub-
und Superniveaumengen von e—approximierbaren Losungen w auch zu Zeiten ¢, die
fiir u keine reguldren Zeiten im Sinne der Energieminimierung sind.

2.3.5 Konvergenz der Niveaumengen

Eine Funktion « nennt man eigentlich, falls {u < 2z} CC Q fiir alle Niveaus z. Wir
erinnern weiter daran, dass eine Folge von Mengen (NNy)ren genau dann im Sinne des
Hausdorff-Abstandes gegen eine Menge N konvergiert, wenn gilt

< e und
(2.26)
<e.

Ve>03ky €N: VE > ky {vxEN’“‘ dist(z, V)

VyeN: dist(y, Ny)
Falls N, = OF)}, fiir alle k sowie N = OF ist und 0F), — OF im Sinne des Hausdorff-
Abstandes konvergiert, so konvergiert offensichtlich insbesondere E), — FE im Sinne
der L},.—Konvergenz der charakteristischen Funktionen. Sei u schwache Losung von
(%) die fiir t — oo gegen eine stationére schwache Losung w konvergiert. Unabhéngig
von der Dimension n konvergieren dann die Niveaumengen {u(z,t) = z} N Bg(0)
fiir beliebig grofles R im Hausdorff-Abstand gegen die Niveauflichen der stationdren
Losung, falls z kein Sprungniveau der stationdren Losung ist und zusétzlich {w =
z} = 0{w < z} C Bg(0) gilt. Man beachte, dass die Frage keine Rolle spielt, ob das
Niveau z Sprungniveau fiir die approximierende Funktion u zu irgendwelchen Zeiten
ist. Konvergenz im Sinne des Hausdorff-Abstandes gilt fiir solche Niveaus sogar global,
falls u zu allen Zeiten eine Wachstumsbedingung der Art

u(z,t) > (S(n— 1)1og — 2L c) (2.27)

Sup@E‘o ‘x|
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erfiillt, wo 0 < s <1 und 0 < ¢ < oo unabhénging von ¢ sind. Dies gilt zum Beispiel
fiir die monoton wachsenden Losungen u aus Korollar 2.12 oder aus dem Fortset-
zungssatz 2.13. Beide Bedingungen verhindern, dass sich Zusammenhangskomponen-
ten einer Niveaumenge N!(u) bei festem z fiir ¢ — oo der Konvergenz entziehen,
indem sie in die rdumliche Unendlichkeit entschwinden.

Die Konvergenz erhalten wir fiir Niveaus z > 0 aus dem wesentlich allgemeineren
folgenden Lemma durch die Wahl w;(z) := u(x, t;) auf einer passenden Folge t; — oo
und nach Einschréankung auf Kugeln Bp, mit R; /" co. Beachte, dass das Lemma nicht
benutzt, dass u; oder w Losung irgendeiner Gleichung ist.

Lemma 2.31 Sei R >> 0 fest gewdhlt und Q@ = Bgr(0)\Ey C R" ein beschrinktes
Gebiet mit kompaktem Rand. Sei weiter w :  — R lipschitzstetig in Q und nichtne-
gativ. Sei nun (u;);en eine Folge in C%1Q, die gleichmifig gegen w konvergiert. Falls
20 € R, wo

R:={z € (wQ)\w(0Q)) : Hw >z} =d{w< z}},

so konvergieren die Niveaumengen {u; = zy} im Sinne des Haussdorf-Abstandes gegen

Ny (w)

Beweis: Schritt 1) Bezeichne im Beweis N, (w) mit N2 und benenne ausnahms-
weise die Mengen {u; = 2z} mit N, selbst dann, wenn L£"({u; = 2}) > 0. Wir
konstruieren zunéchst eine Menge, die eine Umgebung der Niveaumenge N7 enthélt
und untersuchen dann die in dieser Umgebung vertretenen Niveaumengen der Funk-
tion u. Sei dazu zp € R und ¢ := mingegq |20 — w(x)|. Insbesondere ist § > 0. Weil w
lipschitzstetig ist, ist d := dist(N2,0Q) > 8 wo ¢ die Lipschitzkonstante von w ist.
Wihle daher k£ € N mit % < d und definiere

A= {z e dist(e, N) < %} | (2.98)

Wegen des Zwischenwertsatzes fiir w ist fiir passende Mengen Dy _, Dy, offenbar
0A, = D,_UD,, 1, wo w < 29 auf Dy_ und w > zy auf Dy . Sei daher

_ 20—y

. 2 | ’ (2.29)
My, = max{w(z) : © € Dy, } Ot 1= %.

my = max{w(z):x € Dy_}, O :

Dabei sind 0.B.d.A. 2y — 6, 20 + 0+ keine Sprungniveaus von w, sonst verkleinere
0p_ oder d; ein wenig. Bedenke dazu, dass solche Niveaus wegen der Kofldchenformel
dicht in w(2) liegen. Betrachte fortan

B = {ZO — 0 <w < 2o + 5k+} . (230)
Offenbar ist 0By, = N _;, UNY 5 Ni C By.
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Schritt 2) Nutze, dass u; R w gleichméfig konvergiert, um zu zeigen, dass
N¥ C By, fiir grofle i. Genauer gilt fiir hinreichend grofes ¢ = i(k), dass |w — u;| <
s min{d;_, 61 }. Dann aber gilt auch

also wegen des Zwischenwertsatzes und der Stetigkeit der u; auch {u; = 20} C B.
Nach Umindizierung gilt also fiir einen Folgenrest der urspriinglichen Folge, dass
u — w gleichméBig mit {ur = 2o} C By, fiir alle betrachteten k.

Schritt 3) Studiere Eigenschaften von By, fiir & — oo. Zeige: Falls (xy)ren eine
beliebige Folge mit x;, € By, fiir alle & ist, so gilt lim;__. dist(z, N3 ) = 0, womit der
Beweis der ersten Bedingung aus (2.26) erbracht wire. Tréte die genannte Konvergenz
nicht auf, so gébe es eine Teilfolge z;, mit der Eigenschaft

Je>0 : Ve e NJk; >k o dist(ay,, N) > €.

Fixiere ein solches € und bezeichne xy, =: z,. (x,),en Wire beschriankt, hitte also
cine Teilfolge (2,,);en, die im Folgenden ebenfalls (x,) heiBen soll und ein z € Q
mit lim, .. =, = 2. Dabei wire dist(z, N}!) > e¢. Wegen z,, € B, wire zp — 6, <
u(z,) < 2o + dpy, wobei 6,4 — 0 fiir n — oo. Dann aber gélte auch u(x,) — 2o,
und da u stetig ist, miisste u(x) = zo sein, mithin » € N}, was einen Widerspruch
zur Wahl der Folge (z,,) ergébe.

Schritt 4) Die zweite Bedingung aus (2.26) ist unter der oben gezeigten Konvergenz
offensichtlich erfiillt.
O

Bemerkung: In der allgemeinen Situation des Lemmas gilt in der Notation des
Beweises nicht, dass sogar N .5 . \ Ay = (. Falls zam Beispiel w in z € (Q\Ax)N{u <
2o} ein isoliertes inneres Maximum mit 2o —d;_ < w(z) < zp+dx, annimmt, so gibt es
mindestens eine Zusammenhangskomponente Z von By, mit z € Z und ZNA; = (. Da
in unserer Anwendung w schwache Losung des IMCEF ist, hat w aber wegen Lemma
2.29 keine isolierten inneren Extrema.

Bemerkung: Fiir monoton wachsende Losungen u von (%), die gegen stationéres
w konvergieren, konnen wir wegen u; := u(t;,-) < w nutzen, dass {w < 2z} C
{u; < zp}. Der Beweis des letzten Lemmas funktioniert daher fiir punktweise monoton
wachsende Approximation ganz analog, wenn man statt der Mengen A, die Mengen
A\EY verwendet. Wir erhalten so, dass 0 TEY (u) — 0 TE, (w) im Hausdorff-
Abstand auch dann konvergiert, wenn z ein Sprungniveau von w ist. Analog gilt,
dass OE% (u) — OE.,(w) fiir beliebige Niveaus z fiir monoton fallende Losungen u
von (x).
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Wir wollen nun die Regularitéit der Rénder von Niveaumengen schwacher Losungen
aus Proposition 2.22 nutzen, um zu zeigen, dass lokal um Punkte, in denen die Réander
der Niveaumengen C1® sind, auch tatsichlich die Approximation durch die Rénder
von Niveaumengen geeigneter schwacher Losungen in der Klasse C? fiir jedes 8 < «
stattfindet.

Definition 2.32 Sei w stationdre Lisung von (%) , mithin schwache Lésung des
wnwversen mittleren Kriimmungsflusses mit Anfangsbedingung Eo. Wir definieren die
Menge der Sprungniveaus

Sitep={2=20|L{w=2})>0} .

Falls z € Sy ist, so nennen wir z ein IMCF-Sprungniveau (des schwachen IMCF
mit Anfangsbedingung Ey). Weiter sei

RO o = {z >0 | {w <z} =0{w>z} oder {w=z}="E(w)\ EzEw)} :

Bemerkung: Wegen Korollar 2.27 ist in Dimension n < 7 jedes Niveau z in Rﬁ%CF
enthalten. Ist z kein IMCF-Sprungniveau, so erfiillt es daher z € R fiir das R aus
Lemma 2.31.

Wenn wir im Folgenden sagen, eine Familie IN; konvergiere lokal gleichmifig in C1% zu
einer Grenzfliche N, so meinen wir, dass fiir jedes x € N ein Radius py > 0 existiert,
so dass fiir alle hinreichend groflen ¢ und fiir jedes p < py die Fléchenstiicke N;NB,(z)
und N N B,(x) als Graphen von Funktionen g; und g iiber dem Tangentialraum 7, N
darstellbar sind und dass g; — ¢ in C*?(T,N N B,(z)) konvergiert. Wir erhalten:

Theorem 2.33 (Hauptsatz iiber Konvergenz) Sei u schwache Lisung von (),
die eine Wachstumsbedingung der Art (2.27) erfillt. Weiter konvergiere u(-,t) — w
lokal gleichmdflig fir t — oo, wo w stationdre schwache Ldsung von (x) ist. Dann
qilt fiir beliebige Niveaus z > 0 die Konvergenz

E'(u) "=5%° E.(w) im Sinne von L. _.

fiir bliebige Niveaus z € RY ... die nicht IMCF-Sprungniveaus sind, gilt
IMCF

OE" (u) e OFE.(w) im Sinne des Hausdorff-Abstandes

Sei z € Ry op kein IMCF-Sprungniveau. Fir Punkte x € 0*E.(w) = 0" T E,(w) sei
R, := min{ dist(z, 0Q), dist(z, (OE,(w)\O*E.(w)))}. Dann gilt zusditzlich, dass

O*E!(u) = 0" TEL(u) "= 9*E, (w)  lokal gleichmdpBig in C*
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in jeder der Kugeln Bgr,(x), fir jedes v < 1/2. Falls u(z,t) zusdtzlich monoton
wachsend in t fir alle Zeiten und fir jedes v € R"\ Ey ist, so gilt zusdtzlich, falls z
ein IMCF-Sprungniveau ist, unter ansonsten identischen Voraussetzungen, dass

O TE (u) =3 9" TE.(w) einschichtig und lokal gleichmdpig in C*

in jeder der Kugeln Bg,(x), fir jedes o < 1/2. Falls u(x,t) stattdessen monoton
fallend in t fir alle Zeiten und fiir jedes x € R"\ Ey ist, so gilt zusdtzlich, falls z ein
IMCF-Sprungniveau ist, unter ansonsten identischen Voraussetzungen, dass

O E (u) =3 9"E.(w) lokal gleichmipig in C°

in jeder der Kugeln Br,(x), fir jedes a < 1/2.

Bemerkung: 1) Wir werden in Proposition 2.36 zeigen, dass die gegebenen Kon-
vergenzen fiir monoton wachsende Losungen u von (x) einschichtig sind.

2) Wir geben im Anschluss an den Beweis ein Theorem, das die Ergebnisse unter
den besseren Regularitétseigenschaften in Dimension n < 7 zusammenfasst.

3) Die Arbeit im folgenden Beweis steckt darin, zu zeigen, dass die Normalen der
beteiligten Familien von Hyperflachen relativ zu einander nur so wenig kippen, dass
man sie in einer kleinen Kugel B,(x) um einen Punkt x der Zielfliche als Graphen {iber
deren Tangentialraum in x darstellen kann. Diese Aussage folgt zwar ebenfalls direkt
aus dem bereits zitierten Theorem 4.1.3 in [Schb], soll aber hier der Vollstandigkeit
halber nochmals elementar bewiesen werden. Die im Beweis konstruierte Situation
wird insbesondere zum Beweis von Proposition 2.36 benotigt.

Beweis: Wegen Lemma 2.31 und des Abschnittes davor sowie der Bemerkung danach
erhalten wir in jedem Fall, dass die passenden Konvergenzen ) Ef(u) —™) E_(w)
im Sinne von L}, geschieht. Dies gilt bereits wegen der lokal gleichméfigen Konver-
genz der Funktionenfolge, durch die diese Mengen definiert werden. Den Rest des
Beweises fithren wir nur fiir den Fall, dass z kein Sprungniveau fiir w ist. Die anderen
Fille folgen vollstéindig analog. Wir arbeiten im Beweis stets mit wie im Beweis von

Lemma 2.31 konstruierten Folgen von Zeiten (x)gen-

Schritt 1) Etabliere die Situation um einen Punkt ¢ der Zielfliche: Wir wéhlen
zundchst ¢ € *EY = 0*FE.(w) beliebig und translatieren so, dass ¢ = 0 € R™.
Es existiert der Tangentialraum 7,0*EY, den wir mit der entsprechenden Tangen-
tialebene identifizieren. Rotiere nun so, dass v = e,. Wéihle dann r > 0 mit r <
min{ R/2, min; po(t)} hinreichend klein, so dass wegen des Regularitétstheorems 2.14
fir B, := B,(0,0) C R"! x R eine Funktion f € CY*(ToN* N B,(0,0)) existiert, so
dass
f(0)=0, Df(0) =0, 0"E; N B,(0) = graph(f), [[fllcre < K,

wo K nicht vom gewéhlten Punkt ¢ oder von r abhéngt. Insbesondere gilt dann fiir
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alle y € B,.(0) N To0*EY, dass
D)l = [Df(y) = DFO)| < [y|"K <r°K,
[f@)] < f(0) + (sup | Df())ly — O] < [y| K <7 -r"K .

Sei deswegen r zusitzlich so klein gewdhlt, dass |Df(y)| < 5. [f(y)| < 155 Die
Mengen Ay = {p € R" | dist(p,0EY) < +} aus (2.28) haben in dieser Graphen-

Situation insbesondere die Eigenschaft, dass

1

Wir betrachten daher im Folgenden stets so grofie k, dass % < 165, damit

2
ArNB.CS:= { (x,2,) ‘ x € To0"EY N B.(0), |z,| < WTO } :

Schritt 2) Sichere die Regularitét der approximierenden Fléchen in einer geeig-
neten Umgebung. Von der ebenfalls in Lemma 2.31 konstruierten Folge (ug)gen
(ur = u(-,tg)) ist bekannt: fir hinreichend grofies k ist {uy = 2z} C Aj,. Wéhle
nun eine Zusammenhangskomponente 2 von d{u;, = z} N B, aus. Jede Folge (xy)ken
von Punkten z; € Z; konvergiert wegen Lemma 2.31 zu einem reguldren Punkt
Too € OFEY mit positivem Abstand d zur singuldren Menge O0EY\0*EY. Wenn wir
daher r gegebenenfalls noch etwas verkleinern, so existiert wegen des Satzes iiber
Konvergenz zu regulidren Punkten 2.24 ein kg € N, so dass fiir alle k£ > kg bereits Z;,
ausschliefllich aus reguldren Punkten besteht und so dass jedes xp € Z;. einen festen
Mindestabstand d; zum néchstgelegenen nichtreguldren Punkt innerhalb derselben
Komponente von 9*E' oder §* * E' einhilt. Indem wir von dj auf 0 < inf, d =: d
iibergehen und die vorigen Uberlegungen mit r < d /2 wiederholen, kénnen wir daher
die C%*—Abschitzungen nutzen, die Theorem 2.14 fiir jede der Flichen Z; in der
Menge B, garantiert. Da auch die Grenzfliche 9* E¥ lokal von der Klasse C1 ist,
konnen wir die Abschéatzungen 0.B.d.A. als gleichméfig in k£ annehmen.

Schritt 3) Untersuche die Normalen der Hyperflichen Zj. Wihle dazu ein p € Z;
mit dist(p,q) < 5. OBdA ist (p, e,) > 0 (sonst Punktspiegelung am Ursprung).
Wegen Zj, N By, /5(p) C B,(0) ist mit demselben Argument wie in Schritt 1 auch diese
Fliche Graph einer Funktion gi : T2, N Byyys(p) — R mit ||g][p1a < K. Sei vy
diejenige Wahl der Normalen an Zj in p, fiir die (v, e,) =: 7 > 0. Rotiere in der
To0* EY-Ebene um den Ursprung, so dass

Vg = ve, + 1 —7%eq . (2.31)
Analog zu graph(f) C S gilt nun auch graph(g) C Sk, wo dS, C E_UE,

-
E_={seR": <l/k,8>:<l/k,p>—m},

r
E+:{S€Rn : <l/k,8>:<l/k,p>+ﬁ .



Schwache Losungen: Konvergenz der Niveaumengen 7

Weil die Folge uy, so konstruiert war, dass insbesondere Z, C Ay, erhalten wir in dem
nun vorliegenden linearisierten Bild, dass F_ den in positive e,-Richtung gelegenen

Abbildung 2.1: Schematische Darstellung der Umgebungen und linearen
Objekte des Beweises in der x1, x,, -Ebene

Rand der Menge S in B,(0) N By, 5(p) nicht schneiden kann. Also gilt fiir jedes
s € E_ N Bs,5(0), dass (s, e,) < 2. Dies und (2.31) ergibt nach Einsetzen in die
Gleichung fiir F_, dass

T
Vs e E_ (s, en) = —100 + (P, en) + V1 =72((p, e1) — (s, e1))
Z—ﬁ—gvl—vz—@, e1)y/1—~2, also
2r r T
FEF NB : > — /1 —~2% = 1—~2.
Vs € E-NBys(0) : Y7552 “100 1 7= (s ) 7
(2.32)

Nun existiert aber s € E_ N Bs,/5(0) mit

3r\ 2 3r\ 2 2r\* r
- =) - 2 > =) (= -
(s, e \/( D) - serzy() - (5) 5
Folglich kann man s € E_ N Bs,/5(0) mit (s, e;) = —F wéhlen und sieht mit (2.32)
., [5
7= Vooa

Insbesondere sind also alle Zj, in Bs, /5(0) als Graphen von Funktionen gy, iber T,0*EY
darstellbar. Wir erhalten daher eine in C*(T,0* E¥ N Bs, /5) gleichméBig beschréinkte
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Folge von Funktionen. Wegen der wohlbekannten kompakten Einbettung C1® — 19
konvergiert daher eine Teilfolge. Da die gesamte Folge wegen Lemma 2.31 punktweise
konvergiert, ist der Limes der Teilfolge bekannt und gleich N, (w). Die Argumentation
oben zeigt, dass die C''*—Konvergenz dann auch fiir die gesamte Folge gilt. Da o <
1/2 beliebig und [ beliebig nah bei a gewéhlt werden kann, gilt das Ergebnis fiir alle
B < 1/2. Wir bezeichnen in der Aussage der Konvention halber dieses 5 mit a.

O

Theorem 2.34 (Konvergenz in Dimension n < 7) Sei u eine schwache Lisung
von (%), die eine Wachstumsbedingung der Art (2.27) erfillt. Weiter konvergiere
u(-,t) — w lokal gleichmafsig fir t — oo, wo w stationdre schwache Losung von
(x) ist. Falls dann z > 0 kein IMCF-Sprungniveau ist, so gilt, dass

OE'(u) = 01E (u) "= 0E.(w) lokal gleichmifig in C*

fir jedes o < 1/2. Falls u(z,t) monoton wachsend in t fir alle Zeiten und fir jedes
x € R"\Ey ist, so gilt zusdtzlich, falls z ein IMCF-Sprungniveau ist, dass

OYE (u) = 0VE,(w) einschichtig und lokal gleichmifig in C™

fir jedes o < 1/2. Falls u(z,t) stattdessen monoton fallend in t fiir alle Zeiten und
fir jedes x € R"\ Ey ist, so gilt, falls z ein IMCF-Sprungniveau ist, dass

OE! (u) "= OE.(w) lokal gleichmafig in C*
fir jedes o < 1/2.

Beweis: Die stationdre Losung w ist eindeutig und somit e—approximierbar. We-
gen der Lemmata 2.28 und 2.27 gilt in Dimension n < 7 automatisch, dass Rh%op
jedes Niveau z > 0 enthalt. Singuldre Mengen treten wegen der kleinen Dimensi-
on nicht auf. Damit folgen alle Konvergenzaussagen aus dem letzten Theorem. Die

Einschichtigkeit beweisen wir in Proposition 2.36.
0

2.3.6 Niveaumengen monoton wachsender Losungen

Sei w monoton wachsende Losung von (x), zum Beispiel zu den in Korollar 2.12 oder
Proposition 2.13 gegebenen Anfangswerten. Wir nutzen aus, dass dann die ”bulk
energy” der Energie JPX! aus (2.20) das richtige Vorzeichen hat, um herauszufinden,
dass die Konvergenz aus Theorem 2.33 zu reguldren Punkten einschichtig ist. Um
diesen Begriff prézisieren zu konnen, bezeichne w die stationédre schwache Losung
von (%), zu der u konvergiert. Wir fixieren ein zp und erinnern an die Mengen

0 D (w) i= { v € 0 DB (w) | dist(, (0 VB (00" B, (w)) 2 d }
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aus dem Regularitéitstheorem 2.14. Wir sagen dann, die Konvergenz von 0 (+)E§O (u)
gegen die Menge 0 WE, (w) sei einschichtig gegen regulire Punkte, falls fiir jedes
kleine d > 0 ein t; € R existiert, so dass fiir beliebiges € 9% (FE,, (w) und fiir jedes
t > tq die Menge

0 (+)E20 (U) N Bd/2 (3?)

einfach zusammenhéngend ist und keine Zusammenhangskomponente ihres Komple-
ments umschlief3t.

Sei E eine prikompakte Menge lokal endlichen Umfangs in R". Man sagt, F
sei von auflen minimierend oder minimiere die Oberfliche von auflen (sei outward
minimizing / outward area minimizing) in einer Menge A, falls fiir alle prakompakten
Mengen F' C R" mit £ C F und F\E C A gilt, dass

PENK| < |9°FNK]|

Dabei sei K ein beliebiges Kompaktum mit A C K. Wir sagen, F sei von auflen
minimierend, wenn FE von auflen minimierend in A fiir alle beschrinkten Mengen
A C R" ist. Wir finden fiir unsere Situation folgende Anwendung dieses Begriffs.

Lemma 2.35 Sei u monoton wachsende Losung von (x). Dann sind fir alle Zeiten
t > 0 die Mengen TE'(u) von aufen minimierend, falls sie prikompakt sind. Die
Mengen E!(u) sind von aufen minimierend, falls sie prikompakt sind und z > 0 gilt.

Beweis: Seit > 0 regulire Zeit und sei und z fest gewihlt. Weiter sei ' CC Q) eine
Menge mit TE:(u) C F. Falls dann K ein Kompaktum mit FATE! C K ist, so folgt,
weil TE! die Energie JPX* in K von aufen minimiert, dass auch

O EINK| < |0 TEL K| + / V| 41 dC" < |9 FNK] .
F\ tE?

Folglich ist die Menge ™ E* von auflen minimierend.

Angenommen, z sei kein Sprungniveau von u zur Zeit t. Wegen 0* E* = 9*TE! ha-
ben wir dann, dass E!(u) ebenfalls von aulen minimierend ist. Sei nun z frei gewéhlt,
dann folgt die Behauptung durch Approximation von z mit Nicht-Sprungniveaus von
u zur Zeit t von oben und von unten, sowie mit Lemma 2.20 durch die triviale
Wahl H = 0 in der Energie aus (2.16). Die fiir das Lemma bendétigten gleichméBigen
Schranken an H"~'(9* E! N K) folgen wie im Beweis von Proposition 2.22.

Falls t > 0 nicht notwendig regulére Zeit ist, nutzen wir die Tatsache, dass die
Energie H aus Lemma 2.20 offenbar das selbe Vorzeichen haben muss wie |Vu| + .

Der Rest des Beweises ist analog zum obigen Fall regulérer Zeiten.
OJ

Mit Hilfe der im Beweis zum Hauptsatz iiber Konvergenz 2.33 konstruierten Situation
kénnen wir jetzt das Versprechen vom Beginn dieses Abschnitts einlosen und die
folgende Proposition beweisen.
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Proposition 2.36 Sei u monoton wachsende schwache Lisung von () die die Vor-
aussetzungen des Hauptsatzes tiber Konvergenz 2.33 erfiillt. Dann ist jede der dort fiir
u gegebenen lokalen CY*— Konvergenzen zusdtzlich einschichtig gegen requlire Punk-
te.

Beweis: Wir arbeiten mit den Bezeichnungen aus dem Beweis des Hauptsatzes iiber
Konvergenz 2.33 und fiihren einen einfachen Widerspruchsbeweis. Dazu fixieren wir
ein Niveau z und nehmen beispielsweise an, die Konvergenz von d"E*(u) zu reguliren
Punkten von 0 TEY sei nicht einschichtig. Dann gibt es € 95 TEY fiir ein d > 0, so
dass auf einer Folge t, — oo die Mengen

0 +Ezk (u) N Bd/2 (I)

nicht einfach zusammenhéingend sind oder Komponenten ihres Komplements um-
schlieflen. O.B.d.A. (sonst benenne die Folge anders) sind die so gefundenen ¢; und
das d oben gerade die t;, und das d aus dem Beweis von Theorem 2.33. Dann wissen
wir aus dem Beweis von Lemma 2.31, dass ({u(-,tx) = 2} N Byja(x)) C (AxNBya(x)),
und dass jede Zusammenhangskomponente 2 von 0 YE! (u) N By, /5(x), fiir das r > 0
aus dem erwihnten Beweis, Graph einer passenden Funktion und enthalten in der
Schicht S (siche auch Abbildung 2.1) ist. Seien Z} und Z? zwei solche Komponenten.
Sei
F :={y € Byj2(x) | x liegt zwischen Z}, und Z; und u(z,t;) > 2} .

Weil u stetig ist, gilt sogar L™"(F') > 0. Offenbar ist TE% (u) C (TE%(u) U F) und

H* 0 ("B (u) UF)) <

n—1 5
<H"H(TEX(u)

2/k 3r\ "2
A () — H () — H(2) + L (—)

WO W(,—1) das Volumen der (n — 1)-dimensionalen Einheitskugel bezeichnet. Insbe-
sondere haben wir damit einen Widerspruch dazu erzeugt, dass TE% (u) von aufien
minimierend ist, und die Behauptung ist bewiesen. In allen anderen Féllen folgt die
Behauptung ganz analog.

O

Hat der betrachtete Raum R™ die Dimension n < 7, so haben die Niveaumengen
der betrachteten Funktionen keine singuldre Menge. Aus den Ergebnissen des Exi-
stenztheorems 2.9 beziehungsweise des Fortsetzungssatzes 2.13, der Aquivalenz der
beiden schwachen Losungsbegriffe aus Theorem 2.16, des Regularitéitergebnisses fiir
die Rénder der Subniveaumengen aus Proposition 2.22 sowie der Existenz einer schwa-
chen mittleren Kriimmung bestimmter dieser Rénder aus Lemma 2.23 und aus dem
Konvergenztheorem 2.34 sowie Proposition 2.36 dieser Arbeit folgt daher insbeson-
dere das folgende, abschliefende Theorem.
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Theorem 2.37 (Hauptergebnisse in Dimension n <7:) Sein < 7, und sei
[ € COYR"\Ey) eine beliebige nichtnegative Funktion. Dann hat das Problem (x)
mit den Anfangswerten f laut Theorem 2.9 eine nichtnegative schwache Lésung u im
Sinne der Definitionen 2.2 beziehungsweise 2.15, die diese Anfangswerte stetig an-

nimmt und fir alle Zeiten existiert. Fiir diese Losung gilt: Fs existiert eine Konstante
¢ =¢é(n, Eo, f), so dass

i) \Vu| < é(n, Eo, f)  und
i) Vit>0, —@—zegﬁugﬁﬁ:

Fiir jede schwache Lésung von (x) gilt: Zu jeder Zeit t > 0 und fir jedes Niveau
z > 0 sind die Rinder der Niveaumengen E. und *E! regulire Hyperflichen des R™,
falls die Menge selbst beschrdankt ist. Diese Hyperflichen erfiillen lokal gleichmdjige
C1*— Abschitzungen, die nur von |||Vul|l., und ||t zur Zeit t auf einem hinrei-
chend grofsen Kompaktum und von den CY*— Abschditzungen von OE, abhingen. Ist
weiterhin z kein Sprungniveau von u zur Zeit t, so gilt OE! = 0T E! = {x|u(x,t) = z}.
Friir beliebige Niveaus z besitzen die Flichen OEL und 0T E! Flichen zu jeder Zeit eine
schwache mittlere Krimmung in L>.

Ist f eine schwache Sublosung der Niveaufldchenformulierung des inversen mitt-
leren Krimmungsflusses nach [HIO1] und erfillt f eine Wachstumsbedingung der
Form

f(z) > (s(n— 1)log¢ - c)

SUPgEg, || +
fiir feste Werte s > 0 und ¢ > 0, so ist u zudem proper, eindeutig und monoton wach-
send und konvergiert fiir t — oo lokal gleichmdf$ig gegen die eindeutige, schwache
Lisung w des inversen mittleren Kriimmungsflusses auf R™\ Ey. Die Flichen 0 *E"
dieser Losung konvergieren fiir jedes Niveau z mit t — oo einschichtig und lokal
gleichmdfyig in der C1*—Norm gegen die Flichen 0 TE.(w). Alle diese Flichen be-
sitzen eine schwache mittlere Kriimmung HY und es gilt |H||, < t~Y2(né)Y2 +¢ fiir
das ¢ aus der Abschdtzung i) oben.

[

O
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2.4 Anhang: Ein Maximumprinzip

Die folgenden Uberlegungen zeigen insbesondere, dass die Funktionen ¢, von Seite
19 und ¢3 von Seite 20 aus dem Abschnitt iiber Gradientenschranken am Rand auch
dort als Barrieren fiir eine glatte Losung u,. des Problems (x.) wirksam sind, wo die
Distanzfunktion d zur Vergleichsfliche ¥ = 0Fy nicht zweimal klassisch differenzier-
bar ist. Wir zeigen dies fiir die Situation der oberen Barriere und formulieren das
ganzlich analog beweisbare Ergebnis fiir untere Barrieren als Korollar. Stets nehmen
wir an, OE, sei von der Klasse C* mit k > 2.

Die Idee ist es, zu zeigen, dass ein klassisches parabolisches Maximumprinzip
deswegen ausreicht, weil glatte Losungen u, die Barrieren ¢od(z), d(x) := dist(z, 0E))
ohnehin nur dort beriihren kénnen, wo diese Barrieren ebenfalls regulér sind. Wir
bendtigen zunéchst eine Bezeichnung.

Definition 3.1 Sei OE, eine C*-Hyperfliche, k > 2, fir Ey C R", und sei v €
R"\ Ey. Wir nennen x einen ambivalenten Punkt (der Distanzfunktion von OEy),
falls p # q, p,q € OEy existieren, so dass |v —p| = |z — q| = d(z).

Wir zeigen zunéchst, dass der Wert einer glatten Funktion u mit v < ¢ o d an einem
ambivalenten Punkt nicht mit dem Wert von ¢ o d iibereinstimmen kann, weil sich
sonst eine Richtung angeben ldsst, in die v an diesem Punkt nicht differenzierbar
ware.

Lemma 3.2 Sei u eine glatte Funktion auf Q C (R"\Ey). Sei weiter ¢ : [0,a) —
R : s +— ¢(s) glatt, streng monoton wachsend mit ¢’ > 0, und gelte ¢p(s) — oo
fir s — a. Wenn u(x) < ¢(d(x)) gilt, wo beide Funktionen definiert sind, so gilt
u(z) < ¢(d(x)) fiir alle dort liegenden ambivalenten Punkte x.

Beweis: (Vergleiche Abbildung 3.1) Sei x ein ambivalenter Punkt und p # ¢ in X so,
dass dist(z,0Ey) = |r — p| = |z — ¢ ist. Wir verwenden Standardbezeichnungen fiir
den R™. Sei 0.B.d.A. z = 0 € R"™ und liege das Dreieck z,p, ¢ in der x1, x,,-Ebene so,
dass (p, €,) = (g, e,) und 0 < (p, e1) = —(q, e1). Wenn s ein Punkt auf der positiven
x1—Achse und |s| klein ist, dann folgt aus elementarer Betrachtung der Seitenldngen
in den Dreiecken (p, s,0) beziehungsweise (g, —s,0), dass

dis) <|p—s| <|p—0]=d(z) und d(—s)<d(x).

¢(d) hat also entlang der z1-Achse ein striktes lokales Maximum in = 0. Angenom-
men, es wire entgegen der Behauptung u(z) = ¢(d(z)). Da die z;-Achse eine lineare
Nebenbedingung darstellt und mit dem Gradienten von ¢ o d einen spitzen Winkel «
einschlieBit, gibt es eine positive Konstante ¢(«), so dass fiir kleines 6 > 0

u(her) — u(0) ¢(d(her)) — ¢(0)

NG h B Hf?\sél P h < o) de[d(O)l—%,d(O)M]gb( )

u(hey) — u(0) . ,
im ——~72 > f .
und  lim —— Z @) oy @ (@) >0
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&
\

-S x S Ty

Abbildung 3.1: Situation um einen ambivalenten Punkt der Distanzfunk-
tion von OF)

Also existiert a%lu(a:) nicht, was ein Widerspruch dazu ist, dass u glatt ist.
!

Falls fiir eine glatte Funktion v mit u < ¢ od also an einer Stelle z gilt, dass u(xy) =
o(d(xg)) =: g, so ist xy kein ambivalenter Punkt. Wir zeigen im néchsten Lemma,
dass ein Vergleich der Niveaufliche {u = ¢y} mit der Niveaumenge {¢ o d = ¢}
geniigend Kontrolle iiber den kleinsten Eigenwert der zweiten Fundamentalform von
0Fy in einer Umgebung des die Distanz realisierenden Punktes von zy ermdglicht,
um die Regularitiat der Distanzfunktion in einer Umgebung von xy zu erhalten. Dazu
nutzen wir, dass jede Niveaumenge von ¢ o d einer Niveaumenge von d entspricht.

Lemma 3.3 Seien Ey, 0Fy, u, d und ¢ wie im letzten Lemma. Insbesondere sei
u < ¢od, wo beide Funktionen definiert sind. Falls dann co := u(xy) = ¢(d(xg)) an
einer Stelle zy ist, so existiert eine Umgebung U um g, so dass d € C*(U) (und

somit auch ¢ od € C*(U)).

Beweis: (Vergleiche Abbildung 3.2) Seien xg,co wie im Lemma gegeben. Wegen
Lemma 3.2 ist xg kein ambivalenter Punkt. Sei daher p € dFy der eindeutig bestimmte
Punkt mit d(xy) = |zo — p|. Wegen u < (¢ od) gilt

{u=co} S{pod=co}.

Weil xg nicht ambivalent ist, enthélt auch der Strahl L von p aus in Richtung z
zwischen zy und p keine ambivalenten Punkte. Dies folgt aus der Tatsache, dass
By = Bi(ag)(1o) die Fliche 0FE, nur in p beriihrt und daraus, dass fiir Punkte
teL,|T—p| <|vo—p| die entsprechenden Kugeln By (Z) in By, enthalten sind.
Wir finden daher fiir die glatte Funktion u, dass

< lim

U@ @) (@) — d(d(xo)

F—xg ‘_fj — x0| T—x0 |d(§3’) — d(xo\)

— _¢"d(zo) <0,
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also |Vul|(zg) > |¢'(d(z0))| # 0 und daher |Vu| # 0 auf einer Umgebung U von z.
Es ist daher S := {u = ¢y }NU eine glatte, reguldre Hyperfliiche des R™. Insbesondere
erfiillt S eine beidseitige Kugelbedingung. Folglich gibt es einen Punkt kg € L mit
|k§0 — p‘ > |$0 —p‘, so dass fiir Ty = |k§0 — .730‘ gllt Bro(kO) ns = Xg. 0.B.d.A ist
ro so klein, dass auch global B, (ko) N {u = ¢o} = x¢ gilt. Weil nach Konstruktion

{u=1¢y }

~__Biss(ro) 0B,

0E,

'0B,(p) CV

Abbildung 3.2: Situation um einen Beriihrungspunkt der Graphen von
w und ¢ o d. Der Ball Bs/3(x) ist vergroBert wiedergegeben.

aber B, (ko) C {u > ¢} C {pod > ¢} ist, folgt d(ko) > 79 + |ro — p|, somit
d(ko) = 1o + |ro — p| und die Distanz d(kg) wird nur in p realisiert. Fiir Ry = d(ko)
beriihrt also insbesondere der Ball By, := Bg, (ko) die Fliche 0F, nur in p. Bezeichnet
k(p) den kleinsten Eigenwert der zweiten Fundamentalform von 0Fj in p, so gilt
daher k(p) > —RLO. Weil die Funktion ¢ — k(q) auf OE, stetig ist, existiert daher eine
Umgebung V' um p in 0Fy mit

w24 a)

Wir zeigen abschlieend, dass die Distanzfunktion in einer kleinen Umgebung von z
nur von 0FyNV abhéngt. Man wéhle dazu einen Radius r, so dass B,.(p) C (0E,NV).
Dann gilt fiir hinreichend kleine Wahl von 4, 0 < 6 < |kg — 2¢|/2, dass

dist ( 0By \B:r(p) , 0By,\B:r(p) ) >3 >0.

Fiir beliebige Punkte y € Bs/3(zo) gilt dann nach eventueller Verkleinerung von
§, dass |y — p| < d(zo) + 2. Andererseits gilt aber fiir alle ¢ € (0Ey\B,(p)), dass
ly — q| > dist(y, 0By,) + 26 > d(zo) + 2. Folglich realisieren alle Punkte y € Bjs(o)
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ihre Distanz zu dFy innerhalb von (0FEy N B,(p)) C V, das heifit
auf ganz Bj/s(wo) gilt:  d(-) = dist(-, 0Ey) = dist(-, (0E,NV)) .

Weil aber auf V' die Abschitzung (3.1) gilt, besagen Standardargumente fiir die Re-
gularitét der Distanzfunktion von einer Hyperflache (wie zum Beispiel in [GT83]
Abschnitt 14.6.), die sdmtlich lokale Argumente sind, dass d auf ganz Bj/s3(xo) so
glatt ist wie OFy in der Umgebung V.

O
Aus den vorangegangenen Uberlegungen zusammen mit dem klassischen paraboli-
schen Maximumprinzip erhalten wir nun direkt das fiir uns interessante folgende

Lemma 3.4 Sei u eine glatte Losung von (x.), ¢ : [0,a) — R : s — ¢(s) streng
monoton wachsend mit ¢' > 0, und gelte ¢(s) — oo fiir s — a. Wenn ¢od dort eine
C?—Superlosung von (%) ist, wo d(x) = dist(z,0F,) zweimal stetig differenzierbar
ist, und falls auf dem ganzen Definitionsbereich von ¢pod gilt, dass u(x,0) < ¢(d(x)),
so bleibt u(z,t) < ¢(x) dort fiir alle Zeiten erhalten.

Beweis: Falls zu einer beliebigen Zeit ¢ gilt, dass u(-,t) < ¢ o d, wo immer beide
Funktionen definiert sind, und falls u(z, t) = ¢(d(x)) an einer Stelle x ist, so folgt aus
Lemma 3.2, dass x kein ambivalenter Punkt sein kann. Lemma 3.3 besagt dann, dass
¢ o d in einer Umgebung von x so regulér ist wie OFj, in der Situation dieser Arbeit
also zweimal stetig differenzierbar. Das klassische parabolische Maximumprinzip sorgt
dann fiir den Erhalt von u, < (¢ o d) fiir alle Zeiten.

O
Mutatis Mutandis folgt aus den selben Beweisen die folgende analoge Aussage fiir
untere Barrieren:

Korollar 3.5 Sei u glatte Lisung von (x.), ¢ : [0,00) — R : d — ¢(d) streng
monoton fallend mit ¢ < 0. Wenn ¢ o d dort eine C*—Sublosung von (x.) ist, wo
d(z) = dist(z, 0Ey) zweimal stetig differenzierbar ist und falls u(z,0) > ¢(d(z)) auf
ganz Q gilt, so bleibt u(x,t) > ¢(x) iiberall fiir alle Zeiten erhalten.

O
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