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Zusammenfassung

Thomas Fuf

Quantenchromodynamik als effektive Theorie von Quarks und zusammengesetzten Gluonen

Ziel dieser Arbeit ist es, die Quantenchromodynamik als effektive Theorie aus einem nichtlinearen Spinor-
feldmodell abzuleiten. Dabei werden die Gluonen als zusammengesetzte Teilchen postuliert.

Als Ausgangspunkt wird ein Modell eingefiihrt, das die Quark-Quark Wechselwirkung beschreibt.

Da konventionelle Spinortheorien nicht renormierbar sind, wird das Modell unter Beniitzung von Hilfsfel-
dern formuliert. Fiir diese Hilfsfelder werden drei Feldgleichungen erster Ordnung postuliert. Das auf diese
Weise postulierte Modell ist ein relativistisch invariantes, regularisiertes, lokales, kanonisch quantisierbares
Spinorfeldmodell, das einer Wahrscheinlichkeitsinterpretation zugénglich ist.

Die kanonische Quantisierung bezieht sich auf die Hilfsfelder, und es wird eine Quantenfeldtheorie in den
Hilfsfeldern formuliert.

Anschlieflend wird ein Zustandsraum fiir die Hilfsfeldoperatoren angegeben. Durch die GNS-Konstruktion
wird eine zyklische Basis iiber dem unbekannten Grundzustand konstruiert. Die Dynamik eines Zustandes
wird durch die Heisenberggleichung fiir Operatoren beschrieben. Eine kompakte Formulierung wird durch die
Einfiihrung von Funktionalzustinden ermdglicht. Eine isometrische Abbildung zwischen den Hilbertraum-
zustinden und den Funktionalzustinden gestattet es, die Quantenfeldtheorie in einem Funktionalraum zu
formulieren. Das Ergebnis ist die Algebraische Schrédingerdarstellung fiir Funktionalzusténde. Die explizite
Darstellung wird mittels Normaltransformation festgelegt. Damit wird eine explizite Zustandsdarstellung
der elementaren Hilfsfelder abgeleitet.

Die Schwache Abbildung transformiert die Gleichung fiir die Zustandsdarstellung der elementaren Hilfsfelder
in eine Gleichung fiir die zusammengesetzten Gluonen und die phinomenologischen Quarks.

Fiir die Auswertung der Schwachen Abbildung werden die Wellenfunktionen der zusammengesetzten Teil-
chen, die die Verbindung zwischen den fermionischen Zustandsdarstellungen und den phinomenologischen
Quarks und Gluonen vermitteln, bendtigt. Diese Funktionen werden als Losungen der Hard-Core Gleichung,
die durch den Diagonalanteil der Algebraischen Schrédingerdarstellung gegeben ist, definiert.

In den letzten beiden Kapiteln wird die Schwache Abbildung ausgewertet und mit den phianomenologischen
Gleichungen der QCD in temporaler Eichung verglichen.

Die Motivation fiir die angewandten Techniken wird in der Arbeit ausfiihrlich diskutiert.

Bei der Ableitung der effektiven Theorie werden Abschitzungen durchgefiihrt, die einen Niederenergielimes
rechtfertigen. Die algebraische Auswertung wurde grundsétzlich exakt durchgefiihrt.
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Kapitel 1
Einleitung

Die Ableitung einer effektiven Dynamik zusammengesetzter Teilchen ist ein wesentliches Problem aller mi-
kroskopischen Theorien. Ein Beispiel ist die Quarkstruktur von Mesonen und Baryonen im gegenwértig
allgemein anerkannten Quarkmodell, das in Form der QCD definiert wird und aus dem eine effektive Theo-
rie fiir die Wechselwirkung von Baryonen und Mesonen abgeleitet werden sollte.

Der erste Schritt zur Ableitung einer effektiven Theorie ist die Berechnung der Bindungszustinde, die die
zusammengesetzten Teilchen definieren. Bereits hier treten Schwierigkeiten auf.

Um im Fall der QCD Mesonen und Baryonen beschreiben zu konnen, wiire es nétig, den Niederenergielimes
der QCD zu kennen. Dieser konnte bisher aus der QCD nicht abgeleitet werden. Deshalb wurde eine Beschrei-
bung des Niederenergiebereichs der QCD iiber eine effektive Theorie fiir Quarks konstruiert. Ausgehend vom
konstituenten Quarkmodell [1] wird deren Lagrangedichte ausschliefllich durch die Quarkfelder ohne expli-
zite Gluonen formuliert. Das einfachste Modell, das diese Bedingungen erfiillt, ist das Nambu-Jona-Lasinio
Modell.

Die Verwendung eines solchen NJL-Modells ist jedoch nicht automatisch gleichbedeutend mit seiner exakten
Losbarkeit, indem z.B. die Bindungszustéinde von Mesonen direkt berechnet werden. Vielmehr muf dieses
Modell mit verschiedenen N&herungen einer Auswertung zugénglich gemacht werden [1], [2].

Bisher wurde z.B. in der Literatur [1], [2] die Beschreibung von Mesonen als Quark-Antiquark Bindungs-
zustinde mit Hilfe der Mean-Field Approximation gewonnen. Dies fiihrt zu einer Vernachlissigung der nicht-
linearen Effekte der Wechselwirkung. Zudem wird der dafiir benétigte Propagator durch einen euklidischen
Cut-off regularisiert, wodurch die Lorentzinvarianz der Theorie verloren geht. Weitere kritische Anmerkun-
gen, auch zu anderen Verfahren, werden in [3] angegeben.

Neben diesen mathematischen Griinden gibt es noch einen physikalischen Grund, warum dieses Verfahren
nicht fortgesetzt werden sollte.

Die Hadronen, also die Baryonen und Mesonen, werden im Rahmen dieser effektiven Theorie als Farbsin-
gulettzustinde konstruiert. Speziell die Mesonen werden als Zwei-Quark Farbsingulettzustinde berechnet.
Vom Standpunkt der Gruppentheorie erlauben die Zweiquarkzustinde ebensogut Farboktettdarstellungen,
und es erhebt sich daher die Frage, warum keine Farboktettbindungszusténde berechnet werden.

Nach allgemeiner Auffassung (Confinement Hypothese) sind Bindungszustinde des Farboktetts keine beob-
achtbaren Teilchen, da nur Farbsingulettzustinde als beobachtbar angesehen werden. Andererseits sind die
Gluonen Farboktettzustdnde und daher per Definition nicht beobachtbar. Aus diesem Grund ist es dann
aber naheliegend, die Gluonen mit diesen farbigen Bindungszustinden zu identifizieren. Dies bedeutet, dafl
auch Gluonen aus einem Quark und Antiquark fusioniert sein miissen. Auch diese Idee wurde schon in der
Literatur diskutiert. Allerdings ohne hinreichende analytische Bearbeitung. Chanowitz und Drell [4] und
West [5] postulierten, daf§ die Bindung von Quarks zu Gluonen fiihrt. Terazawa [6] schliefllich beschrieb die
Gluonen als farbige Quark-Antiquarkpaare.

In der vorliegenden Arbeit wird ein Verfahren verwendet, das die oben aufgefiihrten Schwiichen (Mean-Field
Approximation, euklidischer Cut-off usw.) vermeidet. Als Grundlage dient ein regularisiertes, relativistisch
invariantes, lokales nichtlineares Spinorfeldmodell, das einer Wahrscheinlichkeitsinterpretation zuginglich ist

9



10 KAPITEL 1. EINLEITUNG

[7].

Fiir die Ableitung effektiver Theorien im Rahmen dieses Modells wird das Verfahren der Schwache Abbildung
[3] verwendet. Die Schwache Abbildung ist allgemein anwendbar, um zusammengesetzte Teilchen und deren
Wechselwirkung zu beschreiben.

Dieses Verfahren wurde zur Ableitung der elektroschwachen Wechselwirkung und der Gravitation erfolgreich
angewandt [3].

In dieser Arbeit wird mit Hilfe der eben genannten Techniken gezeigt, dal die Annahme, die Gluonen
als Quark-Antiquarkbindungszustand zu beschreiben, zu einer lokalen SU(3)-Eichtheorie fiir Gluonen und
Quarks fiihrt, sofern geeignete Niederenergieniherungen angewandt werden. Im Gegensatz zu allen anderen
bisherigen Verfahren werden hier aber Abschétzungen durchgefiihrt, die einen Niederenergielimes rechtferti-
gen. Damit wird gezeigt, dafl die QCD nicht fundamental sein mu8f.

Die Durchfiihrung dieses Programms erfordert umfangreiche Rechnungen. Algebraische Umformungen wur-
den grundsétzlich exakt und per Hand durchgefiihrt und mit Hilfe des Computer Algebra Programms “Ma-
thematica” iiberpriift.

Das Ergebnis der Arbeit sind nicht nur die Feldgleichungen einer SU(3) lokalen Eichtheorie, sondern dariiber-
hinaus zeigt sich, daf3 diese Feldgleichungen aus einer Lagrangedichte abgeleitet werden kénnen.



Kapitel 2

Das Modell

Als Ausgangspunkt der Arbeit wird ein Modell bendétigt, das die Quark-Quark Wechselwirkung beschreibt.

Postulat

Die Feldgleichungen
(ih* 0y — cmi)apdaBds, YBpi(®) = gAVasep > UBag;i(®)Yoy k(@) Ppssa(z) (2.1)

und
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(—ih Ty“au - cmi)agéABéflsz/_)Bgfzi(x) = g)\iVA B C D Z

beschreiben die Quark-Quark Wechselwirkung,.

Die Grofle 4 ist ein Dirac-Spinor mit dem Spinorindex «, (8,7, ), dem Flavorindex A, (B,C, D) und dem
Farbindex f. Einzig neu ist der Hilfsfeldindex 4, (j, k,1), dessen Bedeutung in Folgendem erliutert wird.
Die Groflen m; sind die Massen der Hilfsfelder. Die Groflen A; werden in Kapitel 2.2.1 und der Vertex V
in Kapitel 2.1 beschrieben. Die Formulierung iiber die Hilfsfelder )4 ¢;(x) mit geeigneten ); fithrt auf eine
regularisierte Theorie.

Dieses Modell ist lokal, relativistisch invariant, regularisiert und einer Wahrscheinlichkeitsinterpretation
zugénglich!
In Folgendem wird ein heuristischer Weg dargestellt, wie diese Grundgleichungen aus einem NJL-Modell
gewonnen werden kénnen.

Das NJL-Modell, das von Nambu und Jona-Lasinio [8] eingefiihrt wurde und auf den Ideen Heisenbergs [9]
beruht, gilt in den phinomenologischen Theorien als Ersatzmodell fiir den Ein-Gluonenaustausch zwischen
Quarks [2].

Das SU(3)-Flavor NJL-Modell beinhaltet folgende Annahmen [1]:

e Die u-, d- und s-Quarks tragen die zugrundeliegenden Freiheitsgrade.

e Die gluonischen Freiheitsgrade werden in einer lokalen effektiven Wechselwirkung zwischen den Quarks
ausgedriickt.

e Die effektive Wechselwirkung wird in Einklang mit den Symmetrien der QCD konstruiert.

11



12 KAPITEL 2. DAS MODELL

Die Lagrangedichte des NJL-Modells lautet:

Lng, = q(i @ —mo) g+ Lins
Ly = L8+ (2.4)

int int

51(::2 ist eine lokale Vierfermionenwechselwirkung, und L'i(f,z ist ein U(1) 4 brechender Term, der einen Sechs-

punkt-Vertex darstellt. Li(ﬁt) erfiillt die chirale U(3)r ® U(3)r Symmetrie sowie die globale SU(3) Farbeich-
symmetrie und ist invariant unter der PCT Transformation.

Ein einfaches Modell wird durch die Lagrangedichte
Lxgy = By, —m)d + g[(&@)? + (Bins®)?] (2.5)

beschrieben. ® ist ein Spinor, der neben dem Spinorindex (a) noch Farb- (f) und Flavorindex (A) trigt
(®aay)-
Wie sich in expliziten Rechnungen zeigt, mufl dieses Modell einem Regularisierungsverfahren unterzogen
werden.

2.1 Die Regularisierung des NJL-Modells

Es wird ein Regularisierungsverfahren verwendet, welches Bopp [10] in die klassische Elektrodynamik ein-
gefiihrt hat. Bopp fiihrte Feldgleichungen hoherer Ordnung ein und erhielt eine regularisierte Theorie. Dieses
Verfahren wird auf die Feldgleichungen, die aus der Lagrangedichte (2.5) fiir die Felder ® und @ folgen,
angewendet, d.h. die aus der NJL-Lagrangedichte abgeleiteten Feldgleichungen werden durch regularisierte
Feldgleichungen ersetzt. Fiir das Spinorfeld ergibt sich:

(ih7"0y — em)50a80n 1, BB (2) = gVa mop 2Bppa(@)Borss () 8514 (2) (2.6)
F1f2f3fa
mit
2
Vapep = Y 6aBScpvastysds, £.05s 5, (2.7)
f1f2f3fa h=1
véﬁ = 6043 ’
v?xﬁ = 'Vygﬁ )

und das adjungierte Spinorfeld

Daap(r) = Phso(2)V500480c5 (2.10)
erfiillt die folgende Gleichung:
(=ih "0y — em)£aBds 1. 8851 (2) = gVa nop Bps,(€)Bcqpy(@)8pap(x) . (211)
f1faf3fa
Der Index “reg” bedeutet:
(ihy"0y — em)yl = [(ihy#@u — emq)(ihy” 8y — ema) (ihy?0, — cmg)] o5 (2.12)

mit

(mz)aﬁ = mldaﬁ ’ Z = 1; 2)3 (213)
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2.2 Das Zerlegungstheorem

Im nichsten Schritt mufl dieses Modell quantisiert werden. Feldgleichungen hoherer Ordnung kénnen nicht
kanonisch quantisiert werden! Die von Heisenberg postulierte nichtkanonische Quantisierung [9] lie jedoch
keine interpretierbaren Resultate zu. Durch die Ableitung eines Zerlegungstheorems durch Stumpf [11] und
einer Verallgemeinerung des Theorems durch Grofler [12] ist dieses Modell einer kanonischen Quantisierung
zuginglich geworden. Das Zerlegungstheorem wird dazu benutzt, die Feldgleichungen (2.6) und (2.11), die
von hoherer Ordnung in den Ableitungen sind, in einen Satz von Feldgleichungen zu zerlegen, die von erster
Ordnung in den Ableitungen sind.

2.2.1 Das Zerlegungstheorem

Es gelte folgende Gleichung;:
N

[I(D-m)® =Vv(a] (2.14)

i=1

® sei die Losung dieser Gleichung, und V[®] sei ein beliebiger Wechselwirkungsterm. Werden Hilfsfelder ;
durch

N
$i=X [[(D-mp)®, i=1,...N (2.15)
=
definiert, mit
N
Aii= [[mi—m)t, i=1,...N, (2.16)
poe
dann gilt:
N
i=1
und die Hilfsfelder sind Losungen der folgenden Gleichungen:
N
(D —mi)i = AV | Y 4|, i=1,...N, (2.18)
j=1

ohne Summation iiber ¢ auf der linken Seite. Umgekehrt gilt: Wenn die Hilfsfelder ¢; Losungen der Gleichung
(2.18) sind, mit A;, wie in Gleichung (2.16) definiert, und der Spinor & durch Gleichung (2.17) gegeben ist,
dann ist dieses ® Losung der Gleichung (2.14) [11], [12], [13] und [3]. Das Zerlegungstheorem kann auch
folgendermaflen interpretiert werden: Durch die Gleichung (2.15) wird eine bijektive Abbildung zwischen
den Losungen der Gleichungen (2.14) und (2.18) definiert, und die Umkehrabbildung ist durch Gleichung
(2.17) gegeben.

Das Zerlegungstheorem gilt auch fiir Operatoren D und kann damit auf die Feldgleichungen (2.6) und (2.11)
angewandt werden. Damit kann die Quantenfeldtheorie in den Hilfsfeldern ¢; formuliert werden, und die
physikalische Theorie kann durch die Summation iiber die Hilfsfeldindizes erhalten werden.

Zum Schluf sei noch auf den Zusammenhang dieser Regularisierungsmethode mit der Pauli-Villars Regula-
risierung [14] und [15] eingegangen. Fiir die Gréflen )\;, die in (2.16) definiert wurden, gelten die Beziehungen

3

3
D=0, D mi=0. (2.19)
i=1

i=1

Diese Beziehungen, die auch bei der Pauli-Villars Regularisierung auftreten, zeigen auf, dafl die Regu-
larisierung iiber Feldgleichungen héherer Ordnung, in Zusammenhang mit dem Zerlegungstheorem, eine
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nichtstorungstheoretische Pauli-Villars Regularisierung darstellt. Hingewiesen sei in diesem Zusammenhang,
dafl mindestens ein A < 0 sein muf, was zu einer indefiniten Metrik fiihrt (siehe (2.30)). Diese indefinite
Metrik ist aber kein Hindernis fiir die Ableitung der Wahrscheinlichkeitsinterpretation, siche Kapitel 5.

2.2.2 Die regularisierten Gleichungen

Wird das Zerlegungstheorem auf die Feldgleichungen (2.6) und (2.11) angewandst, ergibt sich unter Beriick-
sichtigung von (2.15) fiir die Hilfsfelder:

3
Vaari(®) = N H(lh’y”@ —cmi)apdaB®Bar (), (2.20)
i
p— 3 J—
Gaasi@) = X [[(=ih ¥*8, — cmi)apdan®pss(x) (2.21)
i
mit
3
A= H(cmi —cmy)"h (2.22)
k=1
ki

Die Umkehrabbildung lautet:

P aar(z Z Yaasi(T @Aaf Z ¢Aafz (2.23)

und die regularisierten Feldgleichung (2.6) und (2.11) werden durch die dquivalenten Feldgleichungen

(ihy*0y — cmi)apdands 1, ¥Bapi(2) = gAiVa pep > UBpgi (@) Yoy sk (@) pssa (@) (2.24)
Ff1f2f3fa j,k,1=1
und
—_ 3 —_ —_
(—ih T8, — cmi)apbands VB i(®) = gAiVapep D Upsra(@)Poysak(@)Prsni(z) (2.25)

ersetzt, die von erster Ordnung in den Ableitungen sind. Dies sind die eingangs postulierten Feldgleichungen
(2.1) und (2.2) fiir die Quark-Quark Wechselwirkung.

2.3 Lagrange Formalismus

Um einerseits die Erhaltungsgrofien des Modells zu erhalten und um andererseits das Modell kanonisch zu
quantisieren, wird die Lagrangedichte sowie die kanonisch konjugierten Gréflen der Felder benotigt.
Die zu den Feldgleichungen (2.24) und (2.25) gehorige Lagrangedichte lautet [3]:

3
L [lbﬂﬂ = Z/\leﬁAaﬁi(m) (ihcw“@u - mic2)aﬂ 6A36f1f2¢3ﬂf2i('r)
—;Vg pop Z D aapi(®)VBs1 (€)Y £k () YD 141 () (2.26)

f1f2f3fa 4,5,k,l=1
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Der kanonisch konjugierte Impuls 7aqyi(z) := 7%, #i(#) zum Feldoperator ¥ aayi(z) ist durch

B J
Aadi § (GoYaari())
the -
= TwAﬂfi(x)Vga
ihc
definiert.
Die Hamiltondichte ergibt sich zu:
3
H(z) = Zmaﬁ(m)aomaﬁ(m) — L(x) (2.28)
i=1

3
= Y A 'Paani(@) (=ihey* O + mic®) ;04805 VB (@)
=1

3
+%Vg; pep Y Vaapi(@)VBssi(@)Porsk(@)YDssa ().

f1f2f3fa 4,5,k,l=1

2.4 Kanonische Spinorfeld Quantisierung

Die kanonischen Antikommutator-Beziehungen lauten:

[Taasii(T,1), ¥Bans(t' 1)), = ihedijdands 1,0ap0(r —1')
[Vaasi(r,t), ¥Bagi(r'st)], = 0
[WAafﬂ'(rat)77rBﬁf2j(r,7t)]+ = 0. (2:29)

Wird der kanonisch konjugierte Impuls durch die Beziehung (2.27) ersetzt, gehen diese Gleichungen iiber in:

[wjafli(ra t),¥Bp 1 (', t)] L= Xi0ij0aB0s py0asd(r — 1)
[¢Aaf1’i(r7 t)7¢Bﬂfzj (rl7t)]+ =0
I:wjl_aflz'(rat)awgﬁfgj(rlat)]_i_ = 0 (2.30)

Durch das verwendete Regularisierungsverfahren wird eine indefinite Metrik eingefiihrt, da mindestens ein
A; < 0ist (2.19). Fiir die Antikommutatorbeziehung der Ausgangsfelder ergibt sich:

3
[#h 0: 2055 0)] = 3 [0hapilrt) VB (0]
ij=1
3
= ) Aibij0ands120apd(r — 1)

i,7=1
0
[(I)Aafl(r7t)7@Bﬁfz(rlat)]+ =0
[q)-iA_afl(nt)a(I)EﬂfZ(rl7t):|+ = 0. (231)
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Die kanonische Quantisierung der Hilfsfelder fiihrt zu einer nichtkanonischen Quantisierung der Ausgangs-
felder. Die Antikommutatorbeziehungen fiir das adjungierte Feld lauten:

[(i)Aafl (I‘, t)a QBﬁfz (rla t)] + =
[@Aafl (I‘, t)7 (I)Bﬁfz (rla t)]+
[q)Aafl (1‘, t), (I)B,@fz (r',t)]+ = 0. (2.32)

Zusammenfassung:

Es wurden Feldgleichung hoherer Ordnung eingefiihrt (2.6) und (2.11), um ein regularisiertes Modell zu
erhalten. Da jedoch die Quantisierung eines Modells hoherer Ordnung in den Ableitungen grofie Probleme
mit sich bringt, wurden, durch Anwenden des Zerlegungstheorems, Feldgleichungen erster Ordnung abgelei-
tet. Fir Feldgleichungen erster Ordnung kann der Formalismus der kanonischen Quantisierung durchgefiihrt
werden. Aus der entsprechenden Lagrangedichte wurden die kanonisch konjugierten Variablen bestimmt.
Die kanonische Quantisierung der Hilfsfelder fiihrte zu einer nichtkanonischen Quantisierung der Aus-
gangsfelder.

2.5 Einfithrung von Superspinoren

Werden die beiden Feldgleichungen (2.24) und (2.25) durch ladungskonjugierte Spinoren formuliert, lassen
sie sich durch Einfiihren eines Superspinors zu einer Gleichung zusammenfassen. Zun#chst wird der ladungs-
konjugierte Spinor definiert:

Vaari(@) = Capthapgysi(z) . (2.33)

Die mittels des ladungskonjugierten Spinors ¢ formulierten Feldgleichungen (2.24) und (2.25) nehmen dann
folgende Gestalt an:

3
(ih* Oy — e1mi) o5 64B0 11 1285121 (@) = gAiVa 5o p Cob Y $Bppj (@0 g0 (@) YDssa1(2) (2:39)
F1f2f3fa 3ok, =1
und
3
(i7" O — emi)apdands, 1y isppi () = —gAiVa 20 p C5t D Wisp, (2)U0n o (1) es (). (2.35)
f1f2f3fa 7.k, l=1

Diese beiden Gleichungen kénnen nun mit Hilfe des Superspinors

, — | Yaagi(x), A=1
vuapnte) = { 200 325 (239
zusammengefait werden. Der Superindex Z := (4, a, f, 4, A) fait die algebraischen Freiheitsgrade zusammen,
dabei bedeutet

A = 1,...6 (Flavorindex)

a = 1234 (Spinorindex)

f = 123 (Farbindex)

i = 123 (Hilfsfeldindex)

A = 12 (Superspinorindex)

Damit schreiben sich die Feldgleichungen (2.34) und (2.35) als:

(D%1Z28N - lez2) ¢Z2 (Z‘) = ﬁZ1Z2ZSZ4¢Z2 (37)¢Zs (.’L')’l,/)z4 (.’L‘), (237)
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wobei folgende Definitionen verwendet wurden:

1 —— y 192 P
D21 Zy T Zh’Yalaz 6141142 5f1 fa 61112 5/\11\2
mzi,z, = Cmi1514114266!10625f1f25i1i261\11\2
2
g . h h
UZ1Z223Z4 = E :g)‘ilBi2i3i4va1a25A1A25f1f26/\1/\2(U C)a3(145A3A45f3f45A316A42
h=1
Bi2i3i4 = 1 fir ig,ig,i4 = 1,2,3.

Fiir die Superspinorhilfsfelder gilt:

[bz(r,t), bz (r',8)], = Azz/d(r —1")
mit

Az g = )\i5ii/5AA/5ff/a}\A, (CY) o -

Eine noch kompaktere Formulierung ergibt sich durch Einfiihren des Index S = (z, Z):

KS1S2¢52 = WS1525354¢52¢33¢S4
mit den Definitionen:
K5152 = (D“@M - m)5152
_Dgls2 = DZIZZ(S(!LH - .’L'z)
ms;s, = Mz 7,0(x1 — T2)
W51525354 = UZ1Z2ZSZ46(-'L'1 - -752)6(:1"1 - "1"3)5(551 - 334)-

Die Vertauschungsrelation schreibt sich nun:
[Vs,vs]y" = Ass
mit

ASS’ = AZZI5(T — 7‘,).

17

(2.42)

(2.43)

(2.49)

(2.50)

In den folgenden Kapiteln wird die explizite Zeitableitung des Feldoperators ¥ bendtigt. Dabei ist zu beach-
ten, daf3 die Zeit ¢ als Parameter betrachtet wird und alle Feldoperatoren zur selben Zeit ¢ =const. betrachtet
werden. Daher wird der Index I eingefiihrt mit Iy, = (vg, t, ag, Ak, ik, Ak, fr)- Fiir die Zeitableitung des Feld-

operators ergibt sich:

ih%zph = Knon¥n + Wi nnntntnin
mit
Kpp = z'%DOZIZ3 (D§3Z25k —Mz,2,) 6(r1 — 12),
W111213,—4 = —i£D0Z1Z5[7252223245(1‘1 —13)d(r1 —r3)d(r1 —r4).

h

(2.51)

(2.52)

(2.53)
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2.6 Einfithren des Index &

Der Index « fafit den Freiheitsgrad des Superspins und der Farbe zusammen.

1 fir A=1,f=1
2 fir A=1, f=2
_ 3 fir A=1, f=3
= 94 fir A=2 f=1 (2.54)
5 fir A=2, f=2
6 fir A=2 f=3
Mit (2.54) lautet der Operator der kinetischen Energie und des Vertex (I = (r,t,a, 4,4, &))
Knr, = (—ihc (7°7%) 4 g Ok (x1) + mi102731a2) 041 420k k00i1i,0 (11 — T2) (2.55)
W11[21314 = gc}‘ild(rl - 1'2)5(1'1 - 1‘3)(5(1‘1 - r4)Bi2i3i46A1A26A3A46N1H2L23/~:4
(’Yglag Casas — (7075)a1az (750)043(14) ) (2.56)
dabei bedeutet die Matrix L°
0o _ 0 13
0 = ( Lo ) (2.57)
Die Hamiltondichte (2.28) lautet in Superspinorschreibweise:
1. - 1- A
,H(.’IJ) = 5A111K112¢I1¢I2 + ZA111W1121314¢I1¢Iz¢13¢14 (258)
mit
AIII = /\i_léiz"(sAA’Lgn' (C’yo)aal(S(I‘ - I‘I). (259)

2.7 Symmetrien

In den letzten Abschnitten wurde die Operatorstruktur der Quantenfeldtheorie untersucht. Daneben muf} ein
Zustandsbegriff eingefiihrt werden. Unter der Annahme, daf fiir die Darstellung der Theorie ein Vektorraum
HH existiert, zeigt sich aus den Gleichungen (2.19) und (2.30), daf dieser Vektorraum IH eine indefinite
Metrik besitzt. Der Darstellungsraum IH wird als Hilbertraum mit indefiniter Metrik postuliert. Dieser
Zustandsraum ist ein Darstellungsraum bestimmter Symmetriegruppen, die in [3] und [16] diskutiert werden.
Er gilt fiir die mikroskopische Theorie. Wie dann, sowohl in der mikroskopischen Theorie, als auch in der
effektiven Theorie, eine Wahrscheinlichkeitsinterpretation abgeleitet werden kann, wird in Kapitel 5 darge-
legt.



Kapitel 3

Algebraische Schroédingerdarstellung

Die Algebraische Schridingerdarstellung ist die Formulierung des Hamiltonformalismus fiir Quantenfelder
jenseits der Storungsrechnung. Trotzdem ist die Storungsrechnung fiir die Begriindung der Verwendung der
Algebraische Schrodingerdarstellung unentbehrlich.

Die Storungsrechnung zeigt ndmlich, dafl die Zeitentwicklung die beteiligten Teilchen im Wechselwirkungs-
bereich zu virtuellen Teilchen werden 148t, d.h. Teilchen, die ihre Massenschale verlassen.

Dies bedeutet, dafl es unmoglich ist (schon in der Stérungstheorie), Wechselwirkungen korrekt zu beschrei-
ben, wenn die betreffenden Teilchen auf die Massenschale gezwungen wiirden. Eine solche Einschréinkung
erzwingt dann eine Beschreibung im Hamiltonformalismus, weil jede kovariante Formulierung von Teilchen
die Massenschale bedingen wiirde.

Diese Erkenntnisse werden auf den hier vorgestellten nichtstérungstheoretischen Formalismus iibertragen.
Aus diesem Grund wird die zu entwickelnde Quantenfeldtheorie einzeitig formuliert.

Es zeigt sich, daf} dieser einzeitige Formalismus mit der Einfithrung von Normen, Skalarproduk-
ten, Wahrscheinlichkeitsinterpretation und der im nichsten Kapitel vorgestellten Schwachen
Abbildung nicht nur vertriglich ist, sondern sogar zwingend notwendig ist.

Es erhebt sich dann die Frage, ob, auf Grund dieser Festlegungen, die Kovarianz vollstindig verloren geht.
Dies ist nicht der Fall. Schon in der Storungstheorie besteht die Aquivalenz zwischen zeitabhingigem Hamil-
tonformalismus und kovarianter Stérungstheorie, die aus dem Hamiltonformalismus direkt abgeleitet wird
[17].

Ein analoges Ergebnis 1483t sich fiir die Theorie zusammengesetzter Teilchen in der Algebraischen Schrédin-
gerdarstellung ableiten:

Die resultierenden effektiven Theorien sind wiederum kovariant formulierbar, trotz des Hamiltonformalismus,
der zu ihrer Ableitung benutzt wurde.

Fiir eine iibersichtlichere Darstellung wird die folgende Abkiirzung eingefiihrt:

Wr, Y1), = Yz,(r1,t) .. Pz, (Ta,t) (3.1)

3.1 Einleitung

In diesem Kapitel wird die Konstruktion eines Zustandsraums angegeben. Die Zustidnde sind durch ein-
zeitige Ubergangsmatrixelemente charakterisiert, die aus vollstindig antisymmetrisierten Produkten von
Spinorfeldoperatoren gebildet werden [3]. Fiir diese Ubergangsmatrixelemente wird eine Heisenbergdynamik
formuliert. Durch die Einfijhrung eines Funktionalraums und die Abbildung der Hilbertraumzustinde auf
entsprechende Funktionalzusténde wird die Transformation der renormierten Energieeigenwertgleichung in
IH auf eine Funktionalgleichung ermoglicht. Die resultierende Funktionalgleichung ist der Ausgangspunkt
fiir die schwache Abbildung im Funktionalraum.

19
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3.2 Zustandsraum der Hilfsfelder

In Kapitel 2 wurde der Hamiltonoperator des Modells abgeleitet. Die Superspinoren 11 sind Spinorfelder, wel-
che die Antivertauschungsrelationen erfiillen. Fiir die Konstruktion eines geeigneten Zustandsraums werden
einzeitige antisymmetrische Produkte dieser Spinorfelder in ihrer Wirkung auf einen zyklischen Grundzu-
stand |0) € IH betrachtet. Diese bilden die Generatoren einer Basis IB von GNS-Zustéinden in IH [3] und
[13].

B := {len) = Ar,-91,)|0) ,n € I}, (3.2)
wobei 4 die Antisymmetrie in den Indizes I;...I, bedeutet:
1
A, -pr) = Y msgn(p)zbjpl ~abr, (3.3)
PESn

Da die Basisvektoren {| e, )} nicht orthogonal sind, wird der metrische Fundamentaltensor
Gmn = {€m | €n) # Omn eingefiihrt. Die duale Basis IB? := {| ™)}, wird durch die Forderungen

(e™|en) = 65 und |e™){en| =1 (3.4)

definiert.
Jeder Zustand kann damit in beiden Basen entwickelt werden:

la) = D 0"(@]en) = Y mala)|e"). (3.5)
Fiir das Skalarprodukt der Zusténde |a),|b) € H gilt:

(alb) = 3 o"(@)* () (3.6)

n

= Z Tm(a)* G™™ 1, (D).

m,n

Fiir die Normierung eines Zustands | a ) muf} der metrische Tensor G™" = (Gpp) ! explizit bestimmt werden,
da die Dualfunktionen o™ (a) im allgemeinen unbekannt sind. Die Koeffizientenfunktionen

o™(a) = {(e"|a) bzw. 7,(a) = (e,]|a) (3.7)
mit
m(a) = (0] A(Yr--¢r1,)|a) (3.8)

charakterisieren den Zustand |a) € IH. Das bedeutet, daB eine Gleichung fiir die Berechnung der Uber-
gangsmatrixelemente formuliert werden muf3.
Die Heisenberggleichung

0

ihg 0 = [O,H]_ (3.9)

liefert mit O = A(¢y, ...¢0r, ) folgende Gleichung:

A, bn,) = (AW ), H] (3.10)

Fiir die Energieeigenzustéinde |a) € IH mit Energieeigenwert E, und der Annahme, daf§ der Grundzustand
|0) ebenfalls Energieeigenzustand ist, resultieren die renormierten Energieeigenwertgleichungen (Schrodin-
gergleichungen):

Zh% <0 | A(¢Il"'¢1n) |a) = (Ea - EO) <0 | A(¢I1---¢In) |a) . (3_11)
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Mit (3.8) und (3.10) wird daraus die renormierte Dysonsche Energieeigenwertgleichung:

Ew n(a) = (O0|[A(r--4r,),H] |a), (3.12)

die aber eine weitere Auswertung erfordert, um damit “rechnen” zu konnen.

3.3 Der Funktionalraum

Um die algebraische Schrédingerdarstellung kompakt zu formulieren, werden Zustandsfunktionale in einem
Funktionalraum K eingefiihrt. Dabei wird jedem Zustand |a) € IH ein Funktionalzustand | A(j;a)) € Kr
zugeordnet. Diese Abbildung mufl zum einen isometrisch sein, und zum anderen miissen die Quantenzahlen
iibertragen werden.

Definition 3.1
Die Griflen j; und Oy sind die Generatoren einer CAR-Algebra in IKp.
Sie erfiillen

Ur,irly = 1[0r,0r], = 0, (3.13)
[jlaaf’]+ 6ZZ’6(F_ FI) - (314)

Definition 3.2
Es existiert ein zyklischer Grundzustand |0), € IKg mit p (0|0)r =1 und

F(0]jz(F) = 92(M|0)p = 0 . (3.13)

IKFp ist ein fermionischer Fockraum; die Generatoren j; und d; werden deshalb auch als funktionale Er-
zeuger und Vernichter bezeichnet, die aber nicht mit gew6hnlichen Erzeugern und Vernichtern von Teilchen
verwechselt werden diirfen.

Eine Basis von IKr wird durch

Br = {5]11...]IH|O)F ,HEW} , (316)

eingefiihrt. Damit lassen sich Funktionalzusténde |.A(j;a)) einfiihren:

| A(j;a)) = Z;—T S T @) dr i [0) (3.17)
n=0 """ I..I,
mit
(L. I, |a) == (0| A(Wr,..¥1,) | a) . (3.18)

Der funktionale Dualzustand wird aus den kontravarianten Entwicklungsfunktionen o(™) (a) der Zustands-
darstellung |a) € HH in (3.5) gebildet:

o

(D@B5a)| == (=)"c™(L...I, | a)* £ (0| Op,...01, - (3.19)
n=0
Damit gilt:
(D(0;a)| A(j;b)) = (a|b). (3:20)

Somit ist durch (3.17) und (3.19) eine isometrische Abbildung IH — IKp definiert, die jedem Zustand
|a) € H einen Funktionalzustand | A(j;a) ) € IKF zuordnet. K ist ein Hilfsraum, der keine physikalische
Relevanz besitzt.
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Rechenregeln im Funktionalraum
Es gelten folgende Rechenregeln [18].

oo

. . . " . .
)ik [AGP) = ) ET(RH)(K,Il---InIa)le---Jrn 10) 5 (3.21)
n=0
o0 Zn n .
i) ijic|AGp) = Y > (Db m M (I Iy @)y i, |0) (3.22)
n=0 " I=1
i)  i"™F(0)0k,, -0k, | AG;p)) = T (K. K | a) (3.23)
mit (g T |a) = TV d g, Ty T | a) (3.24)

3.4 Algebraische Schrédingerdarstellung im Funktionalraum

In diesem Kapitel wird der Hamiltonoperator (2.58) in den Funktionalraum abgebildet: H (¢)) € H —
H (j,0) € IKr. Ausgangspunkt ist die renormierte Energiceigenwertgleichung (3.11). Die Zeitableitung auf
der linken Seite dieser Gleichung kann explizit berechnet werden, wenn die Felddynamik, d.h. Gleichung
(2.51), benutzt wird und diese nach antisymmetrisierten Matrixelementen entwickelt wird [3], [13].

Ein alternativer Weg [19] geht von Gleichung (3.12) aus:

(Ep — Eo) (O] A(¢r, 1) |p) = (O|[A(¢r,-¢1,), H]_|p) . (3.25)

Fiir die rechte Seite der Energieeigenwertgleichung ergibt sich:

(O|[AWr1r,), H (Ys)] [p)

= S Ana K (1AW, b1, ) b, = b5, Al 07, | )]

b A Wasass KO AW ) Yo ssthasths, = bonbtbatos, AWr, —4r,) |p)] . (3.26)

Mit den Gleichungen (3.25) und (3.26) ergibt sich:
(Ep — Eo) (0| A(¢r1,--41,) | P) (3.27)
= %AJstkJle (O] AW -%1,) Yo bsy — Y55 A, --41,) | P)]

+ EAJ1J5 WJ5J2J3J4 [( 0 | A(wh "'wfn ) ¢J1¢J2¢J3 ¢J4 - ¢J1 ¢J2¢J3¢J4 A(¢Il "'¢In) |p)] .

Durch den Kommutator mit H entstehen auf der rechten Seite von (3.27) Matrixelemente mit rechts- und
linksseitigen Produkten von Feldoperatoren ;7 , die beziiglich des Index J nicht antisymmetrisiert sind:

(0| A(Wr, Y1) Y-, | D) (3.28)
<0|¢J1...¢Jm A(@b[l...@bjn) |p) . (329)

Die Matrixelemente {0 |.A(¢r, ...40r,) | p) auf der linken Seite von (3.25) sind die Koeffizientenfunktionen des
Funktionalzustandes

. =i, o
|AGip) = D 7 (T dulp) g1y ir, [0) g (3.30)
n=0
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Werden folgende Funktionalzustinde definiert

n

Z’— (O A@r, 1, s tbr, | PY Gt |0) (3.31)
o

so ergeben sich durch Projektion mit 1/i" g (0| 0k, ...0k, die Matrixelemente (3.28) und (3.29). Mit diesen
Funktionalzusténden ergibt sich:

| A5 P)dycdm )

3

| 7y dm A3 D)) 0]y, g, A1, .r,) | D) g1y ed1, 1 0) g s (3.32)

. 1. - . .
Ep | AG:p)) = SARRKnn|lAUP)LL) — [ n2pAlD)
2
1~ ~
+ZAJ1J5WJ5J2J3J4 [|A(j;p)J1J2J3J4> - |J1J2J3J4-A(j;p)) . (3'33)

Projektion von (3.33) mit 1/i" ¢ (0|0k,...0k, ergibt Gleichung (3.27). Der Zusammenhang zwischen den
Funktionalzustinden (3.30), (3.31) und (3.32) lautet [19]:

. T (1 i . .
AGpa) =TT (50n - jAnsin) 14GiD) (3.3
k=1
: 7 (1 i : :
Aoy = L (300 + §ansin) 14Gin). (3.39)
k=1
Dies fiihrt auf folgende Ersetzungsregel [19]:
o= g CAgoni
Yy = 705 = SAnLIT, (3.36)
1 l .
vy = 700 + SAng s, - (3.37)

Damit ergibt sich fiir die Abbildung des Hamiltonoperator in den Funktionalraum folgende Ersetzungsregel
[19]:

BaldGin) = [#(30-34i) - # (04 34i) | 14Gsw) 3.38)
= [HE") - HEN]AGP).

Angewandt auf den Hamiltonoperator (2.58) ergibt dies:

1"4’1-12-]31(-]3-]1 [¢J2¢J1 ¢J2¢J1:| (3-39)

1
+ AJIJSWJ5J2J3J4 [¢J4¢J3¢J2¢J1 ¢§4¢§3¢§2¢§1]

2 2 .
1. . 1 . 1 ) .
= AR Krn [I I (gaJk - EAJ;CJ,’CJJ,’C) - 11 (l_.aJk + §AJ,CJ;CJJ,;>]

k=1 k=1

4 4
1. 1 . 1 .
+ AR Wissagas lH ({5& _AJ;CJ,’QJJL) - 11 (;3@ +AJkJLJJL>]

k=1 k=1

H(3,9)

[\V]

S . N . 1 .
= KJ1J2.7J16J2 +WJ1J2J3J4.7J1 |:8J46J36J2 + ZAJ4J5AJ3J6]J5JJ66J2:| -
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Das Ergebnis der Abbildung des Hamiltonoperators (2.58) in den Funktionalraum lautet somit:
Epo | A(4;p))
5 ) ) s . 1 o .
= K5npjn0n|A(G;p)) + Wi sss.dn [5J43J39J2 + ZAJ4J5AJ3J63J53J63J2] | A(jsp)) - (3.40)

Projektion mit 1/i"™ g (0|dk, ...OKk, ergibt das Gleichungssystem (3.27).
Die algebraische Darstellung wird {iber die Normaltransformation festgelegt [13]. Dies geschieht durch Ein-
fihrung normalgeordneter Funktionale :

1
|F(j%a)) = exp [5/J'tzl(rl)FZzg(rhrz)jtzg(r2)d3T1d3T2] |A(j*; a))

X .n
z -
Z i (I Ila)it, - 31, 10)p- (3.41)

In dieser Arbeit wird kein Quarkkondensat zugrundegelegt, dadurch kann der Propagator der freien Theorie
benutzt werden. Generell mufl Fr, 1, selbstkonsistent berechnet werden ([20] und [13]). Der Vergleich mit
dem Feynmanpropagator zeigt, dafl dieser selbstkonsistente Propagator in den algebraischen Freiheitsgraden
unverdndert ist. Damit ergibt sich

Fy,z(ri,r2) = (0L [0, (r1, 000, (r2,)] 10). (3.42)

wé(r, t) ist eine Losung der Gleichung (2.37) in der Uy, 1,1,1, = 0.
F} 5 (r1,13) ist der einzeitige symmetrische Grenziibergang* [3] des Feynmanpropagators

_i +m
Fs,s, = —ih 3X;,0i,i,04,4,L° s | /d4pe wp(e1—22) ( 4 m“czC) . (3.43)
a1

Damit lautet der einzeitige Propagator F , (r1,r2) [3]:

1
Fy oz, (r1,12) = W)\il Givia L%,y 041 A (3.44)

K (&
{ sl o

T
2K, (3% r) . michO (%r) ] }
r r

+imilc(7k0)a1a2r [

mit r = |r; — ra| und r* = (r; — r2)*.

Der Vertex wird normalgeordnet, siehe [13], Kapitel 2.6 bzw. Kapitel 3.8, als Resultat ergibt sich:

EPO | ‘7:(.77p)> = th—hIzaIz |f(j,p))
+W11121314j11814813812 |]:(.7>p)>
_3W11121314F}4Kj11jK613612 |-7:(.77p)>

- 1 S .
+WI1I21314(3F}4K1FIt3K2 + ZAI4K1A13K2)JI1.7K1JK2812 | ‘7:(.7;17»

- 1 S .
_W11121314(F1t4K1F;3K2 + ZAI4K1AI3K2)F;2K3JI1JK1JK2.7K3 | ]:(.7717» (3'45)

*Es wird der einzeitige symmetrische Grenziibergang vollzogen, um die Antisymmetrie des einzeitigen Propagators zu ga-
rantieren.



Kapitel 4

Die Schwache Abbildung

4.1 Definition der Schwachen Abbildung

Ziel der Schwachen Abbildung ist es, zusammengesetzte Teilchen und deren Wechselwirkung zu beschreiben.
Mittels der Schwachen Abbildung werden Gleichungen fiir die Zustandsdarstellungen der zusammengesetzten
Quantenfelder aus den mikroskopischen Gleichungen abgeleitet. Dies bedeutet, dafl die Funktionalgleichung
fiir die elementaren Zustandsdarstellungen (3.45) auf eine effektive Funktionalgleichung fiir die Zustands-
darstellung der zusammengesetzten Teilchen abgebildet wird.

Ein Zustand fiir die Beschreibung einer geradzahligen Anzahl von Fermionen der mikroskopischen Fermionen-
theorie im Funktionalraum lautet:

o0
, (=" . ,
| FGsa) = 3 gar#™ (B fn | @)in - n, | O)r- (41)
n=0
Ein phinomenologischer Bosonenzustand im Funktionalraum lautet:
— 1
| Bb;a)) = > —=p"™ (k1. .kn|a)bg, .. bk, | 0)p. (4.2)
— n!

Der Index k ist ein Sammelindex fiir die bosonischen Quantenzahlen.

Definition 4.1
Die Abbildung

(I L la) = Y off o opr ™ (kL k| a) (4.3)
kl...k"

Ciit o B g ke Lk | a)

heiffit Schwache Abbildung.

Die Schwache Abbildung stellt einen Zusammenhang zwischen den fermionischen Ubergangsmatrixelementen
©®")(I, ... I, | a) der mikroskopischen Theorie und den bosonischen Ubergangsmatrixelementen

p™ (ki ...k, | a) der phinomenologischen Theorie her. Dabei bilden die eingefiihrten GroBen C,?Iz eine
Basis aus Zweiteilchenzustinden fiir die Schwache Abbildung. Der Index I beschreibt die fermionischen
Freiheitsgrade und der Index k die bosonischen Quantenzahlen.

Die explizite Durchfiihrung der Schwachen Abbildung beinhaltet drei Schritte:

25
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1. Die Ubersetzung der Funktionalgleichung der mikroskopischen Theorie (3.45) in eine Funktionalglei-
chung der zusammengesetzten Quantenfelder (Kapitel 4).

2. Berechnung der zusammengesetzten Quantenfelder (CélIQ—Funktionen) als Basis fiir die Schwache
Abbildung (Kapitel 6).

3. Vergleich der abgebildeten Funktionalgleichung mit den ph&nomenologischen Gleichungen
(Kapitel 7 und 8).

4.2 Die Hard-Core Gleichung

Fiir die Schwache Abbildung wird ein vollstindiges System von Mehrteilchenzustéinden benétigt (0,5112—
Funktionen). Diese Zustinde werden als Losungen des Diagonalanteils der Funktionalgleichung (3.45) defi-
niert. Der Diagonalanteil der Funktionalgleichung (3.45) lautet:

Ep | F(G,p)) = inKnndn | FG.p)) — 3Wnir,n, Fl kin jx 01,01, | F(j,p))- (4.4)

Die Losungen des Diagonalanteils heiflen Hard-Core Funktionen, sie zeichnen sich durch eine minimale Anzahl
von Subteilchen aus, bei gleichen Quantenzahlen. Die explizite Berechnung dieser Hard-Core Funktionen wird
in Kapitel 6 behandelt.

4.3 Die Schwache Abbildung im Funktionalraum

Fiir die Ubersetzung des fermionischen Energieoperators in den effektiven bosonischen (phénomenologischen)
Energieoperator existieren exakte Theoreme [3]. Die Abbildung mufl im Konfigurationsraum durchgefiihrt
werden. Die Bosonenquellen b und die Bosonenvernichter ° werden als unabhiingige Gréfien von den Fer-
mionenquellen j und den Fermionenvernichtern 0 definiert. Dies hat zur Folge, dafl die Kommutatoren
[0,0°]_, [0,b] , [0°,j]_ und [j,b] verschwinden. Die explizite Abbildung gestaltet sich jedoch umfang-
reich! Aus diesem Grund wird die Schwache Abbildung im Funktionalraum durchgefiihrt.

Eine elegante Technik, die Transformation auf eine effektive Theorie im Funktionalraum durchzufiihren,
ist die funktionale Kettenregel. Allerdings muf} dafiir die Unabh&ngigkeit der Bosonenquellen b und der
Bosonenvernichter 8° von den Fermionenquellen j und von den Fermionenvernichter & voriibergehend auf-
gegeben werden. Nach Ausfithren der Abbildung wird die Unabhingigkeit der Bosonenquellen b und der
Bosonenvernichter 8® von den Fermionenquellen j und von den Fermionenvernichter 8 postuliert.

4.3.1 Definitionen und Postulate

Definition 4.2

Die Bosonenquellen werden durch
1 .
bk = 50151[2_711.]12 (45)

definiert.

Die Bosonenquellen werden als Produkt zweier Fermionenquellen definiert; die Koeffizienten C,?IZ sind die
Zweiteilchenlosungen der Hard-Core Gleichung.

Diese Definition der Bosonenquellen ermdglicht es, im Funktionalraum mit Hilfe der Kettenregel die Schwa-
che Abbildung durchfiihren zu konnen.

Bemerkung:

Diese Definition beriicksichtigt nicht, dal Teilchen neben dem Hard-Core Anteil auch durch die Polarisati-
onsterme zu beschreiben sind.
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Postulat 4.1

Fiir die Transformation des Funktionalzustands | F(j,p)) in einen Zustand | B(b,p)) gilt die Invarianzre-
lation:

| F(j,p)) =| B(b, p))- (4.6)

Dies bedeutet, in Analogie zum gewohnlichen Vektorraum, dafl derselbe Zustandsvektor in verschiedenen
Basen dargestellt wird (r = Y a;z' = 3" @;3’). Diese Relation gilt nur unter Beriicksichtigung von Aus-
tauschtermen. Werden jedoch die Austauschterme in der mikroskopischen Theorie vernachlissigt, gilt diese
Relation auch fiir Abbildungsverfahren, in denen Austauschterme vernachlissigt werden, wie dies im Fall
der Kettenregel gegeben ist. Es ergibt sich aus (3.45) damit folgende Gleichung;:

Eyo | B(b,p)) = Hr(j,0) | B(b,p))- (4.7)

Der funktionale Energieoperator mit Fermionenquellen und Fermionenvernichtern mufi daraufhin in einen
funktionalen Energieoperator mit Bosonenquellen und Bosonenvernichtern umgeschrieben werden. Damit
schreibt sich (4.7):

Epo | B(b,p)) = Hp(b,8") | B(b,p)).- (4.8)

Definition 4.3

Fiir die neu eingefiihrten Bosonenquellen und Bosonenvernichter gilt die Vertauschungsrelation

(0%, br] = G- (4.9)

Um nun die Transformation des funktionalen Energieoperators auf Bosonenquellen und Bosonenvernichter
durchfiihren zu kénnen Hr — Hp, ist es einerseits notwendig zu wissen, wie Fermionenquellen zu ersetzen
sind und andererseits wie ein Fermionenvernichter auf das Bosonenfunktional wirkt.

Paarweise auftretende Fermionenquellen werden durch die Umkehrabbildung von (4.5) ersetzt:

jnjr, = 2R bk - (4.10)

Diese Gleichung definiert die Dualfunktionen R} ; . Fiir diese gilt zum einen

Z Rl}lIQClg’lh = Ok (411)

I,I>

und zum anderen die Vollsténdigkeitsrelation

1
ZleclhclflKQ = 5(5111(15121(2 - 6121(1511[(2) . (4.12)
k

Werden jeweils zwei Fermionenquellen durch (4.10) ersetzt, so konnen vier Fermionenquellen durch
jI1jfzjfst4 = 4RIE}II2RI;:I4}bk1bkg (413)

ersetzt werden. B N
Die Wirkung des Fermionenvernichters 8{ auf das Bosonenfunktional | B(b, p)), d.h. 8{ | B(b,p)) wird im
folgenden Unterkapitel beschrieben.
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4.3.2 Die funktionale Kettenregel

In diesem Unterkapitel wird die funktionale Kettenregel vorgestellt. Sie gestattet es, den Ausdruck Or |
B(b,p)) im Funktionalraum zu berechnen. Es gilt:

o | BULp) = 55 | BOULP) T = Y (00010} | Bell, o) (4.14)

k

Mit der Beziehung Orb, = C,?IQ jr,, die sich durch Ersetzen von by durch Gleichung (4.5) ergibt, schreibt
sich (4.14) als:

Or | Bl p)) =D Ci " in 08 | BOL],p)). (4.15)

k
Rechnung;:

or | B(b,p)) "= Y (01bk)d} | B(b,p))

k
2 Y Jor (500 i) | o | Be.p)
k
1 -
= Z (501112 (3IJ11)J12) o | B(b,p))
. 1 ) ) ~
3:14 Z (501?[2 (5111 _.71181) JIQ) 62 | B(bap))
1 . 1 ) ) ~
= > (§CI£IZJ12 - 501?12]11 (51312)> o | B(b,p))
k
_ Lo, 1.nn. bR
= 2 (5" i = 3G indm, ) 8 | B(b.p))
k
— 1 IIs - 1 I\ T - b 3
= > (30"in ~ 50 i ) 82 | Bb.p))
k
1 . 1 . ~
= Z (gclgbﬂz + 501511]11) o | B(b,p))
k
= ZC ik} | B(b,p))
Die Gleichung
1,01, | B(0[j],p)) ZCMlab | B(b Z CrRfie™ K, jk,00,00, | B(b[5],p)) (4.16)

kiko

wird durch zweimalige Anwendung der Kettenregel gewonnen. Die Berechnung dieser Gleichung wird im
Anhang A, Gleichung (A.1) durchgefiihrt.
Der Ausdruck 9y, 0r,0r1, | B(b[j],p)) wird in Anhang A, Gleichung (A.2) berechnet. Das Ergebnis lautet:

Io T Is K
1,01,0r, | BBl p)) = 3 CihCie i, 0h,08, | B(lil,p)) (4.17)
k1k2
I1 K I> K. I3 K.
+ Z C ! IC 2 ZC 3 SJK1]K2]K36k16k26k1 |B( [J] p))
k1koks
*Die C-Funktionen sind antisymmetrisch: CT112 5y, j;, = —CT1125p, 55, = —CT211 51 j,, wobei die letzte Gleichheit durch

Umbenennung der Indizes zustande kam.
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4.3.3 Durchfithrung der Abbildung fiir eine reine Bosonen Theorie

In den beiden vorherigen Unterkapitel wurden alle Formeln abgeleitet, die fiir die Abbildung des funktionalen
Energieoperators (3.45) in eine Bosonentheorie benétigt werden. Zur besseren Ubersicht seien sie an dieser
Stelle nocheinmal aufgefiihrt:

o | Bb,p)) = > Ci2jnd} | B(b,p)) (4.18)
k
01,01, | B(b,p)) = Y CE"op | B(b,p)) (4.19)
k
=S ool ik, 85,88, | B(b,p))
k1ks
0,01,01, | Bb,p)) = 3> CRhCeXjk,0;,00, | B(b,p)) (4.20)
k1ko
+ > CRECEIOREN jxjnindy, 08,00, | B(b,p))
ki1koks
jnj. = 2R b (4.21)
Jnininin = AR REbebr,. (4.22)

Fiir den funktionalen Energieoperator (3.45) ergibt sich Termweise:

thA{IlIZCI?Ianl[; | B(b,
= KpnnCp'jnjio) | B,
= K1112C£2I2Rllilbk'az | B(b,p))

= 2K5,,C R b0} | B(b,p)). (4.23)

jI1 k1112812 | g(b,p))

D))
D))

Der zweite Term lautet:

W11121314j11 814613 a12 | g(b,p))

W ranin {363 CE i, 03,08, 1 Bb,p)) + CL CE Ol jxcjuind}, 04,04, | Bb,p)) |
6WI1121314CﬁI‘lC}gKlRIIClKl bkalggalgl | g(bap»
AW, 11,1, Ot M O P O RYS Ry br,bi 07, 07,07, | B(b, p))- (4.24)

Der dritte Term ergibt sich zu:

SWh 1,101, FY, ki1, 101,01, | B(b,p))
= Whrsar Pl rcinin (R0} | Bo,p)) — CEF CE i, jica 04, 8%, | B(b,p)))
= 6Wr, 11,1 Ff, x Ci*" RE, kb 0}, | B(b,p))
—12Wr, 11,1, Ff, g O CR M2 RS (R ) by i, 01, 0%, | B(b, D). (4.25)

Der vierte Term hat folgende Gestalt:

~ 1 L. 3
WI1121314 (3F1t4K1F;3K2 + ZAI4K1A13K2)]I1]K1.7K2612 | B(b,p))

A 1 L . 3
= W1112I3I4 (3FIt4K1FIt3K2 + ZAI4K1AI3K2).711.7K1.7K2C£2K3]K3allc): | B(bap»

R 1 .
4WI1I21314 (3F}4K1 F};Kz + ZAI4K1A13K2)CI€2K3RIE}1K1 Rl;(Qng}bkl bk2alg | B(bap)) (426)
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Und schliefllich ergibt der fiinfte Term:

“ 1 L >
W11121314 (F}‘;Kl F};Kg + ZAI4K1AI3K2)F}S2K3]IIJK1,7K2]K3 | B(bap»
1 ~
= 4(F;4K1F}3K2 + ZAI4K1AI3K2)F;2K3RIE}1K1R§{22K3}IJ/C1 bkz | B(bap» (427)
Der Energieoperator fiir eine reine Bosonentheorie lautet damit:

Ey | B(b,p)) = 2Kp1,C'RE bpd}h | B(b,p))
+6Wi, 1,1,1, CR P CEF RY 1 185,80, | B(b,p))
AW 11, L CEN O CR R RES (RS i, bi, 0}, 04,08, | B(b,p))
—6Wr 11,1, F1, k C12 "2 RE by 0% | B(b,p))
+H12Wr, 1,1, 1, Fr, c O OB R RS REZ b, br, 04,07, | B(b,p))

~ 1 ~
+4W11121314 (3FI4K1F13K2 + ZAI4K1A13K2)CI€2K3RI{€}1K1RII€(22K3}I)IE1bk2612 | B(bap»

~ 1 ~
_4W11121314 (FI4K1F13K2 + ZAI4K1A13K2)FI2K3RI{6}1K1RI;(22K3}bk1bk2 | B(bap)) (428)

Wird dieser mit der funktionalen Kettenregel abgeleitete Energieoperator mit dem Ergebnis der exakten
Abbildung in [3] verglichen, so zeigt sich, daf§ nicht alle Austauschterme reproduziert werden. Dariiber
hinaus liefert die Kettenregel den Term

AWn 11, Gt CP OV RS 1 Ry brabis 04, 80,82, | B, D))
der in der exakten Abbildung nicht existiert. Wie sich aber zeigt, kann dieser Term vernachlissigt werden,
siehe Anhang H.

Dies bedeutet, sofern auf die Austauschterme verzichtet werden kann, dafl die funktionale Kettenregel alle
fithrenden Terme liefert und damit ein geeignetes Verfahren darstellt, um effektive Theorien abzuleiten.

4.3.4 Schwache Abbildung fiir Teilchen mit Polarisationswolke

Bisher wurde die Schwache Abbildung mit Hard-Core Wellenfunktionen durchgefiihrt, dabei wurden die Bo-
sonen durch die Gleichung (4.5) definiert.

Die Hard-Core Wellenfunktionen zeichnen sich durch die minimale Anzahl von Subfermionen aus. Jedoch
sind diese Zusténde nicht die realen Zustinde. Ein Teilchen muf}; wenn es vollstdndig beschrieben werden soll,
sowohl durch den Hard-Core Anteil, als auch durch Zustéinde héherer Fermionenzahl mit gleichen Quanten-
zahlen beschrieben werden (Polarisationswolke). Dies sieht man daran, dafl die Hard-Core Wellenfunktionen
Losungen zum Diagonalanteil des funktionalen Energieoperators bilden, aber keine Losungen zum funktio-
nalen Energieoperator selbst sind. Die Hard-Core Losungen sind deshalb allenfalls eine gute Approximation
fiir das reale Teilchen. Ein Funktionalzustand fiir ein m-Teilchenzustand mit Polarisationswolke lautet:

,L2n+m

[+
. dr .__ I donym - .
| f(.]ap» "= T;) (2n + m)!Cm,k I - Jongm | O)F (429)

Der Index k ist ein Sammelindex fiir die Quantenzahlen des m-Teilchenzustands. Fiir Bosonen, deren Hard-
Core aus 2j-Teilchen bestehen, gilt

oo
Iy... Ioj40n . .
b2jak = Z 02;,];} 2i+e JIl .. ‘.712]'+2n . (4-30)
n=0
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Der erste Term der Summe ist mit der Hard-Core Wellenfunktion zu identifizieren. Insofern bildet die Hard-
Core Wellenfunktion eine Approximation fiir diese Summe und somit fiir ein Boson. Entsprechendes gilt fiir
das Fermion, das durch folgende Gleichung dargestellt wird:

Iy...1. 7,, .
foj41 = z 0211’ Ht s JIaji1q0m- (4.31)

Um die Schwache Abbildung durchfithren zu kénnen, werden noch die inversen Beziehungen zu obigen
Gleichungen bendtigt. Sie sind durch folgende Gleichungen gegeben [13]:

jI1 .- ‘jI21- = z Z Rh Igerj,ka (432)

k j=0

,
Jn e Il = ZZRifﬁ{cjﬂ f2j41,- (4.33)

1 j=1

Prinzipiell kénnte man versuchen, eine Abbildung fiir angezogene Teilchen abzuleiten. Dafiir existiert jedoch
kein ausgearbeiteter Formalismus. Im Prinzip miissen jedoch Abbildungen mit Polarisationstermen dquiva-
lent zu Hard-Core Abbildungen sein, wenn exakt abgebildet wird. Daher kénnen im Prinzip auch Mischungen
von Hard-Core Zustinden und Zustinden mit Polarisationswolke fiir die Abbildung benutzt werden.

Dieses Vorgehen ist erforderlich, um die Wechselwirkung der Gluonen mit den Quarks berechnen zu kénnen,
da ansonsten, wenn mit Hard-Core Zustédnden abgebildet werden wiirde, nur die Wechselwirkung der Gluonen
mit den Hilfsfeldern abgeleitet werden konnte, vgl. [21].

4.3.5 Schwache Abbildung einer Bosonen - Fermionen Kopplungstheorie
Einfiihrung

Bisher wurde die Schwache Abbildung fiir eine reine Bosonentheorie durchgefiihrt. In der Natur erschei-
nen Bosonen und Fermionen meist gemeinsam und wechselwirken untereinander. Dadurch wird es nétig die
Schwache Abbildung auf eine effektive Bosonen- und Fermionen-Dynamik auszudehnen. Da nun der Fermio-
nenvernichter auf das Funktional | G(b, f; p)) nach der Kettenregel sowohl auf das Fermion {(j) als auch auf
das Boson b(j) wirkt, wird die Kettenregel verallgemeinert. Zuniichst muf aber die Aquivalenz der beiden
Funktionale | F(j,p)) und | G(b, f;p)) postuliert werden.

Definitionen und Postulate

Zuerst wird der Funktionalzustand | F(j,p)) in einen Zustand | G(b, f;p)) transformiert.

Postulat 4.2

Fiir die Transformation des Funktionalzustandes | F(j,p)) in einen Zustand | G(b, f;p)) gilt die Invari-
anzrelation:

| G(b, f;p)) =| F(4,p))- (4.34)

Es gilt somit folgende Gleichung;:
Epo | G(b, f3p)) = Hr | G(b, f3p))- (4.35)

Die Bosonen werden durch die Losungen der Hard-Core Gleichung definiert, und die Fermionen werden durch
den Hard-Core Anteil der Dressed-Quark Losung definiert.
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Die Kettenregel einer Bosonen-Fermionen Kopplungstheorie

Die Kettenregel ergibt in diesem Fall sowohl einen Beitrag, der von den Bosonenquellen herriihrt, als auch
einen Beitrag, der von den Fermionenquellen herriihrt. Dies fiithrt zu folgender Gleichung:

0r | G(b, f;p)) = [(Orbr)d, + (01/)0]] 1 G (b, f;p))- (4.36)

Das Ein-Zweikorperproblem

In diesem Unterkapitel soll die Schwache Abbildung auf das Ein-Zweikorperproblem angewandt werden.
Zunichst werden die Bosonen als Zweiteilchen - Bindungszustinde definiert und die Fermionen als Ein-
teilchenzusténde. Danach wird die Kettenregel auf diese Zustinde angewandt, um dann den funktionalen
Energieoperator (3.45) auf die neuen Quellen und Vernichter umschreiben zu kénnen.

Definition 4.4
Die Bosonen sind Zweiteilchen-Bindungszustinde.

1 .
b27k = 5 ;};2]11.7[2 (437)

Definition 4.5
Die Fermionen sind Einteilchenzustinde.
frg=C{ yir (4.38)

Aus der Kettenregel folgt:
o |60, fip)) = [@ib)dk + @rf)d]]1 G, f;p))
= (35K} +CLi0]) | (b, fi1))- (4.39)
Fiir den Term 0r,0r, | G(b, f;p)) ergibt sich nach Anhang A, Gleichung (A.3):

o0 |G, fip)) = Cyi*0 | G0, £5p))
~Caliy oy I j1a03, 0%, | G0, )
—2C5 C13dK0] 0 | G(b, £:))
+C14, C13,01,0], 1 G0, f:)- (4.40)
Schliefllich ergibt sich nach Anhang A, Gleichung (A.4):

01,0101, | Gb, f3p)) = 3Cy%2Cy% ik}, 0%, | G(b, f3p))
+3C33°CL4040] | G (b, £3p)
~ O O O i, iy s 08, 08,00, | G (b, £ p))
=3 O Ol ik, ik, 07, 04, 0] | G (b, £3p))
+3Cy3 s, ClY ik, 01 01,0} | G(b, 3 p))

+C13, 01, 014, 0], 0L,0] 1 G0, £;p)). (4.41)
Die Formeln fiir die Ersetzung der j-Quellen ergeben sich zu:

j1 = RYf; (4.42)
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jnj, = 2Rf by (4.43)
Jninj, = 2R} RELbf (4.44)
j11j12j13j14 = R11I2R1;3214bk1bk2' (445)

Fiir die Abbildung des Energieoperators (3.45) ergibt sich mit (4.39)-(4.45) fiir die einzelnen Anteile:
inKnnon | G0, f;p)
K1,1,C3%5 i ik}, | G, ;) + K1, CP%, i1, 0] | G(b, f;p))
= 2R, CHE RS, | G0 £:9) + KO Y 5,01 606 90 (4.46)
fiir den zweiten Term ergibt sich:

W11121314.711314313312 | G(b, f;p))
= 3WI11213140212];;113014152(.711.71(61916]«:2 | g(b [3 p))

+3Wn 11,1, Cy % CL4dn 000 | G(b, £;p))
Wi rarar, O35 Ol O3 in iy s o 03, 04,00, | G0, £5p))
—3Wn 1,151, Cy30 isngCIlJIIJKIJKz@kl@kZ@f|g(b;f;p)>
+3Wn 1,11, O3 1%, ', i 5, 0f 8,07 | G (b, fp))
+W11121314C1 1101 1201 13.711 afaf | G(b, f;p))
= 6WhLnnLCy Coii R zl;?bkaaklah | G(, f;p)
+3Wr 11,1, Cy %3 *CLY, RY £1,000] | G(b, £3p))
—AWn L1, Co 02’3,5?054,5? RS RS br,bi, 0, 04,00, | G(b, f3p))
—6Wnr, ok, Oy ClY, R R ifmbkaaklakza | G(b, £;p))
+6W1, 1151, Co 2 O O, ?ﬁ?l bk, 0] 0L 0% | G(b, f;p))
A Wi 1a151.C1%, CF5, CL4 REM £1,0] 0101 | G (b, £3p)). (4.47)
Der dritte Term lautet:
3Wi 121514 Fh, k31, 5K 01501 | G(b, £3p))
= 3W11121314F14K02121913J11 k0 | G(b, f;p))
—3Wn L1510 Ff, k o2 Co%2 fir, i i, i, OF, Oy | G (b, £51))
—6Wr, 11,1, Ff, 3% Cf° l]hJKJKla 1 G(b, £;p))
+3Wn 1,1 Ff, k C1%, CFL in ik 0L 0L | G(b, £;p))

*Die Ersetzung zweier j-Quellen durch jr, jr, = 2R’I°1 Io by = Rl Rl2 fl1 f1, ist dquivalent, sofern das Spektrum der Bosonen
eine vollstdndige Basis der Zweiteilchenfunktionen bildet. In dleser Bas1s sind sowohl Streuzustdnde als auch Bindungszusténde
enthalten, die nicht als Gluonen interpretiert werden kénnen, und die Gluonenzustinde. Es zeigt sich jedoch, dafl die Energie
der Streuzustinde mehrere Gréflenordnungen hoher als die der Bindungszustinde liegt. Insofern kénnen die Streuzustinde im
Niederenergiebereich vernachlissigt werden. Aus diesem Grund werden zwei j-Quellen stets durch die bosonische bg-Quelle
ersetzt. Dieselbe Argumentation 148t sich auf den Fall von drei j-Quellen bzw. vier j-Quellen iibertragen und fithrt zu den
Ersetzungsformeln (4.43)-(4.45)

Im Prinzip miiten nun alle Bindungszustédnde fiir die Abbildung beriicksichtigt werden. Dadurch erhielte man eine vollstdndi-
ge Beschreibung aller moglichen Wechselwirkungen von Quarks und deren Zweiteilchenbindungszustdnden, z.B. die Wechsel-
wirkung der Quarks mit Mesonen, die Wechselwirkung von Diquarkzustdnden usw. Die Gluonen bilden aufgrund ihrer Quan-
tenzahlen (Farboktettzustinde mit Fermionenzahl f=0) eine Untermannigfaltigkeit der Bindungszustinde, und in dieser Arbeit
wird die Wechselwirkung dieser Gluonenzustdnde sowie deren Wechselwirkung mit den Quarks untersucht.
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= Wi F, kO35 Ry b, 0) | G0, £3p))
—12W1, 11,1, Ff, ke G CR e RERE RN bk bra 07,07, | G(b, £3p))
—12Wn 11,1, Ff, kO35 OF Ry R, fiubr, 0 0}, | G0, fp))
+6W i, 1,1, Ff 1 C15, 1%, R 5w, 0L 0], | G0, £3 1)) (4.48)

Der vierte Term berechnet sich zu:
Wi 151, 3Ff i, Fhy i, + %AI4K1A13K2)J'IIJ'K1]'K2512 | G(b, f;p))
= AWL 11,1, 3F}, k, Ff k, + iAIAIKlAIus)CzI?;fRi{I}?I RS by, br, 05, | G(b, £5p))
+2Wh 11,1, 3F}, i, Fl x, + iAI4K1A13K2)ClI,2l1R}ilQRi(Jngflzbkal)i | G(b, f;p))- (4.49)
Fiir den fiinften Term ergibt sich:
Wi b1s 1 (Ff, e, Fly iy + iAIziKlAIsKZ)F;2K3jIle1jK2jK3 | G(b, f;p))

u 1
= 4W111213I4 (SF}4K1 FIt3K2 + ZAI4K1AISKQ)F};KsR?;%lR%(J:i(SbM bkz | g(ba f;p»' (450)

Der abgebildete funktionale Energieoperator lautet:

Epo | G(b, f5p)) =
2K7,1,Co3 Ry, 08, | G(b, fp))
+K1,1,C{%, Ry £1,0] 1 G(b, £3p))
+6Wr, 1, 1,1, C3% Oy BT 520wy 04,00, | G (b, £3 1))
+3Wr 1151, Co3° O Ry 1,000 | G(b, £3p))
—AWE 1, 1,1, Oy Oy Ol REM RYES by by, 00, 00,00, | G(b, £5p))
—6W1, 11,1, C33 Cy32 O RYP RS fi,bi, 03, 05,08 | G(b, £5p))
+6Wr, 1,131, Cy  CFY, O RS2 04,07, 0] 01 | G (b, £3p))
AW n1,1,C1%, CF, CF R £1,0], 00,00 1 G, £5p))
—6Wn 11,1, Y,k 3 BT 520k, 00 | G0, fp))
+H12Wn b1, FY Oy Oty R Ry, b bra 07, 07, | G (b, £5p))
+12Wn i1y FY Oy O Ry R, fiu b, 0 0 | G0, fp))
—6Wn 11,1, Ff,  C1Y, O, RY, 30, 0,01, | G(b, £3p))

~ 1
+4WI1121314 (3F;4K1 FIt3K2 + ZAI4K1 AfaKz)C;?lgRil;a R%(J:SKb/m bks 6]?;1 | g(ba f;p))

o 1
+2WI1121314 (3F;4K1F1t3K2 + ZAI4K1 AI3K2)011,211R};lzRilfK2fl2bkal{ | g(ba f;p)>

R 1
_4WI1121314 (3F;4K1F;3K2 + ZAI4K1 AI3K2)F}2K3R§;§}1R%{,Zigbklb/m | g(ba f;p)>- (4'51)




Kapitel 5

Physikalische Grofien und
Wahrscheinlichkeitsinterpretation

In diesem Kapitel wird auf die physikalische Interpretation des in den vorherigen Kapiteln vorgestellten
Formalismus eingegangen. Vor allem wird die Wahrscheinlichkeitsinterpretation der phinomenologischen
d.h. beobachtbaren Felder in den Vordergrund gestellt.

Vorneweg sei betont, daf3 die Hilfsfelder 1); reine mathematische Hilfsgroflen darstellen und keiner physika-
lischen Interpretation zuginglich sind.

Definition 5.1
Die physikalischen Zustinde werden durch Summation iber die Hilfsfeldindizes definiert [7]:

ALy Lalp) = Y @ (D), 6-1)

11...0n
mit L := (z,a, A, k).

Diese Zustéinde geniigen der Wahrscheinlichkeitsinterpretation! Bevor dies gezeigt wird, wird die Frage be-
antwortet, warum die Formulierung mittels Hilfsfelder zwingend ist.

Soll eine dynamische Gleichung fiir die regularisierten Zustinde ¢ abgeleitet werden, dann muf} die Alge-
braische Schrodinger Darstellung in den Konfigurationsraum projiziert werden. Dies ergibt [7]:

AEpn(I; ... I) (5.2)

n
= ZK,,J%(I1 L Ty I
=1

1 & .
+HZ S (V)P W, ssgrs err2(Jsdan, o In_y oIy, - In,)
A

=1 A1...An
1 . n
T > V)W, s {Z(—l)thA,_l on(J2dsDn, .. Iy Iy, .- In,)
T A1 An 1=2

+N g1y, 0, (0= 2)(n = 1)n pn_2(Jo1y, ... In,)
+ Nissgayingin, (0 = 3)(n = 2)(n = 1)1 s (In, ... In,) }
mit 1
Nyssirors = 3F5,1,Fj1, + ZAJ4I2AJSIS (5.3)
und

NJ4J3J2121314 = NJ3J41213FJ214' (54)

35
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Im nichsten Schritt wird iiber die Hilfsfeldindizes summiert:

AEQ, (rl"'r”> = Y iDY, Dt 0y(r)én (rl'”r"”r"> (5.5)

Z1...2n =1 Z1...2...2n

ry...r7...T,

n
- 0
—E E 1D, My pn | 21...2...2n

I=1 i1...in R T Y IR

Der Wechselwirkungsterm verschwindet durch die Summation! Damit ist Gleichung (5.5) als Nebenbedingung
zu interpretieren, die eine Verbindung zwischen den Matrixelementen der regularisierten Feldoperatoren und
den Matrixelementen der Hilfsfeldoperatoren aufzeigt.

Aus (5.2) 148t sich, unter der Annahme, daf§ die Hilfsfelder in einem Krein-Raum existieren, folgern, dafl das
Spektrum der Eigenlésungen reell ist.

Wie sich durch explizite Rechnungen zeigen ld83t, ist das Spektrum, d.h. die Eigenenergieen AEj := ¢,
unabhéngig von den Hilfsfeldindizes [3], [13], [22] und [23], und damit ist €, auch Eigenwert des regularisierten
Feldes.

Unter diesen Voraussetzungen 138t sich nun zeigen, daf die Zusténde der regularisierten Felder orthogonal
sind im Sinne des Inneren Produktes eines Hilbert-Raums.

Die Orthogonalitét 148t sich auf die zeitabhingigen Eigenzustinde

. [Tr1...Tp,t
%( Lot ) (5.6)
Z1---2n
. r; T fl---rn;t ) rl...l‘n
- e‘“’“t<ﬁn< " k) = Z op V2. 2, = Z et by iz, |k
ZL---%n i1.min K i1...0n i1..in ( i1...19n

iibertragen, und damit 148t sich eine Norm < ¢ | ¢ > definieren.
Wird der Zustand

Gn(in .- in,t) = Y cxe Moy (iy. . inlk) (5.7)
k

definiert, 148t sich mit m; = m + dm; unter der Bedingung

limom; = 0 (5.8)
folgende Gleichung ableiten [7]:
O[5 0760] + Y 0ute) [B 0 0" 0)] =0, (59)
=1

a(1) steht fiir die Spintensoren.

Aus dieser Gleichung 1Bt sich nun folgern, daB ¢, (£)"¢n(t) als positiv definite Wahrscheinlichkeitsdichte
interpretiert werden muf}; die die Wahrscheinlichkeitserhaltung erfiillt, sofern die Amplituden qAS zugehorige
Randbedingungen im Unendlichen erfiillen.

Die definierten Normen und Skalarprodukte fiir die physikalischen Zustéinde sind jedoch nur dann sinnvoll,
wenn gezeigt werden kann, dafl diese Groflen endliche Werte annehmen. In einer Theorie, in der Bindungs-
zustinde auftreten, ist daher vordringlich die Frage zu beantworten, ob diese Bindungszustinde endliche
Normen und Skalarprodukte besitzen. Dies ist in der Tat der Fall, wie die konkreten Rechnungen fiir Zwei-
und Dreiteilchenbindungszustéinde zeigen [24], [25]. Dabei ergibt sich, daf} die Definition der physikalischen
Zusténde (5.1) zugleich eine Definition der Regularisierung ist. Man sieht dies deutlich, wenn die Zustands-
darstellung am Zeitschnitt fiir eine Dynamik von Bindungszustinden definiert wird.
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Um eine Theorie zusammengesetzter Teilchen und deren Wechselwirkung aus der zugrundeliegenden Spin-
ortheorie abzuleiten, muf} die Spinortheorie in eine Theorie zusammengesetzter Teilchen abgebildet werden.
Um eine Theorie von Zweiteilchenbindungszustinden zu formulieren, wird (™) aufgespalten in (4.3):

CM(L ... Iyla) = Z o o/ oL (N ) (5.10)

Aufgrund des Formalismus (siche Kapitel 3) sind diese Zustéinde am Zeitschnitt definiert. Deshalb bilden
die Funktionen {C,{I I} eine vollstdndige Basis der Zweiteilchenzustédnde. Die Vollstandigkeit garantiert eine

getreue Abbildung.

Die Beschreibung einer nichttrivialen Wechselwirkung ist nur am Zeitschnitt moglich, weil sie erlaubt, daf3
die ! -Funktionen nicht auf die Massenschale fixiert werden miissen. Die Entwicklung (5.10) ist im ko-
varianten Formalismus nicht moglich, weil die Fixierung der Zweiteilchenfunktionen auf die Massenschale
Wechselwirkungen verhindert (vgl. Kapitel 3).

Die CH1 '_Funktionen sind die Losungen der zugehorigen Hard-Core Gleichung. Sie sind singulidr. Werden die
erhaltenen Hard-Core Zustinde iiber die Hilfsfeldindizes summiert, so ergeben sich regulire physikalische
Zustande.

Die Eigenwerte héingen nicht von den Hilfsfeldern ab, weil die Sikulargleichung in physikalischen Groéfien
formuliert werden kann. Dies bedeutet, da die p(™ (k; ... k,|a)-Funktionen unabhingig von dem Hilfsfeldin-
dex i sind und da ¢(?"(I; ... L, |a) regulir ist, daB8 die p{™ (k; ... k,|a)-Funktionen ebenfalls regulir sein
miissen.

Die Abbildung enthilt jedoch singulédre Elemente in Form der C£112—F‘unktionen. Diese Singularitéten werden
jedoch durch Einfiihren der Duale Rﬁ& kompensiert. Insofern enthilt der Energieoperator (4.28) fiir die
Bosonen bzw. (4.51) keine Singularititen mehr.

Fiir die p(*) (k|a)-Funktionen zeigt sich, daf8 die GréBe < p | p > positiv definit ist. Es gilt:

T T
<PV | § bl > = 3 [[ande 3 (ch") ob" (40 0) 4 (ol
k1ko 1 2
= Y D(kn,ks) (o k1|a) P (kz|a)
k1k2
= Y 6k - ( (M k1|a) O (ky|a)
k1ke2

= < (k1]a) ) pM (k1 |a)

= < pW(kla) | pV (k1|a) > . (5.11)
Fiir die p( (ky, ky|a)-Funktion muf diese Aussage verallgemeinert werden:
< ¢ LI I4|a) | ¢ (I I, I314|a) >
- ¥ / dridrodrsdrs Y <C,ﬁIZC,fgI4)T cplel™ (o) (h, k2|a))Tp(2> (ks, kla)

kr kakg ks 7, 727574
= Z D(k1>k27k37k4)( @ (ky, k2|a)) ?) (ks ksla). (5.12)
kr kakg ks

Die GroBe D (ky, ko, k3, k4) bildet den metrischen Tensor. Das Entscheidende ist, daB < ¢ | $® > positiv
definit ist, und damit muB die p‘® (ki, k2|a)-Funktion und im allgemeinen Fall die p(™ (k; ...k, |a)-Funktion
physikalisch interpretierbar sein.

Die Verbindung zur phinomenologischen Theorie wird durch die Interpretation der bosonischen Koeffizien-
tenfunktionen p(™ (k; ...ky|a) als symmetrische Erwartungswerte der effektiven bosonischen Feldoperatoren
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hergestellt. In Kapitel 6.3, in dem die phinomenologischen Groflen bestimmt werden, wird hierauf niher
eingegangen.

Wie die Abbildungsrechnung zeigt, sind bei der Abbildung aber nicht die physikalischen Funktionen Gegen-
stand der Abbildung, sondern die singuldren Funktionen mit Hilfsfeldern. Deren Singularitdten werden durch
die Dualfunktionen RQIIQ kompensiert, die als Testfunktionen fiir die singuldren Hilfsfeldfunktionen wirken.
Man mufl dann unterscheiden, ob die Auswertung der Theorie sich auf die phanomenologischen Gleichungen
beschrinkt oder ob mittels der physikalischen Funktionen Struktureigenschaften der sogenannten Elementar-
teilchen untersucht werden soll. In dieser Arbeit wird die Ableitung der phinomenologischen Gleichungen in
den Vordergrund gestellt und auf Strukturuntersuchungen verzichtet.

Bemerkung;:

Nach (5.8) 148t sich eine Wahrscheinlichkeitsinterpretation ableiten, sofern die Hilfsfeldmassen m; = m+dm;
mit édm; — 0 gleich sind.

In den praktischen Rechnungen wird die Summation iiber die Hilfsfelder ausgefiihrt, wobei anschlieflend
dieser Grenziibergang zu gleichen Massen vollzogen wird. Im Anhang F werden die technischen Details
erlgutert.



Kapitel 6

Die Wellenfunktionen

Fiir die Auswertung des effektiven funktionalen Energieoperators (4.51) wird eine Basis aus Einteilchen-
und Zweiteilchenzustéinden (C-Funktionen) und die entsprechenden Dualzusténde (R-Funktionen) benstigt.
In diesem Kapitel wird dieses Funktionensystem berechnet. Fiir die Einteilchenzustinde wird der durch die
Polarisationswolke verdnderte Hard-Core Anteil berechnet. Die Zweiteilchenzusténde werden als Losungen
der entsprechenden Hard-Core Gleichung berechnet.

6.1 Die Quark-Wellenfunktion

6.1.1 Die Gleichung fiir das Quark mit Polarisationswolke

Fiir | F(j,p)) wird folgender Ansatz gewihlt:
| FG,p)) = i (| fin |0)r - §S0(3)(1112-’3 | £)ininin | 0)F- (6.1)
In dieser Entwicklung ist nur das erste Glied des Polarisationsanteils beriicksichtigt.

Um in jedem Bezugssystem den einzeitigen Zustand darstellen zu konnen, wird die kovariante Gleichung
gelost. Nach [13] lautet das kovariante Gleichungssystem:

1 3
(Dglsg 6” - mSlSQ)(p,(SZ) = W51525354(p.(52)5354 (62)
(Dglsgau - m5152)90g§31(252 = 3WS1525354 (F54K1F53K2 - FS4K2F53K1) ‘PSQ) (63)

6.1.2 Die Eigenwertgleichung

Ausgehend vom Gleichungssystem (6.2), (6.3) wird in diesem Kapitel die Eigenwertgleichung fiir den durch
die Polarisationswolke verdnderten Hard-Core Anteil abgeleitet. Dieses Gleichungssystem wird gelost, indem
Gleichung (6.3) nach gog K5, aufgelost wird und in Gleichung (6.2) eingesetzt wird. Zunéchst wird Gleichung
(6.2) umgeformt. Dies geschieht mit Hilfe der Greenschen Funktion Ggg:, die durch

Gss, Ks;xk = dsk (6.4)
definiert ist. Sie lautet:
1 F+mMi1) qia0 i
Gslsz = WdiliZ(sAlAg&nlng /dp p2 _l;n?: 2 e ﬁp(l'l zz)‘ (65)
Damit ergibt sich:
1 3
sofg) = Gss, W5152535490Eq2)5354 (6.6)

39
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K@ = [Grnlo-m) - 20w = 22)3(a1 - 24)
Uz,2.252, 90(232) 2.2, (@273%4) dr1dz2drzdry
oy (@) = /G221 (@ — 1) Uz, 202024 P 7,7, (217171 .

Die lokale Wellenfunktion w(ZSZ)ZS 2, (@, 7, x) wird aus (6.3) abgeleitet.

3 1
90.(1(31(21(3 = 3GK351W51525354 (F54K1F53K2 - F54K2F53K1) (PE';Z)

v, (W1yeys) = 3/GV321 (ys — 21)d(21 — 22)0(21 — 23)8(21 — 24)U 2, 2, 2524

(F(xa —y1)zavi F(xs — Y2) zsve — F(24 — y2) z2,vu F (23 — Y1) 2511)
<p(Zlg) (z2) dz1drodrsdr,
LPQ)VQVS (n1y2y3) = 3/G(y3 —21)v32,.Uz,2,2524 [F(Sh — Y1)z F(x1 — y2) 2515
—Fz,v, (21 — y2)Fzv, (71 — y1)] 90(212) (%1) day
mit x = y; = y» = y3 und y = 7 sowie Umbenennung der Indizes, ergibt sich:
W(ZBQ)Zsz4 (z,z,) = 3/G($ — ) z.vi Uvivavsvi [F(y )iz F(y — )v5 2,
~Fly— )iz F(y — 2)vaz| 91 () dy.
Dieses Ergebnis wird in (6.8) eingesetzt.

eP(z) = 3/dyd$1 Gzz,(x — 1)Uz 2,2,2.Gz.vi (21 — Y)Uvivavava

(FO - 20wz Fy - 20z — Fly— o)z Fu - vz ) el ().

Der Ubergang zu fouriertransformierten Groen, die durch

d4p A —ip(z1—22)
GZ1Z2 (ml - w2) = WG(I))Z1Z2€ B )
d'p - T
FleZ(wl - wZ) = /ﬁF(p)Z1zzeihp(wl 2) )
~ 7+ m;, C
GZ1Z2 (p) m‘snllw 6i1i2 5A1A2 )
~ . + M C)ana
Fz,2,(p) = _zh(IZ)LT)CQCaagL21525i1i26A1A2 ;
dp iy
und (p(Zl) @ = / (271'7;;))4 ‘p(l) (p)ze ®7P
definiert sind, ergibt:
3 ~ ~
oY (@) = D /G221 (P1)Uz2, 2,25 2,G 2.2 (P2) Uviva v va

(Fza (@) Fraza(@2) = Fraza(@) Fraza (2)) 64 (a0)
e~ P1(@—71) o= p2(21-Y) g—h 01 (y—21) ,— £ 02 (¥—21) o~ £ a3y

dydzydp:dp2dq: dgadgs.

(6.7)

(6.11)

(6.12)

(6.13)

(6.14)
(6.15)

(6.16)
(6.17)

(6.18)

(6.19)
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Die entstandene Gleichung wird durch

W@ [t @ett —uatt) = 6P (1 (6.20)

fouriertransformiert und ergibt

o 3 ~ N
(k) = W/G(Pl)zzlUzleZgz4G(P2)Z4V1UV1V2V3V4 (6.21)

~ ~ ~ (1
(F(ql)V4ZzF(Q2)V323 - F(Ql)V4ZgF(Q2)V322) 90§/2) (g3)
e~ ip1(z=21) o= £ p2(21-Y) o=t 1 (¥—21) o~ £ 42(y—21) g~ R G3Y o1 ke

dydzdp,dp2dq dgadgsde.

Die Exponenten der Exponentialfunktionen werden nach gleichen Orten sortiert,

- 3 ~ -
oy (k) = W/G(P1)221Uzlz2zsz4G(P2)z4V1UV1V2V3V4 (6.22)

(FlavizaF(@)vaz = Fla)viza Fa)vaza ) 943 (a5)
efﬁw(l’l*k)e* £ wl(;Dz—IJl*41*qz)e*%y(113—1?2+1h+qz)duldxldpldPquldqqu3dx ,

und die entstandene Gleichung wird iiber die Ortskoordinaten z, 1 und y integriert und danach tiber die
Impulse p1, p2 und g3 integriert:

- 3 ~ -
P k) = W/G(P1)221UzlzZZsz4G(P2)Z4V1UV1V2V3V4 (6.23)

(F(QI)V4Z2F(Q2)V3Z3 - F(Q1)V4Z3F(C_I2)VSZQ) (ﬁ%)(q3)
d(p1 — k)o(=p1 +p2 — @1 — ¢2)d(—=p2 + q1 + g2 + g3)dp1dp2dg1dgadys

3 ~ N
= @) /G(k)z.21Uzlzzzsz4G(P2)Z4V1UV1V2V3V4

(Fla)vnF @)z = Fa)vizF@)nz) 25 @)
0=k +p2—q1 —q2)0(—p2 + @1 + g2 + g3)dp2dqidgadys

- (27h)8 /é(k)zleZ12223Z4é(611 +q2 + 43) 2, v, Uvivava vy

(Fla)vizF@)viz = Fraz(a) Fraz (@) 65 (a)
6(—k + g3)dq1dgodgs

3 ~ -
= (271—h)8 /G(k‘)zzl U21Z2Z3Z4G(q1 +q2 + k‘)Z4V1 UV1V2V3V4
(F(Q1)V422F(CI2)V3Z3 - F(QI)V4Z3F(C]2)V322) cﬁ%) (k) dg1dg2
und damit
- 3 ~ -
‘10(21) (k) = —(27rh)8 /GZ21 (k)UZ1ZQZ3Z4GZ4V1 (k +q + qQ)UV1V2V3V4

(Fvaza (@) vz (@2) = Fraza(a) Pz, (02) ) 945 (k) dardgs. (6.24)

Diese Gleichung 1i8t sich vereinfachen :
Der Term (FV4Z2 (1) Fv, 2, (@2) — Fy, 2,(q1) Fy, 2, (qg)) ist antisymmetrisch in den Indizes Z» und Z3.
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Uz, 7,252, ist ebenfalls antisymmetrisch in Z» und Zs. Somit konnen die beiden Propagatorterme zusam-
mengefafit werden:

UZ1{22Z3Z4}asy (F(ql)V4Z2F~1(q2)V3Z3 - F(ql)V4Z3F(q2)V3Z2) (6-25)

Uzl{zgzsz4}asyF(Q1)V4ZZF(612)V323 — Usy (275 Za Yoy F(@1)Va 2o F (@2) v 2,
U2 {25 23 Za auy F (@ )Va 2. F(@2) v 25 + Uz, {25 25 20} 0oy F(@0)Va2a F(@2) i 25
= 2UZ1{Z2Z3Z4}asyF(q1)V4Z2F(q2)V3Z3'

Damit lautet die auszuwertende Gleichung:

2y (k) (6.26)

= W/G(k)zlezlzzzgz4é(k+ql +02) 2o Univovo v F(0)va 2 F () v 2, 8% () dga .

Auf der rechten Seite dieser Gleichung ist die Summation iiber den Hilfsfeldindex jo des Index Vo =
(B2, k2, Ba, jo) intern auszufiihren. Dies fiihrt auf die folgende Gleichung mit der Bezeichnung 4 fiir den
fouriertransformierten und iiber den Hilfsfeldindex summierten Spinor:

o5 (k) (6.27)

= W/é(k)zleZ1Z2Z3Z4G~(k + q1 + QZ)Z4V1 UV1V2V3V4F(C]1)V4Z2F(CI2)V3Z3@ﬁQ,kz,Bg (k)d(hd(h
Damit hingt die Hilfsfeldwellenfunktion gbzl ) mit Hilfsfeldindex i direkt von der physikalischen Quarkwel-
lenfunktion 4 ab. Deshalb wird zuerst die Quarkwellenfunktion iiber die Eigenwertgleichung berechnet.

Summation iiber den Hilfsfeldindex 7 des Index Z = (a, k, A, 1) ergibt die gesuchte Eigenwertgleichung. Sie
lautet:

o alh) (6.28)
6 ~ - = ~ ~ N
= —(27rh)8 /dlhdﬂh Z ANiGzz, (k) Uz 2,2,2,G(k + @1 + @2) 2.vi Ui v v v F'(G1) v 22 F(02) vy 25085, k2, B2 (K) -

6.1.3 Algebra

Werden die Groflen (6.5), (2.40) und (3.43) in (6.28) eingesetzt, ergibt sich nach algebraischer Auswertung
der y-Algebra:

Gia,k,4(k)

2%2 BV
= 189S NG, (B / dqydgs —
(2rh)® o= [(k+q1 +¢2) —m§402] [q} = m ] [g3 —m? c?]

{ Miscqi + (Miy + Miy — Mi,) cq1qz + Mige gk + mi,cqs + miyc gok + 108mg,mi,mi, ) 1L

(
— (36 q1g2 — miymiyc?) ¥

— (363 + T2 q1q2 + 362k + miyms, ¢t — miymic®)
—(

36¢; + 72 q1g2 + 36q1k + miymi, ¢ — mi,mi,c?) i }ﬁg,m(k). (6.29)
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6.1.4 Impulsintegrale

Die Integrale iiber die Impulse ¢; und ¢, sind divergent. An dieser Stelle zeigt sich nun die regularisierende
Wirkung der Summation iiber die Hilfsfeldindizes, wodurch regulire Ausdriicke entstehen. Im einzelnen
werden die folgenden Schritte ausgefiihrt:

1. Parametrisierung des Nenners nach Feynman.
2. Regularisierung durch Summation tiber die Hilfsfelder.

3. Integration tiber die Impulse.

Feynmanparametrisierung

Es wird die Formel [26]

1 ! v 1
abe 2/0 du/o o (a+ (b—a)u+ (c — bv)? (6.30)

benutzt, um den Nenner umzuschreiben. Dies fiihrt auf den folgenden Ausdruck:

1
[(k+ a1+ )? —m2 ] [¢} — m% c?] [@3 — m3, ]

1 U
= 2/ du/ dv[(k+q1+q2) —m202+( m c —(k+q1+q2) +m202)u
0

+ (63 —m},c —qi + mi,c?)v] -3

1 u
2/ du/ dv [(1 —v)g] +2(1 —uw)qigo + 2(1 —u)gik + (1 — u +v)gs + 2(1 — u)gak + (1 — u)k?
—(u—v)mi,¢® —vmj ¢ — (1 —w)ymj,c?] - (6.31)

Regularisierung

Nach Einsetzen von (6.31) in (6.29) wird die Summation {iber die Hilfsfeldindizes ausgefiihrt. Das Ergebnis
ist in Anhang E.4 angegeben. Es entstehen folgende zu berechnenden Integrale:

//dq1dqu //dqldqQN //dq1d2N //d s dgy 1 //dqldqz //dqldqz

/ dgy dgy 22! // dgy dgy L0 // dgy dgy 222 / dq dqzqﬁ\?i”, / day dg P22 (6.32)

Dabei ist 6 <n <9, und N ist durch

N=[1-v)g +2(1 - uwag+21—u)gk+ (1 —u+v)g + 2(1 — u)gk + (1 — u)k* —m?c*] (6.33)
gegeben.

Berechnung der Integrale

Um diese Integrale zu berechnen, werden zunédchst entsprechende Integrale mit allgemeinerem Nenner

N = [oqf +28qq + 74 + 20q1k + 2eqok + Ak* — M ] (6.34)
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berechnet, und nach den Rechnungen werden folgende Substitutionen durchgefiihrt:

a = 1-w (6.35)
B = 1-u (6.36)
vy = 1—u+w (6.37)
0 = 1l—u (6.38)
e = 1-u (6.39)
A= 1-u (6.40)
M = m?*c. (6.41)

Die entsprechenden Integrale ergeben sich nun als Ableitungen dreier Integrale:

//dq1 dqzﬁ = ﬁ (%)n_ts//dqldqz% (6.42)
//dQ1 dQsz,—%n = _(n4—7!1)! (6%)"6 i//clqldq2% (6.43)
/ day dqg;\lr—gn _ _(n4—7!1)! (azu) 3 //dqldq2N5 (6.44)
// dqy dp L2 = —2(n47_!1)!( ) 6B // dqldqa (6.45)
//dfh d(Iz;I\lf—f = _2(n47—!1)! (6i>n 6 5% /dqldq2% (6.46)
(o)
0

pk 4! "0y // 1
// WA = o) 9e J) ez (6.47)

// dqy dn 32 = " i)! (6—M>n_5 / day da, 2 (6.48)
// dqy dp 3 = - i)! (6%)”_5 / day da, 22 (6.49)
/ dg: dgo qqu” = W 4_!1)! (&)"6%/ dqldqg% (6.50)
// day dq2q2‘h# - 4_!1)! (6%)”_6% // dgr gy 2 (6.51)
//dq1 dgs ql}’\“]qw _ _2(n47_!1)! (%)n_ﬁ % /dqldqz% (6.52)
/ dq dQ2QZ fy —2(n47_!1)! (6%>n_6%/ dqldqz,?\l,—g. (6.53)

Dies bedeutet, dass es ausreicht, die drei Integrale [ dqidgs s, [ dqidg: %% und [ dgidgo 2% zu berechnen.
Die Rechnungen stehen im Anhang E.4. Das Resultat lautet:

1 ™ 1 1
// WALNT = U oy (0 1 BPAL 107 — 200 —ar N R2 — (B —an) M (634
4
qu T /36 - 76 klf’/
dq:1d = - )
// D492 775 4! (82 — ay)? (a€? 4 2N + 7% — 2B0e — ayA) k2 — (B2 —ay) M (6.5
4
q2_u _ 71'_ ,3(5 — Q€ ku
//d(hd(h N5 4l (132 _ a’y)z (aeQ +,32/\ +’Y(52 _ 2/355 _ a,y)\) k2 — (132 — a,y) M (6.56)
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Diese Ergebnisse (6.54)-(6.56) werden in (6.42)-(6.53) eingesetzt und die entsprechenden Ableitungen be-
rechnet. Anschlieflend werden die Substitutionen (6.35)-(6.41) eingesetzt. Damit sind die einzelnen Integrale
(6.32) d.h. die Integrale (6.42)-(6.53) gelost und konnen in Gleichung (E.54) eingesetzt werden. Nach an-
schlieBender Zusammenfassung der gesamten Terme lautet das Zwischenresultat:

(k) = _ged 0 AiG ooy (K, [ (6.57)
UarA - 2 h 3 Z aal mz . U A VU .
s + s2k? 3 252k%(mc)?
t2 (sk? —t(mc)?) 262 (sk? — t(mc)2)®  t(sk? — t(mc)?)®

_ 1458s%k%(mc)®  4T4st(me)* . 12st?(mec)®  3888st3(mc)®
(sk? — t(me)?2)®  (sk? —t(mc)?)®  (sk? — t(mc)?)* (sk? — t(mc)?)!
2453k2(mc)* 96s%tk? (mc)8 10368s%t3(mc)® } el
(sk? — t(mc)2)"  (sk? — t(mc)?)®  (sk2 — t(mc)?)®

+ 3654kt 352k?(mc)? 545 (sk* + t(mc)?) (mc)?
13 (sk? — t(me)?)®  2(sk? — t(mc)?)? t2 (sk? — t(mc)?)®
st(me)t 440s%t(mc)® 4st®(mc)8 864s*k2(mc)®

2(sk? — t(me)?2)®  (sk? —t(me)2)* 2 (sk? — t(me)2)'  (sk? — t(mc)?)®

25925%t(mc)® N 3253 (mc)®  125” (sk® + t(me)?) (me)* i\ aeath)
(sk2 —t(mc)2)®  (sk2 — t(mc)?)° (sk? — t(mc)?2)* a1 o

wobei die Definitionen

s = (u=1)(u—v)v

t = w40 —u(l40) (6.58)
eingefiihrt wurden. Herausziehen der Konstanten mc aus den einzelnen Summanden und mit der Definition

2 K’

ergibt sich:

2+2 4
Gana(k) = —96T 2" Wm

@) mCQZ,\Gaal kmz/du/ dv
™

s s272 25272 14585272 474st
t2 (

+ — —
sT2—1t) 22 (s12 —t)°  t(st2—1t)° (st2—1)® (s72—1)°

12st2 4 3888st3 4 245372 N 96s3t72 4 10368s2t3 el
(572 =)' (s72 =)' (s =)' (s72—1)  (s7 —1)°

{ 36517 35272 545 (s7% + 1) st 4405t
43

(720 267 -7 PEr -1 262 —0° (7 -1
4st? 864572 25925t 32523 1252 (s72 + 1)
B — 1) (52— (s =t (s —tF  (s72—1)" } E}al 5
5na(k). (6.60)
Damit hat die Eigenwertgleichung folgende Gestalt:

2h2 4

ﬂa,@A(k) = —gﬁm Z )\ Gaa1 (k‘ m,) [Pl( ) b{—i' P2 (T)mcll]alﬁ ’lAij,iA(k), (661)



46 KAPITEL 6. DIE WELLENFUNKTIONEN

mit
Pi(r)=3 // dudo 36s'7t  3s?r 548 (sTP+4t) st
! 3 (s72 — t)3 2 (s72 — t)3 t2 (s72 — t)3 2 (sm2 — t)3
440s%t 4st3 8645472 259253t
(st2 =)' #2(sr2 —t)*  (s72—1t)° (s72—1)°
32573 12s% (s72 + 1)
T e wbs (6.62)
(s72 — 1) (st2 — 1)
und
Py(r) = // dudu s N 5272 3 25212 1458s%712
’ 2(s72—1) | 242 (572 —1)°  t(s72—1)° (572 — 1)
_ AT4st 12st? 3888st3 245372
(s12 =) (sr2—t)"  (st2—t)'  (s72—1)*
965372 1036853
T . (6.63)
(s72 —t)° (872 —1)

Prinzipiell ist es nun moglich, die Integration iiber u und v auszufiihren. Der Eigenwert wird im Folgenden
nicht berechnet, da dieser nur eine erste Niherung des exakten Eigenwerts der Polarisationswolke der Quarks
darstellt. Es wird jedoch dargestellt, wie der Eigenwert prinzipiell berechnet werden kann, und es wird eine
Beziehung zwischen P; und P, abgeleitet, die benétigt wird, um die Selbstkonsistenz der Rechnungen zu
zeigen.

6.1.5 Der Masseneigenwert der Quarkwellenfunktion
Berechnung der Determinante

Die Eigenwertgleichung (6.61) lautet:
. g*hPrt ~ N
Uora(k) = —96m ; AiGaay (k;mg) [Pu(T) ¥ + Pa(T)mell], 5 Upca(k)
=n G T igua(k). (6.64)
Im Ruhsystem gilt k = 0, und damit geht ¥ iiber in ¥ = ko7 = Mcy°, damit lauten die einzelnen Grofien
mit 7 = M/m:

G’ = Z )\iéaal (k, m,)
k? + 3m?2c? 3k% + m2¢c?
(kz _ m262)3 y (k2 _ mch)Bmcn

M?c* + 3m2c? o . 3M?* +mic?
( zmcll

- T M il
M22 — m2c2)3 Y (M2c2 —m2¢?)

1
(r—1)3

1 -
_ 1P 6.65
(mc)? ——(T_:l)s (6.65)

G

PQ(T)+TP1(T)P( : P
2(7) + T (T
T'=(mc) Py(r) — 7Py (7)
Py(1) — 7P (7)

(6.66)
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242, 4
n= —96%. (6.67)
Damit 4 Eigenspinor ist, muf} 4 die Gleichung
(néT . 11) i=0 (6.68)
erfiillen. Dies hat zur Folge, dafl
det (néT - 11) -0 (6.69)

sein mufl. Wird die Determinante berechnet, ergibt sich:

( n__ P(r)+7Pi (1) 1) 1,

(me)?  (7-1)3

det (nGT — 1) =

Po(T)—7Pi(T
(— g 2 - 1) 1

:< n P2(7)+TP1(T)_1>2<(71 PQ(T)—TPI(T)+1>2_ (6.70)

(me)?2 (1 —1)3 me)? (7 +1)3

Im letzten Schritt wird die Determinante Null gesetzt. Es ergibt sich der gesuchte Eigenwert 7 = /% und
damit der gesuchte Masseneigenwert des Quarkzustandes mit Polarisationswolke in erster Ordnung. Aus
n  Py(t) — 7P (7) 2
1] =0 6.71
((mc)2 (tr+1)3 + (6.71)
ergibt sich:
2
Py(r) =7Py(r) — (mnc) (r+1)°. (6.72)
Aus
n  Py(r) +TPi(T) 2
—-1) =0 6.73
(o (6:73)
ergibt sich:
2
Py(r) = (m;) (1 = 1) = 7Py (7). (6.74)

6.1.6 Die Quarkwellenfunktion

Nachdem der Eigenwert abgeleitet wurde, wird nun der Eigenspinor berechnet. Die Eigenwertgleichung
lautet:

252,04 ~
i a(k) = —96—L " )SZ/\iGaal (kymi) [Pu(r) ¥+ Po(r)(me)1L],, 5 dgna(k). (6.75)

m2c2(27h
Wird die Summation iiber den Hilfsfeldindex ¢ ausgefiihrt, entsteht folgende Gleichung;:
Uo,ra(k) (6.76)

g hirt < k? + 3m?2c? 3k% + m2c?
(

—-96
m2c?(2nh)8 \ (k% —m2c?)3 ¥+ (k2 — m2¢?)

3 mc]l) [Pi(7) ¥+ Po(m)me 1], 5 Upsalk).
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Mit 72 = kazcz, ergibt sich:

Ua,ka(k) (6.77)

g*hint [(T2 +3)P (1) + B2+ 1V)Pi(1) ¥ (7P +37)Pi(1) + 372 + 1) Py(7)

mct (2nh)8 (12 —1)3 me T (12 —1)3 Il] ra(k)

=96

Umgeformt entsteht:

n (T2+3)P(1)+ B2+ 1)Pi(1) ¥ n (7" +312)Pi (1) + (372 + 1) Py(7) .
— + —1)n|a=0
(mc)? (12 -1)3 me (mc)? (12 =1)3
[5/— ((mc)2 (12 —1)3 3 (t* + 372)Py (1) + (372 + 1)P2(T)> mc]l] 60
n (124 3)Ps(7) + (372 + 1) Pi(7) (12 + 3)P2(7) + (312 + 1) Py (7) -
(6.78)
Damit 148t sich die Eigenwertgleichung folgendermaflen schreiben:
[ — Mcll)dig o a(k, M) =0. (6.79)
Dies bedeutet, dass @ ein Spinor mit Masse
o (B D - (43RG - (37 4 D)
_ m
(12 4+ 3)Pa(1) + (372 + 1) Pi(7)
(6.80)
ist.
Mittels der Bedingung (6.72) bzw. (6.74) wird daraus:
M=—rm (6.81)
bzw. M=mm. (6.82)

~(s

Die Losungen der Gleichung (6.79) sind die bekannten Dirac-Spinoren 4. Damit lautet die Quarkwellen-
funktion:

r| k
¢ Z‘ :, = Nyer*r (o) (k, M) 67,64, (6.83)
Al A
mit
1 0 k-c (ke —iky)c
0 1 (hetiky)e B
a4 = k.c 42 = (ko—iky)c 43 = E-Mcz | ) = E—Mc® . (6.84)
E+Mc? “EXME 1 0
(kztiky)c —k.c 0 1
E+Mc2 E+Mc2

Die Einteilchenwellenfunktion wird auf die Einheit Impuls™ normiert (Anhang D). Die Normierungskon-
stante lautet damit: Ny = (mc) !4/ % .

6.1.7 Die Wellenfunktion fiir die Hilfsfelder
Die Gleichung (6.27) fiir die Hilfsfeldwellenfunktion lautet:

g2h27r4 B
AiCaar (k,mi) [P(7) K+ Pa(r)mell], , tna(k). (6.85)

5(1) -
Panai(k) = 96m2c2(27rh)
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Kompakter formuliert, mit n = —QGHQ% lautet sie:
- ~ P, R
gogl) =n(mec)\iGaoa, (k, m;) [—1 K+ lel] 4. (6.86)
(mc) o f
Wird die Greensche Funktion eingesetzt, ergibt sich:
(1) _ ¥+ m;c Py N
Nach (6.79) gilt:
Ka=1mca, (6.88)
und nach (6.76) gilt:
. k2 + 3m?2c? 3k% + m2c? Py (1) .
4 =n(mc) ((7'2(mc)2 — i) K+ T2 (ma)? = m262)3mc]1) [ K+ Pg(T)]l] 0. (6.89)

Einsetzen der Gleichung (6.88) in Gleichung (6.89) fiihrt mit k? = 72m?2c? auf:
72(mc)? + 3m?2c? 372 (mc)? + m2c? Py (1)
= n)|—-= P | a
i =n(me) ((72(mc)2 —m?2c?)3 K+ (12(mc)? — m2¢? 3¢ ) [ me rme + Po(r) ] “
72(mc)? + 3m3c? 372 (mc)? + m2c?
=n(mc) 5 T
(72(me)?2 — m2¢?)3 (12(mc)?2 — m?2c¢2)3

n (T2+3 3r24+1
= T

]1) [P (7)1 + Po(7)1] 4

> [Pl(T)T]]. + PQ(T)]].]'I}/

T me \EE - T o)
= e (TS +(3; - i’)f ha 1) [P (r)71 + Py(r) 1] a
= (m"c)z (ﬁ) [PL(7)r1L + Py (r) 1] @
- (m"c)z ﬁ [Pl(r)% + PQ(T)]I] . (6.90)
Umgeformt lautet diese Gleichung;
) (7~ 1ya= [pl L+ pmn|a (6.91)

Eingesetzt in (6.87) fiihrt auf:
¥+ myc (mc)?

=(1) _ 345
@; ) =n(me)r; me —mie n (r—1)a
_ 3 3 k"‘ m;cC ~
= (mc) (T - 1) )\ZW
. 3 3 Tmc +m;c .
= e (r = VN i — e
1
= =12\ —Ma. .92
(me)*(r = 1A i (6.92)
Damit sieht die Quarkhilfsfeldwellenfunktion folgendermaflen aus:
r| k
i ' 1
C| « SI = Nf (mC)2(T — 1)3€%kr)\jmag§) (k, M) 6:: éﬁl (693)
K| K '
Al A
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[|E| + Mc?
Ne=y | ——. 6.94
f 2|E| ( )

6.1.8 Der Duale Hilfsfeldspinor
Aus der Beziehung

mit

‘RIIi:1 0152 = 5/61192 (695)

148t sich der duale Hilfsfeldspinor konstruieren. Er lautet

r| k
i
11 1 1
== Ny —rkr - P (k, M .. )
R z :/ = 3 nn)? (T_ 1)3(mc)26 by (tme — mye)a! '\ ( )85, 64 (6.96)
Al A
6.2 Die Gluonwellenfunktion
Die Diagonalgleichung lautet:
Epo | F(3,0))? = jr, Kr,0,01 | FG,0))* — 3Wntaar, Fi ke w01, 0n, | F(, p) (6.97)

Um in jedem Bezugssystem den einzeitigen Zustand darstellen zu kénnen, wird die zugehorige kovariante
Gleichung gelost. Diese lautet:

K5152852 | ]—‘(j)p))d :3WS1523354F5455j55653652 | f(j7p))d' (698)

Einsetzen des Funktionals | F(j,p))¢ und Projektion in den 2-Teilchensektor ergibt folgende Integralglei-
chung:

¢®) (815, | @) =3Gs,sWssysu55 Fsys, 01 (S4S5 | a). (6.99)
Werden die Groflen (2.48), (3.43) und (6.5) in (6.99) eingesetzt, ergibt sich:

0%, (k,a)

3zh P__z z e’i%zlei%“
g /\,1)\12/d4p/d4 /d4a: e'\Tw #) ® 5 3 55 (' +mic),,, (d+mjc) Cpa,

7 mlE) (¢ —mie)

zx | k
5 B2
6A3LikL22ka (5011,31 Cﬁ2,33 - '721& (750)132,33) ‘P(2) kzk; a
By B,
zx |k
5 5 ~2) | B283
- (5a1ﬂzoﬁlﬁ3 ~ Ya1B2 ('7 C)ﬁlﬁs) 90( ) Kiks | @
A Ay
zx |k
N B23
+ (00185C818> — Vs (V° O)pags) 92 e | a (6.100)

A1 Ay
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Die rechte Seite dieser Integralgleichung ist abh#ngig von der iiber die Hilfsfelder summierten Wellenfunktion

Q.
Nutzt man die Translationsinvarianz der Felder aus, erhilt man als Ansatz fiir die Zweiteilchenwellenfunktion:

z172 | K 1 — Tolk
10 - G162
0@ | iyiy =Nye #7525 | kiky |a (6.101)
KiK2 | @ 102 S
A1 As A1As

und nach Summation beziiglich der Hilfsfelder:

z1z2 | K 1 — 22|k

~(2) o109 _ _iprites | K1k |G

S I B PO e (6.102)
A1A2 A1A2

Da in (6.100) auf der rechten Seite die lokale Wellenfunktion steht, wird x = z1 = z2 gesetzt, und es ergibt
sich fiir die lokale Wellenfunktion:

zx | k 0 |k
A(2) | 1o - N e—,’;kw o | Kik2|@ (6.103)
Kiks | @ @ orag ' -
A A, A Ay

Die lokale Relativwellenfunktion x hingt nur noch von den algebraischen Indizes und nicht mehr vom Ort
ab. Im Folgenden wird der algebraische Anteil konstruiert. Die Relativwellenfunktion x soll ein Vektorboson
darstellen, dies bedeutet, dal die Spinoperatoren symmetrisch sein miissen. Daraus ergibt sich folgender
Ansatz:

0 |k
~ K1K2 |G
1049 |S

A1 Ay

= s 4y (45 (7€) gy + iy (9 C)ay) - (6.104)

Die Matrizen L%, die den Farbfreiheitsgrad und den Superspinfreiheitsgrad beschreiben, werden am Ende
der Rechnungen bestimmt. Mit diesem Ansatz ergibt sich aus (6.100):

T1X2 k
1009
90(2) ivio
K1K2 a
A1 A,
12ihg [aw e AP 1w ke
= ——N/ 0 Le . A, [ d
(2rh)4" ¢ A1A2 Mk ko p (pIZ _ mlgl 02) ((p' — k)2 — mzicQ)
AZ [(ﬁl + my, C),),H(]{ — k+ m’igc)c]alaQ ) (6105)

Die Transformation des Impulses p' = p + % ergibt folgende Ausgangsgleichung [22], [23]:

T1X2 k

102
A

KiRK2 | G

A Ay
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12Zhg - —k11+ 2 e—%P(wl—zz)
== Nyba, A, L€ iy iy /d P
ey p+ 5P —mi ) (0= 57 - mi,e)
AL |(F+ §+ mi, )y (¥ — §+ mizc)C] : (6.106)

a1
Ausreduktion der y-Algebra ergibt unter Beschriinkung auf s-Wellen und masseloser Gluonen (k? = 0):

12 k
a Q2
i1io
KiK2 | a
A4

12ihg SELS e~ ik (z1-22)
=2 N,A% 4, 4,L° Ais i, [ d*
(27Th)4 A 041 A, nlng i1 M2 / p %) m2 02) ((p _ E)2 _ m122c2)

[(L"lc;m”"ku—%M)m(m,-lmh@—ﬁ)( b0) 4 iMEE My, (spec)| (6107

[s5 e D]
Die Integration iiber d*p ergibt nach Anhang E.3:
(p(z) (.[112 | k a)
24m

2 ) ot 1 ;
= th ‘,4‘16141142)Lln2671 Ek%/\h)‘ig / dze_ﬁ(z_%)k(mfzz)
- (2nh)* 0

{(mzl — MisCop kﬂ y) Ko[M;,i,(2)@]C

mnmtz 1112) KO[MZIZQ( )ﬂ] + ZhMiliz (1 -

ml@/\

(m,1 + my, )k, Ko[M;, i, (2) ](E‘“’C)} . (6.108)

a1

Dabei wurden folgende Definitionen eingefiihrt:

M, ( \/m = (m? —m2) 2z (6.109)
= (—M +ie) . (6.110)

Wird der Ubergang zu gleichen Zeiten vollzogen, geht 4 iiber in @ — % = #. Mit der Grofle N = %
und u = r; — ro schreibt sich die Wellenfunktion in temporaler Eichung (A% = 0):

172 k
a1 a2
i1%2
Kiko | @
A1 Ay
2472

h i i r r 1 i
=Ty A“éAlAzLﬁlnze’EEteﬁk%;ﬂ/\1-1)\,-2/ dzer (= 3)ku
~ (2nh)? 0

qe—mige.. 1. .
{ (%kz - 5’& bf) Ko[Niyi,ulC

+ ((milmz2 Mfm) Ko[Ni,i,u] + 2R M5, (1 + h(z - §)ku> %) (v'C)

@)
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+ %(mil + my, )k, Ko[Ni, i, u] (E“’C’)} i (6.111)

[eaRed]

Diese Wellenfunktion wird nach kleinen Massendifferenzen entwickelt, dabei werden die folgenden Gréfien
eingefiihrt:

1

Aigig = 5 (miy —mi, ) ¢, (6.112)
1

Mi1i2 = 5 (mh + miz) ¢, (6113)
M. -

Niliz ;:12 . (6114)

Damit schreiben sich folgende Groflen unter Vernachlissigung der ersten Ordnung in A ;,:

c
Niyi( \/sz - m2) 23 = Nursoy (6.115)
Mfm( ) = (m, — (m%1 —m2 ) 2)* =M7,, (6.116)
miymi,ct = M7, . (6.117)

Werden diese Entwicklungen in die Wellenfunktion (6.111) eingesetzt und die N&herung k,k, ~ 0 angewandt,
fithrt dies auf die folgende Gleichung:

(p(z) (11[2 | k Cl)

2(42%;?91\7 Afda, 4, L mme%%(rﬁm)’\ /\’2/ dseklmd)es
{2 (14 7. = o) FERE 00) 4 idb Vol ()} 619
Die Integration iiber die Hilfsvariable z liefert:
o2 (1112 | k,a)
{%Mm (1;7) m (0], + M oin (52 Kol (570) )
2(;1#27;9]\7 Saran Ll € i oy (f1+'2))\ DY {Zh N, i, coS (g;) %A? (Vic)alaz

ku

oh i )
RN, g in <2h) Ko[Niyiyuly Aiky (i c)am} . (6.119)
Der Ausdruck A%k, (% C) kann wegen der Antisymmetrie der Matrix % C durch F2 % (' ;, ausgedriickt

werden, wobei F}, durch

Ff, = = (Ath, — kiA3) (6.120)
definiert ist.
Da die Wellenfunktion Losung der Hard-Core Gleichung und nicht die Losung der vollen Dynamik ist, ent-
spricht die Gleichung (6.120) einem Ansatz ohne Selbstwechselwirkung und ist daher mit der entsprechenden
Gleichung des Feldstirketensors der Elektrodynamik identisch. Die Schwache Abbildung wird jedoch die
Losung der vollen Dynamik und auch die entsprechende Beziehung fiir den Feldstirketensor liefern, wie sie
im Fall einer nichtabelschen Eichtheorie lauten mu$.
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Wegen der Beziehung (6.120) gilt im Folgenden immer fiir den Spintensor X% der Fall i > v.
Mit (6.120) schreibt sich die Wellenfunktion zu:

r17ro k

Q10 233

o 247°h a d(pap
O via || =T Nobasaa L E N
Kike | @

A1 A,

(oo () K21

2h . (ku o f<iv
2h u arag T Nivin—sin (—) Ko[Ni,i,u] Ff, (Z° c)mz} . (6.121)

ku 2h

Berechnung der mittleren Ausdehnung

Die mittlere Ausdehnung (u), wird abgeschétzt, indem zunéchst die physikalische Wellenfunktion mittels
Summation iiber die Hilfsfelder 41 und 45 in (6.121) berechnet wird. Dabei werden die beiden Kontraktions-

faktoren cos (X2) und ZLsin (52) vernachléssigt:

T1T2 k 21222 k
@ ‘;‘12‘2 .= Z o | iy . (6.122)
A1A2 1112 21222 a
Mit
a= % (6.123)

ergibt sich fiir die physikalische Wellenfunktion der Ausdruck

L'kr1-;r2

95(2) = N6A1A2Lz1nzeﬁ
{2(au) {[(au)® — 1] K1 [au] — 2(au)Kolau]} Af (v°C)

1 )
+ E(au) {(au) [(au)? — 1] Ko[au] — 2 [1 + (au)?] Ki[au]} F{, (E“’C)alag} . (6.124)
¢ wird mittels der Funktionen ¢g; und go ausgedriickt:
b =Noa aukie 5 (i@ 4? (4/0),, ,, + ()G, (340),, ) (6.125)
mit
g1(au) = 2(au) {[(au)® — 1] K1[au] — 2(au) Ko[au] } (6.126)
und
1
go(au) = a(au) {(au) [(au)® — 1] Ko[au] — 2 [1 + (au)?] K1[au]} . (6.127)
Es gilt:
_ (@®(au) | u| ¢ (au))
e = G0 (au) | 50 (aw) (6128
Das ergibt mit (6.125):
|A®? [du u g g1 + |F?|* [ duu g5 go
o= 6.129
e = TTAT [ du g g1 + [P [ du g5 (6:129)
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Aufgrund der Spuren Sp[(v!C)*Z*tC] = Sp[yiC(E*#C)*] = 0 treten nur diese beiden Terme auf, und
schliefllich wurden noch die gemeinsamen Faktoren gekiirzt. Mit den Abkiirzungen

G = /du 95 o0 (6.130)
Gi=[duugl g (6.131)
Gy = /du g5 92 (6.132)
Gy = /du u gy go (6.133)

schreibt sich (6.129) zu:

~ a2 ~
G1+%G2

(We=——Faz - (6.134)
¢ G+ %Gz
Die Integrale ergeben sich zu:
115965 73
Gi=—g (6.135)
14831775 7®
Gr= — (6.136)
Gy = 640% (6.137)
~ 34560 w
Mit den Definitionen aus [27]
A 2
|4°[2 = % (6.139)
h
|Fe|? = 7w (6.140)
ergibt sich
ho1+49157
(u)p =4.58————mc.
me 1+ 4.005543
h
<56 . (6.141)
Damit wird die Grofie 8 = & abgeschitzt, wobei k = [k| ~ 10% GeV und m ~ 1.22- 10" GeV *:
ku
=
—25
me
=0.25-10"'2. (6.142)

*k = |k| ~ 108 GeV entspricht den heutigen hochst méoglichen Beschleunigerenergien und m = 1.22 - 10!° GeV entspricht
der Planckmasse.
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Die beiden Faktoren % und cosf in Gleichung (6.121) spielen keine Rolle und gehen im limes gegen die
Zahl 1. Aus diesem Grund wird auf diese Kontraktionsfaktoren verzichtet, und die Abbildungsfunktionen
fiir die Schwache Abbildung werden durch:

o2 (LI | k,a) = ATCLL (k) + Fi, g (k) (6.143)
definiert. Diese Definition stellt den Ubergang zur phéinomenologischen Theorie her. Die Zweiteilchenwellen-
funktion wird nach den phinomenologischen Quantenzahlen aufgespalten, d.h. fiir jedes phinomenologische
Gluon wird eine entsprechende Basisfunktion definiert. Damit werden die phinomenologischen Groflen F'®
und A” unabhingig voneinander, bzw. die Abhingigkeit {iber die Gleichung (6.120) wird aufgehoben. Da-
durch kann der Einflul der Wechselwirkung auf das System ausgedriickt werden.

Der Vergleich mit

rire | k
KiK2 |
A A,
{QNWA (YC) oo, + Nivia Kol Niyiyu] P2, (E”C)m} (6.144)
fithrt auf
Ot ={ Ol L )} (6:145)
mit
C 2 (K) = NiAi Mia 0ty Ly 5 Niyiy Ko [Niyin (11 = 02)[] (27C) (6.146)
01{212 (k) = 2NAAi1)\i26A1A2Lzlnge%kwNili2 K1 [Niyiy |(r1 — 1] (,ch)ala2 (6.147)

|(r1 —12)]

mit N4 = naN und Nr = nrN, dabei sind 9,4 reine Zahlen, und N ist nach Anhang D (D.39) bzw. (D.45)
durch

m2c?
N 6.148
— ( )
gegeben.
Die Dualfunktionen werden iiber die Gleichung (4.11) konstruiert. Sie lauten:
iy, (r1+ra)
1 1 — e_Ek 2 N .
l, _ a 7 —Niiio|(r1—r
RIIaIQ( ) N_9 6A1A2 (VIC)LlagLnlnz (27Th)3 )\il I);L; € N 1 2|( ! 2)‘, (6149)
i (r1+1"2) 2
1 e K~z N
lv, v —N;. i |(r1—r
Rllg(k) N or 296A1 Z(El C)alaz Rike () /\lel)\z;e Nijig|(ri—r2)| (6.150)

Bestimmung der Matrizen L ,.

Das Transformationsverhalten der Spinoren unter SU(3)-Transformationen lautet:

, e(iak)\k) 0

Daraus erhilt man die Generatoren

c_ (X 0. F_ (10
Gk_<0_)\k ; @ ={,) (6.152)
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GF wirkt auf den Superspinindex. Es gilt G¥|p) = f|p), und f ist die Fermionenzahl. G{ wirkt auf die
Farbindizes.

Die Gluonwellenfunktion muf3 antisymmetrisch sein. Dies hat zur Folge, dafl die Matrizen L® schiefsymme-

trisch sind. Aus den 6 x 6-Matrizen sind die schiefsymmetrischen Matrizen mit verschwindender Teilchenzahl
auszuwihlen.

Dies fiihrt auf folgende neun Matrizen:

0 M 0 N2 0 A
Ll :( A ) L2:< A > L3 :( A )
-Xo )’ -X20 )’ =30 )’
0 M 0 A 0 X
L4= (_5\4 0), L5: (_5\5 0), L6= (_5\6 0), (6153)
0 N\ 0 X8 01
7T _ 7 8 _ J 9 __ 3

Die Matrizen L' — L8 transformieren sich wie ein Oktett — Gluonen;
L? transformiert sich wie ein Singulett. Durch die Definitionen

leﬁ(Llﬁ-iLz), L2:$(L1_7;L2), L3:%L3,
Lt = ﬁ(L“ +iLP), L5 = ﬁ(L“ — L"), L5 = ﬁi(m +4L7), (6.154)
L7 =S8 —iL"),  L® =3I, L =1r°,

wird eine Zuordnung der Quantenzahlen zu den Wellenfunktionen mdoglich, die in folgender Tabelle dargestellt
ist.

GY |1|1l0 |+ | -2 -2|3/|0]oO
GS o0 |0 ||| - |B|o|o0

Tabelle 6.1: Quantenzahlen der L Matrizen
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6.3 Zusammenhang mit den phinomenologischen Groéflen
In diesem Kapitel wird gezeigt, da die p(™ (k; .. . k,|p) Funktionen der bosonischen Funktionalzustinde (4.2)
mit den Matrixelementen der phinomenologischen Groflen A} und F, zu identifizieren sind. Die Schwache
Abbildung lautet:

(L ... Lylp) = G2 L Cp2n ) ) (B, L K |p). (6.155)

Wird die erster Ordnung betrachtet, so schreibt sich ¢(?) als

(I I|p) = CH 2 pM) (g|p). (6.156)
Wird dies mit Gleichung (6.143)
eI L|p) = Fi, (k) Oy 2 (k) + AF (k) C42 () (6.157)

verglichen, dann sind die Koeflizientenfunktionen F2 und A mit den p(l)(q|p)—Funktionen zu identifiziere