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Kapitel 1

Einleitung

Durch die stiirmische Entwicklung der Computerleistungsfihigkeit der letzten Jahr-
zehnte, gewinnen computergesteuerte Simulationen von Naturvorgingen immer mehr
an EinfluB in der heutigen naturwissenschaftlichen Forschung oder werden erst méglich
gemacht. Was einst Monate an Rechenzeit — teils noch per Hand — verschlang, ist
heute in Sekundenbruchteilen méglich [1].

Solche Simulationen werden meist mit der Zeit als Laufzeitvariablen durchgefiihrt.
Anhand eines mathematischen Modells wird untersucht, wie sich ein gegebenes System
von Anfangsbedingungen iiber die Zeit hinweg entwickelt. An bestimmten Ortspunk-
ten werden dabei Randbedingungen definiert. Als besonders aufwendiges Beispiel sei
die Wettersimulation oder die Simulation von aerodynamischem Verhalten erwshnt.
Wichtig ist es, die Natur mdglichst gut approximierende Modelle zu entwickeln. Auch
die Anfangsbedingungen sollten so exakt als méglich gemessen oder berechnet werden.

Auch die moderne Chemie befasst sich mit aufwendigen Computersimulationen,
so das Echem++-Projekt von SPEISER UND LUDWIG [2, 3] mit der Simulation elek-
trochemischer Prozesse. Mochte man chemische Vorgénge in einem fliissigen Gemisch
verschiedener Substanzen simulieren, ist es wichtig, als Anfangs- und Randwertbedin-
gungen die Konzentrationen dieser Substanzen sorgfiltig zu messen oder zu berechnen.
Sind alle chemischen Reaktionen in diesem Modell enthalten, sucht man sich diese her-
aus, die vor ¢t = 0 stattgefunden haben sollen. Dies sind normalerweise irreversible
Reaktionen und vorgelagerte Gleichgewichte — aus denen sich die Anfangskonzentra-
tionen ergeben werden. Interessant ist zunéichst die generelle Frage, ob mehrere ver-
schiedene Anfangskonzentrationsverteilungen existieren kénnen. Zu ihrer endgiiltigen
Berechnung sind weitere zusédtzliche Informationen nétig, die in diesem Simulationsmo-
dell enthalten sein miissen. Die Randbedingungen fiir die Integration héngen von der
simulierten Geometrie und der Art des durchgefiihrten Experiments ab [4].

So benutzen WESTAL et al. [5] Atombilanzgleichungen und Gleichgewichtskon-



stanten, WELTIN [6] einen thermodynamischen Weg {iber Standardbildungsenthalpien
der Reaktanden und LubpwiG [2][3] 16st das Problem mit Geschwindigkeitskonstanten
durch Integration gewdhnlicher Differentialgleichungen.

Eine allgemeine Losung ohne weitere Informationen als den Gleichgewichtskon-
stanten ist bisher in der Literatur und der Simulation wenig beachtet worden. Im Rah-
men des Echem+4--Projekts wird diese Art von Lésung jedoch benétigt, da in diesem
Modell keine zusétzlichen Informationen wie Bildungsenthalpien oder Summenformeln
der abstrakt formulierten Reaktanden “A,B,C, ...“ beschrieben werden.

Viele Programmiersprachen wurden fiir die Simulation chemischer Prozesse ver-
wendet. Bieniasz [7] verwendet C, WESTAL et al. Basic und SPEISER UND LUDWIG
in Echem++ die Programmiersprache C++, die von Stroustrup [8] entwickelt wurde.
C++ erlaubt es dem Anwender objektorientiert zu arbeiten. Die objektorientierte Pro-
grammierung stellt sicher, dass implementierte Prozeduren und Funktionen an jedes

C++-Projekt ohne Anderung des Codes angegliedert werden kénnen.




Kapitel 2

Problemstellung

Das Ziel dieser Arbeit ist es, rechnergestiitzt Anfangs- und Randwertbedingungen
bei elektrochemischen Simulationen - in diesem Fall im Rahmen des Echem-+-
Projekts [2, 3] — effizient zu berechnen.

Dazu werden den zu simulierenden Reaktionen vorgelagerte Gleichgewichtsreak-
tionen angenommen. Zusammen mit den Anfangskonzentrationen zum Zeitpunkt ¢t = 0
und den Gleichgewichtskonstanten dieser Reaktionen sollen die Gleichgewichtskonzen-
trationen aller Reaktanden nach Einstellung sdémtlicher Gleichgewichte berechnet wer-
den. Das Problem der Berechnung dieser Konzentrationen wird im folgenden als das
(mehrdimensionale) “Equilibrium-Problem* bezeichnet. Als Einschriankung soll es
geldst werden, ohne weitere Informationen iiber das Reaktionssystem zu verwenden
(wie Geschwindigkeitskonstanten, Standardbildungsenthalpien, Summenformeln, Mas-

senbilanzgleichungen, ...). Nach einer Herleitung des Massenwirkungsgesetzes soll die
e ecindeutige Lésbarkeit des Equilibrium-Problems

aus thermodynamischer und kinetischer Sicht untersucht werden. Danach sollen ma-

thematische Modelle fiir das Equilibrium-Problem beschrieben werden, um daraus
e rechnerische Methoden zur Lésung des Equilibrium-Problems

zu entwickeln. Im Laufe der Arbeit zeigt sich, dass das Equilibrium-Problem mathe-
matisch gesehen mit einer Nullstellensuche ein- oder mehrdimensionaler Funktionen
korrespondiert. Zur Umsetzung dieser und zur Motivation des am weitesten entwickel-
ten Broydenverfahrens sollen

e numerische Verfahren zur Losung des Equilibrium-Problems und deren

objektorientierte Implementierung in C---

durchgefiihrt werden. Die Wahl der modernen Programmiersprache C+-+ und eine ob-

jektorientierte Programmiertechnik, dient unter anderem dem Zweck, die



e Anbindung an das Echem+-+-Projekt

zur Berechnung von Anfangswerten bei der Simulation elektrochemischer Reaktionen
reibungslos durchfithren zu kénnen und gleichzeitig sicherzustellen, dass eine Anbin-
dung an andere Projekte ebenso einfach méglich ist.

Die berechneten Gleichgewichtskonzentrationen stellen die homogenen Anfangsbe-
dingungen fir die Integration der partiellen Differentialgleichungen dar, deren Lésung
das Ziel einer elektrochemischen Simulation ist. Gleichzeitig werden diese Konzentratio-
nen als Randbedingungen fiir Orte weit entfernt von der Elektrode benutzt, wo wahrend

der Experimente keine Konzentrationsinderungen erfolgen sollen.




Kapitel 3

Theoretische Losung des
Equilibrium-Problems

3.1 Chemisches Gleichgewicht, Reaktionslaufzahl und das
Massenwirkungsgesetz

Chemische Reaktionen miissen bekanntermafien nicht vollstindig von den Edukten zu
den Produkten hin ablaufen. Ein chemisches Gleichgewicht hat sich eingestellt,
wenn Edukte und Produkte nebeneinander vorliegen, sich aber Ihre Stoffmengen nicht
mehr &ndern.

Die chemische Thermodynamik liefert Aussagen iiber die Lage dieser Gleichgewich-
te mit Hilfe des thermodynamisch motivierten Massenwirkungsgesetzes. Eine kinetische
Herleitung des Massenwirkungsgesetzes wird im darauf folgenden Abschnitt diskutiert.

Fiir eine allgemeine Gleichgewichtsreaktion (3.1) aus n Edukten und m Produkten

[1|Az + oo+ ||An = vps1Ansl + o F YadmAnm (3.1)
gilt:
n-+m
Kejxp = H [Ag]¥ (3.2)
=1

Dies ist die allgemeinste Formulierung des Massenwirkungsgesetzes (3.2) ([9],
S. 378). Der Index ¢, x oder p zeigt an, dass sich die Gleichgewichtskonstante auf
Konzentrationen, Molenbriiche oder Partialdriicke bezieht.

Dabei tragen die stéchiometrischen Koeffizienten der Edukte negative und die der Pro-
dukte konventionsgemas positive Vorzeichen. Man bezeichnet K als die Gleichgewichts-
konstante.

Die Reaktionslaufzahl ¢

Die Anderungen der Stoffmengen n; der verbrauchten Edukte A, B verhalten sich wie



ihre stéchiometrischen Faktoren — fiir die Produkte (P, Q) gilt trotz der unterschied-
lichen Vorzeigen der Stéchiometriekoeffizienten dasselbe ([9], S. 378) (Gleichungen 3.3,
3.4)

na(Ende) —na(Anfang)  va

np(Bnde) — ng(Anfang) - ;E (3.3)
np(Ende) — np(Anfang) vp
ng(Bnde) — ng(Anfang)  vg (34)
Fir einen differentiellen Umsatz gilt (3.5):
dn4 _ dng _ dnp _ dng (3.5)

VA VB vp vQ

Beschreibt man den Fortschritt der Reaktion mit Hilfe der Stoffmengen von A, B,

P, Q, d. h. mit den Anderungen der Stoffmengen der einzelnen Reaktanden dna, dnp,

dnp, dng, so kdme man zu zahlenmé&Big unterschiedlichen Ergebnissen aufgrund der

verschiedenen sttchiometrischen Faktoren. Deshalb normiert man die Stoffmengenénde-

rungen mit diesen und erhélt eine einheitliche Zahl, die genau den Reaktionsfortgang
beschreibt — die Reaktionslaufzahl ¢ (3.6):

dni

€ = — (3.6)

Allerdings ist die Bezeichnung ,,Zahl“ etwas ungliicklich, da es sich hier um eine

GroBe der Einheit Stoffmenge handelt. Bei d¢ = 1 mol haben sich gerade v4 mol A mit

vp mol B zu vp mol P und vg mol Q umgesetzt.

3.1.1 Chemisches Gleichgewicht — Thermodynamischer Ansatz

Im folgendem wird die allgemeine Reaktionsgleichung (3.1) betrachtet (aus [10], S.
108). Die Gibbs Energie G (auch freie Enthalpie) des Systems berechnet sich aus
den Stoffmengen und den chemischen Potentialen der Reaktanden (3.7)

n+m

G= > niu 3.7)
=0

Die chemischen Potentiale p; 8ndern sich allerdings mit der Zeit, da sich im Verlauf ei-
ner Reaktion auch Konzentrationen &ndern werden. p; gibt die aktuellen chemischen
Potentiale zu einem bestimmten Zeitpunkt an. Dasselbe gilt fiir die Stoffmengen n;.
Fiihrt man wieder die bekannte Reaktionslaufzahl ¢ ein (3.6), so wird klar, dass die
Gibbs-Energie G eine Funktion von £ sein muss.

Aus der Bedingung dG < 0 fiir spontan ablaufende Prozesse folgt, dass nur dann eine



Reaktion stattfindet, wenn die Anderung der Gibbs-Funktion %% negativ ist. Im Mini-
mum der Gibbs-Funktion ist die Anderung null und das chemische Gleichgewicht
ist erreicht. Mit Gleichung (3.6) und Gleichung (3.7) gilt:

n+m n+4m
dG = Y pidn; = Y vyudé (3.8)
i=1 =1
und somit .
aG nTm
=7 = ) Vil (3.9)
o¢ ;

Den Ausdruck (3.9) kann man mit der molaren Reaktions-Gibbs- Energie (oder molaren

freien Reaktionsenthalpie) (3.10) identifizieren:

n+m

AGm = Z Vildg (310)

i=1

Nimmt man nun an, dass die Reaktion in fliissiger Phase ablduft (die Aktivitdten a;
der einzelnen Komponenten bleiben ausser acht, im folgenden werden ndherungsweise
die Konzentrationen ¢; benutzt), gilt fiir das chemische Potential der 7. Reaktionskom-
ponente definitionsgemaB ([10], S. 109) (3.11)

i = pg + RT Ing; (3.11)

und fiir die molare Reaktions-Gibbs-Energie (3.14)

n+m
AG, = Z Y; (/.L? + RT]nq)
g=1
n4m n+m
= Z u,-,u,? + RT Z vilne;
=1 i=1
n-+m
= AGRL+RTIn [] ¢ (3.12)
=1

AGY, ist die molare Standard-Reaktions- Gibbs-Energie als Summe der chemischen Stan-
dardpotentiale pf. Im Gleichgewicht ist, wie eingangs erwshnt, AG,, null. Es ergibt

sich
AGY, = —RTInKc (3.13)
mit b
K= [] (3.14)
i=1

K¢ nennt man Gleichgewichtskonstante und Gleichung (3.14) (das thermodynamisch

hergeleitete) Massenwirkungsgesetz.




3.1.2 Chemisches Gleichgewicht — Kinetischer Ansatz

Eine kinetische und allgemeine Herleitung des Massenwirkungsgesetzes erweist sich
als schwierig und wenig anschaulich — aber das grundlegende Prinzip und damit der
Unterschied zum thermodynamischen Ansatz und die eventuell daraus entstehenden
Lésungsméglichkeiten fiir das Equilibrium-Problem sollen im folgenden Abschnitt (fiir
einen Spezialfall) verdeutlicht werden (aus [11], S. 827).
Eine chemische Reaktion muss nicht vollstindig ablaufen. So existiert zu einer
Hinreaktion (3.15)
vaA + vgB =5 yeC + vpD (3.15)

auch eine Riickreaktion (3.16)
voC + vpD 225 v4A + vEB (3.16)

die aus den Produkten wieder die Edukte zuriickbildet. Die Reaktionen haben im all-
gemeinen verschiedene Geschwindigkeitskonstanten k; und k_;. In dem angefiihrten
Beispiel seien die Reaktionen zweiter Ordnung,

Mit der Reaktionslaufzahl £ und den Anfangskonzentrationen [Ag], [Bq], [Co}, [Do] lau-
ten die Geschwindigkeitsgleichungen (3.17, 3.18) fiir Reaktionen zweiter Ordnung fiir

die Hinreaktion

dér.
Lhin — g, (1Ao) + v4£) (Bo] + v56) (317)
und die Riickreaktion
df .
Sertick _ _p._, (o] + v€)([Do] + v08) (3.18)
Fiir die Gleichgewichtsreaktion ergibt sich die Gesamtreaktionsgeschwindigkeit (3.19)
d
% — ku([Ao] +va8) (Bl + v5) ~ b-1(Col + v8)([Dol +v0€)  (319)
Im Gleichgewicht &ndern sich die Konzentrationen nicht mehr, es gilt
d¢
=S = 3.20

Das heifit nicht, dass alle Reaktionen zum Stillstand kommen. Der Betrag der Ge-
schwindigkeit der Hinreaktion ist im Gleichgewichtszustand gleich dem der Riickreak-

tion (3.21) — bei einer eindeutigen Reaktionslaufzahl {eq

k1([Ao] + vaéeq)([Bal + vBéeq) = k-1([Co] + vceq) ([Do] + ¥péeq) (3.21)

Man spricht deshalb auch von einem dynamischen Gleichgewicht. Aus Gleichung

(3.21) ergibt sich das Massenwirkungsgesetz (3.22) fiir diesen Fall:

[Cleq[Dleq _ k1 _
AloqBloq _ F1 ¢ (3.22)
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Wie man hier sieht, kann nicht aus jedem Geschwindigkeitsgesetz das allgemeine Mas-
senwirkungsgesetz formuliert werden, da die Reaktionsgeschwindigkeit im allgemeinen
nicht immer stetig von den Konzentrationen jedes Reaktionspartners abhéngig ist ([12],
S.316) — beispielsweise bei Reaktionen pseudo-erster Ordnung.

Der vorgestellte kinetische Ansatz ist somit nicht hilfreich, das Equilibrium-Prob-

lem in seiner Allgemeinheit zu 15sen.

3.2 Eindeutige Losbarkeit des Problems

Bevor man die praktische Umsetzung der Lésung des Equilibrium-Problems diskutiert,
ist von grundlegendem Interesse, ob tatsichlich eine Lésung existieren muss. Voraus-
gesetzt sei, das vorgegebene Reaktionssystem enth#lt keine physikalisch unméglichen

Reaktionen wie beispielsweise (3.23)
A=A+B (3.23)

und die Eingangsdaten sind vollstindig (d.h. es fehlen z.B. keine Gleichgewichtskon-
stanten oder Anfangskonzentrationen).

Von fundamentalem Interesse ist es auflerdem, ob immer genau eine Ldsung exi-
stiert oder ob mehrere verschiedene Gleichgewichtszusammensetzungen mit denselben
Vorgaben an sttchiometrischen Koeflizenten, Gleichgewichtskonstanten und Anfangs-
konzentrationen méglich sind. Im eindimensionalen Falle (eine Reaktionsgleichung, n
Reaktanden) ist der Beweis hierfiir recht einfach (siche Kapitel 3.3.2). Bei einem Re-
aktionssystem von beliebiger Komplexitét zeigt sich die Beweisfiihrung erheblich um-

fangreicher.

3.2.1 Eindeutigkeit der Losung des Equilibrium-Problems, thermo-
dynamische Variante

WELTIN beweist sehr elegant die Existenz einer eindeutigen Losung mit einem thermo-
dynamischen Ansatz [6].
Hier wird ihm folgend der allgemeine Fall betrachtet: gegeben ist ein geschlossenes Sy-
stem aus n Reaktanden, die am Gleichgewichtszustand beteiligt sind, und alle n freien
Standardbildungsenthalpien AG%_ der Reaktanden.

In einem Gemisch aller n Reaktanden setzt sich die Gesamtstoffmenge Y (3.24)
aus den einzelnen Stoffmengen yo, ¥1,¥2,... zusammen, die jeweils wieder gréfer oder
gleich null sein miissen:

n
Y= w wu=0Vi (3.24)

=0
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Bei konstantem Druck p und konstanter Temperatur T gilt fiir die freie Reaktionsent-
halpie G (3.25)

n

G = i (3.25)

i=0
Das chemische Potential (3.26) ist als (partielle) Ableitung der freien Enthalpie G nach
einer Stoffmenge eines Reaktanden definiert ([13], S. 40) — und zwar bei konstantem
Druck, konstanter Temperatur und konstanten Stoffmengen y;, # y;:

oG
My = (——) 3.26
’ 6y2 p9lek ( )
Fiir das chemische Potential gilt somit (3.27)
p; = 4 + RTIn (%’-) (3.27)
mit Gleichung (3.25) ergibt sich fiir die freie Reaktionsenthalpie (3.28)
n 70
G =) ni(ud + RTIn (?) (3.28)
i=0

Fiir die weitere Argumentation wichtig ist die zweite partielle Ableitung von G nach
den einzelnen Stoffmengen n; (bei konstanter Temperatur und konstantem Druck). Die
entstehende Matrix heisst Hessematriz (=:M,[14], S. 286). Sie wird im folgenden be-
rechnet.

Die ersten partiellen Ableitungen von G nach den einzelnen Stoffmengen y; (3.29) lau-

ten:

(@) = p; = u; + RTIn (Y (3.29)
Die zweiten partiellen Ableitungen von G nach den verschiedenen Stoffmengen y; (3.30,
3.31) lauten:
8@ ( 1 1 )
— | =RT (= - = 3.30
(3%2 ) vi Y (3.50)
und 0%°G RT
— T == 3.31
9y;0y; Y (3:31)
Die sich daraus ergebende Hessematrix hat somit folgende Gestalt:
8%a 852G %G
By Jy20y1 ' Byndur
M=
382G 852G 82@ )
dy19yn  OyY2lyn 5512:
RT RT
RT(,yll - Tj}—) =Ty e Ty
-RL _BE . RT (3= — ¢)



Sind zwei oder mehr Reaktanden beteiligt, gilt M;; > 0 (mit nur einem Reaktand wire
die zweite Ableitung 0). M hat einige interessante Eigenschaften:

det(M) =0 (3.32)

Gleichung (3.32) besagt, dass M singulér ist, wie sich einfach nachrechnen 158t. Aufer-
dem sind alle Hauptminoren! gréfier 0 ([16), S. 514). Aus der Linearen Algebra folgt:
A ist positiv semidefinit (3.33). Das heifit:

2T Az >0 Va (3.33)

Aus der Linearen Algebra weifl man([17]: M hat genau einen Eigenwert von 0 und n—1
positive Eigenwerte.

Der Eigenvektor, der zum Eigenwert 0 gehort, ist proportional zum Vektor

Yy = (y05y11y2ay33"') (334)

Dies ergibt sich folgendermafen:
BEs gilt
G(ay) =aG(y) a R (3.35)

Multipliziert man y mit einem beliebigem Skalar a, ergibt sich dasselbe Ergebnis, wie
wenn G mit a multipliziert wird (3.35). Anschaulich wiirde sich eine Gerade ergeben.
Somit muss die Kurvenkriimmung — gleichbedeutend mit der zweiten Ableitung — in
Richtung von y gleich null sein. Es gilt somit My = 0, d.h. y ist wirklich Eigenvektor
zum Eigenwert 0.

Mit der positiven Semidefinitheit von M ergibt sich ein fiir die folgende Argumen-

tation grundlegender Zusammenhang:
In jeder Richtung v # y, ist die Kurvenkriimmung (=rT Mr) von G positiv!

In einem geschlossenen System gelten fiir die Anderung der Zusammensetzung
des Systems y° zu 4° + £ - r die iiblichen Massen- und Ladungserhaltungsgesetze. Die
Komponenten von r sind stdchiometrische Koeffizienten chemischer Reaktionen. Es sei
erinnert, dass diese konventionsgem#8 fiir Edukte negativ und fiir Produkte positiv
sind, ¢ sei die Reaktionslaufzahl relativ zur Startkomposition y° der Reaktionsrichtung
T,
£ ist begrenzt (da Stoffmengen nicht negativ sein kénnen) durch (3.36, 3.37)

$

émin = maxios Vr; <0 (3.36)

4

1Sei A eine n x n-Matrix, die Determinante der Untermatrix Ay, in der jede Spalte und jede Zeile
mit Index gréfer k gestrichen ist, heisst Hauptminor von A.
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S
Emax = mini% ;> 0 (3.37)

2
Somit bilden diese Gleichungen die linearen Nebenbedingungen des Equilibrium-Problems

im betrachteten Fall.

Das chemische Gleichgewicht
Im chemischen Gleichgewicht nimmt die freie Reaktionsenthalpie G ein Minimum ein.
Rein mathematisch folgt, dass die Ableitung von G in jeder Reaktionsrichtung 7 in

diesem Minimum null sein muss. Es gilt somit im Gleichgewicht

n
0=> rFu:;, k=1,2.,n (3.38)
=0
nr (3.38) ist hierbei die Anzahl an unabhingigen Reaktionen des Systems. Da das
System sich nun im Gleichgewicht befindet, ist Gleichung (3.38) &quivalent zu:

AGE =0 (3.39)

Das Problem der Berechnung der Gleichgewichtszusammensetzung ist mathema-
tisch in diesem Fall ein nichtlineares Minimierungsproblem von G mit linearen Neben-
bedingungen. Die globalen Minima von Gleichung (3.38) miissen genau die Nullstellen
von der Funktion G sein. Dies folgt aus der positiven Semidefinitheit von M und der
Tatsache, dass jede Richtung 7 nicht zu y proportional sein kann, da jedes r minde-
stens einen positiven und einen negativen Eintrag haben muss (eine Reaktion ganz ohne
Produkt oder Edukt ist nicht méglich).

Die linearen Nebenbedingungen setzen sich aus der Ausgangszusammensetzung
1% und den Massen- und Ladungsbilanzen zusammen. Gemischzusammensetzungen,
die diese Nebenbedingungen erfiillen, heissen im folgenden “erlaubte® Zusammenset-
zungen. Aus der Linearitdt dieser Nebenbedingungen folgt, dass man zwei beliebige
erlaubte Zusammensetzungen direkt miteinander durch einen Reaktionsweg r verbin-
den kann, wobei die Gemischzusammensetzung entlang dieses Weges stets innerhalb
der Nebenbedinungen bleibt und somit “erlaubt® ist. Man nennt dies eine konveze
Losungsmenge ([15], S. 157).

Nach diesen Vorbemerkungen folgt der eigentliche Beweis der eindeutigen Ldsbarkeit
des Equilibrium-Problems nach WELTIN:

Fiir jede chemische Reaktion sind die freie Reaktionsenthalpie G und ihre erste Ab-
leitung hinsichtlich der Reaktionslanfzahl £ stetige Funktionen innerhalb des chemisch
erlaubten Intervalls (alle Stoffmengenanteile sind positiv).

Nimmt man nun an, es existieren (mindestens) zwei Minima y! und y? der Funk-

tion G, dann muss — wegen der Stetigkeit von G und der ersten Ableitung — zwischen
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den Minima y! und y2 mindestens eine erlaubte Zusammensetzung als Maximum liegen.
In diesem Maximum wire die Kriimmung, die zweite Ableitung, in allen Richtungen r
negativ — sonst wére an dieser Stelle kein Maximum, da die notwendige Bedingung fiir
Extremwerte (V f(z) = 0) ([14], 278) nicht erfiillt ist. Dies ist allerdings nicht méglich,
da M positiv semidefinit ist. Daraus folgt, dass die Annahme falsch ist, kein Maximum
existiert und ergo nur ein Minimum existieren kann. Es kann nur eine Gleichgewichts-
komposition existieren und das Equilibrium-Problem ist eindeutig 16sbar.
Bereits an dieser Stelle mufl gesagt werden: Will man das Equilibrium-Problem
losen auf diese Weise, ist ein globales Minimum von Gleichung (3.25) zu errechnen.
Leider hat man es hier mit einem hochgradig nichtlinearen System zu tun, welches
nur sehr schwierig global zu 18sen ist. Betrachtet man nur AGY, bekommt man ein
lineares Optimierungsproblem mit linearen Nebenbedingungen (3.40), welches mit der

bewishrten Simplexmethode ([18], S. 262) zu lésen wire

n
AG® = > n;p) — min (3.40)
=1
Allerdings sind fiir diesen Ansatz zusédtzliche Informationen nétig, beispielsweise simt-
liche Standardbildungsenthalpien der einzelnen Reaktanden, die im untersuchten allge-
meinen und abstrakten Fall dieser Zulassungsarbeit nicht gegeben sind.

3.2.2 Eindeutigkeit der Losung des Equilibrium-Problems, kinetische
Variante

Auch mittels Argumentation durch die chemische Reaktionskinetik und mathemati-
scher Aussagen iiber gewthnliche Differentialgleichungen kann die Eindeutigkeit des
Equilibrium-Problems bewiesen werden. Nach einer personlichen Mitteilung von Ru-
DOLPH [19]:

Wir nehmen an, n Reaktionspartner Ag, Aj,...,A; sind an dem Reaktionssystem
beteiligt mit ihren Anfangskonzentrationen zum Zeitpunkt ¢ = 0 (ag, a1, ..., @n—1).

Nach diesem Zeitpunkt kommen die einzelnen Reaktionen zwischen den Reaktan-
den in Gange, die fiir jede Spezies durch eine gewthnliche Differentialgleichung erster
Ordnung beschrieben werden kann. Vereinfacht dargestellt erhélt man folgendes System

(3.41)
d[A]
dt
K - C besteht aus einer Kombination aus Geschwindigkeitskonstanten und Konzentra-

=K-C i=0,.,n—1 (3.41)

tionen einzelner Reaktionspartner, zu denen der Reaktand A; abreagiert oder die an
der Bildung von A; beteiligt sind. Wie K - C genau aussieht, ist im folgenden nicht von
Relevanz. Die Losung des Konzentration-Zeit-Verlaufs jedes Reaktanden erhélt man
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durch exakte Integration des Systems von n gewdhnlichen Differentialgleichungen er-
ster Ordnung (3.41). Dabei werden n Integrationskonstanten erzeugt, welche durch die
n Anfangskonzentrationen eindeutig bestimmt werden. Allerdings ist es — zumindest
theoretisch — moglich, dass keine Losung existiert. Wir gehen deshalb davon aus, dass
sich immer ein Gleichgewicht einstellen wird, was durchaus nach einem beliebigen Zeit-
raum als verniinftig anzunehmen ist. Nach dem Satz von Picard-Lindeldf zur Existenz

und Eindeutigkeit der Lésung gewdhnlicher Differentialgleichungen ([33], S. 68) gilt

Satz von Picard-Lindel6f, qualitative Fassung: Ist D eine offene Teilmenge
des RN und ist £ : D — RV stetig und beziiglich z Lipschitz-stetig, so besitzt
jedes der Anfangswertprobleme

f,(.’L‘) = f(t, :L'), :L'(to) = Zg, (to, (Eo) eD

eine eindeutig bestimmte (lokale) Losung.

Die Funktionen (3.41) sind trivialerweise stetig und auf einer offenen Teilmen-
ge definiert. Aulerdem sind sie beschrinkt, da jede Konzentration endlich sein muss.
Beschriankte und stetige Funktionen sind stets Lipschitz-stetig. Somit sind die Voraus-
setzungen des Satzes von Picard-Lindel6f erfiillt und eine Lésung immer eindeutig.

RUDOLPH argumentiert nun, dass es somit zu jedem Zeitpunkt (insbesondere ab
dem Zeitpunkt der Gleichgewichtseinstellung) immer nur eine einzige mégliche Konzen-
trationsverteilung geben kann und diese daher immer die physikalisch Richtige sein mu8
und zu positiven Konzentrationen fithren, “wenn man akzeptiert, dass die formalkineti-
sche mathematische Beschreibung den Sachverhalt physikalisch korrekt wiederspiegelt
[19].

Es muss gesagt werden, dass die Losung des Equilibrium-Problems durch diese
Methode auch méglich ist. Dieses kinetische Losungsverfahren hétte allerdings vollig
neue prinzipielle mathematische Hintergriinde und besitzt wie das thermodynamische
Losungsverfahren dieser Arbeit Vor- und Nachteile. Hauptunterschied ist es, dass man
zusitzliche Informationen iiber die einzelnen Geschwindigkeitskonstanten der Hin- und
Riickreaktion jedes Gleichgewichts benétigt. Im folgenden wird ein Ldsungsverfahren

ohne diese Zusatzinformationen entwickelt.

3.3 Methoden zur Losung des Equilibrium-Problems
3.3.1 Ist eine Linearisierung moglich?

Sehr hilfreich wire es, das Equilibrium-Problem auf ein einfach zu behandelndes linea-

res Gleichungssystem zu reduzieren [7]. Durch Logarithmieren der einzelnen Massenwir-
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kungsgleichungen ist dies méglich. Da man immer weniger (linear unabhéngige) Glei-
chungen hat als Reaktanden, erhlt man ein unterbestimmtes lineares Gleichungs-
system. Auf diese Weise ist das Equilibrium-Problem nicht eindeutig l6sbar, weshalb
hier nicht weiter auf diese Methode eingegangen wird. Allerdings kdnnen Abhingigkei-
ten der einzelnen Gleichgewichtskonzentrationen untereinander berechnet werden, die

vereinzelt in der Anwendung von Nutzen sein kénnen [7].

3.3.2 [Eindimensionaler Fall, n Reaktanden

Das einfachste denkbare Reaktionssystem mit einer beliebigen Zahl an Reaktanden
(3.42) ist ein eindimensionales System mit nur einer Reaktionsgleichung 2, wie bei-
spielsweise WELTIN zeigt [20]:

|[valA + |vg|B+ ... = |vp|P + |vg|Q + ... (3.42)

Fiir (3.42) gilt die Gleichgewichtskonstante K¢ und die positiven Anfangskonzentratio-
nen aq, bg, ... .

Fiir das zu untersuchende eindimensionale Equilibrium-Problem definiert man sich
eine Reaktionslaufzahl £ als Variable. Zu jedem Zeitpunkt der Reaktion gilt fiir die
Edukte

c(A) = ag—|val§ (3.43)

e(B) = bo— |vBl¢ (3.44)
und fiir die Produkte

o(P) = po+|vpl€ (3.45)

Q) = go+|vlé (3.46)

Stellt man nun das Massenwirkungsgesetz (3.47) auf, erhélt man eine nichtlineare Glei-
chung mit einer Unbekannten ¢ (mit 3.43-3.46):

(po + [vpl€)PP g0 + [volé)R)..(ao — |val€) ¥4l (bo — vpl€) L. — Kc =0 (3.47)

Um eine eindeutige Losung zu erhalten, muss der mogliche Bereich von £ einge-

schrankt werden unter den physikalisch einzig sinnvollen Nebenbedingungen (3.48):

c(A) > 0;¢(B) > 0;.;¢(P) > 0;¢(Q) > 0;.. (3.48)

2m-dimensional bedeutet hier: m Reaktionen, beliebig viele Reaktanden
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Abbildung 3.1: “Equilibrium-Funktion® zum System (3.51, 3.52) — wie die Abbildung
zeigt, existieren zwei Nullstellen. Nur eine davon erfillt die Nebenbedingungen.

Dabei ist das maximale £ natiirlicherweise

bo

o) (3.49)

_ G0
Emax = min( DAL

da. sonst eine negative Konzentration eines Edukts auftreten wiirde. Fiir das minimale

¢ gilt:
=max(——p—; o) (3.50)

sonst bekiame man mindestens eine negative Produktkonzentration.

Da die nichtlineare Gleichung (3.47) iiberall auf dem erlaubten Intervall (3.49, 3.50)
stetig ist und streng monoton fallt (der Z#&hler wird mit steigendem £ immer kleiner,
der Nenner immer gréer), existiert genau eine Lésung im fraglichen Bereich und kann
mit mehreren, zur Verfligung stehenden numerischen Mitteln geldst werden (z. B. Bi-
sektionsverfahren). Die so berechnete Reaktionslaufzahl { wird in die Gleichungen (3.43
— 3.46) eingesetzt und die Gleichgewichtskonzentrationen berechnet.

Zur Veranschaulichung dient beispielhaft Abbildung 3.1 des folgenden Equilibrium-
Problems (3.51, 3.52):

A+B=C+D (3.51)
ag=cg=1; by=dp=05; Kog=2 (3.52)
18



Anschaulich wird, dass zwar zwei Nullstellen existieren, aber nur eine der Nebenbedin-
gung —0,5 £ £ < 0,5 gerecht wird.

3.3.3 Zwei Gleichungen, ein gemeinsamer Reaktionspartner

Ein Reaktionsystem aus 2 Gleichungen mit genau einem gemeinsamen Reaktionspartner
lasst sich &hnlich wie im obigen Fall (als erste Verallgemeinerung) 16sen (aus [21] nach
WELTIN). Eindrucksvoll einfach ist hier wieder die Eindeutigkeit der Losung einzusehen.
Gegeben ist folgendes System (3.53, 3.54)

A+B+.. & pP+¢Q+... (3.53)
A+cCH+... & wU+vV+.. (3.54)

Mit den Gleichgewichtskonstanten K7 und K% und den Anfangskonzentrationen ag, bg,
COy ves s

Die Stéchiometriekoeffizienten wurden aus rechnerischen Griinden mit dem Kehr-
wert des Stochiometrickoeffizienten des gemeinsamen Reaktanden A normiert.

Es sei nun z eine der Reaktionslaufzahl des Gesamtprozesses entsprechende Zahl.
Sinnvollerweise setzt man z gleich der Konzentration der gemeinsamen Komponente A.
Des weiteren seien « und y die Reaktionslaufzahlen der ersten und zweiten Reaktion.

Damit ergeben sich folgende Konzentrationsgleichungen(3.55-3.61):

c(A) = gp—z—y=:2 (3.55)
¢(B) = bp—bz (3.56)
(C) = e—cy (3.57)
o(P) = po+po (3.58)
Q) = Qo+taz (3.59)
e(U) = wo+uy (3.60)
(V) = wotuy . (3.61)

Mit der Aufstellung der zwei Massenwirkungsgesetze und einer einfachen Umformung

(-2) ergibt sich im Gleichgewicht:

(po + p2)P(g0 + q2)P(bo — b2) * - o.oe = 2Ky (3.62)
(ug + uy)*(vo + vy)*(co — cy) ™%+ .o = 2K2 (3.63)
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Man kann diese Gleichungen (3.62, 3.63) als Massenwirkungsgesetze von Reaktionen mit
der effektiven Gleichgewichtskonstante zK, bzw. zKs verstehen. Als dritte Gleichung
gilt:

z+z+y=ag (3.64)

Diese drei Gleichungen (3.62-3.64) bestimmen das Gleichgewicht mit den drei Variablen
z, y und z. Um sie moglichst effizient zu l6sen, 16st man besser die Hilfsfunktion (3.65)

F(2) = 2+ 2(2) + y(2) (3.65)

z(2) und y(z) sind die Lésungen von (3.62) und (3.63). Da f(z) nur noch von der
Variablen 2z abhingt, 148t sich das Problem auf eine einfache Nullstellensuche in einer
Variablen reduzieren.

Da f(z) durchaus mehrere Nullstellen haben kann und nur eine physikalisch sinn-
voll ist (siehe auch Abschnitt 3.2), ist es notwendig, den Definitionsbereich vorher ein-
zuschrénken, was hier sehr gut méglich ist.

Aus der trivialen Nebenbedingung, dass alle Konzentrationen zu jeder Zeit, d.
h. bei jeder giiltigen Reaktionslaufzahl, grésser gleich null sein miissen, gilt fiir die

Funktion z(z) der ersten Reaktion:

—pn — b
Z) := max <——£Q, ﬂ, ) <z < min (—0, ) =i Zp (3.66)
P g b
und fiir y(z) gilt analog:
—U —U . €0
= T8 %W V<e< L) = 3.67
Y max ( " 2 > T = min ( - ) Yh ( )

Zwei wichtige Eigenschaften folgen nun fiir #(2) und y(z) aus den Gleichungen (3.62)
und (3.63): erhdht man 2, erhdht sich die effektive Gleichgewichtskonstante zK; bzw.
2K5. Das Gleichgewicht verschiebt sich in Richtung der Produkte — die Reaktion
schreitet weiter fort, was gleichbedeutend mit einer ErhShung der Reaktionslaufzahl
z(z) bzw. y(z) ist. z(2) und y(z) sind folglich streng monoton steigend auf ihrem
Definitionsbereich (3.66, 3.67).

Fiir die Grenzen der Gesamtreaktionslaufzahl z gilt:

2] =00 —Th — Yn (3.68)
oder
z=0 (3.69)
falls 2 kleiner null sein sollte (was zu einer negativen Konzentration von A fiihren
wiirde).
Zp =00 — T — Yl (3.70)
20



Setzt man 2; und 2 in Gleichung (3.65) ein, ergibt sich:

f(z) <0 (3.71)
f(zn) >0 (3.72)

Zwischen diesen Grenzen ist f(z) (als Summe von z(z) und y(z)) streng monoton stei-
gend und stetig. Nach dem Zwischenwertsatz ([14], S. 94) existiert fiir f(2) genau eine,
somit eindeutige, Nullstelle zeq im erlaubten Intervall.

Die Berechnung von 2¢q kann zum Beispiel mit dem Bisektionsverfahren (Kapitel 4.1.1)
effizient durchgefithrt werden. Mit Gleichungen (3.55-3.61) ergeben sich die gewiinsch-
ten Gleichgewichtskonzentrationen — als eindeutige Lésung des vorgestellten
Equilibrium-Problems.

Die dargestellte Methode kann um eine beliebige Anzahl an Reaktionen erwei-
tert werden — als einzige Bedingung bleibt, dass genau ein Reaktionspariner in allen
Gleichgewichten gleich sein muss. Fiir diesen eher speziellen Fall stellt die Methode
von WELTIN [21] zwar ein sehr effizientes Verfahren dar. Da aber dieser Fall in der
Praxis nur selten auftauchen diirfte und somit wegen fehlender Allgemeingiiltigkeit
als Problemldsung nicht in Frage kommt, wird die C+-+-Implementierung nicht weiter

beschrieben.

3.3.4 Allgemeine Lsung des Equilibrium-Problems

Es wurden in den vorhergehenden Abschnitten einige Spezialfille des Equilibrium-Pro-
blems untersucht. Wiinschenswert ist allerdings eine allgemeine Lésung, die dazu noch
in akzeptabler Rechenzeit (erstrebenswert wére weniger als 5 s — mit heutigen Com-

puterstandards) berechnet werden kann.

Formulierung der Eingangsdaten und Eigenschaften des Systems

Gegeben sind als Eingangsdaten:

e eine m x n Stdchiometriematriz H eines beliebigen Reaktionssystems aus m Re-
aktionen und n Reaktanden. Thre Elemente H;; stellen Stochiometriekoeffizienten
dar. Die Zeilen entsprechen den Gleichgewichtsreaktionen, die Spalten den betei-

ligten Reaktionspartnern:

aqo agl we e Q1(n-1)
a10 a oo o Q9(n—1) — H
Am—-1)0 G(m—1)1 o+ A(m—1)(n—1)

Konventionsgem&B haben die Koeffizienten der Edukte negative und die der Pro-

dukte positive Vorzeichen.
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o n Anfangskonzentrationen [Ag]g, [A1]o, [A2]o, ... der Reaktanden Ag, Ay, Ao, ... (das
Verfahren funktioniert auch, falls Anfangspartialdriicke oder -molenbriiche als

Eingangsdaten gegeben sind — im folgenden wird nur K¢ betrachtet)
e m Gleichgewichtskonstanten Ky, K1, ..., K;—1 der Gleichgewichtsreaktionen

Zu berechnen sind die Gleichgewichtskonzentrationen [Agleq, [Atleq,.... Die Losung
kann mit oder ohne Hilfe sogenannter Bilanzgleichungen (Atombilanzen, Standardre-
aktionsenthalpien, Massenerhaltungsgleichungen, ...) gesucht werden.

Fiir das Reaktionssystem miissen einige Eigenschaften gelten:
e es diirfen keine unmdoglichen Reaktionen im Reaktionssystem enthalten sein

e jede Zeile der Stochiometriematrix muss einer Gleichgewichtsreaktion entspre-
chen. Man nimmt an, dass irreversible Reaktionen zu diesem Zeitpunkt bereits
abgelaufen sind und die Anfangskonzentrationen dementsprechend abgeéndert
sind. AuBerdem diirfen im Laufe der Einstellung des Gleichgewichts keine irre-
versiblen Reaktionen erneut erméglicht werden. Irreversible Reaktionen werden

von dem zu beschreibenden Verfahren ignoriert.

e es wird angenommen, dass sich alle Gleichgewichte vollstéindig einstellen kénnen
— formal heifit das, dass zum Berechnungszeitpunkt unendlich viel Zeit vergangen

ist.

Allgemeine Losung ohne Bilanzgleichungen

Man bekommt ohne Bilanzgleichungen (Atombilanzen, Massenbilanzen, Reaktionsent-
halpien, ...) dasselbe zu l6sende Gleichungssystem wie mit Bilanzgleichungen. Die Ne-
benbedingungen sind allerdings verschieden — wie in den folgenden zwei Abschnitten
aufgezeigt werden soll.

Fiir unsere Losung sollen keine Bilanzgleichungen verwendet werden — da in dem
nun angenommenen allgemeinen Ansatz die Reaktanden abstrakt mit A; bezeichnet
werden und prinzipiell keine weiteren Informationen als mégliche zusétzliche Eingangs-
daten iiber ihre chemische Zusammensetzung, ihre molare Masse, ihre Standardbil-
dungsenthalpien, usw. gegeben sind.

Da im allgemeinen Fall eine beliebige Anzahl von Reaktionen im System enthalten sein
kann, fithrt man fiir jede 7. Reaktion eine éigene Reaktionslaufzahl & (¢ =0,...,m — 1)
ein.

Zu jedem Zeitpunkt ¢ (insbesondere nach Einstellung des chemischen Gleichge-
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wichts) der Gesamtreaktion gilt fiir die Konzentrationen der Reaktanden (3.73)
m—1
(Al =[Aslo+ > aij - & (3.73)
s

Formuliert man nun die einzelnen Massenwirkungsgesetze (3.74-3.76), erhélt man fol-

gendes nichtlineares Gleichungssystem:

n=1rm m—1 7 805
(H [Ajlo+ D as;- & ) - Ko=0 (3.74)

j=0 =0 i

n=1r7 m—1 7915
(H [Ajlo+ D aij-& ) - K1 =0 (3.75)

j=0 L =0 N

n—1 m—1 Amj "
H [[Aj]O + Z Qg gﬂ] —Kp-1=0 (3.76)
§=0 i=0

unter den (linearen) Nebenbedingungen (3.77) (da physikalisch nur positive Konzen-

trationen erlaubt sind):

m—1
[Ajli=[Ajlo+ D ay - &=0 j=0,.,n—1 (3.77)
=0
Berechnet man nun den Losungsvektor & = (£o,&1, ..., ém—1) aus Reaktionslaufzahlen,
kann man mit Gleichung (3.77) die Gleichgewichtskonzentrationen ausrechnen.

Ein direktes, allgemeines und dazu mathematisch exaktes L&sungsver-
fahren kann fiir ein Gleichungssystem dieser Komplexitét nicht existieren (zur Diskus-
sion dieses grundlegenden numerischen Problems siehe Abschnitt 4.2).

Allerdings bleibt man nicht vollig chancenlos. Zur Lésung nichtlinearer Gleichungs-
systeme stehen méchtige iterative Verfahren wie das Newton-Raphson-Verfahren mit
Schrittweitensteuerung und das Broydenverfahren zur Verfiigung (siehe Kapitel 4.2.2-

4.2.4).
Das Hauptproblem allerdings ist, dass man bei einem beliebigen Startvektor im

allgemeinen im Vorneherein nicht wei}, ob:
e die Iteration zur Konvergenz fithren muss
o numerische Instabilitéiten auftreten werden

e die berechnete Losung auch die physikalisch sinnvolle Losung sein wird, also die

Nebenbedingungen (3.77) erfiillt

o der Startwert nahe der richtigen Losung liegt oder vielleicht sehr weit entfernt
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((1x-y)/ (129 -1)2+((1+y)/(1+x-y)-2)**2)

Abbildung 3.2: Die Nullstellenumgebung des zweidimensionalen Equilibrium-Problems
(3.78-3.81). Deutlich wird die Komplezitit einer Nullstellensuche. (Grundebene ist
die (z,y)-Ebene. Die dritte Achse ist die f(z,y)-Achse). Die Nullstelle befindet sich in
(0.25/0.5).

Abbildung (3.2) illustriert die Komplexitét der zu untersuchenden Funktionen des
Equilibrium-Problems fiir einen einfachen zweidimensionalen und gekoppelten Fall (3.78-
3.81)

A= B (3.78)
B=C (3.79)
ag=1bg=co=1 (3.80)
Ko=1, Ky =2 (3.81)

Um diese zweidimensionale Funktion darstellen zu kénnen, wurde die zwei Eintréige des
Funktionsvektors quadriert und addiert. Eine Nullstelle dieser neuen Funktion muss
eine Nullstelle beider Funktionen sein.

Bs wird anschaulich klar, dass selbst bei diesem einfachen Reaktionssystem nicht jeder
Startwert einer iterativen Nullstellensuche in das richtige Gebiet der einzigen, richtigen

Nullstelle fithren wird.
Zumindest kann dieses Problem programmiertechnisch durch eine Ldsungsrouti-
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ne teilgeldst werden, die sinnvolle Startwerte durch einen Zufallsalgorithmus erzeugt
(siehe Abschnitt 5.1.3) und stochastisch gesehen nach einigen Versuchen mit groBer
Wahrscheinlichkeit einen guten Startwert erzeugt. Nachteilig bleibt allerdings, dass so
keine endliche Rechenzeit garantiert werden kann. Ein verniinftiges Abbruchkriterium
muss vorher definiert werden. Méglichkeiten und Probleme in der Anwendung neuarti-

ger, sogenannter ,genetischer“ Algorithmen werden in Abschnitt 5.1.4 andiskutiert.

Allgemeine Lésung mit Bilanzgleichungen

Um das Problem der fehlenden Bilanzgleichungen in dem hier untersuchten Fall
als Nebenbedingungen genauer zu erldutern, wird kurz etwas von der abstrakten All-
gemeinheit weggegangen und angenommen, die chemischen Formeln der Reaktanden
seien bekannt. Dann ist es moglich — bei m Reaktionen — einige Atombilanzgleichun-
gen als mathematische Nebenbedingungen zu formulieren.

Beispiel: Das Gleichgewichtsreaktionssystem (3.82, 3.83)

CH,+HyO = CO +3H; (3.82)
CH; +2H,0 = COg + 4H; (3.83)

hat folgende zusétzliche Nebenbedingungen (3.84-3.86) durch Aufstellung der einzelnen

Atombilanzen
4[CH4] -+ 2[H20] + 2[H2] = ny (3.84)
[CH4] -+ [CO] + [002] = ng (3.85)
[HzO] -+ [CO] + 2[C02] =ngQ (3.86)

Diese Gleichungen gelten zu jeder Zeit des Reaktionsfortgangs. Die Atombilanzkonstan-
ten ny, ng, no konnen einfach aus den Anfangskonzentrationen berechnet werden.
Da man jetzt drei zusétzliche Gleichungen zur Verfiigung hat, die das Equilibrium-
Problem ergénzen, kann man die Methode der Lagrangeschen Multiplikatoren [22]
einsetzen, um die Reaktionslaufzahlen und schlieflich die Gleichgewichtskonzentratio-
nen zu berechnen.
Hat man dagegen ein abstraktes System — nachteiligerweise ohne chemische For-

meln der Reaktionspartner, ohne Standardbildungsenthalpien oder Molmassen:

Ag + 3A3 (3.87)
Ay +4A3 (3.88)

Ag+ Ay
Ao+ 2A,

—
=
—
=

so kann man keine zusétzlichen Gleichungen wie (3.75-3.77) aufstellen, die als sinnvolle
Nebenbedingungen dienen kénnten. Es bleibt als Nebenbedingung nur noch die Tatsa-

che, dass Konzentrationen nicht negativ sein kdnnen. Mathematisch bleiben lediglich
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die linearen Ungleichungen (3.89)
[A] >0 i=0,..,m (3.89)

Somit kommt die Methode der Lagrangeschen Multiplikatoren nicht mehr in Betracht,
bei welchem notwendigerweise Gleichungen als Nebenbedingungen benétigt werden.
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Kapitel 4

Numerische Losungsverfahren
zur Nullstellenbestimmung

Im folgenden Kapitel werden Verfahren vorgestellt, die die numerische Berechnung von
Nullstellen eindimensionaler und mehrdimensionaler reeller Funktionen ermdglichen.
Wie in Kapitel 2 erldutert, bendtigt man diese Algorithmen, um das Equilibrium-
Problem computergestiitzt zu losen.

Eingangs werden einfache eindimensionale Verfahren erléutert: das Bisektionsver-
fahren und das eindimensionale Newton-Raphson-Verfahren, letzteres motiviert das
mehrdimensionale Newton-Raphsonverfahren und macht die Herleitung einsichtiger.
Eindimensionale Verfahren reichen fiir eine allgemeine Losung allerdings nicht aus.

Das mehrdimensionale Newton-Raphson-Verfahren wird darauf mit einer Schritt-
weitensteuerung optimiert. Auf diesem “geddmpften Newtonverfahren® baut das am
weitesten fortgeschrittene Broydenverfahren auf. Das Broydenverfahren ist schlie-

lich das Verfahren der Wahl, um das allgemeine Equilibrium-Problem zu 1&sen.

4.1 Eindimensionale Verfahren

Zur Losung des eindimensionalen Equilibrium-Problems mit nur einer Gleichung bieten
sich zahlreiche Verfahren zur Nullstellensuche an: das Bisektions- und Newtonverfah-
ren wird im folgenden besprochen. Beide sind fiir das Verstéindnis mehrdimensionaler

Methoden gut geeignet. WELTIN [21] beispielsweise verwendet das Bisektionsverfahren.

4.1.1 Das Bisektionsverfahren

Ein sehr robustes und elementares Verfahren zur Lésung von nichtlinearen Gleichungen
in einer Variablen ist das Bisektionsverfahren (auch Intervallschachtelung) (fiir weitere

Details siche FAIRES, BURDEN [23], S. 30-36).
Das Bisektionsverfahren konvergiert immer gegen eine Nullstelle, sofern die zu
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Abbildung 4.1: Das Bisektionsverfahren in den ersten Schritten (aus [23])

untersuchende Funktion f : [a,b] — R folgendes erfiillt:
- f ist stetig auf dem Intervall [a,b]
- a und b haben unterschiedliche Vorzeichen

Das Vorgehen ist recht einfach (siehe Abbildung (4.1)): p sei der Mittelpunkt von
[a,b]. Nun wertet man Funktion in p aus und untersucht das Vorzeichen. Nun vertauscht
man a oder b mit p, je nachdem, ob f(a) oder f(b) dasselbe Vorzeichen wie f(p) hat.

Formalisiert heisst das:

Ein Intervall [a;41,bi41), das eine Approximation einer Waurzel von f(z) = 0
enthilt, wird aus einem Intervall [a;, bs], das die Wurzel enthalt, konstruiert

b; — a4
Dit1 = Gt 12 :

Dann gilt a;41 = a; und byl = pit1, Wenn flas) - f(pit1) < 0 ist (d.h.
unterschiedliche Vorzeichen haben), und andernfalls a;41 = pi41 und b;41 = b;
(aus [23], S. 31).

Die Nullstellengenauigkeit betrégt nach n Iterationen:

b-a (4.1)

€= on
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Trotz seiner konzeptionellen Klarheit hat das Verfahren erhebliche Nachteile. Es
konvergiert sehr langsam (im Vergleich z.B. zum Newton- und Sekantenverfahren) und
es ist auBerdem fiir mehrdimensionale Probleme nicht einsetzbar.

Zur Losung eindimensionaler Equilibrium-Probleme oder zur Losung im Falle ge-
nau eines gemeinsamen Reaktionspartners bei beliebig vielen Reaktionen (Kapitel 3.3.2

und 3.3.3), stellt es aber ein sehr robustes und versténdliches Verfahren dar WELTIN
[21].

4.1.2 Das Newton-Verfahren und grafische Interpretation

Die eindimensionale Nullstellensuche durch das Newton-Verfahren besitzt eine geome-
trisch anschauliche Darstellung (aus [23] S. 42-47) (siehe Abbildung 4.2). So wird die
Nullstelle einer den Kurvenverlauf von f approximierenden Geraden gesucht und auf
diese Weise die Lésung von f(x)=0 approximiert. Auf ein mehrdimensionales Newton-
Raphson-Verfahren wird spéter eingegangen.

Die Gerade, die das Kurvenbild einer Funktion in einem Punkt am besten appro-
ximiert, ist die Tangente in diesem Punkt.

Angenommen, pg sei eine Startniherung der Nullstelle p der Gleichung f (z) =0.
Weiter muss die Differenzierbarkeit in einer Umgebung von py angenommen werden.

Die Tangentengleichung (4.2) lautet

y — f(po) = f'(p0) (= — po) (4.2)

Schneidet man die Tangente nun mit der x-Achse (y = 0), erhélt man die erste Néherung

p1 von p (4.3)

0— f(wo) = /(o)1 —p0) & PL=p0— }c,((i ‘;)) (4.3)
daraus folgt:
p1=po— %,((%% (4.4)

vorausgesetzt, dass f'(po) # O ist. Das fithrt auf die Iterationsvorschrift des Newton-
Verfahrens (4.5).

Newton-Verfahrens:

Ditl = Di — —%% (4.5)

mit einem geeigneten Startwert po

Befindet sich allerdings der Startpunkt po weit von der Nullstelle entfernt, kann
das Newton-Rahpson-Verfahren auch sehr ungenaue oder unb edeutende iterative Néhe-
rungen liefern. In welche der eventuell sehr zahlreichen Nullstellen das Verfahren kon-

vergiert, kann zusitzlich nicht allgemein vorhergesagt werden.
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Abbildung 4.2: Das eindimensionale Newton- Verfahren in den ersten beiden Schritten

(aus [23])

Konvergenz des Newton-Verfahrens
Die Konvergenz des Newton-Verfahrens ist im Vergleich zu anderen Verfahren (z.B.
Bisektionsverfahren) sehr gut:

Angenommen, p sei die Losung von f(z) = 0 und f” existiere auf einem Inter-
vall, das sowohl p als auch die Nsherungslosung p; enthdlt. Entwickeln von f in sein
Taylorpolynom zweiter Ordnung (4.6) ([15], S. 282) in p; und Auswerten in z = p

ibt:
e e

0= F(p) ~ F(@i) + f'(p:)(p — pi) + === (p — 13)*, (4.6)

wobei € zwischen p; und p liegt. Folglich gilt fiir f(p:) ;é 0

f(pz) I M QY
* e = 2 “n
Da
o fm)
Pis1 =P~ Jrpy (4.8)
gilt, folgt daraus 106

P—Pi1 =% f,(p)(p i) (4.9)

Ist nun die zweite Ableitung von f auf einem Intervall {iber p durch eine obere Schranke

M € R beschrankt und p; liegt innerhalb dieses Intervalls, dann gilt (4.10)

M 2
—pit1l € sy lp—wal” (4.10)

Somit betrégt der Fehler der (i + 1).-Approximation |p — pi+1| ungefshr das Quadrat

der . Approximation. Es ergibt sich quadratische Konvergenz.
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Abbildung 4.3: Im gezeigten Fall kommt es zu einer Endlosschleife in der Newton-
Iteration. Hier muss das Verfahren unterbrochen und ein neuer Startwert verwendet

werden (aus [24]).

Das Newton-Verfahren zeigt sich als gutes Verfahren zur Nullstellensuche, da es

lokal um die Nullstelle schnell konvergiert.
Nachteilig ist allerdings, dass das Verfahren nicht bei jedem Startwert konvergent

ist. So kann man im Laufe der Iteration ungiinstigerweise in einem lokalen Minimum
landen oder es kann eine Endlosschleife auftreten (siehe Abbildungen (4.3-4.4)). Deshalb
ist es in der praktischen Anwendung nétig, die Iteration nach einer vorher definierten,

maximalen Rechenzeit mit einem anderen Startwert zu wiederholen.

4.2 Mehrdimensionale Verfahren

Im folgenden Abschnitt wird diskutiert, wie das nichtlineare System (4.11)
Fy(zq, %1, %2,y TN-1) =0 (4.11)

N-dimensionaler Funktionen mit den Variablen z;,¢ = 0,1,...,N — 1 iterativ zu losen

ist.

4.2.1 Problematik mehrdimensonaler Verfahren

Eine mehrdimensionale Nullstellensuche gilt als “sehr aufwendiges Problem in der heu-

tigen Numerik“ ([25], S. 299).
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Abbildung 4.4: Abbruch des Newtonverfohrens in einem lokalen Minimum (aus [24]).

»There are no good, general methods for solving systems of more than one nonlinear

equation. Furthermore there never will be any good, general methods.“ ([24], S. 383)

Zu den in Kapitel 4.1.2 erliuterten Problemen ergeben sich im mehrdimensionalen Fall

weitere Schwierigkeiten fiir den Anwender.
Als Beispiel diene ein zweidimensionales, nichtlineares System (4.12, 4.13)

flz,y) =0 (4.12)

g(z,y) =0 (4.13)
Die Funktionen f und g sind grundsétzlich zwei vollig verschiedene Funktionen,
jede von ihnen hat eine Nulllinie, die die (z, y)-Ebene in Gebiete negativer und positi-
ver Funktionswerte teilt. Die gesuchte Losung liegt in den gemeinsamen Punkten dieser
Nulllinien (sofern mindestens eine existiert) (siehe Abbildung 4.4 ([24], S. 384)). Leider
haben die Funktionen f und g im allgemeinen nichts miteinander zu tun — das heisst,
sie milssen weder gleiche Eigenschaften wie Differenzierbarkeit, Integrierbarkeit, Ste-
tigkeit noch Variablen gemeinsam haben. Aus der alleinigen Sicht von f oder g gelten
keine besonderen Eigenschaften in eventuellen gemeinsamen Punkten. Um alle Lésun-
gen dieser nichtlinearen Gleichungen zu finden, miisste man die gesamten Nulllinien
von f und g untersuchen!
Fiir Probleme von allgemein n. Dimension, miisste man gemeinsame Punkte von
n (n — 1)-dimensionalen Hyperflichen, die im allgemeinen nichts miteinander zu tun

haben, berechnen. Ohne weitere Einsichten ist dies eine meist unlésbare Aufgabe.

32

i



‘ . ,
’ . normothere! 7 !
‘ B A
! A o ]
e i e W0 raots here
|
|
l 1 £ pos
| k "
| i ~\
? F=0 2 Rey 4“
S - " .\
v #
! \
: \
J \
1 N e
| =T
: - N
i N
| ~ £ neg
N TS
! 3,7 h
‘ - NP T~
[ ”, B Y
: -, DI
v P £ pos
| rd
| /
/
L.

Abbildung 4.5: Ein klassisches, zweidimensionales Nullstellenproblem. Graphen und
Nulllinien zweier unabhingiger, nichtlinearer Funktionen f (durchgezogene Linie) und
g (gestrichelte Linie). Losungen liegen in den hervorgehobenen Punkiten, deren Lage
und Anzahl im allgemeinen Fall im vorneherein nicht bekannt sind (aus [24]).

Man benétigt folglich weitere Informationen — etwa iiber die Eindeutigkeit der
Losung und eine Eingrenzung des Lésungsraums ([24], S. 384). Verfahren, die versu-
chen, diese Probleme zu l6sen, werden in den folgenden Abschnitten vorgestellt.

4.2.2 Das mehrdimensionale Newton-Raphson-Verfahren

Das mehrdimensionale Newton-Raphson-Verfahren konvergiert wie das eindimensionale

Verfahren sehr schnell gegen eine Nullstelle. Der Nachteil, dass ein guter Startwert vor-

gegeben werden muss, bleibt erhalten — Konvergenz kann nur lokal garantiert werden.

Eine auf globale Konvergenz erweiterte Variante wird im n#ichsten Abschnitt vorge-

stellt.
Die folgende Darstellung leht sich ([24], S. 385) an. Gegeben ist das zu untersuchende

m-~dimensionale System (4.14)

,m—1 (4.14)

F:i(mOaml,w% -°-)wn—l) =0 i=0,..

und es sei im folgenden z der Vektor aller und F der Vektor aller m Funktionen

F.. Die Grundidee ist, das nichtlineare Problem durch ein (einfacher zu handhabendes)
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lineares Problem zu approximieren. Dazu entwickelt man F; in seine Taylorreihe (4.15)

or,

Fi(z + 6z) ~ Fi(z) + Y 5025 (4.15)
J
In Matrixschreibweise bedeutet das (4.16)
F(z +6z) = F(z) + J - 0z (4.16)

wobei J die Jacobi-Mairiz mit den partiellen Ableitungen von F darstellt mit den

Eintragen
OF;

Bz;

Setzt man nun F(z + éx) = 0, so erhilt man ein lineares Gleichungssystem, fiir dessen

Jij = (4.17)

Losung zahlreiche ausgereifte Algorithmen zur Verfiigung stehen, beispielsweise das
Gauss-Verfahren ([25], S. 94). Aus dem folgendem System (4.18) berechnet man den

Korrekturvektor dx:
Flz+dr)=0 & J-dx=-F (4.18)

Der Korrekturvektor 62 wird zum bisherigen Losungsvektor z addiert
Ineu = Tyl + oz (4.19)

und der Prozess iterativ bis zur Konvergenz fortgesetzt. Vereinfacht hat man folgende

Iterationsvorschrift:

Mehrdimensionales Newton-Raphson-Verfahren:

Tiyl = &g — J‘l(mi)F(:L',-) (4.20)

mit einem geeigneten Startvektor 2o

Der Prozess konvergiert wie im eindimensionalen Fall lokal quadratisch. Leider
bleiben die Nachteile des eindimensionalen Falls erhalten: es konnen immer noch End-
losschleifen auftreten, die Ableitung (hier die Jacobi-Matrix) kann null (singulér im

Matrix-Fall) werden und die Konvergenz ist nur auf eine kleine Umgebung um die

Nullstelle begrenzt ([26], S. 88).
Fiir die Anwendung unerlésslich ist eine deutliche Vergrésserung des Konvergenz-

bereichs. Mit dieser Problematik befasst sich der nichste Abschnitt.

4.2.3 Newton-Raphson-Verfahren mit Schrittweitensteuerung

Im folgenden soll ein Verfahren entwickelt werden, das von fast jedem Startpunkt aus in

eine Losung des mehrdimensionalen, nichtlinearen Nullstellenproblems F(z) = 0 fithrt
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([24], S. 387). Sinnvoll wire ein Verfahren, das in jedem Iterationsschritt der Nullstelle
auch garantiert ndher kommt.

Das folgende Verfahren ([24], S. 388) kombiniert die schnelle Konvergenz des
Newton-Raphson-Verfahrens mit einer Strategie der Schrittweitensteuerung,.
Betrachtet wird der Newton-Schritt (4.21, 4.22)

Tyl = % + 0 (4.21)

mit
Szg=-J " F (4.22)

Nun muss dieser Schritt bewertet werden. Sinnvoll wére, zu verlangen, dass
F(zi11)? < F(x:)?, (4.23)

gelten muss, da eine Nullstelle von F' stets ein Minimum von F? ist. Man versucht also
im folgenden die Funktion (4.24)
f=F-F (4.24)

zu minimieren. Allerdings kann man immer noch in lokalen Minima von f landen, die
keine Losung von F' darstellen. Eine einfache Minimierungsstrategie wird nicht ausrei-
chen. Es muss versucht werden, globale Minima zu finden. Diese Strategie unterscheidet
sich im Wesentlichen dadurch von einer gewdhnlichen Minimierungsstrategie, dass die
notwendige Bedingung V f(z) = 0 fiir Extremwerte nicht ausreichen kann, um globale
Minima zu finden.

Die Strategie der Nullstellensuche durch das Newton-Raphson-Verfahren berught
daruaf, dass idealerweise der Newton-Schritt automatisch eine Abstiegsrichtung fiir f
ist, denn es gilt

Vf sg=(F-J)-(-J - F=-F<0 (4.25)

V# (4.25) ist der Gradient der Funktion f und entspricht dem Steigungsvektor (genau-
er: der Gradient zeigt in die Richtung des steilsten Anstiegs) von f — der Gradient ist
folgenderméBen definiert (4.26):

_(df df df
V= (dml,dwz,---, dmn) (4.26)

Nachdem die Richtung, in die die Iteration verlaufen soll, berechnet wurde, bleibt die

Schrittweite zu withlen. Hier verfolgt man eine einfache Strategie:
e zuerst versucht man den kompletten Newton-Schritt

e nun priift man, ob dieser Schritt f wirklich verkleinert hat (vgl. (4.24.))
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e wenn nicht, geht man entlang der Newton-Richtung zuriick (sog. backtracking),
bis eine akzeptable Schrittweite gefunden ist. Da die Newton-Richtung immer

eine Abstiegsrichtung ist, wird man stets eine akzeptable Schrittweite finden.

e ist der Schritt akzeptabel, berechnet man dort den Gradienten VF, eine neue
Abstiegsrichtung und iteriert weiter. In einer ndheren Umgebung um die Nullstelle
erreicht man schliefflich quadratische Konvergenz.

Das Verfahren schlégt fehl, falls die Iteration im Laufe des Verfahrens in einem lokalen
Minimum landet. In diesem Fall muss man einen neuen Startvektor bestimmen und
das Verfahren wiederholen.

In der Praxis wird mit dem Newton-Raphson-Verfahren mit Schrittweitensteue-

reung eine globale Konvergenz erreicht.

Das Newtonverfahren ist ein sehr gutes Verfahren zur Nullstellensuche. Ein Ge-
schwindigkeitsnachteil ist, dass mehrmals die Jacobimatrix berechnet werden muss. Oft
steht diese nicht zur Verfiigung. Nachteilig ist auch, dass die Kalkulation der Jacobi-
matrix viele Funktionsauswertungen benétigt. Falls die Funktionsauswertung aufwenig
sein sollte, kann dies das Newtonverfahren in der Praxis deutlich verlangsamen. Sinn-
voll ware es in diesem Fall, die Jacobi-Matrix “billiger” zu approximieren. Der néchste

Abschnitt befasst sich mit der Realisierung dieser Approximation.

4.2.4 Das Broydenverfahren — ein multidimensionales Sekantenver-
fahren

Im eindimensionalen Fall kann die Tangente und damit die Ableitung durch eine Sekante
approximiert werden. Im folgenden soll ein mehrdimensionales, dem Newtonverfahren
angelehntes, Sekantenverfahren oder auch Quasi- Newtonverfahren entwickelt werden —
das sogenannte Broydenverfahren. Es benétigt deutlich weniger Funktionsauswertungen
als das bisher beschriebene Newton-Raphson-Verfahren, bei etwa gleichen Konvergenz-
eigenschaften ([24], S. 393).

Es sei nun B eine Approximation an die Jacobi-Matrix J von F'. Fiir den Korrek-

turvektor ¢ = @1y — ; im i-ten Quasi-Newton-Schritt gilt:
B; -z = —F; (4.27)
Die Quasi-Newton-Bedingung (4.28) fiir die Approximationsmatrix B; (4.27) lautet
By - 0z = 0F; (4.28)

mit §F; = Fyy1 — F;. Dies ist eine Verallgemeinerung der eindimensionalen Sekanten-
approximation an die Ableitung, OF/0x. Allerdings legt Gleichung (4.29) B;y1 nicht
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eindeutig fest.

In der Praxis wurden viele Méglichkeiten entwickelt, B;,; moglichst sinnvoll zu berech-
nen. Eine gute Moglichkeit stellt das Broydenverfahren dar ([24], S. 393). Es gilt fiir
Bt

0F; — B; - 6x;) ® 04
Diese Formel basiert auf der Idee, B;y; so zu berechnen und damit B; minimalst so

Biy1 = B; +

(4.29)

zu verdnderen, dass gerade noch die Sekantenbedingung (4.27) eingehalten wird. Dass
(4.29) Gleichung (4.27) erfiillt, ist einfach nachzurechnen.

Fiir die praktische Berechnung von dz;4; = —B™L. F ist es nétig, B;y1 zu invertie-
ren. Dies geschieht durch eine QR-Zerlegung von B;4; per Householdertransformation
([26], S. 73). Der Vorteil gegeniiber der gebriuchlichen LR-Zerlegung ist es, dass man
auf Grund der speziellen Form der Matrix B;4; ihre QR-Zerlegung effizient als Update
der QR-Zerlegung von B; berechnen kann (fiir Details siehe ([24], S. 101-104)).

Um das Broyden Verfahren zu starten, braucht man jetzt nur noch eine erste
Startapproximation By von Jp. Am einfachsten ist es, flir By die Einheitsmatrix zu
verwenden und mit einigen Iterationsschritten zu verbessern.

Das Broydenverfahren konvergiert beinahe so schnell wie das Newton-Raphson-
Verfahren und kann auch mit einer Schrittweitensteuerung analog zu Kapitel (4.2.3)
verkniipft werden, um den Konvergenzbereich zu erweitern. Es braucht, wie eingangs
erwihnt, weniger Funktionsauswertungen als das Newton-Raphson-Verfahren, womit
es zur Losung des allgemeinen Equilibrium-Problems das Verfahren der Wahl darstellt.
Die Auswertung der Equilibrium-Funktionen némlich als ziemlich aufwendig angesehen.

Das Broydenverfahren versagt allerdings, falls B im Laufe der Iteration singulér
oder fast singuléir werden sollte, da dann der Korrekturvektor dz nicht mehr berechnet
werden kann. Die einfachste Losung ist es in diesem (nicht seltenen) Fall, einen neuen
Startvektor zu wahlen und die Iteration zu wiederholen.

AbschlieBend soll nicht unerwahnt bleiben, dass auch einige, andere (allerdings
nicht notwenig schnellere) Algorithmen existieren, die dieses Problem ldsen kénnen

(zum Beispiel erweiterte Minimierungsalgorithmen [28]).

lfiir eine mathematische Herleitung siehe [27]
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Kapitel 5

Objektorientierte Realisierung in

C++

Als zentrales mehrdimensionales Verfahren wurde das Broydenverfahren mit Schrittwei-

tensteuerung zur Losung des Equilibrium-Problems wegen seiner Allgemeingiiltigkeit

realisiert.

5.1 Implementierung der allgemeinen Lésung in C++

Im folgenden soll das bereits bekannte «Equilibrium-Gleichungssystem® (Kapitel 3)
(5.1-5.3)

n—1 m—1 aog

(H [[Aﬂo-l— D> ai '&} ) —-Ky = 0 (5.1)
§=0 i=0
n—1 m—1 aij

(H {[Aj]o + Z aij ‘fz} ) -K; = 0 (5.2)
§=0 i=0

n—1 m—1 mg
11 [[Aa']o + D ai &] —Kmn-1 = 0 (5.3)
=0 =0

unter den Nebenbedingungen (5.4)

me1

[Ajls = [Ajlo + X; aij & 20 j=0,.,n—1 (5.4)
==

computergestiitzt gelost werden. Als schnellstes und allgemeines Verfahren in der An-

wendung auf das Equilibrium-Problem hat sich das Broydenverfahren erwiesen, wie in

Kapitel 4 dargestellt wurde.
Dieses Kapitel befasst sich mit der ob jektorientierten C++-Implementierung
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EquilibriumFunction

+fMin (2 vector<doubles>, vector<vector<doubles>>, double&)
+funcVector (3 vector<doubles>, vector<vector<doubles>s>,vector<doubles>&)
+jacobian(3 vector<double>,2 vectorc<vector<double>>,vector<double>&)

Abbildung 5.1: Die Klasse EquilibriumPFunction zur Berechnung von Funktionsauswer-
tungen und Jacobi-Matrizen

o der EquilibriumFunction-Klasse mit Methoden der Funktionsgenerierung des
allgemeinen Equilibrium-Problems (5.1-5.4), dessen Jacobi-Matrix und weiterer

wichtiger Hilfsmethoden

o der Broyden-Klasse mit der Losung der Equilibrium-Funktionen mit dem Broy-
denverfahren, der Schrittweitensteuerung, der Solve-Methode, die unter ande-
rem die Nebenbedingungen des Equilibrium-Problems betrachtet und der initial-

Methode, die Matrixzerlegungen durchfiihrt und die endgiiltige Losung berechnet

Dabei werden ausgewéhlte, zentrale Methoden und Klassen erklért. Der Programmecode

befindet sich im Anhang und online unter http://echempp.sourceforge.net

5.1.1 Die Klasse EquilibriumFunction

Bine Ubersicht der Klasse EquilibriumFunction findet sich in Abbildung (5.1). Die
Methode fMin
Die Methode void £Min() berechnet den Funktionswert, der fiir das schrittwei-

tengesteuerte Broydenverfahren wichtigen Hilfsfunktion f (vgl. Gleichung (4.25)):

f=F-F=Y F) (5.5)

Diese Funktion wird im Broydenverfahren minimiert. Ihre globalen Minima — ihre
Nullstellen in somit — sind auch Nullstellen des “Equilibrium-Funktionsvektors® —
der mit der Methode funcvector berechnet wird (vgl. Gleichung (5.1-5.3).

Die Eingangsdaten an £Min sind die Stéchiometriematrix A, der Vektor der An-

fangskonzentrationen, der Vektor der Gleichgewichtskonstanten und der momentane

Reaktionslaufzahlvektor z. Ritckgabewert ist ein Skalar — f.

Die Methode funcVector
Die grund]egende Methode void funcVector() der Klasse EquilibriumFunction

berechnet mit Hilfe der Eingangsdaten (Stdchiometriematrix A, Vektor der Anfangs-

konzentrationen initialconc, Vektor der Gleichgewichtskonstanten und als Variable den
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Reaktionslaufzahlvektor z) den Funktionsvektor F(z) (hier: fvec) des Equilibrium-
Funktions-Systems (5.1-5.3). Aufgrund der haufigen Anwendung und der einsichtigen
Implementierung der funcVector-Methode, ist hier der C4+-Code abgedruckt:

void funcVector (const vector<vector<double> >& A,
const vector<double>& initialconc,

const vector<double>& Kc,

vector<double>& fvec)

{
double value;
double basisvalue;
fvec.clear();
for (unsigned int reactionnumber=0;reactionnumber<A.size();++reactionnumber){
value = 1;
for (unsigned int i = 0; i < A[0].size(); ++i) <
basisvalue = initialconc[il;
for (unsigned int j = 0; j < A.size(); ++j) {
basisvalue += x[j] * A[j][il;
}
if (Alreaction] [i]l != 0.0)
value *= pow(basisvalue, Alreactionnumber][il);

}

fvec.push_back(value - Kc[reactionnumberl);

}
}

Die Methode jacobian

Die Methode void jacobian() berechnet die Jacobi Matrix J (5.6) des Equilibrium-
Funktionssystems F(z) zum Zeitpunkt des Reaktionslaufzahlvektors x
oF,

= 5.6
3&U ( )

Jij

Da F(z) aus beliebigen gebrochenrationalen Funktionen besteht, ist eine direkte Kal-

kulation von J nicht méglich. Die Methode jacobian benutzt eine Finite-Differenzen-

Methode, um die Jacobi-Matrix zu approximieren. Die wesentliche Idee ist es, die einzel-
3 . .

nen Tangenten-Steigungen bzw. partiellen Ableitungen durch geeignete Sekantenstei-

gungen (bzw. durch einen Quotient finiter Differenzen) (5.7) zu ersetzen, die einfach
zu berechnen sind:

BF(.’U) F_(E)_:;F_(—mi)- mit Te= (370, ey Tg + €, "')T (5‘7)

JRSRIEE. . Ay -~ 1

8wj €

o = 10~8
Dabei wurde ¢ moglichst klein gesetzt (hier ¢ = 107°).
Die Eingangsdaten an jacobian sind die Stdchiometriematrix A, der Vektor der An-

fangskonzentrationen, der Vektor der Gleichgewichtskonstanten und der momentane

Reaktionslaufzahlvektor z. Ausgabewert ist die Jacobimatrix J.

40

Hit



Broyden

+linesearch(..)

+broydn (vector<double>&, vector<vector<double>>,2 vector<doubles,bool)
+solve (vector<vector<double>>, 2 vector<doubles,vector<doubles&)
+initial (vector<vector<doubles>,2 vector<double>,vector<double>&)

-grdemp (vector<vectorcdoubless>, vector<double>&, vector<double>&,bool)
-qrupdt (vector<vector<double>>, vectorcvector<double>>&,2 vector<doubles&)
-rsolv(vector<vector<double>>,vector<doubles&,vector<doubles>&)

-rotate (2 vector<vector<doubles>>&,int, 2 double)

Abbildung 5.2: Die wichtige Broyden-Klasse

5.1.2 Die Hauptklasse Broyden

Im folgenden werden zuniichst die privaten Memberfunktionen qrdcmp, grudpt, rsolv
und rotate der Klasse Broyden vorgestellt, mit denen die benétigten Matrizenalgo-
rithmen aus der Linearen Algebra durchgefiihrt werden kénnen (aus [24]).

Die zentralen public Methoden der Broyden-Klasse sind die 1inesearch, broydn,
solve und initial Methoden. linesearch steuert die Schrittweitenlénge, in broydn
ist das Broydenverfahren realisiert und solve generiert unter anderem dynamisch Start-
werte, kontrolliert die Nebenbedingungen und berechnet Gleichgewichtskonzentratio-
nen. initial zerlegt die Eingangsmatrix in Subsysteme und 16st diese mit Hilfe von

solve.

Die Methode qrdcmp
Die Methode void qrdcmp() (QR—decomposition) berechnet die QR-Zerlegung der

Eingabematrix A ([25], S. 131)
A=QR (5.8)

Q ist eine orthogonale Matrix (d.h. es gilt: Q! = QT) und R eine rechte obere Drei-
Zerlegung werden Householder-Transformationen

perebenen darstellen. Durch

ecksmatrix. Zur Berechnung der QR-~

verwendet, die Spiegelungen an (m — 1)-dimensionalen Hy ‘
geeignete Wahl dieser Spiegelungen wird die Matrix A auf obere Dreiecksform gebracht.

Die Gesamtheit dieser Spiegelungen, die fitr sich genommen auch orthogonale Abbil-
dungen darstellen, wird in @ gespeichert. Fiir eine genaue mathematisch-numerische

Erlsuterung des Verfahrens, siehe ([29], S. 283).

Die Methode rsolve

Die Methode void rsolve() 1ost das lineare Gleichungssystem Rz = b, wobei R

wieder eine obere Dreiecksmatrix ist.
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Die Methoden qrupdt und rotate
Einige numerische Algorithmen (beispielsweise das Broydenverfahren) benétigen
die Lésung einer ganzen Reihe von linearen Gleichungssystemen, mit der Eigenschaft,
dass sich jede Matrix nur etwas von ihrer Vorgéngermatrix unterscheidet ([24], S. 101-
104).
QR+— Q'R (5.9)

Um Rechenzeit zu sparen, berechnen die Methoden void qrupdt() und rotate() aus
einer vorhergehenden QR Zerlegung von A ein Update der QR-Zerlegung Q'R’ (5.9)
einer leicht veranderten Matrix A’. Der Algorithmus besteht aus zwei Teilen: qrupdt
bedient sich der Methode rotate und transformiert die Eingangsmatrix in obere Hesse-
bergform mittels Jacobi-Rotationen ([25], S. 281). Danach wird mittels weiterer Jacobi-
Transformationen die obere Hessebergform in obere Dreickecksform R’ gebracht. Q' ist

dann einfach das Produkt aller Jacobi-Transformationen.

Die Methode linesearch
Die Methode void linesearch() wird fiir die Schrittweitensteuerung der broydn-
Methode benétigt (Abschnitt 4.2.3):
Wenn man sich nicht sehr nahe am Minimum der Funktion f = F - F befindet, kann es
sein, dass der volle Newton-Schritt den Funktionswert gar nicht kleiner machen wird
([24], S. 393). Man weiB, dass zu Anfang eine Abstiegsrichtung (=: p) hinsichtlich f
benutzt wird. Da allerdings f quadratisch ist, muss nicht jede Schrittlinge zu einem

Abstieg fiihren. Das Ziel ist es jetzt, von dem Ausgangspunkt )y zwar entlang der
Richtung p zu einem neuen Punkt Zneu zu gelangen, aber nicht notwendigerweise den

gesamten Schritt auszufiihren.
Tneu = Tat +Ap 0<AZ1 (5.10)

Jetzt ist A (5.10) so zu wihlen, dass flzap + \p) signifikant abgenommen hat. Um A zu

bestimmen, gibt es verschiedene Strategien in der Literatur [18, 24]. Die hier verwendete
3

Routine wird in ([24], S. 389) beschrieben.
Die Methode linesearch berechnet ausgehend von z - ‘
und Funktionswertes in z,) entlang einer vorgegebenen Newton-Richtung p eine opti-

male Schrittweite A und daraus neu = T} + Ap. Danach wird f(zneu) berechnet.

alt mit Hilfe des Gradienten

Die Methode broydn

Die void broydn() Methode ist der zentrale Algori | . |
Problems. Sie bedient sich aller bisher beschriebenen Methoden. Ein Fliessdiagramm

ist in Abbildung 5.3 dargestellt.

thmus zur Ldsung des Equilibrium-
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In der broydn Methode ist das Broydenverfahren zur Losung nichtlinearer Glei-
chungssysteme (mit Schrittweitensteuerung zur Globalisierung der Konvergenz) imple-
mentiert, welches das Equilibrium-Funktionensystem (5.1-5.3) 16sen kann. Die broydn
Methode berechnet von einem gegebenen Startvektor (aus Reaktionslaufzahlen) zg ite-
rativ neue Niherungsvektoren z; zur Nullstellenbestimmung von F(z). Die benétigten
Jacobi-Matrizen (ausser im ersten Schritt) und die daraus folgenden Kalkulationen wer-
den — wie in Kapitel (4.2.4) beschrieben — durch Broyden’s Verfahren angenihert.
In jedem Schritt ruft broydn die linesearch Methode auf, um die Schrittweiten zu
berechnen. Dadurch wird eine globale Konvergenz erreicht. Leider kann es zu Verfah-

rensabbriichen kommen, wenn

e die Jacobi-Matrix im ersten Schritt singulsr ist, das heifit, dass man zuféllig in

einem lokalen Minimum gestartet ist

e linesearch nicht in einer vorgegebenen Anzahl an Durchlaufen eine signifikante
Abnahme von f = F - F feststellen kann

e die broydn Methode zu langsam konvergiert und in einer vorgegebenen Anzahl

an Tterationen keine Approximation an die Nullstelle gefunden hat.

In diesem Fall gibt broydn ein Fehlerflag (einen boolschen Wert) als ¢rue zuriick, der

anzeigt, dass ein Problem aufgetreten ist — was in der Praxis durchaus nicht selten

vorkommdt. N
Mit der broydn Methode und der equilibriumFunction-Klasse kann also das Equili-

brium-Problem in den meisten Féllen geldst werden. Leider kommt es héufig vor, dass
die gefundene Nullstelle die Nebenbedingungen des Equilibrium-Problems (5.4) nicht

erfiillt oder die broydn Methode ein Fehlerflag setzen muss. Tritt einer dieser Fille auf,

ist es am einfachsten, einen neuen Startwert zu benutzen und die Nullstellensuche zu

wiederholen (sieche auch Fliessdiagramm(Abb. 5.3)).

Die Methode solve
Die void solve() Metho
Abschnitt vorgestellt.

de generiert unter anderem Startwerte und wird im néchsten

5.1.3 Die Methode initial in der Broyden-Klasse

Die Methode void initial() lost das Equilibrium-Problem mit Hilfe des erlduterten

ens unter Anwendung der solve-Methode. initial zer-
siche Abschnitt 5.2.2) und 18st diese mit der
Anschliefend setzt initial die berech-

allgemeinen Losungs-Verfahr
legt die Eingabematrix in Subsysteme (
solve Methode (siehe Fliessdiagramm 5.4).

neten Gleichgewichtskonzentrationen in der richtigen Reihenfolge zu einem einzelnen

43



Startveltor x0
Funldionensystem F
bool check

brealt; check = false;

berechne QR-Zerlegung

berechne Gradient, F(x), f=F*F

break; check = true;

berechne Jacobi-hatrix J | reinitilisiere Jacobi-Matrix (einmalig)

L3

&

Fliessdiagramm
broydn-Methode

berechne Newton-Richtung p

+

.1\

Broydn::LINESEARCH entlang Richtung p

lineseach

no

erfolgrich?

Erhalte neuen Startwektor x, f(x), F&).

yes

F(x)0?

no

Berechne neue Broyden-Matrix B
mittels Qund R

¢

berechne Broyden-Matrix B

berechne QR-Zerlegung
(als Update} von B

no

~mm bei x?

break; check =true;

,.'J, break; check=false; ]

Abbildung 5.3: Fliessdiagramm der zentralen Methode broydn
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zerlege Gesamtsystem Hin

Rute solve Hehods . Fliessdiagramm
initial und solve-Methode

generiere Startvektor x firH_i e

v

broydn(H_j.x.check)
check = Fehlerflag fdr broydn

no

@ es RExITS emeloht? S»—Y——w{ Fehlermeldung; brealc; )

no A

Berechna Glelehgewlchtskonzentrationen ¢_f

no

Nebenbed.
i 2 D erfilt?

no

yes

Schrelbe ¢_iIn
i*j? ——— Lisungsvektor equConc
i=i;

Abbildung 5.4: Fliessdiagramm der Methode solve

Lssungsvektor zusammen.

5.1.4 Die Methode solve in der Broyden-Klasse

Die Methode void solve() stellt die Losungsroutine des Equilibrium-Problems dar.
Sie erfiillt hierbei mehrere Aufgaben (siehe Fliessdiagramm Abb. 5.4):

s generiert Startwerte, ruft die broydn-Methode auf und kontrolliert diese.

o iiberpriift Einhaltung der Nebenbedingungen des Equilibrium-Problems

e berechnet schlieflich die Gleichgewichtskonzentrationen als Lésungen des

Equilibrium-Problems

Riickgrat dieser Methode ist die Generierung von Startwerten, die im folgenden Ab-

schnitt beschrieben wird.
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Dynamische Generierung von Startwerten
Es ist notwendig, die broydn Methode mit immer neuen Startwerten zu versorgen,
bis fehlerfrei eine Nullstelle gefunden wurde, die dazu noch die Nebenbedingungen des
Equilibrium-Problems erfiillt.

Die solve Methode generiert auf folgende Weise zufillige Startwerte zur Lésung

des Equilibrium-Problems:

1. Der Maximalwert Ymax der einzelnen Reaktionslaufzahlen wird betragsmiBig
errechnet als Summe aller Anfangskonzentrationen, ansonsten kann nicht ausge-

schlossen werden, dass negative Konzentrationen auftreten.
2. Die Grenze Y wird auf einen kleinen Wert gesetzt (z.B. 0.1).

3. Es wird ein zufilliger Startwert generiert. Dieser wird so erzeugt, dass jeder Vek-
toreintrag im Intervall [-Y, +Y] liegt. Wie Tests (siche auch Abschnitt 5.4) gezeigt
haben, ist es von Vorteil, zuerst viele Startwerte um den Nullvektor zu generieren.

4. Dann wird iiberpriift, ob broydn fehlerfrei durchgelaufen ist. Ist das Fehlerflag
false, werden die Nebenbedingungen abgefragt. Dazu werden mit den Gleichungen
(5.4) die Gleichgewichtskonzentrationen berechnet und gepriift, ob diese positiv

sind. Ist dies erfiillt, wird solve verlassen.

5. Falls broydn nicht fehlerfrei abgelaufen ist oder die Nebenbedingungen nicht
erfiillt sind, wird Y um einen kleinen Wert erh6ht und ein neuer Startwert gene-

riert. Dies wird wiederholt, bis Ymax erreicht ist.

6. Der beschriebene Algorithmus wird mehrfach ausgefiihrt, bis zu einer Maximalan-
zahl an Durchliufen. Besser wire es, nach einer vorzugebenden Rechenzeit (z.B.
3 5) den Algorithmus abzubrechen und eine Fehlermeldung auszugeben. Dem An-
wender wiirde es in diesem Fall iiberlassen bleiben, es noch einmal zu versuchen.

Berechnung der Gleichgewichtskonzentrationen
Ist der Losungsvektor aus Reaktionslaufzahlen gefunden, berechnet solve mit Glei-

chung (5.4) die Gleichgewichtskonzentrationen als Losung des Equilibrium-Problems.

5.1.5 Moglichkeit eines genetischen Solvers

Die Generierung der Startwerte erfolgt alleine aufgrund von Erfahrungswerten und
Zufallsalgorithmen. Mit neuartigen “genetischen Algorithmen“ kénnte man diese

Generierung qualitativ steuern.
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Viele genetische Algorithmen beruhen auf folgender Grundidee (die der natiirlichen
Evolution und Genetik entlehnt ist) [30]:

e beispielsweise 100 “Kreaturen® (hier Startwerte xzg) mutieren zufillig (es wird

in etwa ein Zufallsvektor von bestimmter Maximalgréfie addiert)

e jeweils zwei Kreaturen (Startwerte) paaren sich und bringen eine neue Kreatur
hervor, mit Eigenschaften der beiden Startkreaturen. Im Beispiel des Equilibrium-
Problems wire die Mittelwertbildung der beiden Startwerte ein mdoglicher Paa-

rungsvorgang.

e von den nun vorhandenen 150 Kreaturen “sterben die 50, die am wenigsten
“fit* sind.

e die verbleibenden 100 Kreaturen mutieren wieder und der Prozess beginnt von

vorn. Damit werden die so generierten Startvektoren in jedem Schritt besser.

Leider war es fiir das Equilibrium-Problem nicht mé&glich, eine qualitative Bewertung
der Startwerte zu implementieren — d.h. eine geeignete Fitnessfunktion aufzustellen.
Dies liegt daran, dass man a priori nicht entscheiden kann, ob ein Startwert zur Kon-
vergenz in die richtige Nullstelle fiihrt. Fiihrt der Startwert im nachhinein zu einer
falschen Nullstelle, weifl man nur, dass der Startwert schlecht war — ist nicht einsichtig

wie “schlecht® er wirklich ist. Die Startwerte héingen in keiner systematischen Weise

(stetig, monoton) von den Lisungen ab.
Allerdings konnte ein genetischer Algorithmus das Verfahren der Wahl fiir zukiinf-

tige numerische Lésungen des Equilibrium-Problems zu sein.

5.2 Algorithmus-Beschleunigung

Die computergestiitzte Losung des Equilibrium-Problems zeigt sich als sehr aufwendig,.
Von Vorteil ist es somit, das Problem schon vor dem Beginn der Berechnungen méglichst
einfach zu gestalten, um den Rechenaufwand nicht unnétig gro werden zu lassen.

5.2.1 Eliminierung linearer Abhéngigkeiten

In einem beliebigen Reaktionssystem kann es vorkommen, dass einzelne Reaktionen di-
rekt aus einer Kombination anderer Reaktionen beschrieben werden kénnen. In einfa-
chen Fallen ist dies direkt aus dem Reaktionsschema ersichtlich. Dazu folgendes Beispiel
([18], S. 170) — die Methanspaltung bei 900K (5.11-5.13)

CHs+H,O = CO+3H, (5.11)
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CO+H;O = COy+H; (5.12)
CH4+2H0 = COz +4H, (5.13)

Hier ist offensichtlich die Reaktionsgleichung der dritten Reaktion gerade die Summe
der ersten beiden Reaktionen. Somit kann die letzte Reaktion weggelassen werden. Die

Matrixdarstellung dieses Systems

-1 -1 130
H= 0 -1 -1 11
-1 -2 0 41

zeigt, dass die dritte Zeile eine Linearkombination der ersten beiden Zeilen und folglich
linear abhiingig ist.

In beliebig komplexen Reaktionssystemen sucht man somit in der Stochiometrie-
matrix nach Zeilen, die linear abhéngig von den anderen Zeilen (=Reaktionen) sind.
Dies kann ohne viel Aufwand durch Matrixtechniken {iberpriift werden (z. B. durch
QR-Zerlegung [23] S. 399). Diese Zeilen werden dann fiir die folgenden Berechnungen
gestrichen. Die Dimension des Equilibrium-Problems wird so um die Anzahl der li-
near abhingigen Zeilen reduziert und der Losungsalgorithmus kann dementsprechend

beschleunigt ablaufen.
Die praktische Umsetzung dieser Beschleunigung wurde nicht implementiert, da

diese bereits im Ecco-Compiler [31] realisiert ist.

5.2.2 Aufteilung in Subsysteme

Nach der Entfernung eventuell vorhandener linear abhéngigen Zeilen, besteht eine wei-
tere Vereinfachung darin, die Stéchiometriematrix in mehrere einzelne Matrixteile, bzw.
das Reaktionssystem des Equilibrium-Problems in — unabhéngig voneinander dem
Gleichgewicht zustrebende — “Subsysteme®, zu unterteilen und diese getrennt zu be-
handeln. Wenn dies moglich ist, wiirde das eine bedeutende Beschleunigung des Ver-

fahrens erlauben.
Zum Beispiel lieBe sich das System (5.14-5.16)

A = B (5.14)
B = C (5.15)
D = B (5.16)

in zwei Teile zerlegen und zwar in ein Subsystem aus Gleichung (5.14) mit (5.15) und
ein System aus (5.16). Diese liefen sich dann getrennt behandeln. Offensichtlich ist
es deulich effizienter, nacheinander ein zweidimensionales und ein dreidimensionales

Nullstellenproblem zu 18sen, als ein einzelnes fiinfdimensionales Problem.
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Die Aufteilung in Subsysteme ist nur dann ohne Verfilschung des Ergebnisses
moglich, wenn die einzelnen Teile nichts mehr miteinander zu tun haben — das ist
der Fall, wenn sie keine gemeinsamen Spezies haben. Die Aufteilung besteht darin,
dass man einzelne Reaktionen (d.h. Zeilen) zusammenfasst. Wiirde man Reaktionen
zerstiickeln (bzw. die Zeilen der Stéchiometriematrix), bekéme man Probleme mit der
Gleichgewichtskonstanten, die nicht nur fiir einzelne Reaktionsteile gelten kann, sondern
stets fiir die Gesamtreaktion gilt.

Die Methode initial in der broyden-Klasse erfiillt unter anderem diese Aufgabe.
Die entstandenen Blécke (oder Subsysteme) werden getrennt behandelt und der Gleich-
gewichtsvektor am Schluss der Methode richtig zusammengesetzt. Dies verlangsamt
die Methode im Falle nur eines unabhiingigen Blocks nicht merklich. Sind allerdings
Moglichkeiten zur unabhéingigen Zerlegung des Systems vorhanden, beschleunigt dies
das Verfahren enorm (siehe Abschnitt 5.4.1).

5.2.3 Priiterative Startwertbestimmung

Eine logisch erscheinende, zusétzliche Erweiterung des Solvers wére es, nicht um den
Durchschnitt an erlaubten Reaktionslaufzahlen (den Nullvektor) Startvektoren zu ge-
nerieren, sondern um einen berechneten Vektor, der vorhandene Informationen mit-
beriicksichtigt. Dieser wiirde vor dem Beginn der dynamischen Startwertgenerierung
(d.h. préiterativ) kalkuliert.

Numerisch wenig aufwendig ist es, jede Reaktionsgleichung einzeln zu betrachten
und dieses Subsystem mit der solve-Methode zu l6sen. Man erhélt so einen Start-
vektor ¢ # 0 von Reaktionslaufzahlen und kann diesen statt dem Nullvektor in die
solve-Methode einbauen. Einige Tausend Testdurchlgufe haben allerdings gezeigt, dass
dies zu keiner Beschleunigung des Gesamtalgorithmus im allgemeinen fithrt. Es wurde
im Gegenteil sogar eine signifikante Verlangsamung beobachtet. Als Testdaten wurden

beispielswiese verwendet:

e Stdchiometriematrix

-1 1 210 00

0 -1 100 0O

H= 0 0 -131 00
0 0 -1 00 -1 2

o Cleichgewichtskonstanten: K, = (1,2,3,4)7

e Anfangskonzentrationen: c® = (1,2,3,4,5,6,0)T
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+enable thmogenouseackions()
+enableAdsorptions()

+enable Surface Reactions )
45t WitlalConcentrations ()
+solve ()

“getEquikbrivm Qncentrations ()

{

ThermodynamioEgquSelver ~ * sKinetic Ega sl
+setReactionNetwork( +setReactionNetworik()
+enableHomogenousReactions() +enable Homogenous Reactiors()
+enableAdsorptions() +enable Adsorptions(
+enable Surface Reactions( +enable Surface ReactionsQ
+set InitialConcentrations() +set [nitial Concentrations()
+solve() +solve)
+get Bquilibium Concentrations() +get Equilibrium Concentrations()

Abbildung 5.5: Klassenhierarchie zur Losung des Equilibrium-Problems. Virtuelle Klas-
sen und Methoden sind kursiv dargestellt.

Die Geschwindigkeit nahm in diesem Fall um den Faktor 10 ab — was vermutlich von
der Wahl der Testdaten abhangt. Auf jeden Fall wurde eine generelle Algorithmusbe-
schleunigung durch eine praiterative Startwertbestimmung widerlegt und daher wurde

diese Methode nicht weiter verfolgt.

5.3 Einbindung in das Echem++-Projekt

Das Echem-+--Projekt versucht mit rechnergestiitzten Simulationen die Auswertung
elektrochemischer Vorgénge zu unterstiitzen. Das Open-Source Projekt Echem++ [31]
findet sich unter http://echempp.sourceforge.net. Dort findet sich auch der vollsténdige
Sourcecode der vorgestellten Klassen EquilibriumFunction und Broyden zur allge-
meinen Losung des Equilibrium-Problem wieder. Das folgende Kapitel beschreibt die
Klassenhierarchie der Equilibrium-Problem-Ldser und die Anbindung des beschriebe-

nen Losungsverfahrens an das Echem++-Projekt.

5.3.1 Die BEquilibriumSolver-Klasse als Schnittstelle zu Ecco

Der Ecco-Compiler [2, 3] liefert die bendtigten Eingangsdaten fiir die nun vorzustellende
virtuelle Klasse “EquilibriumSolver. Diese Klasse 16st das Equilibrium-Problem und
gibt die berechneten Gleichgewichtslosungen an den Ecco-Compiler zuriick: Wie man
anhand der dargestellten Klassenhierarchie (Abb. (5.5)) der Klasse EquilibriumSolver
sieht, kann die Lésung des Equilibrium-Problems nach Wahl des Anwenders entwe-
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der durch die vorgestellte thermodynamische Methode mit Hilfe der (noch zu be-
schreibenden) ThermodynamicEquSolver-Klasse oder durch eine kinetische Methode
(implementiert von Lupwiq [6]) mit Hilfe der KineticEquSolver-Klasse gelst wer-
den. Durch die objektorientierte C+-+-Progammiertechnik des Polymorphismus[8] der
EquilibriumSolver-Klasse ist diese Wahl benutzerfreundlich fiir andere Programmie-
rer umzusetzen.

Die kinetische Methode beruht auf der Losung eines Systems gewohnlicher Diffe-
rentialgleichungen (vgl. Abschnitt 3.2.2). Dabei werden Geschwindigkeitskonstanten der
Hin- und Riickreaktionen aller Gleichgewichte benéotigt, womit mehr Informationen fiir
diesen Solver zur Verfiigung stehen miissen, als die ThermodynamicEquSolver-Klasse
bendtigt. Prinzipiell hat jede der beiden Lésungsmethoden ihre Vor- und Nachteile (sie-
he Abschnitt 5.4.3). Es bleibt dem Anwender {iberlassen, fiir welche Methode er sich

entscheidet.

5.3.2 Die Klasse ThermodynamicEquSolver

Die Klasse ThermodynamicEquSolver stellt die Schnittstelle des hier vorgestellten Pro-
jekts an das Echem+-+-Projekt dar. Im folgenden werden die Methoden dieser Klasse

erldutert.

Die Methoden setReactionNetwork und -enable Methoden

Die Methode setReactionNetwork importiert die vollstdndige tiber den Ecco-Compiler
eingegebene Stdchiometriematrix in die ThermodynamicEquSolver-Klasse (eventuelle
linear abhéngige Zeilen (=Reaktionen) wurden bereits eliminiert).

Allerdings enthlt diese Stochiometriematrix nicht nur die Koeffizienten der benét-
igten vorgelagerten Gleichgewichte, sondern betrachtet auch Reaktionen, die nichts mit
der Einstellung der Anfangsbedingungen zu tun haben. enableHomogenousReactions,
enableAdsorptions und enableSurfaceReactions mit einem boolschen Ubergabewert er-
lauben es, gezielt einzelne Reaktionsklassen zu eliminieren. So werden die Zeilen der
Adsorptionsreaktionen mit enableAdsorptions und der Oberflachenreaktionen mit ena-

bleSurfaceReactions in der Stéchiometriematrix gestrichen.
Die Methode getInitialConcentrations

Die Methode getInitialConcentrations setzt den bendtigten Vektor der Anfangs-
konzentrationen der Reaktionspartner und den der Gleichgewichtskonstanten der be-

trachteten Reaktionen.

Die Methode getEquilibriumConcentrations
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Die Methode getEquilibriumConcentrations iibergibt den Vektor der Gleichgewichts-
konzentrationen an den Ecco++-Compiler zur Verwendung als Anfangs-(oder Randwert-
Jkonzentrationen zur Simulation elektrochemischer Reaktionen (siehe Screenshots Abb.

(5.4.3)).

5.4 Bewertung, Tests und Screenshots
5.4.1 Testsysteme und Leistung des Verfahrens

In diesem Abschnitt werden einige Testreaktionssysteme vorgestellt und deren Losung
mit dem ThermodynamicEquSolver diskutiert. Die Rechenzeiten ergeben sich als Mit~

telwert von 1.000 Testdurchldufen mit einem Pentium III, 650 MHz unter dem Linux-

Betriebssystem.

Testsystem I

Einfachstes Gleichgewichtssystem ist ein eindimensionales System, d.h. es besteht nur
aus einer Reaktion. Das folgende Beispielreaktionssystem besteht aus 14 Reaktanden,

um zu demonstrieren, dass die Anzahl der Reaktanden durchaus grofl sein darf —

eindimensional, 14 Reaktanden (5.17-5.18)

H=(-1 -2 -3 -2 -2 -4 -5 ~1122234) (5.17)
Ko =2 (5.18)
(4] = (1,1,1,1,1,1,1,1,1,1,1,1,1, 1) (5.19)

Der ThermodynamicEquSolver lieferte das unten stehende Ergebnis. Durch Einsetzen

in das Massenwirkungsgesetz ergibt sich K¢ — die Berechnung der Gleichgewichtskon-
zentrationen ist also korrekt durchgefiihrt worden.

[Aoleq = 0.9932% [Aleq = 0.9865; [Asleq =0.9797 [Asleq = 0.9865;

[Asleq = 0.9865; [As]eq = 0.9729; [Agleq = 0.9662; [Arleq = 0.9932;
[Agleq = 1.007; [Agleq = 1.014; [A1o]eq = 1.014; [A11]eq = 1.014;
[A12]eq = 1,020; [Aisleq = 1,027

Die Rechenzeit betrug durchschnittlich 0.0031 s. Man sieht, dass trotz der 14 einzel-
nen Kongzentrationen, die zu berechnen sind, der Rechenaufwand vergleichsweise klein
bleibt. Wie sich im folgenden Beispiel zeigt, beeinfluflt die Anzahl der Reaktionen (=:
die Dimension des Systems) die Kalkulationsgeschwindigkeit deutlich stérker.
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Testsystem 11

Es folgt ein komplizierteres System (5.20-5.22), an dem vor allem der Geschwindig-
keitsvorteil durch Einteilung in Subsysteme demonstriert wird. Die erste und dritte
Reaktion haben mit der zweiten und vierten Reaktion keine Reaktanden (d.h. Spalten-
eintrige # 0 in H) gemeinsam. Das System zerfillt folglich in zwei Subsysteme.
4-dimensional, 7 Reaktanden, 2 Subsysteme.

Stdchiometriematrix
-1 1 0 20 00
00 -1 01 00O
H=1 92 0 -30 00 (5.20)
00 -1 00 -1 2
Daraus ergebende unabhingige Subsysteme — System I (Zeile 1 und 3)
A = B+2D
3D = 2B
und System II (Zeile 2 und 4)
C = E
C+F = 2G
Mit den Reaktionsparametern
Ko =(1,2,3,4)T (5.21)
[4]o = (1,2,3,4,5,6,0)" (5.22)

Der ThermodynamicEquSolver liefert folgende Ldsung:

[Aoleq = 1.6949; [Aileq = 1.71603; [Azleq = 0.993823; [Asleq = 1.91724;

[A4]eq = 3.83447; [As]eq = 2.75171; [Aﬁ]eq = 6.49658;

Setzt man die berechneten Werte in das Massenwirkungsgesetz ein, ergeben sich tatssich-
urchschnittlich

lich die Gleichgewichtskonstanten 1, 2, 3 und 4. Die Rechenzeit betrug d
0.014 s.
Ohne eine Aufteilung in zw

schnittliche Rechenzeit auf 0.213 s.

Wird zusitzlich die dynamische Startwertgenerierung
Bereichs generiert, erhohte sich die durch-

oi zweidimensionale Subsysteme, erhoht sich die durch-

nicht verwendet, sondern

Zufallsstartwerte innerhalb des erlaubten ' .
schnittliche Rechenzeit auf 0.96 s. Die Verwendung dieser beiden Beschleunigungsver-

fahren zeigte sich somit als sinnvoll.
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Das beschriebene Verfahren hat sich als leistungsfshig erwiesen. So 18st es die
in der Anwendung meist auftretenden nicht zu hochdimensionalen Systeme in kurzer

Rechenzeit (< 5s). Limitiert wird dabei die Leistung vor allem durch:

1. groBe Stochiometriekoeffizienten (z.B. > 4), da diese die Funktionsauswertun-
gen der equilibriumFunction-Klasse verlangsamen, die sehr hiufig benétigt wer-
den. Das Broydenverfahren steuert diesem Effekt zwar entgegen, doch ist eine
signifikante Verlangsamung zu spiiren. Auch steigt die Anzahl der Nullstellen des
Equilibrium-Problems und somit die Anzahl der Tests, die die solve-Methode
durchschnittlich durchfithren muss, da der Algorithmus haufiger eine Nullstelle

berechnen wird, die die geforderten Nebenbedingungen nicht erfiillt.
2. eine zu groBe Dimension des Problems (z.B. > 7)

3. die Anzahl der Reaktanden. Allerdings kommt es hier vorallem auf die Summe
der Stéchiometriekoeffizienten der einzelnen Reaktanden an. Zum Beispiel wirkt
sich ein +8Ag weniger stark aus, als wenn +Ag + Ao hinzukommt — was die

Funktionsauswertung weniger stark verlangsamen wird.

4. die vorgegebene Anzahl an Nichtnull-Anfangskonzentrationen. Je weniger An-
fangskonzentrationen ungleich null vorgegeben werden, desto langsamer ist der
Algorithmus. Vermutlich liegen die Nullstellen der Equilibrium-Funktion zu nahe

aneinander, so dass die stochastische Wahrscheinlichkeit, die richtige Nullstelle

zu berechnen, abnimmt.

5. die Grosse der Gleichgewichtskonstanten. Sind diese sehr grof (> 1000), verlang-

samt sich der Algorithmus. Die Ursache ist wahrscheinlich derselbe Effekt wie in

(4).

5.4.2 Vergleich mit dem KineticEquSolver und Berechnungsgrenzen
der Solver

LupwiG [31]) berechnet die Losung des Equilibrium-Problems

Der KineticEquSolver ( .
ompilers die Ge-

mit Hilfe von Differentialgleichungen. Hat der Anwender des Ecco-C
und Riickreaktion eingegeben, kann er sich zwischen

schwindigkeitskonstanten der Hin- .
modynamicEquSolver entscheiden. Im folgenden

dem KineticEquSolver und dem Ther

ollt. in denen jeweils ein Solver zu keinem Ergebnis kommen
]

werden Beispiele vorgest

wird.
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Testsystem III

A
2B

B (5.23)
C+D (5.24)

1T 1

Kec=(1,3)", [Aljp = (0.00001,0,0,0)7, kg =10% kg =107 (5.25)

ke, und k¢ sind die Geschwindigkeitskonstanten der Hinreaktionen der ersten bzw.
zweiten Reaktion. Der KineticEquSolver liefert fiir das System (5.26-5.28) kein Ergeb-
nis. Der Grund sind die sehr unterschiedlichen Geschwindigkeitskonstanten, was das
numerische Problem der “steifen Differentialgleichungen® hervorruft [32]. Diese ver-
sucht der KineticEquSolver erfolglos zu Igsen. Der ThermodynamicEquSolver 16st das

System problemlos:
[Aoleq = [A1]eq = 1.8301-107%;  [As]eq = [As]eq = 3.1699 - 1075;

Testsystem IV

A= B (5.26)
2B = C+D (5.27)
D = B (5.28)
E & 2F (5.29)
F = G (5.30)
Ko=(1,2,3,4,57T, [Alnj= (1,0,0,0,0,0,0)7, (5.31)

Mit geeigneten vorgegebenen Geschwindigkeitskonstanten (die sich nicht zu stark von

einander unterscheiden) kann der KineticEquSolver das System 5.26-5.31) losen. Der
ThermodynamicEquSolver 16st dieses Equilibrium-Problem nicht in akzeptabler Re-

chenzeit (< 5s) — auf Grund der hohen Dimension des Systems und der Tatsa-

che, dass nur eine Anfangskonzentration ungleich null vorgegeben wird. Werden al-

lerdings drei oder mehr Anfangskonzentrationen ungleich null vorgegeben, kommt der
Solver stets zu einer Lésung. Vermutet wird, dass durch die mangelnden Nichtnull-
Anfangskonzentration die Nullstellen der Equilibrium-Funktionen zu nahe aneinander

liegen. Dadurch wiirde die Wahrscheinlichkeit stark sinken, dass der Algorithmus in der

richtigen Nullstelle terminiert.
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Zusammengefaft heifit das, dass der ThermodynamicEquSolver verwendet wer-
den sollte, wenn keine Geschwindigkeitskonstanten vorgegeben werden kénnen, die Di-
mension des Equilibrium-Problems nicht zu hoch ist, die Geschwindigkeitskonstanten
sehr hohe Unterschiede aufweisen oder der KineticEquSolver durch andere Griinde kein
Ergebnis liefern sollte. Der KineticEquSolver 16st besser héherdimensionale Systeme,
falls wenig Nichtnull-Anfangskonzentrationen vorgegeben sind. Seine Geschwindigkeit
ist allerdings im allgemeinen niedriger und die Anzahl der Reaktanden f&llt stérker ins
Gewicht. In der Anwendungspraxis sollte der Benutzer beide Solver-Varianten selbst

auszuprobieren und sich individuell fiir einen Solver entscheiden.

5.4.3 Screenshots

Wie in Abschnitt 5.3 erwihnt, kann sich der Anwender des Ecco-Compilers entschei-
den, welche Losungsmethode zur Berechnung der bendtigten Anfangswerte er benutzen
will. Bisher stehen ein kinetischer Solver (von Lubwic [31]) und der hier vorgestell-
te thermodynamische Solver zur Verfiigung. Im Graphical User Interface (GUI) der
Echem-+-+-Software ist diese Vorabwahl méglich, wie der erste Screenshot (Abb. 5.6)
zeigt. Im unteren Fenster werden die Anfangskonzentrationen angegeben. Der zweite
Screenshot (Abb. 5.7) zeigt die Eingabe der Gleichgewichtskonstanten und ggf. der
Geschwindigkeitskonstanten in einem Beispielsystem. Der dritte Screenshot (Abb. 5.8)

zeigt die Darstellung der kalkulierten Ldsung des vorgelagerten Gleichgewichtssystems

durch den ThermodynamicEquSolver.
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Kapitel 6

Zusammenfassung

Zur Berechnung der Anfangs- und Randwertbedingungen bei elektrochemischen Simu-
lationen wurde das allgemeine Equilibrium-Problem in ein nur auf thermodynamischen
Informationen basierendes, mathematisches Modell iibersetzt, ohne dass Atombilanz-
gleichungen, Massenbilanzen, Standardbildungsenthalpien oder &hnliche Informationen
verwendet wurden. Die wesentliche Idee dieses Modells ist es, jeder Reaktion eine ei-
gene Reaktionslaufzahl ¢; zuzuordnen. Das Modell stellt dann ein mehrdimensionales,
nichtlineares Gleichungssystem hoher Ordnung dar — die “Equilibriumfunktion®. Aus
der Forderung nichtnegativer Konzentrationen folgt ein lineares Ungleichungssystem

als Nebenbedingung der Equilibriumfunktion.

Vorbereitend wurde die eindeutige Losbarkeit des Equilibrium-Problems mittels

thermodynamischer und kinetischer Argumentation bewiesen.
Zur computergestiitzten Losung des Systems mussten numerische N&herungsver-
fahren zur mehrdimensionalen Nullstellensuche herangezogen werden, da fiir dieses

Problem keine direkten Verfahren existieren. Als méchtigstes Verfahren erwies sich

das Broydenverfahren, eine Verallgemeinerung des eindimensionalen Sekantenverfah-
rens. Das Broydenverfahren steigert die Geschwindigkeit des Algorithmus, da es deut-

lich weniger Funktionsauswertungen bendtigt, als das in Konkurrenz stehende Newton-

Raphson-Verfahren.

Mittels einer Sch
sBert. Gemeinsam mit einer dynamischen Generierung von Startwerten und

rittweitensteuerung wurde der Konvergenzbereich des Verfahrens
gtark vergr
speziellen Beschleunigungsmethoden kann in den meisten Fillen der Anwendung ei-
ne akzeptable Rechenzeit garantiert werden. Das beschriebene Verfahren wurde dann
objektorientiert in die moderne Programmiersprache C---+ ibersetzt.

Die Projektanbindung geschah mit der Entwicklung der virtuellen Klasse Equi-
libriumSolver als Schnittstelle zum Ecco-Compiler des Echem++-Projekts. Die da-

von abgeleiteten Klassen KineticEquSolver und ThermodynamicEquSolver 16sen das
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Equilibrium-Problem nach Wahl des Anwenders, wobei in letzterer letztlich das in die-
ser Arbeit beschriebene Verfahren implementiert ist. Es unterscheidet sich von dem
Verfahren der Klasse KineticEquSolver im Wesentlichen dadurch, dass keine Geschwin-
digkeitskonstanten mehr vorgegeben werden miissen und Lésungen von Differentialglei-

chungen unnétig sind.
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Kapitel 7

Anhang

Sourcecode

Der Sourcecode steht unter der Internetadresse:

http://echempp.sourceforge.net

auch online zur Verfiigung.
Die Klasse EquilibriumFunction (Teile des Codes aus [24]):

void

EquilibriumFunction::fMin( std::vector<double>& x,
const std::vector<std::vector<double> >& A,
const std::vector<double> initialconc,
const std::vector<double> Kc,

double& £)
{
double value;
double basisvalue;
£f =0
for (unsigned int reacno = 0; reacno < A.size(); ++reacno) {
value = 1;
for (unsigned int i = 0; i < A[0].size(); ++i) {
if (A[reacno]l[i] != 0.0) {
basisvalue = initialconc[i];
for (unsigned int j = 0; j < A.size(); ++j) {
:asisvalue += x[j1 * A[31[4i];
value *= pow(basisvalue, Alreacno][i]);
¥
}
value = value - Kc[reacnol;
f += value * value;
¥
f *= 0.5;
}
void

EqpilibriumFunction::fuchector( std::vector<double>¥ x,
const std::vector<std::vector<double> >& A,
const std::vector<double>% initialconc,
const std::vector<double>k Kc,
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std: :vector<double>%& fvec)

{
double value;
double basisvalue;
fvec.clear();
for (unsigned int reacno = 0; reacno < A.size(); ++reacmo) {
value = 1;
for (unsigned int i = 0; i < A[0].size(); ++i) {
basisvalue = initialconc[i];
for (unsigned int j = 0; j < A.size(); ++j) {
basisvalue += x[j] * A[jI[i];
}
if (A[reacnol[i] != 0.0) value *= pow(basisvalue, Alreacno][il);
T
fvec.push_back(value - Kc[reacno]);
}
by
void

EquilibriumFunction::jacobian( std: :vector<double>& x,
std: :vector<double>& fvec,
std: :vector<std::vector<double> >& fjac,
const std::vector<std::vector<double> >& A,
const std::vector<double> initialconc,
const std::vector<double> Kc)

double value, basisvalue;
const double EPS = 1.0e-8;
double h, temp;
unsigned int n = x.s8ize();
gtd: :vector<double> £, helpvec;
fjac.clear();
for (unsigned int j = 0; j < nj ++j) {
temp = x[jl;
h = EPS*fabs(temp);
if (o == 0.0) h = EPS;
z[j]1 = tempth;
h = x[j] - temp;
for (unsigned int reacmo = 0; reacno < A.size(); ++reacno) {
value = 1;
for (unsigned int i = 0; i < A[0].size(); ++i) o
basisvalue = initialconc(i];
for (unsigned int k = 0; k < A.size(); ++k) {
basisvalue += x[k] * A[k][i];
}
if (Alreacnol[i] != 0.0)
value *= pow (basisvalue, A[reacno] [i]);
}
f.push_back(value —~ Kc[reacno]);
by
x[j] = temp;
for (unsigned int i = 0; i < m; ++i)
helpvec.push_back((f[i]-fvec[il)/h);
£jac.push_back (helpvec);
helpvec.clear();
f.clear();
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}
Die Klasse Broyden (Teile des Codes aus [24]):

void
Broyden: :linesearch({ std::vector<double>% xold,
const double fold,
std: :vector<double>k g,
std: :vector<double>&p,
std: :vector<double>& x,
double& £,
const double stpmax,
bool& check,
const std::vector<std::vector<double> >& A4,
const std::vector<double>%& initialconc,
const std::vector<double>& Kc)

bool debug = false;

const double ALF=1.0e-4;

const double TOLX = std::numeric_limits<double>::epsilon();
int i;

double a, alam, alam2, alamin, b, disc, £2;

alam2 = 0.0;

£f2 = 0.0;

double help;

double rhsi, rhs2, slope, sum, temp, test, tmplam;

EquilibriumFunction MaxIt;

int n=xold.size();

check = false;

sum = 0.0;

for (i = 0; i < m; ++i) sum += plil*plil;

sum = sqrt(sum);

if (sum > stpmax)
for (i = 0; i < mn; ++i) pl[i] *= stpmax/sum;

slope = 0.0;

for (i = 0; i < n; ++i) slope += glil*p[il;

if (slope >= 0.0) if (debug) std::cout << "Roundoff problem in linesearch";

test = 0.0;

for (i =0; i <m; +i) {
this->max(fabs(xold[i]),1.0,help);
temp = fabs(pl[il)/(help);
if (temp > test) test = temp;

}
alamin = TOLX/test;
alam = 1.0;
for (unsigned int j = 0; j < 500; ++j) {
for (i = 0; i < n; ++i) x[i] = xold[il+alam*p[il;

MaxIt.fMin(x,4,initialconc,Kc,f);

if (alam < alamin) {
for (i = 0; i < n; ++i) x[i] = xold[il;
check = true;
return;

}
else if (f <= fold+ALF*alam*slope) return;
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else {
if (alam == 1.0) tmplam = -slope/(2.0%(f-fold-slope));

else {
rhsl = f-fold-alam*slope;
rhs2 = f2-fold-alam2+slope;
a = (rhsi / (alam*alam)-rhs2/(alam2+*alam?2))/(alam-alam?2);
b = (~alam2+rhsi/(alam*alam)+alamsrhs2/(alam2*alan2))/(alam-alam2) ;
if (a == 0.0) tmplam = -slope/(2.0%b); ’
else {
disc = b*b-3.0*a*slope;
if (disc < 0.0) tmplam = 0.5 * alam;
else if (b <= 0.0) tmplam = (-b+sqrt(disc))/(3.0%a);
) else tmplam = -slope/(b+sqrt{(disc));
if (tmplam > O.5%alam) tmplam = 0.5 * alam;
¥
alam? = alam;
2 = £;
this->max(tmplam, O.l*alam, help);
alam = help;
}
}
void

Broyden: :broydn( std: :vector<double>% x,
const std::vector<std::vector<double> >% A,
const std::vector<double>& initialconc,
const std: ;vector<double>& Kc,
bool& check)

{

bool debug = false;

const int MAXITS = 200;
const double EPS = std: ;numeric_limits<double>::epsilon();

const double TOLF = 1.0e-8, STPML = 100.0, TOLMIN = 1.0e~12;
const double TOLX = EPS;

bool restrb, sing. skip;

int i, its, J» k;

double den, £, fold, stpmax, sum, temp, test, help;

jnt n = x.size(;
std::vector<std::vector<double> > qt(n,n), rln,n);

Sed: svector<double> c(n), d(n), fvcold(m), gn), p(n), s(n), t(), w(n), xold(n), fvec;

EquilibriumFunction Calc;
Calc.fMin(x, A, initialconc, Kc, £);
calc.funcVector(x, A, initialconc, Kc, fvec);

vest = 0.0}
for (i = 0; i < mj ++i) if (fabs(fvecli]) > test) test = fabs(fvec[il);

if (test < 0.01 * TOLF) {
check = false;
return;
}

sum = 0.0;
for (1 =0; % <m ++i) sum += x[i]*x[i];

chis->max(sqrt(sum) ,double (n) ,help);
stpmax = STPMX#*help;
restrt = true;
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for (its = 1;

its <= MAXITS; ++its) {

if (restrt) {

else {

Calc.jacobian(x, fvec, r, A, initialconc, Kc);
this~->qrdcmp(r, ¢, d, sing);
if (sing) if (debug) std::cout << "singular jacobian in broydn";
for (1 = 0; i < nj +41) {
for (j = 0; j < n; ++j) gt[i1[j] = 0.0;
qt[i][i] = 1.0;
}
for (k = 0; k < n~1; ++k) {
if (clk] t= 0.0) {
for (j =0; j <mn; ++j) {
sum = 0.0;
for (i = k; i < nj ++i)
sum += r[i] [k]+qt[i] [j];
sun /= c[k];
for (i = k; i < nj ++i)
qt[11[j] -= sum*r[i] [k];

}
}

for (i =0; i < m; ++i) {
r[il1[i] = al[il;
for (j = 0; j < i; ++j) r[il[j] = 0.0;

}

for (i = 0; i < nj ++i) s[i] = x[i] - xold[i];
for (i = 0; i < mn; ++i) {
sum = 0.0;
for (j = i; j < nj ++j) sum += r[i1 03] * s3]
t[i] = sum;
}
skip = true;
for (i =0; i <mn; ++i) {
sum = 0.0;
for (j = 0; j < mn; ++j) sum += qeljl[il*c{j];

wlil = fvec[i]-fvcold[i]-sum;
if (fabs(wli]) >= EPS * (fabs(fvec[il)+fabs(fvcold[i]))) skip = false;

else w[il = 0.0;

b
if (Iskip) {
for (i = 0; i1 < nj ++i) o
sum = 0,0;

for (j = 0; j < n; ++j) sum += qt[i] [jI*w[jl;

t[i] = sum;

}
den = 0,0;

for (i = 0; 1 < m; ++i) den += s[il*s[i];

for (i = 0; i < n; ++i) sli] /= den;

this->qrupdt(r, qt, t, s);

for (i = 0; i < n; ++i) {
if (r[il[i]l == 0.0) if (debug) std::cout << "r singular";
d[i] = rl[i1[i];
}
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}
for (1 = 0; i < nj ++i) {
sum = 0.0;
for (j = 0; j < n; j++) sum += qt[i][j]*fvec[jl;
pf{il = -sum;

}
for (i = n-1; i >= 0; ~-i) {
sum = 0.0;
for (j = 0; j <= i; ++j) sum -= r[j1[i]*p[jl;
glil = sum;
¥

for (1 =0; i <mn; ++i) {
x0ld[i] = x[i];
fvcold[i]l = fvecl[il;
}
fold = £;
this->rsolv (x,d,p);
linesearch (xold, fold, g, p, X, £, stpmax, check, A, initialconc, Kec);
Calc.funcVector(x, A, initialconc, Kc, fvec);
test = 0.0;
for (i = 0; i < n; ++i)
if (fabs(fvec[il) > test) test = fabs(fvec[il);
if (test < TOLF) {
check = false;
return;
iy
if (check) {
if (restrt) return;
olse {
test = 0.0;
this->max(f,0.5%n,den) ;
for (i = 0; i < n; ++i) {
this->max(fabs (x[i]),1.0,help);
temp = fabs(g[il)+*help/den;
if (temp > test) test = temp;

}
if (test < TOLMIN) {
return;
¥
else restrt = true;
}
>
else {
restrt = false;
test = 0.0;

for (i = 0; i < nj ++i) {
this->max(fabs (x[i]),1.0,help);
temp = (fabs(x[i]-x0ld[i]))/help;
if (temp > test) test = temp;
}

if (test < TOLX) return;

¥

}
if (debug) std::cout << "MAXITS exceeded in broydn";
return;
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void

Broyden::solve({ const std::vector<std::vector<double> > A,

const std::vector<double>k initialconc
const std::vector<doubled>k Kc,
std: :vector<doubledk equconc)
{
bool debug = false;
bool startcheck = false;
bool check = false;
bool root;
const double tolerance = 1e-08;
double XbracketMAX = 0;
const unsigned int MAXrestarts = 100;
double dynamic;
double Xbracket;
double help;
std: :vector<double> x;
std: :vector<double> testvec;

srand(time (NULL)); // initializes rand()

EquilibriumFunction test;

for (unsigned int i = 0; i < A[0] .size(); ++i)

YbracketMAX += initialconclil;
for (unsigned int restarts =

= 0; restarts < MAXrestarts; ++restarts) {

dynamic = XbracketMAX * (MAXrestarts - restarts);

for (double loop = dynamic; loop > 0; --loop) {
Xbracket = XbracketMAX - (XbracketMAX * loop) / dynamic + 0.1;

root = true;
x.clear();

for (unsigned int i = 0; i < A.size(); ++i) {
x.push_back(rand()%100000 / (100000.0 / (2 * Xbracket)) - Xbracket);

}

startcheck = true;

for (unsigned k = 0; k < A[0].sizeQ); ++k) {
help = 0;
for (unsigned 1 = 0; 1 < testvec.size(); ++1)

help += x[1] * A[1][k];

help += initialconc[k];
if (help < 0.0) {

if (startcheck) {

}

startcheck = false;
k = A[0].sizeQ);
}

broydn(x, 4, initialconc, Kc, check) ;
if (check == false) {

test.funcVector(x, A, initialconc, Kc, testvec);

for (unsigned int j = 0; j < testvec.size(); ++ j) {
if (fabs(testvec[jl) > tolerance} {

if (root) {

¥

root = false;
j = testvec.size();

}

equconc,. clear() ;
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for (unsigned k = 0; k < A[0].size(); ++k) {
help = 0;
for (unsigned 1 = 0; 1 < testvec.size(); ++1)
help += x[1] * A[1][k];
help += initialconc(k];
if (help > 0.0) equconc.push_back(help);
else { root = false;
if (debug) std::cout << "ROOT NOT ACCEPTED";
k = A[0].size(};
}
}
if (root) return;

}

}
}
equconc,.clear();
for (unsigned k = 0; k < A[0].size(); ++k) {
equconc.push_back(0.0);

3

void Broyden::Initial(const std: :vector<std: :vector<double> >& A,
const std::vector<double>& initconc,
const std::vector<double>& Kc,
std: :vector<double>& equconc)

std; :vector<double> partialBqu;

std: ;vector<unsigned int> blockROWindex;

std: :vector<bool> usedrow;

std: :vector<unsigned int> blocksize, blockCOLindex;
std: :vector<double> helpvec, equhelp, inithelp, Kchelp;
std::vector<std::vector<double> > helpmat, helpmat2;
unsigned int reaction, species, speciesnow;

unsigned int rows = A.size();
Al0] .size();

unsigned int cols
unsigned int blockcount = 1;

unsigned int h = 0;

n

equconc.assign(cols,o);
usedrow.assign(rows,true);
blockCOLindex.assign(cols,0);
blockROWindex.push_back(0) ;
plocksize.push_back(1);
helpmat.push_back(A[O]);
Kchelp.clear();
Kchelp.push_back(Kc[0]);

for (species = 0; species < cols; ++species)
if (A[0] [species] != 0) blockCDLindex[species] = blockcount;
for (unsigned int blockcount = 1; blockcount <= rows; ++blockcount) {

for (unsigned int tests = 1; tests <= rows; ++tests) {
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for (unsigned int rownow = 1; rownow < rowvs; ++rownow) {
for (unsigned int loop = 1; loop < rows; +t+loop) {
for (reaction = 1; reaction < rows; ++reaction) {
if (usedrow[reaction]) {
for (species = 0; species < cols; +tspecies) {
if ((Alreaction] [spacies]) I= 0 &% (blockCOLindex[species] == blockcount)) {
usedrow[reaction] = false;
helpmat.push_back(A[reaction]);
Kchelp.push_back{Kc[reaction]);

blockROWindex.push_back(reaction);
speciesnow < cols; ++speciesnow) {

for (speciesnow = 0;
if (A[reaction] [speciesnow] != 0) blockCOLindex[speciesnow] = blockcount;
}
species = cols;
}
}
¥
¥
}
3
}
for (unsigned int x = 0; x < helpmat.size(); ++x) {
helpvec.clear();

for (unsigned int y = 0; y < cols; ++y)
if (blockCOLindex[y] == blockcount) {
helpvec.push_back(helpmat[x][y]);

}
if (helpvec.size() != 0) helpmat2.push_back(helpvec) ;

}
for (unsigned int y = 0; y < cols; ++y)
if (blockCOLindex[y] == blockcount) {
inithelp.push_back(initconclyl);

}
this->solve(helpmat2, inithelp, Kchelp, equhelp);
h = 0;
for (unsigned int y = 0; ¥ < cols; +ty)
if (blockCOLindex[y] == blockcount) {

equconc [y]=equhelp [h];
h += 1;

1

Kchelp.clearQ;

helpmat2.clear();

jnithelp.clear();

for (unsigned int x = 1; X < TOWS; ++x)

if (usedrow[x]) {
blockROWindex.push_back(x);

helpmat.clear();
helpmat.push_back(A[x]);
Kchelp.push_back(Kc[x]);
usedrow[x]=false;
for (species = 0; species < cols; ++species)
if (A[x] [species] != 0) blockCOLindex[species] = blockcount + 1;

X = Tows;
}
if (blockROWindex.size() == rows) blockcount = rows + 1;

+

for (unsigned int y = 0; y < cols; ++y) if (equconc[yl == 0) equconc[y] = initconclyl;

70



double
Broyden: :sign(const doubleZ a, const double& b)
{
return b >= 0 ? (a>= 0 7 a ¢t -a) : (a>= 07 ~a: a);
}
void

Broyden: :qrdcmp( std::vector<std::vector<double> >% a,
std: :vector<double>& c,
std: :vector<double>% d,
bool& sing)

int i, j, k;

double scale, sigma, sum, tau, help;
int n = a.size();
EquilibriumFunction Calc;

sing = false;

for (k = 0; k < n-1; ++k) {

scale = 0.0;

for (i =k; i < m; ++i) {
this->max(scale, fabs(al[il[k]), help);
scale = help;
}

if (scale == 0.0) {
sing = true;
c[k}=d[k]=0.0;

}

else {
for (i = k; i < n; ++i) al[il[k] /= scale;

sum = 0.0;
for (i = k; i < n; ++i) sum += a[i][k] * ali] [k];
sigma = sign(sqrt{sum), alkl [k1);
alk] [k] += sigma;
c[k] = sigma ¥ alk] [k];
dlk] = -scale¥sigma;
for (j = k+l; j <@ +3j) {
sum = 0.0;

for (i = k; i < n; ++i) sum += ali][kl*ali] [j];

tau = sum / c[kl;
for (i = k;
}

¥

}
dfn-1] = aln-1]1[n-1];
if (d[n-1] == 0.0) sing = true;

}

vodid

Broyden::rotate( std: :vector<std::vector<double> >& r,

std: ivector<std::vector<double> >& qt,

const int i,
const double a,
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const double b )

int j;
double c, fact, s, w, y;
int n = r.size();
if (a == 0.0) {
c=0,0;
N s= (b>=0,07?1.0: ~1.0);
else if (fabs(a) > fabs(b)) {
fact = b/a;
c = sign(1.0/sqrt(1.0+(fact*fact)),a);
s = fact ¥ c;

}

else {
fact = a/b;
s = sign(1.0/sqrt(1.0 + (fact*fact)),b);
c = fact*s;

}

for (j =1i; j <m; +j) {
y = rlil[jl;
w = r[i+1][jl;

rlil [j] = cxy-s+¥u;
r[i+1] [j] = s*kytcxw;
}

for (j = 0; j < m; ++j) {
y = qt[il [j1;
v = qt[i+1]1[j);
qt[i] [j1 = c*xy-s*w;
qt [1+11 [j]1 = s¥y+c¥w;
}

}

void
Broyden::qrupdt( std: :vector<std::vector<double> >& r,

std: :vector<std: :vector<double> >& qt,
std::vector<double>& u,
std: :vector<double>& v )

int i, k;
int n = u.size();
for (k = n-1; k >= 0; --k)
if (ulk] != 0.0) break;

if (8 < 0) k=05

// find nonzero element

for (1 =k-1; i >=0; —=i) {
rotate(r, gt, i, ulil, -uli+1]);
if (uli] == 0.0)
ul[i] = fabs(uli+1l);
else if (fabs(ul[il) > fabs(ul[i+11))
uli] = fabs(ulil)*sqre(1.0+uli+1]+uli+1]/ mlil*uli1));
else uli] = fabs(uli+1])*sqrt(1.0+ulil*ulil/Culi+1]*«uli+1]));
}
for (i = 0; i < m; ++i) rl0][i] += u[0+v[il;
for (i = 0; i < k; ++i)
rotate(r, qt, i, r[i1[i], -z[i+11[il);
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void
Broyden: :rsolv( std::vector<std::vector<double> >& a,

}

std: :vector<double>¥ d,
std: :vector<double>% b )

int 1, j;

double sum;

int n = a.size();

bin-1] /= dn-1];

for (i = n-2; i >= 0; --i) {
sum = 0.0;
b([i] (b[i] - sum) / dlil;

}

void
Broyden: :max(double x, double y, doublef z)

{

}
}

if (x>=y) z =Xx;
else z = y;

for (j = i+l; j < n; ++j) sum += alil[j]
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