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Kapitel 1

Einleitung

1.1 Unkonventionelle Supraleitung und gebunde-
ne Zustande

Im Jahr 1986 entdeckten J.G. Bednorz und K.A. Miiller Hochtemperatursupra-
leitung in Kupferoxid-Verbindungen der Zusammensetzung Ba-La-Cu-O und
wurden dafiir bereits 1987 mit dem Nobelpreis ausgezeichnet!. Rund zwanzig
Jahre spéter wird auf dem Gebiet der supraleitenden Kuprate, deren bekannte-
ste Vertreter heute aus den Materialklassen YBasCu3zO7 und BisSroCaCusOg
stammen, immer noch intensiv geforscht. Wahrend die eigentliche Ursache der
Supraleitung in den Kupraten weiterhin umstritten ist, herrscht wenigstens iiber
die Symmetrie der zugrundeliegenden Wechselwirkung weitestgehend Einigkeit.
Nicht zuletzt aufgrund zahlreicher Experimente geht man heute davon aus, daf
es sich bei den Hochtemperatursupraleitern um unkonventionelle d,>_,2-Wellen-
Supraleiter handelt?.

Im Vergleich zu konventionellen s-Wellen-Supraleitern wie etwa Nb, bei denen
die Gapfunktion auf der Fermifliache als isotrop angesehen werden kann, &ndert
sich bei diesen unkonventionellen Supraleitern nicht nur der Betrag, sondern
auch das Vorzeichen der Gapfunktion entlang der Fermifldche auf charakteristi-
sche Art und Weise.

Die Nullstellen der Gapfunktion lassen sich auf der zylindrischen Fermifliche
der Kuprate in Form von Knotenlinien wiederfinden. Diese sogenannten line
nodes bewirken, daf sich zahlreiche physikalische Eigenschaften eines d-Wellen-
Supraleiters bei tiefen Temperaturen gemif spezieller Potenzgesetze verhalten®.
Prinzipiell ist damit eine Unterscheidung zu knotenlosen s-Wellen-Supraleitern
moglich. Mit winkelaufgel6ster Photoemissionsspektroskopie sind die Knoten in
der Gapfunktion der Hochtemperatur-Supraleiter sogar direkt zu beobachten®.
Alle diese Verfahren sind jedoch nicht phasensensitiv: Der d-Wellen-spezifische

! Siehe [3, 4, 5].

2 Fiir einen Uberblick siehe [6].

3 Siehe [6] sowie [7]. Fiir das Beispiel der magnetischen Eindringtiefe siehe etwa [8, 9, 10].
4 Siehe z.B. [11].



1.1. Unkonventionelle Supraleitung und gebundene Zusténde

Vorzeichenwechsel der Gapfunktion wirkt sich bei ihnen nicht aus und kann
somit experimentell auch nicht belegt werden.

Daneben gibt es allerdings eine Reihe von interessanten Phinomenen, die direkt
auf der Anderung des Vorzeichens beruhen und in phasensensitiven Experimen-
ten beobachtet werden kdnnen. So besteht in einem d-Wellen-Supraleiter etwa
die Moglichkeit, durch geschickte Anordnungen eine 7-junction zu erhalten und
an Schnittpunkten dreier Korngrenzen einen stabilen magnetischen Flufs von
einem halben FluRquant zu erzeugen®.

Ein weiterer spektakuldrer Effekt tritt an geraden Grenzflichen von d-Wellen-
Supraleitern auf. Dort kann innerhalb eines Bereichs von der Grofenordnung
einer Kohérenzlange das spektrale Gewicht niederenergetischer Quasiteilchen-
Anregungen stark erhht sein®. Diese gebundenen Andreev-Zustéinde in der loka-
len Quasiteilchen-Zustandsdichte entsprechen einem deutlichen, bei Tunnelmes-
sungen beobachtbaren Maximum der Leitfihigkeit?, welches auch als zero-bias
conductance peak bezeichnet wird. An einer idealen glatten Grenzfliache ist das
Auftreten dieses Effekts orientierungsabhingig, und die gebundenen Andreev-
Zustédnde verschwinden, wenn ein Maximum der d-Wellen-Gapamplitude par-
allel zum Normalenvektor der Grenzfliche gerichtet ist®. Weist die Grenzfliche
dagegen eine intrinsische Rauhigkeit auf, so sind fiir jede Orientierung gebun-
dene Andreev-Zustéinde vorhanden.

Wihrend es zahlreiche theoretische Arbeiten iiber den Einflufl von intrinsischer
Grenzflichenrauhigkeit und Storstellenstreuung auf die gebundenen Andreev-
Zustinde gibt?, sind realistischere Grenzflichen mit Facetten endlicher Ausdeh-
nung bislang nur sehr spirlich untersucht worden!®. Dabei zeigen hochauflé-
sende Tunnelexperimente an den Kupraten, wie sehr die lokale Quasiteilchen-
Zustandsdichte von der konkreten Grenzflichengeometrie abhiingt!!.

Bei der Existenz gebundener Andreev-Zustinde an Grenzflichen von d-Wellen-
Supraleitern handelt es sich um einen fundamentalen geometrischen Effekt. Um-
so erstaunlicher ist, daft bislang nach Kenntnisstand des Verfassers kein
Versuch unternommen wurde, dem naheliegenden Einfluff auch nur einfachster
nichtgerader Grenzflichengeometrien theoretisch nachzugehen!2.

In der vorliegenden Arbeit werden erstmals systematisch d-Wellen-Supraleiter
mit nichttrivialen Grenzflichengeometrien untersucht, welche aus eckigen, run-
den und parabelférmigen Teilstiicken zusammengesetzt sind. Dabei wird aufge-
zeigt, wie sehr das lokale Quasiteilchen-Spektrum und damit auch die Existenz
gebundener Andreev-Zustdnde vom klassischen optischen Reflexionsverhalten
der jeweiligen Grenzflichengeometrie abhéngt.

5 Siehe [6]. Vergleiche auch [12] sowie [13, 14, 15, 16, 17].

6 Siehe [18] sowie [19].

7 Vergleiche auch [20]. Fiir eine Ubersicht siehe [21],[22] sowie [23]. Einige exemplarische

Messungen sind zudem in |24, 25, 26, 27, 28, 29, 30, 31, 32, 33, 34] zu finden. Sieher ferner

auch [35] sowie [36, 37, 38, 39].

Siehe auch [30].

9 Siehe etwa [40, 41, 42, 43, 44, 45].

10 Vergleiche [46] und [47].

11 Siehe etwa [32] und [33].

12 Fiir einen in einer Dimension beschrinkten d-Wellen-Supraleiter zwischen zwei geradlinigen
Grenzflichen siehe jedoch [19, 48, 49]. Die Arbeiten [50] und [51] beziehen sich aus einem
géanzlich anderen Kontext auf dreieckige bzw. keilférmige Grenzflichengeometrien.

©



1.2. Quasiklassische Theorie und Raytracing

Ein dufieres Magnetfeld fiihrt ebenso wie ein im Supraleiter gepinnter Abrikosov-
Vortex zu einer Aufspaltung des spektralen Gewichts gebundener Andreev-
Zustinde an einer geraden Grenzfliiche!'3. In dieser Dissertation wird dem Ein-
flufs eines einzelnen Abrikosov-Vortex auf gebundene Andreev-Zusténde auch fiir
keilfé6rmige und lochartige Grenzflachengeometrien, welche magnetischen Fluff
fiihren, nachgegangen.

1.2 Quasiklassische Theorie und Raytracing

Zur Berechnung physikalischer Gréfsen in einem inhomogenen Supraleiter bie-
tet sich die quasiklassische Theorie an. Ihre grundlegenden Gleichungen wurden
1968 von Eilenberger publiziert'*, weshalb sie auch als Eilenberger-Gleichungen
bezeichnet werden. Die Losung der Eilenberger-Gleichungen, der Eilenberger-
Propagator g, beinhaltet die physikalischen Grofen des Supraleiters im thermo-
dynamischen Gleichgewicht!®, unter anderem also auch die gesuchten lokalen
Quasiteilchen-Zustandsdichten.

Die Eilenberger-Gleichungen sind nichtlineare partielle Differentialgleichungen,
und ihre Losung ist im allgemeinen nicht leicht zu erhalten. Mithilfe der soge-
nannten Riccati-Transformation lassen sich die Eilenberger-Gleichungen jedoch
in eine fiir die numerische Berechnung sehr viel niitzlichere Form bringen'®. In
dieser Darstellung kann der Eilenberger-Propagator g am Ort r folgendermafsen
geschrieben werden:

Lo iy 1—ab 2ia
glr.ken) = 7 ( “2ib —1+ab ) (11)

Hierbei vermittelt k eine Parametrisierung der Fermifliche des Supraleiters, und
en bezeichnet die temperaturabhingigen, fermionischen Matsubara-Frequenzen

en = 2n+ 1)wkpT (1.2)

Die Grofen a und b auf der rechten Seite von Gl. (1.1) hdngen implizit von r, k
und ¢, ab. Um sie berechnen zu kdénnen, wird zunéchst eine gerade Linie, die
sogenannte Trajektorie, definiert, welche im Ortsraum durch den vorgegebenen
Punkt r verlduft. Thre Richtung ist dabei durch die zu k gehorende Fermige-
schwindigkeit festgelegt. Somit ergibt sich als Parametrisierung der Trajektorie

ry(z) =r + 2vp (k) (1.3)

Die gesuchten a und b sind dann als Losung eines Anfangswertproblems ent-
lang der Trajektorie gegeben, bei dem die folgenden Differentialgleichungen zu
erfiillen sind:

hwpdya(z) + (26, — 2ie/c (v, A) + Ala(z))a(z) — A =
hwpdub(x) — (26, — 2ie/c (v, A) + Ab(z))b(z) + AT = 0 (1.4)

13 Siehe etwa [25, 27, 29, 31]; vergleiche [2].

14 Siehe [52]; vergleiche auch die Publikation durch Larkin und Ovchinnikov [53].

15 Grundlagen und Vertiefungen zur quasiklassischen Theorie sind in [54, 55, 56, 57, 58, 59]
zu finden.

16 Siehe [60, 61].




1.2. Quasiklassische Theorie und Raytracing

Hierbei gehen mit dem magnetischen Vektorpotential A und der Gapfunktion
A zwei Grofen ein, die sich im allgemeinen rdumlich dndern und damit auch
entlang der Trajektorie variieren!'”. Als Randbedingungen fiir das Anfangswert-
problem sind Werte tief im Supraleiter, im sogenannten Bulk, vorgegeben:

A
a(—o0) =
en+1/2 + A
AT
b(+o00) = (1.5)
en + /€2 + AP

Nun zeigen sich die eigentlichen Vorteile der Riccati-Transformation. Die zu
l6senden nichtlinearen Riccati-Gleichungen (1.4) sind entkoppelt. Erfolgt ih-
re numerische Integration in jeweils die Richtung, welche von den bekannten
Startwerten aus Gleichung (1.5) vorgegeben wird, so ist das Ergebnis numerisch
stabil und schnell konvergent.

Sind auf diese Art und Weise a(r, k, &,,) und b(r, k, €,,) durch Integration entlang
der Trajektorie gefunden!® kann iiber den Eilenberger-Propagator §(r,k,e,)
aus Gleichung (1.1) die lokale Quasiteilchen-Zustandsdichte berechnet werden:

1 .
N(r,E) = —N0%<Imtr[%3 < g(r,k,ie, = E+1id)])rs

= NoRe<1_—ab(r,f<,¢gn —>E+i5)> (1.6)
1+ab FS

Hierbei bezeichnet Ny die Zustandsdichte an der Fermikante in der normalleiten-
den Phase und {(...)pg eine Mittelung iiber die Fermifliche. Die Quasiteilchen-
Anregungsenergie E stammt aus einer analytischen Fortsetzung der Matsubara-
Frequenzen und ist auf die Fermienergie bezogen. Im sauberen Grenzfall, bei
dem sich im Supraleiter keine Storstellen befinden und die mittlere freie Weg-
lange divergiert, ist dabei aulerdem der Grenziibergang § — 07 zu vollziehen.
In einem realistischeren Modell eines sauberen Supraleiters, welcher nur eine
geringe Storstellenstreuung aufweist, kann der Parameter § klein, aber endlich
gewahlt werden.

Neben der lokalen Quasiteilchen-Zustandsdichte, die in dieser Arbeit im Mittel-
punkt steht, konnen mit Kenntnis von a und b noch zahlreiche andere physikali-
sche Grofen im Supraleiter berechnet werden. Beispielsweise ist die Stromdichte
im Supraleiter gerade

- . We ~ 1—ab ~
j(r) = —4mieNokpT Z <VF(k) 1+ ab(r7k78n)>FS -
en>0

Und bei der Gapfunktion, welche {iblicherweise in der faktorisierten'® Form

A(r, k) = At (r)x(k) (1.8)

17 Fiir eine gem#f Gl. (1.3) parametrisierte Trajektorie gelten also die impliziten Abhéngig-
keiten A = A(r¢(z)) und A = A(rs(z), k).

18 Es gelten aukerdem diverse Symmetriebeziehungen, etwa b(r, R,en) = a(r, -k, en)*.

19 Hier flieRt die Annahme ein, die der Supraleitung zugrundeliegende Wechselwirkung V
habe die Gestalt V(k,k’) = Vx(k)x(k’), wobei x(k) die Symmetrie der Supraleitung
charakterisiert.




1.2. Quasiklassische Theorie und Raytracing

dargestellt wird, gilt fiir die durch ¢ (r) beschriebene raumliche Variation der
Zusammenhang:

Aseth(r) = 20k TNV Z <x(A) 20 (r,f{,an)> (1.9)
FS

en>0

Diese Gleichung (1.9) wird als Gapgleichung bezeichnet. Beispielsweise kann mit
ihrer Hilfe im rdumlich homogenen Bulk-Bereich des Supraleiters die Tempe-
raturabhéngigkeit der Gapamplitude A, bestimmt werden.

Allerdings hat Gleichung (1.9) auch noch eine viel weitreichendere Eigenschaft:
Die Gapfunktion ist ja bei der Losung der Riccati-Gleichungen (1.4) fiir a und b
bereits selbst implizit eingegangen. Offensichtlich mufs das Ergebnis der rechten
Seite der Gapgleichung aber gerade wieder der urspriinglich verwendeten Gap-
funktion entsprechen. Diese Forderung wird auch als Selbstkonsistenzbedingung
bezeichnet, und neben der Gapgleichung lafst sich noch eine weitere solche Be-
dingung finden. Die gemif Gleichung (1.7) gegebenen Strome im Supraleiter
héngen {iber die Maxwell-Gleichung

47

VxB=—j (1.10)
c
direkt mit dem magnetischen Vektorpotential?® zusammen:
4
AA =T (1.11)
c

Die Invertierung?! dieser Poisson-Gleichung muf das selbe magnetische Vektor-
potential ergeben, welches bereits bei der Berechnung von a und b verwendet
worden ist. In diesem Sinn ist iiber die Gleichungen (1.7) und (1.11) eine weitere,
elektromagnetische Selbstkonsistenzbedingung gegeben.

Eine gemafs Relation (1.3) definierte Trajektorie verlauft innerhalb des Supralei-
ters, bis sie auf eine rdumliche Begrenzung in Form einer Oberfliche trifft. Diese
Grenzfliche verdndert nicht die entlang der Trajektorie zu l6senden Riccati-
Gleichungen (1.4). Stattdessen bewirkt sie spezielle Randbedingungen??, welche
lokal an der Grenzflache beriicksichtigt werden miissen. In der vorliegenden Ar-
beit werden ausschlieflich ideale spiegelnde??® Grenzflichen betrachtet, die keine
intrinsische Rauhigkeit aufweisen. Bezeichnet Kin den der einlaufenden Trajek-
torie zugrundeliegenden Fermivektor, so ergibt sich der neue Fermivektor Kout
nach dem Auftreffen gerade durch Reflexion an der Grenzfliche. Fiir die Lo-
sungen a und b der beiden entsprechenden Trajektorienstiicke gelten an der
Grenzfliche dabei stetige Randbedingungen:

a(Rin,an) = a(koutugn)

b(Rinaen) - b(koutvgn) (112)

20 Neben der kanonischen Beziehung V x A = B soll die divergenzfreie Eichung V- A =0
erfiillt sein.

21 Tn der TLondon-Eichung, bei reell gewihlter Gapfunktion, werden dabei von-Neumann-
Randbedingungen und das exponentielle Verschwinden von A im Bulk gefordert.

22 Siehe auch [62, 63, 64] sowie [65].

23 Der Transmissionkoeffizient ist 0.



1.2. Quasiklassische Theorie und Raytracing

Al
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Abbildung 1.1: Beispiele von Supraleitern (blau), die durch verschiedene
Grenzflachen-Geometrien (schwarz) begrenzt sind. a) Keilférmiges Eckstiick ei-
nes Supraleiters mit einem Offnungswinkel von 60°. b) Supraleiter mit einer
lochférmigen Ausstanzung. ¢) Fokussierender weak link. Zur Veranschaulichung
ist in jedem Bild ein ausgewéhlter Punkt dargestellt, der von 8 Trajektorien (rot)
durchlaufen wird. Entlang jeder Trajektorie miissen die Riccati-Gleichungen ge-
16st werden.

Im folgenden wird die Fermifliche der d-Wellen-Kuprat-Supraleiter als zylinder-
formig?* angenommen. In diesem Fall ist die Ausbreitungsrichtung der Trajek-
torien stets identisch mit dem Fermivektor, da

vi(k) | k (1.13)

Die Trajektorien verlaufen also innerhalb des Supraleiters geradlinig und parallel
zum entsprechenden Fermivektor, und sie werden an Grenzflichen genau so re-
flektiert, wie man das von Lichtstrahlen an einer spiegelnden Oberfliche gewohnt
ist. Fiir die in dieser Arbeit betrachteten nichttrivialen Grenzflichengeometrien
bedeutet das konkret, daft zundchst ein Raytracing-Verfahren entwickelt werden
mufs, um den exakten ,Strahlenverlauf* jeder einzelnen Trajektorie ermitteln
zu konnen?. Dann erst ist es mdoglich, die Losungen der Riccati-Gleichungen
entlang der polygonalen Trajektorie stiickweise zu berechnen und stetig anein-
anderzusetzen.

Um die lokale Quasiteilchen-Zustandsdichte gem&f Gleichung (1.6) zu erhalten,
ist eine Mittelung iiber die Fermifliiche erforderlich. Zu jedem Fermivektor gibt
es genau eine Trajektorie, welche durch den gew&hlten Punkt verlduft. Insgesamt
ist es demnach nétig, den exakten Verlauf aller bzw. sehr vieler dieser Trajek-
torien zu bestimmen und anschliefsend auf ihnen die Riccati-Gleichungen (1.4)
zu 16sen. Die Mittelung iiber die Fermifliche entspricht dann einer Mittelung
iiber die einzelnen Beitrédge aller dieser Trajektorien, die durch den gew&hlten
Punkt verlaufen. Drei Beispiele von nichttrivialen Grenzflachengeometrien, von
denen jede einem der nachfolgenden Kapitel dieser Arbeit zuzuordnen ist, sind

24 Es geniigt dann, die Fermifliche durch einen eindimensionalen Parameter, den Radialwin-
kel ¢, zu parametrisieren. Der Betrag der Fermigeschwindigkeit soll zudem isotrop sein:
vr(p) = vr(cosp,sing)T.

25 Das fiir die vorliegende Arbeit verwendete Raytracing-Verfahren wurde vom Verfasser ent-
wickelt. Es erlaubt die Verfolgung eines Trajektorienverlaufs innerhalb einer beliebigen
Anordnung aus geraden, runden und polygonalen Grenzflichenstiicken. Eine Erweiterung
auf allgemeinere Formen ist einfach moglich.

9



1.2. Quasiklassische Theorie und Raytracing

in Abbildung 1.1 dargestellt. Zusétzlich sind einige typische Trajektorienverldufe
eingezeichnet.

Fiir das Phanomen der gebundenen Andreev-Zusténde spielen im Trajektorien-
bild genau diejenigen Quasiteilchen-Trajektorien eine besondere Rolle, welche
innerhalb einer kurzen Wegstrecke?® einen Vorzeichenwechsel der Gapfunktion
erleben. Sie liefern Beitrége zu gebundenen Andreev-Zustédnden bei niedrigen
Energien. Je grofer die absolute Differenz in der Gapamplitude dabei ausfillt,
desto hoher sind auch die Beitrége. Dieser Mechanismus wird spéter in Kapitel 4
beim fokussierenden weak link aus Abbildung 1.1.c ausgenutzt. Dafl iiberhaupt
gebundene Andreev-Zusténde an Grenzflichen von d-Wellen-Supraleitern auf-
treten konnen, l4fst sich demnach direkt auf die unkonventionelle Symmetrie-
funktion zuriickfiihren, welche auf der Fermifliche das Vorzeichen wechselt?7.

26 Kurz“ steht hierbei fiir die GréRenordnung einer Kohirenzlinge & gemif Gleichung (2.1).
27 Siehe auch [18] sowie [19].

10



Kapitel 2

Polygonale Grenzflachen und
gebundene Zustande

2.1 Keile

Die einfachsten nichttrivialen Grenzflichen sind polygonal mit lediglich einer
Ecke, also keilformig. Es wird sich zeigen, dafs schon bei ihnen ein starker Einfluf§
der Grenzflichengeometrie auf die Quasiteilchen-Zustandsdichte des d-Wellen-
Supraleiters zutage tritt, der zudem {iberraschende Eigenschaften aufweist.

Die Symmetriefunktion der unkonventionellen d2_,2-Supraleiter wird {iblicher-
weise als x(p) = cos2p angenommen, und sie weist abwechselnd vier Knoten
und vier Maxima der Amplitude auf, wobei das Vorzeichen von ,,Keule zu Keule*
wechselt. Dieser Anisotropie muf im folgenden stets Rechnung getragen werden,
indem die Orientierung zwischen d-Welle und Grenzflichenstruktur angegeben
wird. Bei der Untersuchung einer keilférmigen Grenzfliche kann der Keil selbst
durch seinen Offnungswinkel o charakterisiert werden. Die Orientierung zwi-
schen unkonventioneller Symmetriefunktion und Keil wird mit dem Winkel ~
parametrisiert, der die Auslenkung einer Keulenrichtung von der Winkelhalbie-
renden angibt. Eine Skizze hierzu ist in Abbildung 2.1 zu sehen.

Hier und in den nachfolgenden Kapiteln ist die lokale Quasiteilchen-Zustands-
dichte aus Gleichung (1.6) bereits auf Ny normiert. Bei ihrer Berechnung gehen
sowohl die Gapfunktion A aus Gleichung (1.8) als auch das magnetische Vek-
torpotential A ein. Da zunichst keinerlei Magnetfeld vorhanden ist, entfillt das
Losen der elektrodynamischen Selbstkonsistenzbedingung (1.11) mit (1.7), und
es ist iiberall A = 0.

Fiir den ortsabhingigen Faktor ¢(r) der Gapfunktion wird im folgenden der
konstante Wert 1(r) = 1 angenommen, statt die Gapgleichung (1.9) explizit
zu 16sen. Dieses zunéchst rigoros erscheinende Vorgehen ist im Rahmen der
vorliegenden Arbeit durchaus gerechtfertigt: Sicherlich hat das selbstkonsistent
bestimmte t(r) an Grenzflaichen mit gebundenen Zusténden niedrigere Werte

11



2.1. Keile

Abbildung 2.1: Skizze eines supraleitenden Keils (blau). Der Offnungswinkel
des Keils wird mit « bezeichnet. Die Orientierung zwischen d-Welle und Keil
wird durch den Winkel « charakterisiert, welcher die Auslenkung der Richtung
maximaler Amplitude zur Winkelhalbierenden des Keils mifit.

und steigt erst auf einer Lingenskala, die durch die Kohirenzlinge'

o0
gegeben ist, auf den Bulkwert eins an. Die gebundenen Andreev-Zustdnde haben
dadurch im Vergleich zur Modellannahme an der Grenzfliche ein kleineres
Gewicht und sind riumlich etwas verschmierter?. Die viel grundlegendere Frage-
stellung, der in dieser Arbeit nachgegangen wird, ist jedoch, ob und wo gebun-
dene Zustinde iiberhaupt existieren, und welche Ursachen dem zugrunde liegen.
Diese Aspekte sind praktisch unabhéngig von der gewdhlten lokalen Amplitude
(r), da sie ausschlieRlich phasensensitiv sind®. Bei den im weiteren Verlauf an-
gegebenen spektralen Gewichten gebundener Andreev-Zustinde ist es allerdings
wichtig, sie nicht auf einer absoluten Skala zu sehen, sondern sie relativ zuein-
ander zu vergleichen. Denn auch der in Gleichung (1.6) verwendete effektive
Streuparameter § hat extreme Auswirkungen auf die absolute Stirke gebunde-
ner Andreev-Zustinde. Um Vergleichsmdglichkeiten zu schaffen, wird der Para-
meter  soweit nicht anders angegeben einheitlich auf den Wert § = 0.1A
gesetzt, was einer realistischen Grofenordnung entspricht. Durch diese Wahl
von 0 werden einige Rahmenbedingungen fiir die Quasiteilchen-Zustandsdichte
festgelegt: Fiir N(E = 0) ergibt sich im Inneren des d-Wellen-Supraleiters® ein
minimaler, aber endlicher Wert von 0.23, wahrend das maximale spektrale Ge-
wicht gebundener Andreev-Zustinde auf etwa 6.50 beschriinkt ist5.

(2.1)

Um einen ersten Uberblick {iber den Einfluf von Grenzflichen zu erhalten, sind
in Abbildung 2.2 fiir einige keilférmige Geometrien die lokalen Quasiteilchen-
Zustandsdichten bei Energie E = 0 dargestellt. Zwei Aspekte fallen sofort ins

I Die so definierte Kohirenzlinge ist die charakteristische Lingenskala der Riccati-
Gleichungen (1.4). Sie hingt mit der BCS-Kohiirenzlinge &g iiber £ = €y zusammen.

2 Siehe etwa [43].

3 Vergleiche auch [18],[19] sowie [43].

4 Der Bulkwert eines s-Wellen-Supraleiters ist dann N(E = 0) = §/+/1 + 62 = 0.10.

5 Dieses Maximum tritt an einer geraden Grenzfliche (o« = =) fiir optimale d-Wellen-
Orientierung auf, d.h. die Knotenrichtung steht senkrecht zur Grenzfliche (v = 7 /4).
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2.1. Keile

6.00

0.10

Abbildung 2.2: Lokale Quasiteilchen-Zustandsdichte N(E = 0) in verschiede-
nen keilférmigen Eckbereichen von d-Wellen-Supraleitern. Die Farbkodierung
ist fiir alle neun Bilder dieselbe, dunkle Bereiche entsprechen einem hohen spek-
tralen Gewicht bei Anregungsenergie £ = 0 und damit gebundenen Andreev-
Zustdnden. Die Lingenskala ist in Einheiten der Kohérenzlinge £ unterteilt.
Oberste Reihe: Der Offnungswinkel des Keils ist a = 90" und a) y = —7/4, b)
v = —7/8, ¢) v = 0. Mittlere Reihe: Der Offnungswinkel des Keils ist o = 45°
und d) v = —7/8,e) v =0, f) v = /8. Unterste Reihe: Der Offnungswinkel des
Keils ist « = 60° und g) v =0, h) v = /8, i) v = 7/4. Je nach Konstellation
wird in den Eckbereichen die Existenz gebundener Zusténde verhindert, z.B. bei
c), d), g), oder es werden zusétzliche gebundene Zusténde erzeugt, etwa bei 1).
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2.1. Keile

Auge: In einiger Entfernung von der Ecke stellen sich an den Grenzflichen ge-
bundene Andreev-Zustéinde ein, je nachdem, wie die einzelne Grenzfliche zur
d-Welle orientiert ist. Dieses wohlbekannte Verhalten kann an Abbildung 2.2.d
besonders gut beobachtet werden. Hinsichtlich der oberen Grenzfliche weist
die d-Welle die optimale Orientierung fiir gebundene Zustinde auf, wihrend
die untere Grenzflache gerade so orientiert ist, dafs keine gebundenen Zustinde
entstehen. Die Eckstruktur selbst macht sich jedoch innerhalb eines Bereichs,
dessen Ausdehnung von der Grofenordnung der Kohédrenzldnge £ ist, deutlich
bemerkbar. Dabei ist der Einfluft der keilférmigen Grenzflichengeometrie du-
Rerst vielfaltig: Obwohl jede Grenzfliche in Abbildung 2.2.c fiir sich betrachtet
gebundene Zustdnde maximal begiinstigt, scheinen diese in der Ecke komplett
unterdriickt zu sein, denn die lokale Quasiteilchen-Zustandsdichte nimmt dort
den d-Wellen-Bulkwert von 0.23 an. Bei einem kleineren Offnungswinkel kann
der Wert in der Ecke sogar noch deutlich darunter liegen, beispielsweise in Ab-
bildung 2.2.e. Hier entspricht das spektrale Gewicht von 0.11 beinahe dem eines
s-Wellen-Supraleiters im Bulk. Allerdings ist auch ein génzlich anderer Ein-
flufs moglich: Die keilformige Grenzflichengeometrie kann die Stirke gebundener
Andreev-Zusténde in der Ecke drastisch erhdhen. Dieser Effekt ist in Abbildung
2.2.i zu sehen.

Offensichtlich wirkt sich die keilférmige Grenzfliche auf die lokale Quasiteilchen-
Zustandsdichte im Eckbereich sehr unterschiedlich aus, je nachdem, welcher Off-
nungswinkel und welche Orientierung vorgegeben sind. Demnach ist es sinnvoll,
im n#chsten Schritt alle Geometrien und Orientierungen, die durch die Winkel
« und v vermittelt werden, systematisch zu erfassen. Dabei ist es ausreichend,
sich rdumlich auf den Eckpunkt des Keils zu beschrinken; dieser ist charak-
teristisch fiir den ganzen Eckbereich. In Abbildung 2.3 ist die lokale Quasi-
teilchen-Zustandsdichte im Eckpunkt eines Keils bei Anregungsenergie £ = 0
aufgetragen. Hierbei lduft der Offnungswinkel o des Keils von 0 bis 27 entlang
der vertikalen Achse, wihrend der Winkel v, welcher die Orientierung zwischen
keilfémiger Geometrie und d-Welle festlegt, horizontal aufgetragen ist. Deutlich
zu erkennen ist das globale Maximum® in der Mitte des Bildes, welches das
maximale spektrale Gewicht gebundener Andreev-Zusténde an einer idealen ge-
raden Grenzflache wiedergibt. Abbildung 2.3 kann als eine Art Karte benutzt
werden, auf der sofort ersichtlich ist, ob in einer vorgegebenen Konstellation
gebundene Zustinde im Eckbereich existieren oder nicht.

Der interessanteste Bereich ist dabei in der unteren Hélfte, also fiir Keile mit Off-
nungswinkeln o < 7 zu sehen. Hier sind unter anderem alle Besonderheiten wie-
derzufinden, die bereits weiter oben anhand der Beispiele in Abbildung 2.2 vor-
gestellt worden sind. So treten in der Ecke rechtwinkliger Keile (o« = 7/2) unab-
héngig von der Orientierung keine gebundenen Andreev-Zustinde auf, sondern
das spektrale Gewicht bei Energie £ = 0 entspricht durchweg dem d-Wellen-
Bulkwert. Ist die ,Keulen-Richtung® parallel zur Winkelhalbierenden (y = 0
oder v = 7/2) so sinkt dieses Gewicht fiir kleinere Offnungswinkel sogar noch
tiefer bis zum s-Wellen-Bulkwert. Am erstaunlichsten ist jedoch, was bei der
Orientierung v = 7/4 passiert. Hier ist die Knotenrichtung der d-Welle parallel
zur Winkelhalbierenden des Keils, und eine Variation des Keiloffnungswinkels o
fithrt abwechselnd zu niedrigen und hohen spektralen Gewichten bei £ = 0 in

6 Alle Werte, die gréker oder gleich 6.00 sind, werden mit der selben Farbe dargestellt.
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2.1. Keile

Abbildung 2.3: Lokale Quasiteilchen-Zustandsdichte N(E = 0) im Eckpunkt
eines Keils. Der Offnungswinkel o des Keils liuft entlang der vertikalen Achse.
Der Winkel v parametrisiert die Orientierung zwischen d-Welle und Keil und
ist entlang der horizontalen Achse aufgetragen. Das globale Maximum in der
Mitte des Bildes représentiert den wohlbekannten Fall einer geraden Grenzfliche
(o = 7), bei der die Knotenrichtung der d-Welle parallel zur Winkelhalbierenden
ist (y =7/4), in diesem Fall also senkrecht auf der Grenzflache steht.

der Ecke. Diesem Ph&nomen ist unter anderem auch der in Abbildung 2.2.i vor-
gestellte Effekt zuzuordnen, bei dem allein durch die keilférmige Grenzflachen-
geometrie zusitzliche gebundene Andreev-Zustinde in der Ecke erzeugt werden.

Ein Schnitt durch Abbildung 2.3 im wohl interessantesten Bereich bei v = 7/4
ist in Abbildung 2.4 zu sehen. Wihrend die Knotenrichtung der d-Wellen-
Symmetriefunktion also parallel zur Winkelhalbierenden des Keils fixiert ist,
oszilliert die lokale Quasiteilchen-Zustandsdichte N(E = 0) in der Ecke des
Keils als Funktion des Offnungswinkels a.. Offensichtlich treten die Minima, des
spektralen Gewichts dabei fiir Offnungswinkel
L7

ap =5~ NE N (2.2)

auf, wihrend die Maxima bei den folgenden Winkeln zu finden sind:

™
- _ N 2.3
=91 "€ (2:3)
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5 Necke(E=0,y=m/4)
- T

T T —
.

N
NS

Abbildung 2.4: Starke Oszillationen der lokalen Quasiteilchen-Zustandsdichte
N(E = 0) in der Ecke eines Keils in Abhéngigkeit vom Offnungswinkel a. Die
Knotenrichtung der d-Welle ist dabei parallel zur Winkelhalbierenden fixiert

(y=m/4).

Spétestens hier stellt sich die Frage, was denn eigentlich die Ursache dieser
vollkommen unterschiedlichen Physik ist, die Keile mit Offnungswinkeln o im
Vergleich zu jenen mit Offnungswinkeln o, aufweisen. Konkreter kénnte man
sagen: Es muf noch einen prinzipiellen Unterschied zwischen einem 90°-Keil
und einem 60°-Keil geben, auer dem (trivialen) Merkmal, dak letzterer einen
etwas kleineren Offnungswinkel besitzt.

Tatséchlich unterscheiden sich Keile mit Offnungswinkeln a; von denen mit Off-
nungswinkeln o, in einer grundlegenden Eigenschaft dem Reflexionsverhalten.
Zwischen dieser elementaren optischen Eigenschaft und den hier vorgestellten
Ergebnissen besteht ein enger Zusammenhang: Wie bereits in Abschnitt 1.2 er-
ldutert wurde, ist der Verlauf einer quasiklassischen Trajektorie derselbe wie
der eines klassischen optischen Lichtstrahls. In Abschnitt A.1 des Anhangs wird
bewiesen, dak bei einem Keil mit Offnungswinkel o;f jede einlaufende Trajek-
torie letztendlich parallel zuriickreflektiert wird. Ganzlich anders ist das Refle-
xionsverhalten fiir einen Offnungswinkel der Klasse o, : Hier ist die Richtung
der auslaufenden Trajektorie an der Winkelhalbierenden des Keils gespiegelt”.
Gemeinsam ist den Keilen dabei, daf fiir fast alle Trajektorien die Zahl der ein-
zelnen durchlaufenen Reflexionen 7/a; betriigt. Trajektorien, welche parallel
zu einem der Schenkel des Keils verlaufen, werden einmal weniger reflektiert.

Die Losungen der Riccati-Gleichungen (1.4) werden geméf Abschnitt 1.2 stiick-
weise auf den Quasiteilchen-Trajektorien berechnet und stetig aneinanderge-
setzt. Hierbei ist die absolute Lage und die Linge jedes einzelnen Teilstiicks
durchaus von Bedeutung. Ndhert man sich allerdings dem Eckpunkt, so verklei-

7 Die Unterscheidung der beiden Klassen von Offnungswinkeln durch die Symbole & beruht
auf ihrem Reflexionsverhalten.
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2.1. Keile

nert sich bei den Trajektorien die Lange der Zwischenstiicke und damit auch ihr
Einfluf. Denn auf Lingenskalen, welche deutlich unterhalb der Kohérenzlédnge
& liegen, dndert sich die Losung der Riccati-Gleichungen nur sehr gering. Fiir
Quasiteilchen-Trajektorien, die als Grenzprozefs betrachtet durch den Eck-
punkt selbst verlaufen, verschwindet die Linge aller einzelnen Zwischenstiicke.
Es geniigt, die Losung der einlaufenden Trajektorie direkt mit der Lésung der
auslaufenden Trajektorie stetig zu verkniipfen. Unter der Annahme einer rdum-
lich konstanten Gapfunktion werden fiir die lokale Quasiteilchen-Zustandsdichte
im Eckpunkt eines Keils gemafs Gleichung (1.6) also lediglich Bulkwerte der
Form (1.5), allerdings fiir unterschiedliche Winkel, miteinander vermischt. Wel-
che Winkelbeitrége miteinander vermischt werden, ist nur vom Reflexionsverhal-
ten des Keils abhéngig. Die auftferdem durchzufiihrende Winkelmittelung kann
effektiv auf den Winkelbereich eingeschriinkt werden, welcher durch den Off-
nungswinkel des Keils vorgegeben ist.

In allen weiter oben angesprochenen interessanten Fallen 14t sich somit sogar
das komplette Quasiteilchen-Spektrum im Eckpunkt des Keils in einfacher ana-
lytischer Form angeben.

Fiir die Orientierung v = 7/4, bei der die Oszillationen aus Abbildung 2.4 auf-
treten, ist die Knotenrichtung der d-Welle parallel zur Winkelhalbierenden des
Keils. Bezeichnet ¢;, den Winkel der einlaufenden und ¢4, denjenigen der aus-
laufenden Quasiteilchen-Trajektorie, so gilt bei Keilen mit Offnungswinkeln at,
welche parallel zuriickreflektieren, stets:

X(‘Pin) = X(Sﬁout) (24)

Fiir die Offnungswinkel o, bei welchen die Richtung der zuriickreflektierten
Trajektorie an der Winkelhalbierenden gespiegelt ist, ergibt sich im Vergleich
dazu

X(¢in) = —x(Pout) (2.5)

Die Symmetriefunktion x ist in dieser Orientierung ja selbst antisymmetrisch zur
Winkelhalbierenden. Im ersten Fall folgt mit Gleichung (2.4) fiir die normierte
Quasiteilchen-Zustandsdichte

1 a/2 é'n,
N(E,a€a)) = Re—/ dp ————
« —a/2 22 12
En T sinT2p i€n— E+id
1 1
@ €n/ lig,—E+is

Fiir Keile mit Offnungswinkeln o, ergibt sich mit Gleichung (2.5) hingegen:

1 [o/2? \/€2 +sin? 2p
N(E,a€aq,) = Re—/ dp ———

—a/2 En

= Re lE (a,—é)
@ £z

Die Funktionen F' und E auf der jeweils rechten Seite bezeichnen elliptische
Integrale erster und zweiter Art. Die Quasiteilchen-Anregungsenergie E tritt

ien—E+ib

(2.7)

ién—E+4i6
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dagegen (genauso wie die beiden anderen energiebehafteten Grofen e, und §)
auf der rechten Seite ausschliefilich in dimensionsloser, mit einem Hut gekenn-
zeichneten Form auf, womit hier eine Normierung auf die Gapamplitude A,
gemeint ist®. Diese beiden Klassen von Quasiteilchen-Spektra, welche in Eck-
punkten von Keilen allein durch die Grenzflichengeometrie induziert werden,
unterscheiden sich nicht nur in ihrem spektralen Gewicht bei Energie £ = 0
grundlegend. Ein Blick auf Abbildung 2.5 zeigt, daf sie gdnzlich anderer Natur
sind.

Das iiber Gleichung (2.6) gegebene Quasiteilchen-Spektrum entsteht, indem
iiber Bulkbeitrdge eines Stiicks der Fermifliche gemittelt wird, welches sym-
metrisch um die Knotenrichtung der d-Welle herum angesiedelt ist. Die eigent-
liche Breite dieses Winkelbereichs ist dabei durch den halben Offnungswinkel
eingeschriinkt. Fiir den groften Offnungswinkel seiner Klasse, af = /2, triigt
gerade ein volles Viertel der Fermifliche zu der Zustandsdichte bei, das resul-
tierende Spektrum in der Ecke des Keils ist genau das d-Wellen-Spektrum im
Bulk. Bei den néchstkleineren Winkeln aj,agr etc. werden jedoch die Beitra-
ge der maximalen Gapamplitude immer stérker ausgeschlossen. Die zugehori-
gen Quasiteilchen-Spektra entsprechen Bulkspektra eines Supraleiters, der eine
Symmetriefunktion mit Knoten bei effektiv kleinerer Gapamplitude aufweist.
Infolgedessen riicken die beiden Maxima im Quasiteilchen-Spektrum enger zu-
sammen. Allerdings verringert sich dabei ihr spektrales Gewicht, wihrend jenes
bei Energie E = 0 fiir kleinere Offnungswinkel ansteigt. Die Ursache hierfiir ist,
daf der auf einen endlichen Wert festgelegte effektive Streuparameter ¢ sich bei
einer effektiv kleineren Gapamplitude stirker auswirkt®.

Das fiir Keile mit Offnungswinkeln o, in der Ecke erzeugte Quasiteilchen-
Spektrum hat dagegen die Form (2.7). Aufgrund der Relation (2.5) wechselt
zwischen ein- und auslaufender Trajektorie das Vorzeichen der Gapfunktion.
Deswegen erfolgt die Fermiflichen-Mittelung hier nicht iiber Bulkbeitrége, son-
dern jeder einzelne Winkel trigt zu gebundenen Andreev-Zustinden bei Energie
E = 0 bei. Die Stirke des Beitrags ist dabei mit der Grofe der Gapamplitu-
de des jeweiligen Winkels korreliert. In analoger Weise zu oben ist durch den
Offnungswinkel des Keils gleichzeitig auch eine Beschrinkung des beitragenden
Fermiflichenabschnitts gegeben. Fiir a; = 7 tragen noch alle Bereiche der Fer-
mifliche gleichermafien bei, und es ergibt sich das wohlbekannte Quasiteilchen-
Spektrum an einer geraden Grenzfliche mit maximalem spektralem Gewicht der
gebundenen Andreev-Zustidnde bei Energie £ = 0. Beim néchstkleineren Winkel
a, = m/3 werden bereits die starken Beitrdge aus der Richtung des maxima-
len Gaps nicht mehr beriicksichtigt, und das Gewicht des gebundenen Zustands
wird kleiner. Genau wie oben entsprechen die Quasiteilchen-Spektra, welche
bei kleineren Offnungswinkeln erzeugt werden, jenen eines Supraleiters, dessen
Symmetriefunktion weiterhin Knoten aufweist, welcher allerdings auch effektiv
eine geringere Gapamplitude besitzt. Die Auswirkungen des effektiven Streupa-
rameters § werden dadurch wiederum verstirkt, und das spektrale Gewicht der
gebundenen Andreev-Zustinde verringert sich ebenso wie ihre Breite!?.

8 Bsist also £ = E/A etc.

9 Das spektrale Gewicht bei Energie E = 0 ist durch die Funktion 1/a F(a, —6~2) gegeben.
Fiir § = 0.1 ergibt sich daraus die untere Einhiillende aus Abbildung 2.4.

10 Das spektrale Gewichts der gebundenen Andreev-Zustinde bei E =0 ist 1/a E(a, —6~2).
Fiir § = 0.1 ergibt sich daraus die obere Einhiillende aus Abbildung 2.4.
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N(E,y=n/4)

0 T H U T E/A,
-2 -1 0 1 2
N(E,y=n/4)
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6 —  a=r ]
— a=n/3 ]
5 —— a=n/5 -
[ ———— a=n/7 ]
4L — a=n/9 ]
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Abbildung 2.5: Lokales Quasiteilchen-Spektrum N (E) im Eckpunkt eines Keils.
Die Knotenrichtung der d-Welle ist parallel zur Winkelhalbierenden des Keils
orientiert (y = m/4). Die einzelnen Kurven gehdren zu verschiedenen Offnungs-
winkeln a des Keils. Aufgrund ihres jeweiligen Reflexionsverhaltens induzie-
ren Offnungswinkel a;f = 7/(2n) Bulkspektra (oben), wihrend Offnungswinkel
a,, = 7/(2n — 1) gebundene Andreev-Zusténde bei Energie £ = 0 erzeugen
(unten).
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E/As

Abbildung 2.6: Lokales Quasiteilchen-Spektrum N (E) im Eckpunkt eines Keils.
Die Richtung der maximalen Gapamplitude der d-Welle ist dabei parallel zur
Winkelhalbierenden des Keils orientiert (y = 0). Fiir alle Offnungswinkel

at = m/n werden Bulkspektra induziert, deren Charakter sich allerdings mit
dem Offnungswinkel selbst veriindert. Bei i = 7 und af = 7/2 ergibt sich

das Bulkspektrum eines d-Wellen-Supraleiters (schwarz). Kleinere Offnungswin-
kel induzieren Bulkspektra von anisotropen s-Wellen-Supraleitern. Im Grenzfall
sehr kleiner Offnungswinkel ist die induzierte s-Welle schlieflich isotrop.

In der entgegengesetzten Orientierung v = 0 liegt die Richtung der maxima-
len Gapamplitude parallel zur Winkelhalbierenden des Keils. Interessanterweise
wirkt sich das so unterschiedliche Reflexionsverhalten der Keile mit Offnungs-
winkeln o;f und jener mit Offnungswinkeln o, in diesem Fall iiberhaupt nicht
aus. Die Symmetriefunktion selbst ist fiir v = 0 ndmlich symmetrisch zur Win-
kelhalbierenden. Somit ergibt sich nicht nur fiir eine parallel reflektierte, son-
dern auch fiir eine an der Winkelhalbierenden gespiegelte Trajektorienrichtung
die Relation

X(pin) = X(Pout) (2.8)
Ein- und auslaufende Quasiteilchen-Trajektorie ,sehen* also keinen Vorzeichen-
wechsel der Gapfunktion, und fiir alle Offnungswinkel o = m/n werden im Eck-
punkt des Keils nun Bulkspektra erzeugt. Die genaue Form der Quasiteilchen-
Spektra ist:

1 [o? é
N(E,acal) = Re—/ dp L

a)op™ JEteorog

i€n —>E+i8

(2.9)

1 &, 1
— Re ——" _Fla ——
RV (“’Hé%)

Im Uunterschied zu den induzierten Bulkspektra gemé&f Gleichung (2.6) stam-
men die Bulkbeitrdge in Gleichung (2.9) wegen der Orientierung v = 0 nicht

ien—E+ib
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aus der Umgebung der Knotenrichtung, sondern sie sind um die Richtung ma-
ximaler Gapamplitude zentriert. Deswegen wirkt sich der Effekt, daf nur ein
durch den Offnungswinkel festgelegter Bereich der Fermifliiche in die Winkel-
mittelung involviert ist, hier auch auf ganz andere Art und Weise aus: Fiir die
beiden Offnungswinkel af = 7 und af = 7/2 tragen letztendlich noch alle Be-
reiche der Fermifliche gleichmé&fig bei, und das lokale Quasiteilchen-Spektrum
im Eckpunkt des Keils gemafl Gleichung (2.9) ist nichts weiter als das Bulkspek-
trum des d-Wellen-Supraleiters. Allerdings befinden sich bei kleineren Offnungs-
winkeln o die Knotenrichtungen der d-Wellen-Symmetriefunktion nicht mehr
im relevanten Winkelbereich. Bedingt durch die keilformige Grenzflichengeo-
metrie verhélt sich der d-Wellen-Supraleiter im Eckpunkt demgemif wie ein
knotenloser anisotroper s-Wellen-Supraleiter. Dabei nimmt die Anisotropie ab,
wenn der Offnungswinkel verkleinert wird. Eine Reihe der resultierenden Quasi-
teilchen-Spektra ist in Abbildung 2.6 dargestellt. Die Induktion gesamter s-
Wellen-Bulkspektra in der Ecke eines Keils erkliart damit auch auf natiirliche
Art und Weise die Existenz eines so niedrigen spektralen Gewichts bei E = 0,
wie es etwa in Abbildung 2.2.e/g oder Abbildung 2.3 zu beobachten ist.

2.2 Polygonale Grenzflaichen

In diesem Abschnitt werden d-Wellen-Supraleiter mit komplizierteren polygona-
len Grenzflachen untersucht. Dabei sind die einzelnen Facetten der Grenzflachen-
geometrie von der Groflenordnung einer Kohérenzldnge. Man kann also die po-
lygonale Grenzfliche auch als ein Modell einer rauhen Oberfliiche auffassen'!.
Interessanterweise spielen die im vorangegangen Abschnitt 2.1 gefundenen Ef-
fekte, welche bei einer einfachen keilférmigen Grenzfliche auftreten, auch bei

diesen komplizierteren polygonalen Grenzflichengeometrien die Hauptrolle.

In Abbildung 2.7 ist die lokale Quasiteilchen-Zustandsdichte N(E = 0) ei-
nes d-Wellen-Supraleiters dargestellt, bei dem die Grenzflaichenstruktur durch
einen regelméfigen rechtwinkligen Polygonzug gegeben ist. Ist die d-Wellen-
Symmetriefunktion gerade so orientiert, dal bei einem geraden Verlauf der
Grenzflache keine gebundenen Andreev-Zusténde existieren wiirden (Abbildung
2.7.a), so sind an den ,jinneren Bereichen der Facetten dennoch gebundene
Zustinde prasent. Dies ist nicht weiter erstaunlich, denn eine gedachte gerade
Grenzfliche weist zwar nicht die fiir gebundene Zusténde optimale Orientierung
auf, dafiir aber jedes einzelne Polygonstiick fiir sich betrachtet. In den &ufse-
ren Ecken selbst fehlen die gebundenen Andreev-Zustdnde: Die beiden Poly-
gonstiicke, welche jeweils eine dufiere Ecke begrenzen, bilden eine rechtwinklige
keilférmige Umgebung und induzieren deswegen Bulkspektra im Eckbereich.
Fiir die entgegengesetzte Orientierung der d-Welle in Abbildung 2.7.b sind nir-
gendwo gebundene Andreev-Zustinde zu finden, obwohl eine gedachte gerade
Grenzfliche ein Maximum erwarten lassen wiirde. Wiederum ist die Orientie-
rung der einzelnen Facetten wichtiger, und in den dufseren Eckbereichen selbst
kommt der Einfluft einer keilférmigen Grenzflichengeometrie zum Tragen. Beide
Aspekte erlauben in diesem Fall lediglich d-Wellen-Bulkspektra.

1 Im Vergleich zu Modellen intrinsisch rauher Grenzflichen, etwa in [40], [41] oder auch [1].
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8 6.00

6.00

Abbildung 2.7: Lokale Quasiteilchen-Zustandsdichte N(E = 0) eines d-Wellen-
Supraleiters mit einem regelméifkigen 90°-Polygonzug als Grenzflache. Die Lin-
genskala ist in Einheiten der Koh&renzlinge £ unterteilt.

Wie fundamental die Eigenschaften eines einzelnen Keils fiir die Beschreibung
von polygonalen Grenzflichengeometrien sind, 14#t sich auch in Abbildung 2.8
erkennen. Als facettierte Begrenzung des d-Wellen-Supraleiters wird hier ein re-
gelméafiger 60°-Polygonzug angenommen. Offensichtlich héngt die lokale Quasi-
teilchen-Zustandsdichte einzig davon ab, wie die d-Welle zur Winkelhalbierenden
der einzelnen Keile orientiert ist, aus denen sich die Grenzflache zusammensetzt.
In der oberen Teilabbildung 2.8.a ist die Richtung der maximalen Gapamplitude
parallel zur Winkelhalbierenden, und in den Eckbereichen ergibt sich folglich ein
Bulkspektrum, welches dem eines anisotropen s-Wellen-Supraleiters dhnelt!2.
In der unteren Teilabbildung 2.8.b liegt die Knotenrichtung der d-Welle parallel
zur Winkelhalbierenden, und die Keile selbst induzieren gebundene Andreev-
Zustéinde in den Eckbereichen!®. Beide Effekte sind im vorangegangenen Ab-
schnitt 2.1 bereits ausfiihrlicher erldutert worden. Ein direkter Vergleich von
Abbildung 2.8.a/b mit dem jeweils zugehorigen unendlich ausgedehnten Keil in
Abbildung 2.2.g/i zeigt, dak aufgrund der beschrinkten Kantenlinge des 60°-
Polygonzugs effektiv nur der tatsdchliche Eckbereich des einzelnen Keils von
Bedeutung ist. Fiir starke gebundene Andreev-Zustinde, wie sie sich etwa in
Abbildung 2.2.g in einiger Entfernung vom Eckbereich einstellen kénnen, sind
die Facetten des hier betrachteten Polygonzuges schlicht zu kurz. Ein anderer

12 Vergleiche Abbildung 2.6, a = 7/3.
13 Vergleiche z.B. Abbildung 2.5, a = 7/3.
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Abbildung 2.8: Lokale Quasiteilchen-Zustandsdichte N(E = 0) eines d-Wellen-
Supraleiters mit einem regelméifigen 60°-Polygonzug als Grenzflache. Die Lin-
genskala ist in Einheiten der Koh&renzlinge £ unterteilt.

Effekt, der in der Praxis wohl kaum relevant sein wird, besteht in der leichten
Schraffur bzw. Riffelung, welche in Abbildung 2.8.a sowohl in den Eckbereichen
als auch in Richtung Bulk zu sehen ist. Die Ursache hierfiir ist neben der endli-
chen Ausdehnung der Keile auch in dem Einflufl ihrer periodischen Anordnung
zu finden.

Ein weiteres Beispiel eines d-Wellen Supraleiters, dessen Grenzflichengeometrie
durch einen regelméfigen Polygonzug vorgegeben ist, wird in Abbildung 2.9 ge-
zeigt. Der Polygonzug besteht hier aus Keilen mit Offnungswinkeln von 60° und
90°, die sich gegenseitig abwechseln. Die Winkelhalbierende jedes einzelnen Keils
steht dabei senkrecht auf dem gedachten horizontalen Verlauf der Grenzflache.
Offensichtlich 14t sich die resultierende Quasiteilchen-Zustandsdichte einfach
aus den Ergebnissen fiir regelméfige 90°- oder 60°-Polygonziige zusammenset-
zen, welche bereits in den Abbildungen 2.7 und 2.8 vorgestellt worden sind. Ein
interessanter Nebeneffekt ergibt sich in Teilabbildung 2.9.b: Das unterschiedliche
Reflexionsverhalten von Keilen mit verschiedenen Offnungswinkeln, welches die
Grundlage der Oszillationen in Abbildung 2.4 darstellt, fiihrt hier letztendlich
zu einer rdumlichen Osrzillation der lokalen Quasiteilchen-Zustandsdichte ent-
lang der Grenzfliche. Von Ecke zu Ecke dndert sich nicht nur das spektrale Ge-
wicht bei £ = 0, sondern der Charakter des gesamten Quasiteilchen-Spektrums.
Die Periode einer solchen Oszillation entspricht im vorliegenden Fall etwa drei
Kohérenzléngen.
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Abbildung 2.9: Lokale Quasiteilchen-Zustandsdichte N(E = 0) eines d-Wellen-
Supraleiters mit einem regelméafigen 60°-90°-Polygonzug als Grenzflache. Die
Langenskala ist in Einheiten der Kohérenzldnge £ unterteilt.

Eine sehr rauhe Grenzflache kann durch einen unregelmafigen Polygonzug mo-
delliert werden. Fiir ein Beispiel einer solchen rauhen Grenzflachenstruktur ist in
Abbildung 2.10 die resultierende lokale Quasiteilchen-Zustandsdichte bei £ = 0
dargestellt. Die Ausdehnung des ausgewihlten Bildausschnitts weist dabei ei-
ne Linge von 22¢ auf. Analytische Aussagen sowie die Karte aus Abbildung
2.3 sind in diesem Fall nur bedingt hilfreich. Zwar kénnen einige Teilstruk-
turen der Grenzflache als isolierte keilférmige Geometrien betrachtet werden,
etwa die kleine, fast rechtwinklige Ecke, welche sich etwa drei Kohérenzldngen
vom linken Bildrand entfernt befindet und das erwartete, zu Abbildung 2.7 ver-
gleichbare Verhalten zeigt. In ihrer Gesamtheit ist eine solche rauhe Grenzfliche
jedoch zu komplex: Oft ist schon die notwendige Bedingung fiir eine Zerlegung
in keilformige Untergeometrien nicht erfiillt, daf bei den Vielfachreflexionen von
Quasiteilchen-Trajektorien hauptséchlich nur zwei benachbarte Polygonstiicke
partizipieren.

Allerdings koénnen trotzdem wichtige Erkenntnisse gewonnen werden: Bei hin-
reichender Rauhigkeit der Grenzfliche existieren lokal bei jeder Orientierung
der d-Wellen-Symmetriefunktion gebundene Andreev-Zusténde. Eine {iber einen
groferen Bereich der rauhen Grenzfliche rdumlich gemittelte Quasiteilchen-
Zustandsdichte wird also einerseits gebundene Andreev-Zustinde bei Energie
E = 0 haben, andererseits wird das Spektrum auch Anteile von d- und aniso-
tropen s-Wellen-Bulkspektra aufweisen. Die genaue Stirke dieser drei Anteile
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Abbildung 2.10: Lokale Quasiteilchen-Zustandsdichte N(E = 0) eines d-Wellen-
Supraleiters entlang einer unregelmifigen polygonalen Grenzflichenstruktur.
Die Langenskala ist in Einheiten der Kohérenzlinge & unterteilt, der gesamte
Bildausschnitt erstreckt sich also tiber 22¢.

ist dabei extrem von der Art der Rauhigkeit abhéngig. Jede einzelne Eigenschaft
der Grenzflache spielt eine Rolle: Neben der Lange der Polygonstiicke sind da-
bei auch bevorzugte Orientierungen der Facetten oder sich 6fters wiederholende
Strukturen in Betracht zu ziehen. Die zu Beginn dieses Abschnitts vorgestellten
regelmifigen Grenzflichengeometrien kdnnen als seltene Sonderfélle einer rau-
hen Grenzfliche angesehen werden, bei denen ein rdumlich gemitteltes Quasi-
teilchen-Spektrum sich nicht aus allen drei der oben genannten Bestandteile
zusammensetzen wiirde.

2.3 Einfluff von Vortices

Die charakteristische Lingenskala der in dieser Arbeit vorgestellten Effekte ist
die Kohéarenzlidnge £. Daneben existiert noch eine weitere wichtige Langenskala
in Supraleitern: Die magnetische Eindringtiefe A gibt vor, auf welcher Langen-
skala ein dufseres Magnetfeld und damit verbundene elektrodynamische Effekte,
wie etwa Abschirmstréme, innerhalb des Supraleiters abfallen. Die bekannten d-
Wellen-Supraleiter gehdren zu den extremen Typ-II-Supraleitern'®, d.h. fiir den
Parameter k = A/¢ gilt bei ihnen k> 1. Es ist also einerseits moglich, daf das
Magnetfeld in Form von Abrikosov-Vortices in den Supraleiter eindringt. Ande-
rerseits sind die beiden relevanten Lingenskalen £ und A von so unterschiedlicher
Grofenordnung, dafl Effekte auf der Skala der Kohérenzlénge praktisch in einem
Bereich mit rdumlich konstantem Magnetfeld auftreten.

14 Vergleiche etwa [66], Tabelle 2.7.
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In diesem Abschnitt wird angenommen, dafs das dufere Magnetfeld verschwun-
den ist, aber ein einzelner Abrikosov-Vortex aufgrund von Pinning im d-Wellen-
Supraleiter zuriickbleibt. Sowohl der Abstand des Vortex zur Grenzfliche des
Supraleiters als auch die gesamte betrachtete Lingenskala sollen dabei deut-
lich kleiner sein als die magnetische Eindringtiefe A. Im vorliegenden Grenzfall
k£ > 1 kann das magnetische Vektorpotential in der London-Eichung dann als
negativer Gradient einer bestimmten Funktion ¢ geschrieben werden:

A= —&Vqﬁ (2.10)
2

Im Giltigkeitsbereich dieser Gleichung ist ndmlich sofort ersichtlich, daf lokal
kein Magnetfeld herrscht:
B=VxA=0 (2.11)

Wegen der geforderten Divergenzfreiheit des magnetischen Vektorpotentials folgt
aufserdem, daf

V- (Vé) =0 (2.12)

Die Funktion ¢ mufs also lokal die Laplace-Gleichung erfiillen. Zudem sind von-
Neumannsche Randbedingungen erforderlich. An einer Grenzflache des Supra-
leiters mit Normalenvektor n soll also stets gelten:

n-Vé=0 (2.13)

Bis jetzt wurde noch keine Aussage iiber die physikalische Natur der Funktion
¢ getroffen. Verwendet man allerdings eine in den Riccati-Gleichungen (1.4)
enthaltene Eichtransformation

A — A =Ae?
A - A=Aty (2.14)
27

so verschwindet danach das neue magnetische Vektorpotential A’, wihrend die
vormals reelle Gapfunktion A mit einem rdumlich verinderlichen Phasenfaktor
multipliziert wird. Die Phase der neuen Gapfunktion entspricht dabei genau der
Funktion ¢. Um der Vortizitdit Rechnung zu tragen, ist demnach als eine weitere
Bedingung zu fordern, dafs sich die Phase ¢ bei einem positiven Umlauf um das
Vortexzentrum gerade um den Betrag 27 vergrofert hat!®.

Fiir einen einzelnen gepinnten Abrikosov-Vortex vor einer geraden Grenzfléche
kann man den zugehdrigen Phasenfaktor e’ sehr einfach iiber einen Ansatz
erhalten, welcher analog zur klassischen Spiegelladungsmethode in der Elektro-
statik funktioniert. Die physikalischen Auswirkungen eines solchen gepinnten
Vortex auf die lokale Quasiteilchen-Zustandsdichte an der Grenzfliche lassen
sich, sofern kein dufieres Magnetfeld angelegt ist, mit dem Schlagwort ,Vortex-
Schatten-Effekt“ beschreiben'®. Um den dem Vortex am nichsten liegenden
Punkt der Grenzfliche herum bildet sich eine ,Schattenregion“ aus, innerhalb
derer gebundene Andreev-Zustdnde deutlich unterdriickt werden. Bis auf die
Verringerung des spektralen Gewichts gebundener Zusténde bei Energie E = 0

15 Auf Vortices mit hoherer Vortizitdit wird hier nicht eingegangen. Prinzipiell sind damit
aber keine zusétzlichen Schwierigkeiten verbunden.
16 Siehe auch [2].
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Abbildung 2.11: Typische Verdnderung lokaler Quasiteilchen-Spektra N(FE) an
einer geraden Grenzfliche eines d-Wellen-Supraleiters unter dem Einflufl eines
gepinnten Abrikosov-Vortex. Grenzfliche und d-Welle sind dabei so orientiert,
dafs sich ohne Vortex maximale gebundene Andreev-Zustinde ausbilden (ge-
punktet). Die Anwesenheit eines einzelnen Abrikosov-Vortex, welcher hier im
Abstand von 2¢ vor der Grenzfliche gepinnt ist, sorgt fiir eine Aufspaltung des
Maximums, indem das spektrale Gewicht von £ = 0 zu hoheren Energien ver-
schoben wird. Dieser Effekt ist maximal an dem Punkt der Grenzflache, welcher
dem Vortex am néchsten liegt (braun) und verringert sich mit zunehmendem
Abstand. Die einzelnen Kurven zeigen lokale Quasiteilchen-Spektra an Punkten
der Grenzflache, die vom Zentrum der Schattenregion 0¢, 1€, 2£ und oo entfernt
sind.

besteht jedoch keinerlei Gemeinsamkeit zwischen diesem Einfluf eines Vortex
und der in den vorangegangenen Abschnitten behandelten Mdglichkeit, dafs
Grenzflachengeometrien Bulkspektra induzieren. Ein Blick auf Abbildung 2.11,
in der einige typische lokale Quasiteilchen-Spektra in der Schattenregion dar-
gestellt sind, verdeutlicht dies. Das urspriinglich hohe spektrale Gewicht der
gebundenen Zustinde bei E = 0 verschiebt sich effektiv zu héheren Energien.
Als Resultat wird das Maximum aufgespaltet. Die physikalische Ursache hierfiir
liegt in der inhomogenen Phasenverteilung um den Vortex herum und den da-
mit korrelierten Stromen. Bereits seit langerer Zeit ist bekannt, daf homogene
Oberflachenstrome fiir eine Aufspaltung des Maximums gebundener Andreev-
Zustéinde an der Grenzfliche sorgen!”. Tm Falle der nichthomogenen Strom- und
Phasenverteilung, welche durch einen Vortex vorgegeben wird, kommt es gleich-
falls zu einer solchen Aufspaltung, allerdings hingt ihre genaue Stérke und Cha-
rakteristik von den geometrischen Vorgaben ab. Grundsétzlich verringert sich
der Einflufy des Abrikosov-Vortex und damit die Aufspaltung bei grofieren Ab-
stdnden des Vortex zur Grenzfliche. Ist der Abstand des Vortex fixiert, so nimmt
die Aufspaltung gleichfalls ab, wenn die lokale Quasiteilchen-Zustandsdichte an

17 Siehe [40].
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Punkten der Grenzflache berechnet wird, welche eine gréftere Entfernung zum
Projektionspunkt des Vortex auf die Grenzfliche haben. Dieses Verhalten ist be-
reits in Abbildung 2.11 wiedergegeben worden. Ndhere Informationen iiber den
Effekt eines einzelnen Abrikosov-Vortex, welcher vor einer geraden Grenzflache
gepinnt ist, kénnen in Publikation [2] nachgelesen werden.

In diesem Abschnitt soll nun aufgezeigt werden, wie der Einflufl eines Vortex
auch auf d-Wellen-Supraleiter mit polygonalen Grenzflichengeometrien verall-
gemeinert werden kann. Zun&chst muf das — im Vergleich zu einer geraden
Grenzfliche kompliziertere Reflexionsverhalten der Quasiteilchen-Trajektorien
beriicksichtigt werden, wie es auch schon in den vorangegangenen Abschnitten
erfolgt ist. Auferdem ist es jedoch noch erforderlich, zu der jeweils vorgege-
benen Grenzflichengeometrie die zugehorige nichttriviale Phasenverteilung zu
ermitteln. Die gesuchte Phasenfunktion ¢ soll fast iberall die Laplace-Gleichung
(2.12) l6sen, entlang jedes einzelnen Stiicks der Grenzfliche von-Neumannsche
Randbedingungen (2.13) erfiillen und eine ,Phasenquelle” der Stirke 27 an der
Vortexposition aufweisen. Interessanterweise ist dies eine Problemstellung, wel-
che auch in anderen Gebieten der Physik haufiger auftritt. Ein Analogon aus
der Elektrostatik ist die Beschreibung einer Punktladung, welche sich innerhalb
einer speziellen Anordnung geerdeter Leiterflichen befindet. Eine weiteres Bei-
spiel sind Wirbelstromungen in idealen Fliissigkeiten mit einer vorgegebenen
Kanalstruktur als Umrandung.

Fiir zweidimensionale Probleme wie im vorliegenden Fall bietet sich die Ver-
wendung einer sehr eleganten Technik an, der Methode konformer Abbildun-
gen. Sie erlaubt es oftmals, fiir nicht zu komplizierte Randgeometrien sogar
analytische Losungen zu erhalten. Die Methode konformer Abbildungen (,con-
formal mapping®) wird in zahlreichen mathematischen und auch einigen physi-
kalischen Fachbiichern ausfiihrlich beschrieben'8. In Abschnitt A.2 des Anhangs
sind einige Grundlagen dieser Methode kurz erldutert, auferdem wird eine ana-
lytische Losung fiir den Phasenfaktor eines Vortex innerhalb einer keilférmigen
Grenzflichengeometrie hergeleitet. Damit ist es nun moglich, den Einfluf ei-
nes Abrikosov-Vortex auf die lokale Quasiteilchen-Zustandsdichte fiir beliebige
keilformige Geometrien bei variabler Vortexposition zu berechnen.

Ergebnisse fiir einen Keil mit Offnungswinkel o = 37/2 sind in Abbildung 2.12
wiedergegeben. Die resultierende lokale Quasiteilchen-Zustandsdichte fiir spitz-
winklige Keile ist in Abbildung 2.13 zu sehen. Offensichtlich wird das spektrale
Gewicht gebundener Andreev-Zustinde bei Energie F = 0 in Anwesenheit eines
gepinnten Abrikosov-Vortex insgesamt verringert. Die Ursache hierfiir ist die
effektive Verschiebung des spektralen Gewichts zu hoheren Energien. Dieser Ef-
fekt ist zwar prinzipiell nichtlokal, und es bedarf zu seiner korrekten Berechnung
an der Grenzflache auch der vollen Phaseninformation innerhalb des Supralei-
ters, welche beim Losen der Riccati-Gleichungen (1.4) entlang der Quasiteilchen-
Trajektorien eingeht. Allerdings ist im Rahmen einer qualitativen Abschitzung
die Faustregel durchaus sinnvoll, wonach die Reduktion nur von der lokalen Stér-
ke des magnetischen Vektorpotentials — beziehungsweise des Phasengradienten

18 Siehe etwa [67],[68] fiir mathematische Grundlagen der Methode konformer Abbildungen.
Beispiele fiir verschiedene physikalische Anwendungen sind unter anderem in [69] und [70]
zu finden. Speziell auf die Schwarz-Christoffel-Transformation fiir polygonale Begrenzungen
beziehen sich [71],[72] sowie die numerischen Hilfsmittel [73, 74, 75].
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Abbildung 2.12: Lokale Quasiteilchen-Zustandsdichte N(E = 0) in einem
d-Wellen-Supraleiter, der eine keilférmige Grenzflichengeometrie mit Off-
nungswinkel o = 37/2 aufweist. Ein gepinnter Abrikosov-Vortex sitzt in einem
vertikalen Abstand von 2¢ zum Eckpunkt des Keils. Der horizontale Abstand ist
spaltenweise 2¢, 1€ und 0. Die Lingenskala ist in Einheiten der Kohérenzlange &
unterteilt. a)-c) Der Vortex nimmt kaum Einflufs auf die Bulk-Zustandsdichte bei
niedrigen Energien. d)-f) Das spektrale Gewicht gebundener Andreev-Zustinde
an der Grenzfliche wird in der Nihe des Vortex reduziert und bei f) insbesondere
in einem Schattenbereich um den Projektionspunkt herum stark unterdriickt.

geméf Gleichung (2.10) entlang der Grenzfliche abhiangt. Hierzu ist ein Ver-
gleich der Ergebnisse fiir die lokale Quasiteilchen-Zustandsdichte N(E = 0) aus
den Abbildungen 2.12.d-f und 2.13 mit den zugrundeliegenden Phasenverteilun-
gen in Abbildung A.1 des Anhangs niitzlich. Man kann deutlich erkennen, daf
in der Umgebung derjenigen Punkte, welche sich bei einer Projektion des Vortex
auf die Grenzflichen ergeben, der Phasengradient am stéirksten ist. Diese Regio-
nen entsprechen gleichzeitig den Schattenbereichen der Grenzfliche, in welchen
das spektrale Gewicht am meisten verringert wird. Die in Abbildung 2.13.c
durch die Grenzflichengeometrie induzierten gebundenen Andreev-Zustinde in
der Ecke des Keils sind dagegen weniger betroffen, weil in der Eckregion der
Phasengradient nur sehr schwach ausgeprigt ist. Ein weiteres Beispiel bieten die
Abbildungen 2.12.f und A.1.e: Der Phasengradient ist an der oberen, horizonta-
len Grenzflache recht stark, wihrend an der nach unten gerichteten vertikalen
Grenzflache fast eine homogene Phasenverteilung vorliegt. Dementsprechend ist
der Einfluft des Abrikosov-Vortex auf die lokale Quasiteilchen-Zustandsdichte
an der unteren Kante nur noch sehr gering.
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Abbildung 2.13: Einfluff eines gepinnten Abrikosov-Vortex auf die lokale
Quasiteilchen-Zustandsdichte N(E = 0) in einem d-Wellen-Supraleiter. Der
Abstand des Vortex zu jeder Grenzfliche betrdgt 2. Die Léngenskala ist in
Einheiten der Kohirenzlinge ¢ unterteilt. a) Der Offnungswinkel des Keils ist
a = 7/2. Dieses Bild muf im Vergleich zu Abbildung 2.2.c gesehen werden.
b),c) Der Offnungswinkel des Keils ist o = 7/3. Diese Bilder sind mit den
Abbildungen 2.2.g/i zu vergleichen. Offensichtlich ist das spektrale Gewicht ge-
bundener Andreev-Zusténde an der Grenzflache durch den Vortex reduziert und
insbesondere in einem Schattenbereich um die Projektionspunkte herum stark
unterdriickt. Geometrisch induzierte gebundene Andreev-Zusténde in der Ecke
sind dagegen geringer betroffen.

Die in diesem Abschnitt vollzogene Verallgemeinerung des ,Vortex-Schatten-
Effekts“ aus Publikation [2] auf keilférmige Grenzflichengeometrien macht deut-
lich, dafs der Einfluf eines Abrikosov-Vortex auf die lokale Quasiteilchen-Zustands-
dichte bei niedrigen Energien primér von der ihn umgebenden Phasenverteilung
abhéngt. In Bereichen mit starkem Phasengradienten ist der Einflufs stark, vor
allem um Projektionspunkte auf Grenzflichen herum. In Bereichen fast kon-
stanter Phase ist auch der Einfluf des Vortex gering. Ein weiterer Schritt in
Richtung komplizierterer polygonaler Grenzflichenstrukturen ist in der Regel
aufwendiger!®, liefert jedoch dasselbe Ergebnis. Ein schénes Beispiel hierzu ist
in Publikation [1] zu finden. Eine Verallgemeinerung auf mehrere Vortices ist
mithilfe des Phasenfaktors aus Gleichung (A.22) ohne weiteres moglich: Die
Phasenverteilungen einzelner Abriksov-Vortices sind additiv und die jeweiligen
Phasenfaktoren miissen lediglich miteinander multipliziert werden.

19 Fiir polygonale Rénder existiert eine spezielle Form der konformen Abbildung, die Schwarz-
Christoffel-Transformation. Die in ihr auftretenden unbekannten Parameter kdnnen meist
nur numerisch bestimmt werden. Vergleiche auch [71, 72, 73, 74, 75].
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Kapitel 3

Kreisformige Grenzflachen
und gebundene Zustande

3.1 Keile mit abgerundeten Ecken

In diesem Kapitel werden d-Wellen-Supraleiter untersucht, deren Grenzflaichen-
geometrien auch runde Teilstiicke aufweisen. Als ein erstes Beispiel hierfiir die-
nen keilformige Grenzflichen mit abgerundeter Eckstruktur, wie sie in Abbil-
dung 3.1.a schematisch zu sehen sind. Die resultierenden lokalen Quasiteilchen-
Zustandsdichten konnen direkt mit denjenigen aus Abschnitt 2.1 verglichen wer-
den, in dem ,echte Keile mit spitzen Ecken behandelt worden sind.

Abbildung 3.2 zeigt die lokale Quasiteilchen-Zustandsdichte N(E = 0) in einem
rechtwinkligen Keil mit abgerundetem Eckbereich. Ein Vergleich mit den ent-
sprechenden Resultaten fiir spitze Keile in den Teilabbildungen 2.2.c/a macht
deutlich, daf fiir die Orientierung v = 0 keine signifikanten Anderungen auftre-
ten. Ist allerdings die Knotenrichtung der d-Wellen-Symmetriefunktion parallel
zur Winkelhalbierenden, also v = /4, so existieren starke gebundene Andreev-
Zusténde im abgerundeten Eckbereich des Supraleiters. Die rdumliche Ausdeh-
nung der gebundenen Zustinde hingt dabei eng mit den Ausmafen der Abrun-
dung zusammen.

Fiir die Erklarung dieser Eigenschaft ist wiederum das Reflexionsverhalten der
Grenzflichengeometrie von entscheidender Bedeutung. Allerdings muff dabei
zwischen den geraden Teilstiicken einerseits und dem kreisformigen Eckabschnitt
andererseits unterschieden werden. Eine Quasiteilchen-Trajektorie, welche nur
an den geraden Kanten reflektiert wird, lauft fiir den Offnungswinkel o = 7/2
parallel aus dem Keil wieder hinaus'. Genau das gegensitzliche Reflexionsver-
halten findet man jedoch bei Trajektorien, die in der Umgebung des Scheitel-
punkts auf die Abrundung treffen: Thre Richtung wird an der Winkelhalbieren-
den gespiegelt?. Quasiteilchen-Trajektorien in der Eckregion sind damit einem
eigenen lokalen Reflexionsverhalten unterworfen, welches sich von demjenigen

I Vergleiche die Abschnitte 2.1 und A.1. Der Offnungswinkel o = 7/2 ist a;r.
2 Die Tangentialebene des Scheitelpunkts steht senkrecht auf der Winkelhalbierenden.
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Abbildung 3.1: Beispiele von Supraleitern (blau), die eine keilférmige
Grenzflichengeometrie mit abgerundetem Eckbereich besitzen. a) Schematische
Darstellung. Die abgerundete Ecke besteht aus dem passenden Segment eines
Kreises mit Mittelpunkt auf der Winkelhalbierenden. Neben dem Offnungswin-
kel o kann der Kreisradius r variiert werden. b) Typischer Verlauf von Quasi-
teilchen-Trajektorien (rot). Trajektorien, welche den runden Bereich nicht tref-
fen, werden dem Reflexionsverhalten des Keils gemafs zuriickgeworfen (1). Tra-
jektorien, die den runden Bereich treffen, sind lokal einem eigenen Reflexionsver-
halten unterworfen, welches in der Nahe des Scheitelpunkts einer Spiegelung an
der Winkelhalbierenden entspricht (2). Beide Reflexionsverhalten kénnen sich
sehr unterschiedlich auswirken.

der spitzen Keilstruktur, abhiingig vom Offnungswinkel, grundlegend unterschei-
den kann. Eine Veranschaulichung dieses unterschiedlichen Reflexionsverhaltens
ist in Abbildung 3.1.b dargestellt.

Fiir die Orientierung v = 0 ist die Symmetriefunktion des d-Wellen-Supraleiters
selbst symmetrisch zur Winkelhalbierenden des Keils. Das lokale Reflexions-
verhalten der runden Ecke fiihrt somit nicht zu gebundenen Andreev-Zusténden.
Allerdings ergeben sich weniger signifikante Abweichungen von den Ergebnissen
eines spitzen Keils, die an Kaustik-Effekte in der Optik errinnern und in Ab-
bildung 3.2.a-c als tropfenformiges Gebiet in der Nidhe der Abrundung in Er-
scheinung treten. Hierfiir sind Quasiteilchen-Trajektorien verantwortlich, welche
nicht in der n&chsten Umgebung des Scheitelpunkts auf die runde Grenzfliche
treffen und deswegen auch nicht gespiegelt zur Winkelhalbierenden reflektiert
werden?.

Wesentlich bedeutendere Auswirkungen hat der runde Eckbereich fiir die Ori-
entierung v = 7/4: Quasiteilchen-Trajektorien, welche in der Nihe des Schei-
telpunkts auf die Abrundung treffen und an der Winkelhalbierenden gespiegelt
werden, erfahren nun einen Vorzeichenwechsel der Gapfunktion. Als Konsequenz
ergeben sich gebundene Andreev-Zusténde in der Eckregion. Verringert man den
Radius 7 der Abrundung, so schrumpft damit auch die rdumliche Ausdehnung

3 AuRerdem ist bei Keilen mit abgerundeten Fcken die Anzahl der von den Quasiteilchen-
Trajektorien durchlaufenen Einzel-Reflexionen sehr variabel.
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Abbildung 3.2: Lokale Quasiteilchen-Zustandsdichte N(E = 0) im abgerunde-
ten Eckbereich eines d-Wellen-Supraleiters. Der Offnungswinkel der keilférmigen
Eckstruktur ist & = 7/2. Der Radius der abgerundeten Ecke betréigt (spalten-
weise von links nach rechts): 1€, 0.5¢, 0.1€. Die Langenskala ist in Einheiten
der Kohérenzlinge ¢ unterteilt. a)-c) Die Richtung maximaler Gapamplitude
ist parallel zur Winkelhalbierenden orientiert (7 = 0). d)-f) Die Knotenrichtung
der d-Welle ist parallel zur Winkelhalbierenden orientiert (y = 7/4).

des Gebiets, in dem dieser Effekt auftritt. Die Stirke der gebundenen Andreev-
Zustinde am Scheitelpunkt selbst bleibt dagegen stabil auf hohem Niveau, da
dort lokal stets das runde Stiick der Grenzflichengeometrie dominiert?.
Insofern ist die lokale Quasiteilchen-Zustandsdichte im Scheitelpunkt fiir kleine
Abrundungen mit r < £ nicht mehr reprisentativ fiir den gréferen Eckbereich
auf der Langenskala der Kohérenzldnge im Unterschied zum Eckpunkt spitzer
Keile aus Abschnitt 2.1. Im formalen Limes » — 0 unterscheiden sich dement-
sprechend die Ergebnisse fiir einen Keil mit abgerundeter Ecke von denen eines
spitzen Keils genau und nur im Eckpunkt. Dies ist letzlich eine Folge des grund-
sitzlichen geometrischen Gegensatzes zwischen ,rund“ und ,eckig®.

Weitere Beispiele der lokalen Quasiteilchen-Zustandsdichte N(E = 0) fiir Keile
mit abgerundeten Ecken sind in Abbildung 3.3 dargestellt. Der Offnungswinkel
betrégt hier a = 7/3, und die Resultate konnen direkt mit denen aus Abbildung
2.2.g/i verglichen werden. Im Gegensatz zum vorherigen rechtwinkligen Beispiel
weisen die keilfsrmigen Stiicke der Grenzflichengeometrie fiir den Offnungs-

4 Diese Aussage bezieht sich auf die GroRe des Winkelbereichs, innerhalb dessen am Scheitel-
punkt reflektierte Quasiteilchen-Trajektorien nur diese eine (symmetrische) Reflexion er-
fahren.
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Abbildung 3.3: Lokale Quasiteilchen-Zustandsdichte N(E = 0) im abgerunde-
ten Eckbereich eines d-Wellen-Supraleiters. Der Offnungswinkel der keilférmigen
Eckstruktur ist & = 7/3. Der Radius der abgerundeten Ecke betréigt (spalten-
weise von links nach rechts): 1€, 0.5¢, 0.1€. Die Langenskala ist in Einheiten
der Kohérenzlinge ¢ unterteilt. a)-c) Die Richtung maximaler Gapamplitude
ist parallel zur Winkelhalbierenden orientiert (7 = 0). d)-f) Die Knotenrichtung
der d-Welle ist parallel zur Winkelhalbierenden orientiert (y = 7/4).

winkel & = 7/3 selbst ein Reflexionsverhalten auf, welches die Richtung re-
flektierter Quasiteilchen-Trajektorien an der Winkelhalbierenden des Keils spie-
gelt®. Damit sind sich in diesem Fall das Reflexionsverhalten des runden und
des keilféormigen Anteils der Grenzflache sehr dhnlich, und fiir die Orientierung
~v = 0 ist keine relevante Verdnderung der lokalen Quasiteilchen-Zustandsdichte
aufgrund der Abrundung wahrnehmbar. Wechselt dagegen fiir v = w/4 die
Symmetriefunktion der d-Welle bei der Richtung der Winkelhalbierenden das
Vorzeichen, so erzeugen beide Grenzflichen-Anteile jeweils fiir sich genommen
gebundene Andreev-Zustinde im Eckbereich. In ihrem Zusammenwirken ergibt
sich letztlich ein interessantes Wechselspiel: In Abbildung 3.3.d ist der Radi-
us r der Abrundung zu grofs, um den Einfluf des keilférmigen Anteils in der
Ecke sichtbar werden zu lassen. Das starke Gewicht der gebundenen Andreev-
Zusténde ist vergleichbar mit Abbildung 3.2.d und geht allein auf die runde
Eckstruktur zuriick. Fiir einen kleineren Radius, wie in Abbildung 3.3.e, kann
anscheinend zwischen den einzelnen Beitrigen unterschieden werden. Einerseits
bleiben die starken gebundenen Zustidnde in der Umgebung des Scheitelpunkts
bestehen, ihre raumliche Ausdehnung nimmt allerdings ab. Andererseits kom-

5 Vergleiche die Abschnitte 2.1 und A.1. Der Offnungswinkel a = 7/3 ist as .
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Abbildung 3.4: Lokale Quasiteilchen-Zustandsdichte N (E = 0) um eine kreisfor-
mige Ausstanzung im Inneren eines d-Wellen-Supraleiters herum. Die Langen-
skala ist in Einheiten der Kohérenzlange & unterteilt. a) Der Lochradius betragt
¢, b) Der Lochradius betrigt /2. ¢) Der Lochradius betrigt /4. Das Quasi-
teilchen-Spektrum an der runden Grenzflache richtet sich nach der Orientierung
der Tangentialebene.

men schwéchere gebundene Zusténde hinzu, welche dafiir flichendeckend auf
einer Langenskala der Kohirenzlinge das Keilgebiet fiillen. Sie werden durch
die geraden Stiicke der Grenzflichengeometrie erzeugt. Die weiter oben bereits
erwihnten Kaustik-Effekte wirken sich auf diese gebundenen Andreev-Zustinde
allerdings noch destruktiv aus. Im Grenzfall sehr kleiner Radien r < £ dominiert
das Reflexionsverhalten des Keils: In Teilabbildung 3.3.f stellen sich {iberall —
bis auf den kleinen Bereich der Abrundung die geometrisch induzierten ge-
bundenen Andreev-Zustinde eines spitzen Keils ein, wie sie in Abschnitt 2.1,
Abbildung 2.2.i, bereits prisentiert worden sind.

3.2 Locher

Die wohl einfachste Grenzflichengeometrie mit runden Anteilen ist ein geschlos-
sener Kreis. In den nédchsten beiden Abschnitten werden Supraleiter untersucht,
die tief in ihrem Inneren, weit weg von anderen Grenzflichen, eine kreisférmige
Ausstanzung aufweisen oder gelocht sind. Eine schematische Darstellung hierzu
ist in Abbildung 1.1.b der Einleitung wiedergegeben. Die resultierende loka-
le Quasiteilchen-Zustandsdichte ist in Abbildung 3.4 zu sehen. Offensichtlich
existieren vier verschiedene Bereiche auf der Grenzflichengeometrie, in denen
starke gebundene Andreev-Zusténde bei Energie £ = 0 aufzufinden sind. Das
Zentrum eines solchen Bereichs ist dabei jeweils ein Punkt, dessen zugehoriger
Normalenvektor der Grenzflache gerade parallel zu einer Knotenrichtung der d-
Welle gerichtet ist. Die entsprechende Tangentialebene nimmt an diesen Punkten
genau die optimale Orientierung fiir gebundene Andreev-Zusténde ein. An ihr
reflektierte Quasiteilchen-Trajektorien sehen durchweg einen Vorzeichenwechsel
der Symmetriefunktion des Gaps.

Analog gibt es ebenso vier dazwischenliegende Bereiche, bei denen die Tangential-
ebene lokal gerade so ausgerichtet ist, daf keinerlei gebundene Zusténde existie-
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ren. In Abbildung 3.4 sind diese Punkte jeweils oben, unten, links und rechts am
Lochrand zu sehen, und ihr zugehériger Normalenvektor ist parallel zu einer der
,Keulen“-Richtungen der d-Wellen-Symmetriefunktion. Auf diese Art und Weise
ergibt sich eine natiirliche Oszillation der lokalen Quasiteilchen-Zustandsdichte
bei einem Umlauf um das Loch herum.

In den drei dargestellten Beispielen liegen die Lochradien auf der Liangenskala
der Kohérenzldnge. Die lokale Kriimmung der Grenzfliche macht sich dann be-
reits bei Punkten bemerkbar, welche in nicht allzu grofsem Abstand liegen. Als
Resultat sind in den Abbildungen in der Nidhe des Loches strahlen- bzw. stern-
formige Muster zu erkennen, welche die vierfache Symmetrie der supraleitenden
Symmetriefunktion aufweisen. Bei Lochern mit sehr viel groferem Radius stirbt
dieser Effekt aus, und lokal resultiert praktisch das triviale Ergebnis einer gera-
den Grenzfliache.

3.3 Flulifihrende Locher unter Vortexeinfluf

Vergrofert man den Radius eines Lochs auf die Lingenskala der magnetischen
Eindringtiefe A, so kann sich im Loch und seiner Umgebung stabil ein ma-
gnetischer Fluf von einigen Flukquanten ®g befinden. In diesem Abschnitt wird
untersucht, welchen Einfluft ein einzelner Abrikosov-Vortex auf die lokale Quasi-
teilchen-Zustandsdichte am Rand eines solchen fluffiithrenden Lochs ausiibt. Die
grundlegende Situation ist in Abbildung 3.5.a schematisch dargestellt. Um die
lokale Quasiteilchen-Zustandsdichte in dieser Anordnung berechnen zu kénnen,
muf die korrekte Ortsabhéngigkeit des Magnetfelds beriicksichtigt werden. In
sehr guter Ndherung ist das Magnetfeld B = Be, innerhalb des Supraleiters als
Lésung einer Helmholtz-Gleichung gegeben

1
(07 +0)B = =B (3.1)
Dabei ist iiber die magnetische Eindringtiefe A\ die charakteristische Langen-
skala des elektrodynamischen Problems festgelegt. Fiir die Typ-II-Supraleiter,
wie sie in der vorliegenden Arbeit untersucht werden, {ibersteigt die magnetische
Eindringtiefe A\ die Kohérenzlange £ deutlich, es gilt

k=2 (3.2)
3

Um Gleichung (3.1) zu 16sen, mufl neben der geometrischen Randbedingung,
daft das Magnetfeld innerhalb des Lochs und auf dem Lochrand einen konstan-
ten Wert annimmt, zudem die Flufiquantisierung beriicksichtigt werden. Der
gesamte magnetische Fluft durch das Loch, den Vortex und die sie umgebenden
Bereiche des Supraleiters kann nur ein ganzzahliges Vielfaches eines Flufsquants
betragen:

/dsB =np+1)® npeZ (3.3)

Betrégt der Abstand d des Vortex zum Lochrand etliche magnetische Eindring-
tiefen, so kann rdumlich noch zwischen den einzelnen Beitrigen zum Gesamtfluff
unterschieden werden. Der Vortex trigt mit seiner néchsten Umgebung dann
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Abbildung 3.5: a) Schematische Darstellung eines gelochten, flukfiihrenden d-
Wellen-Supraleiters. Der Radius des Lochs sei a, und im Abstand d von der
Grenzflache befindet sich ein Abrikosov-Vortex. Der gesamte magnetische Flufs
im System betrigt np + 1 Flukquanten. b) Verteilung des Magnetfelds B fiir
das Fallbeispiel kK = 10, a = 1A, d = 2\ und np = 2. ¢) Zugehorige lokale
Quasiteilchen-Zustandsdichte N(E = 0). Die Langenskala ist in Einheiten der
magnetischen Eindringtiefe A unterteilt. An den Punkten 1-4 aus a) existieren
gebundene Andreev-Zustinde an der Grenzfliche, die dem Einfluf von Vortex
und magnetischem Flufl unterworfen sind.
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gerade ein Flufquant ®,, wihrend die Lochregion fiir np Flufquanten verant-
wortlich ist. Bei geringeren Absténden ist eine solche Unterscheidung allerdings
nicht mehr moéglich.

Fiir die Herleitung einer Losung von Gleichung (3.1), welche sowohl die geometri-
sche Randbedingung des Lochs als auch die physikalische der Flufquantisierung
(3.3) beriicksichtigt, sei auf [76] und [77] verwiesen. Ein Beispiel der resultieren-
den Magnetfeldverteilung fiir ein Loch mit Radius a = A, einen Vortexabstand
von d = 2A, kK = 10 und np = 2 ist in Abbildung 3.5.b zu sehen. In Abschnitt
A.3 des Anhangs wird aus dem Magnetfeld B das zugehorige magnetische Vek-
torpotential A abgeleitet, welches dann bei der quasiklassischen Berechnung der
lokalen Quasiteilchen-Zustandsdichte eingeht.

Ein typisches Ergebnis des lokalen spektralen Gewichts N (E = 0) wird in Abbil-
dung 3.5.c wiedergegeben. Gebundene Andreev-Zusténde existieren lediglich an
der Vortexposition sowie in einem schmalen Streifen um die runde Grenzflache
herum, dessen Breite von der Grofenordnung einer Kohérenzlénge ist. Innerhalb
dieses schmalen Bereichs sind auferdem grofte Variationen in der Stdrke der
gebundenen Andreev-Zustdnde zu erkennen. Analog zur lokalen Quasiteilchen-
Zustandsdichte flufloser gelochter d-Wellen-Supraleiter, welche im vorangegan-
genen Abschnitt 3.2 vorgestellt worden ist, gibt es auch hier um die kreisférmige
Grenzfliche herum vier verschiedene Regionen mit ausgeprigten gebundenen
Andreev-Zusténden. Die jeweiligen lokalen Maxima sind dabei an den Punkten
1-4 aus Abbildung 3.5.a aufzufinden®.

Im folgenden wird nun der Frage nachgegangen, wie sich  bei einer fest vorge-
gebenen Flufiquantenzahl im System — das spektrale Gewicht der gebundenen
Andreev-Zustidnde an der kreisférmigen Grenzfldche dndert, wenn der Abstand
des Abrikosov-Vortex variiert wird. Dabei ist es sinnvoll, eine Beschrinkung auf
die Punkte 1 und 3 aus Abbildung 3.5.a vorzunehmen, welche beide starke ge-
bundene Andreev-Zustinde aufweisen kénnen. Wahrend Punkt 1 an der dem
Abrikosov-Vortex zugewandten Seite liegt, ist Punkt 3 gerade gegeniiber auf der
Riickseite des Lochs. Im weiteren Verlauf werden die exemplarischen Rahmen-
bedingungen des gelochten d-Wellen-Supraleiters aus Abbildung 3.5 beibehal-
ten, ndmlich ein Lochradius von ¢ = A und x = 10. Wie sich die am Punkt
1 resultierende lokale Quasiteilchen-Zustandsdichte N(E = 0) in Abhéngigkeit
vom Vortexabstand d fiir verschiedene Flufquantenzahlen np verdndert, ist in
Abbildung 3.7 dargestellt. Das analoge Ergebnis fiir den gegeniiberliegenden
Punkt 3 kann in Abbildung 3.6 betrachtet werden. Das spektrale Gewicht der
gebundenen Andreev-Zustinde zeigt zwischen den beiden Punkten deutliche
Unterschiede, welche nachfolgend erléutert werden sollen.

Ist der Abrikosov-Vortex sehr weit vom Loch entfernt, also d > A, so iibt er
keinen Einflufs auf die lokale Quasiteilchen-Zustandsdichte an der Grenzflache
aus, und der magnetische Flufl im Loch und seiner Umgebung betrigt genau ng
Flufiquanten. Aufgrund dieses ,duferen Magnetfelds ist die Stérke der gebun-
denen Andreev-Zustidnde bei Energie E = 0 bereits reduziert, und das spektrale
Gewicht wird zu héheren Energien verschoben”. Dieser Effekt hingt lediglich
von der Amplitude des magnetischen Vektorpotentials an der Grenzfliche ab,

6 Beim Vergleich der Abbildungen 3.4 und 3.5.c ist die unterschiedliche Orientierung der
d-Welle zu beachten.
7 Siehe auch [40].
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nicht jedoch von seiner Richtung. Desweiteren betrifft er die Punkte 1 und 3
gleichermafen, denn die Rotationssymmetrie der kreisférmigen Grenzflache wird
ja erst durch einen Einfluf des Abrikosov-Vortex bei kleineren Abstéinden ge-
brochen. Fiir grofe Vortexabstdnde d > X und np = 0 ist also kein Fluff im
Loch gefangen, und auf beiden Seiten des Lochs sind die maximalen gebunde-
nen Andreev-Zustinde vorzufinden. Fiir np = +1 trigt das Loch gerade ein
Flukquant bzw. Antiflulquant, und das spektrale Gewicht ist an beiden Punk-
ten 1 und 3 gleichermafen reduziert. Bei np = +2 ist das spektrale Gewicht
schliefslich noch stirker verringert.

Kommt der Abrikosov-Vortex néher, so ist die Unterscheidung zwischen zwei-
erlei Effekten sinnvoll, welche man als direkten und indirekten Vortexeinfluff
bezeichnen kénnte. Der erste, direkte Einfluft beruht darauf, daf sich die nicht-
rotationssymmetrischen Anteile® des magnetischen Vektorpotentials an der dem
Vortex zugewandten Seite des Lochs stark erh6hen. Allerdings ist die Riickseite
um Punkt 3 herum davon praktisch nicht betroffen. Der zweite, indirekte Einfluf§
geht auf den rotationssymmetrischen Anteil® des magnetischen Vektorpotentials
zuriick. Nahert sich der Abrikosov-Vortex dem Loch, so verdndert sich auch das
Magnetfeld darin, und zusétzlicher positiver Fluf§ koppelt im Loch ein!®.

Dementsprechend 14t sich das Verhalten der lokalen Quasiteilchen-Zustands-
dichte am Punkt 3, auf der vom direkten Vortexeinflut abgeschirmten Seite,
recht einfach erkldren. Hier ist nur der indirekte Einflufs relevant. Fiir np > 0 er-
héht sich beim Néherriicken des Vortex der eingekoppelte magnetische Flufs und
damit auch die Amplitude des rotationssymmetrischen magnetischen Vektorpo-
tentials. Dadurch wird das sogenannte ,Splitting” der gebundenen Andreev-
Zusténde an der Grenzfliche noch verstérkt, und das in Abbildung 3.6 gezeigte
spektrale Gewicht N(E = 0) nimmt weiter ab. Bei negativen Flufquantenzah-
len np < 0 verringert sich dagegen der absolut eingekoppelte magnetische Fluf,
wenn der Vortexabstand reduziert wird, da die Magnetfelder in Loch und Vortex
entgegengesetzte Vorzeichen haben!!. Folglich geht auch die Verschiebung des
spektralen Gewichts zu hoheren Energien zuriick, und der Wert von N(E = 0)
steigt an. Da die lokale Quasiteilchen-Zustandsdichte in Abbildung 3.6 prak-
tisch nur von der Stirke des Magnetfelds im Loch bestimmt wird, ergibt sich
fiir eine vorgegebene Flukquantenzahl ng im theoretischen Limes d — 0 dersel-
be Wert wie fiir die ndchsthéhere FluRquantenzahl ngp 4+ 1 bei der Asymptotik
d — oo. Beide Male befindet sich im Loch und seiner ndchsten Umgebung ein
rotationssymmetrisch verteilter magnetischer Flufs von ng + 1 Flukquanten.

Die resultierende lokale Quasiteilchen-Zustandsdichte am dem Vortex zugewand-
ten Punkt 1 ist in Abbildung 3.7 wiedergegeben. Bis auf die oben besproche-
nen gleichen Ausgangswerte bei sehr grofen Vortexabstinden d > A unter-
scheiden sich die Kurvenverlaufe, wenn der Abrikosov-Vortex niherriickt, doch
drastisch von jenen aus Abbildung 3.6. Im Vergleich zu Punkt 3 dominiert
am Punkt 1 ndmlich der direkte Vortexeinfluf: Verringert sich der Vortexab-
stand, so steigt der nicht-rotationssymmetrische Anteil des magnetischen Vek-

& In Anhang A.3 sind dies die Terme (A.31) und (A.33) bzw. (A.48), welche das Magnetfeld
eines einzelnen Vortex vor einem Loch generieren, mit der Randbedingung eines verschwin-
denden Magnetfelds auf dem Lochrand. Siehe auch [76].

9 In Anhang A.3 ist dies der Term (A.32) bzw. (A.49).

10 Siehe auch Formel (A.24) fiir das Magnetfeld B, innerhalb des Lochs.
11 Relativ zum Magnetfeld des Lochs handelt es sich um einen niherriickenden Antivortex.

39



3.3. Flufifihrende Locher unter Vortexeinflufl

5+ n|::+2 —
ng=+1
nF=0
"""""" nF:—l
"""""" n,::—2
4 | | | 1 d/A
0 1 2 3 4 5

Abbildung 3.6: Lokale Quasiteilchen-Zustandsdichte N(E = 0) an der Riick-
seite eines flukfiihrenden Lochs (Punkt 3 aus Abbildung 3.5.a). Ein einzelner
Abrikosov-Vortex befindet sich im Abstand d von der Lochkante. Der Gesamt-
flult des Systems ist quantisiert und betrdgt np + 1 Flulquanten. Die lokale
Quasiteilchen-Zustandsdichte ist auf der Riickseite des Lochs von einem direk-
ten Vortexeinflufs praktisch abgeschirmt. Sie unterliegt lediglich einem indirek-
ten Einfluf, da sich bei einer Verriickung des Abrikosov-Vortex auch der im
Loch eingekoppelte magnetische Fluf veréndert.

torpotentials um den Punkt 1 herum stark an. Der dort gleichfalls vorhan-
dene rotationssymmetrische Anteil aufgrund eines eingefangenen Flusses wird
dadurch allerdings nur verstirkt, wenn np < 0 ist. Fiir positive Flukquanten-
zahlen np > 0 wirken sich die beiden Beitrige jedoch entgegen. Anhand der
Kurven in Abbildung 3.7 lassen sich die jeweiligen Konsequenzen fiir die loka-
le Quasiteilchen-Zustandsdichte sehr schon nachvollziehen. Fiir negative Flufs-
quantenzahlen np < 0 erhdht sich bei kleineren Vortexabstinden die Amplitu-
de des magnetischen Vektorpotentials in der Umgebung von Punkt 1. Dadurch
wird noch mehr spektrales Gewicht in Richtung héherer Energien verschoben,
und der Wert N(E = 0) sinkt monoton. Ein interessantes nichtmonotones Ver-
halten tritt dagegen fiir positive nyp > 0 zutage. Riickt der Abrikosov-Vortex
néher; so macht sich der anwachsende direkte Vortexeinflufl zunéchst in einer
Verringerung des absoluten magnetischen Vektorpotentials bemerkbar. Damit
geht auch das ,Splitting* zuriick, und das spektrale Gewicht der gebundenen
Andreev-Zusténde erhoht sich. Bei einem Abstand von d =~ X heben sich die bei-
den konkurrierenden Beitridge des magnetischen Vektorpotentials auf der dem
Vortex zugewandten Seite der Grenzfliche gerade auf'?, und die gebundenen
Andreev-Zustande erreichen ihre maximale Stirke. Ab diesem Punkt iiberwiegt
der direkte Vortexeinflufl, und der Betrag des resultierenden magnetischen Vek-
torpotentials wichst sehr schnell an. Damit nimmt auch das spektrale Gewicht
der gebundenen Andreev-Zustinde wieder rapide ab.

12 Dieser Abstand ist von der Stiirke des duferen Magnetfelds abhingig.
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Abbildung 3.7: Lokale Quasiteilchen-Zustandsdichte N(E = 0) an der dem
Abrikosov-Vortex zugewandten Seite eines flufsfiihrenden Lochs (Punkt 1 aus
Abbildung 3.5.a). Der einzelne Abrikosov-Vortex befindet sich im Abstand d
von der Lochkante. Der Gesamtfluf des Systems ist quantisiert und betrigt
np + 1 Flukquanten. Die lokale Quasiteilchen-Zustandsdichte unterliegt einem
starken, direkten Einfluft durch den Abrikosov-Vortex, sodak fiir np < 0 das
spektrale Gewicht noch stérker zu hoheren Energien verschoben wird, wenn der
Vortex naherriickt (,Vortex-Schatten-Effekt*). Sind das dufere und das Vortex-
Magnetfeld gleich gerichtet (np > 0), so wirkt der direkte Einflufl durch den
Vortex dem des dufleren Magnetfelds entgegen. Dies fiihrt bei einer Verringerung
des Vortexabstands zunéchst zu einer Erhohung des spektralen Gewichts.

Das Analogon des in Abschnitt 2.3 und Publikation [2] beschriebenen ,Vortex-
Schatten-Effekts ohne dufseres Magnetfeld ist hier — fiir einen d-Wellen-Supra-
leiter mit gelochter Grenzflichengeometrie — in Abbildung 3.7 iiber den Fall
np = 0 gegeben. Offensichtlich existiert dieser Effekt auch bei schwachen &u-
Reren Magnetfeldern, sofern man von kleinen Vortexabstinden d < A ausgeht.
Bei groferen Vortexabstdnden und endlichen dufferen Magnetfeldern kann je-
doch genau der gegenteilige Effekt auftreten: Das spektrale Gewicht gebundener
Andreev-Zustinde steigt an, wenn der Abrikosov-Vortex ndherkommt.
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Kapitel 4

Parabelformige Grenzflachen
und gebundene Zustande

4.1 Fokussierender weak link

Bislang wurde in den vorangegangenen Kapiteln der Frage nachgegangen, wo
und wodurch gebundene Andreev-Zustidnde in d-Wellen-Supraleitern auftreten,
wenn diese polygonale oder kreisformige Grenzflichen besitzen. Raumlich gese-
hen sind dabei die stirksten gebundenen Andreev-Zustéinde stets direkt an der
jeweiligen Grenzfliiche angesiedelt! und nehmen in den Supraleiter hinein rasch
ab. Dafs ein solches monotones Verhalten allerdings nicht grundsétzlich gege-
ben sein muf, kann an einigen Ergebnissen bereits erahnt werden. Geht man
etwa bei den lokalen Quasiteilchen-Zustandsdichten eines gelochten d-Wellen-
Supraleiters in Abbildung 3.4 von einem der vier lokalen Minima an der Grenz-
flache aus, so erhoht sich in den Supraleiter hinein zunéchst das spektrale Ge-
wicht bei Energie F = 0, wenn auch nur schwach.

In diesem letzten Kapitel der vorliegenden Arbeit wird nun gezielt eine andere
nichttriviale Grenzflichenstruktur entworfen, welche allein aus geometrischen
Griinden ein signifikantes lokales Maximum gebundener Andreev-Zustidnde in-
nerhalb des d-Wellen-Supraleiters erzeugt. Dazu wird die optische Eigenschaft
einer Parabel benutzt, alle parallel zu ihrer Symmetrieachse einfallenden Strah-
len in einem Brennpunkt zu fokussieren und umgekehrt alle Strahlen aus dem
Brennpunkt auch wieder parallel hinauszuwerfen.

Der grundlegende Aufbau dieser speziellen Grenzflichengeometrie ist in Abbil-
dung 4.1 ndher erldutert. Im Prinzip handelt es sich um einen sogenannten ,weak
link®, eine rdumliche Verengung zwischen zwei massiven Supraleitern, der von
seiner Form her an einen Flaschenhals erinnert. Das Funktionsprinzip kann der
schematischen Abbildung 4.2 entnommen werden. Bei der angegebenen Orientie-
rung der d-Wellen-Symmetriefunktion erfahren alle Quasiteilchen-Trajektorien,

I Der fiir gebundene Zustinde nétige Vorzeichenwechsel der Symmetriefunktion findet bei
der Reflexion der Quasiteilchen-Trajektorien an der Grenzfliche statt.
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4.1. Fokussierender weak link
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Abbildung 4.1: Schrittweises Entstehen der in diesem Kapitel untersuchten
fokussierenden Grenzflichengeometrie. Das dquidistante Gitter dient einer bes-
seren Veranschaulichung des grundlegenden Aufbaus. a) Auszeichnung eines
Punkts. b) Gedrehte Parabel mit dem ausgezeichneten Punkt als Brennpunkt.
c) Beschrankung auf ein kleines Teilstiick der Parabel. d) Erweiterung um po-
lygonale Grenzflichen-Anteile. €) Verdopplung durch Spiegeln. f) Fertige Geo-
metrie eines Supraleiters (blau) mit einer rdumlichen Verengung in Form eines
Flaschenhalses.

welche durch den ausgezeichneten Punkt verlaufen und von der Grenzflichen-
geometrie reflektiert werden, in unmittelbarer Nachbarschaft des Punktes einen
Vorzeichenwechsel der Gapfunktion. Fiir sdmtliche Trajektorien, die dabei auf
die parabelférmigen Teilstiicke treffen, vollzieht sich der Vorzeichenwechsel per
Konstruktion — sogar zwischen den maximal méglichen Amplituden. Dies fiihrt
zu vielen Beitrigen fiir starke gebundene Andreev-Zustinde am ausgezeichneten
Punkt.

Die resultierende lokale Quasiteilchen-Zustandsdichte N(E = 0) ist in Abbil-
dung 4.3 dargestellt. In der ersten Spalte ist die d-Wellen-Symmetriefunktion
zur Geometrie gerade so orientiert, dafs sich an den langen geraden Grenzflichen
in einiger Entfernung des weak links die iiblichen gebundenen Andreev-Zusténde
ergeben. Allerdings treten innerhalb der Verengung selbst keine signifikanten ge-
bundenen Zustidnde auf. Ganzlich anders ist das Resultat in der rechten Spalte
fiir die konstruktive Orientierung der d-Wellen-Symmetriefunktion, wie sie auch
in Abbildung 4.2 angedeutet ist. Hier kann man sehr gut nachvollziehen, wie
sich das spektrale Gewicht gebundener Andreev-Zustinde am ausgezeichneten
Punkt stark vergrofiert, wenn die absoluten Ausmafe der Grenzflichengeometrie
verringert werden. Bei typischen Abmessungen unterhalb einer Kohérenzlinge
&, etwa bei Abbildung 4.3.f, ist am ausgezeichneten Punkt ein signifikantes lo-
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4.1. Fokussierender weak link

Abbildung 4.2: Grundlegende Funktionsweise der in diesem Kapitel untersuch-
ten fokussierenden Grenzflaichengeometrie eines d-Wellen-Supraleiters (blau).
Dargestellt sind einige typische Quasiteilchen-Trajektorien (rot), welche durch
den ausgezeichneten Punkt verlaufen. Fast alle dieser Trajektorien treffen auf die
Grenzflache auf und ,sehen” einen Vorzeichenwechsel der d-Wellen-Symmetrie-
funktion. Diejenigen Trajektorien, welche die parabelférmigen Teilstiicke treffen,
werden zweimal reflektiert. Dabei ist gewéhrleistet, daf die ein- und auslaufen-
den Trajektorien jeweils in Richtungen unterschiedlichen Vorzeichens bei maxi-

maler Amplitude verlaufen.

kales Maximum des spektralen Gewichts bei £ = 0 aufzufinden, welches allein
durch die Grenzflichengeometrie induziert wird.

Eine Vergroferung des interessantesten rdumlichen Bereichs wird abschlielend
in Abbildung 4.4 prisentiert. Neben Kaustik-Effekten, welche jenen aus Abbil-
dung 3.3 dhneln, ist hier deutlicher zu erkennen, daf das lokale Maximum am
ausgezeichneten Punkt in einen ganzen Bereich erhdhten spektralen Gewichts
eingebettet ist, der quer zur Richtung des weak links verlduft. Interessanterweise
erzeugt die hier vorgestellte Grenzflichengeometrie zusétzlich um den gedach-
ten Schnittpunkt der Parabelstiicke herum einen kleinen Bereich, in dem keine
gebundenen Andreev-Zusténde vorliegen. Dieser Bereich liegt in direkter Nach-
barschaft des ausgezeichneten Punktes und ist in den Abbildungen 4.3.f und
4.4.f klar zu erkennen.
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4.1. Fokussierender weak link
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Abbildung 4.3: Lokale Quasiteilchen-Zustandsdichte N(E = 0) in einem fokus-
sierenden weak link eines d-Wellen-Supraleiters. Die Langenskala ist in Einheiten
der Kohérenzldnge € unterteilt. Die absolute Grofe der Anordung halbiert sich
also von Zeile zu Zeile. Linke Spalte a),c),e): Die d-Wellen-Symmetriefunktion ist
fiir den weak link nicht-konstruktiv orientiert. Rechte Spalte b),d),f): Bei dieser
Orientierung der d-Welle entstehen signifikante gebundene Andreev-Zusténde
am ausgezeichneten Punkt, wenn die Ausmafie der Grenzflaichengeometrie klein
genug sind.
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4.1. Fokussierender weak link

Abbildung 4.4: Lokale Quasiteilchen-Zustandsdichte N(E = 0) in einem fokus-
sierenden weak link eines d-Wellen-Supraleiters. Hier wird nur der Ausschnitt
des tatsdchlichen weak links gezeigt und die Langenskala ist ausnahmsweise in
Einheiten von £/2 unterteilt. Die absolute Grofie der Anordung halbiert sich
von Zeile zu Zeile. Linke Spalte a),c),e): Die d-Wellen-Symmetriefunktion ist
fiir den weak link nicht-konstruktiv orientiert. Rechte Spalte b),d),f): Bei dieser
Orientierung der d-Welle entstehen signifikante gebundene Andreev-Zustinde
am ausgezeichneten Punkt, wenn die Ausmafie der Grenzflichengeometrie klein
genug sind.
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Kapitel 5

Zusammenfassung

In dieser Arbeit ist der Frage nachgegangen worden, wie gebundene Andreev-
Zustédnde in d-Wellen-Supraleitern allein durch die Geometrie einer Grenzfla-
che beeinflulit werden. Fiir die Existenz gebundener Andreev-Zustéinde an ei-
ner Grenzfliche ist von entscheidender Bedeutung, dafs die dort reflektierten
Quasiteilchen-Trajektorien einen Vorzeichenwechsel der Gapfunktion erleben.
Bei nichttrivialen Grenzflichengeometrien riickt damit unweigerlich eine Eigen-
schaft in den Mittelpunkt, welche zunichst kaum mit einem Supraleiter in Ver-
bindung zu stehen scheint: das klassische optische Reflexionsverhalten einer ana-
logen spiegelnden Anordnung.

Darauf aufbauend ergeben sich allein schon bei einfachen keilférmigen Grenz-
flichengeometrien iiberraschende Ergebnisse. In Abhingigkeit von Offnungs-
winkel und Orientierung zur Gapfunktion kann im Eckbereich des Keils eine
Vielzahl von Quasiteilchen-Spektra erzeugt werden. Aufer geometrisch indu-
zierten gebundenen Andreev-Zustdnden ist es etwa auch moglich, in der Ecke
Bulkspektra einer d-, s- oder anisotropen s-Welle aufzufinden. Betrachtet man
Keile, deren Winkelhalbierende parallel zur Knotenrichtung der d-Welle ausge-
richtet ist, zeigt sich ein spektakuldres oszillatorisches Verhalten des induzierten
Quasiteilchen-Spektrums: Verringert man kontinuierlich den Offnungswinkel des
Keils, so resultiert in der Ecke eine wechselnde Abfolge von gebundenen Zu-
standen und Bulkspektra. Dieser Effekt 1dfst sich direkt auf das unterschiedliche
Reflexionsverhalten von Keilen verschiedener Offnungswinkel zuriickfiihren.

In der vorliegenden Arbeit wird der Rauhigkeit einer Grenzfliche Rechnung ge-
tragen, indem die tatsichliche rdumliche Ausdehnung einzelner Facetten und
Grenzflichenstrukturen Beriicksichtigung findet. Im Gegensatz zu Modellen in-
trinsischer Rauhigkeit zeigen die hier erzielten Ergebnisse fiir kompliziertere po-
lygonale Grenzflichenstrukturen eine starke lokale Variation der Quasiteilchen-
Zustandsdichte, welche direkt mit der konkreten Facettierung und Beschaffen-
heit der Grenzflache zusammenhéngt. Damit ist ein grundlegender Schritt zu ei-
nem theoretischen Verstindnis rdumlich hochaufgeloster Tunnelmessungen voll-
zogen, in denen genau solche Abh#ngigkeiten aufgefunden werden!.

I Vergleiche etwa [32],[33] sowie [78].
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Kapitel 5. Zusammenfassung

Runde Grenzflachengeometrien besitzen ein eigenes Reflexionsverhalten. Damit
kann sich in Keilen mit abgerundeten Ecken eine andere lokale Quasiteilchen-
Zustandsdichte einstellen als bei spitzen Keilen. Entlang geschlossener runder
Grenzflachen innerhalb eines d-Wellen-Supraleiters ergibt sich eine typische Va-
riation der lokalen Quasiteilchen-Zustandsdichte: Vier Bereiche mit maximalen
gebundenen Andreev-Zustinden wechseln sich mit vier Bereichen ab, in de-
nen normale Bulkspektra auftreten. Dieses Resultat spiegelt direkt die vierfache
Symmetrie der d-Welle wider.

Lécher, deren Radius von der Grofenordnung der magnetischen Eindringtie-
fe ist, kdnnen zudem einen stabilen magnetischen Fluf von einigen Flufquan-
ten beinhalten. Wenn sich zusétzlich noch ein Abrikosov-Vortex in der Nihe
befindet, unterliegen die gebundenen Andreev-Zustéinde an der kreistormigen
Grenzfliche einem Wechselspiel der verschiedenen Einfliisse. Wahrend gebunde-
ne Andreev-Zustinde an der Riickseite des Lochs von einem direkten Vortex-
einfluf abgeschirmt sind und nur auf Anderungen des eingekoppelten magneti-
schen Flusses reagieren, ergibt sich auf der dem Abrikosov-Vortex zugewandten
Seite ein interessanter Effekt. Befinden sich im Loch und seiner Umgebung be-
reits einige Flukquanten, so verdndert sich die Stérke der gebundenen Andreev-
Zustdnde nicht-monoton, wenn der Vortexabstand verringert wird. Riickt der
Abrikosov-Vortex aus grofer Entfernung n#her, steigt das spektrale Gewicht
der gebundenen Andreev-Zustdnde zundchst an, bis ein Maximalwert erreicht
ist. Erst bei Vortex-Abstinden unterhalb der magnetischen Eindringtiefe er-
gibt sich dann der bereits bekannte Vortex-Schatten-Effekt, eine starke Unter-
driickung gebundener Andreev-Zustinde auf der dem Vortex zugewandten Seite
des Lochs?.

Die direkte Abhingigkeit der gebundenen Andreev-Zustdnde von klassischen
Reflexions-Eigenschaften der Grenzflichengeometrie erdffnet theoretisch auch
die faszinierende Moglichkeit, durch eine kiinstliche Konstruktion der Grenz-
fliche nach optischen Gesichtspunkten neue Effekte in der Supraleitung zu er-
zeugen. Als Beispiel hierfiir wurde in der vorliegenden Arbeit ein weak link
vorgestellt, der eine spezielle Grenzflichengeometrie mit parabolischen Anteilen
aufweist. Basierend auf der optisch fokussierenden Eigenschaft einer Parabel
wird damit innerhalb eines d-Wellen-Supraleiters ein starkes lokales Maximum
gebundener Andreev-Zustinde erzeugt, welches nicht auf rdumliche Inhomo-
genitéiten wie einen Abrikosov-Vortex zuriickgeht, sondern allein geometrische
Ursachen hat.

Zumindest fiir einige der hier gewonnenen Ergebnisse erscheint eine direkte expe-
rimentelle Bestatigung durchaus realistisch. Tunnelmessungen mit einer raum-
lichen Auflésung unterhalb der Kohérenzlange sind heutzutage ohne weiteres
mdglich®. Auch wenn es nicht machbar sein sollte, verschiedene, auf der Skala
der Kohérenzlange spitze Keile zielgerichtet zu fabrizieren, so scheint bereits in
herkdmmlichen ,natiirlichen” Proben eine hinreichende Menge solcher Struktu-
ren vorzuliegen*. Selbst Locher, deren Radius lediglich von der Gréfenordnung
der Kohérenzliinge ist, sind durchaus anzutreffen®. Eine kompliziertere Geome-
trie wie der fokussierende weak link miisste dagegen kiinstlich hergestellt werden.

2 Vergeiche [2].

3 Siehe etwa die STM-Messungen [32, 33, 78]. Vergleiche dazu auch [79, 80, 81].
4 Vergleiche etwa [32] und [33].

5 Siehe [32].
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Kapitel 5. Zusammenfassung

Dies mag fiir die bekannten Kuprat-Supraleiter mit Standardtechniken (noch)
nicht moglich sein. Publikation [82] zeigt jedoch, daff prinzipiell — wenn auch in
etwas anderem Kontext — bereits Grenzflichengeometrien mit atomarer Genau-
igkeit zusammengesetzt werden konnen. Auch hier sind die klassischen optischen
Eigenschaften der Grenzfliche fiir das beobachtete nichtklassische Phinomen
von entscheidender Bedeutung.
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Anhang

A.1 Reflexionseigenschaften von Keilen

In diesem Abschnitt wird das spezielle Reflexionsverhalten eines Keils mit Off-
nungswinkel o untersucht. Der Keil liege in der komplexen Ebene, wobei der
erste Schenkel durch die nichtnegative reelle Achse gegeben ist und der zweite
Schenkel durch den komplexen Einheitsvektor e!* aufgespannt wird. Die Aus-
breitungsrichtung einer Trajektorie, die mithilfe eines Winkels ¢ beschrieben
werden kann, soll ebenfalls durch den zugehdrigen komplexen Einheitsvektor
e représentiert werden.

Verwendet man den Operator C' als Bezeichnung fiir das komplexe Konjugie-
ren, so laft sich die Reflexion einer Trajektorie an einer beliebigen spiegelnden
Geraden mit Richtung e?” darstellen durch die Operation

Sy =U,CU_, = CU_y, = Up,C (A1)

Hierbei vermittelt der Operator U, = e’ . 1 eine Drehung in der komplexen
Ebene um dem Winkel ~.

Bei der nachfolgenden Betrachtung ist irrelevant, an welcher Stelle eine Trajek-
torie einen Schenkel trifft — es interessiert lediglich die Ausbreitungsrichtung. Die
einlaufende Trajektorie habe vor der ersten Reflexion den Winkel ¢ € (7, 7+ ¢
und treffe 0.B.d.A. zuerst auf Schenkel eins. Da es unmdoglich ist, daf eine Refle-
xion zweimal hintereinander am selben Schenkel auftritt, erfolgen alle weiteren
Reflexionen abwechselnd zwischen Schenkel zwei und Schenkel eins. Ist der Win-
kel der Trajektorie schlieflich erstmalig irgendwo im Intervall [0, o] angelangt,
erfolgen keine weiteren Reflexionen. Endet die Folge von Reflexionen an Schen-
kel zwei, so ist die Gesamtwirkung des Keils nach n € N Doppelreflexionen:

R = (SaS0)" = (UsaCC)" = Uy (A.2)
Endet die Folge hingegen am ersten Schenkel, so erhilt man fiir n € N:
R; = SO(SaSO)nil = CUZ(nfl)a = CU—aU(2n71)a = a/2U(2n71)a (A3)

Das Ergebnis R} ist eine Drehung um den Winkel 2no. Dagegen ist R, ei-
ne Drehung um den Winkel (2n — 1)« mit anschliefender Spiegelung an der
Winkelhalbierenden des Keils.
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A.2. Konforme Abbildungen und Phasenfaktor

Fiir Keile mit Offnungswinkel o;f = 7/2n ist somit nach 2n Einzelreflexionen'
gemifR Rl eine Gesamtdrehung des Trajektorienwinkels um 7 erreicht, danach
erfolgt keine weitere Reflexion. Damit verlduft jede auslaufende Trajektorie ge-
nau antiparallel zur einlaufenden Trajektorie.

Analog ist fiir Keile mit Offnungswinkel o, = 7/(2n — 1) nach 2n — 1 Einzel-
reflexionen? gemif R, letztendlich eine Drehung des Trajektorienwinkels um 7
mit anschliefender Spiegelung an der Winkelhalbierenden des Keils erfolgt. Die
Richtung jeder auslaufenden Trajektorie ist also nicht nur entgegengesetzt zur
einlaufenden, sondern zusétzlich an der Winkelhalbierenden gespiegelt.

A.2 Konforme Abbildungen und Phasenfaktor

Die Grundlage der Methode konformer Abbildungen besteht darin, natiirli-
che Eigenschaften analytischer Funktionen auszunutzen. So ist die Laplace-
Gleichung invariant bei einer Transformation des zugrundeliegenden Gebietes
durch analytische Funktionen. Da analytische Funktionen zudem konform sind
und somit auch lokale Winkeltreue gewihrleisten?®, bleiben hierbei von-Neumann-
sche Randbedingungen erhalten.

Oftmals wird eine Losung der Laplace-Gleichung fiir ein Zielgebiet gesucht,
welches nichttriviale Rinder aufweist. Andererseits mag auf einem einfachen
sogenannten Modellgebiet, etwa dem oberen Halbraum der komplexen Ebene
oder dem Einheitskreis, bereits eine Losung bekannt sein. Es ist dann ausrei-
chend, eine analytische Funktion zu finden, welche den komplizierteren Rand
des Zielgebiets auf den einfachen Rand des Modellgebiets abbildet. Ist diese
Abbildungsfunktion dann bekannt, so kann mit ihr das gesamte Zielgebiet auf
das Modellgebiet transformiert werden, um die dort bereits vorhandene Lésung
auszuwerten. Auf diese Weise ergibt sich die Losung der Laplace-Gleichung im
Zielgebiet praktisch von selbst, sofern die analytische Abbildungsfunktion auf
ein anderes, einfacheres Gebiet bekannt ist, fiir das eine entsprechende Lsung
schon vorliegt.

In Abschnitt 2.3 wird zur Berechnung der lokalen Quasiteilchen-Zustandsdichten
bei Anwesenheit eines Abrikosov-Vortex eine Losung fiir den Phasenfaktor e*®
gesucht. Hierbei mufl ¢ selbst iiberall eine Losung der homogenen Laplace-
Gleichung

V- (Vg)=0 (A.4)

sein, aufler an der Position des Vortex, wo sich eine Phasenquelle der Stirke
27 befindet. Aufierdem sollen an jedem Stiick der Grenzfliche mit dem lokalen
Normalenvektor n von-Neumannsche Randbedingungen erfiillt sein

n-V¢ =20 (A.5)

I Fiir die spezielle Trajektorie mit Winkel ¢ = 7 + «a, welche parallel zu Schenkel zwei ist,
geniigt eine Reflexion weniger. Das Reflexionsverhalten R,, liefert dann fiir die zugehorige
auslaufende Trajektorie den Winkel a.

2 Auch hier ist die spezielle Trajektorie mit Winkel ¢ = 7 + «, welche parallel zu Schenkel
zwei ist, gesondert zu betrachten. Bereits nach 2n — 2 Einzelreflexionen erh&lt man iiber
das Reflexionsverhalten R:L1 fiir die auslaufende Trajektorie den Winkel 0.

3 Kritische Punkte, an denen die Ableitung der Abbildungsfunktion verschwindet, sind im
folgenden ausgenommen.
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A.2. Konforme Abbildungen und Phasenfaktor

Um die Methode konformer Abbildungen anzuwenden, wird nun zunéchst ein
einfaches Modellgebiet betrachtet, in diesem Fall die obere komplexe Halbebene
C™T mit Rand R. Die noch unbekannte Phasenfunktion ® auf diesem Modellge-
biet sei eine reelle Skalarfunktion der unabhéngigen Variablen z und z*. Dann
gelten die Operatoridentitéiten?

V = 0,+id, =20, (A.6)
A = 07+ 0. =40.0.- (A.7)

Ist der Vortex am Punkt z, € C* positioniert, so kann man zunichst die Ei-
genschaften eines Phasenfaktors der folgenden Gestalt untersuchen

et = 25 (A.8)

B |z — 2|

Das so definierte ®; besitzt bis auf die von-Neumannschen Randbedingungen
bereits alle ibrigen geforderten Eigenschaften. Der wohl kiirzeste Weg, dies zu
beweisen, bedient sich der Relation®

2] = Vzz* = s(2)VzV2* (A.9)

mit

)+l z€ C\R~
s(z) = { 1 e R- (A.10)
Damit erhélt der Phasenfaktor (A.8) die Gestalt

Vz— 2y A
— (A.11)

et = 5(z — 2,)

und die Phasenfunktion ®; selbst ist
Dy(z,2") = —iln|(s(z— ZU)M
AR
= —ilns(z—z,) — %ln(z — zy) + %ln(z* -z (A.12)
In dieser Darstellung liefert die Anwendung der Gleichungen (A.6) und (A.7)
sofort
1

Vo, = (A.13)

* *
z —Z,U
0

Ad, = (A.14)

Die Laplace-Gleichung ist also iiberall bis auf den singuldren Punkt z = z,
erfiillt. Ein geschlossenes Wegintegral iiber den Phasengradienten, welches den
Punkt z, umlduft, ist mithilfe der komplexen Darstellung gerade®

1

Z— 2y

fdr VO (r) = Rey(dz (V®1)* = Re (—i) j(dz —or  (A.15)

4 Esist Op = 0 + 0.+ und 9y = (9> — D% ).

5 Hierbei wird von der Standarddefinition der komplexen Wurzelfunktion ausgegangen.

6 Beim letzten Schritt geht der Residuensatz ein. Ein geschlossenes Wegintegral, welches
nicht um z, verlduft, hat dementsprechend den Wert 0.
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A.2. Konforme Abbildungen und Phasenfaktor

Somit weist ®; also auch den richtigen Quellterm an der Vortexposition auf.
Allerdings werden die von-Neumannschen Randbedingungen noch nicht erfiillt:
Der geméfs Gleichung (A.8) definierte Phasenfaktor représentiert einen freien
Vortex. Da der Rand des gewidhlten Modellgebiets, die reelle Achse, eine sehr
einfache Gestalt hat, konnen die Randbedingungen allerdings analog zur klassi-
schen Spiegelladungs-Methode gewihrleistet werden. Notig ist lediglich die Po-
sitionierung eines zusétzlichen Antivortex” an der gespiegelten Vortexposition
z3 € C~. Als Endergebnis fiir den Phasenfaktor im Modellgebiet resultiert:
i 22 =2,

- (A.16)

oz — 2 . |2 — 2|

Hierfiir ergibt sich analog zu oben fiir den Phasengradienten der explizite Aus-
druck ) )
i i

Vo = - (A.17)

Z* =z 2* — 2,

Entlang der Grenzflache gilt dann mit z = z* € R:

V& = 2Im

eR (A.18)
Z— 2y

Somit sind mit dem Phasenfaktor gemif Gleichung (A.16) jetzt auch von-
Neumannsche Randbedingungen im Modellgebiet erfiillt.

Nachdem nun die korrekte Losung ® auf dem Modellgebiet bekannt ist, reicht es
aus, eine analytische Funktion zu finden, welche das Zielgebiet mit komplizier-
teren Randern auf das Modellgebiet abbildet. Da in dieser Arbeit die Lésung
fiir keilférmige Zielgebiete von Interesse ist, wird die Transformation iiber die
Potenzfunktion vermittelt. Bekanntlich ist die Funktion

w(z) = 2™ (A.19)

analytisch und bildet die obere komplexe Halbebene CV auf ein keilférmiges
Gebiet mit Offnungswinkel o ab. Insbesondere wird die positive reelle Achse auf
sich selbst abgebildet und entspricht dem ersten Schenkel des Keils. Der zweite
Schenkel, welcher durch den komplexen Einheitsvektor e!® aufgespannt wird,
geht dagegen aus der negativen reellen Achse hervor. Fiir die Abbildung des Keils
auf das Modellgebiet ben6tigt man nur noch eine analytische Umkehrfunktion
von Gleichung (A.19). Die naheliegende Abbildung

2(w) = w™* (A.20)

ist nur fiir Offnungswinkel a < 7 geeignet. Bei groferen Offnungswinkeln wer-
den aufgrund der Unstetigkeit der Potenzfunktion an der negativen reellen Achse
nicht mehr alle Punkte w aus dem Keilgebiet in die obere komplexe Halbebe-
ne C* abgebildet. Dieses Problem kann durch geeignete komplexe Rotationen
gelost werden. Die leicht modifizierte Funktion

T/

2(w) = ™=/ (wei(”7“)> (A.21)

7 Dieses Vorgehen ist beispielsweise in [83], §18.5, und [84], S. 76f., zu finden, um fiir die
Vortex-Losung der London-Gleichung die richtigen Randbedingungen an einer geraden
Grenzflache zu erzeugen.
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0

Abbildung A.1: Beispiele fiir die gemif Gleichung (A.22) bestimmte analyti-
sche Phasenverteilung ¢ um einen Vortex in einer keilférmigen Grenzflachen-
Geometrie. a) Losung im Modellgebiet, der oberen komplexen Halbebene. b)
Typische Losung fiir einen Vortex in einem Keil mit spitzem Offnungswinkel
(hier: a = 7/3). Um die Projektionspunkte an beiden Grenzflichen herum ist
der Phasengradient am stirksten. c)-e) Der Offnungswinkel des Keils betriigt
a = 37 /2. Die Position des Vortex verdndert sich in horizontaler Richtung. Die-
se Bilder konnen direkt mit der resultierenden lokalen Quasiteilchen-Zustands-
dichte in Abbildung 2.12.d-f verglichen werden.

bildet das keilférmige Gebiet fiir jeden Offnungswinkel analytisch (und somit
auch stetig) auf das Modellgebiet der oberen komplexen Halbebene ab. Mit
der weiter oben abgeleiteten dortigen Losung (A.16) ist damit der® gesuchte
Phasenfaktor an einem Punkt w = 7, + ir, des keilférmigen Gebiets

piote) _ 2(w) = 2(wy) - 2(w)” — 2(wy)
[2(w) = 2(w,)]  [2(w)* = 2(w,)] (A.22)

Dabei ist die Abbildung z(w) geméf Gleichung (A.21) zu verwenden, iiber wel-
che auch der Offnungswinkel o des Keils eingeht. Die Position des Vortex wird
durch die Konstante w, = 74, + 7y, festgelegt. Einige Beispiele fiir diese
durch die Methode konformer Abbildungen gewonnene analytische Losung ¢
der Laplace-Gleichung sind in Abbildung A.1 zu sehen.

8 Ein zusitzlicher globaler Phasenfaktor ist physikalisch bedeutungslos.



A.3. Vortex vor einem Loch: magnetisches Vektorpotential

A.3 Vortex vor einem Loch: magnetisches Vek-
torpotential

An dieser Stelle soll fiir einen gelochten Supraleiter mit Abrikosov-Vortex gemé&f
Abschnitt 3.3 und Abbildung 3.5 das zugehdrige magnetische Vektorpotential
A in der London-Eichung berechnet werden. Hierbei sind Polarkoordinaten , 6
niitzlich, deren Ursprung im Mittelpunkt des Lochs liegt. Wie in der schemati-
schen Abbildung 3.5.a dargestellt, bezeichnet a den Lochradius. Statt des Vor-
texabstands d zum Lochrand wird im folgenden allerdings die Radialkoordinate
R = a + d verwendet, um die Vortexposition R zu charakterisieren.

Ausgangspunkt ist diejenige Magnetfeldverteilung B = Be,, welche die Helm-
holtz-Gleichung (3.1) 16st, auf dem Lochrand einen konstanten Wert B, an-
nimmt und die Flufquantisierung (3.3) erfillt. Gemafs [76] gilt:

(I)Q KO (’I‘/)\)

B(r,0) = ——Ko(|lr—R|/N\)+ By———

(Tv ) 272 0(|I‘ |/ )+ Ko(a//\)

LU SV ACTENLACITY,
2 A2 . Ki(a/N)

Ki(r/\)  (A23)

Die hierbei auftretenden I, und Kj, sind modifizierte Bessel-Funktionen?. Der
erste Term ist das Magnetfeld eines freien Abrikosov-Vortex an der Position
R. Der zweite Term ist rotationssymmetrisch und die Lésung der Helmholtz-
Gleichung fiir ein Loch mit Radius a, welches auf dem Lochrand das konstante
Magnetfeld B, annimmt. Der dritte Term korrigiert das Magnetfeld des frei-
en Vortex gerade so, dafs es iiberall auf dem Lochrand verschwindet. Damit ist
die geometrische Randbedingung erfiillt. Alle drei Terme l6sen fiir sich betrach-
tet die Helmholtz-Gleichung (3.1). Fiir das Magnetfeld auf dem Lochrand und
innerhalb des Lochs folgt aus der Flufsquantisierung

Ba= wa? Ky(a/N) (A.24)

Dabei ist np 41 die Anzahl der Gesamtflulsquanten im System. Das Magnetfeld
im Loch wéchst also nicht nur an, wenn ng erhéht wird, sondern auch bei einem
Naherriicken des Vortex.

Das zum Magnetfeld (A.23) zugehorige Vektorpotential A ist definiert iiber
VxA=B (A.25)

Aufserdem gilt in der geforderten London-Eichung Divergenzfreiheit sowie die
Randbedingung, daft A parallel zu vorgegebenen Grenzflichen verlduft. Tief im
Inneren des Supraleiters muff A zudem exponentiell abfallen. In den folgenden
beiden Unterabschnitten werden zwei verschiedene Moglichkeiten gezeigt, wie
aus dem Magnetfeld (A.23) mit (A.24) das geforderte magnetische Vektorpo-
tential hergeleitet werden kann.

9 Fiir Definitionen und niitzliche Relationen vergleiche [85], 9.6, und [86], 8.40ff.
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A.3.1 Kilassische Herleitung mit der London-Gleichung

Bereits fiir die Berechnung des Magnetfelds wurde angenommen, daf innerhalb
des Supraleiters die London-Gleichung giiltig ist:

c 1

j=——— A.26
1= e (4.26)
Zusammen mit der Maxwell-Gleichung
4
VxB=—"j (A.27)
c
gilt demnach
A=-)VxB (A.28)

Das magnetische Vektorpotential in der London-Eichung ergibt sich damit durch
einfaches Anwenden eines Differentialoperators auf die bereits bekannte Losung
fiir das Magnetfeld B, wobei die geforderten Randbedingungen automatisch
erfiillt werden. In Polarkoordinaten folgt sofort

A=) (eT%Z)gB(T, 0) — eq0, B(r, 9)) (A.29)

Der erste Term des Magnetfelds B(r, ) gemif Gleichung (A.23) liefert unter
Verwendung von

It —R| = v/r2 — 2rRcosf + R? (A.30)
das zugehorige magnetische Vektorpotential
_ @ Ki(Vr?2 —2rRcosf + R?/)\)
YT 2mA ViZ—2rRcos0 + R?

Dies ist das Vektorpotential eines freien Vortex, der sich an der Position R
befindet. Fiir den zweiten, dem Loch zuzuordnenden rotationssymmetrischen
Term des Magnetfelds ergibt die Operation (A.28) sofort das Vektorpotential:

(Rsinfe, + (Rcosf —r)eg) (A.31)

Ky(r/A)
As = -A\B,———= A.32
: Ko(a/3) (432
Aus dem dritten Korrekturterm des Magnetfelds erhilt man'©:
1o X : :
A; = ~550x k_z_ cre™ (Kg—1(r/X)(ie, —ep) — Ki+1(r/N) (e +eg)) (A.33)
Abkiirzend steht hierbei ¢ fiir die Koeffizienten
Kk (CL/)\)

Damit ist das gesuchte magnetische Vektorpotential in der London-Eichung
schliefslich durch die Summe

A=A +As+A; (A35)

gegeben und erfiillt alle geforderten Randbedingungen.

10 Bs gilt 0, K (r/)\) = —%(K;@,l(r/)\) + Ki4+1(r/A)). Auferdem findet die Rekurrenzbe-
ziehung Kj_q(r/X) — Kgy1(r/X) = —2k%Kk(r/)\) Verwendung.
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A.3.2 Herleitung iiber die Greens-Funktion

Die vorangegangene Herleitung erscheint deswegen besonders einfach, weil bei
der blofen Anwendung des Differentialoperators (A.28) keine Sorge fiir die
Randbedingungen getragen werden mufl. Tatséchlich steckt die gesamte dies-
beziigliche Arbeit bereits in dem Ausdruck (A.23) fiir das Magnetfeld, welcher
gerade so konstruiert worden ist, dafs er die Randbedingungen korrekt gewihrlei-
stet'!. Allerdings hat die oben vorgestellte Herleitung auch einen Schwachpunkt:
Sie steht und fallt ndmlich mit der Tatsache, dal das vorgegebene Magnetfeld
die Helmholtz-Gleichung (3.1) erfiillt. Sollte das nicht mehr iiberall der Fall sein,
etwa bei einer Magnetfeldverteilung, welche selbstkonsistent berechnet worden
ist oder einer speziellen Modellannahme geniigt, so mufs eine allgemeinere Art
der Herleitung gefunden werden.

In diesem Unterabschnitt wird deswegen gezeigt, wie mithilfe einer passenden
Greens-Funktion zu jeder beliebigen Magnetfeldvorgabe das zugehorige magne-
tische Vektorpotential im gelochten Supraleiter bestimmt werden kann'2. In
engem Zusammenhang damit stehen einige Erkenntnisse aus dem vorangegan-
genen Abschnitt A.2 des Anhangs, die sich auf die Methode konformer Abbil-
dungen beziehen. Ahnlich wie bei der geraden Grenzfliche besteht auch fiir die
hier vorgegebene runde Geometrie die Moglichkeit, durch Positionierung eines
passenden Antivortex zunéchst einmal eine Losung ® der Laplace-Gleichung zu
erhalten. Bezeichnet

2, = pe'? (A.36)

mit p > a eine Vortexposition in der komplexen Ebene aufierhalb des Lochs, so
muf ein entsprechender Antivortex an der Stelle

2 2
Lo_atat g,
Zy=— =—e€

2y P

(A.37)

innerhalb des Lochs positioniert werden. Der zugehorige Phasengradient ist

dann ) )
Vo= (A.38)

* _ ak * _ S%
Z* =z 2=z

Analog zum Phasengradienten geméf Gleichung (A.17) ist auch dieser diver-
genzfrei und besitzt eine ,Phasen-“ bzw. Rotationsquelle an der Vortexposi-
tion z,. Durch die Plazierung des Antivortex bei Z, sind zudem gerade von-
Neumannsche Randbedingungen entlang des gesamten Lochrands gewéhrleistet.
Ein Beispiel dieser Phasenverteilung ist in Abbildung A.2 zu sehen.

Fafkt man Gleichung (A.38) als komplexe Représentation eines ebenen Vektor-
felds V®(r,r,) auf, so gilt demnach

V- Vo(r,r,) =0 (A.39)

und
V x V&(r,r,) = 206 (r — 1, e, (A.40)

11 Vergleiche [76],[77].
12 pathologische Vorgaben sind hierbei ausgenommen.
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Abbildung A.2: Phasenverteilung ® eines Vortex vor einer kreisférmigen Grenz-
flache gemif Gleichung (A.38). Der Phasengradient an der Grenzflache ist auf
der dem Vortex zugewandten Seite am stirksten. Auf der gegeniiberliegenden
Seite ist die Phase dagegen fast konstant.

Fiir eine vorgegebene Magnetfeldverteilung B(r) = B(r)e, resultiert dann das
zugehdrige magnetische Vektorpotential A(r) aus einer Integration iiber alle
Vortexpositionen r,, innerhalb des Supraleiters:

Ar) = 217T/d27"v Vo&(r,r,)B(ry) (A.41)

Aus den Gleichungen (A.39) und (A.40) folgen sofort die grundlegenden Eigen-
schaften:

V-A(r) = 0 (A.42)
VxA(r) = B(r) (A.43)

Zusatzlich vererben sich die von-Neumannschen Randbedingungen auf das ma-
gnetische Vektorpotential, und es verlduft entlang des Lochrands parallel zur
Grenzfliche!®. Um die Integrationsformel (A.41) konkret auszuwerten, ist es
von Nutzen, wiederum in die komplexe Notation zu wechseln. Dann gilt fiir das
komplexe Vektorpotential A = A, +14,:

2 - i
A = — B
(r,0) / dpp/ do (Te e e o (p.¢)
1 0 m ie'®
= —e /a dpp—/ ( 6’9 i _ %ew) B(p7 (;5)

1 1 1
= 619/ dp p— dz ( - = ) B(p,—ilnz’)
r o 27 Jey 0 2=z 2=z

(A.44)

13 Bine Superposition verschiedener Vektorfelder, welche die gleichen von-Neumannschen
Randbedingungen erfiillen, hat dieselbe Eigenschaft. Fiir alle Vortexpositionen r, geniigt
der Integrand aus Formel (A.41) diesen Randbedingungen fiir die vorgegebene gelochte
Geometrie.
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Hierbei wurde definiert

21 = P it (A.45)
r
2 .

z9 = 9 i (A.46)
rp

Die komplexe Zahl z; befindet sich innerhalb des Einheitskreises C1(0), wenn
p < r ist. Die Zahl zy liegt wegen r,p > a stets im Einheitskreis. Fiir eine
beschriankte nichtpathologische Magnetfeldverteilung B kann dann direkt aus-
gewertet werden:

T 0o 2
A(r,0) = %iew (/ dp pB(p, 0 — ilng) —/ dp pB(p,0 —iln i—p)) (A.47)

Die vorgegebene Magnetfeldverteilung B(p, ¢) muf in ihrer Phasenvariablen ¢
2m-periodisch sein. Die nun einzusetzenden komplexen Phasenargumente stehen
damit lediglich fiir einen Ubergang der Fourierterme gemiR e’ — few bzw.
et — ﬁ—Zeie.

Mithilfe der Formeln (A.44) und (A.47) ist es jetzt moglich, durch eine einfa-
che Integration das gewiinschte magnetische Vektorpotential zu erhalten. Unter
anderem konnen sie auch auf das in dieser Arbeit verwendete Magnetfeld ge-
méf Gleichung (A.23) angewendet werden. Dieses verhilt sich jedoch an der
Vortexposition R unphysikalisch, da es dort nichtregulér ist. Wertet man den
nichtregulédren ersten Magnetfeld-Term, welcher den freien Vortex darstellt, mit
Formel (A.44) aus und den zugehorigen reguldren Korrektur-Term mithilfe von
Formel (A.47), so folgt fiir das komplexe Vektorpotential dieser beiden Anteile

in der London-Eichung!4:

2 _ 2 .
&Kl(\/r 2rRcosf + R /)\)i(R—re“g)
27X /12 —2rRcosf + R2

Dy = In(a/NEr(R/N) i

+2mlk:m Kela/n)  © k1 (r/A)

Aq(r,0) + As(r,0) =

(A.48)

Der um das Loch herum rotationssymmetrische Anteil des Magnetfelds fiihrt
sofort auf

1 ., B

e W/r dp pKo(p/A)

_ Kl(r/)‘)ieié
= —-AB, Ko(a/) (A.49)

AQ (T, 9)

Diese Ergebnisse fiir das magnetische Vektorpotential stimmen mit den vorheri-
gen aus Unterabschnitt A.3.1 iiberein. Offensichtlich wird das durch eine Trans-
formation der dortigen Resultate (A.31)-(A.33) in die hier verwendete komplexe

Notation, indem die Ersetzungen e, — ¢ und ey — ie?® durchgefiihrt werden.

14 Bei dieser recht linglichen Rechnung werden unter anderem die Stammfunktionen
Jdra* T I (z) = 2* (@) und [de okt Ky(z) = —2* 1 Ky (@) sowie das Sum-
mationstheorem fiir Besselfunktionen verwendet; siehe auch [86], 8.53.
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