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Kapitel 1Einleitung: Die unkonventionellenEigenshaften von MgB2Seit der Entdekung der supraleitenden Eigenshaften von Magnesiumdiborid durh Na-gamatsu et al. [1℄ im Jahr 2001 ist diese rein optish unsheinbare Verbindung eines derin den wissenshaftlihen Publikationen der letzten Jahre wohl am eifrigsten diskutiertensupraleitenden Materialien. Auh nah fünf Jahren intensiver Forshung hat das Interesseder Wissenshaft an diesem neuen Supraleiter kaum nahgelassen. Bedenkt man, dass diekritishe Temperatur dieses Materials mit etwa 40 K weit unterhalb der maximalen Sprung-temperatur in den seit 1986 bekannten Kupraten liegt � hier wird der Rekord bei einer kriti-shen Temperatur von 138 K von einem Thallium-dotierten Queksilber-Kuprat gehalten �so sheint das, zumindest auf den ersten Blik, befremdlih zu sein. Es wird jedoh verständ-lih, wenn man bedenkt, dass Magnesiumdiborid zu den konventionellen Supraleitern miteiner von Phononen vermittelten Paarungswehselwirkung gehört und hier die bisher höhs-te Sprungtemperatur bei etwa 23 K für bestimmte Niob-Verbindungen lag, wohingegen diesupraleitenden Keramiken wie die Kuprate eine unkonventionelle Paarungssymmetrie mitbisher noh weitgehend unverstandener mikroskopisher Herkunft besitzen. Ein weiteres,vor allem für die Theorie überaus interessantes Phänomen ist die Präsenz mehrerer supra-leitender Fermi�ähen mit zwei deutlih zu untersheidenden Energielüken, deren Beträgeetwa um den Faktor drei vershieden sind. Dabei treten diese zwei Gaps aufgrund der zwei-bzw. dreidimensionalen Struktur der zugehörigen Fermi�ähen bei vershiedenen Experi-menten untershiedlih in Ersheinung und können zum Teil einzeln, aber auh gemeinsambeobahtet werden. Zudem sind die supraleitenden Eigenshaften von MgB2 niht nur fürTheoretiker und Experimentatoren von groÿem Interesse. Sowohl die preisgünstige Herstel-lung als auh die einfahe Handhabung lässt dieses neue supraleitende Material als einefür die Anwendung wertvolle Alternative zu den �klassishen� Hohtemperatur-Supraleiternsowie zu den bisher in der Praxis häu�g eingesetzten Niob-Verbindungen ersheinen.Im einleitenden Kapitel sollen zuerst die grundlegenden, für die Supraleitung relevantenMaterialeigenshaften von MgB2 diskutiert sowie die Herkunft des ausgeprägten Zweiband-Charakters der Supraleitung erklärt werden. Danah soll die Bedeutung der Zustandsdihteals Grundlage für die Berehnung der vershiedenen thermodynamishen Gröÿen erläutertwerden. Natürlih kann der aktuelle Stand der Forshung hier nur sehr grob skizziert werden,wobei der Shwerpunkt auf den für diese Arbeit relevanten Ergebnissen liegen wird. Einedetailliertere Aufstellung und Zusammenfassung der bisherigen Forshungsergebnisse �ndetsih in dem Überbliksartikel zu den theoretishen Aspekten der Supraleitung in Magnesi-umdiborid von T. Dahm [2℄ oder in dem Überbliksartikel von Buzea und Yamashita [3℄, der5



1. Einleitung: Die unkonventionellen Eigenshaften von MgB2sowohl normalleitende als auh supraleitende Materialeigenshaften von Magnesiumdiborid� jedoh auf dem Kenntnisstand von 2001 � zusammenstellt.1.1 Kristallstruktur und Fermi�ähengeometrieIm Vergleih zu den Kuprat-Keramiken wie BSCCO oder YBCO besitzt Magnesiumdibo-rid eine au�allend einfahe Kristallstruktur (siehe Abbildung 1.1). Während die Bor-AtomeEbenen aus hexagonalen Ringen bilden, sind die dazwishenliegenden Magnesium-Atome ineinem Dreieksgitter angeordnet. (Man beahte hierbei, dass die in der Abbildung rot ein-gezeihneten Magnesium-Atome ein Drittel eines hexagonalen Rings beshreiben und nihtetwa ein Rehtek). Aus Bandstrukturrehnungen geht nun hervor, dass allein die p-Orbitaleder Bor-Atome Ladungsträger für die Supraleitung bereitstellen, da nur die Energiebänderdieser Orbitale die Fermienergie shneiden [4℄. Für das Zustandekommen der Supraleitungvon Bedeutung sind dabei sowohl die π-Bindungszustände, die die pz-Orbitale des Bors ein-gehen und die parallel zur c-Ahse (das ist die Hauptsymmetrieahse des Kristalls und imFall von MgB2 steht sie senkreht auf den wabenförmigen Bor-Ebenen) ausgerihtet sind,als auh die σ-Bindungszustände der px- und py-Orbitale des Bors, die für die Ausbildungder Ringe innerhalb der a-b-Ebene des Kristalls verantwortlih sind. Auh die für die Ver-mittlung der supraleitenden Wehselwirkung verantwortlihen Gittershwingungen �ndenallein im Untergitter der sehr leihten Bor-Atome statt, wie ein deutliher Anstieg der kri-tishen Temperaturen um nahezu 1 K beim Ersetzen des Bor-11 durh das Bor-10 Isotopzeigt. Die Shwingungen der Bor-Atome innerhalb der a-b-Ebene, die zu einer Stauhungbzw. Strekung der σ-Bindungen führen, bezeihnet man dabei als die E2g-Phononenmode.Ihre Energie liegt im Bereih von 70 meV und sie ist � nah Meinung vershiedener Autoren[5, 6, 7, 8℄ � maÿgeblih für die Vermittlung der supraleitenden Wehselwirkung verant-wortlih. Es wird somit klar, dass die Supraleitung an sih im Untergitter der Bor-Ringestatt�ndet, während das shwerere Magnesium nur eine strukturbildende Funktion besitzt.Neben der Kristallstruktur ist die Geometrie der Fermi�ähen für die Berehnung der su-praleitenden Eigenshaften von groÿer Bedeutung. Shon kurz nah der Entdekung dersupraleitenden Eigenshaften von Magnesiumdiborid wurde durh Bandstrukturrehnungenvon Kortus et al. [4℄ ein erstes Bild der Fermi�ähenstruktur geliefert (skizziert in Abbil-dung 1.2). Neben einem tubusförmigen Netzwerk von elektronenartigen (rot) und loharti-gen (blau) Fermi�ähen, die sih aus den pz-Orbitalen des Bors ergeben und als π-Bänderbezeihnet werden, spielen für die Supraleitung auh die lohartigen zylinderförmigen sogenannten σ-Bänder aus den px- und py-Orbitalen des Bors eine entsheidende Rolle (blauund grün). Dabei ist zu beahten, dass die Zylinder eine leihte Wölbung besitzen.Ein wihtiges Indiz für das Verständnis der mikroskopishen Ursahen der supraleitendenPaarungswehselwirkung liefert nun die Migdal-Eliashberg-Theorie � eine Verallgemeinerungder BCS-Theorie unter Einbeziehung der speziellen Eigenshaften der für die Paarung rele-vanten Phononen. Die Rehnungen für Magnesiumdiborid von H. J. Choi et al. [8℄ ergabeneine starke Kopplung der zweidimensionalen E2g-Phononenmode, die sih wie oben erwähntals eine �Atmungsmode� der Bor-Atome in der a-b-Ebene beshreiben lässt, an die nahezuzweidimensionalen Elektronen des σ-Bandes. Diese starke Kopplung führt zu einem hohenWert für die Paarungswehselwirkung zwishen zwei Ladungsträgern des σ-Bandes, ein Wertder deutlih gröÿer ist als für zwei Ladungsträger des π-Bandes oder für Ladungsträger ausuntershiedlihen Bändern. Das Verhältnis der untershiedlihen Paarungswehselwirkungeninnerhalb und zwishen den Bändern wird einen wihtigen Ein�uss auf die spätere Bereh-nung der Gapgleihung haben, in der die Wehselwirkungsmatrix als tragende Komponenteeingeht. 6



1.2. Stabilisierung der Zweiband-Eigenshaften

Abbildung 1.1: Die Kristallstruktur von Magnesiumdiborid. Die Bor-Atome (gelb) bildenwabenförmige Atomlagen, die von den Magnesiumatomen (rot) getrennt werden.1.2 Stabilisierung der Zweiband-EigenshaftenDie ersten Experimente zur Bestimmung des supraleitenden Gaps in Magnesiumdiborid führ-ten zu widersprühlihen Ergebnissen. Vershiedene experimentelle Tehniken lieferten Gap-Werte zwishen 2 meV und 8 meV und trotz Verbesserung der Probenqualität vershwandendiese anfänglihen Widersprühe niht. Erst die grundlegenden Berehnungen von Liu et al.[7℄ und Choi et al. [8℄ zeigten einen Ausweg. Unter Vernahlässigung von Streuung an Ver-unreinigungen fanden die Autoren Gap-Werte von 7 meV auf den σ-Bändern und Werte um2 meV auf den π-Bändern. Diese Berehnungen zeigten zudem die entsheidende Rolle, dieeinerseits die Anisotropie und andererseits die anharmonishe Shwingung der Phononen fürdie exakte, quantitative Bestimmung von Tc spielen. Nun stellt sih jedoh die Frage, welheAuswirkung die Streuung an Verunreinigungen oder Kristallfehlern bei der Berehnung dersupraleitenden Energielüken hat, denn gewöhnlih führt shon eine kleine Rate von Inter-band -Streuung, d.h. Streuung zwishen den Bändern, zu einer Angleihung der Gapwerte unddamit zu einer Reduktion von Tc (siehe [9, 10℄). Im Vergleih dazu besitzt eine endlihe In-traband -Streuung in einem s-Wellen-Supraleiter nur einen geringen Ein�uss auf die kritisheTemperatur, ein Phänomen das als Andersons Theorem bekannt ist [11℄. Da in Magnesium-diborid jedoh o�ensihtlih zwei untershiedlihe Gap-Werte gemessen werden, muss eineErklärung für das Fehlen von Interband-Streuung gesuht werden. I. I. Mazin et al. [12℄argumentierten, dass die untershiedlihe Parität der Wellenfunktionen auf den σ- bzw. den
π-Bändern die Interband-Streuung im Vergleih zur Intraband-Streuung um etwa zwei Grö-ÿenordnungen unterdrükt. Dieser Umstand führt bei einer geringen Verunreinigung zu einerAngleihung der Gaps innerhalb der Bänder mit gleiher Parität aber zu einer Stabilisierungder harakteristishen Zwei-Gap-Eigenshaften zwishen den Bändern mit untershiedliherParität. Im Vergleih zu dem shon früher bekannten Zweiband-Supraleiter SrTiO3 ist die7



1. Einleitung: Die unkonventionellen Eigenshaften von MgB2

Abbildung 1.2: Skizze der Fermi�ähenstruktur von Magnesiumdiborid nah den Bandstruk-turrehnungen in [4℄. Man untersheidet die dreidimensionalen π-Bänder (rot und blau) sowiedie zylinderförmigen σ-Bänder (blau und grün).Zwei-Gap-Struktur in MgB2 weitaus deutliher ausgeprägt [13℄. Damit �ndet die shon inder Vergangenheit stattgefundene theoretishe Diskussion von Zweiband-Supraleitern [14, 9℄endlih einen auh für die Anwendung relevanten Kandidaten.1.3 Experimentelle BestätigungenNeben der supraleitenden Energielüke ist die Quasiteilhen-Zustandsdihte eine weiterewihtige theoretishe wie experimentelle Gröÿe in einem Supraleiter. Sie kann für niedrigeTemperaturen direkt als di�erentielle Leitfähigkeit aus Tunnelmessungen (STM bzw. STS)oder aus anderen spektroskopishen Messungen bestimmt werden, wobei hier vershiedeneVerfahren wie Punkt-Kontakt-Spektroskopie oder Photoemissions-Spektroskopie in Fragekommen [15, 16℄. Dabei ist jedoh zu berüksihtigen, dass die Zustandsdihte und damitauh das Paarpotential bei den vershiedenen Experimenten untershiedlih gemessen wirdund die Ergebnisse voneinander abweihen können. Zum einen ist die Zustandsdihte einewinkelabhängige Gröÿe und kann in einem stark anisotropen Material wie Magnesiumdi-borid für Quasiteilhen mit einem Impuls in c-Ahsen-Rihtung andere Werte annehmenals für Quasiteilhen, die sih innerhalb der Ebene bewegen. Zudem können so genannteProximity-E�ekte die Zustandsdihte an der Ober�ähe verändern, so dass die bei Tunnel-messungen bestimmten Zustandsdihten niht die Situation im Inneren des Kristalls wie-dergeben. Jedoh lassen neben der direkten Messung auh vershiedene thermodynamisheGröÿen Rükshlüsse auf die Quasiteilhen-Zustandsdihte eines Supraleiters zu. Einer derersten Hinweise auf eine Anomalie der Supraleitung in Magnesiumdiborid war die Messungder spezi�shen Wärme des elektronishen Systems als Funktion der Temperatur, die sihdurh einen shnellen Anstieg und einen plötzlihen Knik im Bereih kleiner Temperaturensowie durh eine Reduktion des Sprungs bei Tc von der spezi�shen Wärme in einem klas-8



1.3. Experimentelle Bestätigungensishen s-Wellen-Supraleiter untersheidet [17℄. Diese Anomalie kann durh Annahme einerZweiband-Zustandsdihte sehr leiht erklärt werden und ist eine der wihtigsten experimen-tellen Hinweise für die Existenz von zwei untershiedlihen Energielüken in Magnesiumdi-borid (siehe Abbildung 1.3 a).Einen weiteren wihtigen Hinweis auf das Zwei-Gap-Verhalten von Magnesiumdiborid liefer-te die Temperaturabhängigkeit des Anisotropieverhältnisses der oberen kritishen Magnetfel-der Bab
c2 zu Bc

c2. Da MgB2 zu den Typ-II-Supraleitern gehört, zeigt es nur einen unvollständi-gen Meissner-E�ekt. Das heiÿt beim Anlegen eines Magnetfelds dringt ab einem bestimmtenunteren kritishen Feld Bc1 magnetisher Fluss in Form von Vorties in das Material ein bisbei einem oberen kritishen Feld Bc2 die Supraleitung vollständig zusammenbriht. Diesesobere kritishe Feld ist bei Magnesiumdiborid abhängig von der Magnetfeldorientierung be-züglih der Kristallahsen. Dabei ist für niedrige Temperaturen das obere kritishe Feld Bab
c2um einen Faktor 5 gröÿer als Bc

c2, während dieses Verhältnis für Temperaturen nahe derkritishen Temperatur nur noh etwa 2 beträgt [18℄. Diese starke Anisotropie kann in einemZweiband-Modell sinnvoll erklärt werden, wie T. Dahm und N. Shopohl zeigen konnten(siehe Abbildung 1.3 b) und [19℄).
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Abbildung 1.3: a) Die spezi�she Wärme von MgB2 als Funktion der Temperatur. Die Mess-punkte (rot) von [17℄ und die berehnete Kurve (shwarz durhgezogen) für einen Zweiband-Supraleiter stimmen für kleine Temperaturen hervorragend überein. Blau gestrihelt gezeih-net ist zum Vergleih die Rehnung für einen Einband-Supraleiter. b) Die Anisotropie desoberen kritishen Felds als Funktion der Temperatur, berehnet von Dahm und Shopohl in[19℄ mit einer Interbandkopplungsstärke von η = 0, 064 sowie einer c-Ahsen-Dispersion des
σ-Bandes von ǫc = 0, 23, wie sie durh Bandstrukturrehnungen nahe gelegt werden, (blau)und mit einem optimiert angepassten Datensatz mit η = 0, 121 und ǫc = 0, 182 (shwarz).Die roten Kreise zeigen die Messdaten von Lyard et al. in [18℄.
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Kapitel 2Theoretishe GrundlagenIn diesem Kapitel sollen die theoretishen Modelle vorgestellt werden, die bei der Berehnungder Ergebnisse dieser Dissertation verwendet wurden. Nahezu alle Gleihungen wurden imRahmen der quasiklassishen Theorie abgeleitet, die die angemessenen Hilfsmittel bei der Be-stimmung von räumlih veränderlihen thermodynamishen Gröÿen bereitstellt. Aufgrundder Vernahlässigbarkeit von Interband-Streuung können die shon vorhandenen Bestim-mungsgleihungen für den quasiklassishen Propagator problemlos auf das Vorhandenseinmehrerer Bänder verallgemeinert werden, wie im folgenden gezeigt werden soll. Nur beider Berehnung des Freien-Energie-Funktionals � und damit auh in dessen Stationaritäts-bedingung, der Gapgleihung �, tritt eine Kopplung der einzelnen Bänder auf. Ausgehendvon den allgemeinen Gleihungen der quasiklassishen Theorie, die eine Betrahtung vonStörstellenstreuung beliebiger Konzentration erlauben, soll sih diese Arbeit mit den zweiSpezialfällen beshäftigen, die eine vereinfahte Rehnung zulassen: Den �sauberen Grenz-fall� mit vershwindender Störstellenkonzentration und den �shmutzigen Grenzfall�, bei demder Di�usionsterm die Bestimmungsgleihungen des Propagators dominiert. Neben den aufmehrere Bänder verallgemeinerten Eilenberger-Gleihungen, die im ersten Abshnitt ange-geben werden, soll im zweiten Abshnitt die Näherung nah Pesh zur Berehnung räum-lih gemittelter thermodynamisher Gröÿen im Vortexzustand skizziert werden, während imdritten Abshnitt die Riati-Parametrisierung, die die Grundlage für eine stabile numeri-she Lösung der Eilenberger-Gleihungen im sauberen Grenzfall darstellt, vorgestellt wird.Der vierte Abshnitt befasst sih mit der Herleitung der Usadel-Gleihung im shmutzigenGrenzfall.2.1 Die Eilenberger-GleihungenGrundlegend für die Betrahtung von allen räumlih inhomogenen Problemen in der Supra-leitung für beliebige Temperaturen, die sih weder mit der Ginzburg-Landau-Theorie, dienur nahe der kritishen Temperatur gültig ist, noh mit der BCS-Theorie, die nur räumlihhomogene Supraleiter beshreiben kann, erklären lassen, ist die Arbeit von Gorkov, in derGleihungen für die normale und anomale Greenshe Funktion aufgestellt werden [20℄. Je-doh beinhaltet der allgemeine Matsubara-Propagator Informationen, die für die Berehnunggrundlegender thermodynamisher Gröÿen über�üssig sind, insbesondere enthält er die Ab-hängigkeit von dem vollen Fermi-Impuls ~~k. Nun konnten Eilenberger und gleihzeitig Larkinund Ovhinnikov zeigen, dass eine wesentlih einfahere Beshreibung des Problems im sogenannten quasiklassishen Grenzfall für kF ξ ≫ 1 möglih ist, wenn die kinetishe Energieder Quasiteilhen gleih zu Beginn der Rehnung ausintegriert und die elektronishe Zu-11



2. Theoretishe Grundlagenstandsdihte in der Umgebung der Fermikante als konstant angenommen wird [21, 22℄. Fürdie Elemente des so erhaltenen quasiklassishen Propagators shreibt Eilenberger einen Satzvon zwei linearen Di�erentialgleihungen auf, die durh eine Normierungsbedingung ergänztwerden. Aus dem Drukfunktional erhält er desweiteren zwei Selbstkonsistenzbedingungenfür das Paarpotential und für das Vektorpotential des Magnetfelds, die die Beshreibung desSystems vervollständigen. Dabei sei angemerkt, dass in der vorliegenden Arbeit die allein fürdie Dimension relevanten Naturkonstanten � das durh 2π geteilte Plankshe Wirkungs-quantum ~ und die Boltzmann-Konstante kB � gleih eins gesetzt wurden:
~ = kB = 1Diese Festlegung vereinfaht den Vergleih mit den Ausdrüken in den Originalarbeiten vonEilenberger und Usadel, die beide dieser Konvention gefolgt sind. Sowohl ~ als auh kBkönnen durh eine einfahe Dimensionsanalyse in den Ausdrüken ergänzt werden.2.1.1 Die Eilenberger-Gleihungen für einen Multiband-SupraleiterNun können die Bestimmungsgleihungen für den quasiklassishen Propagator unter Ver-nahlässigung von Interband-Streuung ohne weiteres auh auf mehrere Bänder übertragenwerden. Im Hinblik auf die Anwendung auf Magnesiumdiborid, für das eine konventionellePaarungssymmetrie (s-Welle) angenommen wird, soll im folgenden die Symmetriefunktiondes Paarpotentials χ(~kF ) = 1 als konstant vorausgesetzt werden. Hier erhält man mit demquasiklassishen Propagator im Band α

ĝ(α)(ω,~kF , ~r) =
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(α)(ω, ~qF , ~r)
]und

[

2ω − ~v
(α)
F (~kF )

(

~∇ + i
2e

c
~A(~r)

)]

f̄ (α)(ω,~kF , ~r)

= 2∆∗(α)(~r)g(α)(ω,~kF , ~r) +

∫

FS(α)

d2qFρ
(α)(~qF )W(α)(~kF , ~qF )

·
[

g(α)(ω,~kF , ~r)f̄
(α)(ω, ~qF , ~r) − f̄ (α)(ω,~kF , ~r)g

(α)(ω, ~qF , ~r)
]wobei ρ(~kF ) = 1

(2π)3N0|~vF (~kF )| die normierte Zustandsdihte des normalleitenden Zustandsmit Impuls ~kF bezeihnet und es gilt ∫
FS

d2kF ρ(~kF ) = 1. Weiterhin gibt W(~kF , ~qF ) dieWahrsheinlihkeit für einen Streuprozess vom Zustand ~qF in den Zustand ~kF an. Durhdiese Gleihungen ist der Propagator ĝ(α) bis auf eine Normierungskonstante festgelegt.Diese erhält man für ω > 0 aus der Bedingung
g(α)(ω,~kF , ~r) =

√

1 − f (α)(ω,~kF , ~r)f̄ (α)(ω,~kF , ~r)12



2.1. Die Eilenberger-Gleihungenwobei hier in der Wahl des positiven Vorzeihens von g(α)(ω,~kF , ~r) für positive Frequenzen ωder Originalarbeit von Eilenberger gefolgt wird. Zur Herleitung der Multiband-Gapgleihungmuss nun zuerst die korrekte Formulierung des Drukfunktionals für mehrere Bänder gefun-den werden. Dies ist im Anhang A.2 unter Vernahlässigung von Interband-Streuung vorge-führt. Man erhält nun aus der Stationaritätsbedingung des Drukfunktionals durh Variationnah ∆∗(α) und ~A(~r) die folgenden Selbstkonsistenzbedingungen für das Paarpotential:
∆(α)(~r) =

∑

α′

λαα′

(

1

λ+
− ln

T

Tc

)

∆(α′)(~r) (2.1)
+
∑

α′

λαα′2πT
∑

0<ǫn<∞

[

∫

FSα′

d2kF ρ
(α′)(~kF )f (α′)

(

ǫn, ~kF , ~r
)

− 1

ǫn
∆(α′)(~r)

]und den quasiklassishen Strom
~j(~r) = −2ie

∑

α

N
(α)
0 2πT

∑

0<ǫn<∞

∫

FSα

d2kF ρ
(α)(~kF )~v

(α)
F (~kF )g(α)

(

ǫn, ~kF , ~r
) (2.2)In beiden Gleihungen wird über alle positiven fermionishen Matsubarafrequenzen sum-miert, die sih shreiben lassen als ǫn = (2n + 1)πT . Dabei geht die Kopplung der bei-den Bänder über die Kopplungsmatrix λαα′ nur in die selbstkonsistente Berehnung desPaarpotentials ein. Für Magnesiumdiborid ist dabei die Interband-Kopplung in den Au-ÿerdiagonalelementen von λαα′ um etwa einen Faktor 4 kleiner als die gröÿere der beidenIntraband-Kopplungsterme, die in der Diagonalen von λαα′ stehen. Die Tatsahe, dass dieDi�erentialgleihungen im Falle vershwindender Interband-Streuung für jedes einzelne Bandunabhängig voneinander gelöst werden können, vereinfaht das Problem bedeutend.2.1.2 Die Eilenberger-Gleihungen im sauberen GrenzfallEin wihtiger Grenzfall, der im folgenden als sauberer Grenzfall (�lean limit�) bezeihnetwerden soll, beshreibt einen Supraleiter mit sehr geringer Störstellenstreuung. In diesemFall ist die Streuwahrsheinlihkeit W(~kF , ~qF ) ≪ 1 und kann somit gegenüber den anderenTermen in den Eilenberger-Gleihungen vernahlässigt werden. Damit vereinfahen sih dieGleihungen erheblih und man erhält

[

2ω + ~v
(α)
F (~kF )

(

~∇− i
2e

c
~A(~r)

)]

f (α)(ω,~kF , ~r) = 2∆(α)(~r)g(α)(ω,~kF , ~r) (2.3)und
[

2ω − ~v
(α)
F (~kF )

(

~∇ + i
2e

c
~A(~r)

)]

f̄ (α)(ω,~kF , ~r) = 2∆∗(α)(~r)g(α)(ω,~kF , ~r) (2.4)zusammen mit der Normierungsbedingung
g(α)(ω,~kF , ~r) =

√

1 − f (α)(ω,~kF , ~r)f̄ (α)(ω,~kF , ~r) (2.5)Da in den zwei Selbstkonsistenzbedingungen (2.1) und (2.2) die Streuwahrsheinlihkeitniht auftritt, können diese Gleihungen für den sauberen Grenzfall unverändert übernom-men werden. Dieses Gleihungssystem bildet den Ausgangspunkt sowohl für die analytisheNäherung, die im nähsten Abshnitt eingeführt werden soll, als auh für die im übernähstenAbshnitt skizzierte Riati-Parametrisierung, die die Grundlage für eine e�ziente numeri-she Berehnung von g und f liefert. Für den Fall eines Supraleiters mit unkonventionellerPaarungssymmetrie, wie er in Kapitel 5 behandelt wird, darf niht vergessen werden, dasssowohl das Paarpotential als auh die Wehselwirkungskonstante V eine ~kF -Abhängigkeitbesitzen, was besonders in der Formulierung der Gapgleihung berüksihtigt werden muss.13



2. Theoretishe Grundlagen2.2 Die Näherung nah Pesh für mehrere EnergiebänderWie in der Einleitung erwähnt, besitzen Typ-II-Supraleiter im Vergleih zu Supraleiternerster Art eine magnetishe Mishphase, in der der magnetishe Fluss niht mehr vollstän-dig abgeshirmt wird, sondern in Form von Flussshläuhen, so genannten Vorties, in denSupraleiter eindringen kann. Während nahe des unteren kritishen Felds Bc1 die einzelnenVorties als nahezu isolierte Objekte betrahtet werden können, deren magnetisher Fluss inder Gröÿe eines Flussquants auf einer Flähe von der Gröÿenordnung einer Eindringtiefe zumQuadrat λ2
L lokalisiert ist und der vom Rest des Supraleiters durh supraleitende Ringströmeabgeshirmt ist, muss nahe des oberen kritishen Felds Bc2 eine genauere Betrahtung desVortexzustands erfolgen. Hier ordnen sih die Flussshläuhe in einer räumlih homogenensupraleitenden Probe ohne nennenswerte Kristalldefekte in einem regelmäÿigen Gitter an,wobei bei einer rotationssymmetrishen Fermi�ähe mit der Symmetrieahse parallel zurMagnetfeldrihtung ein hexagonales Gitter energetish bevorzugt wird. In der Umgebungdes oberen kritishen Felds überlappen die Vorties sehr stark und der Betrag des Paarpo-tentials erreiht auh zwishen den einzelnen Vorties niht mehr den Bulk-Wert, währenddas magnetishe Feld nun nahezu räumlih konstant in den Supraleiter eindringt. Abrikosovberehnete 1957 die makroskopishe Wellenfunktion für einen Supraleiter im Vortexzustandin der Umgebung des oberen kritishen Felds Bc2. Er fand den folgenden Grundzustandals Lösung der linearisierten Ginzburg-Landau-Gleihung, der geshrieben werden kann als(siehe [23, 24, 25℄)

ψΛ(x, y) =
1

N
∑

n

exp

[

π
(

ixy − y2
)

ω1Imω2
+ iπn+

iπ(2n+ 1)

ω1
(x+ iy) + iπ

ω2

ω1
n(n+ 1)

] (2.6)wobei für einen Supraleiter mit konventioneller Paarungssymmetrie gilt
∆(α)(~r) = ∆(α)ψΛ(x, y)und x, y die Koordinaten in der Ebene senkreht zum magnetishen Feld beshreiben, wäh-rend die komplexen Gröÿen ω1 und ω2 das Vortexgitter Λ, das durh die Nullstellen desPaarpotentials gekennzeihnet ist, aufspannen. Der Normierungsfaktor N muss dabei so ge-wählt werden, dass die Mittelung von |ψΛ|2 über eine Einheitszelle des Vortexgitters einsergibt. Diese Formulierung der Paarwellenfunktion ist streng genommen nur direkt unterhalbvon Bc2 gültig. Geht man zu niedrigeren Magnetfeldern über, müssen neben dem Grundzu-stand der Paarwellenfunktion noh höher angeregte Zustände mitberüksihtigt werden. Ineiner einfahen Näherung können jedoh sehr gute Ergebnisse durh eine reine Skalierung derElementarzelle des Vortexgitters bis zu Magnetfeldern von der Gröÿenordnung von 50% Bc2erzielt werden, wie wir in [24℄ zeigen konnten. Für den Fall eines Multiband-Supraleiters sollim folgenden von einer identishen räumlihen Variation des Paarpotentials für alle Ener-giebänder ausgegangen werden und für die Berehnung der gemittelten Greenshen Funktionder Herleitung in [25℄ und [26℄ gefolgt werden. Setzt man den Grundzustand der Paarwellen-funktion nun in die Eilenberger-Gleihungen aus Abshnitt 2.1.2 ein und nähert die normaleGreenshe Funktion auf der rehten Seite durh ihren räumlihen Mittelwert, so kann manunter Vernahlässigung der Mittelungsvarianz einen analytishen Ausdruk für die räum-lih gemittelte Greenshe Funktion �nden, der niht nur eine problemlose Berehnung derZustandsdihte erlaubt, sondern auh die Bestimmung weiterer grundlegender thermodyna-misher Gröÿen für hohe magnetishe Felder ermögliht (siehe [27, 28℄). De�niert man denAbleitungsoperator L̂ in der Eilenberger-Gleihung (2.3) als

L̂(α) = 2ω + ~v
(α)
F (~kF )

(

~∇− i
2e

c
~A(~r)

)14



2.2. Die Näherung nah Pesh für mehrere Energiebänderso kann man die Gleihung shreiben als
L̂(α)f (α)(ω,~kF , ~r) = 2∆(α)ψΛ(~r)g(α)(ω,~kF , ~r)In der Umgebung des oberen kritishen Magnetfelds Bc2 kann nun die normale GreensheFunktion g(α)(ω,~kF , ~r) durh ihren räumlihen Mittelwert über eine Elementarzelle CΛ desGitters g(α)(ω,~kF ) =
〈

g(α)(ω,~kF , ~r)
〉

CΛ

ersetzt und somit die anomale Greenshe Funktion
f (α)(ω,~kF , ~r) durh Invertierung des Operators L̂(α) berehnet werden:

f (α)(ω,~kF , ~r) = 2∆(α)g(α)(ω,~kF )

∫ ∞ sgn(ω)

0

ds e−sL̂(α)

ψΛ(~r)Wählt man nun das Vektorpotential in der Eihung ~A = − 1
2~r× ~B, so kann unter Einführungvon Auf- und Absteigeoperatoren b† und b, die den Anregungszustand der Paarwellenfunk-tion erhöhen bzw. erniedrigen (siehe dazu [25℄),

b† =

√

c

eB

(

−∂z +
eB

2c
z̄

)

, b =

√

c

eB

(

∂z̄ +
eB

2c
z

)und mit den komplexen Koordinaten z = x+ iy in der Ebene senkreht zum Magnetfeld derAbleitungsoperator L̂(α) geshrieben werden als:
L̂(α) = 2ω + η̄

(α)
k b− η

(α)
k b†, η(α)

k =
(

v
(α)
F,1 + iv

(α)
F,2

)

√

eB

cZur Bestimmung des gemittelten Propagators g(α)(ω,~kF ) muss nun zunähst das Produkt
f (α)(ω,~kF , ~r)f

∗(α)(ω,−~kF , ~r) berehnet werden und man erhält (siehe [24℄)
f (α)(ω,~kF , ~r)f

∗(α)(ω,−~kF , ~r) =
[

g(α)(ω,~kF )
]2

P
(α)
Λ (ω,~kF , ~r)unter Einführung der harakteristishen Funktion P (α)

Λ (ω,~kF , ~r), die gegeben ist als
P

(α)
Λ (ω,~kF , ~r) = 4

∣

∣

∣∆(α)
∣

∣

∣

2
∫ ∞ sgn(ω)

0

ds+

∫ ∞ sgn(ω)

0

ds− e
−2ω(s++s−)

×
[

T (s−η
(α)
−k )ψΛ(~r)

]†
T (s+η

(α)
k )ψΛ(~r)wobei T (q) = eqb†−q∗b eine Translation des Vortexgitters um q ∈ C beshreibt. Zusammenmit der Normierungsbedingung kann so eine Selbstkonsistenzgleihung zur Bestimmung von

g(α)(ω,~kF ) in der Form
g(α)(ω,~kF ) =

〈
√

1 −
[

g(α)(ω,~kF )
]2

P
(α)
Λ (ω,~kF , ~r)

〉

CΛhergeleitet werden. Vernahlässigt man in einer weiteren Näherung die Varianz der räumli-hen Mittelung, d.h.
〈

[

g(α)(ω,~kF , ~r)
]2
〉

CΛ

→
〈

g(α)(ω,~kF , ~r)
〉2

CΛso kann man die Selbstkonsistenzbedingung shlieÿlih shreiben als
[

g(α)(ω,~kF )
]2

= 1 −
[

g(α)(ω,~kF )
]2 〈

P
(α)
Λ (ω,~kF , ~r)

〉

CΛ15



2. Theoretishe Grundlagenund erhält somit einen Ausdruk für die räumlih gemittelte Greenshe Funktion g(α)(ω,~kF )

g(α)(ω,~kF ) =
1

√

1 + P
(α)
Λ (ω, |ηk|)

(2.7)Dabei kann der räumlihe Mittelwert der harakteristishen Funktion P (α)
Λ berehnet werdenals (siehe [24℄)

P
(α)
Λ (ω, |ηk|) =

〈

P
(α)
Λ (ω,~kF , ~r)

〉

CΛ

=
4
∣

∣∆(α)
∣

∣

2

∣

∣

∣η
(α)
k

∣

∣

∣

2

[

1 −√
πz(α)w

(

iz(α)
)] (2.8)wobei z(α) =

√
2ω

˛

˛

˛η
(α)
k

˛

˛

˛

die normierte Frequenz ω und w(iz) die w-Funktion bezeihnet, die auhals Dawsons Integral bekannt ist und folgendermaÿen mit der komplementären Fehlerfunk-tion zusammenhängt:
w(iz) =

1

iπ

∫ ∞

−∞

e−t2

t− iz
dt = ez2erf(z)Damit kann nun im Rahmen einer analytishen Näherung die gemittelte Zustandsdihte füreinen Typ-II-Supraleiter in hohen magnetishen Feldern berehnet werden. Die Herleitunggilt streng genommen nur für supraleitende Materialien mit einer bezüglih der Rihtungdes angelegten Magnetfelds rotationssymmetrishen Fermi�ähe. Für den Fall einer nihtrotationssymmetrishen Fermi�ähe reagiert das Vortexgitter durh Stauhung oder Stre-kung auf die untershiedlihen Komponenten der Fermigeshwindigkeit, wie in Abshnitt3.2.2 näher beshrieben werden wird (siehe [19℄). Neben der gemittelten Quasiteilhen-Zustandsdihte, die sih nah analytisher Fortsetzung als Realteil der normalen GreenshenFunktion g(α)(ω,~kF ) ergibt, kann auh die Freie Energie des supraleitenden Zustands (bzw.die Di�erenz der Freien Energie des supraleitenden und des normalleitenden Zustands) be-rehnet werden, sowie die Gapgleihung, die den Betrag des Paarpotentials für vershiedeneMagnetfelder und Temperaturen festlegt. Für die Freie Energie erhält man den Ausdruk(siehe Anhang von [29℄)
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〉

FSα

(2.9)wobei man das Paarpotential ∆(α) als Lösung der Multiband-Gapgleihung erhält
∆(α) =
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∆(α′)(2.10)Dabei gilt in den letzten beiden Gleihungen ω = ǫn und damit z(α) =
√

2ǫn
˛

˛

˛η
(α)
k

˛

˛

˛

. Sowohlin der Gleihung für die Freie Energie als auh in der Gapgleihung wurde die Summati-on über die Matsubarafrequenzen durh Subtraktion einer geeigneten Asymptotik in ei-ne shnell konvergente Summe umgewandelt, so dass in beiden Gleihungen der �weak-oupling�-Grenzübergang ωc → ∞ vorgenommen werden kann.16



2.3. Die Riati-Gleihungen2.3 Die Riati-GleihungenDa die analytishe Näherung nah Pesh nur im Vortexzustand für groÿe Magnetfelderkorrekte Ergebnisse liefert, müssen für die Betrahtung kleiner Magnetfelder � insbesonderein der Umgebung des unteren kritishen Magnetfelds Bc1, in der die Vorties als nahezuisolierte Objekte betrahtet werden können � die Eilenberger-Gleihungen numerish gelöstwerden. Dafür bietet sih die Parametrisierung des quasiklassishen Propagators entlangharakteristisher Linien parallel zur Fermigeshwindigkeit unter Einführung der Riati-Amplituden a und b als äuÿerst einfahe und stabile Lösungsmöglihkeit an [30, 31℄. Mit derDe�nition der Trajektorien als
~r(x) = ~r0 + x v̂F (~kF )können die Eilenberger-Gleihungen im sauberen Grenzfall umgeformt werden zu zwei ent-koppelten Riati-Di�erentialgleihungen für a und b

vF∂xa(x) + [2ǫ̃n + ∆∗(x)a(x)] a(x) − ∆(x) = 0 (2.11)
vF∂xb(x) − [2ǫ̃n + ∆(x)b(x)] b(x) + ∆∗(x) = 0 (2.12)wobei der quasiklassishe Propagator der Eilenberger-Gleihungen in der folgenden Formmit den Amplituden a(x) und b(x)

ĝ(ω,~kF , ~r(x)) =
1

1 + a(x)b(x)

(

1 − a(x)b(x) 2a(x)
2b(x) −1 + a(x)b(x)

)zusammenhängt. Dabei sind die modi�zierten Matsubarafrequenzen ǫ̃n de�niert als
iǫ̃n = iǫn +

e

c
~vF · ~A(~r(x)) (2.13)Nun können die Di�erentialgleihungen für a(x) und b(x) entlang der oben de�nierten Tra-jektorien ausgehend von den folgenden Anfangswerten im Inneren des Supraleiters

a(−∞) =
∆(−∞)

ǫn +

√

ǫ2n + |∆(−∞)|2
(2.14)

b(+∞) =
∆∗(+∞)

ǫn +

√

ǫ2n + |∆(+∞)|2
(2.15)bis zum gesuhten Wert x = 0 integriert werden. Mit Hilfe dieser Parametrisierung könnenniht nur räumlih gemittelte und winkelgemittelte Propagatoren berehnet werden, wiedies innerhalb der analytishen Näherung nah Pesh möglih ist, sondern es können auhlokale oder winkelaufgelöste Informationen für die vershiedenen physikalishen Gröÿen imSupraleiter gesammelt werden. Zudem ist es möglih, für bestimmte interessante Grenzfälleanalytishe Lösungen für die Amplituden a und b zu �nden. Neben den Riati-Gleihungenfür a und b sollen nun auh noh die zwei Selbstkonsistenzgleihungen für ∆(~r) und ~j(~r)angegeben werden, die aus den Stationaritätsbedingungen für das Drukfunktional folgen:
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2. Theoretishe GrundlagenDie lokale Zustandsdihte berehnet sih durh analytishe Fortsetzung der Matsubarafre-quenzen iǫn → E + iδ als
Ns(~r, E) = N0

∫

FS

d2kFρ(~kF )Re [1 − a(x)b(x)

1 + a(x)b(x)

]

iǫn→E+iδObwohl die Riati-Gleihungen hier nur für ein einzelnes Energieband eines konventionellenSupraleiters angegeben wurden, ist es unshwer zu erkennen, dass für den Fall von mehre-ren untershiedlihen Energiebändern ohne Interband-Streuung die Riati-Gleihungen fürjedes Band separat gelöst werden können. Eine Kopplung erfolgt wiederum erst über dieSelbstkonsistenzbedingung für das Paarpotential in der in Abshnitt 2.1.1 angegeben Weise.Für einen Supraleiter mit unkonventioneller Paarungssymmetrie muss bei der Berehnungder Riati-Gleihungen die Symmetriefunktion des Paarpotentials natürlih korrekt mitbe-rüksihtigt werden.2.4 Der shmutzige Grenzfall: Die Usadel-GleihungenNeben dem sauberen Grenzfall der quasiklassishen Theorie, der als Modell für die Beshrei-bung von Supraleitern mit einer groÿen mittleren freien Weglänge herangezogen werdenmuss, kann auh ein anderer Grenzfall numerish einfah gehandhabt werden: Der so ge-nannte shmutzige Grenzfall. Er beshreibt Supraleiter mit starker Störstellenstreuung, d.h.einer sehr kurzen mittleren freien Weglänge. Im folgenden soll die Herleitung der Usadel-Gleihungen für Multiband-Supraleiter ohne Interband-Streuung kurz skizziert werden, wo-bei die Vorgehensweise analog zur Originalarbeit in [32℄ und parallel zu [33℄ erfolgt. Für eineAbleitung der Multiband-Usadel-Gleihungen mit Interband-Streuung sei auf die Arbeit vonGurevih [34℄ verwiesen. Für eine hohe Streurate kann man annehmen, dass die Funktionen
f (α)(ω,~kF , ~r) und g(α)(ω,~kF , ~r) aufgrund der häu�gen Streuprozesse bezüglih ~kF nahezuisotrop werden. Unter Vernahlässigung von Interband-Streuung können sie gemäÿ

f (α)(ω,~kF , ~r) = f (α,0)(ω,~r) + ~f (α,1)(ω,~r) · v̂(α)
F (~kF )und

g(α)(ω,~kF , ~r) = g(α,0)(ω,~r) + ~g(α,1)(ω,~r) · v̂(α)
F (~kF )bis zur ersten Ordnung in der jeweiligen Fermigeshwindigkeit v̂(α)
F entwikelt werden (siehe[32℄). Dabei entsprehen f (α,0)(ω,~r) und g(α,0)(ω,~r) gerade den normalen und anomalenKomponenten des Usadel-Propagators für das Energieband mit Index α während v̂(α)

F (~kF )die Rihtung der Fermigeshwindigkeit am Punkt ~kF der Fermi�ähe bezeihnet. Dabei istzu berüksihtigen, dass v̂(α)
F nur auf sphärishen Fermi�ähen parallel zu ~k(α)
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2.4. Der shmutzige Grenzfall: Die Usadel-GleihungenEingesetzt in die Normierungsbedingung der quasiklassishen Gleihungen folgt nun weiter
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2. Theoretishe Grundlagenwobei Γ
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2.4. Der shmutzige Grenzfall: Die Usadel-GleihungenUnter Verwendung dieses Ergebnisses kann shlieÿlih der Term∑l D̂
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Kapitel 3
Der Vortexzustand im Grenzfallhoher Magnetfelder
Betrahtet man einen Supraleiter knapp unterhalb des oberen kritishen Magnetfelds, so be-shreibt die Vortexgitter-Lösung von Abrikosov aus Gleihung (2.6) in guter Näherung diePaarwellenfunktion der supraleitenden Ladungsträger (siehe Abbildung 3.1). Dabei ist so-wohl eine Anordnung in einem hexagonalen als auh in einem quadratishen Gitter denkbar,die sih energetish in erster Ordnung Störungstheorie niht untersheiden. Erst bei Berük-sihtigung höherer Ordnungen kann bei einer isotropen Fermi�ähe eine leihte energetisheBevorzugung des hexagonalen Vortexgitter-Zustands gegenüber dem quadratishen bereh-net werden. Dieser Ansatz für die räumlihe Variation der Paarwellenfunktion ist jedohnur eine Lösung der linearisierten Ginzburg-Landau-Gleihungen bei Bc2 und daher strenggenommen nur in der Umgebung der kritishen Temperatur und für hohe Magnetfelder gül-tig. Jedoh kann durh eine Skalierung des Vortexgitters der Gültigkeitsbereih auh aufniedrigere Magnetfelder erweitert werden, wobei der Skalierungsfaktor aus der Flussquanti-sierungsbedingung berehnet werden kann. Erst für kleine Magnetfelder in der Umgebungdes unteren kritishen Felds Bc1 gewinnt neben der reinen Skalierung des Vortexgitters auhdie räumlihe Trennung der einzelnen Vorties an Bedeutung, hier ist die Betrahtung desEinzelvortex eine bessere Alternative. Während die Quasiteilhen-Zustandsdihte im Inne-ren einer räumlih homogenen supraleitenden Probe mit konventioneller Paarungssymme-trie unabhängig von der jeweiligen Form der Fermi�ähe ist, kann sih durh eine Brehungder Translationsinvarianz, beispielsweise in einem Vortexgitter, die Form der Fermi�ähesehr wohl in der Zustandsdihte widerspiegeln. Im folgenden Abshnitt sollen vershiedenefür die Praxis relevante Fermi�ähengeometrien diskutiert werden, insbesondere soll dar-auf eingegangen werden, wie die Fermigeshwindigkeit für die untershiedlihen Geometrienparametrisiert werden kann. Im zweiten Abshnitt werden unter Einführung einer harak-teristishen Funktion die Zustandsdihten für die vershiedenen Fermi�ähengeometrien in-nerhalb der in Abshnitt 2.2 eingeführten Näherung untersuht und verglihen. Im drittenAbshnitt werden die Untersuhungen auf zwei Bänder erweitert und für den speziellen Fallvon Magnesiumdiborid mit seinen zwei unabhängigen Fermi�ähenstrukturen angewendet.Shlieÿlih soll im letzten Abshnitt die Berehnung des oberen kritishen Magnetfelds erfol-gen und hier die Resultate im sauberen und shmutzigen Grenzfall verglihen werden. EinTeil der in diesem Kapitel vorgestellten Ergebnisse sind in [29℄ verö�entliht worden.23



3. Der Vortexzustand im Grenzfall hoher Magnetfelder

Abbildung 3.1: Zwei möglihe Ansätze zur Beshreibung des Abrikosov-Vortexgitters fürhohe Magnetfelder: Links der Betrag der Paarwellenfunktion für ein quadratishes Vortex-gitter, rehts für eine hexagonale Anordnung der Vorties.3.1 Die Modellierung der Fermi�ähenEine der harakteristishen Eigenshaften eines Supraleiters, bzw. eines Leiters im Allge-meinen, ist die Struktur seiner Fermi�ähe. In vielen theoretishen Arbeiten wird dieseals kugelförmig angenommen, eine Approximation, die jedoh nur für wenige Metalle ei-ne zutre�ende Beshreibung darstellt. In den meisten Fällen besitzt die Fermi�ähe einekompliziertere Struktur, die beispielsweise mit Hilfe von de Haas-van Alphen-Experimentenoder winkelaufgelöster Photoemissions-Spektroskopie (ARPES) ausgemessen werden kann.Im folgenden sollen neben kugelförmigen und elliptishen Fermi�ähen, wie sie in Modellenmit einer anisotropen e�ektiven Masse verwendet werden, sowie den für die Praxis überauswihtigen zylindrishen Fermi�ähen, wie sie beispielsweise in den Kupraten mit ihrer aus-geprägt zweidimensionalen Supraleitung in den Kupferoxidebenen vorliegen, auh eine fürdie π-Bänder von Magnesiumdiborid modellierte halbtorusförmige Fermi�ähe betrahtetwerden. Zusätzlih sollen Fermi�ähen mit einem deutlihen �nesting� in zwei und drei Di-mensionen diskutiert werden, wie man sie beispielsweise in NbSe2, Sr2RuO4 oder in BSCCO�ndet [35, 36, 37℄. Dabei versteht man unter �nesting� das Vorhandensein gröÿerer parallelerBereihe der Fermi�ähe. Zur Illustration sind die vershiedenen Fermi�ähengeometrien inAbbildung 3.2 zusammengestellt.Zur Berehnung der gemittelten Quasiteilhen-Zustandsdihten ist die in Abshnitt 2.2 ein-geführte Funktion
ηk = (vF,1 + ivF,2)

√

eB

cvon entsheidender Bedeutung. Sie enthält einerseits die Information über die Stärke des an-gelegten magnetishen Felds und andererseits geht in sie die Struktur der Fermi�ähe überdie zwei Komponenten vF,1 und vF,2 der Fermigeshwindigkeit senkreht zur Rihtung desangelegten magnetishen Felds ein. Dabei kann verwendet werden, dass die Fermigeshwin-digkeit immer in Rihtung der Flähennormalen der jeweiligen Fermi�ähe zeigt. Sowohlbei der kugelförmigen als auh bei der zylindrishen und der halbtorusförmigen Fermi�ähekann von einem konstanten Betrag der Fermigeshwindigkeit ausgegangen werden, wohin-gegen bei Modellen mit einer anisotropen e�ektiven Masse der Quasiteilhen der Betrag der24



3.1. Die Modellierung der Fermi�ähena) b) )
d) e) f)

Abbildung 3.2: Die untershiedlihen in diesem Abshnitt diskutierten Fermi�ähengeome-trien: a) Eine kugelförmige Fermi�ähe, b) eine elliptishe Fermi�ähe, ) eine zylindrisheFermi�ähe mit shwaher c-Ahsen-Dispersion, d) eine halbtorusförmige Fermi�ähe, e) ei-ne in c-Ahsen-Rihtung isotrope Fermi�ähe mit ausgeprägtem �nesting� in der a-b-Ebeneund f) eine Fermi�ähe, die in allen drei Dimensionen ein deutlihes �nesting� aufweist.Fermigeshwindigkeit auf der Fermi�ähe variiert. Ebenso führen einfahe Hopping-Modelle,die Fermi�ähen mit mehr oder weniger ausgeprägtem �nesting� ergeben, auf Fermigeshwin-digkeiten, die im Betrag stark variieren können. Für eine einfahe kugelförmige Fermi�ähelässt sih eine Parametrisierung des Fermivektors leiht angeben:
~kF = kF cosϑ cosϕ~ex + kF cosϑ sinϕ~ey + kF sinϑ~ezFür einen Kristall mit untershiedlihen e�ektiven Massen mc in c-Ahsen-Rihtung und
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3. Der Vortexzustand im Grenzfall hoher MagnetfelderFür die π-Bänder von Magnesiumdiborid kann das röhrenförmige Netzwerk der Fermi�ähedurh einen entlang einer hexagonalen Grundzelle aufgeshnittenen Torus approximiert wer-den, der im folgenden als �Halbtorus� betrahtet werden soll (siehe dazu [19℄). Bezeihnetman nun den longitudinalen Radius des Torus mit kL und den meridialen Radius mit kM ,so kann der Fermivektor geshrieben werden als
~kF = (kL + kM cosϑ) cosϕ~ex + (kL + kM cosϑ) sinϕ~ey + kM sinϑ~ez

= kM (ν + cosϑ) cosϕ~ex + kM (ν + cosϑ) sinϕ~ey + kM sinϑ~ezwobei ν = kL

kM
> 1 das Verhältnis der beiden Radien bezeihnet. Shlieÿlih sollen nohFermi�ähen betrahtet werden, wie man sie aus einem einfahen zwei- bzw. dreidimensio-nalen �tight binding�-Modell mit �nearest-neighbor hopping� erhält und die ein mehr oderweniger starkes �nesting� der Fermi�ähen aufweisen. Darunter versteht man eine paralleleAusrihtung vershiedener Teile der Fermi�ähe, die kollektive Phänomene wie beispiels-weise Ladungsdihtewellen ermögliht, da hier ein und derselbe Wellenzahlvektor ~q groÿeBereihe der Fermi�ähen verbindet. Zweidimensionale Modelle dieser Art liefern eine guteBeshreibung der elektronishen Struktur geshihteter Materialien wie beispielsweise derKuprate oder Ruthenate. Man erhält für ein isotropes zweidimensionales Modell unter Ver-nahlässigung der gemishten cos(kxa) cos(kya)-Terme eine Dispersionsrelation der Art

ǫk = 2t (cos kxa+ cos kya) − ǫFwobei der Hopping-Parameter mit t bezeihnet wird. Auh wenn hier eine einfahe Parame-trisierung des Fermivektors niht möglih ist, kann eine implizite Gleihung zur Beshreibungder Fermi�ähe angegeben werden, wobei ein einzelner Parameter A = ǫF

4t < 1 zur Beshrei-bung der Fermi�ähe genügt:
cos kxa+ cos kya = 2AFür A = 0 erhält man mit cos kxa = − coskya, d.h. beispielsweise kx = π−ky, ein maximales�nesting� der Fermi�ähe, die sih in zwei gegenüberliegende, zueinander parallele Teilstükeaufspaltet. Für 1−A≪ 1 können die beiden Funktionen cos kxa und cos kya in der Umgebungihrer Maximalwerte entwikelt werden und man erhält mit 1− 1
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2 = 4(1−A) wieder eine zylindrishe Fermi�ähe (siehe Abbildung3.3). Für ein dreidimensionales �tight binding�-Modell shreibt sih die Dispersionsrelationals
ǫk = 2t (cos kxa+ cos kya+ cos kza) − ǫFund man erhält eine entsprehend dreidimensionale Fermi�ähe aus der impliziten Gleihung
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3 nimmt die Fermi�ähe mit maximalem �nesting� dieForm eines Oktaeders an, für 1 −A≪ 1 wird sie isotrop (siehe Abbildung 3.3).Um die Funktion ηk zu bestimmen, muss im folgenden zuerst der Vektor der Fermigeshwin-digkeit berehnet werden. Für eine isotrope Fermi�ähe ist er parallel zum Fermivektor ~kFund kann geshrieben werden als
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3.1. Die Modellierung der Fermi�ähena)
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Abbildung 3.3: a) Skizze zum �nesting� der Fermi�ähen in zwei Dimensionen für A = 0.95(rot), A = 0, 8, A = 0, 6, A = 0, 4, A = 0, 2 und A = 0 (shwarz). Der rot gezeihneteFermi�ähenshnitt für A = 0, 95 ist nahezu kreisförmig, der shwarz gezeihnete Fermi-�ähenshnitt für A = 0 besitzt eine Rautenform mit maximalem �nesting�. b) SkizzierteFermi�ähen mit einem dreidimensionalen �nesting� für A = 1
3 (links oben), A = 1

2 (rehtsoben), A = 2
3 (links unten) und A = 14

15 (rehts unten).wobei gelten soll vF,ab = kF

mab
und vF,c = kF√

mabmc
. Für die Fermi�ähe in Form eines de-formierten Zylinders mit konstantem Betrag der Fermigeshwindigkeit kann ~vF geshriebenwerden als ~vF = vF n̂, wobei der Normalenvektor n̂, der senkreht auf der Fermi�ähe steht,berehnet werden kann als Vektorprodukt der Tangentialvektoren ~tϕ und ~tkc

an die Koor-dinatenlinen von ϕ und kc:
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)

=
1

∣

∣1 + ǫ2c sin2(ckc)
∣

∣

(cosϕ~ex + sinϕ~ey + ǫc sin(ckc)~ez)

≈ (cosϕ~ex + sinϕ~ey + ǫc sin(ckc)~ez)Dabei wurde im letzten Shritt eine shwahe c-Ahsen Dispersion ǫ2c ≪ 1 vorausgesetzt.Nun kann die Fermigeshwindigkeit angegeben werden als
~vF = vF (cosϕ~ex + sinϕ~ey + ǫc sin(ckc)~ez)Für die halbtorusförmige Fermi�ähe, wie sie für die π-Bänder von Magnesiumdiborid rele-vant ist, berehnet sih die Fermigeshwindigkeit analog. Hier ergibt sih für den Normalen-27



3. Der Vortexzustand im Grenzfall hoher Magnetfeldervektor
n̂ =

1
∣

∣~tϕ × ~tϑ
∣

∣

(

(− (ν + cosϑ) sinϕ~ex + (ν + cosϑ) cosϕ~ey)
× (− sinϑ cosϕ~ex − sinϑ sinϕ~ey + cosϑ~ez)

)

= cosϕ cosϑ~ex + sinϕ cosϑ~ey + sinϑ~ezund damit kann die Fermigeshwindigkeit berehnet werden als
~vF = vF (cosϕ cosϑ~ex + sinϕ cosϑ~ey + sinϑ~ez)Shlieÿlih sollen noh die Fermi�ähen mit starkem �nesting� betrahtet werden. Hier erhältman wiederum direkt aus der Dispersionsrelation den folgenden Ausdruk für ein zweidimen-sionales
~vF = ~∇kǫk = −2ta (sin (kxa) ~ex + sin (kya) ~ey)bzw. für ein dreidimensionales �nesting�

~vF = ~∇kǫk = −2ta (sin (kxa) ~ex + sin (kya) ~ey + sin (kza) ~ez)Dabei ist zu beahten, dass in diesem Fall durh die Annahme einer realen Bandstrukturder Betrag der Fermigeshwindigkeit auf der Fermi�ähe niht konstant ist. Bei maximalem�nesting� mit A = 0 (in 2 Dimensionen) variiert der Betrag der Fermigeshwindigkeit bei-spielsweise von Null an den �Eken� der Fermi�ähe bis zu einem Maximalwert von 2
√

2tazwishen den Eken.Ist die Fermigeshwindigkeit bekannt, so kann die Funktion |ηk| als Projektion der Fermige-shwindigkeit in die komplexe Ebene senkreht zum angelegten magnetishen Feld berehnetwerden. Dabei sind insbesondere zwei Sonderfälle von Interesse: Einerseits der Fall, bei demdas Magnetfeld parallel zur Hauptsymmetrieahse (c-Ahse) des Kristalls angelegt wird,und andererseits der Fall, bei dem das Magnetfeld senkreht zu dieser Ahse angelegt wird(a-b-Ebene). Da im folgenden über die Fermi�ähe gemittelte thermodynamishe Gröÿen be-rehnet werden sollen, müssen nun die Fermi�ähenmittelungen, die mit 〈· · · 〉FS abgekürztwerden, für die untershiedlihen Fermi�ähengeometrien näher betrahtet werden. Dabeimüssen beim Übergang von der Integration über die reziproken Gittervektoren d2k
(2π)3 auf dieParameter ϕ und ϑ bzw. kc die zugehörigen Ober�ähenelemente korrekt mitberüksihtigtwerden, und man erhält beispielsweise bei der Transformation auf eine Integration über ϑund ϕ das Mittelungsintegral
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∣
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∣
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∣

∣. Die Ober�ähenelemente unddie Normierungskonstanten müssen für jede Fermi�ähengeometrie gesondert berehnet wer-den. Für die völlig isotrope und ebenso für die elliptishe Fermi�ähe erhält man den Fer-mi�ähenmittelwert als
〈· · · 〉FS =

1

4π

∫ 2π

0

dϕ
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dϑ cosϑ . . .Für die elliptishe Fermi�ähe kürzen sih dabei gerade die beiden Terme, die in ∣∣~tϕ × ~tϑ
∣

∣und in |~vF | die Anisotropie beinhalten. Für die Fermi�ähe in Form eines leiht deformiertenZylinders kann der Fermi�ähenmittelwert für ǫ2c ≪ 1 berehnet werden als
〈· · · 〉FS =

c

4π2

∫ 2π

0

dϕ

∫ π/c

−π/c

dkc . . .28



3.2. Die räumlih gemittelte Zustandsdihte für vershiedene Fermi�ähengeometrienFür die Fermi�ähe in Form eines Halbtorus kann die Fermi�ähenmittelung mit Hilfe desfolgenden Integrals berehnet werden
〈· · · 〉FS =

1

2π

∫ 2π

0

dϕ

∫ 3π/2

π/2

dϑ
ν + cosϑ

πν − 2
. . .Man erkennt sofort, dass die Integration über eine kugelförmige Fermi�ähe in diesem Aus-druk für ν = 0 shon enthalten ist. Shlieÿlih soll noh die Fermi�ähenmittelung für eineFermi�ähe mit �nesting� angegeben werden. Da es hier shwierig ist, eine einfahe Parame-trisierung der Fermivektoren anzugeben, kann die Integration über die Fermi�ähe wie folgtgeshrieben werden

〈· · · 〉FS =
1

N

∫

d3k

(2π)3
1

|~vF |
δ(ǫk) . . .wobei das Integral über eine Elementarzelle des reziproken Gitters ausgeführt werden sollund eine geeignete Normierungskonstante N berehnet werden muss, die auh die korrek-te Normierung der Dirashen Deltafunktion beinhaltet. Im folgenden Abshnitt soll nungezeigt werden, wie für die oben angesprohenen Fermi�ähengeometrien die über die Fer-mi�ähe gemittelte Zustandsdihte im Rahmen der Pesh-Näherung berehnet werden kann.3.2 Die räumlih gemittelte Zustandsdihte für vershie-dene Fermi�ähengeometrienWie shon erwähnt benötigt man zur Berehnung der räumlih gemittelten Zustandsdihteim Rahmen der Pesh-Methode allein den Betrag der Funktion ηk, d.h. den Betrag der indie Ebene senkreht zur Magnetfeldrihtung projizierten Fermigeshwindigkeit. Dafür sol-len in den folgenden Abshnitten die zwei wihtigsten Fälle beshrieben werden: Im erstenFall ist die Magnetfeldrihtung parallel zur Hauptsymmetrieahse des Kristalls (c-Ahsen-Rihtung), im zweiten Fall liegt das Magnetfeld senkreht zur Hauptsymmetrieahse desKristalls an (a-b-Ebenen-Rihtung). Während für ein Magnetfeld in c-Ahsen-Rihtung undeiner bezüglih der Magnetfeldrihtung rotationssymmetrishen Fermi�ähe die Zustands-dihte durh eine einfahe Integration über die Fermi�ähe berehnet werden kann, wie inAbshnitt 3.2.1 beshrieben, muss im zweiten Fall berüksihtigt werden, dass das Vortex-gitter aufgrund der untershiedlihen Komponenten der Fermigeshwindigkeit innerhalb derEbene senkreht zum Magnetfeld deformiert sein kann. Dies soll in Abshnitt 3.2.2 durheinen einfahen Variationsansatz mit einem einzelnen Variationsparameter τ berüksihtigtwerden, der in einer Reskalierung der Fermigeshwindigkeitskomponenten resultiert, wobei τdurh Minimierung der Freien Energie bestimmt werden kann (siehe auh [19℄). Fermi�ähenmit ausgeprägtem �nesting� sollen in Abshnitt 3.2.3 gesondert betrahtet werden.3.2.1 Magnetfeld in c-Ahsen-RihtungDie räumlih gemittelte und normierte Quasiteilhen-Zustandsdihte für hohe Magnetfelderberehnet sih als Realteil der räumlih gemittelten normalen Greenshen Funktion g(ω,~kF ),die innerhalb der Pesh-Näherung gemäÿ den Gleihungen (2.7) und (2.8) gegeben ist. Damiterhält man nah analytisher Fortsetzung ω → −iE + 0+ den folgenden Ausdruk für dieZustandsdihte
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3. Der Vortexzustand im Grenzfall hoher MagnetfelderDabei geht die Geometrie der Fermi�ähe nur über |ηk| in die Funktion PΛ(−iE, |ηk|) ein.Für den einfahsten Fall einer zylindrishen Fermi�ähe mit einem Magnetfeld, das parallelzur Symmetrieahse des Zylinders angelegt wurde, besitzt |ηk| mit
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√
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Ist die Fermi�ähe anders strukturiert und soll nun das Quasiteilhenspektrum für vershie-dene Magnetfelder berehnet werden, so ist es aufwändig, die Fermi�ähenmittelung für jedeEnergie und jedes Magnetfeld neu durhzuführen. Um diesen Aufwand zu vermeiden, ist essinnvoll, eine harakteristishe Funktion einzuführen, die alle Informationen über die jewei-lige Fermi�ähe enthält und nur einmal berehnet werden muss. Shreibt man die Funktion
|ηk| als
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√
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c
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v2
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√

(
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)2
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(
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)2wobei der Parameter α = vF

√

eB
c die Abhängigkeit vom Magnetfeld enthält, so kann dieMittelung über die Fermi�ähe unter Einführung einer Gewihtsfunktion gF (s) geshriebenwerden als
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gF (s)wobei gF (s) gegeben ist als
gF (s) =

1

N0

∫
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d2kF

(2π)3
1

|~vF |
δ

(

s− |ηk|
α

)Ist die Gewihtsfunktion gF (s) für eine bestimmte Fermi�ähe und eine gegebene Magnet-feldrihtung einmal berehnet, so kann die Zustandsdihte für jedes Magnetfeld und jedeEnergie durh ein einfahes eindimensionales Integral über s gefunden werden. Insbesonderefür eine Anordnung mit Magnetfeld in a-b-Ebenen Rihtung, bei dem keine Rotationssym-metrie der Fermi�ähen bezüglih der Magnetfeldrihtung mehr vorliegt und der Fermi-�ähenmittelwert durh ein zweidimensionales Integral berehnet werden muss, stellt dieseine bedeutende Vereinfahung dar. Zudem können anhand der Funktion gF (s), die für eingegebenes s die winkelabhängigen Zustände an der Fermikante mit einer speziellen Projek-tion |ηk| auf die Ebene senkreht zum angelegten Feld misst, grundlegende Charakteristikader Zustandsdihte festgestellt werden, ohne dass diese überhaupt berehnen werden muss.30



3.2. Die räumlih gemittelte Zustandsdihte für vershiedene Fermi�ähengeometrienFür den einfahen Fall einer zylindrishen Fermi�ähe ergibt sih die Gewihtsfunktion alseinfahe Deltafunktion, so dass PΛ(−iE, αs) bei s = 1 ausgewertet wird:
gF (s) =

c

4π2

∫ 2π
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∫ π/c
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dkcδ
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s− |ηk|
α

)

= δ (s− 1)Für eine isotrope Fermi�ähe bzw. für eine elliptishe Fermi�ähe mit Magnetfeld parallelzur Hauptsymmetrieahse ist der Betrag der Funktion ηk gegeben als |ηk| = α| cosϑ| unddie Gewihtsfunktion berehnet sih unter Verwendung der Standardverfahren zur Verein-fahung von Distributionen dementsprehend als
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=

s√
1 − s2Da der Kosinus von ϑ zwishen 0 und π

2 auf positive Werte kleiner eins beshränkt ist, liefertdas Mittelungsintegral auh nur für Werte von s im Intervall [0, 1] ein von Null vershiedenesErgebnis und damit gilt für kugelförmige, bzw. elliptishe Fermi�ähen
gF (s) =

{ s√
1−s2

für 0 ≤ s ≤ 1

0 sonst (3.1)Die Gewihtsfunktion vershwindet hier also für s = 0 mit endliher Steigung g′F (0) = 1 undbesitzt bei s = 1 eine Singularität. Für die Fermi�ähe in Form eines Halbtorus erhält manmit |ηk| = α| cosϑ| durh Integration
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=
ν − s

πν − 2

2√
1 − s2und wiederum liefert das Mittelungsintegral nur für Werte von s kleiner als eins einen Bei-trag. Damit kann die Gewihtsfunktionen für eine halbtorusförmige Fermi�ähe geshriebenwerden als:

gF (s) =

{ ν−s
πν−2

2√
1−s2

für 0 ≤ s ≤ 1

0 sonst (3.2)Man erkennt, dass im Vergleih zu der Gewihtsfunktion für die isotrope Fermi�ähe (diefür ν = 0 aus dem obigen Ausdruk folgt) für eine halbtorusförmige Fermi�ähe (ν > 0) dieGewihtsfunktion auh für s = 0 einen endlihen Wert besitzt (siehe Abbildung 3.4). Dieshat einen bedeutenden Ein�uss auf die Form der gemittelten Quasiteilhen-Zustandsdihte,wie im folgenden gezeigt werden soll. 31



3. Der Vortexzustand im Grenzfall hoher Magnetfelder
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Abbildung 3.4: Die Gewihtsfunktion gF (s) für eine zylindrishe Fermi�ähe (blau) � wobeidie Dirashe Deltafunktion natürlih nur skizzenhaft visualisiert werden kann �, für eineelliptishe bzw. isotrope Fermi�ähe (shwarz) und für eine halbtorusförmige Fermi�ähe miteinem Verhältnis der zwei harakteristishen Radien von ν = 4 (rot). In allen drei Fällensoll das Magnetfeld parallel zur c-Ahse des Kristalls anliegen.Bezeihnet man nun die gemittelte Quasiteilhen-Zustandsdihte für eine zylindrishe Fer-mi�ähe mit NZyl(E,α) so berehnet sih die Zustandsdihte für eine isotrope bzw. einehalbtorusförmige Fermi�ähe N(E,α) für ein gegebenes Magnetfeld (beshrieben durh
α = vF

√

eB
c ) als Mittelung über NZyl(E,αs) für vershiedene Magnetfeldstärken, von

αs = 0, d.h. der BCS-Zustandsdihte im Bulk, bis αs = α, der Zustandsdihte bei ent-sprehend angelegtem Magnetfeld in einem Supraleiter mit zylindrisher Fermi�ähe:
N(E,α) =

∫ 1

0

dsNZyl(E,αs) gF (s)Zur Berehnung der Zustandsdihten muss natürlih auh die Amplitude des Paarpotenti-als |∆(B, T )| als Funktion des Magnetfelds und der Temperatur bekannt sein. Diese kannaus der Gapgleihung (2.10) bestimmt werden. Dabei kann die Magnetfeldabhängigkeit desPaarpotentials bei isotropen und zylindrishen Fermi�ähen für kleine Temperaturen in gu-ter Näherung wie folgt angenommen werden
∆(B) = ∆(0)

√

1 −B/Bc2was ein Vergleih mit der numerish aus der Gapgleihung bestimmten Magnetfeldabhän-gigkeit belegt (siehe Abbildung 3.5). Für eine halbtorusförmige Fermi�ähe ist es sinnvoll,die Magnetfeldabhängigkeit der Paarpotentialamplitude numerish zu bestimmen, da hiergröÿere Abweihungen von der wurzelförmigen Näherung gefunden werden. Zudem muss fürdie untershiedlihen Fermi�ähengeometrien noh das obere kritishe Magnetfeld bereh-net werden. Um dieses zu erhalten, kann die Gapgleihung (2.10) nahe des oberen kritishenMagnetfelds in ∆(B, T ) linearisiert werden und es ergibt sih mit g(ω,~kF ) ≈ 1+O
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Abbildung 3.5: Die Magnetfeldabhängigkeit der Paarpotentialamplitude, berehnet im Rah-men der Pesh-Näherung für T = 0, 1Tc. Während die numerish berehneten Werte von
∆(B) für eine zylindrishe Fermi�ähe (a) und für eine isotrope Fermi�ähe (b) sehr gutmit einer einfahen wurzelförmigen Näherung (durhgezogene Linie) übereinstimmen, kanndiese Näherung für eine halbtorusförmige Fermi�ähe niht mehr gerehtfertigt werden ().der sih mit z(αs) =

√
2ǫn

αs und unter Verwendung von gF (s) berehnen lässt als:
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TcWie aus Abbildung 3.6 hervorgeht, führt die endlihe Gewihtung der Zustandsdihte bei
αs = 0, d.h. der BCS-Zustandsdihte, bei einer halbtorusförmige Fermi�ähe zu einer shar-fen Gapkante bei E = ±∆(B, T ). Dies untersheidet die Zustandsdihte bei einer halbto-rusförmigen Fermi�ähe wesentlih von den anderen betrahteten Geometrien. Zudem führtdie nahezu gleihgewihtige Mittelung über Zustandsdihten, die bei anderen Geometrienzu niedrigeren Magnetfeldern korrespondieren, zu einer starken Reduktion der Peaks an derGapkante und zu einem nahezu kastenförmigen Verhalten der Zustandsdihte. Bei der iso-tropen Fermi�ähe ist die Gapkante noh als Knik sihtbar, während bei einer zylindrishenFermi�ähe die Peaks der Zustandsdihte shon für kleine Magnetfelder ab etwa 0, 3Bc2 starkauseinanderlaufen und keine Gapkante mehr erkennbar ist. Dies sollte insbesondere bei demVersuh, die Gröÿe des Paarpotentials aus dem Abstand der Peaks in der Zustandsdihte zubestimmen, berüksihtigt werden.Sehr anshaulih kann man sih den Ein�uss der Fermi�ähengeometrie auf das Verhaltender Gewihtsfunktion gF (s) für kleine Werte von s anhand der Bereihe auf der Fermi�ä-he vorstellen, bei denen die Projektion der Fermigeshwindigkeit auf die Ebene senkrehtzum Magnetfeld klein wird, bzw. vershwindet. Für eine zylindrishe Fermi�ähe mit Ma-gnetfeld parallel zur c-Ahsen-Rihtung existiert kein Bereih, bei dem die Projektion derFermigeshwindigkeit vershwindet, daher ist gF (s) für kleine Werte von s Null. Für eineelliptishe, bzw. isotrope Fermi�ähe existieren nur zwei Punkte, die Pole, bei denen dieProjektion der Fermigeshwindigkeit auf die Ebene senkreht zum angelegten Magnetfeldvershwindet, hier erhält man für kleine Werte von s einen linearen Anstieg von gF (s). Beieiner halbtorusförmigen Fermi�ähe hingegen existieren zwei ganze Linien, entlang derer dieProjektion vershwindet (für ϑ = π/2 und ϑ = 3π/2), hier nimmt gF (s) für niedrige Wertevon s einen nahezu konstanten endlihen Wert an.
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Abbildung 3.6: Die Zustandsdihte für vershiedene Fermi�ähengeometrien: a) für eine zy-lindrishe, b) für eine elliptishe, bzw. isotrope und ) für eine halbtorusförmige Fermi�ähemit Magnetfeld in c-Ahsen-Rihtung. In allen drei Figuren sind Kurven für Magnetfeldwerte
B = 0, 1Bc

c2, B = 0, 3Bc
c2 und B = 0, 5Bc

c2 gezeigt.34



3.2. Die räumlih gemittelte Zustandsdihte für vershiedene Fermi�ähengeometrien3.2.2 Magnetfeld in a-b-Ebenen-RihtungLiegt das Magnetfeld niht parallel zur Hauptsymmetrieahse des Kristalls an, so muss dieAnisotropie der Fermigeshwindigkeitskomponenten in der Ebene senkreht zum Magnetfeldbei der Konstruktion eines Grundzustands für das Paarpotential berüksihtigt werden. EineMöglihkeit besteht darin, das Abrikosov-Vortexgitter aus Gleihung (2.6) durh einen einfa-hen Variationsansatz zu reskalieren (siehe [19℄). Die Idee soll im folgenden kurz skizziert wer-den. Ist das Abrikosov-Vortexgitter als Grundzustand des Operators b =
√

c
eB

(

∂z̄ + eB
2c z
)mit z = x+ iy und z̄ = x− iy gegeben, d.h.

b ◦ ψΛ (x, y) = 0so soll nun der Grundzustand für einen modi�zierten Operator γ gefunden werden, der sihallgemein unter Einführung der reellen Parameter u und v shreiben lässt als
γ = ub− vb†Da der Operator γ in einem transformierten (gedrehten) Koordinatensystem die gleiheForm annehmen soll wie der Operator b, so folgt aus der De�nition von b die Bedingung

u2 − v2 = 1. Damit kann die Transformation durh einen einzigen Parameter τ beshriebenwerden, wobei gelten soll
u = cosh τ, v = sinh τNun kann der Grundzustand des Paarpotentials geshrieben werden als (siehe dafür [19℄ undAbbildung 3.7):

ψτ
Λ(x, y) = ψΛ

(

e−τx, eτy
)

, γ ◦ ψτ
Λ(x, y) = 0Auÿerdem muss man berüksihtigen, dass der Übergang in ein neues gedrehtes Koordina-tensystem auh mit einer Modi�kation der Funktion |ηk| verbunden ist. Der Operator L̂ ausAbshnitt 2.2 wird ersetzt durh

L̂ = 2ω + η̄′kγ − η′kγ
†, η′k =

(

eτvF,1 + ie−τvF,2

)

√

eB

cd.h. die Reskalierung des Vortexgitters wird durh eine Reskalierung der Fermigeshwindig-keitskomponenten kompensiert. Dabei muss der Variationsparameter τ für jedes Magnetfeldund jede Temperatur durh Minimierung der Freien Energie gefunden werden. In bestimm-ten Fällen kann diese aufwändige Minimierungsprozedur jedoh glükliherweise vermiedenund der Wert von τ analytish bestimmt werden.Um die Komponenten vF,1 und vF,2 in der Ebene senkreht zum Magnetfeld zu �nden,kann im allgemeinen Fall einer beliebigen Magnetfeldrihtung eine Rotation des �Kristall-Koordinatensystems�, bezüglih dessen Ahsen a, b und c die Fermi�ähen ausgerihtet sind,durhgeführt werden. Bei einer Rotation um die a-Ahse des Kristalls mit dem Winkel ρerhält man beispielsweise
~v′F = vF,a~e1 + (cos ρ vF,b − sin ρ vF,c)~e2 + (sin ρ vF,b + cos ρ vF,c)~e3wobei der Vektor ~e3 in Rihtung des Magnetfelds zeigt. Beshränkt man sih auf den Falleiner speziellen Rotation, bei der das Magnetfeld in der a-b-Ebene des Kristalls zu liegenkommt, so können mit ρ = π/2 die Fermigeshwindigkeitskomponenten in der Ebene senk-reht zum Magnetfeld gefunden werden als

vF,1 = vF,a, vF,2 = −vF,c35



3. Der Vortexzustand im Grenzfall hoher Magnetfelder

Abbildung 3.7: Der Variationsansatz zur Beshreibung eines verzerrten Vortexgitters für ho-he Magnetfelder: Links das unverzerrte Vortexgitter für eine isotrope Fermigeshwindigkeitund rehts das verzerrte Vortexgitters mit einem Variationsparameter τ = 0, 375.Unter Berüksihtigung einer möglihen Verzerrung des Vortexgitters erhält man dann füreine zylindrishe Fermi�ähe mit shwaher c-Ahsen-Dispersion die für die Berehnung derZustandsdihte relevante Funktion |ηk| als
|ηk| =

√

eB

c

(

e2τv2
F,1 + e−2τv2

F,2

)

= α

√

e2τ cos2 ϕ+ e−2τ ǫ2c sin2 ckcFür eine halbtorusförmige und ebenso für eine isotrope Fermi�ähe shreibt sih der Betragder Projektion der Fermigeshwindigkeit als
|ηk| =

√

eB

c

(

e2τv2
F,1 + e−2τv2

F,2

)

= α

√

e2τ cos2 ϕ cos2 ϑ+ e−2τ sin2 ϑFür eine elliptishe Fermi�ähe muss berüksihtigt werden, dass vF,ab 6= vF,c, und damiterhält man für |ηk| den Ausdruk
|ηk| =

√

eB

c

(

e2τv2
F,1 + e−2τv2

F,2

)

=

√

eB

c

√

e2τv2
F,ab cos2 ϕ cos2 ϑ+ e−2τv2

F,c sin2 ϑ

=

√

eB

c

√
vF,abvF,c

√

e2τ̄ cos2 ϕ cos2 ϑ+ e−2τ̄ sin2 ϑ

= α

√

e2τ̄ cos2 ϕ cos2 ϑ+ e−2τ̄ sin2 ϑwobei in der unteren Zeile τ̄ = τ + 1
2 ln

vF,ab

vF,c
eingeführt und α =

√
vF,abvF,c

√

eB
c de�-niert wurde. In diesem Fall nimmt |ηk| für die elliptishe Fermi�ähe mit Magnetfeld in

a-b-Ebenen-Rihtung die gleihe Form an wie |ηk| für die isotrope bzw. halbtorusförmigeFermi�ähe. Ist |ηk| nun bekannt, so kann die harakteristishe Funktion gF (s) für die ver-shiedenen Fermi�ähengeometrien berehnet werden. Da der Parameter τ jedoh niht vonvornherein bekannt ist, sondern erst durh Minimierung der Freien Energie bestimmt werdenmuss, wird die Berehnung etwas komplizierter als im vorangegangenen Abshnitt.Ohne vorherige Kenntnis der Vortexgitterverzerrung τ können aber shon grundlegendeAussagen über gF (s) durh eine Analyse von |ηk| getro�en werden. Wie aus der Berehnung36
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2 ln ǫc(links) und für eine halbtorusförmige Fermi�ähe mit ν = 4 und τ = 0, 375 (rehts). Deut-lih zu erkennen sind die untershiedlihen Extremalpunkte: Maxima, Minima, Sattelpunkteund ausgedehnte Sattelpunkte.von Zustandsdihten bekannt ist, führen beispielsweise Sattelpunkte von |ηk| zu Van Hove-Singularitäten in gF (s) wohingegen Extrema von |ηk| zu Stufen in gF (s) korrespondieren.Betrahtet man zuerst |ηk| für eine zylindrishe Fermi�ähe mit c-Ahsen-Dispersion, so �n-det man Extrema der Koordinatenlinien bei ϕ = 0, π

2 , π,
3π
2 , 2π, bzw. ckc = −π,−π

2 , 0,
π
2 , π.Nun kann durh Berehnung der zweiten Ableitung der Typ der Extrema an den vershie-denen Punkten berehnet werden. Man �ndet für |ηk|(ϕ = π/2, ckc = 0) = 0 ein Minimum,für |ηk|(ϕ = 0, ckc = π/2) = α

√

e2τ + e−2τ ǫ2c ein Maximum und zwei Sattelpunkte bei
|ηk|(ϕ = 0, ckc = 0) = αeτ und |ηk|(ϕ = π/2, ckc = π/2) = αe−τ ǫc (vgl. Abbildung 3.8links). Nun kann durh Di�erenzieren von Gleihung (2.9) nah dem Verzerrungsparameter
τ gezeigt werden, dass für eine zylindrishe Fermi�ähe mit shwaher c-Ahsen-Dispersionein Minimum der Freien Energie für alle Temperaturen und Magnetfelder für τ = 1

2 ln ǫcvorliegt. In diesem Fall fallen die beiden Sattelpunkte von |ηk| zusammen und man erhältbei |ηk| = α
√
ǫc eine logarithmishe Divergenz der Gewihtsfunktion gF (s) während sihaus dem Maximum von |ηk| bei α√2ǫc auf ein stufenförmiges Vershwinden der Funktion

gF (s) shlieÿen lässt. Eine ähnlihe Analyse kann auh für eine halbtorusförmige, sowie eineisotrope und eine elliptishe Fermi�ähe durhgeführt werden. Hier �ndet man Extrema derKoordinatenlinien von |ηk| an den Punkten ϕ = 0, π
2 , π,

3π
2 , 2π, bzw. ϑ = π

2 , π,
3π
2 . NahBerehnung der zweiten Ableitungen lässt sih ein Minimum bei |ηk|(ϕ = π/2, ϑ = π) = 0sowie ein Maximum bei |ηk|(ϕ = 0, ϑ = π) = αeτ identi�zieren (siehe Abbildung 3.8 rehts).Letzteres führt zu einem stufenförmigen Vershwinden der Gewihtsfunktion gF (s) bei eτ ,während ein ausgedehnter Sattelpunkt bei |ηk|(ϑ = π/2, ϕ) = αe−τ eine wurzelförmige Sin-gularität zur Folge hat. Für die isotrope bzw. die elliptishe Fermi�ähe �ndet man ausSymmetriegründen ein Minimum der Freien Energie bei τ = 0 bzw. τ̄ = 0 was bei ei-ner elliptishen Fermi�ähe einer Verzerrung von τ = − 1

2 ln
vF,ab

vF,c
entspriht. In diesem Fallvershwindet die Gewihtsfunktion gF (s) bei s = 1 mit einer wurzelförmigen Singularität.Für die halbtorusförmige Fermi�ähe �ndet man kein so einfahes Argument zur analyti-shen Bestimmung von τ , vielmehr ergibt eine numerishe Analyse, dass die Verzerrung desVortexgitters hier eine deutlihe Abhängigkeit von der Stärke des angelegten Magnetfeldsaufweist (siehe Abbildung 3.9 b). Für ein Magnetfeld, das in a-b-Ebenen-Rihtung ange-37
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Abbildung 3.9: Die Abhängigkeit der Vortexgitter-Verzerrung vom Magnetfeld, beshriebendurh den Parameter τ : a) für eine zylindrishe Fermi�ähe mit einer c-Ahsen-Dispersionvon ǫc = 0, 163 und b) für eine halbtorusförmige Fermi�ähe mit ν = 4. In den Insetsist die von der Stärke des Magnetfelds unabhängige Vortexgitterverzerrung, bzw. die Vor-texgitterverzerrung für B → 0 und B → Bc2 skizziert. Während der konstante Wert von
τ = 1

2 ln ǫc ≈ −0, 907 für die zylindrishe Fermi�ähe analytish berehnet werden kann,muss τ für die halbtorusförmige Fermi�ähe durh Minimierung der Freien Energie für jedesMagnetfeld numerish bestimmt werden.
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3.2. Die räumlih gemittelte Zustandsdihte für vershiedene Fermi�ähengeometrien
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Abbildung 3.10: Die Gewihtsfunktion gF (s) für eine zylindrishe Fermi�ähe mit τ = 1
2 ln ǫcund ǫc = 0, 163 (blau), für eine elliptishe bzw. isotrope Fermi�ähe (shwarz) und für einehalbtorusförmige Fermi�ähe mit einem Verhältnis der zwei harakteristishen Radien von

ν = 4 (rot). Für den Torus wurde ein Verzerrungsparameter von τ = 0, 375 gewählt, wieer aus einer Maximierung des oberen kritishen Magnetfelds Bc2, bzw. einer Minimierungder Freien Energie in der Umgebung von Bc2 folgt. In allen drei Fällen soll das Magnetfeldparallel zur a-b-Ebene des Kristalls anliegen.legt wurde, müssen die Funktionen gF (s), wie shon erwähnt, numerish berehnet werden.Eine Ausnahme bildet die elliptishe Fermi�ähe. Hier kann durh Anpassung der Verzer-rung τ das Ergebnis der isotropen Fermi�ähe reproduziert werden, die natürlih keinerleiausgezeihnete Ahse besitzt und � wie im vorangegangenen Abshnitt beshrieben � analy-tish berehnet werden kann. Die Ergebnisse für die Gewihtsfunktionen sind in Abbildung3.10 zusammengestellt. Es fällt auf, dass alle Gewihtsfunktionen ähnlihe Charakteristi-ka besitzen: Ein linearer Anstieg von gF (s) bei s = 0 sowie eine Singularität bei höheren,wenngleih untershiedlihen Werten von s. Diese Ähnlihkeit für kleine Werte von s kannman sih leiht erklären, denn für alle drei Fermi�ähen existieren genau zwei Punkte, andenen die Projektion der Fermigeshwindigkeit auf die Ebene senkreht zum Magnetfeldvershwindet. Dabei resultiert der lineare Anstieg von gF (s) für kleine s in dem harakteris-tishen Knik der Zustandsdihte an der Gapkante, der shon bei der isotropen Fermi�äheim vorangegangenen Abshnitt diskutiert wurde. Es wird damit jedoh deutlih, dass dieklare Untersheidung zwishen einer zylindrishen, isotropen oder halbtorusförmigen Fer-mi�ähengeometrie anhand der Quasiteilhen-Spektren im Vortexzustand, wie sie für einin c-Ahsen-Rihtung angelegtes Magnetfeld möglih war, für ein Magnetfeld, das parallelzur a-b-Ebenen-Rihtung des Kristalls anliegt, niht möglih ist (vgl. Abbildung 3.11). Beider Betrahtung des oberen kritishen Magnetfelds Bab
c2 für eine zylindrishe Fermi�ähe istdabei zu berüksihtigen, dass dieses für eine vershwindende c-Ahsen-Dispersion divergiert(siehe [19℄).
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Abbildung 3.11: Die Zustandsdihte für vershiedene Fermi�ähen mit Magnetfeld in a-b-Ebenen-Rihtung: a) für eine zylindrishe und b) und für eine halbtorusförmige Fermi�ähe.Für die zylindrishe Fermi�ähe wurde eine shwahe c-Ahsen-Dispersion von ǫc = 0, 163angenommen, die eine Divergenz des oberen kritishen Magnetfelds Bc2 verhindert, und dieAnisotropie des Vortexgitters mit τ = 1
2 ln ǫc angepasst. Für die halbtorusförmige Fermi-�ähe wurde der Verzerrungsparameter τ durh Minimierung der Freien Energie für jedenMagnetfeldwert passend bestimmt (siehe Abbildung 3.9 b). In allen drei Figuren sind Kurvenfür Magnetfelder von B = 0, 1Bab

c2 , B = 0, 3Bab
c2 und B = 0, 5Bab

c2 gezeigt.
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3.2. Die räumlih gemittelte Zustandsdihte für vershiedene Fermi�ähengeometrien3.2.3 Fermi�ähen mit ausgeprägtem �nesting�Um die räumlih gemittelten Zustandsdihten für eine einfahes �tight binding�-Modell zuberehnen, muss zuerst die passende harakteristishe Funktion gF (s) gefunden werden.Diese kann für eine Dispersionsrelation der folgenden Art ǫk = 2t (cos kxa+ cos kya) − ǫFdurh eine kurze Rehnung bestimmt werden. Betrahtet man die Fermi�ähenmittelungaus Abshnitt 3.1:
〈· · · 〉FS =

1

N

∫

d3k

(2π)3
1

|~vF |
δ(ǫk) . . .und verwendet die De�nition der Gewihtsfunktion gF (s), so erhält man

gF (s) =
1

N

∫

BZ

d3k

(2π)3
1

|~vF |
δ(ǫk)δ

(

s− |ηk|
α

)

=
4

N

∫ 0

−π/a

dkx

∫ 0

−π/a

dky
1

(2π)2a

1

v̄F

√

sin2 kxa+ sin2 kya

×δ (cos kxa+ cos kya− 2A) δ

(

s−
√

sin2 kxa+ sin2 kya

)wobei mit v̄F = 2ta eine mittlere Fermigeshwindigkeit eingeführt und α = v̄F

√

eB
c gewähltwurde. Dabei kann die Integration über die gesamte Brillouinzone durh eine Integrationüber kx und ky von −π

a bis 0 ersetzt werden, da alle Funktionen symmetrish bezüglihdes Integrationszentrums sind. Nun soll weiterhin die Integration durh Einführung von
x = cos kxa und y = cos kya vereinfaht werden. Die Di�erentiale shreiben sih damit als
dkx = − dx

a
√

1−x2
sowie dky = − dy

a
√

1−y2
und man erhält

gF (s) =
4

N

∫ 1

−1

dx√
1 − x2

∫ 1
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√
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N
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√

2 − x2 − (2A− x)
2

)

=
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N
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∫ 1

−1

dx√
1 − x2

Θ (1 + x− 2A)
√

1 − (2A− x)2

s

2 |A− x| {δ (x− x1) + δ (x− x2)}mit x1 = A+
√

1 − s2

2 −A2 und x2 = A−
√

1 − s2

2 −A2. Nun kann auh das Integral über
x ausgeführt werden, wobei man verwenden kann, dass gilt

1 − x2
1 = 1 − (2A− x2)

2
, 1 − x2

2 = 1 − (2A− x1)
2und

|A− x1| = |A− x2| =

√

1 − s2

2
−A2so dass sih die zwei Dirashen Deltafunktionen wieder zusammenfassen lassen und man fürdie Gewihtsfunktion gF (s) nah einigen weiteren algebraishen Umformungen den folgendenAusdruk erhält:
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(
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(
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3. Der Vortexzustand im Grenzfall hoher Magnetfeldermit einer jeweils zu bestimmenden Normierungskonstanten N . Die Gewihtsfunktion für einzweidimensionales �tight binding�-Modell mit �nearest-neighbor hopping� besitzt somit zweiSingularitäten bei s =
√

4A(1 −A) und s =
√

2 − 2A2, die durh die Nullstellen des Nennersbestimmt sind und die gleihzeitig den von Null vershiedenen Wertebereih von gF (s) be-grenzen. Für A→ 1 nähert sih die Form der Fermi�ähe einem Zylinder und folglih rükendie zwei Singularitäten zusammen (siehe Abbildung 3.12). Die Zustandsdihte berehnet sihwie im vorangegangenen Abshnitt als Integral über die Zustandsdihte einer zylindrishenFermi�ähe für vershiedene e�ektive Magnetfelder, jeweils gewihtet mit gF (s). Währendsih die Zustandsdihten im Vortexzustand für ein shwahes �nesting� der Fermi�ähenund eine nahezu zylindrishe Fermi�ähe kaum von der Zustandsdihte einer zylindrishenFermi�ähe untersheiden, beobahtet man für ein sehr starkes �nesting� der Fermi�ähe(Abbildung 3.12 a) ein breiteres Aufspalten der zwei Peaks in der harakteristishen Funk-tion gF (s) und daraus resultierend auh für höhere Magnetfelder eine shärfere Gapkanteund ein shwäheres �Auseinanderlaufen� der Peaks in der Quasiteilhen-Zustandsdihte.Für ein Magnetfeld parallel zur a-b-Ebenen-Rihtung des Kristalls muss zur Begrenzung desoberen kritishen Felds wiederum eine kleine c-Ahsen-Dispersion eingeführt werden. Da indiesem Fall jedoh die �nesting�-Eigenshaften der Fermi�ähe nur eine untergeordnete Rol-le spielen, ist ein ähnlihes Ergebnis zu erwarten wie für die zylindrishe Fermi�ähe mitentsprehender c-Ahsen-Dispersion, und es soll hier auf die aufwändige Herleitung einerGewihtsfunktion für diesen Fall verzihtet werden.Shlieÿlih soll noh die Zustandsdihte für ein dreidimensionales �tight binding�-Modell miteiner Energiedispersion der Form ǫk = 2t (cos kxa+ cos kya+ cos kza) − ǫF berehnet wer-den. Dabei soll ein Fall betrahtet werden, bei dem das Magnetfeld parallel zur kz-Ahseder Fermi�ähe anliegt. Die Gewihtsfunktion berehnet sih dann analog zum zweidimen-sionalen �tight binding�-Modell als
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2 − x2 − s2. Führt man nun noh die Integration über y aus, so shreibt sih die42
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Abbildung 3.12: Die Gewihtsfunktion und die Quasiteilhen-Zustandsdihte für ein zwei-dimensionales �tight binding�-Modell mit untershiedlih starkem �nesting� der Fermi�ähe.Von oben nah unten wurde der Parameter A = ǫF

4t zu A = 0, 05 (a), A = 0, 5 (b) und
A = 0, 9 () gewählt, der Inset zeigt jeweils die zugehörige Form des Fermi�ähenshnitts.Rehts sind jeweils die zugehörigen Quasiteilhen-Zustandsdihten für Magnetfelder von
B = 0, 1Bc2, B = 0, 3Bc2 und B = 0, 5Bc2 gezeigt.
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3. Der Vortexzustand im Grenzfall hoher MagnetfelderGewihtsfunktion shlieÿlih in integraler Form als
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mit einer jeweils zu bestimmenden Normierungskonstanten N . Die Ergebnisse für diesesModell sind in Abbildung 3.13 zusammengestellt. Deutlih zu erkennen ist, dass für einen�nesting�-Parameter von A ≈ 1
3 die Divergenz der Gewihtsfunktion bei s = 0 zu einer Zu-standsdihte führt, die nahezu der Bulk-Zustandsdihte entspriht, da bei einer Mittelung dieGewihtung der Zustandsdihte mit B = 0 (entsprehend s = 0) überwiegt. Diese Divergenzlässt sih aus dem Vershwinden der Fermigeshwindigkeit am �Äquator� der Fermi�äheerklären, was natürlih auh ein Vershwinden der Projektion der Fermigeshwindigkeit |ηk|in der Ebene senkreht zum Magnetfeld zur Folge hat. Dies ist ein E�ekt, der zu einer Di-vergenz des oberen kritishen Felds führt � vergleihbar mit einer zylindrishen Fermi�äheohne c-Ahsen Dispersion und einem in a-b-Ebenen-Rihtung angelegten Magnetfeld. FürWerte von A > 1

3 führt dagegen der lineare Anstieg von gF (s) für kleine s zu Zustandsdih-ten, die sih mehr und mehr der Zustandsdihte einer isotropen Fermi�ähe annähern, dieim Grenzfall A → 1 in dem Modell enthalten ist (siehe Abbildung 3.13 ). Dass in diesemFall Divergenz und Abbruh der Gewihtsfunktion niht bei s = 1 erfolgt, wie dies bei derisotropen Fermi�ähe der Fall war, liegt an der etwas anders erfolgten De�nition der Fer-migeshwindigkeit v̄F und damit einem anders normierten Parameter α = v̄F

√

eB
c . Da dieMagnetfeldstärke aber jeweils auf das obere kritishe Feld Bc2 bezogen ist, kann die Nor-mierung von α bei der Berehnung der gemittelten Quasiteilhen-Zustandsdihte beliebiggewählt werden � insofern die Wahl mit derjenigen konsistent ist, die bei der Berehnungder Gapgleihung getro�en wurde.3.3 Die räumlih gemittelte Zustandsdihte für den Vor-texzustand von MgB2Um die räumlih gemittelte Zustandsdihte für den Vortexzustand von Magnesiumdiborid zuberehnen, muss zuerst die Zweiband-Gapgleihung im Vortexzustand gelöst werden. Liegtdas Magnetfeld niht parallel zur Hauptsymmetrieahse des Kristalls an, so muss deswei-teren die korrekte Form des Vortexgitters durh Minimierung der Freien Energie gefundenwerden. Ebenso wie im Einband-Fall kann jedoh auh hier für kleine Temperaturen dieMagnetfeldabhängigkeit des Paarpotentials annähernd durh ein wurzelförmiges Verhaltenbeshrieben werden. Erst bei höheren Temperaturen �ndet man deutlihe Abweihungen.Hier steht insbesondere das Verhalten des kleinen Gaps im π-Band sehr stark unter demEin�uss der Interband-Paarungswehselwirkung, die in die Auÿerdiagonaleinträge der Kopp-lungsmatrix λαα′ eingeht. Daher ist es sinnvoll, mit η = λππ−λ−

λ+−λ−
ein Maÿ für die Kopplungs-stärke einzuführen, wie es die Autoren von [19℄ nahe legen. Dabei entspriht η = 0 einemVershwinden der Interbandkopplung, während η = 0, 5 eine maximale Interbandkopplungbeshreibt. Ganz ohne Interbandkopplung (η = 0) würde das kleinere Gap bei einer entspre-hend niedrigeren Übergangstemperatur T (π)

c = 2∆
(π)
0 /3, 53 vershwinden als das gröÿereGap. Daraus resultiert, dass bei einer nur sehr shwahen Interbandkopplung das kleinereGap zwishen der kritishen Temperatur des Gesamtsystems und der zu seinem Wert korre-spondierenden kritishen Temperatur mehr oder weniger stark unterdrükt ist und es damit44



3.3. Die räumlih gemittelte Zustandsdihte für den Vortexzustand von MgB2
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Abbildung 3.13: Die Gewihtsfunktion und die Quasiteilhen-Zustandsdihte für ein dreidi-mensionales �tight binding�-Modell mit untershiedlih starkem �nesting� der Fermi�ähen.Der �nesting�-Parameter A = ǫF

6t wurde von A = 1
3 (a) über A = 1

2 (b) bis A = 14
15() variiert, der Inset zeigt jeweils die zugehörige Form der Fermi�ähe. Rehts sind dieQuasiteilhen-Zustandsdihten für die links angegeben Fermi�ähen für Magnetfelder von

B = 0, 1Bc2, B = 0, 3Bc2 und B = 0, 5Bc2 berehnet.
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3. Der Vortexzustand im Grenzfall hoher Magnetfeldera)
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Abbildung 3.14: Die Magnetfeldabhängigkeit der Paarpotentialamplituden im σ-Band (blau)und im π-Band (rot) von Magnesiumdiborid, berehnet mit untershiedlihen Interband-kopplungsstärken: Für (a) wurde eine shwahe Interbandkopplungsstärke von η = 0, 064angenommen (siehe [7℄), für (b) eine stärkere Interbandkopplungsstärke von η = 0, 121 (sie-he [19℄). Ein deutliher Untershied ist bei dem Verhältnis der zwei Paarpotentialamplitudenbei B = 0 erkennbar, im ersten Fall ist c0(η = 0, 064) = ∆(σ)

∆(π) = 3, 05 gegeben, im zweitenFall ergibt sih c0(η = 0, 121) = 2, 37. In beiden Fällen ist eine wurzelförmige Näherung derMagnetfeldabhängigkeit des Paarpotentials (gestrihelt) angegeben.starke Abweihungen von der �klassishen� Temperaturabhängigkeit aufweist. Für niedrigeTemperaturen sind diese Abweihungen jedoh nur gering und hier liefert eine wurzelförmigeNäherung der Magnetfeldabhängigkeit hinreihend gute Ergebnisse (siehe Abbildung 3.14).Die Matrix λαα′ ist aus Bandstrukturrehnungen bekannt und wurde von Liu et al. in [7℄ zu
λσσ = 0, 959, λσπ = 0, 222, λπσ = 0, 163 und λππ = 0, 278 berehnet. Daraus ergeben sih dieEigenwerte der Matrix zu λ+ = 1, 008 und λ− = 0, 228 sowie eine Interbandkopplungsstärkevon η = 0, 064. Für die Berehnung der Paarpotentialamplituden sowie der Zustandsdihtenin dieser Arbeit wurde neben der von Liu et al. vorgeshlagenen Kopplungsmatrix jedohnoh eine weitere Kopplungsmatrix berüksihtigt, die unter Beibehaltung der Eigenwertevon λαα′ und durh eine höhere Interbandkopplungsstärke von η = 0, 121 gewonnen wurde.Diese λαα′ -Matrix erhalten Dahm und Shopohl in [19℄ durh eine Anpassung ihrer Theoriean die gemessene Anisotropie des oberen kritishen Felds durh Lyard et al. [18℄ (vergleiheAbbildung 1.3). Die Kopplungsmatrix shreibt sih in diesem Fall als

λαα′ =

(

0, 914 0, 297
0, 218 0, 322

)In den Abbildungen 3.15 a) bis f) sind die Ergebnisse, die mit den beiden Modellannahmenberehnet wurden, gegenübergestellt. Dabei muss bei der Berehnung der Zustandsdihteund der Gapamplitude im Vortexzustand für den Zweiband-Fall berüksihtigt werden, dassdie Fermigeshwindigkeiten in den untershiedlihen Bändern vershieden sein können. Fürden vorliegenden Fall von Magnesiumdiborid wurde die Fermigeshwindigkeit im σ-Band als
v
(σ)
F = 4, 4 · 105 m

s und im π-Band als v(π)
F = 8, 2 · 105 m

s angesetzt (siehe [7℄). Für ein Ma-gnetfeld in c-Ahsen-Rihtung des Kristalls genügt das unverzerrte Abrikosov-Vortexgitterzur Beshreibung des Grundzustands des Paarpotentials, und die Zustandsdihte berehnetsih als
N(E,B) = N

(σ)
0 Re [〈g(σ)(−iE,~kF )

〉

σ

]

+N
(π)
0 Re [〈g(π)(−iE,~kF )

〉

π

]46



3.3. Die räumlih gemittelte Zustandsdihte für den Vortexzustand von MgB2wobei g(σ)(−iE,~kF ) und g(π)(−iE,~kF ) gemäÿ Gleihung (2.7) analytish berehnet wer-den können. Dabei kann die Fermi�ähenmittelung im π-Band unter Verwendung der Ge-wihtsfunktion (3.2) erfolgen, wobei die Magnetfeldabhängigkeit über α(σ) = v
(σ)
F

√

eB
c und

α(π) = v
(π)
F

√

eB
c mit v(σ)

F 6= v
(π)
F in die Berehnung eingeht. In Abbildung 3.15 a) und b) istdas Quasiteilhenspektrum für Magnesiumdiborid, normiert auf N0 = N

(σ)
0 +N

(π)
0 , gezeigt.Dabei berehnet sih das Gewiht der Zustandsdihte des π-Bandes als wπ =

N
(π)
0

N
(σ)
0 +N

(π)
0

=

1
ζ+1 = 0, 577 und das der Zustandsdihte des σ-Bandes als wσ = 1 − wπ = 0, 423. Sofortzu erkennen ist das deutlih rashere Vershwinden des Peaks an der Gapkante im π-Bandim Vergleih zum Peak an der Gapkante im σ-Band, ein E�ekt, der auf die untershiedlihetopologishe Struktur der zwei Fermi�ähen zurükzuführen ist. Ein Vergleih der Zustands-dihte bei E = 0 als Funktion des Magnetfelds mit gemessenen Werten durh Bouquet etal. zeigt, dass die Annahme einer stärkeren Interbandkopplung η = 0, 121 zu einer besserenÜbereinstimmung führt als die Berehnungen mit einer niedrigeren Interbandkopplungs-stärke von η = 0, 064, wie sie aus den Bandstrukturrehnungen vorausgesagt wurde. Istdie Temperatur- und Magnetfeldabhängigkeit der Paarpotentialamplituden sowie der Qua-siteilhenzustandsdihten bekannt, so kann zudem die spezi�she Wärme des elektronishenSystems im Rahmen der analytishen Näherung berehnet werden als

Cs − Cn = −T
∑
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(α)(E)

}

dEwobei ∂TN
(α)(E) gegeben ist als

∂TN
(α)(E) =

〈

− P
(α)
Λ (−iE, |ηk|)

√

1 + P
(α)
Λ (−iE, |ηk|)

3

∂T ∆(α)

∆(α)

〉

αDie Tatsahe, dass allein die Paarpotentialamplitude eine Temperaturabhängigkeit aufweist,sowie die Verwendung der Stationaritätsbedingung des Drukfunktionals führt zu einemVershwinden aller gekoppelter Terme und zu einer einfahen additiven Überlagerung derAnteile der spezi�shen Wärme für Teilhen aus dem σ-Band und Teilhen aus dem π-Band.Die Ergebnisse dieser Rehnungen sind in Abbildung 3.15 e) und f) für die zwei vershiedenenInterbandkopplungsstärken η = 0, 064 und η = 0, 121 einander gegenübergestellt.Gleihermaÿen können die Paarpotentialamplituden und die Quasiteilhenzustandsdihtenauh für ein Magnetfeld in der a-b-Ebene des Kristalls berehnet werden. Hierbei ist zubeahten, dass das Vortexgitter aufgrund der Anisotropie der Fermigeshwindigkeitskom-ponente in der Ebene senkreht zum Magnetfeld seine Form ändert. Dabei muss der Ver-zerrungsparameter τ als Funktion des Magnetfelds aus der Minimierung der Freien Energie� wie im vorangegangenen Abshnitt beshrieben � berehnet werden. Der Wert für τ bei
B = Bc2 wurde shon von Dahm und Shopohl in [19℄ durh Maximierung von Bc2 zu
τ = 1

2 ln ǫc abgeshätzt, da hier eine Dominanz des σ-Bandes vermutet wurde. Diese Vermu-tung bestätigt sih, jedoh wähst für sehr niedrige Magnetfelder der Ein�uss des π-Bandeszusehends und der Verzerrungsparameter τ ändert � im Rahmen der analytishen Näherungnah Pesh berehnet � für B → 0 sogar sein Vorzeihen (siehe Abbildung 3.16 a) und ver-gleihe mit Abbildung 3.9). Die Magnetfeldabhängigkeiten der Paarpotentialamplituden im
σ- und im π-Band weisen eine starke Abweihung von dem einfahen wurzelförmigen Verhal-ten auf. Man �ndet für kleine Magnetfelder eine rashe Unterdrükung der Gapamplitudenvon den Maximalwerten bei B = 0, die auf ein weit niedrigeres Bc2 � korrespondierend zurhalbtorusförmigen Fermi�ähe � hindeutet (Abbildung 3.16 b). Für gröÿere Magnetfelder47



3. Der Vortexzustand im Grenzfall hoher Magnetfelder
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Abbildung 3.15: Vershiedene Ergebnisse der analytishen Näherung für untershiedliheKopplungsstärken: links für η = 0, 064 und rehts für η = 0, 121. In (a) und (b) ist dasgemittelte Quasiteilhenspektrum für B = 0 sowie im Vortexzustand von Magnesiumdiboridfür drei vershiedene Magnetfelder B = 0, 1Bc
c2, B = 0, 3Bc

c2 und B = 0, 5Bc
c2 gezeigt.In () und (d) ist die gemittelte Quasiteilhen-Zustandsdihte bei E = 0 als Funktiondes Magnetfelds aufgetragen, wobei die Ergebnisse der Rehnungen mit den Messungenvon Bouquet et al. [38℄ verglihen werden und hierfür das obere kritishe Magnetfeld zu

Bc
c2 = 4, 2T angenommen wurde (siehe auh [39℄). In (e) und (f) ist shlieÿlih die spezi�sheWärme des elektronishen Systems für B = 0 gezeigt, sowie im Vortexzustand für B =

0, 1Bc
c2, B = 0, 3Bc

c2 und B = 0, 5Bc
c2. 48



3.4. Das obere kritishe Magnetfeld im sauberen und im shmutzigen Grenzfallerkennt man jedoh, dass das σ-Band mit seinem sehr hohen Bc2 das Verhalten der Paarpo-tentialamplituden dominiert. Der Vergleih der Zustandsdihte bei E = 0 als Funktion desMagnetfelds (Abbildung 3.17 b) zeigt im Vergleih zu den gemessen Werten einen deutlihsteileren Anstieg, der durh das rashe Vershwinden der Gapstruktur im π-Band-Spektrumzu erklären ist (vgl. Abbildung 3.17 a). Dies kann durh die unzulänglihe Beshreibungder gemittelten Zustandsdihte für kleine Magnetfelder im Rahmen der hier verwendeteNäherung erklärt werden, da diese per Konstruktion natürlih nur für hohe MagnetfelderGültigkeit besitzt. Für niedrige Magnetfelder spielt neben der Reskalierung des Vortexgittersauh das Shrumpfen des Vortexores relativ zum Vortexabstand eine bedeutende Rolle, waszu einer höheren Gewihtung der Bulk-Zustandsdihte im Auÿenraum des Vortex führt unddamit das rashe Vershwinden der Gapstruktur im Quasiteilhenspektrum begrenzt.3.4 Das obere kritishe Magnetfeld im sauberen und imshmutzigen GrenzfallEine der im Experiment am einfahsten zugänglihen harakteristishen Gröÿen eines Supra-leiters im Magnetfeld ist das obere kritishe Magnetfeld, bei dem ein Übergang des elektro-nishen Systems von der supraleitenden in die normalleitende Phase statt�ndet. Shon einJahr nah der Entdekung der supraleitenden Eigenshaften von Magnesiumdiborid wurdenan den ersten einkristallinen Proben dieses Materials Messungen des oberen kritishen Ma-gnetfelds vorgenommen, die eine stark temperaturabhängige Anisotropie von Bc2 bezüglihder Rihtung des angelegten magnetishen Felds aufwiesen [18, 40℄. Diese Temperaturabhän-gigkeit der Anisotropie kann im Rahmen eines Zweiband-Modells unter Berüksihtigung derentsprehenden Fermi�ähengeometrien shlüssig erklärt werden, wie Dahm und Shopohlfür den sauberen Grenzfall in [19℄ und Golubov und Koshelev für den shmutzigen Grenzfallin [41℄ zeigen konnten. Da die Gröÿe des oberen kritishen Felds als Funktion der Tempe-ratur eine Shlüsselfunktion beim Verständnis des Vortexzustands von MgB2 spielt, soll imfolgenden die Herleitung der Ausdrüke für den sauberen wie den shmutzigen Grenzfallkurz skizziert werden, wie sie in [19℄ bzw. ausführliher im Anhang von [2℄ (für den sauberenGrenzfall) und in [33℄ (für den shmutzigen Grenzfall) berehnet wurden. Beide können ausder linearisierten Selbstkonsistenzgleihung für das Paarpotentials berehnet werden. Fürden sauberen Grenzfall kann die Gapgleihung (2.10) in der Umgebung des Phasenüber-gangs bei Bc2 unter Vernahlässigung quadratisher Terme in ∆(α), d.h mit g(α)(ω,~kF ) ≈ 1,folgendermaÿen geshrieben werden:
∆(α) =
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[

1

λ+
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Tc
− lα′(Bc2, T )

]

∆(α′) (3.3)wobei lα unabhängig von ∆(α) nur noh eine Funktion des oberen kritishen Felds und derTemperatur ist:
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3. Der Vortexzustand im Grenzfall hoher Magnetfelder
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Abbildung 3.16: a) Der Verzerrungsparameter τ des Vortexgitters als Funktion des Magnet-felds für Magnesiumdiborid. Die Insets zeigen das verzerrte Vortexgitter für B → 0 und
B → Bc2. b) Die Paarpotentialamplituden im σ-Band (blau) und im π-Band (rot) als Funk-tion von B für den Vortexzustand von MgB2 für ein Magnetfeld in Rihtung der a-b-Ebenedes Kristalls.
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3.4. Das obere kritishe Magnetfeld im sauberen und im shmutzigen Grenzfall
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Abbildung 3.17: a) Das Quasiteilhenspektrum im Vortexzustand von Magnesiumdiboridfür B = 0 sowie für B = 0, 1Bab
c2 , B = 0, 3Bab

c2 und B = 0, 5Bab
c2 für ein Magnetfeld parallelzur a-b-Ebene des Kristalls. b) Die für E = 0 als Funktion des Magnetfelds berehneteZustandsdihte im Vergleih zu den Messungen von Bouquet et al. [38℄. Dabei wurde dasobere kritishe Magnetfeld zu Bab

c2 = 22T angenommen. Die Rehnungen wurden für eine
c-Ahsen-Dispersion von ǫc = 0, 163 und eine Interbandkopplungsstärke von η = 0, 121durhgeführt.
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3. Der Vortexzustand im Grenzfall hoher Magnetfelderkann die Summation über ǫn in ein shnell konvergentes Integral umgewandelt werden undman erhält mit u = πTs
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] (3.4)In Abbildung 3.18 sind die Ergebnisse der Berehnung des oberen kritishen Magnetfeldsin c-Ahsen-Rihtung und in a-b-Ebenen-Rihtung für zwei untershiedlihe Interbandkopp-lungsstärken η gegenübergestellt (vgl. [19℄).Gleihermaÿen kann auh ein Ausdruk für das obere kritishe Feld im shmutzigen Grenzfallberehnet werden (siehe [33℄). Hier muss von der linearisierten Usadel-Gleihung ausgegan-gen werden, die sih mit g(α,0) ≈ sign(ǫn) und für ǫn > 0 folgendermaÿen shreiben lässt
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Abbildung 3.18: Das obere kritishe Magnetfeld als Funktion der Temperatur, berehnet imsauberen Grenzfall für zwei vershiedene Parametersätze mit η = 0, 064 (a) und η = 0, 121(b). Gezeigt ist das obere kritishe Magnetfeld in a-b-Ebenen-Rihtung (blau) und in c-Ahsen-Rihtung (rot). Der Inset zeigt jeweils das Anisotropieverhältnis Γ(T ) =
Bab

c2 (T )
Bc

c2(T ) .
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3. Der Vortexzustand im Grenzfall hoher Magnetfelderwobei verwendet wurde, dass nah De�nition gilt 〈ψτ
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3. Der Vortexzustand im Grenzfall hoher MagnetfelderDamit kann nun der räumlihe Mittelwert in Gleihung (3.5) unter Verwendung von γψτ
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und nah Ausführung der Summation über ǫn und mit u = πTs erhält man:
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Abbildung 3.19: Das obere kritishe Magnetfeld als Funktion der Temperatur im shmutzi-gen Grenzfall. Die durhgezogenen Linien zeigen Rehnungen für das obere kritishe Feld inder a-b-Ebene Bab
c2 (blau) und für das obere kritishe Feld parallel zur c-Ahse des Kristalls

Bc
c2 (rot). Die Streuzeiten τ (α,lm)

tr wurden derart angepasst, dass eine möglihst gute Über-einstimmung mit den experimentellen Daten von Lyard et al. [18℄ (blaue und rote Punkte)erreiht wurde. Die Temperatur ist in Kelvin, die Magnetfeldstärke in Tesla angegeben. DerInset zeigt das Anisotropieverhältnis Γ = Bab
c2/B

c
c2 als Funktion der Temperatur, wie es ausden Rehnungen hervorgeht.Alle nihtdiagonalen Elemente der beiden Di�usionstensoren sind Null, wie man sih leihtüberzeugen kann. Da nur Fälle betrahtet werden sollen, bei denen das Magnetfeld parallelzu einer der drei Hauptahsen des Kristalls angelegt wird, genügt es somit, diese vier un-tershiedlihen Di�usionskonstanten zu berehnen. In Abbildung 3.19 sind die Ergebnissefür Bc2(T ) im shmutzigen Grenzfall gezeigt, wobei hier die experimentellen Ergebnisse eineAnisotropie der Streuzeiten τ (α,l)
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ll [m2/s℄ 7, 0 · 10−4 2, 7 · 10−5 3, 9 · 10−3 1, 8 · 10−2wobei die Interbandkopplungsstärke mit η = 0, 064 und die c-Ahsen-Dispersion der zylin-drishen Fermi�ähe mit ǫc = 0, 23 in Analogie zu den Ergebnissen der Bandstrukturreh-nungen gewählt wurden. Ein Vergleih mit Di�usionskonstanten, die von Heon-Jung Kim etal. in [42℄ aus Messungen des oberen kritishen Felds in Aluminium-dotiertem Magnesium-diborid Mg1−xAlxB2 extrahiert wurden, zeigt niht nur eine qualitative, sondern im Falleder Di�usionskonstanten innerhalb der a-b-Ebene auh quantitative Übereinstimmung. Diegröÿere Abweihung bei der Berehnung der beiden anderen Di�usionskonstanten kann aufdie Dotierung mit Aluminium zurükgeführt werden, die sih überwiegend in einer Änderungder c-Ahsen-Transportgröÿen niedershlägt.57





Kapitel 4
Der einzelne Vortex als Modellniedriger Magnetfelder
Wenngleih die räumlihe Variation des Paarpotentials eines Typ-II-Supraleiters im Vortex-zustand über einen weiten Magnetfeldbereih durh ein skaliertes Abrikosovgitter sehr gutbeshrieben werden kann, so ist doh für sehr niedrige Magnetfelder nahe des unteren kri-tishen Felds der isolierte Einzelvortex eine bessere Approximation. Wird der Abstand dereinzelnen Flussshläuhe so groÿ, dass das Paarpotential zwishen den Vorties seinen Bulk-Wert annimmt und Strom und Magnetfeld hinreihend klein werden, so kann der Vortex inguter Näherung als isoliert betrahtet und der Ein�uss der Flussshläuhe untereinander ver-nahlässigt werden. Die harakteristishen Eigenshaften eines isolierten Vortex sind sowohlfür den sauberen als auh für den shmutzigen Grenzfall sowie für beliebige Störstellenkon-zentrationen hinlänglih untersuht worden (siehe beispielsweise [43, 44, 45℄). Neben derVariation des Paarpotentials ist insbesondere das Auftreten von gebundenen Quasiteilhen-Zuständen am Ort der Flusslinie von besonderem Interesse (siehe [46, 47℄). Dabei �ndet manfür einen Supraleiter mit konventioneller bzw. unkonventioneller Paarungssymmetrie einedeutlih untershiedlihe räumlihe Variation und Ausdehnung der im Vortexore gebun-denen Zustände sowie voneinander abweihende Ausprägungen des supraleitenden Stromsum das Vortexzentrum, der auf der Länge der Londonshen Eindringtiefe in den Supraleiterhinein abfällt [31, 48℄. Auh für einen Zweiband-Supraleiter kann man im Zusammenspielder zwei untershiedlihen Paarpotentialamplituden eine Reihe neuer und bisher niht un-tersuhter Phänomene erwarten, die im folgenden diskutiert werden sollen. Dabei soll imersten Abshnitt ein auf zwei Bänder verallgemeinerter Ginzburg-Landau-Ausdruk disku-tiert werden, der einen einfahen Variationsansatz zur Beshreibung der Paarpotentialam-plituden in der Umgebung des Vortexores für Temperaturen nahe Tc erlaubt. Im zweitenAbshnitt sollen dann die Ergebnisse einer selbstkonsistenten Rehnung für beliebige Tem-peraturen vorgestellt werden, wobei insbesondere das Paarpotential und die Zustandsdihtein der Umgebung des Vortexores betrahtet werden. Im dritten Abshnitt soll dann aufdas Shrumpfen des Vortexores für niedrige Temperaturen eingegangen werden, eine An-omalie, die im sauberen Grenzfall als Kramer-Pesh-E�ekt bekannt ist. Im letzten Abshnittsoll shlieÿlih ein �gemishtes� Modell mit einem sauberen, �ballistishen� σ-Band und ei-nem shmutzigen, �di�usiven� π-Band betrahtet werden, wie es erstmals von Eshrig zurBeshreibung von Magnesiumdiborid vorgeshlagen wurde [49℄.59



4. Der einzelne Vortex als Modell niedriger Magnetfelder4.1 Die Verallgemeinerung der Ginzburg-Landau-TheorieNahe der kritishen Temperatur können aus dem Freien-Energie-Funktional der quasiklas-sishen Theorie die Ginzburg-Landau-Gleihungen als Grenzfall abgeleitet werden. Dabeiist jedoh zu berüksihtigen, dass die quasiklassishen Gleihungen in Ordnungen von
√

1 − T
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entwikelt werden, so dass alle Gröÿen, die proportional zur inversen reduzier-ten Temperatur variieren, in gleihen Ordnungen zusammengefasst werden müssen. Nebender Paarpotentialamplitude ∆(T ) ist hierbei insbesondere der Operator der eihinvariantenAbleitung D(α)
± zu berüksihtigen, der eine Variation auf der Längenskala ξ0 ∝ 1

q

1− T
Tcbeshreibt und somit von der gleihen Ordnung ist wie die Paarpotentialamplitude ∆(T )(siehe [50, 51℄). Im folgenden soll skizziert werden, wie man aus der quasiklassishen Theo-rie ein verallgemeinertes Ginzburg-Landau-Funktional ableiten kann, wobei der Herleitungvon Shopohl in [51℄ gefolgt wird. Bei der folgenden Rehnung soll verwendet werden, dass
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c
~v

(α)
F

~A(~r), und D(α)
+ = −i~v(α)

F
~∇ +

2e

c
~v

(α)
F

~A(~r)können die Eilenberger-Gleihungen (2.3,2.4,2.5) mit ω = ǫn geshrieben werden als
(

2iǫn + D(α)
−

)

f (α) = 2i∆(α)g(α)

(

2iǫn + D(α)
+

)

f∗(α)(−) = 2i∆∗(α)g(α)In der Umgebung der kritishen Temperatur können nun die Funktionen g(α), f (α) und
f∗(α)(−) in Ordnungen von Dν

±∆µ entwikelt werden (siehe [51℄), wobei j = ν + µ dieOrdnung der Entwiklung angeben soll. Für die anomalen Greenshen Funktionen kann dieEntwiklung geshrieben werden als
f (α) = f

(α)
1 + f

(α)
2 + f

(α)
3 + . . .

f∗(α)(−) = f
∗(α)
1 (−) + f

∗(α)
2 (−) + f

∗(α)
3 (−) + . . .während für die normale Greenshe Funktion aus Symmetriegründen die erste Ordnungvershwindet und man erhält:

g(α) = sgn(ǫn) + g
(α)
2 + g

(α)
3 + . . .Setzt man die entwikelten Funktionen in die Eilenberger-Gleihungen ein und sortiert diepassenden Ordnungen, so ergeben sih die folgenden Rekursionsbeziehungen für die f (α)

j ,
f
∗(α)
j (−) und g(α)

j :
2iǫnf

(α)
j + D(α)

− f
(α)
j−1 = 2i∆(α)g

(α)
j−1 (4.1)

2iǫnf
∗(α)
j (−) + D(α)

+ f
∗(α)
j−1 (−) = 2i∆∗(α)g

(α)
j−1 (4.2)Dabei gilt für die nullte Ordnung

f
(α)
0 = f

∗(α)
0 (−) = 0, g

(α)
0 = sgn(ǫn)60



4.1. Die Verallgemeinerung der Ginzburg-Landau-TheorieEingesetzt in die Normierungsbedingung erhält man:
(sgn(ǫn) + g

(α)
2 + g

(α)
3 + . . .

)(sgn(ǫn) + g
(α)
2 + g

(α)
3 + . . .

)

+
(

f
(α)
1 + f

(α)
2 + f

(α)
3 + . . .

)(

f
∗(α)
1 (−) + f

∗(α)
2 (−) + f

∗(α)
3 (−) + . . .

)

= 1bzw. sortiert nah passenden Ordnungen
g
(α)
2 = −1

2
sgn(ǫn)f

(α)
1 f

∗(α)
1 (−)

g
(α)
3 = −1

2
sgn(ǫn)

(

f
(α)
1 f

∗(α)
2 (−) + f

(α)
2 f

∗(α)
1 (−)

)wobei die nullte Ordnung mit [sgn(ǫn)]
2

= 1 identish erfüllt ist. Für j = 1 können dieErgebnisse für f (α)
1 und f∗(α)

1 (−) direkt angegeben werden, wie man sie durh Einsetzen indie Gleihungen (4.1) und (4.2) erhält:
2iǫnf

(α)
1 = 2i∆(α)g

(α)
0 ⇒ f

(α)
1 = sgn(ǫn)

∆(α)

ǫn
=

∆(α)

|ǫn|

2iǫnf
∗(α)
1 (−) = 2i∆∗(α)g

(α)
0 ⇒ f

∗(α)
1 (−) = sgn(ǫn)

∆∗(α)

ǫn
=

∆∗(α)

|ǫn|Gleihes gilt für j = 2 und damit für f (α)
2 und f∗(α)

2 (−):
2iǫnf

(α)
2 + D(α)

− f
(α)
1 = 2i∆(α)g

(α)
1 ⇒ f

(α)
2 =

1

ǫn

(

∆(α)g
(α)
1 +

i

2
D(α)

− f
(α)
1

)

2iǫnf
∗(α)
2 (−) + D(α)

+ f
∗(α)
1 (−) = 2i∆∗(α)g

(α)
1 ⇒ f

∗(α)
2 (−) =

1

ǫn

(

∆∗(α)g
(α)
1 +

i

2
D(α)

+ f
∗(α)
1 (−)

)Mit dem Vershwinden von g(α)
1 und dem Ergebnis aus der vorangegangenen Überlegung für

f
(α)
1 und f∗(α)

1 (−) eingesetzt, ergibt sih
f

(α)
2 = i sgn(ǫn)D(α)

−
∆(α)

2ǫ2n
, f

∗(α)
2 (−) = i sgn(ǫn)D(α)

+

∆∗(α)

2ǫ2nFür g(α)
2 erhält man dagegen die explizite Form

g
(α)
2 = −1

2
sgn(ǫn)f

(α)
1 f

∗(α)
1 (−) = −sgn(ǫn)

∣

∣∆(α)
∣

∣

2

2ǫ2nDie Ausdrüke dritter Ordnung f (α)
3 und f∗(α)

3 (−) berehnen sih hingegen als:
f

(α)
3 = − 1

4 |ǫn|3
(

2∆(α)
∣

∣

∣∆(α)
∣

∣

∣

2

+
(

D(α)
−

)2

∆(α)

)

f
∗(α)
3 (−) = − 1

4 |ǫn|3
(

2∆∗(α)
∣

∣

∣∆(α)
∣

∣

∣

2

+
(

D(α)
+

)2

∆∗(α)

)und g(α)
3 shreibt sih

g
(α)
3 = − i

4 |ǫn|3
(

∆(α)D(α)
+ ∆∗(α) + ∆∗(α)D(α)

− ∆(α)
)61



4. Der einzelne Vortex als Modell niedriger MagnetfelderDesweiteren gilt für f (α)
j , f∗(α)

j (−) mit j ≥ 4 die Rekursionsbeziehung:
f

(α)
j =

1

2iǫn

(

2i∆(α)g
(α)
j−1 −D(α)

− f
(α)
j−1

)

, f
∗(α)
j (−) =

1

2iǫn

(

2i∆∗(α)g
(α)
j−1 −D(α)

+ f
∗(α)
j−1 (−)

)mit
g
(α)
j = −1

2
sgn(ǫn)





∑

2≤l≤j−2

(

g
(α)
j−lg

(α)
l + f

(α)
j−lf

∗(α)
l (−)

)

+ f
(α)
j−1f

∗(α)
1 (−) + f

(α)
1 f

∗(α)
j−1 (−)



und daraus folgt
f

(α)
4 = − isgn(ǫn)

8 |ǫn|4
{

(

D(α)
−

)3

∆(α) + 2D(α)
−

(

∆(α)
∣

∣

∣∆(α)
∣

∣

∣

2
)

2
(

∆(α)
)2 (

D(α)
+ ∆∗(α)

)

+ 2
∣

∣

∣
∆(α)

∣

∣

∣

2 (

D(α)
− ∆(α)

)

}und f∗(α)
4 (−) entsprehend. Zuletzt soll noh der Term 4. Ordnung g(α)

4 angegeben werden:
g
(α)
4 =

sgn(ǫn)

8ǫ4n

{

3
∣

∣

∣∆(α)
∣

∣

∣

4

+
(

D(α)
− ∆(α)

)(

D(α)
+ ∆∗(α)

)

+∆(α)

(

(

D(α)
+

)2

∆∗(α)

)

+ ∆∗(α)

(

(

D(α)
−

)2

∆(α)

)}Um nun ein verallgemeinertes Ginzburg-Landau-Funktional abzuleiten, müssen die so entwi-kelten Terme in einen geeigneten Ausdruk für das Drukfunktional eingesetzt werden. Umdie Summation über die Matsubarafrequenzen ǫn geshikt durhführen zu können, bietet essih an, anstelle das im Anhang auf mehrere Bänder verallgemeinerte Drukfunktional vonEilenberger zu verwenden, auf ein Funktional der Freien Energie zurükzugreifen, wie es vonShopohl und Tewordt in [51℄ durh Kopplungskonstanten-Integration abgeleitet wurde. Inseiner Verallgemeinerung auf mehrere Bänder lässt es sih shreiben als (wobei hier daraufhingewiesen sei, dass aufgrund der abweihenden Wahl des Vorzeihens in der Kopplungs-konstanten und damit auh in g(α) und f (α) das Vorzeihen in dem Ausdruk für die FreieEnergie hier gerade umgekehrt ersheint als in dem Ausdruk, der in [51℄ angegeben wird):
FS =

∑

α

∫

d3rN
(α)
0

∫

FSα

dΩk

4π







πT

∫ 1/T

0

dβ

β

∑

|ǫn|<ωc

ǫne
iǫn0+

[

g(α) − g(α)(−)
]







+
∑

α,α′

∫

d3r

∫

FSα

dΩk

4π

∫

FSα′

dΩk′

4π

[

∆(α)∗ (V −1
)

αα′ ∆(α′)
]Nun ist es sinnvoll, nur die Di�erenz der Freien Energie des supraleitenden Zustands bezüg-lih des normalleitenden Zustands zu betrahten und durh Subtraktion der entsprehendenTerme � wie in Anhang A.2 beshrieben � die Summation über alle positiven Matsubara-62



4.1. Die Verallgemeinerung der Ginzburg-Landau-Theoriefrequenzen auszudehnen. Dann erhält man
FS −FN =

∑

α

∫

d3r N
(α)
0

∫

FSα

dΩk

4π

{

2πT

∫ 1/T

0

dβ

β

∑

ǫn>0

ǫne
iǫn0+

×
[

g(α) − g(α)(−) − 2sgn(ǫn) + sgn(ǫn)

∣

∣∆(α)
∣

∣

2

ǫ2n

]}

+
∑

α,α′

∫

d3r

∫

FSα

dΩk

4π

∫

FSα′

dΩk′

4π

[

∆(α)∗
(

(

V −1
)

αα′ −
δαα′δ(~k − ~k′)N (α)

0

λ+

)

∆(α′)

]

+ ln
T

Tc

∑

α

∫

d3r

∫

FSα

dΩk

4π
N

(α)
0

∣

∣

∣∆(α)
∣

∣

∣

2Nun sollen die Terme betrahtet werden, die man bei der Entwiklung von g(α) in Ordnungenvon√1 − T
Tc

erhalten hat. Hier gilt für die geradzahligen Ordnungen g(α)
0 , g(α)

2 und g(α)
4 dieSymmetrierelation

g
(α)
j = −g(α)

j (−)und damit bleiben diese Ordnungen in dem Ausdruk für das Drukfunktional erhalten,während für j = 3 jedoh g
(α)
j = g

(α)
j (−) und sih somit diese Terme kürzen. Eingesetztin die Freie Energiedi�erenz vershwinden auÿerdem die Terme nullter Ordnung, da hierdie Freie Energie des supraleitenden mit der des normalleitenden Zustands zusammenfällt.Desweiteren gilt

g
(α)
2 − g

(α)
2 (−) + sgn(ǫn)

∣

∣∆(α)
∣

∣

2

ǫ2n
= 0und daher spielen � abgesehen von den Kopplungstermen und dem Term proportional zu

ln T
Tc

� erst die Terme vierter Ordnung eine Rolle. Nun gilt aber gerade g(α)
4 − g

(α)
4 (−) ∝sgn(ǫn)

4ǫ4n
und da der Term eiǫn0+eine Konvergenz der Summe erzwingt, kann die Reihenfolgevon dβ-Integration und ǫn-Summation vertausht werden. Man erhält
∫ 1/T

0

dβ

β

1

|ǫn|3
=

∫ 1/T

0

dβ
β2

|(2n+ 1)π|3
=

β3

3 |(2n+ 1)π|3

∣

∣

∣

∣

∣

β=1/T

β=0

=
1

3 |ǫn|3Desweiteren kann die Summation über die Matsubarafrequenzen ausgeführt werden, und esergibt sih
2πT

∑

0<ǫn<∞

1

3ǫ3n
= 2πT

∑

0<ǫn<∞

1

3(2n+ 1)3π3T 3
=

2

3π2T 2

∑

0<ǫn<∞

1

(2n+ 1)3
=

2

3π2T 2

7ζ(3)

8Damit kann nun die Freie Energiedi�erenz � bis zur vierten Ordnung entwikelt � geshriebenwerden als
FS −FN =

∑

α

∫

d3r N
(α)
0

∫

FSα

dΩk

4π

1

3π2T 2

7ζ(3)

16

{

3
∣

∣

∣∆(α)
∣

∣

∣

4

+
(

D(α)
− ∆(α)

)(

D(α)
+ ∆∗(α)

)

+∆(α)

(

(

D(α)
+

)2

∆∗(α)

)

+ ∆∗(α)

(

(

D(α)
−

)2

∆(α)

)}

+
∑

α,α′

∫

d3r

∫

FSα

dΩk

4π

∫

FSα′

dΩk′

4π

[

∆(α)∗
(

(

V −1
)

αα′ −
δαα′δ(~k − ~k′)N (α)

0

λ+

)

∆(α′)

]

+ ln
T

Tc

∑

α

∫

d3r

∫

FSα

dΩk

4π
N

(α)
0

∣

∣

∣∆(α)
∣

∣

∣
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4. Der einzelne Vortex als Modell niedriger MagnetfelderFür einen s-Wellen-Supraleiter kann die Winkelmittelung über die Fermi�ähe in den zweiletzten Summanden shnell ausgeführt werden, allein die Operatoren D(α)
− und D(α)

+ im ers-ten Summanden benötigen eine sorgfältige Betrahtung. Hier erhält man unter Einführungder Komponenten der eihinvarianten Ableitung
D̃j

− = i∂j +
2e

c
Aj(~r), D̃j

+ = −i∂j +
2e

c
Aj(~r)beispielsweise den folgenden Fermi�ähen-Mittelwert

〈(

D−∆(α)
)(

D+∆(α)∗
)〉

α
=
∑

j,k

〈

v
(α)
F,jv

(α)
F,k

〉

α

[

D̃j
−∆(α)

] [

D̃k
+∆(α)∗

]Die Winkelintegration kann dabei auf das Produkt der Fermigeshwindigkeitskomponentenübertragen werden, da allein diese eine Impulsabhängigkeit besitzen. Nun gilt aber für diebetrahteten Fermi�ähen
〈

v
(α)
F,jv

(α)
F,k

〉

α
=

〈

(

v
(α)
F,j

)2
〉

α

δjksolange das Koordinatensystem entlang der Hauptsymmetrieahsen des Kristalls ausgerih-tet ist. Damit können nun die folgenden Mittelwerte berehnet werden
〈(

D−∆(α)
)(

D+∆(α)∗
)〉

α
=

∑

j

〈

(

v
(α)
F,j

)2
〉

α

∣

∣

∣D̃j
−∆(α)

∣

∣

∣

2

〈

∆(α)
(

D2
+∆(α)∗

)〉

α
= ∆(α)

∑

j
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(

v
(α)
F,j
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〉

α

(

D̃j
+

)2

∆(α)∗

〈
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(

D2
−∆(α)
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∑

j

〈

(

v
(α)
F,j

)2
〉

α

(

D̃j
−

)2

∆(α)Sortiert man nun die Ordnungen analog zum klassishen Ginzburg-Landau-Funktional, soerhält man:
FS −FN =

∫

d3r ασ

∣

∣

∣∆(σ)
∣

∣

∣

2

+ απ

∣

∣

∣∆(π)
∣

∣

∣

2

− γ
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∆(σ)∗∆(π) + ∆(π)∗∆(σ)
)

+
1

2
βσ

∣

∣

∣∆(σ)
∣

∣

∣

4

+
1

2
βπ

∣

∣

∣∆(π)
∣

∣

∣

4

+
1

3
K

(σ)
j

∣

∣

∣D̃j
−∆(σ)

∣

∣

∣

2

+
1

3
K

(π)
j

∣

∣

∣D̃j
−∆(π)

∣

∣

∣

2

+
1

3
K

(σ)
j ∆(σ)

(

D̃j
+

)2

∆∗(σ) +
1

3
K

(π)
j ∆(π)

(

D̃j
+

)2

∆∗(π)

+
1

3
K

(σ)
j ∆∗(σ)

(

D̃j
−

)2

∆(σ) +
1

3
K

(π)
j ∆∗(π)

(

D̃j
−

)2

∆(π)mit den Konstanten
ασ = −Vππ

|V | +
N

(σ)
0

λ+
+N

(σ)
0 ln

T

Tc
, απ = −Vσσ

|V | +
N

(π)
0

λ+
+N

(π)
0 ln

T

Tc
, γ = −Vσπ

|V |wobei |V | = VσσVππ−VσπVπσ die Determinante der Kopplungsmatrix Vαα′ bezeihnet, sowie
βα =

7ζ(3)

8π2T 2
c

N
(α)
0 , K

(α)
j =

7ζ(3)

16π2T 2
c

N
(α)
0

〈

(

v
(α)
F,j

)2
〉

αUnter der Annahme eines Integrationsvolumens, für das sowohl ~n · ~A(~r) als auh ~n · ~∇∆(~r)auf dem Rand vershwindet � was z.B. bei der Betrahtung eines isolierten Vortex zutri�t64



4.2. Selbstkonsistente Berehnung des Paarpotentials und die lokale Zustandsdihtesolange die Flähe der Probe senkreht zum Magnetfeld viel gröÿer ist als λ2
L � können diedrei Gradiententerme durh partielle Integration noh zusammengefasst werden. Berüksih-tigt man auÿerdem noh ein externes Magnetfeld, so shreibt sih shlieÿlih die Di�erenzder Freien Energie des supraleitenden Zustands im Magnetfeld zur Freien Energie des nor-malleitenden Zustands ohne Magnetfeld als

FS −F (0)
N =

∫

d3r ασ

∣

∣

∣∆(σ)
∣

∣

∣

2

+ απ

∣

∣

∣∆(π)
∣

∣

∣

2

− γ
(

∆(σ)∗∆(π) + ∆(π)∗∆(σ)
)

+
1

2
βσ

∣

∣

∣∆(σ)
∣

∣

∣

4

+
1

2
βπ

∣

∣

∣∆(π)
∣

∣

∣

4

+K
(σ)
j

∣

∣

∣D̃j
−∆(σ)

∣

∣

∣

2

+K
(π)
j

∣

∣

∣D̃j
−∆(π)

∣

∣

∣

2 (4.3)
+

1

8π

∣

∣

∣
rot ~A(~r)

∣

∣

∣

2Dieser Ausdruk kann im wesentlihen als Summe der �klassishen� Beiträge der zwei Bänderbetrahtet werden, ergänzt durh einen Josephson-Term, der für γ 6= 0 eine Kopplung derzwei Bänder bewirkt. Dieser Ausdruk stimmt mit den Ergebnissen von Zhitomirsky und Daoüberein, wie sie in [52℄ verö�entliht wurden. Die oben skizzierte Herleitung des Multiband-Ginzburg-Landau-Funktionals aus den quasiklassishen Gleihungen hat gegenüber der Her-leitung durh eine Verallgemeinerung des �klassishen� Ginzburg-Landau-Funktionals aufmehrere Bänder den Vorteil, dass ohne gröÿeren Aufwand auh Terme höherer Ordnungkorrekt mitberüksihtigt werden können und so der Gültigkeitsbereih des Funktionalsmühelos erweitert werden kann. Das so erhaltene Ginzburg-Landau-Funktional kann nunbeispielsweise dazu verwendet werden, mit einem einfahen Variationsansatz die Coregröÿeeines Vortex in einem Multiband-Supraleiter nahe der kritishen Temperatur abzushätzen,wie es in Abshnitt 4.3 kurz skizziert werden soll. Andererseits können durh Variation desFunktionals nah ∆(α)∗ bzw. nah ~A(~r) Di�erentialgleihungen zur Bestimmung von ∆(α)und ~j(~r) abgeleitet werden.4.2 Selbstkonsistente Berehnung des Paarpotentials unddie lokale ZustandsdihteZur selbstkonsistenten Berehnung des Paarpotentials in der Umgebung einer Vortexliniemuss die Gapgleihung numerish iterativ gelöst werden. Insbesondere muss die anoma-le Greenshe Funktion f (α)(~r,~k, iǫn) als Funktion des Ortes, des Impulses und der Mat-subarafrequenzen berehnet werden. Besonders geeignet für eine numerish stabile Imple-mentierung der Eilenberger-Gleihungen im sauberen Grenzfall hat sih dabei die Riati-Parametrisierung des quasiklassishen Propagators erwiesen, wie sie in Abshnitt 2.3 skiz-ziert wurde. Gleihermaÿen kann auh die Zustandsdihte durh eine analytishe Fortsetzungdes quasiklassishen Propagators auf die reelle Ahse durh den Übergang von den imagi-nären Matsubarafrequenzen auf die reelle Energie iǫn → E + iδ berehnet werden. Auhhier sind die Riati-Gleihungen durh ihre numerishe Stabilität von groÿem Nutzen. Imshmutzigen Grenzfall muss hingegen der Usadel-Propagator mit der winkelgemittelten nor-malen Greenshen Funktion g(α,0)(~r, iǫn) und der winkelgemittelten anomalen GreenshenFunktion f (α,0)(~r, iǫn) berehnet werden. Hierfür bietet sih ein numerishes Relaxations-verfahren an, wie es in Anhang C skizziert wird. Im folgenden Unterabshnitt soll nun kurzdas Verfahren zur selbstkonsistenten Bestimmung des Paarpotentials für eine gegebene Tem-peratur zuerst am Beispiel eines Einband-Supraleiters im sauberen Grenzfall unter Berük-sihtigung der Magnetfeld- und Stromverteilung skizziert werden, um dann auf die iterativeLösung der Multiband-Gapgleihung überzugehen. Im zweiten Unterabshnitt soll dann dielokale Zustandsdihte eines Einband-Supraleiters mit der eines Zweiband-Supraleiters am65



4. Der einzelne Vortex als Modell niedriger MagnetfelderBeispiel von Magnesiumdiborid verglihen werden. Dabei beshränken sih die Betrahtun-gen auf ein Magnetfeld, das parallel zur Hauptsymmetrieahse des Kristalls angelegt wird,da für ein Magnetfeld in a-b-Ebenen Rihtung des Kristalls keine Rotationssymmetrie desPaarpotentials in der Umgebung des Vortexores mehr gegeben ist. In diesem Fall muss dienumerishe Berehnungen niht mehr nur eindimensional entlang einer radialen Linie, son-dern auf einem zweidimensionalen Gitter durhgeführt werden, was bedeutend aufwändigerist.4.2.1 Die Berehnung des PaarpotentialsUm die vershiedenen physikalishen Gröÿen in der Umgebung einer Vortexlinie korrekt zuberehnen, müssen die Selbstkonsistenzbedingungen, die aus der Stationaritätsforderung desFunktionals der Freien Energie hervorgehen, gleihzeitig erfüllt sein, d.h. sowohl das Paarpo-tential als auh der quasiklassishe Strom müssen gemeinsam iterativ berehnet werden. Füreine numerish stabile Lösung mit Hilfe der Riati-Parametrisierung genügt es, mit einerendlihen, wenngleih groÿen Cut-O�-Frequenz ωc und einer endlihen, wenngleih kleinenWehselwirkungskonstanten V zu rehnen und den �weak-oupling-limes� somit noh nihtvollständig auszuführen. Damit shreiben sih die Selbstkonsistenzbedingungen für einenEinband-Supraleiter als
∆(~r) = N0V · 2πT

∑

0<ǫn<ωc

〈

2a(x)

1 + a(x)b(x)

〉

FSund
~j(~r) = −2ieN02πT

∑

0<ǫn<ωc

〈

~vF (~kF )
1 − a(x)b(x)

1 + a(x)b(x)

〉

FSwobei die Wehselwirkungskonstante über 1
N0V = ln 2ωceγ

πTc
mit der Cut-O�-Frequenz undder kritishen Temperatur zusammenhängt und a(x) und b(x) aus den Riati-Gleihungen(2.11) und (2.12) als Funktionen von Ort, Impuls und Matsubarafrequenz berehnet wer-den müssen. Da in die quasiklassishen Gleihungen neben dem Paarpotential jedoh nihtdie Stromverteilung sondern das Vektorpotential eingeht, muss bei jedem Iterationsshrittnoh das Vektorpotential unter Berüksihtigung der korrekten Randbedingungen aus derStromverteilung berehnet werden. Aus den Maxwell-Gleihungen erhält man in der Eihungdiv ~A = 0 die Beziehung

~j(~r) =
c

4π
rot rot ~A(~r) = − c

4π
∆ ~A(~r)Die Randbedingungen für ~A(~r) ergeben sih für den isolierten Vortex aus den folgendenÜberlegungen: Einerseits muss der in der Umgebung des Vortex eingeshlossene Fluss geradeein Flussquant Φ0 betragen, andererseits muss die eihinvariante Di�erenz des Phasengradi-enten des Paarpotentials und des Vektorpotentials ~∇φ− 2e
c
~A auf der Länge λL abgeshirmtsein und damit im Unendlihen vershwinden:

∫

R2

~B(~r)d ~A = Φ0, lim
|~r|→∞

[

~∇φ(~r) − 2e

c
~A(~r)

]

= 0 (4.4)Da im folgenden nur Supraleiter mit einer isotropen Paarwehselwirkung betrahtet werdensollen, müssen alle messbaren physikalishen Gröÿen wie Strom und Magnetfeld sowie derBetrag des Paarpotentials Rotationssymmetrie bezüglih des Vortexzentrums aufweisen unddürfen nur eine radiale Abhängigkeit besitzen. In diesem Fall ist es sinnvoll, Zylinderkoordi-naten zur Berehnung dieser Gröÿen einzuführen. Damit kann man Strom und Magnetfeld66



4.2. Selbstkonsistente Berehnung des Paarpotentials und die lokale Zustandsdihteshreiben als
~j(~r) =

c

4π
rot ~B(~r) = − c

4π
∂rBz(r)êϕ, ~B(~r) =

1

r
∂r [rAϕ(r)] êzund der in einer Kreis�ähe mit Radius r um den Vortex eingeshlossene Fluss berehnetsih zu

Φ(r) = 2π

∫ r

0

dr′ r′Bz(r
′) = 2πrAϕ(r)Durh die einfahe Abhängigkeit zwishen Φ(r) und Aϕ(r) in dieser Geometrie und die soforteinsihtigen Randbedingungen für den magnetishen Fluss eignet sih diese Gröÿe insbeson-dere als Bindeglied zwishen Strom und Vektorpotential während des Iterationsprozesses.Eingesetzt in jϕ(r) = − c

4π∂rBz(r) erhält man die folgende Di�erentialgleihung für Φ(r)wobei der quasiklassish berehnete Strom aus der vorangegangenen Iteration als Quelltermauf der rehten Seite der Gleihung eingeht
1

2πr2
∂rΦ(r) − 1

2πr
∂2

rΦ(r) =
4π

c
jϕ(r)Ergänzt wird diese Di�erentialgleihung durh die Randbedingungen

lim
r→0

Φ(r) = 0 und lim
r→∞

Φ(r) = Φ0Mit diesen Vorgaben ist Φ(r) eindeutig bestimmt und die zwei Randbedingungen aus Glei-hung (4.4) sind automatish erfüllt. Um die Konvergenz zu beshleunigen, kann weiter-hin verwendet werden, dass das Magnetfeld Bz(r) für groÿe Radien r → ∞ vershwindet.Da dies jedoh im Allgemeinen niht in jeder Iteration gewährleistet werden kann, soll dieStromverteilung durh das Einführen eines Strekungsfaktors k(i) in jeder Iteration i als
j̃(r) = j

(

k(i)r
) so modi�ziert werden, dass das Magnetfeld in groÿer Entfernung vom Vor-texzentrum auf Null abfällt (siehe [53℄). Natürlih muss für eine wahsende Konvergenz derLösung der Strekungsfaktor gegen eins tendieren: limi→∞ k(i) = 1. Um nun eine numerisheRehnung durhführen zu können, muss für alle Gröÿen eine geeignete dimensionslose Formunter Einführung grundlegender harakteristisher Parameter gefunden werden. Der nor-mierte quasiklassishe Strom kann mit der reduzierten Temperatur T̂ = T

Tc
folgendermaÿengeshrieben werden

~̂j =
~j

eN0vFTc
= 4πT̂

∑

0<ǫn<ωc

〈

v̂F

i

1 − a(x)b(x)

1 + a(x)b(x)

〉

FSFür Magnetfeld, Vektorpotential und magnetishen Fluss liegt damit die folgende dimensi-onslose Formulierung nahe:
~̂B =

~B
4π
c eN0vFTcξ0

, ~̂A =
~A

4π
c eN0vFTcξ20

, Φ̂ =
Φ

4π
c eN0vFTcξ30Dabei hängt das normierte Vektorpotential über

~̂j = −∆̂ ~̂Amit dem dimensionslosen Strom zusammen, wobei der normierte Laplaeoperator ∆̂ diezweiten Ableitungen nah den dimensionslosen Ortskoordinaten x̂i = xi

ξ0
enthält. Betrahtetman nun die modi�zierten Matsubarafrequenzen aus Gleihung (2.13), so erkennt man, dassdas Vektorpotential hier nur eine Korrektur in der Ordnung 1

κ2 darstellt
iˆ̃ǫn = iǫ̂n +

1

κ2
v̂F · ~̂A67



4. Der einzelne Vortex als Modell niedriger Magnetfelderwobei der Ginzburg-Landau-Parameter κ = λL

ξ0
das Verhältnis zwishen der LondonshenEindringtiefe λL und der Kohärenzlänge ξ0 bezeihnet:

κ2 =
c2

4πN0v2
F e

2ξ20
=
λ2

L

ξ20Dabei wurde die Londonshe Eindringtiefe als λL = c/
√

4πN0v2
F e

2 eingeführt. Für die sode�nierten dimensionslosen Gröÿen kann nun die Di�erentialgleihung zur Bestimmung desmagnetishen Flusses und damit des Vektorpotentials geshrieben werden als
1

r̂2
∂r̂Φ̂(r̂) − 1

r̂
∂2

r̂ Φ̂(r̂) = 2πĵϕ(r̂)wobei sih die Randbedingungen mit ξ0 = vF

∆0
ergeben als

Φ̂(r̂ = 0) = 0, lim
r̂→∞

Φ̂(r̂) = πκ2 ∆0

TcIn Abbildung 4.1 sind die Ergebnisse dieses Iterationsprozesses für vershiedene Tempera-turen dargestellt. Der Ginzburg-Landau-Parameter wurde zu κ = 10 gewählt, was zu einerdeutlihen Trennung der zwei harakteristishen Längenskalen ξ0 und λL führt. Als Start-kon�guration wurde jeweils ein Paarpotential der Form ∆̂(r̂) = ∆0

Tc
tanh

(

ξo

ξv
r̂
)

eiϕ und einVektorpotential als Â(r̂) = − 1
2κ

∆0

Tc
K
[

r̂
κ

] vorgegeben, wie es sih mit dem vollständigen el-liptishen Integral erster Art K(x) in den oben eingeführten normierten Gröÿen als Lösungder London-Gleihungen ergibt. Durh den groÿen Wert von κ = 10, der in den Hoh-Temperatur-Supraleitern sogar noh eine Gröÿenordnung höher liegen kann, ist der Ein�ussdes Vektorpotentials auf die Berehnung der Gapamplitude, der allein durh die Korrek-tur der Matsubarafrequenzen in die Riati-Gleihungen eingeht, nur gering. Deutlih zuerkennen sind in Abbildung 4.1 die zwei untershiedlihen Längenskalen beim Vergleih vonPaarpotential und Magnetfeld: Während das Paarpotential in etwa auf der Längenskalader Kohärenzlänge ξ0 variiert, wird das Magnetfeld auf der weitaus gröÿeren Längenskala
λL abgeshirmt. Dabei wähst λL mit wahsender Temperatur und divergiert für T → Tc.Die Abnahme des Maximalwertes von B(r) bei r = 0 für wahsende Temperatur impliziertzusammen mit Φ(r → ∞) = Φ0, dass sih der Abfall von B(r) auf einer wahsenden Län-genskala abspielen muss, die Kurvenshar von B(r) für vershiedene Temperaturen shneidetsih infolgedessen auÿerhalb des in der Abbildung dargestellten Bereihs. Der Verlauf desquasiklassishen Stroms hingegen weist beide Längenskalen auf: Er erreiht sein Maximumauf der Skala der Kohärenzlänge ξ0 während er für groÿe Abstände vom Vortexzentrum inder Gröÿenordnung von λL abfällt. Ebenso wie beim Magnetfeld �shmiert� auh der Peakder Stromverteilung mit wahsender Temperatur zusehends aus. Die lokale Zustandsdih-te N(E) ist shlieÿlih eine Gröÿe, die für hohe Werte von κ allein von dem Verlauf desPaarpotentials abhängt und damit nur im Bereih von ξ0 deutlih variiert.Für einen Multiband-Supraleiter können die Selbstkonsistenzgleihungen zur Berehnungvon Paarpotential und Strom grundsätzlih nah dem gleihen Shema berehnet werdenwie im Einband-Supraleiter. Interessiert man sih jedoh nur für den Verlauf des Paarpoten-tials, bzw. der Zustandsdihte für ein Material mit κ≫ 1, so kann auf die selbstkonsistenteBerehnung des Stroms verzihtet werden, da dieser über das Vektorpotential nur kleine Kor-rekturen der Ordnung 1

κ2 beisteuert. In diesem Fall muss allein die Multiband-Gapgleihungiterativ gelöst werden. Diese shreibt sih für eine endlihe Cut-O�-Frequenz im sauberenGrenzfall als
∆(α)(~r) =

∑
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λαα′2πT
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4.2. Selbstkonsistente Berehnung des Paarpotentials und die lokale Zustandsdihtea)
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Abbildung 4.1: Die harakteristishen Gröÿen zur Beshreibung eines isolierten Vortex bei
r = 0, berehnet für einen konventionellen Einband-Supraleiter mit zylindrisher Fermi�äheund Magnetfeld in c-Ahsen-Rihtung im sauberen Grenzfall: Das Paarpotential∆(r)/Tc (a),das Magnetfeld B̂(r) (b), der quasiklassishe Strom ĵ(r) () und die lokale Quasiteilhenzu-standsdihte bei Energie Null N(0)/N0 (d). Dabei wurden vershiedene Temperaturen von
T = 0, 1Tc bis T = 0, 8Tc in Shritten von 0, 1Tc gewählt (abnehmende Helligkeit). Da allehier betrahteten Gröÿen rotationssymmetrish bezüglih des Vortexzentrums sind, genügtes, ihre radiale Abhängigkeit zu zeigen.wobei die Kopplungsmatrix λαα′ passend zur Cut-O�-Frequenz ωc so gewählt werden muss,dass für den gröÿeren Eigenwert λ+ gilt

1

λ+
= ln

2ωce
γ

πTcEbenso kann auh die Gapgleihung im shmutzigen Grenzfall berehnet werden. Hier mussder Fermi�ähenmittelwert der anomalen Greenshen Funktion 〈f (α)
(

ǫn, ~kF , ~r
)〉

FSα

durhdie impulsgemittelte Greenshe Funktion des Usadel-Propagators f (α,0) (ǫn, ~r) ersetzt wer-den, wobei in Anhang C die hier verwendete Relaxationsmethode kurz skizziert, sowie diekonkrete numerishe Implementierung für einen isolierten Vortex angegeben wird. Dabei istzu berüksihtigen, dass die harakteristishe Längenskala im shmutzigen Grenzfall nihtmehr durh die Kohärenzlänge vF /∆0 wie im sauberen Grenzfall gegeben ist, sondern durheine von der Di�usionskonstanten vorgegebenen Gröÿe
ξ =

√

D
2πTc69



4. Der einzelne Vortex als Modell niedriger Magnetfeldera)
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Abbildung 4.2: Die Paarpotentialamplituden im σ-Band (blau) und im π-Band (rot) einesisolierten Vortex in MgB2 als Funktion des Abstandes vom Vortexzentrum im sauberenGrenzfall (a) und im shmutzigen Grenzfall (b) für T = 0, 1Tc bis T = 0, 9Tc. Man erkennt,dass die Vortexoregröÿe im σ- wie im π-Band sowohl im sauberen als auh im shmutzigenGrenzfall für sinkende Temperaturen shrumpft, wobei die Verkleinerung der Vortexore-gröÿe im shmutzigen Grenzfall ab etwa 0, 5Tc eine deutlihe Sättigung erreiht.Für die in diesem Kapitel durhgeführten Rehnungen wurde die Kopplungsmatrix aus denfolgenden harakteristishen Parametern bestimmt (siehe Anhang B): c0 = 3, c1 = 4, ζ = 0, 7und ωc = 20πTc.4.2.2 Die Berehnung der ZustandsdihteIst das Paarpotential in der Umgebung eines Vortex selbstkonsistent bestimmt worden, sokann eine weitere physikalish bedeutende Gröÿe berehnet werden: Die lokale Quasiteilhen-Zustandsdihte. Die Zustandsdihte ist die im Experiment am einfahsten zugänglihe lokaleGröÿe, die beispielsweise aus dem di�erentiellen Tunnelwiderstand berehnet wird, der miteiner hohen Genauigkeit und einer guten räumlihen Au�ösung gemessen werden kann. Mitder Methode der �sanning tunneling spetrosopy� (STS) ist eine direkte Abbildung derVorties möglih, wobei die erhöhte Zustandsdihte für E = 0 im Vortexore den Abbil-dungskontrast liefert (siehe [54, 55℄). Neben der direkten zweidimensionalen Abbildung derVorties bzw. des Vortexgitters durh die Messung und Abbildung von N(E = 0) erhältman weiteren Aufshluss über den Charakter der Supraleitung, insbesondere der Störstel-lenkonzentration, wenn man das gesamte Spektrum N(E) an vershiedenen Abständen vomVortexzentrum betrahtet. Einer der grundlegenden Untershiede zwishen einem Supralei-ter mit sehr shwaher Verunreinigung (siehe Abbildung 4.3 a), hier berehnet im sauberenGrenzfall mit einem kleinen e�ektiven Streuparameter δ, und einem Supraleiter mit sehrhoher Störstellenkonzentration (siehe Abbildung 4.3 b), berehnet im shmutzigen Grenzfallaus dem analytish fortgesetzten Usadel-Propagator, ist die Anwesenheit bzw. Abwesen-heit von gebundenen Zuständen bei E = 0 im Vortexore. Während im sauberen Grenzfallaufgrund der Streuung der Quasiteilhen am Phasensprung im Vortexzentrum gebundeneZustände mit einem Maximum bei Energie Null auftreten, wobei die Höhe des Maximumsemp�ndlih von der Gröÿe des e�ektiven Streuparameters δ sowie der räumlihen Variationder Paarpotentialamplitude ∆(r) abhängt, ist das Quasiteilhenspektrum im Vortexzentrumfür den shmutzigen Grenzfall �ah, vergleihbar mit dem Spektrum im normalleitenden Zu-stand. Dass dieses sehr untershiedlihe Verhalten direkt auf die Zerstörung der Kohärenzdurh die starke Störstellenstreuung zurükzuführen ist, kann im Grenzfall r → 0 einfah ver-anshauliht werden. Wenn man im sauberen Grenzfall vereinfahend von einer konstanten70



4.2. Selbstkonsistente Berehnung des Paarpotentials und die lokale ZustandsdihtePaarpotentialamplitude ausgeht (d.h. bei Betrahtung eines so genannten Phasenvortex),so behalten die Riati-Parameter a(x) und b(x) des Eilenberger-Propagators für eine be-liebige Trajektorie durh den Mittelpunkt der Flusslinie bis zum Vortexzentrum selbst ihreAnfangswerte bei (siehe Gleihungen (2.14) und (2.15)), da die Phase der Paarpotential-amplitude sih entlang einer solhen Trajektorie niht ändert. Damit berehnet sih dasProdukt a(0)b(0) im Vortexzentrum als
a(0)b(0) = a(−∞)b(+∞) =

∆(−∞)

δ +

√

δ2 + |∆(−∞)|2
∆†(∞)

δ +

√

δ2 + |∆(∞)|2

= − |∆|2

2δ

(

δ +

√

δ2 + |∆|2
)

+ |∆|2wobei das negative Vorzeihen durh die auf der einlaufenden Trajektorie bezüglih derauslaufenden Trajektorie um π gedrehte Phase zustande kommt. Da dieses Produkt für jedeTrajektorie durh das Vortexzentrum den gleihen Wert ergibt, kann die Zustandsdihte für
E = 0 berehnet werden als

N(E = 0) = N0Re [1 − ab

1 + ab

]

= N0Re√δ2 + |∆|2

δ



Es ist unshwer zu erkennen, dass die Zustandsdihte für E = 0 im Vortexzentrum für
δ → 0 divergiert. Für einen realen Vortex, bei dem die Paarpotentialamplitude im Vortex-zentrum vershwindet, shwäht sih der �zero-energy-peak� in der Zustandsdihte etwas ab,weil a(x) und b(x) dann im Vortexzentrum niht mehr ihre Bulk-Werte besitzen. Da dieseÄnderung von a(x) und b(x) aber nur langsam � auf der Längenskala der Kohärenzlänge ξ0� vonstatten geht, und das Produkt von a(0) und b(0) sein negatives Vorzeihen beibehält,bleibt der Peak jedoh weiterhin bestehen. Ganz anders sieht es dagegen im shmutzigenGrenzfall aus. Hier kann aufgrund der starken Störstellenstreuung keine langreihweitigeKohärenz der Quasiteilhen aufrehterhalten werden, wie sie für die Entstehung von gebun-denen Zuständen notwendig ist. Betrahtet man dafür die Usadel-Gleihung in der analogenParametrisierung (C.1), so erhält man nah Multiplikation mit r2:

2ωar2 −D
{

r∂r (r∂ra) − r2
2a (∂ra)

2

1 + a2
− a

(

1 − a2
)

1 + a2

}

= r2
(

1 − a2
)

∆̃(r)Im Vortexzentrum für r → 0 ergibt sih daraus für a:
a
(

1 − a2
)

= 0mit den zwei Lösungen a = 0 und a = 1. Eine Entwiklung in erster Ordnung in r zeigt,dass im Grenzfall r → 0 der Parameter a den Wert a(r = 0) = 0 annimmt. In diesem Fallerhält man das Spektrum
N(E) = N0Re [1 − a2

1 + a2

]

= N0d.h. für alle Energien ergibt sih die konstante Zustandsdihte des normalleitenden Zustands.Dieser sehr harakteristishe Untershied zwishen dem sauberen und dem shmutzigenGrenzfall ist in Abbildung 4.3 für einen Einband-Supraleiter mit konventioneller Paarungs-symmetrie und zylindrisher Fermi�ähe visualisiert. Hier sind die Spektren für vershiede-ne Abstände vom Vortexzentrum voreinander aufgereiht, wobei die hinterste Kurve jeweils71



4. Der einzelne Vortex als Modell niedriger Magnetfeldera)
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Abbildung 4.3: Die Zustandsdihte N(E)/N0 in der Umgebung eines Vortex in einem s-Wellen-Supraleiter mit zylindrisher Fermi�ähe. Die für T = 0, 5Tc selbstkonsistent be-stimmten Paarpotentialamplituden wurden der Berehnung der Spektren zugrunde gelegt.Im sauberen Grenzfall (a) sind die Spektren von r = 0 bis r = 5ξ0 im Abstand von 0, 2ξ0gezeigt, das hinterste Spektrum zeigt deutlih die gebundenen Zustände im Vortexzentrum,während man im Vordergrund shon fast die Form des Bulk-Spektrums für Quasiteilhen mitendliher Lebenszeit (δ = 0, 1Tc) erkennt. Im shmutzigen Grenzfall (b) hingegen �ndet maneinen normalleitenden Vortexore mit �ahem Spektrum vor, hier sind die Zustandsdihtenvon r = 0 bis r = 10ξ0 in Abständen von 0, 5ξ0 gezeigt.das Spektrum im Vortexzentrum darstellt. Bezeihnend für die Zustandsdihte im sauberenGrenzfall ist die Aufspaltung des �zero-energy-peaks� bei wahsendem Abstand vom Vor-texzentrum, der durh den Ein�uss der Kreisströme um das Vortexzentrum erklärt werdenkann. Da die Ergebnisse von Eskildsen et al. in [54℄ aufgrund der Messung des c-Ahsen-Tunnelstroms nun hauptsählih die Zustandsdihte des π-Bandes von Magnesiumdiboridwiderspiegeln � die Elektronen der σ-Bänder bewegen sih vorwiegend zweidimensional,senkreht zur c-Ahse des Kristalls � können sie theoretish durh ein e�ektives Einband-Modell beshrieben werden. Ein Vergleih der Messergebnisse mit Abbildung 4.3 b) zeigt,dass aufgrund des Fehlens jegliher gebundener Zustände im Vortexzentrum die Störstellen-streuung innerhalb des π-Bandes als ausreihend stark angenommen werden kann, um durheine Rehnung im shmutzigen Grenzfall sehr gut beshrieben zu werden.Für Magnesiumdiborid ist nun neben dem Spektrum für ein e�ektives Einband-Modell na-türlih auh die Berehnung der lokalen Zustandsdihte in einem Zweiband-Modell unterBerüksihtigung der korrekten Paarpotentialamplituden in den zwei Bändern von Interesse.Dabei können die beiden Anteile der Zustandsdihte für die zwei Bänder völlig getrennt von-einander berehnet werden, da die zwishen den Bändern vermittelnde Interband-Streuungvernahlässigt werden kann und die Interband-Paarung nur bei der anfänglihen Berehnungder Paarpotentialamplituden eine Rolle spielt. Bei der Summation der zwei Anteile der Zu-standsdihte gilt es hingegen zu berüksihtigen, dass eine Gewihtung gemäÿ den Anteilender normalleitenden Zustandsdihten im σ- und im π-Band erfolgen muss. In Abbildung 4.4ist die radiale Abhängigkeit der Zustandsdihte bei Energie Null N(E = 0) im sauberen72



4.2. Selbstkonsistente Berehnung des Paarpotentials und die lokale Zustandsdihtea)
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Abbildung 4.4: Die Zustandsdihte N(0)/N0 in Magnesiumdiborid als Funktion des Ab-standes vom Vortexzentrum für vershiedene Temperaturen, berehnet für den sauberenGrenzfall mit einem e�ektiven Streuparameter δ = 0, 2Tc (a) und für den shmutzigenGrenzfall (b). In beiden Fällen beobahtet man eine Verbreiterung des Peaks für wahsendeTemperaturen, was auf die Vergröÿerung des Vortexores zurükgeht.und im shmutzigen Grenzfall für vershiedene Temperaturen einander gegenübergestellt.Während im sauberen Grenzfall die deutlihe Reduktion des Peaks im Vortexzentrum unddie wahsende Ausdehnung der Vortexoreregion bei steigender Temperatur eine Untershei-dung der vershiedenen Temperaturen leiht möglih maht, ist im shmutzigen Grenzfallnur ein shwaher E�ekt bei Temperaturen nahe Tc zu erkennen. Dies hängt direkt mit derfür niedrige Temperaturen beobahtbaren Konstanz der Vortexoregröÿe ξv im shmutzigenGrenzfall zusammen, die im nähsten Abshnitt ausführliher diskutiert werden soll.Vergleiht man niht nur die Zustandsdihte bei E = 0, sondern die gesamte spektrale Ver-teilung der Zustände in der Umgebung der Fermikante für vershiedene Abstände vom Vor-texzentrum, so �ndet man im sauberen Grenzfall für mittlere Abstände vom Vortexzentrumeine kompliziertere Struktur, die sih aus der Überlagerung der durh den Quasiteilhen-Strom aufgespaltenen gebundenen Zustände im σ- und im π-Band ergibt (siehe Abbildung4.5). Dabei muss berüksihtigt werden, dass die halbtorusförmige Struktur der Fermi�ä-he im π-Band zu sehr �ahen Gapkanten mit nur shwah ausgeprägten Peaks führt, wiesie shon in Abshnitt 3.2.1 diskutiert wurden. Im shmutzigen Grenzfall ergibt sih fürwahsenden Abstand vom Vortexzentrum ein stetiger Übergang von einem normalleitendenSpektrum bei r = 0 zu einem klassishen Zweiband-Bulk-Spektrum für groÿe Entfernungenvom Vortexzentrum.
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4. Der einzelne Vortex als Modell niedriger Magnetfeldera)
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Abbildung 4.5: Das Spektrum für vershiedene Abstände vom Vortexzentrum berehnet füreinen Zweiband-Supraleiter am Beispiel von Magnesiumdiborid. Gezeigt sind die Spektrenfür den sauberen Grenzfall von r = 0 bis r = 5ξ0 in Shritten von 0, 2ξ0 (a) und fürden shmutzigen Grenzfall von r = 0 bis r = 10ξ0 in Shritten von 0, 5ξ0 (b), wobei dasVerhältnis der Di�usionskonstanten wie in den anderen Rehnungen zu D(σ)
xx /D(π)

xx = 0, 2gewählt wurde.4.3 Der Kramer-Pesh-E�ekt im sauberen GrenzfallBetrahtet man die inverse Steigung im Vortexzentrum als ein Maÿ für die Ausdehnungdes Vortexores, so erkennt man, dass diese Gröÿe im sauberen Grenzfall für kleine Tem-peraturen linear mit der Temperatur vershwindet (siehe Abbildung 4.6 a). Dieser E�ektwird in der Literatur nah den Autoren von [43℄ als Kramer-Pesh-E�ekt bezeihnet (sie-he dazu auh [56, 57, 58℄). Die im folgenden als ξv bezeihnete Länge untersheidet sihmit ihrer linearen Temperaturabhängigkeit von den übrigen harakteristishen Längen imSupraleiter, insbesondere der Kohärenzlänge ξ0 und der Londonshen Eindringtiefe λL, diealle für kleine Temperaturen eine Sättigung aufweisen. Eine detaillierte Studie zum Ein-�uss einer reduzierten Lebenszeit der Quasiteilhen auf diesen E�ekt, wie sie beispielsweiseunter der Wirkung von Störstellen auftreten kann, �ndet sih in [59℄. Die Autoren könnenzeigen, dass die Einführung von Störstellenstreuung zu einem vorzeitigen Abbruh des li-nearen Bereihs bei kleinen Temperaturen und zu einem Übergang in eine Sättigung führt.Mit sinkender freier Weglänge wähst der Sättigungswert, bis die Kurve im Grenzfall einesshmutzigen Supraleiters eine Form annimmt, wie sie in Abbildung 4.6 b) gezeigt ist. Da derKramer-Pesh-E�ekt im shmutzigen Grenzfall niht zu beobahten ist, liegt es nahe, ihnmit den gebundenen Zuständen im Vortexore in Verbindung zu bringen, wie im folgendenkurz skizziert werden soll (siehe dazu [60℄). Für eine Trajektorie durh das Vortexzentrum�ndet man den gebundenen Zustand bei der Quasiteilhenenergie EB = 0. Betrahtet manTrajektorien durh die Vortexoreregion mit endlihem Impat-Parameter y, worunter manden senkrehten Abstand der Trajektorie vom Vortexzentrum versteht, so �ndet man dengebundenen Zustand bei einer Energie, die in etwa proportional zum Impat-Parameter ist:
EB ∝ ∆0y/ξ0. Für kleine Temperaturen von der Gröÿenordnung dieser Energie T ∝ EB be-74



4.3. Der Kramer-Pesh-E�ekt im sauberen Grenzfallginnt der gebundene Zustand eine entsheidende Rolle bei der Berehnung der Gapgleihungim Abstand des zugehörigen Impat-Parameters r ∝ ξ1 = Tξ0/∆0 zu spielen und führt zueinem starken Anstieg des Paarpotentials. Damit skaliert die räumlihe Variation des Paar-potentials für kleine Temperaturen auf einer neuen Längenskala ξ1, die proportional zurTemperatur ist und mit dieser vershwindet. Für die Vortexoregröÿe ξv soll im folgendeneine De�nition verwendet werden, wie sie von Hayashi in [59℄ vorgeshlagen wurde:
ξ−1
v =

∂∆(r, T )

∂r

∣

∣

∣

∣

r=0

1

∆0(T )Für endlihe Temperaturen kann diese Gröÿe nun aus der Gapgleihung berehnet wer-den, wie sie für den Multiband-Fall in Gleihung (4.5) angegeben ist. Für einen Einband-Supraleiter erhält man die entsprehende Gleihung, indem man die Kopplungsmatrix λαα′durh die Wehselwirkungskonstante N0V ersetzt und die Summation über die zwei Bänderstreiht. Zur Berehnung der Steigung im Grenzfall vershwindender Temperatur T → 0kann die Summation über die Matsubarafrequenzen durh eine Integration über eine konti-nuierlihe Variable ǫ ersetzt werden, da der Abstand zwishen den einzelnen Matsubarafre-quenzen vershwindet:
2πT

∑

0<ǫn<ωc

· · · →
∫ ωc

0

dǫ . . .Dabei begrenzt die Anzahl der radialen Gitterpunkte, auf denen das Paarpotential nume-rish berehnet wird, die maximale Steigung, die im Vortexzentrum erreiht werden kann.Daher ist es natürlih auh für T → 0 unmöglih, die zu erwartende Divergenz der Stei-gung numerish zu belegen. Abhilfe kann bis zu einem gewissen Grad eine Interpolation derberehneten Paarpotentialamplitude sha�en, die eine Auswertung der Steigung bei einemAbstand vom Vortexzentrum erlaubt, der kleiner ist als der minimale Gitterabstand desradialen Punktegitters. Trotz der numerishen Begrenzungen ist in Abbildung 4.6 a) der li-neare Abfall der Vortexoregröÿe sehr gut zu erkennen, der sih bis zu einer vershwindendenTemperatur T = 0 nahezu konstant fortsetzt.Die gleihe Rehnung kann auh für den Zweiband-Supraleiter am Beispiel von Magnesium-diborid durhgeführt werden (vgl. Abbildung 4.7). Auh hier beobahtet man im sauberenGrenzfall einen ausgeprägten Kramer-Pesh-E�ekt, der sih in beiden Bändern bemerkbarmaht. Da die Berehnung der Vortexoregröÿe für niedrige Temperaturen numerish sehraufwändig wird, ist es hier einfaher, mit Hilfe einer analytishen Approximation, wie siein [61, 62℄ vorgestellt wird, den Bereih kleiner Temperaturen bis hin zu T → 0 näher zuuntersuhen. Man erkennt dabei in beiden Bändern eine Abkniken des linearen Verlaufs derCoregröÿe hin zu dem Wert bei T = 0, was von den numerishen Rehnungen bestätigt wird.Von Interesse ist weiterhin das Verhältnis der zwei Vortexoregröÿen im σ- und im π-Band,das für Temperaturen nahe der kritishen Temperatur gegen eins geht, d.h. die Paarpoten-tialamplituden gleihen sih für groÿe Temperaturen sehr stark an. Für T → 0 zeigt sihhingegen ein starker Anstieg dieses Verhältnisses, das auf zwei grundsätzlih untershiedliheSteigungen von ξ(σ)
v (T ) und ξ(π)

v (T ) für T → 0 hindeutet. Auh im Zweiband-Modell zeigtsih im shmutzigen Grenzfall natürlih kein Kramer-Pesh-E�ekt, hier hängt das Verhältnisder zwei Paarpotentialamplituden sehr stark von dem Verhältnis der zwei Kohärenzlängenim σ- und im π-Band ab, das über das Verhältnis der zwei Di�usionskonstanten D(σ)/D(π)festgelegt ist.In der Nähe der kritishen Temperatur kann ein Vergleih der so ermittelten Coregröÿemit den Ergebnissen aus einem Variationsmodell unter Verwendung der verallgemeinertenGinzburg-Landau-Theorie aus Abshnitt 4.1 gezogen werden. Hierfür soll unter Vernahläs-sigung des Vektorpotentials ~A = 0 die räumlihe Variation des Paarpotentials im Band α in75
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Abbildung 4.6: Der Kramer-Pesh-E�ekt in einem s-Wellen-Supraleiter mit einer zylindri-shen Fermi�ähe und vershwindender Störstellenkonzentration (a). Deutlih zu erkennenist die lineare Abnahme der Vortexoregröÿe, de�niert als die inverse Steigung der Paar-potentialamplitude im Vortexzentrum, für kleine Temperaturen. Zum Vergleih sind dieentsprehenden Ergebnisse in einem shmutzigen Supraleiter gezeigt, in dem die Vortexo-regröÿe für kleine Temperaturen in eine Sättigung übergeht (b). Die untershiedlihe Grö-ÿenordnung von ξv/ξ0 in (a) und in (b) resultiert aus der völlig untershiedlihen De�nitionvon ξ0 im sauberen und im shmutzigen Grenzfall.der folgenden Form angesetzt werden:
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Nun �ndet man ein Extremum der Freien Energie unter Variation der Parameter ξ(σ)
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4.3. Der Kramer-Pesh-E�ekt im sauberen Grenzfall
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Abbildung 4.7: a) Der Kramer-Pesh-E�ekt für einen Multiband-Supraleiter im sauberenGrenzfall. Man �ndet für kleine Temperaturen sowohl für das σ-Band (blau) als auh das
π-Band (rot) eine nahezu lineare Abnahme der Vortexoregröÿe mit sinkender Temperatur.Die numerish aufwändige Analyse für sehr kleine Temperaturen T < 0.1Tc zeigt hingegennoh zusätzlih ein deutlihes Abkniken der Kurven in Rihtung Ursprung für T → 0, wasauh durh eine analytishe Approximation bestätigt wird (siehe [61, 62℄). b) Zum Vergleihsind die entsprehenden Ergebnisse im shmutzigen Grenzfall für D(σ)

xx /D(π)
xx = 0, 2 gezeigt.Ebenso wie im Falle eines Einband-Supraleiters �ndet man hier in beiden Bändern eineSättigung der Vortexoregröÿe bei sinkender Temperatur.
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4. Der einzelne Vortex als Modell niedriger MagnetfelderShlieÿlih muss man nur noh im Ginzburg-Landau-Funktional überprüfen, ob es sih auhum das gesuhte Minimum handelt. Die Ergebnisse dieser Rehnungen sind in Abbildung 4.8a) zusammengestellt. Deutlih zu erkennen ist die Divergenz für T → Tc und man �ndet auhqualitativ eine gute Übereinstimmung mit der selbstkonsistent berehneten Vortexoregröÿe.Vergleiht man jedoh explizit die Werte für T = 0, 8Tc und T = 0, 9Tc, so �ndet man eineAbweihung von etwa 20% (bei T = 0, 8Tc) und etwa 10% (bei T = 0, 9Tc), die einerseitsauf die Wahl des Variationsmodells und andererseits auf die sehr eingeshränkte Gültigkeitder Ginzburg-Landau-Entwiklung in Ordnungen von√1 − T/Tc auf die nähste Umgebungder kritishen Temperatur zurükzuführen ist.Die einfahe numerishe Handhabung des Ginzburg-Landau-Funktionals erlaubt es auh,ein weiteres, physikalish denkbares Modell zu überprüfen, das von einer energetishen Be-vorzugung eines spontan aufgespaltenen Vortexores mit einer geringen räumlihen Tren-nung δy der Vortexzentren im σ- und im π-Band ausgeht. Eine ähnlihe Situation, in derdie Rotationssymmetrie bezüglih der Vortexahse gebrohen ist, wurde als Lösung derGinzburg-Landau-Gleihungen in der B-Phase von super�uidem 3He gefunden [63℄. ZurBerehnung der Ginzburg-Landau Freien Energie soll der oben eingeführte Variationsansatzmit y± = y ± δy/2 folgendermaÿen modi�ziert werden
∆(σ)(x, y) = ∆

(σ)
0 tanh
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|x+ iy+|Dabei ist nun eine einfahe Darstellung in Zylinderkoordinaten niht mehr möglih und esmuss ein zweidimensionales Integral zur Berehnung der Freien Energiedihte ausgeführtwerden:
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dy . . .Während alle Summanden, die diagonal im Bandindex sind, durh die Verrükung der Vor-texzentren niht betro�en sind, d.h. unabhängig von δy immer den gleihen Beitrag zurFreien Energie liefern, bedarf es für den gemishten Term einer näheren Betrahtung. Hierentsteht aus der Vershiebung der Phasen der Paarpotentiale ein veränderter Beitrag zurFreien Energiedihte:
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4 gilt. Damit berehnet sihder gemishte Term in der Ginzburg-Landau-Entwiklung der Freien Energiedihte propor-tional zu:
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)Variiert man den modi�zierten Ausdruk der Freien Energiedihte nun um ξ
(σ)
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v und
δy so erkennt man jedoh, dass ein globales Minimum der Freien Energie nur bei einemZusammenfallen der zwei Vortexzentren zu �nden ist, was zumindest in der Umgebung derkritishen Temperatur das Szenario zweier räumlih getrennter Vortexzentren unwahrshein-lih maht (siehe Abbildung 4.8 b). 78



4.3. Der Kramer-Pesh-E�ekt im sauberen Grenzfall
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Abbildung 4.8: Die Variationsparameter ξ(σ)
v und ξ

(π)
v bestimmt durh Minimierung desverallgemeinerten Ginzburg-Landau-Funktionals in der Umgebung von Tc (a). Im Vergleihzur selbstkonsistenten Berehnung des Paarpotentials ermögliht es der Variationsansatz, dieDivergenz nahe Tc ohne gröÿeren numerishen Aufwand zu bestimmen. Der Inset zeigt denBereih zwishen T = 0, 8Tc und T = 0, 9Tc vergröÿert, hier kann man den Verlauf von ξ(σ)

v(blau) und ξ(π)
v (rot) deutliher untersheiden. Auÿerdem gezeigt ist die Freie Energiedihtein beliebigen Einheiten, berehnet für T = 0, 8Tc unter Annahme einer kleinen Verrükung

δy zwishen den Vortexzentren im σ- und im π-Band (b). Es ist deutlih zu erkennen, dassein Minimum der Freien Energiedihte bei einem Zusammenfallen der Vortexzentren in denzwei Bändern (δy = 0) erreiht wird.
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4. Der einzelne Vortex als Modell niedriger Magnetfelder4.4 Induzierter Kramer-Pesh-E�ekt in einem shmutzi-gen π-BandWie shon in Abshnitt 4.2 erwähnt weisen die experimentellen Ergebnisse auf eine ho-he Störstellenkonzentration im π-Band von Magnesiumdiborid hin. Weitgehend unbekanntist jedoh, wie stark die Verunreinigung des σ-Bandes in den bisher untersuhten Probenist. Mazin et al. haben in [12℄ darauf hingewiesen, dass aufgrund von häu�g auftretendenFehlstellen im Magnesium-Untergitter, die hauptsählih die dreidimensional propagieren-den Elektronen aus den pz-Orbitalen betre�en, die Streurate im π-Band mit groÿer Wahr-sheinlihkeit höher sein wird als die Streurate im σ-Band. Dies legt es nahe, neben derBetrahtung des shmutzigen Grenzfalles für beide Bänder ein Modell zu entwerfen, bei demvon einem sauberen σ-Band und einem stark verunreinigten π-Band ausgegangen wird (siehe[49, 64℄). Von Interesse ist nun auÿerdem, ob und wenn ja wie sih in einem solhen Modelldie Kopplung der Paarpotentialamplituden in den zwei Bändern auf die räumlihe Variati-on derselben für kleine Temperaturen auswirkt. Die numerishen Rehnungen, die für dreiuntershiedlihe Verhältnisse der Kohärenzlängen im sauberen und im shmutzigen Band
νξ = ξσ/ξπ durhgeführt wurden, zeigen, dass der Kramer-Pesh-E�ekt gleihermaÿen inbeiden Bändern auftritt (siehe Abbildung 4.9). Man kann damit von einem im shmutzigen
π-Band induzierten Kramer-Pesh-E�ekt sprehen. Während die Vortexoregröÿe im saube-ren σ-Band in allen drei betrahteten Fällen einen weitgehend linearen Abfall für T < 0, 6Tcaufweist, zeigt sih für die Vortexoregröÿe des π-Bandes ein deutlih anderes Bild. Hier �n-det man einen Verlauf von ξ(π)

v (T ), der sih erst für kleine Temperaturen als näherungsweiselinear beshreiben lässt. Inwieweit sih die Paarpotentialamplituden von σ- und π-Band un-abhängig voneinander entwikeln, kann an der Temperaturabhängigkeit des Verhältnisses
ξ
(π)
v /ξ

(σ)
v abgelesen werden, das für νξ = 5 für wahsende Temperaturen rash abfällt (vgl.Abbildung 4.9 a), während es für νξ = 0, 2 nahezu linear verläuft (vgl. Abbildung 4.9 ).Betrahtet man das Quasiteilhenspektrum im Vortexzentrum, so �ndet man eine gewih-tete Überlagerung aus der normalleitenden Zustandsdihte des shmutzigen π-Bandes unddem gebundenen Andreev-Zustand im sauberen σ-Band (Abbildung 4.10). Diese Überla-gerung ähnelt in der näheren Umgebung des Vortexzentrums einem um den Beitrag des�ahen Spektrums im π-Band angehobenen Einband-Spektrum im sauberen Grenzfall. Erstin gröÿerer Entfernung vom Vortexzentrum tritt ein deutlihes Zweiband-Spektrum mit zweiausgeprägten Gapkanten in Ersheinung, das in das gewöhnlihe Zweiband-Bulk-Spektrumübergeht. Bedenkt man nun, dass das Vorhandensein eines gebundenen Zustands in derUmgebung des Vortexzentrums als �Ursahe� für den Kramer-Pesh-E�ekt gesehen werdenkann, so ist auh verständlih, warum in einem gemishten Modell, in dem ein gebundenerZustand bei einer Energie proportional zum Abstand vom Vortexzentrum auftritt, immerein ausgeprägter Kramer-Pesh-E�ekt beobahtbar sein wird. Die vorliegenden Ergebnisselassen somit die Ho�nung zu, einen solhen E�ekt auh für eine hohe Streurate im π-Bandexperimentell in Magnesiumdiborid nahzuweisen, ohne dass die Quasiteilhen im σ-Banddirekt gemesssen werden müssen.
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4.4. Induzierter Kramer-Pesh-E�ekt in einem shmutzigen π-Banda)
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Abbildung 4.9: Der induzierte Kramer-Pesh-E�ekt in einem shmutzigen π-Band für dreiuntershiedliheWerte von νξ = ξ
(σ)
0 /ξ

(π)
0 . Dargestellt sind die Vortexoregröÿen im sauberen

σ-Band (blau) und im shmutzigen π-Band (rot). In (a) wurde die Rehnung für νξ = 5, in(b) für νξ = 1 und in () für νξ = 0, 2 durhgeführt. Der Inset zeigt jeweils das Verhältnisvon ξ(π)
v /ξ

(σ)
v für die vershiedenen Parametersätze.81



4. Der einzelne Vortex als Modell niedriger Magnetfelder
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Abbildung 4.10: Das Quasiteilhenspektrum für vershiedene Abstände vom Vortexzentrum,berehnet für ein gemishtes Modell mit einem sauberen σ-Band und einem stark verunrei-nigten π-Band für ein Verhältnis der Kohärenzlängen von νξ = 1 und eine Temperatur
T = 0, 5Tc. Während die beiden oberen Abbildungen die Beiträge der einzelnen Bänder zei-gen, ist in der unteren Abbildung die gesamte Zustandsdihte für den Zweiband-Supraleiterals gewihtete Summe der beiden Einzelbeiträge gezeigt.82



Kapitel 5
Vorties und Grenz�ähen in
d-Wellen-Supraleitern
Trotz des wieder au�ebenden Interesses an den konventionellen Supraleitern, das die Ent-dekung von Magnesiumdiborid zur Folge hatte, konzentriert sih das Forshungsgebiet derTieftemperaturphysik auh heute noh zu einem groÿen Teil auf die experimentelle wietheoretishe Beshreibung der Hohtemperatur-Supraleiter, insbesondere der Kuprate. Die-se geshihteten Systeme, die im undotierten Zustand antiferromagnetishe Eigenshaftenbesitzen und nur durh die gezielte Dotierung von Sauersto� oder geeigneten Substituenteneinen supraleitenden Phasenübergang aufweisen, werden im allgemeinen als Supraleiter mitunkonventioneller Paarungssymmetrie betrahtet. Dabei untersheidet man elektronen- bzw.lohdotierte Systeme, in denen zusätzlihe negative bzw. positive Ladungsträger eingebrahtwerden. Für die experimentell sehr ausführlih untersuhten lohdotierten Hohtemperatur-Supraleiter wird im allgemeinen von einer d-Wellen-Symmetrie des Ordnungsparametersausgegangen, d.h. es existieren Bewegungsrihtungen, für die die Quasiteilhen kein bzw.nur ein reduziertes Gap vor�nden. Im Gegensatz zu einer anisotropen s-Wellen-Symmetrie�ndet zusätzlih an jeder Knotenrihtung auf der Fermi�ähe ein Vorzeihenwehsel desPaarpotentials statt. Die Existenz von Knotenrihtungen auf der Fermi�ähe führt zu einemlinearen Anstieg des winkelgemittelten Quasiteilhenspektrums für kleine Energien. Nebendieser Eigenshaft, die auh von einer stark anisotropen s-Wellen-Symmetrie des Ordnungs-parameters herrühren könnte, �ndet man bei den unkonventionellen Supraleitern weitereCharakteristika, die allein der d-Wellen-Natur des Ordnungsparameters zuzushreiben sind:An re�ektierenden Ober�ähen bzw. Grenz�ähen innerhalb des Supraleiters bilden sih ge-bundene Zustände an der Fermikante aus, die sih allein durh die Andreev-Streuung derQuasiteilhen am Vorzeihenwehsel des Paarpotentials entlang einer gespiegelten Trajek-torie erklären lassen (siehe dazu [65℄). Im folgenden Abshnitt soll kurz der Untershiedzwishen konventioneller und unkonventioneller Paarungssymmetrie skizziert werden. Ins-besondere soll die lokale Zustandsdihte für einen einzelnen Vortex bzw. ein Vortexgitterverglihen sowie auf die Entstehung von gebundenen Andreev-Zuständen an Ober�äheneingegangen werden. Im zweiten Abshnitt soll dann der Ein�uss eines einzelnen gepinntenVortex auf die Quasiteilhenzustandsdihte an der Ober�ähe diskutiert werden.83



5. Vorties und Grenz�ähen in d-Wellen-Supraleitern5.1 Konventionelle und unkonventionelle Paarungssym-metrieDie experimentelle Bestätigung der d-Wellen-Natur des Paarpotentials für die lohdotiertenHohtemperatur-Supraleiter � zumindest an Ober- bzw. internen Grenz�ähen der Proben �kann zum gegenwärtigen Zeitpunkt als nahezu lükenlos angesehen werden. Damit verdientdie Betrahtung der experimentell beobahtbaren physikalishen Eigenshaften, die die Su-praleiter mit unkonventioneller Paarungssymmetrie von den Supraleitern mit konventionellerPaarungssymmetrie untersheidet, besondere Beahtung. In der theoretishen Beshreibungerhält das Paarpotential für eine unkonventionelle Paarungssymmetrie neben der orts- undtemperaturabhängigen Funktion ∆(~r, T ) nun noh einen impulsabhängigen Faktor χ(~k)

∆(~r,~k, T ) = ∆(~r, T )χ(~k)Im Fall einer zylindrishen Fermi�ähe, wie sie für die geshihteten Kuprate mit einer na-hezu zweidimensionalen Supraleitung innerhalb der Kupferoxidebenen in guter Näherungvorliegt, sowie unter der Annahme einer dx2−y2-Symmetrie der Paarwellenfunktion kanndiese Winkelfunktion geshrieben werden als χ(~k) = cos(2ϕ). Dabei parametrisiert der Win-kel ϕ den Vektor ~k auf der Fermi�ähe. Ist man nun an der Berehnung lokaler Gröÿen füreinen räumlih inhomogenen Supraleiter mit einer unkonventionellen Paarungssymmetrieinteressiert, so bietet es sih an, im sauberen Grenzfall auf die numerish stabile Parame-trisierung für die Riati-Amplituden a und b aus Abshnitt 2.3 zurükzugreifen, wie sieshon für die Berehnung lokaler Gröÿen im Zweiband-Fall herangezogen wurden. Im Un-tershied zur konventionellen Paarungssymmetrie mit einem auf der gesamten Fermi�ähekonstanten Gap erhält man für unkonventionelle Supraleiter eine Winkelabhängigkeit derQuasiteilhen-Zustandsdihte. Dabei können Quasiteilhen mit einem Impuls parallel zurKnotenrihtung des Gaps shon für vershwindende Energie angeregt werden, während fürdie Anregung von Quasiteilhen parallel zur Rihtung maximaler Gapamplitude eine endli-he Energie erforderlih ist. Die Integration dieser untershiedlihen Quasiteilhenspektrenüber die Fermi�ähe führt im Bulk mit ∆(~r,~k, T ) = ∆0 cos(2ϕ) auf:
Ns(E) =

N0

2π

∫ 2π

0

Re[ |E|
√

E2 − ∆2
0 cos2(ϕ)

]

dϕ = N0Re [ 2

π
K
(

∆2
0/E

2
)

]wobei K(x) das vollständige elliptishe Integral 1. Art bezeihnet. In Abbildung 5.1 ) undd) ist der V-förmige Verlauf des Quasiteilhenspektrums im Bulk als blaue Kurve im Vorder-grund zu erkennen. Zu beahten ist dabei der lineare Anstieg für kleine Anregungsenergienim Vergleih zum deutlih ausgeprägten Gap im Falle konventioneller Paarungssymmetrie.Dass in beiden Fällen das spektrale Gewiht im Ursprung niht zu Null vershwindet, ist aufdie Annahme einer endlihen Lebensdauer der Quasiteilhen mit ǫn → −iE + δ und δ > 0zurükzuführen. In der Umgebung von Inhomogenitäten wie beispielsweise einem Vortexoder einem ganzen Vortexgitter �ndet man jedoh erheblihe Abweihungen des Spektrumsvon der Zustandsdihte im homogenen Supraleiter. In Abbildung 5.1 ist das Spektrum anvershiedenen Abständen vom Zentrum eines �Phasenvortex� gezeigt (siehe auh [24℄). ImVergleih zu einem selbstkonsistent berehneten Vortex wird bei einem Phasenvortex dieräumlihe Variation der Paarpotentialamplitude vernahlässigt und nur die Streuung an derPhase des Ordnungsparameters zur Berehnung der gebundenen Zustände herangezogen.Diese Approximation, die mit dem Verziht auf eine langwierige selbstkonsistente Bereh-nung der Paarpotentialamplitude die Lösung für eine Vielzahl von Problemstellungen über-haupt erst realisierbar maht, ist für kleine Temperaturen siher gerehtfertigt, da hier dieCoregröÿe des Vortex vershwindet. Man erkennt sowohl für s-Welle als auh für d-Welle das84



5.1. Konventionelle und unkonventionelle PaarungssymmetrieAufspalten der gebundenen Zustände durh die supraleitenden Kreisströme um das Vortex-zentrum, die auf der Längenskala der Londonshen Eindringtiefe in den Supraleiter hineinabfallen. Dabei �ndet man für den d-Wellen-Supraleiter eine deutlih untershiedlihe Ver-teilung des spektralen Gewihts für die Rihtung parallel zur Knotenlinie der d-Welle �mit nur einem gebundenen Zustand oberhalb und unterhalb der Fermikante � und für dieRihtung parallel zur Orientierung maximaler Gapamplitude � mit jeweils zwei gebundenenZuständen (vgl. Abbildung 5.1 b).In Abbildung 5.2 sind die Zustandsdihten bei E = 0 für einen einzelnen Phasenvortex fürkonventionelle Paarungssymmetrie (links) und unkonventionelle Paarungssymmetrie (rehts)einander gegenübergestellt, wie sie beispielsweise in Tunnel-Spektroskopie-Experimenten(STM) oder anderen abbildenden Verfahren gemessen werden können. Deutlih zu erkennenist in der rehten Abbildung die Kopplung von Impuls- und Ortsraum, die in der Vierfah-symmetrie der gebundenen Zustände zum Ausdruk kommt. Im Vergleih zu den entspre-henden Ergebnissen von Shopohl und Maki in [31℄ wurde hier mit einem relativ groÿene�ektiven Streuparameter δ = 0, 1∆0 gerehnet, der die sharfe Rihtungsabhängigkeit dergebundenen Zustände etwas verwisht. Von Interesse ist auh die lokale Zustandsdihte, wiesie für hohe Magnetfelder im Vortexzustand berehnet werden kann. Hier kann nahe Bc2für das Paarpotential die Abrikosov-Lösung unter der Annahme eines konstanten Magnet-felds mit einem passenden Vektorpotential angesetzt werden und die Riati-Gleihungenfür E = 0 gelöst werden. Für einen s-Wellen-Supraleiter weist die Zustandsdihte für E = 0die dem Vortexgitter eigene hexagonale Symmetrie auf, mit Linien geringen spektralen Ge-wihtes zwishen den Vorties. Für einen d-Wellen-Vortex �ndet man eine Überlagerung derhexagonalen Symmetrie des Flussliniengitters mit der Vierfahsymmetrie der Paarungsweh-selwirkung, wobei die Linien geringen spektralen Gewihtes zwishen den Vorties bestehenbleiben.Abgesehen von den Flusslinien, die die Translationsinvarianz der supraleitenden Phase bre-hen, beobahtet man auh in der Umgebung von Grenz�ähen, wie sie an der Ober�äheder supraleitenden Probe, an Versetzungsebenen des Kristallgitters, an Korngrenzen oderan arti�ziellen Kontakten auftreten, diverse interessante Phänomene. Neben E�ekten, diedirekt mit dem Grenzübergang zwishen zwei supraleitenden Phasen, bzw. zwishen su-praleitender und normalleitender Phase zusammenhängen, wie z.B. dem Josephson- oderdem Proximity-E�ekt bei endliher Barrierentransparenz, �nden sih bei unkonventionel-len Supraleitern auh an ideal re�ektierenden Ober�ähen ohne Transparenz Hinweise, dieRükshlüsse auf die Symmetrie der Paarungswehselwirkung erlauben. Liegt die Grenz�ä-he gerade so, dass ihr Normalenvektor parallel zur Knotenrihtung der d-Welle gerihtetist (für die in Hohtemperatur-Supraleitern angenommene dx2−y2-Symmetrie der Paarwel-lenfunktion entspriht das der (110)-Rihtung des Kristalls), so �ndet man entlang derGrenz�ähe einen starken Anstieg des spektralen Gewihtes für Energie Null, wobei dieräumlihe Ausdehnung dieses gebundenen Andreev-Zustands in der Gröÿenordnung der Ko-härenzlänge liegt [66, 67, 68℄. Variiert der Winkel zwishen Grenz�ähe und Kristallahse,so reduziert sih die Höhe des gebundenen Zustands bei E = 0, bis er für eine ideal re�ek-tierende (100)-Grenz�ähe ganz vershwindet. Dieses Verhalten kann mit Hilfe der Riati-Parametrisierung leiht verstanden werden und soll im folgenden kurz skizziert werden.Während die Quasiteilhen � und damit auh die ihre Bewegungsbahnen beshreibendenTrajektorien � an einer idealen spiegelnden Ober�ähe ein klassishes Re�exionsverhaltenaufweisen, wie es aus der Strahlenoptik bekannt ist, genügen die Riati-Amplituden auf denein- und auslaufenden Trajektorien einer einfahen Stetigkeitsbedingung, die für vershwin-dende Transparenz aus den Randbedingungen von Shelankov (siehe [69℄) hervorgeht:
aout = ain, bin = boutVernahlässigt man vorerst die räumlihe Variation der Paarpotentialamplitude, so kann85
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Abbildung 5.1: Das Quasiteilhenspektrum in der Umgebung eines Phasenvortex (|∆(~r)| =
1) für einen Supraleiter mit (a) konventioneller Paarungssymmetrie (s-Welle) und für einenSupraleiter mit (b, und d) unkonventioneller Paarungssymmetrie (d-Welle). Dabei wurdedas Spektrum in (a, und d) für vershiedene Abstände vom Vortexzentrum in Shrittenvon 0, 2ξ0 berehnet, wobei die radiale Rihtung im Ortsraum in () parallel zur Rihtungmaximaler Paarpotentialamplitude und in (d) parallel zur Knotenrihtung der Paarpotenti-alamplitude der d-Welle gewählt wurde (was in der rehten oberen Figur von Abbildung 5.2einem waagrehten Strahl bzw. einem diagonal gerihtet Strahl mit Ursprung im Vortexzen-trum entspriht). In Figur (b) sind die d-Wellen-Spektren für einen Abstand von r = 0, 6ξ0 inRihtung maximaler Gapamplitude (oben) und in Knotenrihtung (unten) verglihen. Manerkennt in Knotenrihtung die Aufspaltung des gebundenen Zustands unter dem Ein�ussder Kreisströme in zwei hirale Äste oberhalb und unterhalb der Fermikante, wohingegenin Rihtung maximaler Gapamplitude eine starke Unterdrükung der gebundenen Zuständeund ein mehrfahes Aufspalten beobahtet werden kann (vgl. [24℄).86



5.1. Konventionelle und unkonventionelle Paarungssymmetrie

Abbildung 5.2: Die lokale Zustandsdihte im Vortexzustand (Die Farbverläufe indizieren Zu-standsdihten von N(0)/N0 = 0 (shwarz) bis N(0)/N0 ≥ 2 (gelb)). Die obere Reihe zeigtdie normierte lokale Zustandsdihte N(E = 0)/N0 für einen isolierten Phasenvortex, dieuntere Reihe zeigt die gleihe Gröÿe im Abrikosov-Vortexgitter. Links wurde die Zustands-dihte für einen Supraleiter mit konventioneller Paarungssymmetrie berehnet (s-Welle),rehts für einen Supraleiter mit unkonventioneller Paarungssymmetrie (d-Welle). Für alleRehnungen wurde ein e�ektiver Streuparameter von δ = 0, 1∆0 verwendet. Deutlih zuerkennen ist die Vierfahsymmetrie der gebundenen Andreev-Zustände in der Umgebungdes Vortexores für den einzelnen d-Wellen-Vortex (rehts oben), die durh die Kopplungvon Impuls- und Ortsraum in den quasiklassishen Gleihungen auf die Vierfahsymmetriedes Ordnungsparameters zurükgeht. Dabei dehnen sih die gebundenen Zustände parallelzur Knotenrihtung der d-Welle (in diesem Bild diagonal) aus. Im Abrikosov-Vortexzustandführt die Überlagerung der Vierfahsymmetrie des Ordnungsparameters und die hexagona-le Anordnung der Vorties im Gitter zu einer komplizierteren Ausprägung der gebundenenZustände. 87



5. Vorties und Grenz�ähen in d-Wellen-Supraleiterndie Spiegelung der Quasiteilhen an einer (110)-Ober�ähe als ein abrupter Vorzeihenweh-sel der Paarpotentialamplitude gesehen werden, an dem die Quasiteilhen eine Andreev-Re�exion erfahren. Das bedeutet insbesondere, dass einlaufende Quasiteilhenanregungenmit einer gewissen Wahrsheinlihkeit retrore�ektiert werden, d.h. auf der gleihen Trajek-torie zurük laufen wobei gleihzeitig eine Konversion von einer teilhenartigen in eine lohar-tige Anregung bzw. umgekehrt statt�ndet. Die Interferenz des einlaufenden Quasiteilhensmit dem auslaufenden, konvertierten Quasiteilhen führt � wie shon beim Phasenvortex �zu einem gebundenen Zustand bei der Energie Null. Für einen Punkt ~r auf der Ober�ähegilt für eine Trajektorie mit dem Winkel ϕ, die an der Grenz�ähe gespiegelt wird (sieheSkizze 5.3 a)
aout(ϕ) = ain(ϕ) =

∆0 sin(2ϕ)

ǫn +
√

ǫ2n + ∆2
0 sin2(2ϕ)und

bin(ϕ) = bout(ϕ) =
∆0 sin(2(π − ϕ))

ǫn +
√

ǫ2n + ∆2
0 sin2(2(π − ϕ))wobei hier der Trajektorienwinkel ϕ bezüglih des Normalenvektors der Grenz�ähe gemes-sen wurde, um den Vorzeihenwehsel der Paarpotentialamplitude in der ungeraden Sinus-funktion transparent zu mahen. Damit untersheidet sih das Produkt aout(ϕ)bin(ϕ) an derGenz�ähe von dem entsprehenden Bulk-Wert nur gerade um ein Vorzeihen:

aout(ϕ)bin(ϕ) =
−∆2

0 sin2(2ϕ)

2ǫ2n + 2ǫn

√

ǫn + ∆2
0 sin2(2ϕ) + ∆2

0 sin2(2ϕ)
= −abulk(ϕ)bbulk(ϕ)Nun berehnet sih das Diagonalelement des quasiklassishen Propagators an der Grenz�ä-he aus

1 − aout(ϕ)bin(ϕ)

1 + aout(ϕ)bin(ϕ)
=
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0 sin2(2ϕ)

2ǫ2n + 2ǫn

√

ǫ2n + ∆2
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ǫnund die Winkelmittelung führt auf ein elliptishes Integral zweiter Art E(k):
1

2π

∫ 2π
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1 − aout(ϕ)bin(ϕ)
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dϕ =
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π
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−∆2
0/ǫ

2
n

)Durh analytishe Fortsetzung der Matsubarafrequenzen erhält man daraus die Zustands-dihte an der Grenz�ähe zu
Ns(E) = N0Re[ 2

π
E
(

−∆2
0/(−iE + δ)2

)

]Das Quasiteilhenspektrum direkt an der Grenz�ähe ist in Abbildung 5.3 b) im oberenTeilbild gezeigt. Die Form des Spektrums ist ähnlih der Form des Spektrums im Zentrumeines isolierten Phasenvortex. Für die Energie E = 0 divergiert die Zustandsdihte und wirdnur durh die Annahme einer endlihen Streurate δ begrenzt. Für wahsenden Abstand vonder Grenz�ähe sinkt das Gewiht des �zero-energy-peaks�, bis bei einer Entfernung von etwa
5ξ0 (unteres Teilbild) wieder das Bulk-Spektrum des d-Wellen-Supraleiters erkennbar wird.Dabei ist anzumerken, dass im Gegensatz zum Phasenvortex und unter Vernahlässigungvon Abshirmströmen an der Ober�ähe natürlih kein Aufspalten des �zero-energy-peaks�zu beobahten ist. 88



5.1. Konventionelle und unkonventionelle Paarungssymmetriea) b)
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Abbildung 5.3: Skizze zur Re�exion der Quasiteilhentrajektorien an einer spiegelndenGrenz�ähe (a) und die zugehörige lokale Zustandsdihte bei E = 0 für unkonventionellePaarungssymmetrie (dx2−y2-Welle) und eine (110)-Grenz�ähenorientierung (b). Die Far-ben von gelb über rot bis blau indizieren hierbei abnehmende Werte von N(E = 0). Anausgewählten Punkten direkt an der Grenz�ähe, im Abstand von 0, 5ξ0 und im Abstandvon 5ξ0 ist zudem das gesamte Quasiteilhenspektrum gezeigt. Für alle Rehnungen wurdeein e�ektiver Streuparameter von δ = 0, 1∆0 angenommen.Für faettierte Ober�ähengeometrien muss zur Berehnung der Riati-Amplituden dieQuasiteilhen-Trajektorie mit Hilfe eines �ray-traing�-Verfahrens zurükverfolgt bzw. vor-ausberehnet werden. Hier können aufgrund multipler Re�exionen unter wiederholter Verän-derung der Paarpotentialamplituden vershiedene interessante Phänomene beobahtet wer-den (siehe [70℄). Neben einer makroskopish faettierten Ober�ähe kann durh ein kohären-tes bzw. inkohärentes �Mishen� vershiedener Quasiteilhen-Trajektorien an der Grenz�äheeine Ober�ähe mit intrinsisher Rauigkeit modelliert werden. Im Falle einer völlig ungeord-neten Streuung an der Ober�ähe �ndet man dabei ungeahtet der Lage der Grenz�äheimmer einen gebundenen Zustand, selbst für eine (100)- oder (010)-Orientierung. Im folgen-den Abshnitt ist die lokale Quasiteilhen-Zustandsdihte für eine mikroskopish raue sowieeine makroskopish faettierte Grenz�ähe berehnet, insbesondere soll in diesem Abshnittjedoh der Ein�uss, den ein isolierter Phasenvortex auf die Zustände an der Grenz�ähe hat,diskutiert werden.
89



5. Vorties und Grenz�ähen in d-Wellen-Supraleitern5.2 Der Vortex-Shatten-E�ektEs gibt vershiedene physikalishe Gründe, warum das Aussehen des experimentell beob-ahteten gebundenen Andreev-Zustands an der Grenz�ähe eines Supraleiters niht dem imletzten Abshnitt beshrieben Bild entspriht. Die unter dem Ein�uss eines äuÿeren Ma-gnetfelds an der Ober�ähe des Supraleiters auftretenden Abshirmströme führen beispiels-weise zu einer deutlihen Reduktion des gebundenen Zustands bei der Energie Null, wobeidas spektrale Gewiht zu höheren Energien hin vershoben wird (siehe [71℄). Dieses Auf-spalten des �zero-bias ondutane peak� wurde experimentell vershiedentlih beobahtet[72, 73, 74℄. Auh die Wehselwirkung mit lokalisierten Zuständen an der Ober�ähe oder mitVerunreinigungen kann zu einer Veränderung der an der Grenz�ähe beobahteten Andreev-Zustände führen. Ein weiterer interessanter Aspekt ist der Ein�uss, den ein einzelner Vortexmit dem ihn umgebenden Strömungsfeld auf die Zustände an der Grenz�ähe ausübt. Imfolgenden soll in einer Modellrehnung ein isolierter Phasenvortex vor einer spiegelndenGrenz�ähe betrahtet werden, wobei der Ein�uss von Ober�ähenströmen vernahlässigtwird. Diese Modellannahme ist für Grenz�ähen im Inneren eines Supraleiters (Versetzungs-ebenen, Korngrenzen, usw.) sowie für Vorties, die nah dem Abshalten des magnetishenFelds aufgrund von Haftkräften (�pinning�) an Fehlstellen im Inneren des Supraleiters zu-rükbleiben, gerehtfertigt. Um die Zustandsdihte in der Umgebung eines Vortex vor einerOber�ähe berehnen zu können, muss zuerst das Paarpotential im Ein�ussgebiet von Vor-tex und Grenz�ähe bestimmt werden. Dabei muss berüksihtigt werden, dass unter derVoraussetzung vershwindender Transparenz der Grenz�ähe die Phase des Paarpotentialsbestimmte Randbedingungen erfüllen muss. Insbesondere gilt unter Verwendung der Pro-portionalität zwishen dem quasiklassishem Strom und dem Gradienten der Phase ~j ∝ ~∇φan der Grenz�ähe ∂S die Bedingunĝ
n · ~∇φ(~r)

∣

∣

∣

~r∈∂S
= 0wobei n̂ den Normalenvektor der Ober�ähe bezeihnet. Für den Fall eines einzelnen Vortexvor einer vollständig re�ektierenden Ober�ähe kann die Phasenverteilung in der Umgebungvon Vortex und Grenz�ähe unter Einführung eines virtuellen �Spiegelvortex� mit umge-kehrter Vortizität auf der gegenüberliegenden Seite der Grenz�ähe sehr einfah konstruiertwerden [75℄. Dieser �Trik� �ndet seine Analogie in der Elektrostatik, in der die Feldver-teilung einer einzelnen Ladung vor einer leitenden Platte unter Einführung einer virtuellenSpiegelladung mit umgekehrtem Vorzeihen hinter der Platte berehnet wird. Damit kanndie räumlihe Variation des Paarpotentials für einen Vortex am Ort ~rV geshrieben werdenals

∆(~r) = ∆0f(~r − ~rV )eiφ(~r)Dabei bezeihnet ∆0 die temperaturabhängige Bulk-Amplitude des Paarpotentials und f(~r−
~rV ) beshreibt eine im Allgemeinen selbstkonsistent zu berehnende räumlihe Variationdes Betrags � mit f(~r) = 1 in einem räumlih homogenen Supraleiter. Die Phase φ(~r) desPaarpotentials lässt sih shreiben als

φ(~r) = arg(~r − ~rV ) − arg(~r − ~̄rV )wobei die Position des �Spiegelvortex� als ~̄rV = ~rV − 2n̂ (n̂ · ~rV ) berehnet werden kann �insofern der Ursprung des Koordinatensystems auf der Grenz�ähe am Mittelpunkt zwi-shen Vortex und �Spiegelvortex� gewählt wurde. Ergänzt wird das Paarpotential shlieÿlihnoh von der impulsabhängigen Symmetriefunktion der Paarungswehselwirkung χ(~k). InAbbildung 5.4 a) ist die Ortsabhängigkeit der Phase für die oben beshriebene Anordnunggezeigt. Dabei wurde der geshlossene Farbkreis zur Kodierung der 2π-periodishen Pha-senfunktion zu Grunde gelegt. Im folgenden soll unter Verziht auf eine selbstkonsistente90



5.2. Der Vortex-Shatten-E�ektBerehnung der räumlihen Variation der Paarpotentialamplitude ein Phasenvortex als Mo-dell angenommen werden, d.h. f(~r−~rV ) = 1. Ein Vergleih mit einer Rehnung, bei der diePaarpotentialamplitude in der Umgebung des Vortex und der Grenz�ähe moduliert wird,zeigt gewisse quantitative Abweihungen, die grundlegenden qualitativen Ergebnisse werdendavon jedoh niht beein�usst. Berehnet man nun die lokale Zustandsdihte für E = 0 in derUmgebung von Vortex und Grenz�ähe, so �ndet man eine lokale Unterdrükung der nieder-energetishen Zustände in einer shattenförmigen Region zwishen Vortex und Grenz�ähe(siehe Abbildung 5.4 ) und [76℄). Insbesondere die gebundenen Andreev-Zustände an derGrenz�ähe sind davon stark betro�en. Eine detaillierte Analyse der lokalen Zustandsdihtean der Ober�ähe zeigt, dass sih der Shattenbereih für wahsenden Abstand zwishenVortex und Grenz�ähe verbreitert und dabei ab�aht (Abbildung 5.4 b). Dabei bleibt eineUnterdrükung des spektralen Gewihtes bei E = 0 jedoh bis hin zu einem Abstand von
xV = 10ξ0 erkennbar.Zum Verständnis dieses E�ekts ist es hilfreih, das gesamte Spektrum der Quasiteilhen nä-her zu betrahten. In Abbildung 5.5 sind in a) die Spektren zwishen Vortex und Grenz�äheund in b) entlang der Grenz�ähe gezeigt. Dabei wurde ein Koordinatensystem gewählt, des-sen Ursprung am Lotpunkt des Vortex auf der Grenz�ähe liegt und dessen y-Ahse mit derGrenz�ähe zusammenfällt. Man erkennt, dass in der gesamten Region zwishen Vortexund Grenz�ähe der gebundene Zustand von der Energie E = 0 hin zu höheren Energienvershoben wird. Betrahtet man dabei das Spektrum an der Grenz�ähe für groÿe Ab-stände vom Fuÿpunkt des Vortex bei y = 0, so sheint die Aufspaltung auf die Spitze desPeaks des gebundenen Zustands beshränkt, während bei sinkenden Abständen der gesamtegebundene Zustand zu höheren Energien wandert, wobei ein kleiner Peak bei der Energie
E = 0 verbleibt (vgl. Abbildung 5.5 b). Entfernt man sih hingegen von der Grenz�ähe unduntersuht die Region zwishen Vortex und Grenz�ähe genauer, so ergibt sih ein kompli-zierteres Bild, bei dem sih die Ein�üsse des gebundenen Zustands an der Grenz�ähe unddie des gebundenen Zustands im Vortexzentrum überlagern (siehe Abbildung 5.5 a). BeidePeaks werden hier durh das starke Strömungsfeld zwishen Vortex und Grenz�ähe aufge-spalten, d.h. die gebundenen Zustände werden zu höheren Energien hin vershoben. DiesesVerhalten kann als Doppler-Vershiebung des Spektrums unter dem Ein�uss des Phasen-gradienten qualitativ gut verstanden werden, während für eine quantitative Analyse einedetaillierte Rehnung nötig ist. Dieses Aufspalten des �zero-energy-peaks� in der Zustands-dihte unter dem Ein�uss eines Vortex ist vergleihbar mit den Ergebnissen von Fogelströmet al., die eine Aufspaltung des gebundenen Zustands unter dem Ein�uss eines konstantenStromes an der Ober�ähe beshrieben haben [71℄. Dabei wurden von den Autoren sowohlmagnetishe Abshirmströme als auh aufgrund von subdominanten Paarunsgwehselwir-kungen an der Ober�ähe spontan induzierte Ströme diskutiert. Im Gegensatz dazu ist derVortex-Shatten-E�ekt lokal auf die Umgebung der Flusslinie beshränkt und tritt auhan magnetfeldfreien inneren Grenz�ähen wie z.B. Korngrenzen oder Versetzungslinien auf,an denen keine konstanten Ströme entlang der Grenz�ähe �ieÿen. Zudem kann unter derAnnahme von Haftkräften, durh die einzelne Flusslinien auh nah einem Abshalten desäuÿeren Magnetfelds in der supraleitenden Probe verbleiben können, eine endlihe Aufspal-tung des gebundenen Andreev-Zustands an der Ober�ähe und damit eine Aufspaltung des�zero-bias ondutane peaks� δZBCP im Nullfeld verstanden werden, wie er von Dagan undDeutsher beobahtet wurde [74℄.Eine genaue Analyse zeigt, dass der Vortex-Shatten-E�ekt auh für raue oder makrosko-pish faettierte Ober�ähen auftritt, wobei in letzterem Fall die Ein�üsse von gewinkeltenOber�ähenstrukturen mit zu berüksihtigen sind, die ebenso zu einer Unterdrükung dergebundenen Zustände an der Ober�ähe führen können. Eine ausführlihe Diskussion die-ser E�ekte �ndet sih in [70℄ und [77℄. In Abbildung 5.6 a) ist die lokale Zustandsdihtebei E = 0 für eine polygonale Ober�ähe mit und ohne Vortex gezeigt. Dabei muss man91



5. Vorties und Grenz�ähen in d-Wellen-Supraleitern
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Abbildung 5.4: Der Vortex-Shatten-E�ekt zwishen einem Phasenvortex und einer spie-gelnden (110)-Grenz�ähe in einem dx2−y2 -Wellen-Supraleiter. Die Phasenverteilung mitden korrekten Randbedingungen an der Ober�ähe ergibt sih für den relevanten rehtenHalbraum durh Einführung eines �Spiegelvortex� im linken Halbraum (a). Berehnet manmit dieser Phasenverteilung die lokale Zustandsdihte für E = 0 entlang der Grenz�ähe
Nb(y,E = 0), so �ndet man eine deutlihe Unterdrükung der gebundenen Zustände amFuÿpunkt des Vortex, die besonders ausgeprägt ist, wenn der Abstand des Vortex von derGrenz�ähe klein ist, jedoh bis hin zu Abständen von xV = 10ξ0 sihtbar bleibt (b). DieKurven entsprehen von rot nah shwarz Abständen zwishen Vortex und Grenz�ähe von
1ξ0, 2ξ0, 5ξ0 und 10ξ0. Diese Unterdrükung der lokalen Zustandsdihte für E = 0 erstrektsih vom Zentrum des Vortex in einem shattenförmigen Bereih bis hin zur Grenz�ähe(). Der Abstand des Vortex von der Ober�ähe beträgt hier xV = 2ξ0, der Maÿstab unterder Abbildung zeigt Unterteilungen für Vielfahe der Kohärenzlänge ξ0. Dabei variieren dieFarben von gelb (hohe Zustandsdihte) über rot bis blau (niedrige Zustandsdihte). AlleRehnungen wurden für einen e�ektiven Streuparameter von δ = 0, 1∆0 durhgeführt.
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5.2. Der Vortex-Shatten-E�ekt
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Abbildung 5.5: Das lokale Quasiteilhenspektrum zwishen dem Vortex (rot, hinten) unddem Lotpunkt des Vortex auf der Grenz�ähe (blau, vorne), berehnet für einen Vortex-abstand von der Ober�ähe von xV = 2ξ0 im Abstand von 0, 1ξ0 (a). Desweiteren ist dielokale Zustandsdihte entlang der Ober�ähe im Shattenbereih des Vortex gezeigt (b).Die Spektren beginnen im Abstand y = 3ξ0 vom Lotpunkt des Vortex (rot, hinten) bishin zum Lotpunkt bei y = 0 (blau, vorne). Der Abstand zweier Kurven beträgt 0, 2ξ0.Auÿerdem gezeigt sind die Quasiteilhenspektren für vier vershiedene Abstände des Vortexvon der Grenz�ähe (). Die Abstände wurden als xV = 10ξ0 (rot) über xV = 5ξ0, xV =
2ξ0 bis zu xV = 1ξ0 (blau) gewählt. Für wahsende Vortexabstände erkennt man, dassdie Aufspaltung δZBCP des gebundenen Zustands � gemessen als Abstand der Maxima imQuasiteilhenspektrum � von etwa δZBCP(xV = 1ξ0) ≈ 1, 4∆0 auf δZBCP(xV = 10ξ0) ≈
0, 028∆0 sinkt (d).
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5. Vorties und Grenz�ähen in d-Wellen-Supraleiterna) b)

Abbildung 5.6: Der Vortex-Shatten-E�ekt auf die Quasiteilhen-Zustandsdihte bei EnergieNull N(E = 0) an einer makroskopish faettierten (a) und an einer mikroskopish rauenOber�ähe (b). Für beide Abbildungen wurde eine Grenz�ähe gewählt, deren grundsätzli-he Orientierung parallel zur (110)-Rihtung des Kristalls verläuft. In beiden Fällen ist imEin�ussgebiet des Vortex eine deutlihe Unterdrükung der gebundenen Zustände bei E = 0zu erkennen.für die Berehnung der Zustandsdihte entlang einer makroskopish faettierten Ober�ähebeahten, dass man die Phasenverteilung eines einzelnen Vortex unter Berüksihtigung derkorrekten Randbedingungen nun niht mehr einfah durh einen �Spiegelvortex� konstru-ieren kann. Da die Phase im Inneren des Supraleiters � abgesehen vom Ort des Vortex �die Laplae-Gleihung erfüllen muss und an der Ober�ähe von Neumannshen Randbe-dingungen genügt, bietet es sih an, die Phasenverteilung des Paarpotentials mittels einerkonformen Abbildung von der bekannten Lösung auf einem einfahen Gebiet auf das be-trahtete polygonal umrandete Gebiet zu transformieren. Während die konforme Abbildungfür einfahe keilförmige Gebiete noh analytish zu berehnen ist, müssen die Abbildungs-funktionen für kompliziertere polygonal umrandete Gebiete, wie in dem hier betrahtetenFall einer faettierten Ober�ähe, numerish bestimmt werden. Zur Berehnung der Phasen-verteilung mit den korrekten Randbedingungen wurde in dem vorliegenden Fall die Methodeder Shwarz-Christo�el-Abbildungen in einer numerishen Implementierung von Drisoll ver-wendet (siehe [78, 79℄). Desweiteren muss der Trajektorienverlauf an jedem Ort ~r und fürjede Rihtung ~k mit Hilfe eines �ray-traing�-Verfahrens berehnet werden. Die Ergebnisseder lokalen Zustandsdihte für E = 0 für eine solhe faettierte Ober�ähe mit und ohnegepinnten Vortex ist in Abbildung 5.6 a) gezeigt. Dabei sind die einzelnen Faetten in derGröÿenordnung einer Kohärenzlänge ξ0 gewählt, während der Vortex einen Abstand von 2ξ0besitzt. Ein Vergleih der beiden Ergebnisse mit und ohne Vortex lässt sowohl den E�ektgewinkelter Ober�ähenstrukturen auf eine Unterdrükung der gebundenen Zustände bei
E = 0 erkennen (man beahte die dunklen, nahezu rehtwinkligen Eken im linken Teilbild)als auh die Aufspaltung der gebundenen Zustände in der Umgebung des vor der Ober�ähe94



5.2. Der Vortex-Shatten-E�ektgepinnten Vortex (die im rehten Teilbild zu einem Vershwinden der gebundenen Zuständebei E = 0 in der Reihweite des Vortex führt).Eine andere Möglihkeit, eine mikroskopish raue Ober�ähe im Modell zu simulieren, be-steht darin, mikroskopish kleine Spiegelstüke � mit einem zufälligen Verkippungswinkelzwishen −π/4 und π/4 bezüglih der Grenz�ähenrihtung � entlang der Ober�ähe an-zuordnen, wobei eine Gauÿ-Verteilung der Winkel verwendet wurde. Dabei wurde die Aus-dehnung der Spiegelstüke in den Supraleiter hinein vernahlässigt und es wurde nur derRe�exionswinkel der auf sie auftre�enden Trajektorien gemäÿ ihrer Orientierung berehnet.An einer solhen Ober�ähe, die damit eine Form von intrinsisher Streuung besitzt, �ndetman für alle Orientierungen gebundene Zustände, da einige Re�exionswinkel immer einenPhasensprung auf der Trajektorie mit sih bringen. Auh im Falle einer solhen intrinsishrauen Ober�ähe wirft ein in der Nähe der Ober�ähe gepinnter Vortex einen �Shatten�auf die lokale Zustandsdihte für E = 0, der sih vom Vortexzentrum hin zur Ober�äheausdehnt (vgl. Abbildung 5.6 b). Das ist verständlih, da der gebundene Zustand an derOber�ähe für alle Verkippungswinkel in der Umgebung von E = 0 auftritt und durhein starkes Strömungsfeld immer zu höheren Energien hin vershoben wird. Damit zeigtsih, dass der Vortex-Shatten-E�ekt ein grundsätzlihes Phänomen und für jede Art vonOber�ähe zu beobahten ist und niht nur auf die � in der Realität natürlih niht existie-renden � ideal re�ektierenden Grenz�ähen beshränkt ist. Auh für Grenz�ähen mit einergeringen Barrierentransparenz, für die der über die Grenz�ähe �ieÿende Strom in guterNäherung in erster Ordnung der Transparenz berehnet werden kann, wird der Vortex-Shatten-E�ekt eine groÿe Rolle spielen. Da der Barrierenstrom nur eine kleine Korrekturzu dem starken Strömungsfeld zwishen Vortex und Grenz�ähe hinzufügt, wird die Auf-spaltung des �zero-energy-peaks� nahezu unverändert bestehen bleiben und sih damit direktauf die Berehnung des über die Barriere �ieÿenden Tunnelstromes auswirken, in den alleindie Zustandsdihten in nullter Ordnung der Transparenz eingehen.
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Kapitel 6Zusammenfassung und AusblikDie Entdekung der supraleitenden Eigenshaften von Magnesiumdiborid hatte weitrei-hende Konsequenzen. Sie hat zum einen die lange Zeit im Shatten der Hohtemperatur-Supraleiter stehenden konventionellen Supraleiter wieder zurük ins Zentrum des Interes-ses gerükt. Zum anderen hat es sih gezeigt, dass im internationalen Zusammenspiel vonexperimenteller, theoretisher und niht zuletzt angewandter Forshung mit den heute zurVerfügung stehenden Mitteln in relativ kurzer Zeit ein umfassendes und überaus detailliertesBild der physikalishen Eigenshaften dieses neuartigen supraleitenden Materials entstehenkonnte. Shon wenige Monate nah der Entdekung der supraleitenden Eigenshaften imJanuar 2001 standen Proben in hervorragender Qualität zur experimentellen Untersuhungbereit, unter anderem einkristalline Proben, Drähte und Dünn�lmproben auf untershied-lihsten Substraten (man beahte dazu den Review-Artikel von Buzea und Yamashita vonAugust 2001 [3℄). Bandstrukturrehnungen enthüllten die Fermi�ähenstruktur und zeigtenBänder mit zwei- und dreidimensionaler Topologie [4℄, und der experimentelle Nahweis desIsotopene�ekts korrespondierte zu den Eliashberg-Rehnungen, die eine starke Kopplung derPhononen im Untergitter des Bors an die Ladungsträger zeigten und damit die von Gitter-shwingungen vermittelte Paarungswehselwirkung plausibel mahten [5, 8℄. Ebenso wurdedie experimentell gefundene Diskrepanz der Paarpotentialamplituden mit Hilfe der unter-shiedlihen Paarungsstärken auf den vershiedenen Fermi�ähen interpretiert. Shon dreiJahre nah der Entdekung seiner supraleitenden Eigenshaften war Magnesiumdiborid alseiner der seltenen Fälle eines ausgeprägten Zweiband-Supraleiters in die Literatur eingegan-gen und seine grundlegenden Eigenshaften theoretish umfassend erklärt und experimentellnahgewiesen (siehe dazu den Review-Artikel von T. Dahm [2℄).Dennoh bleibt MgB2 bis heute sowohl für die theoretishe als auh die experimentelle undangewandte Forshung ein interessantes Untersuhungsobjekt. Mit einer Kohärenzlänge voneinigen wenigen Nanometern und einer Londonshen Eindringtiefe von knapp 100 Nano-metern gehört Magnesiumdiborid zu den Typ-II-Supraleitern. Hohau�ösende Experimentegeben dabei einen Eindruk von der Struktur des Flussliniengitters, das sih beim Anlegeneines ausreihend starken magnetishen Felds ergibt [54℄. Die vorliegende Arbeit widmetesih hauptsählih der theoretishen Beshreibung des Vortexzustands von Magnesiumdibo-rid, insbesondere unter Berüksihtigung des Ein�usses der untershiedlihen Fermi�ähen-topologien. Dafür wurde verwendet, dass die kompliziert ersheinende Fermi�ähenstrukturdurh einfahe geometrishe Strukturen approximiert werden kann [19℄. Berehnet man nununter Berüksihtigung der korrekten Fermi�ähentopologie die gemittelte Quasiteilhen-Zustandsdihte im Vortexzustand, so erkennt man, dass die Spektren für untershiedliheFermi�ähen und abhängig von der Rihtung des angelegten magnetishen Felds harakte-ristishe Merkmale aufweisen, die mit Hilfe einer Gewihtsfunktion, die die Eigenshaften97



6. Zusammenfassung und Ausblikder Fermi�ähe widerspiegelt, klassi�ziert werden können. Dabei wurde gezeigt, dass unterVerwendung geeigneter Parameter, wie der aus Bandstrukturrehnungen bekannten Kopp-lungsmatrix sowie den zugehörigen Fermigeshwindigkeiten, die Magnetfeldabhängigkeit derPaarpotentialamplituden sowie die gemittelte Quasiteilhen-Zustandsdihte für den Vortex-zustand von Magnesiumdiborid einfah bestimmt werden kann. Dabei wurde für ein Magnet-feld, das entlang der c-Ahse des Kristalls angelegt wird, eine starke Ab�ahung der Peaksan den Gapkanten im Spektrum des π-Bandes gefunden, die auf die dreidimensionale, torus-förmige Topologie des Bandes zurükgeführt werden konnte und das rashe Vershwindender experimentell beobahtbaren Gapstruktur des π-Bandes erklärt. Ein Vergleih der Zu-standsdihte bei E = 0 als Funktion des angelegten Magnetfelds zeigte, dass eine reht guteÜbereinstimmung mit den experimentellen Ergebnissen von Bouquet et al. gefunden werdenkann, wenn man eine stärkere Interbandkopplungsstärke als die von den Bandstrukturreh-nungen vorgeshlagene voraussetzt. Die verwendete höhere Interbandkopplungsstärke erhältman ebenso, wenn man die Ergebnisse der Berehnung der Anisotropie des oberen kritishenMagnetfelds im sauberen Grenzfall an die experimentell bestimmten Werte �ttet [19℄. Einemöglihe Erklärung kann dahingehend gefunden werden, dass sih die in den Rehnungen apriori vernahlässigte Interband-Streuung über eine sheinbar erhöhte Interbandkopplungs-stärke bemerkbar maht.Neben der Betrahtung des Vortexzustands in der Näherung hoher Magnetfelder befass-te sih diese Arbeit auh mit dem isolierten Abrikosov-Vortex als einem Modell niedrigerMagnetfelder. Dabei wurden zuerst am Beispiel eines konventionellen Einband-Supraleitersgrundlegende Untershiede zwishen einer Betrahtung des isolierten Vortex im shmutzi-gen und im sauberen Grenzfall aufgezeigt. Der Ein�uss der Störstellenkonzentration mahtsih dabei insbesondere in der lokalen Quasiteilhen-Zustandsdihte in der Umgebung desVortexzentrums bemerkbar. Während im sauberen Grenzfall ein gebundener Zustand bei
E = 0 die lokale Zustandsdihte im Vortexzentrum harakterisiert, �ndet man im shmutzi-gen Grenzfall aufgrund der fehlenden Kohärenz der Quasiteilhen eine �ahe, normalleitendeZustandsdihte. Daneben beobahtet man im sauberen Grenzfall mit sinkender Temperatureine nahezu lineare Abnahme der Vortexoregröÿe, die auf den Ein�uss der gebundenenQuasiteilhen-Zustände im Vortexore zurükzuführen ist. Dieser E�ekt ist als Kramer-Pesh-E�ekt bekannt [43℄ und vershwindet mit zunehmender Störstellenstreuung. Nahden grundlegenden Betrahtungen im Einband-Fall wurde in dieser Arbeit auh der Fall ei-nes Zweiband-Supraleiters mit passenden Parametern für Magnesiumdiborid diskutiert. Hier�ndet man im sauberen Grenzfall in beiden Bändern einen deutlihen Kramer-Pesh-E�ektsowie gebundene Zustände im Vortexore. Ebenso vershwindet der E�ekt wie erwartet un-ter der Annahme einer hohen Störstellenstreuung in den beiden Bändern und man erhält indiesem Fall auh für T = 0 eine endlihe Vortexoregröÿe sowie eine �ahe, normalleitendeZustandsdihte im Vortexzentrum. Da in den STM-Messungen, die hauptsählih die drei-dimensional propagierenden Ladungsträger des π-Bandes nahweisen, eine normalleitendelokale Zustandsdihte im Vortexzentrum gefunden wurde [54℄ � was auf eine hohe Streura-te der Ladungsträger im π-Band hindeutet � die Störstellenstreuung im σ-Band jedoh alsgeringer eingeshätzt wird, lag es nahe, auh ein �gemishtes Modell� in Betraht zu ziehen,bei dem von einem ballistishen Transport im σ-Band und einem di�usiven Transport im π-Band ausgegangen wird. Ein solhes Modell wurde erstmals von Eshrig vorgeshlagen [49℄.Hier �ndet man auh im shmutzigen π-Band einen aus dem σ-Band induzierten Kramer-Pesh-E�ekt. Dies sollte es möglih mahen, den Kramer-Pesh-E�ekt in dem experimentelleinfaher zugänglihen π-Band nahzuweisen, insofern die Störstellenstreuung im σ-Banddie Näherung des sauberen Grenzfalles rehtfertigt.Shlieÿlih wurde im letzten Kapitel der Arbeit der Blik auf das Zusammenspiel vonGrenz�ähen-Phänomenen und Flusslinien in unkonventionellen Supraleitern geworfen. ImGegensatz zu Supraleitern mit einer konventionellen Paarungssymmetrie treten in Supralei-98



tern mit einer unkonventionellen Paarungssymmetrie, d.h. einer Paarungssymmetrie für diedie Amplitude des Paarpotentials ihr Vorzeihen auf vershiedenen Abshnitten der Fermi-�ähe ändert, an bestimmten Grenz�ähen gebundene Zustände im Quasiteilhenspektrumauf, die auh als gebundene Andreev-Zustände bezeihnet werden. Für die in den lohdotier-ten Kupraten angenommene dx2−y2-Wellen-Paarungssymmetrie �ndet man eine maximaleAusprägung dieser gebundenen Zustände an (110)-Grenz�ähen, die sowohl im Inneren desSupraleiters als Korngrenzen oder Kristalldefekte als auh an der Ober�ähe der Probe auf-treten können. Die Entstehung dieser gebundenen Zustände kann analog zu den gebundenenZuständen im Zentrum eines Vortex durh die multiple Streuung der Quasiteilhen an einemrashenWehsel des Paarpotentials verstanden werden. In der Gegenwart von Strömen erfah-ren die gebundenen Zustände dabei eine Doppler-Aufspaltung, die zu einer Unterdrükungder lokalen Zustandsdihte für E = 0 führt. Der Ein�uss von konstanten Abshirmströmen,die sih entlang der Ober�ähe einer supraleitenden Probe im Magnetfeld ausbilden, wurdedabei shon früher diskutiert [71℄. In der vorliegenden Arbeit wurde nun untersuht, welhenEin�uss die lokale Stromverteilung eines Vortex vor einer Grenz�ähe auf das Quasiteilhen-spektrum an der Ober�ähe besitzt. Dabei wurde die lokale Quasiteilhen-Zustandsdihtefür E = 0 in der Umgebung eines Vortex und einer idealen (110)-Grenz�ähe berehnet.Hier �ndet man in einer shattenförmigen Region zwishen Vortex und Grenz�ähe einestarke Unterdrükung der lokalen Zustandsdihte für E = 0, die sih auh für gröÿere Ent-fernungen zwishen Vortex und Grenz�ähe noh bemerkbar maht. Diese Unterdrükungder gebundenen Andreev-Zustände an der Ober�ähe zeigte sih dabei auh gegenüber einerBerüksihtigung von mikroskopisher oder makroskopisher Faettierung der Ober�ähestabil. Die Beobahtung dieses Vortex-Shatten-E�ekts als Folge des Ein�usses einer Fluss-linie liefert dabei einen möglihen Ansatz zur Erklärung der beobahteten Anomalien des�zero-bias-ondutane-peak-splittings�, d.h. der Aufspaltung des gebundenen Zustands ander Ober�ähe [74℄. Die Aufspaltung der gebundenen Zustände durhläuft als Funktion desangelegten magnetishen Felds eine Hysteresekurve und zeigt auh im Nullfeld einen endli-hen Wert, was durh das aufgrund von Haftkräften möglihe Verbleiben von Vorties in dersupraleitenden Probe � auh bei abgeshaltetem magnetishem Feld � erklärt werden kann.Obwohl die Zahl der Publikationen, die die supraleitenden Eigenshaften von Magnesium-diborid zum Thema haben, enorm ist und viele der grundlegenden Eigenshaften gut ver-standen und theoretish erklärt sind, bleibt dieses unsheinbare Material wahrsheinlihauh in den nähsten Jahren für die Forshung relevant. Neben der ausgeprägten Zweiband-Supraleitung ist ein weiterer Grund siherlih, dass MgB2 auh für die Anwendung inter-essante Materialeigenshaften besitzt � unter anderem eine sehr hohe Stromdihte in Dünn-�lmproben und eine für einen �konventionellen� Supraleiter früher unerreihbar ersheinendekritishe Temperatur. Eine weitere Erhöhung der kritishen Stromstärke durh den gezieltenEinsatz von Pinningzentren, die Suhe nah verwandten Systemen mit einer hohen Sprung-temperatur oder der praktishe Einsatz in supraleitenden Bauelementen und die darausresultierende Frage nah Tunnelmehanismen in Mehrband-Systemen sind denkbare For-shungsrihtungen und werden ho�entlih auh in den kommenden Jahren noh das Interessean dieser supraleitenden Verbindung wahhalten.
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Anhang AAbleitung des Drukfunktionalsfür mehrere BänderIn den folgenden drei Abshnitten dieses Anhangs soll das Drukfunktional der quasiklas-sishen Theorie, das eine Shlüsselfunktion in der Herleitung aller relevanter Gleihungenbesitzt, für eine konventionelle Paarungswehselwirkung mit mehreren an der Supraleitungbeteiligten Energiebändern aus den Ausdrüken von Eilenberger für den Einband-Fall abge-leitet werden [21℄. Dabei sollen im ersten Abshnitt die grundlegenden Begri�e anhand einesEinband-Supraleiters eingeführt werden. Im zweiten und dritten Abshnitt werden dannDrukfunktional, Gapgleihung und quasiklassisher Strom für einen Multiband-Supraleiterverallgemeinert.A.1 Drukfunktional, Gapgleihung und quasiklassisherStromUm einen Ausdruk für die Freie Energie des elektronishen Systems eines konventionellenSupraleiters (s-Welle) zu erhalten, wollen wir das folgende Funktional betrahten:
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}Dabei bezeihnet ~A(~r) das Vektorpotential in einer geeigneten Eihung und ~Bext(~r) stelltein extern angelegtes Magnetfeld dar. Mit I (ω,~kF , ~r
) soll weiterhin die folgende Funktionabgekürzt werden (siehe [21℄) :
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A. Ableitung des Drukfunktionals für mehrere Bänderwobei W(~kF , ~qF ) die Streuwahrsheinlihkeit von einem Zustand ~qF in einen Zustand ~kFauf der Fermi�ähe bezeihnet. Nun können wir das Drukfunktional Ω unter Verwendungder folgenden Identität
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Tcumshreiben zu dem Ausdruk, den Eilenberger in [21℄ vorshlägt:
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]}Da die Summe über die Matsubarafrequenzen shnell konvergiert, konnten wir die obereSummationsgrenze ins Unendlihe fortsetzen. Nun ist Ω im Allgemeinen ein Funktional dervier unabhängigen Gröÿen f̄ , f , ∆∗ und ~A. Die Variation dieses Funktionals nah f̄ und
f führt einerseits auf die in Abshnitt 2.1.1 angegebenen Eilenberger-Gleihungen, anderer-seits führt eine weitere Variation nah ∆∗ und ~A auf Selbstkonsistenzbedingungen für dasPaarpotential ∆(~r) und den quasiklassishen Strom ~j(~r) = 1

4π rot rot ~A(~r). Eine Variationdes Funktionals nah ∆∗ ergibt die folgende Gleihung
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}und aus der Stationaritätsbedingung δΩ
δ∆∗ = 0 erhalten wir somit eine Selbstkonsistenzbe-dingung für das Paarpotential:
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= 0Diese Gleihung ist � aufgelöst nah dem ersten Summanden als Gapgleihung bekannt �die Grundlage zur Berehnung des Paarpotentials. Die Variation nah ~A führt hingegen auf
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)der für eine selbstkonsistente Lösung von inhomogenen Problemen mit berüksihtigt werdenmuss. Setzen wir in Ω die selbstkonsistent bestimmten Lösungen von f und f̄ sowie ∆ und

~A ein, so gibt das Funktional gerade die Di�erenz von der Freien Energie des supraleitendenund der Freien Energie des normalleitenden Zustands im thermodynamishen Gleihgewihtan. 102



A.2. Drukfunktional eines Multiband-SupraleitersA.2 Drukfunktional eines Multiband-SupraleitersVersuhen wir nun, ein Drukfunktional mit den in Abshnitt A.1 angegebenen Eigenshaf-ten für einen Multiband-Supraleiter zu �nden, so müssen wir beahten, dass hier die skalareWehselwirkung V des klassishen Supraleiters durh eine Wehselwirkungsmatrix Vα,α′ er-setzt werden muss. Dabei soll sih die Herleitung auf ein System ohne Interband-Streuungbeshränken � bei der Erweiterung auf ein System mit Interband-Streuung werden die zweiStreuwahrsheinlihkeiten W(σ) und W(π) durh eine Streumatrix W(α,α′)
(
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) er-setzt. Unter Einführung der Wehselwirkungsmatrix Vαα′ können wir shreiben
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]Um nun die Abshneidefrequenz aus dem Ausdruk zu entfernen, verwenden wir die Identität
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0 Vαα′ bezeih-nen, der die kritishe Temperatur des supraleitenden Phasenübergangs festlegt (siehe [19℄).Durh Addition der linken und Subtraktion der rehten Seite der obigen Gleihung zu demDrukfunktional erhält man eine shnell konvergierende Summe und kann die Summationwieder über alle positiven Matsubarafrequenzen ausführen:
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A. Ableitung des Drukfunktionals für mehrere BänderWährend sih bei der Variation nah dem Vektorpotential ~A keine grundlegende Verände-rung gegenüber dem Einband-Fall ergibt, d.h. der Strom bleibt diagonal im Bandindex, mussbei der Variation nah ∆∗(α) die Kopplung der zwei Bänder berüksihtigt werden.A.3 Gapgleihung und quasiklassisher Strom für einenMultiband-SupraleiterUm die Gapgleihung für einen Multiband-Supraleiter abzuleiten, gehen wir von dem imvorangegangenenAbshnitt abgeleiteten Ausdruk für das Drukfunktional aus und variierenihn nah ∆∗(α). Wir erhalten:
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}Die Stationaritätsbedingung verlangt nun für jedes Band α das Vershwinden der Variation
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]Multiplizieren wir nun beide Seiten mit dem Wehselwirkungsmatrixelement Vα′′α und sum-mieren wir beide Seiten der Gleihung über den Bandindex α, so erhalten wir
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0 Vαα′ kann man shlieÿ-lih die Gapgleihung für ein Multiband-System formulieren als:
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]Der quasiklassishe Strom shreibt sih hingegen einfah als
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)d.h. die Gesamtstromdihte wird summiert über die Stromdihten, die von den vershiedenenLadungsträgern in den untershiedlihen Bändern getragen werden.104



Anhang BDie Kopplungsmatrix λαα′ für denMultiband-SupraleiterDie Kopplungsmatrix λαα′ spielt eine entsheidende Rolle bei der theoretishen Beshreibungeines Multiband-Supraleiters. Dabei können die Einträge sowohl aus Bandstrukturrehnun-gen bestimmt werden, als auh aus experimentell zugänglihen Gröÿen wie dem Verhältnisder Paarpotentialamplituden bei T = Tc und T = 0 sowie dem Verhältnis der Zustands-dihten im normalleitenden Zustand. Dabei ist zu berüksihtigen, dass bei der Anwendungeiner �weak-oupling�-Theorie, d.h. einer Theorie, die von einer kleiner Wehselwirkungsstär-ke und einer hohen Cut-O�-Frequenz ausgeht, dieser Grenzprozess auh bei der Bestimmungder Einträge der Kopplungsmatrix korrekt durhgeführt wird [80℄. Im folgenden soll kurzskizziert werden, wie die vier Einträge der 2×2-Kopplungsmatrix λαα′ mit dem Paarpo-tential bei T = 0 und T = Tc, sowie den normalleitenden Zustandsdihten in den beidenBändern zusammenhängen. Dafür wollen wir von der folgenden Zweiband-Gapgleihung füreinen räumlih homogenen s-Wellen-Supraleiter ausgehen:
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B. Die Kopplungsmatrix λαα′ für den Multiband-SupraleiterDie Kopplungsmatrix λαα′ besitzt dabei zwei Eigenwerte und wir können somit shreiben
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)Dabei korrespondieren die beiden Eigenwerte λ+ und λ− zu zwei untershiedlihen kriti-shen Temperaturen T+ und T−, die die zwei möglihen supraleitenden Phasenübergängeharakterisieren. Da der Phasenübergang mit der höheren kritishen Temperatur T+ früherstatt�ndet, unterdrükt er den zweiten Phasenübergang, der damit niht beobahtet wird.Damit können wir die kritishe Temperatur shreiben als
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e−1/λ+ (B.1)und das Verhältnis der Paarpotentialamplituden bei Tc berehnet sih nun aus dem Eigen-vektor zu λ+ als
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(B.2)Ebenso kann aus der Gapgleihung das Verhältnis der Gapamplituden bei T = 0 als Funktionder Kopplungsparameter bestimmt werden. Dafür wollen wir die Gapgleihung mit β = T−1in integraler Form shreiben als
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)wobei ∆(α′) für kleine Temperaturen konstant wird und mit T → 0 das Argument des tanhdivergiert und somit gilt

tanh

(

1

2
β

√

ǫ2 +
(

∆(α′)
)2
)

→ 1Damit kann das Integral ausgeführt werden und die Gapgleihung nimmt für T → 0 diefolgende Form an
∆(α) =

∑

α′

λαα′∆(α′) ln





ωc +

√

ω2
c +

(

∆(α′)
)2

∆(α′)



Für ωc ≫ ∆(α′) können wir weiterhin in der Summe unter der Wurzel den quadratishenTerm von ∆(α′) gegenüber dem quadratishen Term von ωc vernahlässigen und erhaltennun die Gapgleihung als
∆(α) =

∑

α′

λαα′∆(α′) ln
2ωc

∆(α′)Unter Einführung des Gapverhältnisses bei T = 0 als c0 = ∆(σ)(0)
∆(π)(0)

können wir das gekoppelteGleihungssystem in der folgenden Form notieren
∆(σ)(0) = λσσ∆(σ)(0) ln

(

2ωc

∆(σ)(0)

)

+ λσπ
∆(σ)(0)

c0

[

ln

(

2ωc

∆(σ)(0)

)

+ ln c0

]

∆(π)(0) = λπσc0∆
(π)(0) ln

(

2ωc

∆(σ)(0)

)

+ λππ∆(π)(0)

[

ln

(

2ωc

∆(σ)(0)

)

+ ln c0
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Division der ersten Gleihung durh ∆(σ)(0) und der zweiten Gleihung durh ∆(π)(0) sowieAu�ösen der beiden Gleihungen nah ln
(

2ωc

∆(σ)(0)

) und Gleihsetzen der daraus resultieren-den Ausdrüke führt shlieÿlih auf
(

1 − λσπ

c0
ln c0

)

(λπσc0 + λππ) = (1 − λππ ln c0)

(

λσσ +
λσπ

c0

)bzw. unter Zusammenfassung aller Ausdrüke mit ln c0:
(λσσλππ − λσπλπσ) ln c0 + λπσc0 −

λσπ

c0
= λσσ − λππ (B.3)Weiterhin ist bekannt, dass das Verhältnis der normalleitenden Zustandsdihten ζ = N

(σ)
0 /N

(π)
0in das Verhältnis der Auÿerdiagonalelemente der Kopplungsmatrix eingeht, da zwishen derKopplungsmatrix λαα′ und der symmetrishen Paarungsstärke Vαα′ der Zusammenhang be-steht:

λαα′ = N
(α′)
0 Vαα′und damit gilt

ζ =
λπσ

λσπ
(B.4)Nun besteht über Gleihung (B.1) ein direkter Zusammenhang zwishen der kritishen Tem-peratur Tc und dem gröÿeren Eigenwert λ+. Ist dieser erst einmal bekannt, können weiterhinüber die Gleihungen (B.2), (B.3) und (B.4) alle vier Elemente der Kopplungsmatrix exaktbestimmt werden. Shreibt man beispielsweise für λσπ

λσπ =
λ2

+c1c0 ln c0

λ+ (1 + c21ζ) c0 ln c0 + (c1 − c0)(1 + c0c1ζ)so können alle weiteren Einträge einfah berehnet werden als
λπσ = ζλσπ , λσσ = λ+ − λσπ

c0
, λππ = λ+ − c1ζλσπZum Shluss wollen wir noh den Zusammenhang der hier eingeführten Gröÿen c0, c1 und

ζ mit dem Kopplungsstärkeparameter η angegeben, wie er in [19℄ de�niert wurde:
η =

λππ − λ−
λ+ − λ−

=
1

1 + c21ζWir erkennen also, dass für ein gegebenes Verhältnis der zwei normalleitenden Zustandsdih-ten in den beiden Bändern ζ der Interbandkopplungsparameter η allein aus dem Verhältnisder Paarpotentialamplituden bei Tc berehnet werden kann, während das Verhältnis derPaarpotentialamplituden bei T = 0 , hier mit c0 bezeihnet, darin niht eingeht.
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Anhang CDie numerishe Implementierungder Usadel-GleihungDie numerishe Berehnung der Usadel-Gleihung stellt an sih kein shwieriges Problemdar. Sie ist eine Di�usionsgleihung und im Fall eines isotropen Di�usionstensors kann einesolhe Parametrisierung gefunden werden, dass eine partielle Di�erentialgleihung 2. Ord-nung zu lösen ist. Allein die Art der Randwerte, die bei der Lösung der Usadel-Gleihung inder Umgebung eines einzelnen Vortex oder bei einer kreisförmigen Approximation einer Vor-texgitterzelle von der physikalishen Problemstellung vorgegeben sind, stellen eine gewisseShwierigkeit dar. Anstelle eines Anfangswertproblems, bei dem beispielsweise Funktions-wert und Ableitung der zu lösenden Funktion an dem einen Rand vorgegeben sind unddas durh einfahe Integration über das Lösungsintervall berehnet werden kann, führendie bei der Usadel-Gleihung an beiden Rändern vorgegeben Anfangsbedingungen auf einRandwertproblem, das eine durhdahtere Lösungsmethode erfordert. Die standardmäÿigfür Randwertaufgaben verwendete �Shieÿmethode�, bei der iterativ Anfangswertpaare aneinem Intervallrand so lange verbessert werden, bis bei einem Lösungsversuh die korrekteRandbedingung am anderen Intervallende �getro�en� wird, führt aufgrund extremer Insta-bilität hier niht zum Ziel. Dagegen kann ein Relaxationsverfahren, bei dem mit einembeliebigen Lösungsvektor gestartet und dieser in mehreren Iterationen in Rihtung der kor-rekten Lösung relaxiert wird, sehr shnell zur rihtigen Lösung führen. Dieses Verfahren sollin den folgenden Abshnitten kurz skizziert werden, da es eine sehr e�ziente und shnelleBerehnung der Usadel-Gleihung in der Umgebung eines isolierten Vortex oder auh füreine kreisförmig approximierte Vortexgitterzelle erlaubt.C.1 Die Parametrisierung des Usadel-Propagators für kon-krete BeispieleUm die Usadel-Gleihung numerish berehnen zu können, müssen wir zuerst geeignete Para-metrisierungen der normalen und anomalen Greenshen Funktionen g(α,0) und f (α,0) �nden.Dafür wollen wir im folgenden die Usadel-Gleihung für einen isotropen Di�usionstensor
D

(α)
lm = D(α)δlm in der Notation von Usadel betrahten:

2ωf (α,0)−D(α)
∑

l

(

∂l − i
2e

c
Al

)[

f (α,0)

2g(α,0)
∂l

∣

∣

∣f (α,0)
∣

∣

∣

2

+ g(α,0)

(

∂l − i
2e

c
Al

)

f (α,0)

]

= 2∆(α)g(α,0)109



C. Die numerishe Implementierung der Usadel-Gleihungwobei f (α,0) und g(α,0) über die Normierungsbedingung verknüpft sind
∣

∣

∣f (α,0)
∣

∣

∣

2

+
(

g(α,0)
)2

= 1Shreiben wir nun die Gleihung unter Trennung von Betrag und Phase der anomalen Green-shen Funktion
f (α,0) = f̃ (α,0)eiϕ(α)

, f̃ (α,0) ∈ R

∆(α) = ∆̃(α)eiϕ(α)

, ∆̃(α) ∈ Cund mit der De�nition von 2e
c Ã

(α)
l = 2e

c Al − ∂lϕ
(α) um in eine Di�erentialgleihung für diereelle Greenshe Funktion f̃ (α,0) so erhalten wir:

2ωf̃ (α,0)−D(α)
∑

l

(

∂l − i
2e

c
Ã

(α)
l

)

[

f̃ (α,0)

2g(α,0)
∂l

∣

∣

∣f̃ (α,0)
∣

∣

∣

2

+ g(α,0)

(

∂l − i
2e

c
Ã

(α)
l

)

f̃ (α,0)

]

= 2∆̃(α)g(α,0)Da f̃ (α,0) und g(α,0) über die Normierungsbedingung direkt verknüpft sind
(

f̃ (α,0)
)2

+
(

g(α,0)
)2

= 1können sie durh nur eine einzige reelle Funktion so parametrisiert werden, dass die Nor-mierungsbedingung automatish erfüllt ist. Im folgenden soll � einer Idee von [81℄ und [82℄folgend � in Analogie zur Riati-Parametrisierung die Funktion a(α)(~r, ω) so gewählt wer-den, dass für Re[ω] > 0 gilt
g(α,0) =

1 −
(

a(α)
)2

1 +
(

a(α)
)2 , f̃

(α,0) =
2a(α)

1 +
(

a(α)
)2Eingesetzt in die Usadel-Gleihung ergibt sih eine Di�erentialgleihung für die Funktion

a(α)(~r, ω), die sih im allgemeinen shreiben lässt als
2ωa(α) −D(α)















~∇2a(α) − 2a(α)(~∇a(α))
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−i 2e
c

2
“

1−(a(α))
2

”2

“

1+(a(α))
2

”2
~̃A · ~∇a(α) −

(

2e
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”
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(C.1)
= ∆̃(α) − ∆̃(α)

(

a(α)
)2Für den Fall eines isolierten s-Wellen-Vortex in einem starken Typ-II-Supraleiter können wirdiesen Ausdruk weiter vereinfahen. Aufgrund der Rotationssymmetrie des Problems kanndie Gleihung zuerst einmal auf Zylinderkoordinaten transformiert werden. Zudem kann für

κ≫ 1 der Ein�uss des Vektorpotentials vernahlässigt werden und die Phase ϕ der anomalenGreenshen Funktion fällt in der Umgebung des Vortex mit der Phase des Paarpotentialszusammen, die wiederum gerade dem Polarwinkel φ der Zylinderkoordinaten entspriht:
2e

c
~̃A(α) =

2e

c
~A− ~∇φ ≈ −~∇φ, ∆(α)(~r) = ∆̃(α)(r)eiφDamit vereinfaht sih Gleihung (C.1) bedeutend, denn für den dritten und vierten Sum-manden in der geshweiften Klammer gilt

2e

c
~∇ ~̃A(α) = −∆φ = 0,

2e

c
~̃A(α) · ~∇a(α) = ~∇φ · ~∇a(α) = ~∇φ · ~∇a(α)(r) = 0110



C.1. Die Parametrisierung des Usadel-Propagators für konkrete BeispieleDer letzte Term in der geshweiften Klammer hingegen lässt sih vereinfahen zu
(

2e

c
~̃A(α)

)2

=
(

~∇φ
)2

=
1

r2und mit den Ausdrüken für den Gradienten und den Laplae-Operator in Zylinderkoordi-naten können wir die Usadel-Gleihung in der gewählten Parametrisierung shreiben als
2ωa(α) −D(α)







1

r
∂r

(

r∂ra
(α)
)

− 2a(α)
(

∂ra
(α)
)2

1 +
(

a(α)
)2 − 1

r2

a(α)
(

1 −
(

a(α)
)2
)

1 +
(

a(α)
)2







(C.2)
=

(

1 −
(

a(α)
)2
)

∆̃(α)(r)Nun kann in einem letzten Shritt die Gleihung durh 2πTc dividiert werden und unterEinführung normierter Längen r̂ = r/ξ(σ) mit der σ-Band Kohärenzlänge ξ(σ) =
√

D(σ)

2πTcund mit den normierten Energien ω̂ = ω/πTc , bzw. ∆̂ = ∆̃/πTc in eine dimensionsloseForm gebraht werden:
ω̂a(α) − ζ(α)







1

r̂
∂r̂

(

r̂∂r̂a
(α)
)

− 2a(α)
(

∂r̂a
(α)
)2

1 +
(

a(α)
)2 − 1

r̂2

a(α)
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1 −
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a(α)
)2
)

1 +
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a(α)
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=

(

1 −
(

a(α)
)2
)

∆̂(r̂)

2wobei ζ(σ) = 1 und ζ(π) = D(π)

D(σ) gilt. Shlieÿlih können wir noh eine Verbindung zu derin [83, 84℄ angegebenen θ-Parametrisierung des Usadel-Propagators herstellen, indem wirdie folgende Ersetzung vornehmen (im folgenden sollen der Übersihtlihkeit halber die nor-mierten Gröÿen wieder ohne Hut dargestellt werden, gemeint sind jedoh ab hier immer diedimensionslosen Gröÿen)
a(α)(r, ω) = tan

θ(α)(r, ω)

2In diesem Fall ergeben sih die normale und anomale Greenshe Funktion als
g(α,0)(r, ω) = cos θ(α)(r, ω) und f̃ (α,0)(r, ω) = sin θ(α)(r, ω)und die Usadel-Gleihung nimmt die folgende Form an

ζ(α)

[

∂2
rθ

(α)(r, ω) +
1

r
∂rθ

(α)(r, ω) − 1

r2
cos θ(α)(r, ω) sin θ(α)(r, ω)

]

+∆̃(α)(r) cos θ(α)(r, ω) − ω sin θ(α)(r, ω) = 0Zur Berehnung der Paarpotentialamplitude können wir sie noh durh die Gapgleihungergänzen
∆̃(α)(r) =

∑

α′

λα,α′2πT
∑

0<ǫn<ωc

sin θ(α
′)(r, ǫn)Weiterhin müssen wir die Randbedingungen der Di�erentialgleihung angeben, die sih fürden isolierten Vortex aus den folgenden Überlegungen ergeben: Während die anomale Green-she Funktion im Vortexzentrum (r = 0) zusammen mit der Paarpotentialamplitude iden-tish vershwindet, nehmen sowohl g(α,0)(r, ω) als auh f̃ (α,0)(r, ω) in einem groÿen Abstandvom Vortexzentrum ihren jeweiligen Bulk-Wert an:

θ(α)(r = 0, ω) = 0, θ(α)(r → ∞, ω) = arctan
∆

(α)
0

ω111



C. Die numerishe Implementierung der Usadel-GleihungFür den Fall eines hexagonalen Vortexgitters in einem starken Typ-II-Supraleiter bei nihtzu hohen Magnetfeldern kann die Paarpotentialamplitude durh eine einfahe kreisförmigeNäherung der einzelnen Vorties im Gitter approximiert werden. In diesem Fall muss jedohauh für groÿe Werte von κ das Vektorpotential mitberüksihtigt werden, da nun das Ma-gnetfeld nahezu konstant in den Supraleiter eindringt. Dabei können wir für ein konstantesMagnetfeld ~B = B0êz das Vektorpotential in Zylinderkoordinaten ansetzen als
~A =

1

2
B0rêφ =

Φ0

2πr2S
rêφwobei das Magnetfeld über die Flussquantisierungsbedingung πr2SB0 = Φ0 mit dem Ra-dius der approximativ kreisförmigen Vortexgitterzelle rS verknüpft ist. Damit ergibt sihdas normierte eihinvariante Vektorpotential als 2eξ

c
~̃A(α) =

(

r
r2

S

− 1
r

)

êφ und der Vortex amUrsprung des Koordinatensystems kann unter Vernahlässigung des Ein�usses der umliegen-den Flussshläuhe durh die folgende dimensionslose Gleihung beshrieben werden (siehe[83, 84℄)
ζ(α)

[

∂2
rθ

(α)(r, ω) +
1

r
∂rθ

(α)(r, ω) −
(

1

r
− r

r2S

)2

cos θ(α)(r, ω) sin θ(α)(r, ω)

]

+∆̃(α)(r) cos θ(α)(r, ω) − ω sin θ(α)(r, ω) = 0Ergänzt wird diese Gleihung durh die folgenden Randbedingungen
θ(α)(r = 0, ω) = 0, ∂rθ

(α)(r = rS , ω) = 0Während die Randbedingung im Vortexzentrum sofort einsihtig ist, bedarf die zweite Be-dingung am Rand der Gitterzelle einer kurzen Erläuterung. Da das Paarpotential zwishenden Vorties ein Maximum annehmen soll, muss die radiale Ableitung von ∆̃(α)(r) hiervershwinden. Eingesetzt in die Gapgleihung ergibt sih daraus die Bedingung, dass dasProdukt cos θ(α)(r, ǫn)∂rθ
(α)(r, ǫn) für r = rS und alle ǫn Null ergeben muss, mit der Ein-shränkung, dass θ(α)(r, ǫn) ∈ [0, π/2], da sowohl g(α,0)(r, ǫn) als auh f̃ (α,0)(r, ǫn) auf derimaginären Ahse positive Funktionen sind. Diese Bedingung wird durh die oben angege-bene Randbedingung bei r = rS erfüllt.C.2 Das Relaxationsverfahren zur Lösung eines Rand-wertproblemsDie Relaxationsmethode ist eine Möglihkeit, ein System gekoppelter Di�erentialgleihungenerster Ordnung, bzw. Di�erentialgleihungen höherer Ordnung � die immer auf ein Systemgekoppelter Di�erentialgleihungen erster Ordnung zurükzuführen sind � mit Randbedin-gungen an den zwei Intervallgrenzen zu lösen. Im folgenden soll in groben Zügen skizziertwerden, wie dieses Verfahren numerish umgesetzt werden kann, wobei wir hier der Beshrei-bung in den Numerial Reipes (siehe [85℄) folgen wollen. Die Grundidee des Verfahrens istes, die Di�erentialgleihung erster Ordnung der Form

dy

dx
= g(x, y)durh eine algebraishe Gleihung der Art

Ek(y) ≡ yk − yk−1 − (xk − xk−1) g

[

1

2
(xk + xk−1) ,

1

2
(yk + yk−1)

]

= 0112



C.2. Das Relaxationsverfahren zur Lösung eines Randwertproblemszu ersetzen, den Vektor ~E für eine kleine Korrektur y+∆y zu entwikeln und aus der Bedin-gung E(y + ∆y) = 0 den Korrekturvektor ∆y zu berehnen. Dieses Verfahren relaxiert fürhinreihend glatte Funktionen und einen gut gewählten Startvektor von y sehr shnell gegendas gesuhte Ergebnis. Nun soll das Verfahren jedoh näher erläutert werden. Ausgehendvon dem System von Di�erentialgleihungen erster Ordnung für die Funktionen yi(x)

dyi(x)

dx
= gi(x, y1, y2, . . . , yN )ergänzt durh die Randbedingungen bei x1

B1,j(x1, y1, y2, . . . , yN) = 0, j = 1, . . . , n1und die Randbedingungen bei xM

CM,k(x1, y1, y2, . . . , yN) = 0, k = 1, . . . , n2wobei die Summe der Randbedingungen n1 +n2 gerade der Anzahl der Di�erentialgleihun-gen n1 + n2 = N entsprehen muss, können nun auf einem M -dimensionalen Gitter diefolgenden algebraishen Relationen abgeleitet werden
0 = ~Ek ≡ ~yk − ~yk−1 − (xk − xk−1)~gk (xk, xk−1, ~yk, ~yk−1) , k = 2, 3, . . . ,Mwobei gilt

~yk =











y1(xk)
y2(xk)...
yN (xk)









Die obige Beziehung liefert (M − 1) ·N Gleihungen für die M ·N Unbekannten yj,k (j =
1, . . . , N und k = 1, . . . ,M), d.h. für die N unbekannten Lösungsfunktionen an den MGitterpunkten. Die fehlenden N Gleihungen werden von den Randbedingungen geliefertund man erhält am Startpunkt des Intervalls

0 = ~E1 ≡ ~B(x1, ~y1)und am Endpunkt
0 = ~EM+1 ≡ ~C(xM , ~yM )Die Vektoren ~E1 und ~B haben dabei nur n1 von Null vershiedene Einträge entsprehendden n1 Randbedingungen am Punkt x1. Dabei ist es sinnvoll diese Einträge an das Ende derVektoren zu shreiben, wie wir später sehen werden, d.h. Ej,1 6= 0 für j = n2 +1, . . . , N . DieVektoren ~EM+1und ~C haben dagegen n2 von Null vershiedene Einträge, die am Anfangdes Vektors belassen werden sollen: Ej,M+1 6= 0 für j = 1, . . . , n2. Erfüllt ~y das Systemvon Di�erentialgleihungen, so gilt ~Ek(~yk, ~yk−1) = 0. Bis dieses Ziel erreiht ist, müssenKorrekturen ∆~y von ~y gesuht werden, die diese Bedingung besser erfüllen. Dafür kanngeshrieben werden

~Ek (~yk + ∆~yk, ~yk−1 + ∆~yk−1) ≈ ~Ek (~yk, ~yk−1) +

N
∑

n=1

∂ ~Ek

∂yn,k−1
∆yn,k−1 +

N
∑

n=1

∂ ~Ek

∂yn,k
∆yn,kNun ist die Forderung, dass dieser verbesserte Vektor ~y+∆~y die Di�erentialgleihung erfüllt,und es folgt daraus die Bedingung

~Ek (~yk + ∆~yk, ~yk−1 + ∆~yk−1) = 0113



C. Die numerishe Implementierung der Usadel-GleihungDamit kann die obige Gleihung umgeshrieben werden zu
−Ej,k =

N
∑

n=1

Sj,n∆yn,k−1 +

2N
∑

n=N+1

Sj,n∆yn−N,k, j = 1, 2, . . . , Nwobei die folgenden N × 2N -Matrizen für jeden Punkt k de�niert sind als
Sj,n =

∂Ej,k

∂yn,k−1
, Sj,n+N =

∂Ej,k

∂yn,k
, n = 1, 2, . . .NFür eine gewöhnlihe Di�erentialgleihung zweiter Ordnung mit zwei Randbedingungen er-geben sih beispielsweise zwei DGLen erster Ordnung, d.h. die Sj,n sind 2 × 4-Matrizen anden M Gitterpunkten. Für die Randbedingungen erhält man bei x1:

−Ej,1 =

N
∑

n=1

Sj,n∆yn,1, j = n2 + 1, n2 + 2, . . . , Nwobei hier die Matrix Sj,n gegeben ist als
Sj,n =

∂Ej,1

∂yn,1
, n = 1, 2, . . .Nund man erhält bei x2:

−Ej,M+1 =

N
∑

n=1

Sj,n∆yn,M , j = 1, 2, . . . , n2mit der Matrix
Sj,n =

∂Ej,M+1

∂yn,M
, n = 1, 2, . . .NDamit ist ein Satz von Gleihungen aufgestellt, die für die Korrekturen ∆~y gelöst werdenmüssen, wobei die Iterationen solange fortgesetzt werden, bis die Vektoren ~Ek hinreihendklein sind. Im nähsten Abshnitt soll gezeigt werden, wie mit den hier eingeführten Metho-den die Usadel-Gleihung shnell und präzise unter Verwendung der korrekten Randbedin-gungen für einen isolierten Vortex und ein Vortexgitter gelöst werden kann.C.3 Die numerishe Lösung der Usadel-GleihungIm folgenden soll mit den im vorangegangenen Abshnitt eingeführten Bezeihnungen dienumerishe Implementierung der Usadel-Gleihung für den isolierten Vortex angegeben wer-den. Um aus der Di�erentialgleihung zweiter Ordnung für θ(α)(r, ω) ein System zweiergekoppelter Di�erentialgleihungen erster Ordnung zu mahen, können � hier exemplarishfür θ(σ)(r, ω) vorgeführt � die Funktion und ihre Ableitung als θ1(r) und θ2(r) de�niertwerden:

dθ1(r)

dr
= θ2(r)

dθ2(r)

dr
= −1

r
θ2(r) +

1

r2
cos θ1(r) sin θ1(r) − ∆(r) cos θ1(r) + ω sin θ1(r)mit den Randbedingungen für den isolierten Vortex, formuliert als Randbedingungen für

θ1(r):
θ1(0) = 0, θ1(∞) = arctan

(

∆0(T )

ω
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C.3. Die numerishe Lösung der Usadel-GleihungDamit kann nun der Vektor ~Ek für k = 2, 3, . . . ,M aufgestellt werden und man erhält fürein äquidistantes Gitter mit Gitterabstand xk − xk−1 = h den Ausdruk
(

E1,k

E2,k

)

=

(

θ1,k

θ2,k

)

−
(

θ1,k−1

θ2,k−1

)

−h ·







θ2,k+θ2,k−1

2

− θ2,k+θ2,k−1

rk+rk−1
+

(

4
(rk+rk−1)

2 cos
θ1,k+θ1,k−1

2 sin
θ1,k+θ1,k−1

2

−∆(rk)+∆(rk−1)
2 cos

θ1,k+θ1,k−1

2 + ω sin
θ1,k+θ1,k−1

2

)





während für die Ränder des Gitters gilt
(

0
E2,1

)

=

(

0
θ1,1 − 0

)

,

(

E1,M+1

0

)

=

(

θ1,M − arctan ∆0

ω
0

)In diesem Fall lauten die Sj,n für die inneren Punkte des Gitters k = 2, 3, . . . ,M

S
(k)
11 =

∂E1,k

∂θ1,k−1
= −1 S

(k)
12 =

∂E1,k

∂θ2,k−1
= −h

2

S
(k)
13 =

∂E1,k

∂θ1,k
= 1 S

(k)
14 =

∂E1,k

∂θ2,k
= −h

2und
S

(k)
21 =

∂E2,k

∂θ1,k−1
= − 4h

(rk + rk−1)
2

[

−1

2
sin2 θ1,k + θ1,k−1

2
+

1

2
cos2

θ1,k + θ1,k−1

2

]

−h
4

[∆(rk) + ∆(rk−1)] sin
θ1,k + θ1,k−1

2
− h

2
ω cos

θ1,k + θ1,k−1

2

S
(k)
22 =

∂E2,k

∂θ2,k−1
= −1 +

h

rk + rk−1

S
(k)
23 =

∂E2,k

∂θ1,k
= − 4h

(rk + rk−1)
2

[

−1

2
sin2 θ1,k + θ1,k−1

2
+

1

2
cos2

θ1,k + θ1,k−1

2

]

−h
4

[∆(rk) + ∆(rk−1)] sin
θ1,k + θ1,k−1

2
− h

2
ω cos

θ1,k + θ1,k−1

2

S
(k)
24 =

∂E2,k

∂θ2,k
= 1 +

h

rk + rk−1während sih aus der Randbedingung bei r1 die folgenden Gleihungen ergeben:
S

(1)
23 =

∂E2,1

∂θ1,1
= 1

S
(1)
24 =

∂E2,1

∂θ2,1
= 0und bei rM :

S
(M+1)
11 =

∂E1,M+1

∂θ1,M
= 1

S
(M+1)
12 =

∂E1,M+1

∂θ2,M
= 0Damit kann man nun die folgende Matrix-Gleihung zur Ermittlung der ∆yn,k aufstellen,wobei die erste und letzte Zeile der Matrix, die nur Nullen enthält, weggelassen wurde (damit115



C. Die numerishe Implementierung der Usadel-Gleihungerklärt sih auh die Anordnung der Randbedingungen im Vektor ~E1 und im Vektor ~EM+1)


























S
(1)
2,3 S

(1)
2,4 0 0 0 0 · · · 0

S
(2)
1,1 S

(2)
1,2 S

(2)
1,3 S

(2)
1,4 0 0 · · · 0

S
(2)
2,1 S

(2)
2,2 S

(2)
2,3 S

(2)
2,4 0 0 · · · 0

0 0 S
(3)
1,1 S

(3)
1,2 S

(3)
1,3 S

(3)
1,4 · · · 0

0 0 S
(3)
2,1 S

(3)
2,2 S

(3)
2,3 S

(3)
2,4 · · · 0... ... ... ... ... ... . . . ...

0 0 0 0 0 0 S
(M+1)
1,1 S

(M+1)
1,2

















































∆y1,1

∆y2,1

∆y1,2

∆y2,2
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∆y2,M
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−E(1)
2,1

−E(2)
1,2

−E(2)
2,2

−E(3)
1,2

−E(3)
2,2...

−E(M+1)
1,1

























Dieses Gleihungssystem lässt sih sehr shnell und e�zient nah den ∆yn,k au�ösen, dadie Matrix S(k)
jm nur in der nähsten Umgebung der Hauptdiagonalen von Null vershiedeneEinträge besitzt. Bei einer geeigneten Wahl eines Startvektors ~y konvergiert das Verfahrennah wenigen (ein bis vier) Iterationen auf eine Genauigkeit von maxjk [|Ejk|] < 10−15. Beider Lösung der Gapgleihung bietet es sih an, bei der höhsten Matsubarafrequenz ǫn . ωczu starten und hier den Vektor θ(α,0)(r) durh θ(α,0)(r) ≈ sin ∆̃(α)(r)

ǫn
als Startwert zu ap-proximieren und für die folgende Berehnung immer das Ergebnis bei der vorangegangenenMatsubarafrequenz als Startwert zu verwenden. Es ist anzumerken, dass für die Fortsetzungauf die reelle Ahse durh ω → −iE + δ sowohl f̃ (α,0) und g(α,0) als auh θ(α)(r, ω) kom-plexwertige Funktionen sind, die eben vorgestellte numerishe Methode nihts desto trotzproblemlos angewendet werden kann.
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