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Kapitel 1

Einfiihrung

Die theoretische Beschreibung des Fliefverhaltens von Fluiden erlebte im 19. Jahr-
hundert mit der Entwicklung der beriihmten Navier-Stokes-Gleichung ihren ent-
scheidenden Durchbruch [1]. Dieses als Hydrodynamik bekannte Modell ist makros-
kopisch und beschreibt ein Fluid als kontinuierliches Medium. Es ist in der Lage,
die Eigenschaften vieler Fliissigkeiten und Gase quantitativ wiederzugeben; solche
Fluide werden in der Regel einfache oder Newtonsche Fluide genannt.

Es stellte sich allerdings schnell heraus, dass es eine ganze Reihe von Fliissigkeiten
gibt, deren FlieBverhalten so auflergewohnliche Eigenschaften besitzt, dass es nicht
von dieser klassischen Theorie beschrieben werden kann. Solche Materialien werden
allgemein als nicht-Newtonsche Fluide! bezeichnet, obwohl sich ihre Eigenschaften
auch voneinander stark unterscheiden kénnen. Beispiele fiir solche Fliissigkeiten sind
Fliissigkristalle, Suprafliissigkeiten, polymere Fluide und Ferrofluide.

Mit den Eigenschaften derartiger Materialien befasst sich die Rheologie [2]. Auf
diesem Gebiet, mit dem sich iiberwiegend Ingenieure beschéftigen, wurde eine ganze
Reihe so genannter konstitutiver Modelle fiir das Flieverhalten verschiedener nicht-
Newtonscher und insbesondere polymerer Fluide entworfen [3]. Neben den Prinzi-
pien der Kontinuumsmechanik stiitzen sie sich auch auf mikroskopische Ansétze.
Parallel dazu wurde in den 60er Jahren die Methode der Hydrodynamik zuneh-
mend weiterentwickelt, so dass sie auch auf komplexere Systeme angewendet werden
kann. Die hydrodynamische Theorie umfasst nun die allgemeine makroskopische lo-
kale Beschreibung kondensierter Materie im Grenzfall kleiner Frequenzen und grofler
Langenskalen [4]. Die Grundlagen des Modells bilden die Thermodynamik, insbeson-
dere die Dynamik irreversibler Prozesse, Erhaltungssétze, Symmetrieiiberlegungen
und elementare Invarianzprinzipien wie beispielsweise die Galilei-Invarianz. Erfolge
erzielte die Theorie unter anderem bei der Anwendung auf Fliissigkristalle [4, 5, 6]
und Suprafliissigkeiten [1, 7], aber auch auf elastische Festkorper [4, 8].

'Der Begriff Fluid umfasst sowohl Fliissigkeiten als auch Gase. In dieser Arbeit werden wir
jedoch Fluid und Fliissigkeit gleichbedeutend verwenden.



2 KAPITEL 1. EINFUHRUNG

Im Fokus dieser Arbeit stehen zwei hydrodynamische Modelle, die erst in jiinge-
rer Zeit entwickelt wurden. Im Jahr 2000 veroffentlichten H. Temmen, H. Pleiner,
M. Liu und H.R. Brand die hydrodynamische Theorie polymerer Fluide [8, 9]. In
ihrer Vorgehensweise unterscheidet sie sich grundsétzlich von den zuvor erwéhnten
rheologischen Modellen. Das zentrale Thema dieser Arbeit ist die erstmalige Anwen-
dung dieser Theorie. Ziel ist es, mit einer moglichst einfachen Variante des Modells
herauszufinden, wie gut es in der Lage ist, die charakteristischen Fliefeigenschaften
polymerer Fluide zu beschreiben. Ferner erschien 2001 die entsprechende Theorie fiir
Ferrofluide von H.W. Miiller und M. Liu [10, 11]. Sie soll im zweiten Teil der Arbeit
dazu verwendet werden, um verschiedene, bislang kaum bekannte nicht-Newtonsche
Effekte in Ferrofluiden zu diskutieren; auflerdem werden die Ergebnisse mit den
Resultaten bei polymeren Fluiden verglichen.

Die Arbeit ist folgendermafien aufgebaut: Wir beginnen in Kapitel 2 mit ei-
nem kurzen Uberblick iiber die Bewegungsgleichungen und die FlieBeigenschaften
Newtonscher Fluide. Dabei stellen wir die beiden Strémungsgeometrien vor, mit de-
nen wir uns in dieser Arbeit vorrangig beschéftigen werden. In Kapitel 3 befassen
wir uns mit der mikroskopischen Struktur und den charakteristischen rheologischen
Eigenschaften polymerer Fluide und werfen einen Blick auf typische rheologische
Messmethoden. AnschlieBend geben wir einen kleinen Einblick in die Struktur der
konstitutiven Modelle, um zu zeigen, warum es von Interesse ist, diese Fliissigkeiten
mit einem neuen theoretischen Ansatz zu beschreiben. Im Mittelpunkt von Kapi-
tel 4 steht die Standardprozedur der Hydrodynamik. Wir erldutern diese Methode
zunachst am Beispiel der Newtonschen Fluide und présentieren im Anschluss die
Herleitung des Modells fiir polymere Fluide. Den Hauptteil dieser Arbeit bilden die
Kapitel 5 und 6. In 5 nehmen wir zunéchst eine gezielte Vereinfachung der hydrody-
namischen Theorie vor, die einerseits die Kernaussage des Modells noch enthélt, aber
andererseits dafiir sorgt, dass die in Kapitel 4 noch sehr allgemeine Theorie anwend-
bar wird und grofitenteils analytische Losungen liefert. Darauf aufbauend wenden
wir das Modell zunéchst in einem einfachen Grenzfall an. Wir betrachten verschie-
dene typische Stromungen und vergleichen unsere Resultate mit Experimenten. In
Kapitel 6 suchen wir nach einer Verallgemeinerung des Grenzfalls und diskutieren
deren Anwendbarkeit an einigen Beispielen. Dabei beschrdnken wir uns auf eine
qualitative Betrachtung. Ferrofluide und ihre nicht-Newtonschen Eigenschaften sind
das Thema der Kapitel 7 und 8. In 7 geben wir eine Ubersicht iiber die Struktur
von Ferrofluiden und ihre charakteristischen Fliefeigenschaften, anschlieffend stel-
len wir die hydrodynamische Theorie von Ferrofluiden vor. Bei der Anwendung der
Theorie in Kapitel 8 kommen wir auf einige Stromungsbeispiele aus der Diskussion
der polymeren Fluide zuriick und diskutieren das Verhalten eines Ferrofluids fiir
verschiedene Orientierungen des dufleren Magnetfeldes. Dabei vergleichen wir die
Resultate der beiden Fliissigkeitstypen. Zum Abschluss geben wir in Kapitel 9 eine
Zusammenfassung der Ergebnisse dieser Arbeit.



Kapitel 2

Newtonsche Fluide

In diesem Kapitel wollen wir uns zunéchst mit den grundlegenden Eigenschaften von
Newtonschen Fliissigkeiten beschéftigen, um spéter die Besonderheiten von polyme-
ren und magnetischen Fliissigkeiten besser herausheben zu kénnen. Wir beginnen
in 2.1 mit einigen allgemeinen Bemerkungen zur makroskopischen Beschreibung von
Fliissigkeiten und befassen uns dann mit den Bewegungsgleichungen Newtonscher
Fluide. In 2.2 und 2.3 stellen wir die Struktur von Scher- und Elongationsstromungen
vor und erlautern das Verhalten von Newtonschen Fluiden in diesen Geometrien.

2.1 Die makroskopische Beschreibung von
Newtonschen Fluiden

Die Hydrodynamik befasst sich mit den makroskopischen Eigenschaften von Flui-
den. Daher wird eine Fliissigkeit nicht iiber ihre mikroskopische Struktur beschrie-
ben, sondern als kontinuierliches Medium aufgefasst [1]. Da dies natiirlich nur eine
Néherung sein kann, miissen wir uns ndher damit befassen, wann diese Annah-
me zuléssig ist. Dazu fithren wir zunéchst den Begriff des Fluidteilchens ein [1].
Es handelt sich dabei nicht um ein einzelnes Molekiil der Fliissigkeit, sondern um
ein Volumenelement, dessen rdumliche Ausdehnung sehr viel grofler als die mitt-
lere freie Weglidnge der Molekiile ist [12]. Ein solches Element stellt demnach eine
makroskopische Mittelung iiber eine grofle Anzahl von Molekiilen dar. Andererseits
muss so ein Fluidteilchen aber auch sehr viel kleiner sein als die typische Léngen-
skala der Stromung, sonst macht es keinen Sinn, von einem ,, Teilchen“ zu sprechen.
Eine solche Skala wird beispielsweise durch die Abmessung eines Stromungshinder-
nisses oder die Wellenlénge einer Schallwelle gegeben. Unter diesen Voraussetzungen
konnen wir ein Fluidteilchen als infinitesimal klein, und damit das gesamte Fluid
als Kontinuum annehmen. Da ein Fluidpartikel mittels dieser Definition ein makro-
skopisches Objekt ist, ist es zuléssig, ihm makroskopische Grolen wie beispielsweise

3



4 KAPITEL 2. NEWTONSCHE FLUIDE

eine Temperatur zuzuordnen. In Kapitel 4 werden wir uns noch ausfiihrlicher mit
den Voraussetzungen fiir die Anwendbarkeit der Hydrodynamik befassen und dabei
genauer auf thermodynamische Argumente eingehen.

Um nun das Flieverhalten eines solchen kontinuierlichen makroskopischen Me-
diums zu beschreiben, verwendet man die so genannte Euler-Darstellung [1, 12]. In
ihr werden alle physikalischen Grofien als Feldgrofien angegeben. So ist beispielsweise
v;(r, t) die Geschwindigkeit der Stromung am Ort r zum Zeitpunkt ¢. Damit bezieht
sich die Darstellung nicht auf einzelne Fluidpartikel, sondern auf feste Raumpunkte.
Im Allgemeinen befinden sich an einem festen Ort zu verschiedenen Zeitpunkten
verschiedene Fluidteilchen.

Im néchsten Schritt wollen wir einen Blick auf die Bewegungsgleichungen ei-
nes isotropen Newtonschen Fluids werfen. Dabei miissen wir natiirlich klaren, was
wir {iberhaupt konkret unter einem Newtonschen Fluid verstehen. Die physikali-
schen Groflen, die wir bestimmen wollen, sind die Massendichte p(r,¢) und das
Geschwindigkeitsfeld v;(r, t). Unser Ziel in diesem Kapitel ist es lediglich, eine kurze
Einfithrung in das Thema zu geben und wichtige Begriffe einzufiihren; mit einer
detaillierten Herleitung der Gleichungen werden wir uns erst im Rahmen der hydro-
dynamischen Standardprozedur in Kapitel 4 beschéftigen.

Die Massendichte und die Geschwindigkeit lassen sich aus den folgenden Glei-
chungen berechnen [1], wobei wir die Wérmeleitung in der Fliissigkeit ebenso wie
den Einfluss der Gravitation aufler Acht lassen:

P+ Vi(pvi) =0 (2.1)

0
5 (pvi) + Vi (pvjvg + 05) =0 (2.2)

In der gesamten Arbeit verwenden wir konsequent die Summenkonvention, iiber
doppelt vorkommende Indizes wird also stets summiert. Der Punkt in G1.(2.1) steht
ebenso wie der Operator 0/0t fiir eine partielle Zeitableitung, V; = 0/0r; ist die i-te
Komponente des Nabla-Operators.

Gleichung (2.1) ist nichts anderes als die Kontinuitétsgleichung fiir die Massen-
erhaltung [1]. Das wird deutlich, wenn wir GL.(2.1) iiber ein ortsfestes Volumen V'
integrieren:

%/pdv = — %pvmi dF (2.3)
v v

Die linke Seite der Gleichung beschreibt die zeitliche Anderung der Masse im Volu-
men V', wihrend die rechte Seite den Fluss durch die Volumenoberflache wiedergibt;
dabei ist dF' ein Oberflichenelement, dessen Flachennormale n; nach auflen zeigt,
und pv; die dazu gehorige Massenstromdichte. Die Gleichheit besagt, dass die Masse
im Volumen zeitlich nur dann abnehmen (zunehmen) kann, wenn es einen Massen-
fluss nach aufien (innen) zur Kompensation gibt.
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Auch Gleichung (2.2) hat die Gestalt einer Kontinuitétsgleichung; sie beschreibt
die Impulserhaltung mit der Impulsdichte pv;. Der Ausdruck pv;v; + o4 heifit Im-
pulsstromdichte [1]. Er setzt sich aus zwei Beitrigen zusammen: Der Term pv; - v;
beschreibt den Transport der Impulsdichte mit der Strémung, o;; heit Spannungs-
tensor! und enthélt alle weiteren Beitrdge zur Impulsstromdichte. o; (r,t) besitzt
die Dimension einer Kraft pro Fldchendichte und gibt die i-te Komponente der Span-
nung an, die am Ort r auf ein Flachenelement wirkt, dessen Normale in j-Richtung
weist [12]; dariiber hinaus ist o;; symmetrisch. Die Diagonalelemente beschreiben
Spannungen, die senkrecht an eine Fliache angreifen und werden daher Normalspan-
nungen genannt. Nichtdiagonalelemente hingegen sind Spannungen, die parallel an
Flachen angreifen, und heiflen Scherspannungen. o;; hat die Gestalt

0ij = Py — 20 A — vAw b - (2.4)

P (r,t) ist der Druck und ¢;; das Kroneckersymbol (9;; = 1 fir ¢ = j und §;; = 0
fir @ # j). Die Groe A;; steht als Abkiirzung fiir den symmetrisierten Geschwin-
digkeitsgradienten,

1
Ay = 5 (Vivj + Vjui) (2.5)

Agj = A;; — 1/3A 6;; bezeichnet den spurfreien Anteil von A;;. Die Einfithrung so
vieler neuer Symbole mag im Moment eher listig erscheinen, sie wird uns spéter aber
noch von grofem Nutzen sein. Der Term in o;; mit dem Vorfaktor 7y beschreibt die
innere Reibung der Fliissigkeit, die bei einer Deformation ohne Volumendnderung
auftritt; eine solche Verformung nennt man Scherung. 7y heiit Scherviskositét [13],
oder auch dynamische Viskositdt [12], und ist aus Stabilitdtsgriinden positiv. Der v-
Beitrag zu o;; beschreibt hingegen die innere Reibung bei einer Volumenénderung,
der positive Koeffizient v heifit daher Volumenviskositidt [13]. 79 und v sind im
Allgemeinen keine Konstanten, sondern kénnen von Groflen wie der Temperatur
oder dem Druck abhéngen. Sie sind aber unabhéngig von A;;.

Wir koénnen die Gleichungen (2.1) und (2.2) noch deutlich vereinfachen, wenn
wir annehmen, dass die Dichte der Fliissigkeit rdumlich und zeitlich konstant ist.
Solche Fluide nennt man inkompressibel [1]. Diese Naherung ist sicherlich nicht
sinnvoll, wenn man sich fiir die Schallausbreitung in einer Fliissigkeit interessiert;
in den Beispielen, die wir spéter betrachten, erweist sie sich allerdings in der Praxis
als sehr gut erfiillt. GL.(2.1) lautet fiir inkompressible Fluide

Ist zusétzlich die Scherviskositét ng raumlich konstant, ergibt sich fir G1.(2.2) mit
Gl.(2.4) und A =V, Vy:

P (Uz + kakvi) = -V,P + Mo Av; (27)

'Hiufig wird diese Grofie auch mit dem entgegengesetzten Vorzeichen definiert [1, 12].
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Gleichung (2.7) ist die Navier-Stokes-Gleichung [1]. Auf den ersten Blick mag sie
ziemlich einfach aussehen; da sie aber eine Nichtlinearitit, namlich den Term v, V,v;,
enthalt, ist sie im Allgemeinen nur schwierig zu 16sen. Der Ausdruck o; + v, Viv; wird
substantielle Ableitung genannt. Wéahrend die partielle Zeitableitung die zeitliche
Anderung des Strémungsfeldes an einem festen Raumpunkt angibt, beschreibt die
substantielle Ableitung die Beschleunigung eines Fluidpartikels in diesem Punkt.

Wir haben nun mit der Navier-Stokes-Gleichung (2.7) eine Beziehung gefun-
den, mit der wir in der Lage sind, das Geschwindigkeitsfeld v;(r,¢) in einem einfa-
chen Fluid zu berechnen. Alle Fliissigkeiten, deren qualitative Eigenschaften durch
die Gleichungen (2.6) und (2.7) beschrieben werden, werden wir als inkompressible
Newtonsche Fliissigkeiten bezeichnen [12]. Der Unterschied zwischen verschiedenen
Newtonschen Fliissigkeiten ist rein quantitativ und wird durch den Wert der Scher-
viskositét 79 und der Massendichte p beschrieben. Tabelle 2.1 gibt einige Zahlenwerte
fiir verschiedene Fliissigkeiten an. Es wird deutlich, dass sich die Werte von 7y bei
verschiedenen Fliissigkeiten durchaus um Groéflenordnungen unterscheiden kénnen.
Auflerdem stellt man bei Wasser eine ausgepragte Temperaturabhéngigkeit der Vis-
kositéat fest: Je niedriger die Temperatur ist, desto zéher wird die Fliissigkeit. Bei
isothermen Stromungen hat diese Eigenschaft aber keinen Effekt auf das Flielver-
halten.

Probe no in Pas | p in g/cm?
Wasser bei 0°C 1.8-1073 1.0
Wasser bei 20°C 1.0-1073 1.0

Glyzerin bei 20°C 1.5 1.3
Quecksilber bei 20°C | 1.6 - 1073 14

Tabelle 2.1: Werte der Scherviskositat ny und der Dichte p fiir verschiedene New-
tonsche Flissigkeiten (aus [1]]).

Wiéhrend G1.(2.7) das FlieBverhalten beschreibt, wie es durch die Materialeigen-
schaften der Fliissigkeit gegeben ist, tragt die Geometrie der Stromungsanordnung
iiber die Randbedingungen bei. Dazu werden wir stets annehmen, dass die Fliissig-
keit an den GefaBwinden haftet [1]. Im Folgenden diskutieren wir zwei konkre-
te Stromungstypen, bei denen die charakteristischen Stromungseigenschaften eines
Newtonschen Fluids deutlich werden.
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2.2 Ebene Scherstromungen

/{ ‘o

y
% L v

4

Abbildung 2.1: Ebene Scherstromung zwischen zwei parallelen, unendlich ausgedehn-
ten Platten. Eine genaue Erkldirung befindet sich im Text.

Einer der elementarsten Strémungstypen ist die so genannte ebene Scherstromung
[12]. Wir diskutieren sie anhand der Geometrie, die in Abbildung 2.1 dargestellt ist.
Die Fliissigkeit befindet sich zwischen zwei unendlich ausgedehnten Platten, die bei-
de parallel zur z-z-Ebene sind und sich im Abstand L zueinander befinden. Die
obere Platte bewegt sich mit einer Geschwindigkeit vy in z-Richtung, deren Betrag
sich mit der Zeit &ndern kann. Aus der Plattenbewegung resultiert eine Stromung
v;(r,t), die im einfachsten Fall so aussieht, dass sich die Fliissigkeit nur innerhalb
von Schichten bewegt, die parallel zu den Platten sind. Solche Stromungen nennt
man laminar [12]. Man kann sich das vorstellen wie bei einem Kartenstapel, bei
dem man die Karten gegeneinander verschiebt [3]. Die direkte Folge davon ist, dass
die Geschwindigkeit keine y-Komponente besitzen kann. Zusétzlich ist die Orien-
tierung des Geschwindigkeitsprofils durch die Bewegungsrichtung der oberen Platte
vorgegeben, v; muss folglich in dieselbe Richtung weisen und besitzt damit nur eine
z-Komponente. Aulerdem ist das Stromungsfeld beziiglich der z- und z-Richtung
idealerweise translationsinvariant, so dass schliellich das Geschwindigkeitsprofil die
Gestalt

v(r,t) =v, (y,t)x (2.8)
besitzt. Bei einem solchen Profil gibt es nur einen einzigen Beitrag zum Geschwindig-
keitsgradienten V;v;, ndmlich V v, =: ¥; diese Gréfie wird als Scherrate bezeichnet.
Wegen Vi = 0 ist die Stromung zudem inkompressibel.

Im néchsten Schritt setzen wir diesen Geschwindigkeitsansatz in die Navier-
Stokes-Gleichung (2.7) ein. Ohne einen Druckgradienten in der Fliissigkeit resultiert
daraus die Gleichung

Uy = %V;vw : (2.9)
Unter der Voraussetzung, dass die Fliissigkeit an den Platten haftet, lauten die
Randbedingungen:

v, (y=10,6)=0 (2.10)
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v (y = L) = v (1) (2.11)

Wir betrachten zuerst den Fall einer stationdren Scherstromung. Stationdr be-
deutet, dass alle Feldgroflen nicht explizit von der Zeit abhédngen, sondern nur vom
Ort [1]. vp muss in diesem Fall eine Konstante sein. Wir erhalten sofort die einfache
Losung

v (y) =7y mit 5= (2.12)
Die Scherrate ist also in diesem Beispiel eine Konstante, und das Strémungsfeld
zwischen den Platten ist linear, wie in Abbildung 2.1 gezeigt. Eine solche Strémung
nennt man auch ebene Couette-Stromung [12].

Andert sich jedoch die Geschwindigkeit der oberen Platte mit der Zeit, so wird
das Problem ungleich komplizierter, da wir nun die Diffusionsgleichung (2.9) lésen
miissen. Sie beschreibt, wie sich die Information iiber die Geschwindigkeitsinde-
rung der oberen Platte durch die Fliissigkeit zur unteren Platte hin ausbreitet. Wir
wollen dieses Problem moglichst einfach angehen und suchen nach einer geeigne-
ten Naherung. Dazu werfen wir einen Blick auf die charakteristische Zeit fiir die
Informationsiibertragung von der oberen zur unteren Platte. Sie lautet [12]:

2
tag = rL7 (2.13)

To
Diese Zeit ist umso kleiner, je viskoser das Medium und je diinner die Probe ist. Ist
taier sehr viel kleiner als die charakteristische Zeitskala der Geschwindigkeitsdnderung
von v (t), dann kénnen wir annehmen, dass die untere Platte ohne Zeitverzogerung
die Geschwindigkeitsdnderung der oberen Platte mitbekommt. Beispielsweise lautet

bei einer Oszillation von vy mit w die Bedingung dafiir

"o
w< T (2.14)
Unter dieser Voraussetzung ist das Geschwindigkeitsfeld
: o Vo (t
vz (y) =7 (H)y mit §(t) = OL< ), (2.15)

Das Profil bleibt demnach linear, und die Scherrate héngt nur von der Zeit ab. Fiir
eine Fliissigkeit mit einer sehr geringen Viskositdt wie Wasser ist diese Ndherung
sicherlich kritisch; bei polymeren Fluiden jedoch gibt sie die experimentelle Situation
sehr gut wieder [3].

Um etwas iiber die in der Fliissigkeit wirkenden Krifte zu erfahren, berechnen
wir den Spannungstensor o;; mit Hilfe von Gl.(2.4). Seine nichtverschwindenden
Komponenten lauten

Opg = Oyy =0, =P, 05 =—107. (2.16)
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0y gibt in diesem Fall die Kraft pro Flécheneinheit wieder, die man an der oberen
Platte anlegen muss, um sie mit der Geschwindigkeit vy zu bewegen; ohne Kraft
wiirde die Platte aufgrund der inneren Reibung zur Ruhe kommen. Daraus folgt, dass
die Scherspannung o, in der hier behandelten Geometrie eine wichtige Messgrofie
ist. Da 7y nicht von + abhéingt, gilt:

Oy X 4 (2.17)

Diese Eigenschaft hat diesen Fliissigkeiten die Bezeichnung Newtonsch eingebracht
[12]; sie zeigt eine Analogie zum Hookeschen Gesetz, bei dem die Kraft an einer
Feder linear in der Auslenkung ist, und wird Newton zugeschrieben. Dariiber hinaus
sind die Diagonalkomponenten von o;; alle identisch. Diese Eigenschaft erscheint
hier trivial, sie ist aber spéter fiir uns noch von groflem Interesse.

2.3 Elongationsstromungen

. ~
N\ /-

Abbildung 2.2: Darstellung einer dreidimensionalen Elongationsstromung, gegeben
durch das Geschwindigkeitsfeld in Gl.(2.18). Das Stromungsfeld ist rotationssym-
metrisch um die z-Achse. Die Orientierung der Stromlinien bezieht sich auf ¢ > 0.

Als zweiten Stromungstyp betrachten wir eine rotationssymmetrische Elongations-
stromung. Da sie scherfrei ist, besitzt sie eine andere Natur als die zuvor behandelte
Scherstromung. Das Geschwindigkeitsfeld, mit dem wir uns beschéftigen wollen, lau-
tet [3]

—1/2¢x
v(r,t)=| —1/2¢y | . (2.18)
€2
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¢ heifit Elongationsrate und ist die zu 4 dquivalente Gréfle. Wie zuvor bei der Scher-
stromung verwenden wir die Ndherung, dass der Geschwindigkeitsgradient, im We-
sentlichen hier also €, nicht vom Ort abhéngt und die explizite Zeitabhédngigkeit
der Stromung trigt. Auch hier ist die Annahme fiir polymere Fluide experimentell
relevant [3]. Den Unterschied zur Scherstromung erkennt man, wenn man sich den
Geschwindigkeitsgradienten V; v; ansieht:

~1/2¢ 0 0
Vv = 0 —1/2¢ 0 (2.19)
0 0 &

V; v; besitzt keine Scher-, sondern nur Diagonalkomponenten, daher ist V; v; = A;;.
Da Ay = 0 gilt, ist die Elongationsstréomung ebenfalls inkompressibel.

In Abbildung 2.2 wird der Stromungsverlauf von (2.18) dargestellt. Die durch-
gezogenen Linien stellen die Bahnen einzelner Fluidpartikel dar, die Pfeile geben
die Fliefrichtung fiir € > 0 an; bei € < 0 zeigen die Pfeile in die entgegengesetz-
te Richtung. Aufgrund der Rotationssymmetrie um die z-Achse stellen € > 0 und
€ < 0 zwei unterschiedliche physikalische Situationen dar, die keine Symmetrie zu-
einander aufweisen. Fiir positive Elongationsraten wird das Fluid uniaxial gedehnt,
wohingegen fiir negative Elongationsraten das Fluid uniaxial gestaucht bzw. biaxial
gedehnt wird. Man kann sich den Verlauf dieser Stromungen einfach klar machen
[3], indem man zu einem festen Zeitpunkt einen Einheitswiirfel betrachtet, bei dem
drei Kanten auf den Koordinatenachsen liegen. Beobachtet man nun, wie sich die
Fluidteilchen auf der Oberflache des Wiirfels mit der Zeit bewegen, stellt man fest,
dass bei einer uniaxialen Elongationsstrémung der Wiirfel zu einem Quader entlang
der z-Richtung gedehnt und in z- und y-Richtung gleichméBig gestaucht wird; das
Volumen bleibt aufgrund der Inkompressibilitédt dabei konstant. Bei einer biaxialen
Dehnung ist es genau umgekehrt, d.h. der Wiirfel wird gleichméfig in x- und y-
Richtung gedehnt und in 2-Richtung gestaucht, so dass eine flache Platte, und nicht
wie im anderen Fall ein diinner Stab entsteht. Bei einer Scherstromung hingegen
gibt das Vorzeichen von 7 die Richtung an, in die sich die obere Platte bewegt. FEine
Bewegung der Platte in die entgegengesetzte, also in die negative z-Richtung, fiihrt
dabei zur gleichen physikalischen Situation.

Abschlieend werfen wir wieder einen Blick auf die Eigenschaften des Spannungs-
tensors. Wie A;; besitzt auch er nur Diagonalkomponenten:

Ope = Oyy =P +mn9e, 0,,=P—2n¢ (2.20)

Aufgrund der Rotationssymmetrie sind o,, und o, identisch, die Spannung insge-
samt ist allerdings anisotrop. Wie wir spéater noch sehen werden, ist die experimentell
zugingliche Grofle die Normalspannungsdifferenz o, — o, [3]. Sie lautet

Oy — Ope = —3Mp € (2.21)
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Wir finden also hier fiir die Normalspannungsdifferenz einen &hnlichen Zusammen-
hang wie fiir die Scherspannung bei einer Scherstromung, GI1.(2.17):

Oy — Opy X E (2.22)

Die Proportionalitétskonstante ist hier allerdings nicht 79, sondern 31y =: 7y; die
GroBe 7y wird Dehn- oder Trouton-Viskositét genannt [3, 15].



Kapitel 3

Polymere Fluide

Nach den Fliefleigenschaften von Newtonschen Fliissigkeiten wenden wir uns nun
den polymeren Fluiden zu. Ziel dieses Kapitels ist es, diese Systeme vorzustellen.
Wir beginnen dazu in 3.1 mit einem Blick auf die molekulare Struktur von Polyme-
ren und ihre biologische und technische Bedeutung. In Abschnitt 3.2 beschéftigen
wir uns mit den rheologischen Eigenschaften polymerer Fluide und beschreiben die
wichtigsten Stromungseffekte. Einige experimentelle Methoden aus der Rheometrie,
mit denen man die Materialfunktionen einer polymeren Fliissigkeit bestimmen kann,
werden in 3.3 vorgestellt, Abschnitt 3.4 schlieBlich gibt einen Uberblick iiber ver-
schiedene theoretische Modelle der Rheologie und die prinzipielle Vorgehensweise,
um so genannte konstitutive Gleichungen zu finden.

3.1 Die mikroskopische Struktur polymerer
Fluide

Bevor wir kldaren, woraus eine polymere Fliissigkeit besteht, miissen wir uns zunéchst
einmal generell mit Polymeren befassen. Polymermolekiile sind Makromolekiile, die
aus einer groflen Anzahl einzelner molekularer Einheiten zusammengesetzt sind
[16, 17]. Dabei werden die einzelnen Einheiten durch kovalente Bindungen zusam-
mengehalten. Ein einfaches Beispiel ist Polyethylen [3, 16], dessen Synthese in Abbil-
dung 3.1 dargestellt wird. a) zeigt das Ethylen-Molekiil CHy = CH,. Es ist der grund-
legende Bestandteil des Polyethylenmolekiils und wird in dieser Funktion Monomer
genannt [17]. Bei der Synthese der Polymermolekiile, der Polymerisation, entstehen
daraus Monomereinheiten; Bild b) zeigt die aus dem Ethylen entstandene Ethylen-
einheit. Diese Einheiten konnen in beliebiger Anzahl mittels kovalenter Bindungen
aneinandergehéingt werden, siehe Teilbild ¢). Die Anzahl der Monomereinheiten wird
Polymerisationsgrad genannt [16]. Wie grof§ der Polymerisationsgrad eines Makro-
molekiils ist, hangt entscheidend vom Ablauf der Polymerisation ab. Es ist dabei

12
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Abbildung 3.1: Aufbau einer Polymerkette am Beispiel Polyethylen (nach [3]). Eine
genaue Erkldrung befindet sich im Text.

durchaus nicht ungewohnlich, dass ein einzelnes Polymermolekiil aus Millionen von
Atomen besteht [17]. Synthetische Polymere haben typischerweise eine molare Masse
von 10* bis 10%g/mol [3]. Abbildung 3.1.d) schliefllich stellt das physikalische Bild ei-
nes solchen Molekiils dar. Darin werden die einzelnen Monomereinheiten nicht mehr
aufgelost; das Molekiil wird vielmehr als eine Art biegsamer Schlauch oder Kette
beschrieben. Diese , Biegsamkeit® kommt daher, dass das Molekiil so lang ist, dass
die durch die chemische Bindungen vorhandene lokale Steifigkeit keinen grofien glo-
balen Einfluss auf das ganz Molekiil mehr hat. Aus entropischen Griinden hat die
Kette ohne eine duflere Storung die Gestalt eines Knéuels.

Das Polethylenmolekiil aus Abbildung 3.1 stellt in zweierlei Hinsicht ein sehr
einfaches Polymer dar: Zum einen besteht das Makromolekiil nur aus einer einzigen
Wiederholeinheit, zum anderen ist es linear in dem Sinne, dass es keine Verzweigun-
gen gibt. Natiirlich gibt es auch Polymere, die sich aus verschiedenen Grundeinhei-
ten zusammensetzen, die so genannten Copolymere [16]. Ferner muss ein Polymer
nicht unbedingt linear sein, sondern kann verschiedenste Arten von Verzweigungen
aufweisen [16, 17|, siehe Abbildung 3.2. In Abb.3.2.a) wird ein Polymer mit Seiten-
ketten dargestellt, bei dem die Zweige unterschiedlich lang und statistisch verteilt
sind. Man kann allerdings auch Molekiile mit gleichlangen Seitenketten und sogar
kammartige Strukturen synthetisieren [17]. Sternpolymere wie in Abb.3.2.b) besit-
zen einen Kern, an dem bis zu hundert einzelne Arme sitzen kénnen [17]. Eine
besondere Situation stellt das Netzwerk in Abb.3.2.c) dar. Dazu werden sémtliche
Polymere einer Probe miteinander vernetzt und bilden so einen Festkorper. Ist die
Vernetzungsdichte gering, ist der resultierende Korper weich und elastisch, bei einer
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a) b) C)

Abbildung 3.2: Verschiedene Typen verzweigter Polymere (nach [16]): a) Polymer
mit Seitenketten, b) Sternpolymer, c¢) polymeres Netzwerk.

hohen Vernetzungsdichte ist die Probe hingegen starr.

Polymermolekiile spielen in der Natur eine grofie Rolle [3]. Wichtige Beispiele
sind die fiir das Leben bedeutenden DNS-Molekiile und Proteine. Sie besitzen eine
hochkomplizierte Struktur, da sie zum einen aus vielen verschiedenen Strukturein-
heiten bestehen und zum anderen komplexe geometrische Strukturen bilden [17].

Abbildung 3.3: Schematische Darstellung eines transienten Netzwerks von Polymer-
molekiilen in einer Schmelze.

Eine polymere Fliissigkeit kann entweder eine Polymerschmelze oder eine Poly-
merlosung sein [17]. Eine Schmelze kann man sich vorstellen wie einen Topf voller
Spaghetti: Die einzelnen Polymerknéuel sind ineinander verwickelt und bilden ein so
genanntes transientes Netzwerk (Abbildung 3.3). Diese Anordnung hat Ahnlichkeit
mit Abbildung 3.2.c), die Molekiile sind jedoch nicht miteinander vernetzt. In einer
Losung héngt das Verhalten der Fliissigkeit zusétzlich noch von der Polymerkon-
zentration ab [16]. Ferner haben in der Regel die Molekiile eines polymeren Fluids
unterschiedliche Polymerisationsgrade; man spricht in diesem Zusammenhang von
Polydispersitat [16].
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Polymere Fliissigkeiten haben fiir das alltdgliche Leben eine grofie Bedeutung.
Beim Kochen beispielsweise hat man stindig mit polymeren Fluiden wie geltster
Speisestéirke, Eiweil oder Teig zu tun. Aber auch in der Technik finden Polymer-
schmelzen und -l6sungen zahlreiche Anwendungen [18]. So sind Klebstoffe und viele
Farben und Lacke Polymerlosungen. In vielen Féllen dienen Polymere als Flie3-
verbesserer, indem sie als Zusatz einer Fliissigkeit beigemischt werden. Beispiels-
weise kann man dadurch Turbulenzen in Loschwasser unterdriicken und damit den
Stromungswiderstand senken; bei Motorolen wird die Methode unter anderem ver-
wendet, um die Viskositdt zu erhohen. Polymerschmelzen spielen in der Industrie
eine grofle Rolle; so benotigt man Kenntnisse iiber das Flieverhalten beim Gieflen
von Plastik und dem Spinnen von synthetischen Fasern, um Verfahren zu optimieren.

3.2 Makroskopische Eigenschaften polymerer
Fluide

Eine rein makroskopische Definition eines polymeren Fluids ohne Beachtung der
mikroskopischen Struktur kann man dadurch vornehmen, dass man die Fliissigkeit
iiber ihre bedeutendsten Eigenschaften charakterisiert. Die drei wichtigsten Merkma-
le im Flieverhalten polymerer Fluide wollen wir in diesem Abschnitt vorstellen: die
Scherverdiinnung, das Auftreten von Normalspannungsdifferenzen in Scherstrémun-
gen und die lineare Viskoelastizitét.

3.2.1 Die Scherverdiinnung

Werfen wir einen Blick zuriick auf die ebene stationdre Scherstromung, die wir in
Abschnitt 2.2 fiir ein Newtonsches Fluid betrachtet haben. Dort haben wir gesehen,
dass die Scherspannung o, linear in der Scherrate ¥ ist; die Steigung der Geraden
ist durch die Scherviskositit gegeben. Bei einem nicht-Newtonschen Fluid gilt diese
einfache Beziehung nicht mehr. Die Scherviskositét 7 ist nun kein Materialparameter
mehr, sondern wird definiert als [3]

0y . _ Jay

n(y): ol (3.1)
Die dynamische Viskositét ist also allgemein eine Funktion der Scherrate. Da die
Viskositat nicht von der Scherrichtung abhéngt, gilt generell (%) = n(—7). Das
charakteristische Verhalten, das man bei einem polymeren Fluid findet, ist, dass die
Viskositdt mit wachsender Scherrate monoton abnimmt. Diese Eigenschaft nennt
man Scherverdiinnung [3]. Dabei dndert sich die Viskositit bei einigen Materialien
sogar um GroBenordnungen. Ublicherweise kann man experimentell Scherraten in ei-
nem Intervall von grob etwa 1073s™! bis 103s~! untersuchen und findet stellenweise
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einen Abfall der Viskositit um Faktoren bis zu 10% oder 10* [3]. Oberhalb von 103s™!
kénnen Stromungsinstabilitdten auftreten, die eine Bestimmung der Viskositét ver-
hindern [19]. Mikroskopisch lédsst sich die Scherverdiinnung dadurch erkléren, dass
die Polymermolekiile mit wachsender Scherrate zunehmend aus dem verknéuelten zu
einem gestreckten Zustand {ibergehen und dadurch besser aneinander vorbeigleiten
kénnen. [2].

Zur Vollstandigkeit wollen wir anmerken, dass auch der entgegengesetzte Effekt,
also ein Anwachsen der Viskositéit mit der Scherrate beobachtet werden kann, jedoch
in der Regel nicht bei polymeren Fluiden. Dieser Effekt heifit Scherverdickung und
tritt beispielsweise bei hochkonzentrierten Suspensionen sehr kleiner Partikel auf [3].

Auch bei einer Elongationsstromung, wie wir sie in Abschnitt 2.3 beschrieben
haben, gilt die lineare Beziehung zwischen der Normalspannungsdifferenz o, — 0.,
und der Elongationsrate € bei polymeren Fluiden nicht mehr. Wir definieren nun
allgemeiner eine Materialfunktion analog zu 1 (¥) gema8 [3]:

Ozz — Ogg

n(e) = B a— (3.2)

Die Beziehung 1 = 37, die wir bei Newtonschen Fluiden gefunden haben, gilt nur
noch im Grenzfall ¥ = ¢ — 0; qualitativ unterscheiden sich die beiden Materialfunk-
tionen 7 (§) und 7 (¢) sehr deutlich [3]. So besitzt beispielsweise 77 beziiglich ¢ keine
Symmetrien. Wir werden uns spéter noch ausfiihrlich mit den Eigenschaften von 7,
beschéaftigen.

3.2.2 Normalspannungsdifferenzen in Scherstromungen

Ein weiteres Charakteristikum von Newtonschen Fluiden in einer Scherstréomung
ist die Gleichheit der Diagonalkomponenten des Spannungstensors o;;. Auch diese
Eigenschaft besitzt ein polymeres Fluid nicht mehr, es treten hier Normalspannungs-
differenzen auf, die in der Rheologie iiblicherweise folgendermaflen definiert werden

3]:

Ny = 04 — 0Oy (3.3)
Ny = oy — 02, (3.4)

Diese Definition bezieht sich direkt auf die Schergeometrie, die wir in Abbildung 2.1
eingefithrt haben. Die z-Richtung ist dabei die Stréomungsrichtung des Fluids und
die y-Richtung die Richtung der Geschwindigkeitséinderung; die noch verbleibende
z-Richtung wird neutrale Richtung genannt [3]. N7 und N; heilen erste und zweite
Normalspannungsdifferenz. Bei einer stationdren Strémung werden zusétzlich noch
die beiden so genannten Normalspannungskoeffizienten ¥; und ¥, eingefiihrt [3]:

Ogx — Uyy

Ui (y) = T2 (3.5)
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o (o

Uy (§) = —% (3.6)

Das rheologische Verhalten einer polymeren Fliissigkeit in einer stationéren Scher-
stromung wird also insgesamt durch die drei Materialfunktionen 7 (%), ¥y (%) und
U, (%) charakterisiert. In Abschnitt 3.3 werden wir uns damit beschéftigen, wie sie
experimentell bestimmt werden koénnen.

In einem polymeren Fluid ist der erste Normalspannungskoeffizient ¥, in der
Regel positiv [3]. Wy hingegen ist iiblicherweise negativ und betragsmiBig deutlich
kleiner als Wy; typischerweise ist —Ws /Wy & 0.1 [2]. Da die zweite Normalspannungs-
differenz zudem noch deutlich schwieriger zu messen ist, wurde sogar urspriinglich
angenommen, dass sie identisch Null ist [20].

Auch in verschiedenen zeitabhédngigen Scherstréomungen werden iiblicherweise
solche Materialfunktionen definiert [3]. Wir werden bei der Behandlung solcher Sys-
teme spéter im Einzelnen darauf zuriickkommen.

Die Existenz von Normalspannungsdifferenzen fiihrt zu einer ganzen Reihe von
erstaunlichen Stromungseffekten [3, 21], die sich qualitativ deutlich vom Verhal-
ten Newtonscher Fliissigkeiten unterscheiden. Zweien von ihnen wollen wir in dieser
Arbeit besondere Aufmerksamkeit widmen. Den Weissenberg- oder ,,rod-climbing*-
Effekt [20] kann man beobachten, wenn man einen Riihrstab parallel zur Gravi-
tationsrichtung in einer Fliissigkeit mit einer freien Oberfliche rotieren ldsst. Bei
einem Newtonschen Fluid kriimmt sich die Fliissigkeitsoberfliche am Stab leicht
nach unten; bei einem polymeren Fluid kann die Fliissigkeit am Stab jedoch je nach
Rotationsgeschwindigkeit weit nach oben klettern. Ein anderer, d&hnlicher Effekt ist
zu beobachten, wenn man eine Fliissigkeit durch einen tiefen, leicht geneigten Kanal
flieen lasst. Wahrend sich bei einem Newtonschen Fluid die freie Oberfliche héchs-
tens durch Effekte der Oberflichenspannung am Rand verformt, zeigt ein polymeres
Fluid eine deutliche Wolbung der Oberfliche nach oben [2, 22]. Dieser Effekt ist
besonders interessant, da er, wie wir spéater noch sehen werden, nur durch die zweite
Normalspannungsdifferenz hervorgerufen wird.

3.2.3 Die lineare Viskoelastizitit

Die bislang vorgestellten Stromungseffekte beziehen sich allesamt auf stationére
Stromungen. Bei zeitabhéngigen Stromungen spielt ein weiteres Phdnomen eine Rol-
le, das als Viskoelastizitéit bezeichnet wird [2, 3]. Da dieses Verhalten charakteristisch
fiir polymere Fliissigkeiten ist, werden sie hdaufig auch als viskoelastische Fluide be-
zeichnet. Das Verhalten solcher Fliissigkeiten bei einer kleinen dufleren Stérung wird
entscheidend von der Zeitskala bestimmt: Bei kleinen Frequenzen verhilt sich die
Fliissigkeit Newtonsch, also viskos, wihrend bei groflen Frequenzen die Fliissigkeit
wie ein Festkorper, also elastisch reagiert.
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Um diese Eigenschaft zu veranschaulichen, betrachten wir ein einfaches Beispiel:
In der in Abbildung 2.1 vorgestellten Schergeometrie soll die obere Platte mit einer
kleinen Amplitude und der Frequenz w oszillieren. Beginnen wir zunéchst mit den
beiden Grenzféllen eines rein viskosen und eines rein elastischen Mediums. Bei einem
Newtonschen Fluid kénnen wir Gleichung (2.17) verwenden und erhalten mit der
oszillierenden Scherrate 4 (t) = g cos (wt) fiir die Scherspannung die einfache Form

— 04y (1) = 100 cos (wt) . (3.7)

Die negative Scherspannung und die Scherrate sind demnach in Phase und unter-
scheiden sich nur um den Materialparameter 7y; das Verhalten ist rein viskos. Im
néichsten Schritt betrachten wir einen elastischen Festkorper zwischen den beiden
Platten [3]. Lenken wir die obere Platte um eine Strecke u in z-Richtung aus, erfahrt
der Korper eine Riickstellscherkraft, die fiir kleine Auslenkungen geméfi des Hooke-
schen Gesetzes linear in der Scherung ~ := /L ist:

Oy = —Gv (3.8)

G ist der Elastizitdtsmodul. Lassen wir nun diese Scherung ebenfalls mit w oszillie-
ren, beispielsweise in der Form ~y = 7 sin (wt), so erhalten wir

—04y (t) = GHpsin (wt) . (3.9)

Analog zu GL.(3.7) sind die negative Scherspannung und die Scherung in Phase.
Da ~ zeitabhéngig ist, konnen wir auch eine Scherrate fiir das Festkorperproblem
berechnen, die offensichtlich 4 = 4q cos (wt) mit 49 = wyo lautet [3].

Das viskoelastische Verhalten einer polymeren Fliissigkeit liegt nun zwischen
diesen beiden Grenzfillen. Die experimentell gefundene Scherspannung lésst sich
auf zwei Arten formulieren [3]:

—0z = 1 (w)Aocos (wt) + 1" (w) Ao sin (wt) (3.10)
—0yy = G (w)7osin (wt) + G (w) o cos (wt) (3.11)

Da diese Formulierung nur fiir kleine Schwingungsamplituden gilt, spricht man in
diesem Zusammenhang von linearer Viskoelastizitdt. Es gibt nun zwei Paare von
Materialfunktionen, ndmlich zum einen 7’ und 7”, und zum anderen der Speicher-
modul G’ = wn” und der Verlustmodul G” = wn' [3], auBerdem héngen die Vis-
kositdten bzw. die Elastizitdtsmoduln von der Frequenz ab. Im Grenzfall kleiner
Frequenzen ist 1’ frequenzunabhéngig und n” = 0, es ergibt sich demnach der New-
tonsche Grenzfall, G1.(3.7). Bei groBen w hingegen ist der Verlustmodul G” = 0,
G’ eine Konstante [3], und das Verhalten wegen der Ubereinstimmung mit G1.(3.9)
elastisch. Fiir Frequenzen, die zwischen diesen beiden Grenzfillen liegen, ist die ne-
gative Scherspannung phasenverschoben zu 4 bzw. 7. Die Frequenzabhéngigkeit von
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1’ und n” wird in Abbildung 3.4 schematisch dargestellt. Wahrend 1’ monoton mit
der Frequenz abnimmt, durchlauft der ,jout-of-phase“-Anteil n” ein Maximum. Die-
ses Maximum scheint eine charakteristische Trennung zwischen dem eher viskosen
und dem eher elastischen Verhalten zu sein und damit eine fiir die Viskoelastizitét
relevante Zeitskala auszudriicken. Wir werden uns mit diesem Aspekt spéter noch
genauer auseinandersetzen.

W

Abbildung 3.4: Die Materialfunktionen n' und 0" als Funktionen der Frequenz w.
Dabei ist w logarithmisch aufgetragen.

Das viskoelastische Verhalten einer polymeren Fliissigkeit kann man sich mit
Hilfe des transienten Netzwerks in Abbildung 3.3 veranschaulichen. Zieht man lang-
sam an so einem Gebilde, dann haben die einzelnen Molekiile geniigend Zeit, sich zu
entschlaufen, und das Verhalten ist eher viskoser Natur. Bei einem schnellen Aus-
einanderziehen hingegen haben die Molekiile nicht geniigend Zeit, auseinander zu
gleiten; daher verhélt sich die Probe eher so wie ein Netzwerk, also elastisch.

3.3 Methoden der Rheometrie

Wir wollen nun die wichtigsten experimentellen Methoden der so genannten Rheo-
metrie vorstellen, mit denen man die Spannungen in polymeren Fluiden bestimmen
kann. Wir orientieren uns dabei an den Verfahren, mit denen die Werte gewonnen
wurden, die wir spédter zum Vergleich mit den Ergebnissen des hydrodynamischen
Modells hernehmen.

3.3.1 Messmethoden fiir Scherstréomungen

Das fiir Messungen an Scherstromungen mit Abstand am haufigsten genutzte Geréit
ist das Kegel-Platten-Rheometer [2, 3|, das auf Weissenberg zuriickgeht [23]. Sein
prinzipieller Aufbau ist in Abbildung 3.5 dargestellt. Die polymere Fliissigkeit be-
findet sich zwischen einer ebenen Platte und einem Kegel; dabei ist die Anordnung
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Abbildung 3.5: Prinzip eines Kegel-Platten-Rheometers (nach [3]). Eine detaillierte
Erkldarung befindet sich im Text.

rotationssymmetrisch um die eingezeichnete Achse. Der Radius R der Anordnung
betragt typischerweise bis zu 10 cm, der Winkel « ist sehr klein und in der Gréfien-
ordnung von einem Grad [24, 25]. Am Rand der Apparatur besitzt die Fliissigkeit
eine freie Oberfliche. Eine Scherstromung wird dadurch erzeugt, dass der Kegel
mit einer Winkelgeschwindigkeit w rotiert. Dabei lassen sich stationére [24, 26],
aber auch diverse zeitabhingige Stromungen [27, 28] erzeugen. Ublicherweise ver-
wendet man zur Beschreibung der erzeugten Stromung Kugelkoordinaten [3]. Die
Stromungsrichtung wird durch ¢ beschrieben, wobei ¢ der Polarwinkel in der durch
die Platte vorgegebenen Ebene ist. Der Geschwindigkeitsgradient zeigt entlang 0; 0
ist der Winkel relativ zur Rotationsachse, das Fluid befindet sich also im Bereich
/2 —a < 6 < /2. Schlielich ist die radiale Richtung t die neutrale Richtung
der Scherung. Dadurch, dass die Spitze des Kegels die untere Platte beriihrt, ist die
Scherrate in der Probe in sehr guter Niaherung konstant [2], und es gilt

w
v =2 3.12
7= (3.12)

Diese Eigenschaft erklédrt die Beliebtheit des Rheometers. Verwendet man beispiels-
weise ein Rheometer, bei dem man den Kegel durch eine ebene Platte ersetzt [3], ist &
keine Konstante. Wie wir spéater noch sehen werden, hdngen die Scherspannung und
die beiden Normalspannungsdifferenzen allgemein nur von der Scherrate ab, daher
sind auch diese Groflen in einem Kegel-Platten-Rheometer rdumlich konstant.

Mit dem Gerét aus Abbildung 3.5 lassen sich die Scherspannung oy4 sowie die
Normalspannungsdifferenzen Ny = o0,, — 099 und Ny = o9y — 0, recht einfach
bestimmen. Uber die Rotation des Kegels lisst sich eine Scherrate () mittels
Gl1.(3.12) vorgeben. Misst man dabei das Drehmoment 7', das auf die stationére
Platte wirkt, so kann man mit der Beziehung [3]

3T
2R3

die Scherspannung berechnen. Geméfl der von uns gewéhlten Definition des Vor-
zeichens der Spannung ist 7' > 0. Die erste Normalspannungsdifferenz erhélt man

Top = (3.13)
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direkt iiber die Messung der Normalkraft F', mit der der Kegel und die untere Platte
auseinandergedriickt werden [29]; bei einem Newtonschen Fluid ist £ = 0. N; ergibt
sich aus [3]

2F

TR?
Fiir die zweite Normalspannungsdifferenz haben wir zwei Bestimmungsmoglichkei-
ten. Fiir beide ist es notwendig, die Druckverteilung P (r) der Fliissigkeit auf der
unteren Platte zu messen; die Sensoren sind in Abbildung 3.5 angedeutet. Man misst
den Druck zwar nur an vier oder fiinf bestimmten Stellen, da aber die Druckvertei-
lung in sehr guter Ndherung logarithmisch ist, kann man gut inter- und extrapolie-
ren. Aus der Druckverteilung P (r) relativ zum Randwert P (R) gewinnt man

Ny = (3.14)

Ny +2N; = = [P(r) = P(R)|In <%) . (3.15)
Der Faktor In (r/R) eliminiert gerade die r-Abhéngigkeit der Druckverteilung, so
dass Ni 4+ 2N, tatséchlich ortsunabhéngig ist. Ny kann auf diese Art bestimmt
werden, wenn man vorher bereits die erste Normalspannungsdifferenz ermittelt hat.
Da allerdings N, etwa nur ein Zehntel von N; betrégt und der typische Messfehler
von Nj bei zirka 5% liegt [2], ist das Ergebnis nicht sonderlich genau. Alternativ
kann man N, aus dem Druck von P am Rand der Probe berechnen:

Ny, = P (R) (3.16)

Dabei ist zu beachten, dass in dieser Notation P beziiglich des dufieren Luftdrucks
der Apparatur angegeben wird. Beide Methoden werden experimentell genutzt, die
Ubereinstimmung der Resultate ist allerdings nicht optimal [26].

Generell ist die zweite Normalspannungsdifferenz nur sehr schwierig zu messen.
Das liegt zum grofien Teil am so genannten Lochdruckeffekt [30]. Haufig bestimmt
man den Druck, den eine strémende Fliissigkeit auf eine Behélterwand ausiibt, da-
durch, dass man den Druck in einem kleinen Loch in der Wand misst, in dem das
Fluid ruht [25]. Bei einem polymeren Fluid macht man dabei jedoch einen systema-
tischen Fehler, der als ,,Lochdruck® bezeichnet wird und sehr groff und daher nicht
vernachlissigbar ist (siehe [3], [25] und [30] fiir eine ausfiihrliche Diskussion). Dieser
Fehler hangt nicht von der Gréfle des Lochs, aber von der Scherrate der Fliissigkeit ab
[25]. Verwendet man diese Art von Druckmessung beim Kegel-Platten-Rheometer,
macht man an jedem Drucksensor aufgrund der konstanten Scherrate denselben sys-
tematischen Fehler, und die Steigung von P(r), die in G1.(3.15) eingeht, wird vom
Lochdruckeffekt nicht beeinflusst. Dies ist ein weiterer grofler Vorteil dieser Mess-
methode.

Werfen wir abschlieBend noch einen Blick auf die moglichen Fehlerquellen bei
einer Messung mit dem Kegel-Platten-Rheometer. So gibt es einen systematischen
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Fehler, der durch die Tragheit der rotierenden Fliissigkeit hervorgerufen wird. Er
kann allerdings durch die Kalibrierung mit einem Newtonschen Fluid korrigiert wer-
den [2, 24]. Ein weiteres mogliches Problem besteht in der Form der freien Ober-
fliche. Fiir die Berechnung der Normalspannungsdifferenzen wird stets angenom-
men, dass die freie Oberfliche am Rand sphérisch ist, wobei der Mittelpunkt der
Kugel am Kontakt zwischen Kegel und Platte liegt [2]. Experimentell ist diese Be-
dingung nicht unbedingt erfiillt, es zeigt sich aber, dass die Gestalt der Oberfldche
keinen groflen Einfluss auf die Messergebnisse hat, solange der Zwischenraum zwi-
schen Kegel und Platte vollstédndig mit Fliissigkeit gefiillt ist [24]. Schlielich kénnen
bei groflen Rotationsgeschwindigkeiten und grofien Winkeln o Sekundérstromungen
auftreten, in deren Gegenwart die obige Betrachtung ungiiltig wird [3]. Dieser Effekt
schrankt damit die Anwendbarkeit der beschriebenen Messmethode ein. Typischer-
weise liegen die mit dieser Apparatur erreichbaren Scherraten bei einer stationéren
Strémung im Bereich von 1072571 bis 10%s™! [24].

3.3.2 Messmethoden fiir Elongationsstromungen

Die Spannungen in einer Elongationsstromung sind experimentell deutlich schwie-
riger zu bestimmen als die in einer Scherstromung. Das liegt vor allem daran, dass
sich in einer Dehnstromung benachbarte Fluidpartikel, die auf einer Achse parallel
zur Dehnungsrichtung liegen, mit der Zeit exponentiell voneinander entfernen [3],
auBerdem ist es wichtig, dass die Probe im Verlauf des Experiments homogen bleibt.
Mit der Zeit wurden verschiedene Verfahren entwickelt (siehe beispielsweise [2, 31]
fiir einen Uberblick), wir wollen hier nur kurz die wichtigsten Methoden vorstellen.
Wir interessieren uns im Rahmen dieser Arbeit zum einen fiir die stationére und zum
anderen fiir die einsetzende Elongationsstromung bei konstanter Elongationsrate €.
Ein stationérer Zustand lasst sich experimentell nur dann erzeugen, wenn er schnell
genug erreicht wird. Das ist der Fall, wenn die Viskositéit der Polymerprobe sehr grof3
ist, typischerweise ab 10°Pas, und die Elongationsrate im Bereich bis zu etwa 1s7*
liegt [3]. Solche Experimente kénnen also nur mit Polymerschmelzen durchgefiihrt
werden. Bei einsetzenden Strémungen kénnen natiirlich auch gréfere Elongations-
raten untersucht werden, es sind Werte bis zu 10s™! erreichbar [2].

Eine uniaxiale Elongationsstromung ldsst sich prinzipiell so verwirklichen, dass
man eine zylinderférmige Probe an den Enden exponentiell in der Zeit auseinander
zieht [3]. Einer solchen Dehnung sind natiirlich raumliche Grenzen gesetzt, und man
kann dabei maximal zirka die fiinfzigfache Lénge der Ausgangsprobe erreichen. Ei-
ne Methode, bei der stdrkere Dehnungen moglich sind, geht auf J. Meifiner zuriick
[3, 32] und ist in Abbildung 3.6 schematisch dargestellt. Die Polymerprobe hat die
Form eines Strangs und schwimmt auf einer Fliissigkeit, mit der sie nicht chemisch
reagiert, typischerweise ein Silikondl. An beiden Enden der Probe befindet sich je
ein Paar Zahnrider, die gegeneinander mit konstanter Winkelgeschwindigkeit ro-



3.3. METHODEN DER RHEOMETRIE 23

%

(2 ©
® o

Abbildung 3.6: Prinzip des Dehnungsviskosimeters nach Meifiner [32].

tieren, so dass das Polymer gedehnt wird. Der Abstand der Radpaare ist ebenfalls
konstant. Der Vorteil dieser Anordnung besteht darin, dass die maximale Dehnung
der Probe nicht durch die Abmessungen der Versuchsanordnung limitiert wird. So
erreicht man mehr als das tausendfache der Ausgangslinge [3]. Allerdings hat das
Verfahren den Nachteil, dass eine geniigend grofle Probenmenge von einigen Zenti-
metern zwischen den rotierenden Klemmen vorhanden sein muss. Die deshalb recht
grofle Probenlidnge erschwert es, eine moglichst homogene Probe zu erhalten. Man
kann die Homogenitéit der Probe am Ende des Experiments testen, indem man das
verbleibende Stiick zwischen den Radpaaren in gleichgrofie Stiicke schneidet und
deren Gewichte vergleicht. Um aus dieser Anordnung die Normalspannungsdiffe-
renz o,, — 0., geméaf der Definition in Abschnitt 2.3 zu bestimmen, ermittelt man
die zeitabhéngige Querschnittsflache A () der Probe sowie die zur Dehnung nétige
Zugkraft F (t) (es ist F' > 0); man findet dann [3]
F(t)
022 = Ous = — 0 (3.17)
Die Zugkraft wird iiber die Auslenkung einer Blattfeder gemessen, die an der Achse
des linken oberen Zahnrades angebracht ist (siche Abb.3.6). Bei einer stationéren
Stromung nimmt die Querschnittsfliche exponentiell mit der Zeit ab, die Zugkraft
ist dann folglich auch eine exponentiell fallende Funktion der Zeit.

Um die Spannungsdifferenz in einer biaxialen Elongationsstromung zu messen,
benotigt man andere Verfahren als bei einer uniaxialen Stromung. Auch hier gibt
es eine ganze Reihe von Methoden [31]; wir wollen nur zwei bedeutende heraus-
greifen. Bei der ,,bubble inflation“-Methode [3, 33] wird eine scheibenférmige Probe
am Rand fixiert und mit Hilfe eines Gases oder Silikonols aufgeblasen. Die biaxiale
Stromung entsteht dabei im Bereich um den Pol der entstehenden Blase. Das zwei-
te Verfahren ist dem aus Abbildung 3.6 fiir eine uniaxiale Stromung sehr &hnlich.
Dazu werden acht der in Abb.3.6 gezeigten Zahnradpaare kreisformig angeordnet,
so dass eine scheibenférmige Probe an ihrem Rand durch eine Rotation der Walzen
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mit konstanter Winkelgeschwindigkeit in alle Richtungen gedehnt wird [3, 29]. Eine
solche Probe hat in ihrem Ausgangszustand etwa einen Durchmesser von 30 cm und
eine Dicke von 5mm [29].

3.4 Theoretische Modelle der Rheologie

Wie wir zuvor gesehen haben, besitzen polymere Fluide eine Reihe von rheologischen
Eigenschaften, die man bei Newtonschen Fluiden nicht findet, wie beispielsweise
eine scherratenabhéngige Scherviskositédt. Damit ist auch klar, dass das in Kapitel 2
vorgestellte Modell zur Beschreibung Newtonscher Fliissigkeiten fiir diese Systeme
nicht mehr geeignet ist. Wie aber sieht nun eine Theorie fiir das Flieverhalten
polymerer Fluide aus? In diesem Abschnitt wollen wir uns mit der rheologischen
Herangehensweise beschéftigen, mit der man geeignete Gleichungen fiir ein isotropes,
inkompressibles, isothermes Fluid finden kann. Wir werden dabei sehen, dass es eine
stattliche Anzahl unterschiedlicher Modelle gibt; hier geht es uns lediglich darum,
einige elementare Grundideen, die fiir die Konstruktion solcher Modelle verwendet
werden, vorzustellen und einen kleinen Uberblick iiber die bekanntesten Theorien
zu geben. Fiir detailliertere Diskussionen verweisen wir auf die Standardliteratur,
beispielsweise [2, 3, 34].

Werfen wir einen Blick zuriick auf unsere Resultate fiir ein inkompressibles, iso-
thermes Newtonsches Fluid in Kapitel 2. Aufgrund der Massenerhaltung gilt

Vivp =0, (3.18)
die Impulserhaltung wird ausgedriickt durch
p (i + v Viev;) = —Vjoy; (3.19)
und der Spannungstensor lautet
oij = Pd;j — 2n9A,; (3.20)

(wegen der Inkompressibilitit gilt A% = A;;). Da 0;; symmetrisch ist, haben wir ins-
gesamt zehn Gleichungen fiir die zehn Unbekannten v;, 0;; und P. Um das Problem
fiir einen konkreten Fall zu losen, benotigen wir zusétzlich noch Randbedingungen.

Die Idee, die den rheologischen Modellen zugrunde liegt [2, 3], ist nun die Fol-
gende: Da Massen- und Impulserhaltung zweifelsohne auch fiir ein polymeres Fluid
gelten, behilt man die Gleichungen (3.18) und (3.19) bei, allerdings ist offensichtlich
Gl.(3.20) keine giiltige Relation mehr [35]. Ziel der rheologischen Modellbildung ist
es daher, eine Gleichung fiir 0;; zu finden, die den Spannungstensor mit den kinema-
tischen GroBen, also im Allgemeinen mit der elastischen Verzerrung und dem Ge-
schwindigkeitsgradienten verkniipft und dabei die rheologischen Eigenschaften des
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Fluids moglichst gut wiedergibt. Eine solche Beziehung wird konstitutive Gleichung
genannt [2]. Die allgemeine Struktur einer solchen Gleichung ist o;; = Pd;; + Ol
wobei nur der Beitrag o;; von den kinematischen Gréfien abhéngt, da eine isotrope
Kompression, vorgegeben durch P, in einem inkompressiblen Fluid die Verformung
nicht &ndert [35]. Leider sind die Methoden zur Bestimmung einer solchen Glei-
chung nicht eindeutig, und so gibt es eine grofle Anzahl verschiedener Gleichungen,
die unterschiedliche Stérken und Schwichen besitzen [3]. Die iiblichen Vorgehens-
weisen lassen sich grob in zwei Gruppen einteilen. Zum einen wird die makroskopi-
sche Kontinuumstheorie als Ausgangspunkt verwendet, wobei vor allem Transforma-
tionseigenschaften ausgenutzt werden, um die Struktur der konstitutiven Gleichung
zu erhalten. Mit diesen Methoden werden wir uns im Folgenden befassen. Zum an-
deren kann man aber auch aus mikroskopischen Modellen Schlussfolgerungen auf
makroskopische konstitutive Gleichungen ziehen [34, 36].

Wenden wir uns nun konkret einzelnen rheologischen Modellen zu. Die erste Idee
fiir eine konstitutive Gleichung zur Beschreibung viskoelastischer Fluide stammt von
J.C. Maxwell. Sein Ansatz bestand darin, dass er Newtons und Hookes Gesetze
empirisch miteinander verkniipfte. Wir formulieren seine Gleichung zunéchst fiir die
einfache Schergeometrie aus Abbildung 2.1. Mit o, = —n¢¥ und o,, = —G" (siehe
die Kapitel 2.2 und 3.2.3) lautet die empirische Beziehung [3]

o . .
Oy + 50 Gy = —T007 - (3.21)

Aufgrund seiner Konstruktion kann dieses Modell nur fiir kleine Scherraten ange-
wendet werden. Eine Verallgemeinerung ergibt sich geradlinig [3]:

Diese konstitutive Gleichung ist im Gegensatz zur Newtonschen Form eine Differen-
tialgleichung und besitzt zwei Materialparameter. Das Verhéltnis 7y /G = 1 definiert
eine charakteristische Zeitskala; 7 wird Relaxationszeit genannt [3]. Das Maxwell-
Modell ist ein sehr einfaches Modell, das viele wichtige Effekte nicht beschreiben
kann [3], es bietet aber dennoch einen interessanten Einblick in die Struktur der
rheologischen Beschreibung viskoelastischer Fluide. Dazu werfen wir einen Blick auf
die Integraldarstellung von Gl.(3.22) [3]:

t

oyt =— [ (206—%) Ay () dt (3.23)
Wir kénnen also den Spannungstensor berechnen, wenn wir wissen, wie der Tensor
A;; zu jeden beliebigen Zeitpunkt vor ¢ aussah, die Darstellung ist somit zeitlich
nichtlokal. Die Fliissigkeit hat ein ,,Gedéchtnis®, ausgedriickt durch den Relaxa-
tionsmodul G(t —t') = 2G exp [—(t — t')/71]. An seiner Form erkennt man, dass die
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Erinnerung umso schlechter wird, je weiter man in der Zeit zuriickgeht, d.h. je weiter
t' von t entfernt ist. Dieses Konzept der ,fading memory® ist ein zentraler Aspekt
der rheologischen Theorie viskoelastischer Fluide und zeigt den groflen Unterschied
zu Newtonschen Fliissigkeiten, bei denen die Spannung aus A;; ohne Kenntnis der
Vorgeschichte berechnet werden kann.

Die Darstellung (3.23) lésst sich fiir einen unbestimmten Relaxationsmodul all-
gemein schreiben als

ol (t) = — / Gt — ) Ay (t')dt’ ; (3.24)

— 00

Modelle mit konstitutiven Gleichungen dieser Struktur nennt man linear viskoelas-
tische Modelle [3]. Man kann weitere Modelle dieser Art finden, wenn man GI.(3.22)
mit hoheren partiellen Zeitableitungen von of; und A;; erweitert. So erhélt man
beispielsweise das Jeffreys-Modell [3]:

a;j + T1 O';J = —2770 (AZ] + TQAZ']') (325)

Es erweitert das Maxwell-Modell um einen Beitrag der ersten Zeitableitung von A;;
und fiithrt einen weiteren Parameter, die Retardationszeit 7 ein.

Alle bisher betrachteten Differentialgleichungen sind linear. Da jedoch der Tensor
A;; bei einer Scherstromung nur Nichtdiagonalelemente besitzt, kénnen Normalspan-
nungsdifferenzen nur iiber nichtlineare Gleichungen beschrieben werden. Um nun
bessere konstitutive Gleichungen zu entwickeln, wurden im Laufe der Zeit Kriterien
konstruiert, die die ,,Zuléssigkeit® eines rheologischen Modells kléren [3]. Ein fiir die
Rheologie wegweisendes Prinzip wurde 1950 von J.G. Oldroyd vorgestellt [37]. Er
betrachtete ein so genanntes konvektives Koordinatensystem, d.h. ein krummlini-
ges Koordinatensystem, das so gewéahlt wird, dass jedes Fluidteilchen in ihm zeit-
unabhéngige Koordinaten besitzt. Damit nun eine Gleichung zuléssig ist, miissen
bestimmte Invarianz- und Transformationseigenschaften beziiglich dieses und des
ortsfesten Systems erfiillt werden. Wir wollen diese Kriterien nicht im Einzelnen
betrachten (fiir Details siehe beispielsweise [3], [35] und [37]), aber dennoch auf ein
wichtiges Ergebnis hinweisen. So lédsst sich beispielsweise eine lineare konstitutive
Gleichung auf zuldssige Weise formulieren, wenn man die ersten Zeitableitungen der
symmetrischen Tensoren o;; und A;; in der Form

D_

D—tagj = 0i; + Vo, — 03, Viwy — 03, Vi (3.26)
D .

ﬁAij A,‘j + Ukvaij — Aikavj — Ajkvkvi (327)

darstellt. Diese Ableitung wird kontravariant konvektiv genannt [3]. Man kann nun
zum Beispiel im Jeffreys-Model, Gleichung (3.25), die partiellen Zeitableitungen
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durch die obige Ableitung ersetzen und zeigen, dass die so gewonnene konstituti-
ve Gleichung die Oldroydschen Kriterien erfiillt [3]. Auf diese Weise erhélt man das
so genannte Oldroyd-B-Modell [37]:

a T =

D_
Dt 1_7 2770 (Al] + To— Dt Azg) (328)

Die Gleichung ist im Gegensatz zu Gl.(3.25) nichtlinear. Diese Methode ist allerdings
nicht die einzige Moglichkeit, das Jeffreys-Modell zu verallgemeinern. So kann man
einen weiteren Typ von Ableitung in der Form

Dy ol 4 v Vol + 01 Vo + 0, Vv (3.29)

Dtam 05 kVEOij; T O ViUk T O3, VU :
entsprechend fiir A;;, einfithren. Diese Art wird kovariant konvektiv genannt [3].
Das Modell, dass man mit dieser Ableitung aus dem Jeffreys-Modell gewinnt, heifit
Oldroyd-A-Modell,

D,
—2no (Aij + T2§Azj) (3.30)

D,

a + 7 ﬁaw
und erfiillt ebenfalls die Oldroyd-Kriterien. Aus Sicht der Herleitung dieser bei-
den Modelle ist nicht klar, welches von beiden das Bessere ist [3]; an dieser Stelle
muss man Messergebnisse und mikroskopische Modelle zu Rate ziehen. Wenden wir
zum Beispiel die beiden Gleichungen auf eine stationdre Scherstréomung an, um die
Materialfunktionen 7, ¥; und W, zu berechnen, finden wir n* = n® = 5, und
U8 = UB der Unterschied der Modelle offenbart sich demnach erst bei Wy. Im
Oldroyd-A-Modell ist der zweite Normalspannungskoeffizient U2 = —WU#, withrend
man mit Oldroyd-B U8 = 0 findet [3]. Da Experimente auf eine Relation der Form
Uy ~ —0.1¥; hinweisen (siche Abschnitt 3.2.2), scheint Gleichung (3.28) das zu
bevorzugende Modell zu sein.

Die Nichtlinearitdten dieser beiden Modelle stammen vollstdndig aus den kon-
vektiven Ableitungen. J.G. Oldroyd verallgemeinerte das B-Modell, indem er weitere
Nichtlinearitidten beziiglich A;; ergénzte [35, 38]:

D_
Uz{j + 1 D—tU’{j + 73 (Aika,'ﬁj + Uz{kAkj) + TSU];kAij + TGO-I;ZAICZ 5ij

D_
= —2n (A@'j + TQﬁAzj + A A + T A A 5@']’) (3.31)

Dieses Modell heifit aus nahe liegenden Griinden Oldroyd-8-Konstanten-Modell. Es
besitzt zwar einige Méangel beziiglich einer quantitativen Beschreibung von Mess-
ergebnissen, hat aber dennoch grofie Bedeutung, da es gute qualitative Resultate
liefert, wenn seine acht Parameter diverse Bedingungen erfiillen [3, 35, 38|. Einen
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etwas anderen Weg beschritt H. Giesekus, der das Oldroyd-B-Modell um einen qua-
dratischen Term in o}; erginzte [3].

Die bisher vorgestellten Modelle haben alle die Gestalt von Differentialgleichun-
gen, es gibt jedoch auch kompliziertere Ansétze, die zu Integral- oder gar Integro-
differentialgleichungen fithren [3]. Wir wollen nun eine Moglichkeit vorstellen, wie
man das linear viskoelastische Modell, Gl.(3.24), das nur fiir kleine Verzerrungen
gilt, auf allgemeine Verzerrungen erweitern kann. Zunéchst miissen wir jedoch einen
genaueren Blick auf die kinematische Definition der Verzerrung werfen, die in die-
sen Modellen eine Rolle spielt. Dazu betrachten wir ein bestimmtes Fluidpartikel,
das sich zur Zeit t am Ort r befindet. Zu einem fritheren Zeitpunkt ¢’ befand sich
dieses Teilchen am Ort a. Eine Verzerrung definiert man nun, indem man betrach-
tet, wie sich der Abstand zweier benachbarter Fluidteilchen zu den Zeiten ¢t und ¢’
unterscheidet [2]:

da2 = CideidT‘j (332)

Der so genannte Cauchy-Verzerrungstensor C;; lautet demnach
Cij (I', t? t/> = Viakvjak . (333)

Offensichtlich ist Cj; symmetrisch. Im unverzerrten Zustand ist C;; = 0;;; diese
Beziehung gilt ebenso bei ¢t = t'. Fiir ein inkompressibles Fluid ist die Determinante
von C;; identisch Eins [2]. Im Gegensatz zum Geschwindigkeitsfeld v;(r,¢) ist diese
Verzerrung nicht nur eine Funktion des Orts r und der Zeit ¢, sondern auch eine
Funktion der fritheren Zeiten ¢'. Fiir die Zeitableitung von C;; nach ¢’ finden wir den
folgenden interessanten Zusammenhang [2]:

8C’ij
ot

= Vin + Vjvi = QAZJ (334)

t'=t

Die kinematischen Groflen A;; und C;; sind also nicht unabhéngig voneinander, son-
dern tiber G1.(3.34) direkt miteinander verkniipft. Schliellich kénnen wir noch eine
Verzerrung definieren, die die Eigenschaft hat, dass sie bei kleinen Deformationen
eine kleine GroBe ist. Dafiir gibt es zwei Moglichkeiten [3]:

dr? — da? = 2U];drydr; = 20U da;da; (3.35)
Damit sind
T 1 a 1 -1
Uj=5005-Cy) wd Uj=s (Cit=d) (3.36)

wobei C’Zgl die Inverse von Cj; ist. U}; und U sind ebenfalls symmetrisch und im un-
verzerrten Fall identisch Null. Linearisiert sind beide Verzerrungen gleich; im Beispiel
einer stationdren Scherstromung entsprechen sie gerade der Grofle v aus Abschnitt
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3.2.3. Es ist zu beachten, dass diese Verzerrungen nicht unbedingt elastisch sind; die-
se GroBen sind auch fiir Newtonsche Fluide definiert und nicht unbedingt gleich Null
[3]. Elastische Bedeutung erhalten sie erst, wenn sie explizit zum Spannungstensor
beitragen.

Man kann nun mit den oben eingefiihrten Verzerrungen eine Verallgemeinerung
der linearen Viskoelastizitét, Gl.(3.24), vornehmen. Dazu benétigt man zwei Schrit-
te: Zunéchst kann man GI.(3.24) mittels partieller Integration in ein Integral tiber
die lineare Verzerrung iiberfiihren [3], und dann die lineare durch die allgemeine
nichtlineare Verzerrung ersetzen. Das fiihrt zu einer so genannten quasilinearen Dar-
stellung:

t
i = /M(t—t’) U (t,t) dt’ (3.37)

M (t —t') heiBt Gedéchtnisfunktion. Im Zusammenhang mit diesem Modell spricht
man von einer , Lodge rubberlike liquid“ [3, 39]. Auf diese Weise konnen auch Nor-
malspannungsdifferenzen beschrieben werden. Rein strukturell ist es natiirlich auch
moglich, den Tensor U;; zu verwenden, Vergleiche mit mikroskopischen Theorien und
Experimenten lassen jedoch Gl1.(3.37) als die passendere Form erscheinen [3]. Aus-
gehend von diesem Modell gibt es eine Reihe von Weiterentwicklungen, die sowohl
Uj: als auch Uj; verwenden, so zum Beispiel das K-BKZ-Modell, benannt nach A.
Kaye, B. Bernstein, E. Kearsley und L. Zapas [3], oder das Wagner-Modell [2]. Eine
weiter gehende Diskussion dieser Modelle wiirde jedoch den Rahmen dieser Arbeit
sprengen.

Zusammenfassend konnen wir sagen, dass man in der Rheologie iiber eine stattli-
che Anzahl verschiedenster kunstvoll kreierter konstitutiver Gleichungen verfiigt, die
fiir die Anwendung auf verschiedene technische Probleme duflerst niitzlich sind. Diese
Modelle entstehen durch ein Zusammenspiel von Kontinuumsmechanik und mikro-
skopischer Modellierung und Messergebnissen. Fiir einen Physiker sind allerdings
verschiedene Aspekte der rheologischen Vorgehensweise nicht ganz befriedigend. So
haben wir bereits gesehen, dass diese Modelle zeitlich nichtlokal sind. Es reicht also
nicht aus, zu einem festen Zeitpunkt die Strémung zu kennen, um die Spannungen
im Fluid zu bestimmen, sondern man benétigt dariiber hinaus Informationen iiber
die Stromungsgeschichte. Ein weiterer wichtiger Punkt liegt darin, dass die Energie-
erhaltung zwar als wichtiges Prinzip angesehen wird, aber in der Regel nicht explizit
in die Herleitung eingeht [2]. Das Gleiche gilt fiir den zweiten Hauptsatz der Ther-
modynamik, der besagt, dass die Entropie in einem abgeschlossenen System nicht
abnehmen kann [40]. Es ist daher von grofiem Interesse, einen alternativen theo-
retischen Zugang zu finden, bei dem die genannten Schwéchen nicht auftreten. Im
néchsten Kapitel werden wir die hydrodynamische Vorgehensweise vorstellen, die
sich als rein lokale Theorie erweisen wird und unter anderem auf Erhaltungssétzen
und dem zweiten Hauptsatz aufgebaut wird.



Kapitel 4

Die hydrodynamische Theorie

Ziel dieses Kapitels ist es, das hydrodynamische Modell fiir polymere Fluide vorzu-
stellen. Dazu diskutieren wir zunéchst in Abschnitt 4.1 die allgemeinen Grundlagen
der Hydrodynamik und ihren Giiltigkeitsbereich, und stellen das generelle Vorgehen
am Beispiel der Newtonschen Fluide vor. In Abschnitt 4.2 schlielich zeigen wir, wie
man das Vorgehen modifizieren muss, um polymere Fluide zu beschreiben. Dabei
gehen wir auch auf die Unterschiede zwischen der hydrodynamischen Theorie und
den rheologischen Modellen ein.

4.1 Die Hydrodynamik Newtonscher Fluide

Betrachten wir die mikroskopische Struktur eines kondensiertes Systems, dann fin-
den wir eine sehr groBe Anzahl von Freiheitsgraden, typischerweise etwa 102, deren
Moden nach einer dufleren Storung des Systems auf unterschiedlichen Zeitskalen
relaxieren [4]. Dabei zeigt sich, dass es in der Regel einige wenige Freiheitsgrade
gibt, die deutlich langsamer relaxieren als alle anderen [6]. Fiir eine makroskopische
Betrachtung reicht es aus, nur diese langsamen Freiheitsgrade mitzunehmen und
anzunehmen, dass alle anderen zu jeder Zeit ihren Gleichgewichtszustand bereits
erreicht haben. Wir wollen in diesem Sinne unter einer hydrodynamischen Variable
eine Grofle verstehen, die umso langsamer relaxiert, je rdumlich ausgedehnter die
Storung ist; im Grenzfall einer rdumlich homogenen Stérung ist die Relaxationszeit
unendlich. Fiir die zugehorige Dispersionsrelation w = w (k) mit der Frequenz w und

der Wellenzahl k bedeutet das [6]

limw (k) =0. (4.1)

k—0

Wir haben bereits erwédhnt, dass die Thermodynamik eine wichtige Grundlage
der Hydrodynamik ist. Die Thermodynamik beschreibt nun aber die Physik eines
Gleichgewichts, wihrend die allgemeine Stromung einer Fliissigkeit sicher keinen

30
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Gleichgewichtszstand darstellt. Wir 16sen dieses scheinbare Dilemma, indem wir
den Begriff des lokalen Gleichgewichts einfithren [41]. Wir nehmen an, dass sich
das kondensierte System in einer infinitesimal kleinen Umgebung eines beliebigen
Ortes r im thermodynamischen Gleichgewicht befindet; dabei kénnen an verschie-
denen Orten die Gleichgewichte verschieden aussehen. Ein globales Gleichgewicht
ist dann erreicht, wenn zusatzlich globale Gleichgewichtsbedingungen erfiillt sind.
Der Unterschied zwischen den lokalen Gleichgewichten wird dabei nur von den hy-
drodynamischen Variablen beschrieben, da ja alle anderen Moden bereits relaxiert
sind. An diesem Bild kénnen wir nun den Giiltigkeitsbereich der Theorie ausma-
chen. Betrachten wir zunéchst die Zeitskala: Es ist klar, dass die Theorie nur auf
einer Zeitskala gelten kann, auf der die lokalen Gleichgewichte erreicht sind:

wTe <K 1 (4.2)

Tig ist dabei die charakteristische Zeit, in der sich ein lokales Gleichgewicht eingestellt
hat und w™! die Zeitskala, auf der die Theorie angewendet werden kann. Fiir die
Léangenskala gilt entsprechend

k Ty <L 1. (43)

Dieses Kriterium ist uns bereits in Kapitel 2 bei der Einfithrung des Begriffs ei-
nes Fluidteilchens begegnet. r;, ist die typische Abmessung eines Volumenelements,
das grof genug ist, dass darin sinnvoll ein makroskopisches lokales Gleichgewicht
definiert werden kann. Relativ zum gesamten System muss dieses Volumenelement
andererseits auch infinitesimal klein sein, damit wir von einem Kontinuum sprechen
konnen. Die charakteristische Langenskala einer durch die Hydrodynamik beschreib-
baren Stérung, k=1, ist also viel grofer als ryg.

Der erste Schritt zur Konstruktion einer hydrodynamischen Theorie besteht dar-
in, die hydrodynamischen Variablen des betrachteten kondensierten Systems zu iden-
tifizieren [4]. Betrachten wir dazu zunéchst ein Beispiel: In Kapitel 2 haben wir ge-
sehen, dass die Massendichte p die Kontinuitétsgleichung (2.1) erfiillen muss, damit
die Erhaltung der Masse gewéhrleistet ist. Eine Fouriertransformation von Gl.(2.1)
zeigt nun, dass die zugehorige Dispersionsrelation die Bedingung (4.1) erfiillt, die
Massendichte p (r,t) ist also eine hydrodynamische Variable. Allgemein lésst sich
sagen, dass Groflen, die eine Kontinuitédtsgleichung erfiillen, also die Dichten von
Erhaltungsgrofien, hydrodynamische Variablen sind [6]. Auf diese Weise finden wir
direkt fiinf Variablen, ndmlich die schon erwédhnte Massendichte p, die Impulsdichte
g; und die Energiedichte e. Sie erfiillen die folgenden fiinf Kontinuitétsgleichungen

[4]:

p+Vije = 0 (4.4)
gi + Villy;, = 0 (4.5)
E+ViQr = 0
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Ji heifit Massenstromdichte, II;; ist die Impulsstromdichte und @; die Energie-
stromdichte. Es gibt jedoch noch zwei weitere Erhaltungssétze, die wir dabei nicht
beriicksichtigt haben, ndmlich die Booster- und die Drehimpulserhaltung [42]. Wer-
fen wir einen Blick auf die Boosterdichte b; = pr; — g;t und die Drehimpulsdichte
li = (r x g),, dann sehen wir, dass diese Grofien die schon eingefiihrten Variablen p
und ¢g; mit dem Ort und der Zeit verkniipfen. Man braucht sie nicht zusétzlich als
Variablen mitzunehmen; vielmehr kann man zeigen [4, 42], dass Booster- bzw. Dreh-
impulserhaltung automatisch erfiillt sind, wenn j; = g; gilt, bzw. II;; symmetrisch
ist. Die Impulsdichte ist deshalb sowohl Variable als auch Stromdichte.

Eine wichtige Eigenschaft, die die hydrodynamische Theorie durch ihre Kon-
struktion erhalt, ist die Lokalitdt. Kennt man an einem bestimmten Ort r zu einem
festen Zeitpunkt t alle Variablen, so sind alle anderen physikalischen Gréflen an die-
ser Stelle zu diesem Zeitpunkt bestimmt und man benétigt keine Informationen iiber
andere Orte und Zeitpunkte. Will man allerdings diese Gréflen konkret berechnen,
so stellt sich das Problem, dass man dazu Informationen {iber die phéanomenologi-
sche Abhéngigkeit der Energiedichte von den Variablen benétigt, iiber die man in der
Regel nicht verfiigt. Wir werden spéter ausfiihrlich auf diesen Punkt zuriickkommen.

Mit den fiinf oben genannten Variablen haben wir schon alle Freiheitsgrade der
Newtonschen Fluide gefunden. Tatséchlich findet man in solchen Fliissigkeiten fiinf
Moden, von denen zwei propagieren und drei diffusiv sind [4]. Fiir das lokale Gleich-
gewicht kénnen wir schreiben:

de = T'ds + pdp + v;dg; (4.7)

Dabei tritt nun auch die Entropiedichte s in Erscheinung. In dieser Darstellung
haben wir s statt ¢ als Variable verwendet, ¢ ist damit eine Funktion von s, p und
gi- Die konjugierten Groflen sind die Temperatur 7" und das chemische Potential
1, die konjugierte Variable von g; ist gerade die Geschwindigkeit v;. Auflerdem gilt
aufgrund der Galilei-Invarianz fiir die Impulsdichte

gi = pu; . (4.8)
Fiir die Entropiedichte s lédsst sich ebenfalls eine Bewegungsgleichung aufstellen,
die allerdings keine Kontinuitdtsgleichung ist [41]; man spricht vielmehr von einer
Bilanzgleichung:

. R
S+ Vife = f (4.9)

Betrachten wir zundchst R = 0. In diesem Fall ist die Entropie erhalten, und das
System verhélt sich reversibel. s kann sich lokal &ndern, indem Entropie iiber den
Strom f; entweder zu- oder abfliefit. Ist R # 0, dann kann sich s zusétzlich auch
ohne eine Strom fj &ndern. Da die Entropie in einem abgeschlossenen System geméafl
des zweiten Hauptsatzes aber nicht kleiner werden kann, gilt grundsétzlich

R>0. (4.10)
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R heilt Entropieproduktion. Prozesse, bei denen R grofier als Null ist, werden irre-
versibel oder dissipativ genannt.
Als néchstes fithren wir den Druck P ein. Nach der Duhem-Gibbs-Relation [40]
gilt:
P=—c+Ts+ pup+v;g (4.11)

Mit GL.(4.7) und (4.11) erhalten wir eine niitzliche Beziehung, die den Druckgra-
dienten mit den Gradienten der konjugierten Variablen verkniipft:

VZ'P = SViT + pVi,u + ngivk (4.12)

Wir haben mit (4.4)-(4.6) bereits fiinf Bewegungsgleichungen fiir die fiinf Varia-
blen gefunden, allerdings kénnen wir sie noch nicht fiir konkrete Beispiele 16sen, weil
wir nicht wissen, wie die Strome aussehen. Wir wollen daher im néchsten Schritt die
Form der Stromdichten bestimmen. Dazu nutzen wir zunéchst aus, dass die Strome
derart beschaffen sind, dass sie versuchen, ein globales Gleichgewicht herzustellen.
Das System befindet sich dann in einem globalen Gleichgewicht, wenn die folgenden
Gleichgewichtsbedingungen iiberall lokal erfiillt sind [42]:

N —

Besondere Erwéhnung verdient die Bedingung A;; = 0. Sie sagt aus, dass lediglich
der symmetrisierte Geschwindigkeitsgradient verschwinden muss; der antisymme-
trische Anteil, ausgedriickt durch die Vortizitdt ; = 1/2(V x v),, kann auch im
Gleichgewicht verschieden von Null sein. Das ist der Fall, wenn die Fliissigkeit ro-
tiert.

Sind umgekehrt die Groflen aus Gl.(4.13) verschieden von Null, dann wirken sie
als thermodynamische Krifte und sind fiir Strome verantwortlich, die das System
ins Gleichgewicht bringen. Gleichzeitig miissen sich die Strome so verhalten, dass
die Entropieproduktion nicht negativ werden kann. Um diesen Punkt zu berticksich-
tigen, wollen wir R berechnen. Dazu schreiben wir G1.(4.7) in der Form

und setzen die Bewegungsgleichungen (4.4), (4.5) und (4.9) sowie Gl.(4.12) ein. Die
dabei resultierende Gleichung fiir € lisst sich in die folgende Form bringen:
¢ = —Vi[T'fi+ pgi +v; (Il — Pdyy)]

Die Beitrdge auf der rechten Seite lassen sich neben R eindeutig in zwei Gruppen
einteilen: Entweder haben wir einen Ausdruck, der sich als Divergenz schreiben lasst,
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oder einen Term, der eine thermodynamische Kraft als Faktor enthélt. Vergleichen
wir dieses Resultat mit Gleichung (4.6), dann kénnen wir die Energiestromdichte
und die Entropieproduktion identifizieren:

Daran sehen wir, dass die thermodynamischen Kréfte fiir die Entropieproduktion
verantwortlich sind; im Gleichgewicht ist R = 0. Andererseits tragen nur dissipative
Anteile der Strome zur Entropieproduktion bei, wir konnen also schreiben:

R = fPV,T + 1 A; (4.18)

Das bedeutet umgekehrt, dass wir aus Gl.(4.16) die reversiblen Anteile der Strom-
dichten ablesen konnen:

fi = svi—f (4.19)

Hij = P(Sij + pv;v; — Hg (420)
Da die Impulsdichte g; sowohl Stromdichte als auch Variable ist, kann sie keinen
dissipativen Anteil haben und taucht daher ebensowenig in R auf wie die thermo-
dynamische Kraft V;u + v;.

Schliefflich bleibt uns noch die Bestimmung der dissipativen Stromdichten. Da sie
im Gleichgewicht verschwinden miissen, ist der einfachste Ansatz eine Entwicklung
nach den in der Entropiebilanz vorkommenden thermodynamischen Kréften:

)

HB = NijriAw (4.22)

Kreuzterme, d.h. eine Abhéngigkeit der Entropiestromdichte von A;; bzw. der Im-
pulsstromdichte von V;T sind nicht zuléssig [4]. Das liegt daran, dass es in einem
isotropen System nicht moglich ist, A;; und V;T so zu koppeln, dass sie in der Entro-
pieproduktion einen skalaren Beitrag liefern. Fiir ein isotropes Medium lassen sich
die beiden Materialtensoren r,; und 7n;;1; aus der Symmetrie bestimmen:

P = kT (4.23)

7

I = 2n0AY + vAwdi (4.24)

Die Bestimmung der irreversiblen Strome gelingt uns also zu dem Preis, dass wir drei
Materialparameter einfiihren miissen, iiber deren Groflenordnung wir a priori keine
Angaben machen kénnen. x beschreibt die Warmeleitfahigkeit, die Viskositédten g
und v kennen wir bereits aus Kapitel 2. Diese Koeffizienten héngen im Allgemeinen
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von den skalaren Invarianten des Systems wie der Temperatur 7" und dem Druck P
ab [6], aber nicht von den thermodynamischen Kriften; anderenfalls wiirde dadurch
unsere Herleitung verwéssert. Setzen wir die Entwicklungen in die Entropiebilanz
(4.18) ein, ergibt sich

R =k (V) + 200 (A%)" + v (Aw)* . (4.25)

Da R nicht negativ werden kann, erhalten wir fiir die Materialparameter zwangslaufig
die Bedingungen:
k>0, o >0, v>0 (4.26)

Fassen wir die Resultate dieses Abschnitt noch einmal kurz zusammen. Wir ha-
ben nun ein System von Gleichungen zur Verfiigung, mit dem wir das makroskopische
Verhalten eines kompressiblen, isotropen Newtonschen Fluids beschreiben kénnen.
Dies sind die Bewegungsgleichungen fiir die Groflen p, g;, € und s, G1.(4.4)-(4.6) und
Gl.(4.9), die darin vorkommenden Stromdichten lauten:

g9i = pu; (4.27)
IL; = Poij + pviv; — 277014% — VAkk0i; (4.28)
fi = svi = KkVT (4.29)
Qi = (e+P)vy;— TV, T — (QnoA?j + l/AkaSij) on (4.30)

Die Entropieproduktion ist durch Gl.(4.25) gegeben. Fiir ein isothermes, inkompres-
sibles Newtonsches Fluid reduzieren sich diese Gleichungen auf die Inkompressibi-
litdtsbedingung (2.6) und die Navier-Stokes-Gleichung (2.7) aus 2.1.

4.2 Die Hydrodynamik polymerer Fluide

Wie wir schon gesehen haben, reichen die Bewegungsgleichungen fiir einfache Fluide
nicht aus, um die charakteristischen Flieleigenschaften isotroper polymerer Fluide
zu beschreiben. Generell liegt der Schliissel zur Erweiterung der im vorigen Ab-
schnitt vorgestellten Methode in der Wahl der Variablen. Neben den Dichten der
Erhaltungsgrofien gibt es allgemein noch zwei weitere Typen, ndmlich zum einen
Variablen, die gebrochene kontinuierliche Symmetrien beschreiben, und zum ande-
ren makroskopische langsame Variablen [6]. Spontane Symmetriebrechungen spielen
beispielsweise bei nematischen Fliissigkristallen eine Rolle [4] und fithren zu hy-
drodynamischen Variablen, da fiir sie Gleichung (4.1) erfiillt ist [6]. Einen anderen
Ursprung besitzt der zweite Variablentyp. Betrachten wir noch einmal die Bedin-
gung (4.2) fiir die Giiltigkeit der hydrodynamischen Theorie. Es kann nun in einigen
Systemen vorkommen, dass die Zeit 74, in der das lokale Gleichgewicht erreicht
wird, so groB ist, dass sie die Anwendbarkeit der Theorie auf sehr kleine Frequenzen
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einschrankt. In diesem Fall kann man sich so behelfen, dass man die Variable, deren
Relaxation fiir 7 verantwortlich ist, in die hydrodynamische Theorie mit aufnimmt.
Diese Variable erfiillt nicht die Beziehung (4.1) und ist damit nicht hydrodynamisch;
man spricht dann von einer makroskopischen Variablen [6]. Dieses Vorgehen hat den
Vorteil, dass fiir die Bedingung zum Erreichen eines lokalen Gleichgewichts (4.2) die
néchst langsamere Zeitskala 7, verantwortlich ist, die dann um Grofenordnungen
kleiner sein kann als 7.

Welche zusétzlichen Variablen brauchen wir nun, um die Hydrodynamik New-
tonscher Fluide auf polymere Fluide zu erweitern? Die Grundidee, die uns zu diesem
Ziel fithrt, basiert auf der in 3.2.3 beschriebenen linearen Viskoelastizitat. Wir be-
ginnen daher zunéchst mit einem Blick auf die Hydrodynamik isotroper elastischer
Festkorper und suchen dann nach einer Moglichkeit, die Viskoelastizitét in das Mo-
dell zu integrieren.

Im unverzerrten Zustand eines elastischen Festkorpers ohne dufiere mechanische
Spannungen werde die Lage der verschiedenen korperfesten Punkte iiber die Koor-
dinaten a beschrieben. Wird das System nun verschoben, rotiert und verzerrt, so
befindet sich im Allgemeinen der korperfeste Punkt, der vorher an der Stelle r = a
war, nun am Ort r # a. Die Verinderung des Systems lésst sich demnach durch die
eindeutige Funktion r (a) darstellen. Diese Formulierung wird generell in der linea-
ren Elastizitdtstheorie verwendet [43], fiir unsere hydrodynamische Beschreibung ist
sie allerdings ungeeignet, da wir die Groflen als Funktionen der ortsfesten Koordi-
naten r darstellen wollen [8]. Fiir uns ist daher die Umkehrung a (r) niitzlicher, da
sie die Euler-Beschreibung verkorpert. Anschaulich bedeutet diese Darstellung, dass
sich am Ort r der korperfeste Punkt befindet, der im unverzerrten Zustand an der
Stelle a sitzt. Bei einer dynamischen Deformation befinden sich dann am Ort r zu
unterschiedlichen Zeiten unterschiedliche korperfeste Punkte mit verschiedenen a.

Das Feld a (r) beschreibt die gebrochenen Translations- und Rotationssymme-
trien eines elastischen Festkorpers [44]. Das bedeutet, dass sich die Energie des
Systems bei einer homogenen Translation oder Rotation nicht dndert, bei einer in-
homogenen Deformation aber sehr wohl. Die drei Gréfen a;, die die Verformung eines
elastischen Festkorpers beschreiben, sind daher gebrochene Symmetrievariablen. Be-
wegungsgleichungen fiir die a; lassen sich aus der trivialen Eigenschaft ableiten, dass
sich die Ausgangskoordinaten eines kérperfesten Punktes nicht mit dessen Bewegung
zeitlich &ndern konnen [44):

a; + v Via; =0 (4.31)

Allgemein kann man auf der rechten Seite einen Quasistrom Y; einfithren, der ei-
ne Diffusion der Ausgangskoordinaten zulédsst [8, 44]. Auf diese Weise kann man
den Effekt der Leerstellendiffusion [4] einbringen; fiir unser eigentliches Ziel der Be-
schreibung polymerer Fluide ist dieser Beitrag jedoch nicht weiter interessant [9].
Aus GI1.(4.31) wird deutlich, dass die a; die Bedingung (4.1) erfiillen und damit
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hydrodynamische Variablen sind.

Die Energie eines isotropen elastischen Festkorpers hédngt natiirlich generell von
einer elastischen Verzerrung ab, ist aber translations- und rotationsinvariant. Daher
ist die Energiedichte keine allgemeine Funktion von a (r), sondern nur von dem An-
teil, der eine reine Verzerrung beschreibt. Wir extrahieren diesen aus a (r), indem wir
den Eulerschen Verzerrungstensor U;; definieren iiber die relative Langenénderung
zweier benachbarter Punkte, d.h. dr? — da? = 2U;;dr;dr; [8]. U;; lautet dann:

Ul'j = % (51] - Viaijak) (432)
Usj ist offensichtlich symmetrisch und im unverzerrten Zustand mit r = a gleich Null.
Auflerdem erkennt man, dass die Diagonalelemente, und damit auch die Eigenwerte,
stets kleiner als 1/2 sein miissen. Auf den ersten Blick sieht die Definition von U;; wie
die von Uj; in 3.4 aus, es gibt allerdings einen gravierenden Unterschied: Wéhrend
a hier die Koordinaten der korperfesten Punkte im unverzerrten Zustand angibt,
bezieht sich a in Uj; auf einen willkiirlichen Zeitpunkt ¢'.
Eine Bewegungsgleichung fiir U;; kénnen wir einfach herleiten, indem wir die
Bewegungungsgleichung fiir a;, G1.(4.31), in die Zeitableitung der Definition des
Verzerrungstensors, Gl.(4.32), einsetzen:

Uij + o VilUij — Aij = =Us; Vivr — U Vjug (4.33)

Sie koppelt die Verzerrung des Festkorpers an den Gradienten des Geschwindigkeits-
feldes.

Wir kommen nun zu den polymeren Fluiden zuriick und beriicksichtigen das li-
near viskoelastische Verhalten bei kleinen &ufleren Storungen. Im Grenzfall kleiner
Frequenzen haben wir das Verhalten eines Newtonschen Fluids, das bedeutet, dass
eine elastische Verzerrung keine Rolle spielt, U;; = 0. Bei sehr groen Frequenzen
hingegen ist auch fiir Polymere eine elastische Verzerrung definiert, und die Bewe-
gungsgleichung (4.33) wird erfiillt. Um beide Grenzfélle unter einen Hut zu bringen,
bleiben uns zwei Dinge zu tun [8]:

e Wir fithren die Komponenten des Verzerrungstensors als zusétzliche Variablen
ein. Fiir ein lokales Gleichgewicht kénnen wir dann schreiben:

Die Groflie v;; wird dabei als konjugierte Variable von U;; eingefiihrt. Ob-
wohl U;; als symmetrische Matrix zunéchst sechs unabhéngige Komponenten
besitzt, gewinnen wir beim elastischen Festkorper doch nur drei neue Frei-
heitsgrade hinzu, da sich U;; aus den drei Komponenten von a ableitet.
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e Wir {ibernehmen im Wesentlichen die Bewegungsgleichung (4.33) eines elasti-
schen Festkorpers, fithren aber dariiber hinaus einen Relaxationsbeitrag Xi?
ein:

Uij + UkaUl'j — Az’j + Uijivk + Uiijvk = X@? (435)

Der Quasistrom Xg? muss dann die Eigenschaft besitzen, dass er bei einer
kleinen &dufleren Storung im Grenzfall grofler Frequenzen verschwindet und
im Grenzfall kleiner Frequenzen so grofl ist, dass U;; quasi unendlich schnell
in den unverzerrten Zustand relaxiert. Die Hinzunahme von Xi? hat dariiber
hinaus Konsequenzen fiir die Variable U;;: Da sich die Verzerrung nun nicht
mehr auf das Feld a zuriickfiithren lésst, enthélt sie im Gegensatz zum elasti-
schen Festkorper jetzt tatséchlich sechs unabhédngige Komponenten und damit
sechs Freiheitsgrade. Aulerdem verliert U;; seinen hydrodynamischen Charak-
ter; wie wir spéter im Detail sehen werden, fithren wir ndmlich mit Xi? eine
Zeitskala ein, mit der U;; die Bedingung (4.1) verletzt. U;; stellt also einen Typ
von Variablen dar, der die eingangs vorgestellten Standardtypen mischt. Wir
konnen beispielsweise von einer langsamen makroskopischen Symmetrievaria-
blen sprechen. Da die Komponenten U;; an keinen Erhaltungssatz gebunden
sind, ergeben sich die zusétzlichen globalen Gleichgewichtsbedingungen ein-
fach aus

s

Clim Py =0, (4.36)

;; stellt damit die thermodynamische Kraft dar, die das System in den un-
verzerrten Zustand bringen will.

Fassen wir kurz zusammen, wie nun unser Ansatz fiir die Hydrodynamik polyme-
rer Fluide aussieht. Als Variablen haben wir die Massendichte p, die Impulsdichte g;,
die Energie- bzw. die Entropiedichte ¢ bzw. s und die Komponenten des FEulerschen
Verzerrungstensors U;;. Das lokale Gleichgewicht wird durch (4.34) charakterisiert,
auferdem stehen uns die Bewegungsgleichungen (4.4)-(4.6), (4.9) und (4.35) zur
Verfiigung. Das globale Gleichgewicht wird durch die Bedingungen (4.13) und (4.36)
charakterisiert. Was nun noch zu tun bleibt ist die Bestimmung der verschiedenen
Strome, der Entropieproduktion und des Quasistroms X@']? . Dabei gehen wir wie
im vorigen Abschnitt vor und verwenden die hydrodynamische Standardprozedur.
Zuvor werfen wir jedoch noch einen Blick auf den Druck P [8]:

=—<c+Ts+ pup+vg; (4.37)

Es féllt auf, dass ein Beitrag der Form ;;U;; fehlt. Das liegt daran, dass wir den
Druck in der obigen Form definiert haben. Diese Definition ist in einem bestimmten
Rahmen willkiirlich. Wir wollen P daher eher als eine Art Abkiirzung betrachten,
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die sich an die bekannte Duhem-Gibbs-Relation anlehnt. Fiir den Gradienten gilt
dann

ViP = sViT + pVip + giVivy — ¥ ViU, . (4.38)
Zur Bestimmung der Entropieproduktion starten wir mit Gl.(4.34),

und setzen die Bewegungsgleichungen (4.4),(4.5), (4.9) und (4.35) und den Druck-
gradienten (4.38) ein. € ldsst sich eindeutig auf die Form

+ (TLy; — Péij — pvivj + tij — Uptbey — YinUsj) Aij + X by (4.40)

J

bringen. Dabei wurde ausgenutzt, dass nach wie vor g; = pv; ist, und dass aus der
Rotationsinvarianz der Energiedichte die Symmetrie von Uiy, folgt [8]. Zudem
wurde II,; bereits symmetrisiert. Der Vergleich mit (4.6) liefert

R = —(II;; — Péij — pvivj + ¢ij — Uthr; — YarUsj) Ay
— (fi = sv)) ViT — XDy (4.41)

Zur Entropieproduktion tragen wie bisher nur dissipative Beitridge der Stromdichten
bei. Wir kénnen also R in der Form

R=fPViT + HBAU - X;?@/)z‘j (4.43)

schreiben und die reversiblen Beitrége von f; und II;; ablesen:
fi = svi—fP (4.44)
;= Pdij+ poiv; — iy + Unthrg + Uy — T (4.45)

Die dissipativen Stromdichten entwickeln wir wie zuvor nach den in R vorhandenen
thermodynamischen Kréften. Wir erhalten auf diese Weise

= kT (4.46)
Hg‘ = NijrrAn + Bijritbm (4.47)
Xi? = B A — it (4.48)

Wie zuvor bei den Newtonschen Fluiden sind Kreuzterme mit YV, 7" nicht erlaubt,
sehr wohl aber Kreuzterme zwischen A;; und 1;;. Mit dem Auftauchen der Kopp-
lungsparameter 3;;5; sowohl in HB als auch in Xi? kommt die Onsager-Relation [41]

ins Spiel, die hier dafiir sorgt, dass in der Entropieproduktion keine Produkte von



40 KAPITEL 4. DIE HYDRODYNAMISCHE THEORIE

thermodynamischen Kréften mit unterschiedlicher Zeitumkehrparitdt vorkommen.
Nutzen wir ferner die Isotropie unseres Systems aus, finden wir:

—_—y (4.49)
Hg. = 2770014% + VAR + 26155 + BoVrrlij (4.50)
Xg = 2014 + BoAkibi; — 2(11@/)% — Qtr0ij (4.51)

Die Symmetrie erlaubt also fiir ein isotropes polymeres Fluid insgesamt sieben Ma-
terialparameter, das sind vier mehr als bei einem Newtonschen Fluid. Um etwas
iiber die Vorzeichen der Koeffizienten aussagen konnen, setzen wir die dissipativen
Strome in die Entropieproduktion ein:

R=w (V)" + 20 (A2) 40 (A + 200 (09) + 0 (W) (452)

Wie gefordert tritt kein Mischterm mit A;; und v;; auf. Das bedeutet ferner, dass
die Kreuzkopplungsterme streng genommen reversibel sind. Fiir die Vorzeichen der
in R vorhandenen Parameter muss gelten:

k>0, Ne>0, v>0, a; >0, a;>0 (4.53)

Uber die Kreuzkopplungsparameter 3; und (3, kénnen wir vorerst nichts aussagen.

Wir sind nun bei den Gleichungen angelangt, die die Grundlage dieser Arbeit
bilden. Fassen wir sie zum Ende dieses Abschnitts kurz zusammen. Die Dynamik
eines isotropen polymeren Fluids wird beschrieben mit den Bewegungsgleichungen
(4.4)-(4.6), (4.9) und (4.35), wobei die darin auftretenden Strome und Quasistrome
gegeben sind durch:

gi = pu; (4.54)

fi = svi =KV (4.55)
Ii; = Poy+ pviv; — i + Untbrj + YirUs;

—2770014% - VAkk5z‘j - 2511%’ - 52¢kk5z‘j (4-56>

XD = 2B1Ai5 4 BaAirbi; — 20007 — cothdi (4.57)

Qi = Tfi+ pgi + v (I, — Pdyy) (4.58)

Gl.(4.52) gibt die Entropieproduktion an.

Um die hier erhaltenen Ergebnisse besser mit den Gleichungen aus den Kapiteln
2 und 3.4 vergleichen zu kénnen, fithren wir wieder den Begriff des Spannungstensors
ein, so dass die Bewegungsgleichung fiir die Impulsdichte, G1.(4.5), in der Form

0
En (pvi) + Vi (pvivi, + o) = 0 (4.59)
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geschrieben werden kann. o;; lautet dann
0ij = Péyj + o + 0} (4.60)

wobei Uf}a in der Folge als elastischer Anteil des Spannungstensors bezeichnet wird,

o = —thij + Untdg + U (4.61)

und 05 identisch zu —HB ist. Hier offenbaren sich die elementaren Unterschiede zwi-
schen den konstitutiven Modellen und der Hydrodynamik. Wéhrend in der Rheolo-
gie eine Bewegungsgleichung fiir den Spannungstensor oj; = af}a + 05 gelost werden
muss, haben wir in der hydrodynamischen Beschreibung eine Bewegungsgleichung
fiir den Verzerrungstensor zur Verfiigung, mit dessen Kenntnis dann der Spannungs-
tensor o;; berechnet werden kann. Die Struktur des Spannungstensors ist dabei im
Gegensatz zu den konstitutiven Modellen eindeutig gegeben, was hauptsédchlich auf
die Beriicksichtigung der Energieerhaltung zuriickzufiihren ist. An dieser Stelle zeigt
sich einer der Vorteile der hydrodynamischen Methode gegeniiber so speziellen Prin-
zipien wie dem von Oldroyd. Ein weiterer wichtiger Unterschied besteht darin, dass
im hydrodynamischen Modell die Gréfle A;; nicht mehr fiir alle vergangenen Zeiten
bekannt sein muss, um den Spannungstensor berechnen zu koénnen, allerdings zu
dem Preis, dass neben A;; auch der Verzerrungstensor U;; bekannt sein muss. Die
Lokalitét der Theorie erkauft man sich damit durch die Erhohung der Anzahl der
Variablen.

Ein tiefer gehender Vergleich zwischen dem hydrodynamischen Modell und den
konstitutiven Modellen wird in [45] ausgefiihrt. Dabei wird der Spannungstensor
nach dem Verzerrungstensor entwickelt und dann die Differentialgleichung fiir U;; in
eine Gleichung fiir o;; umgewandelt. Es zeigt sich, dass in dieser Néherung viele Ahn-
lichkeiten zu verschiedenen konstitutiven Gleichungen finden lassen. Eine ausfiihrli-
che Diskussion dieses Vergleichs wiirde den Rahmen dieser Arbeit sprengen, fiir die
ausfithrliche Behandlung sei deshalb auf [45] verwiesen.



Kapitel 5

Stromungen polymerer Fluide mit
schwachen Verzerrungen

Die grundlegende Idee, die zum hydrodynamischen Modell des letzten Kapitels fiihrt,
ist die Einbeziehung des viskoelastischen Verhaltens mittels eines relaxierenden Ver-
zerrungstensors. Es ist damit aber noch lange nicht gesagt, dass dieses Modell auch in
der Lage ist, andere grundlegende Effekte polymerer Fluide wie die Scherverdiinnung
oder die Existenz von Normalspannungsdifferenzen in Scherstrémungen zu beschrei-
ben. Das Hauptziel dieser Arbeit ist es daher, herauszufinden, ob das hydrodyna-
mische Modell solche Effekte enthilt. Dazu wenden wir das Modell erstmals auf
konkrete Beispiele verschiedener Stromungen an und vergleichen die Resultate mit
experimentellen Beobachtungen. Dabei steht der qualitative Aspekt im Vordergrund.

In diesem Kapitel werden wir uns auf Scher- und Elongationsstromungen be-
schrinken, in denen die Komponenten des Verzerrungstensors kleine Groflen sind.
Da das Modell in seiner allgemeinen Form noch sehr unhandlich und in der Regel
nur numerisch losbar ist, wollen wir in 5.1 einige Annahmen einfiihren, die die Be-
wegungsgleichungen so weit vereinfachen, dass wir fiir die verschiedenen Beispiele
iiberwiegend analytische Losungen erhalten. Auf dieser Basis werden wir dann in
5.2 Scherstromungen mit unterschiedlichen Zeitabhéngigkeiten und in 5.3 Elonga-
tionsstromungen behandeln.

5.1 Vereinfachungen des Modells

Die im vorigen Kapitel hergeleiteten Gleichungen sind noch sehr allgemein und ent-
halten viele Aspekte, die fiir die ersten einfachen Anwendungen des Modells nicht
weiter interessant sind, zum Beispiel den Einfluss des Temperaturgradienten. Wir
wollen daher das Modell so weit vereinfachen, dass uninteressante Aspekte ver-
nachléssigt werden und nur wesentliche Eigenschaften wie beispielsweise der nicht-

42
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lineare Einfluss der Verzerrung Uj;; iibrig bleiben.

Eine nahe liegende Annahme, die wir auch schon bei den Newtonschen Fluiden
verwendet haben, ist die der Inkompressibilitat. Die Massendichte p wird im Folgen-
den als konstant angenommen, und die Massenerhaltung (4.4) reduziert sich auf den
Ausdruck Vivp = Agr = 0. Die Impulserhaltung lasst sich damit auf die einfachere
Form

p(l')i +kakvi) +Vj (P(;Z] ~|>0'f]1-a+0'5) =0 (51)

bringen. Es ist wichtig, hierbei zu beachten, dass die Annahme keine Aussage {iber
eine Inkompressibilitdt beziiglich der elastischen Verzerrung U;; macht. Das mag
im ersten Moment {iberraschen, liegt aber daran, dass p und U;; voneinander un-
abhingige Variablen sind. Uber die Einfithrung einer , elastischen Inkompressibilitét“
miissen wir uns spéter zusétzlich noch Gedanken machen.

Eine weitere wichtige Vereinfachung besteht darin, nur isotherme Systeme zu
betrachten. Damit ist der Temperaturgradient iiberall im Fluid identisch Null, und
die generell vorhandene Temperaturabhéngigkeit der Materialparameter spielt keine
Rolle mehr. Die Entropiebilanz lautet damit

. R
$+ v, Vs = ? , (52>

und ist im Folgenden nicht mehr von Interesse.

Eine nicht mehr ganz so offensichtliche Ndherung ist die Vernachléssigung der
Kreuzkopplungsterme in o;) und X7. Die Herleitung der Stromdichten hat gezeigt,
dass diese Beitrdge prinzipiell erlaubt sind, aber nicht, welche Rolle sie tatséchlich
spielen; Informationen iiber die Gréf8enordnungen der Materialparameter lassen sich
nur {iber den quantitativen Vergleich mit Experimenten und nicht allein aus der
Theorie heraus gewinnen. Wir werden dennoch 3; und (3, gleich Null setzen, da die
Theorie auf diese Weise zwei Parameter weniger enthélt. Sollten wir feststellen, dass
auf diese Weise wichtige Effekte nicht wiedergegeben werden koénnen, ist es immer
noch moglich, sie nachtriaglich zu beriicksichtigen. In Anhang A beschéftigen wir
uns etwas ausfiihrlicher mit dem Einfluss von 7 und 5. Die Stromdichten 05 und
Xi? lauten in der Naherung einfach

X)) = =200 — anthidi; -

Da A;; aufgrund der Inkompressibilitét grundsatzlich spurfrei ist, schreiben wir ab
jetzt stets Agj = A;j. Yy ist jedoch im Allgemeinen verschieden von Null.

Setzen wir den Quasistrom Xi? in die Bewegungsgleichung fiir U;;, G1.(4.35),
ein, dann stellen wir fest, dass die resultierende Gleichung nur schwierig zu lésen
ist: 1);; ist im Allgemeinen eine nichttriviale und dariiber hinaus zunéchst nicht
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néher bestimmte Funktion von U;;. Als einfachen Ausweg linearisieren wir 1);; als
Funktion von U;;. Da in der linearen Elastizitdtstheorie 1;; gerade dem elastischen
Spannungstensor entspricht [43], konnen wir schreiben!:

’g/),‘j = k?lUg + kQUkkéij (55)

Die elastischen Konstanten k; und ks, sind positiv; k1 beschreibt die Scherelastizitét
und ks die die elastische Kompressibilitdt der Probe. Der Quasistrom Xi? ldsst sich
dann schreiben als

1 1
X)) = _;Uz‘oj - ;Ukk@j (5.6)

mit den Relaxationszeiten 7 = 1/ (2a1k;) und 7 = 1/ (3agks). Die Linearisierung
von v;; werden wir nur an dieser Stelle verwenden; die Beitrdge von 1;; zu cr‘fjl-aL
sind nach wie vor nichtlinear. Das mag zwar inkonsequent erscheinen, es zeigt sich
jedoch, dass gerade die nichtlineare Elastizitdt zu den grundlegenden Effekten in
polymeren Fluiden fithrt. Wir versuchen damit sozusagen einen Spagat zwischen
einfach zu losenden Gleichungen und einer allgemeinen nichtlinearen Diskussion.
An Gl.(5.6) erkennen wir zudem eine wichtige Eigenschaft des Systems: Die Gleich-
gewichtsbedingung 1;; = 0 ist gleichbedeutend damit, dass der Verzerrungstensor
verschwindet. Im globalen Gleichgewicht ist das System also unverzerrt.

Die beiden Relaxationszeiten 7 und 7 haben einen unterschiedlichen Charak-
ter: Wahrend 7 die Relaxation einer Scherung beschreibt, ist 7 die charakteristische
Zeitskala der Relaxation einer Volumendnderung. Es ist daher sinnvoll anzuneh-
men, dass 7 wesentlich gréfler als 7 ist. Wir gehen sogar so weit, zu sagen, dass 7
gegeniiber 7 vernachlédssigbar klein ist. Daher extrahieren wir den spurfreien Anteil
der Bewegungsgleichung (4.35) und schreiben:

. 1
Ug + UkaUg — Aij + [Ukjvivk + Uiijvk]O = —;Ug (57)

Durch die Einfithrung der Relaxationszeit 7 konnen wir das viskoelastische Verhalten
quantifizieren: Gilt fiir eine kleine duflere Storung der Frequenz w die Beziehung
wT < 1, dann verhélt sich das System wie ein Newtonsches Fluid, im Fall wr > 1
hingegen wie ein elastischer Festkorper. Im zweiten Fall ist natiirlich zu beachten,
dass die Giiltigkeitsbedingung der Hydrodynamik, Gl.(4.2), erfiillt bleibt.

Uber den Spuranteil kénnen wir die Aussage machen, dass er auf der von 7 vor-
gegebenen Zeitskala bereits relaxiert ist; mit der in Gl.(5.6) gegebenen Form von
XZ]? bedeutet das, dass Uy, = 0 ist. Das ist gerade die elastische Inkompressibilitéts-
bedingung der linearen Elastizitétstheorie [43]. Dieses Ergebnis ist fiir uns jedoch
nicht zufrieden stellend, da es sich eher anbietet, die allgemeine nichtlineare Inkom-
pressibilitdtsbedingung zu verwenden, damit wir im Grenzfall des Festkorpers eine

n [43] ist der Spannungstensor mit dem entgegengesetzten Vorzeichen definiert.
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konsistente nichtlineare elastische Beschreibung vorliegen haben. Diese Bedingung
ist eine Gleichung, die die sechs Komponenten von U;; miteinander verkniipft; sie
lasst sich in der Form Uy, = f (Uioj) schreiben, wobei f eine zunédchst nicht ndher be-
stimmte Funktion ist. Um dieses Verhalten in unser Modell zu integrieren, schreiben
wir Xg in der allgemeineren Form

XD = —%U;} - % (U — £ (U5)) 85 - (5.8)

Das bedeutet, dass die Spur Uy, auf der Zeitskala 7 nicht gegen Null, sondern gegen
f(UY) relaxiert. Die Darstellung stellt keinen Widerspruch zur Gleichgewichtsbedin-
gung ;; = 0, d.h. U;; = 0 dar, solange

lim f(U5) =0 (5.9)

0
Uij—>0

gilt; diese Bedingung ist trivialerweise erfiillt. Verwenden wir schliellich wieder die
Néherung 7 > 7, dann wird die Verzerrung U;; letztendlich durch die Gleichungen
(5.7) und Uy, = f (Uioj) beschrieben.

Wie sieht die nichtlineare Inkompressibilitdtsbedingung nun konkret aus? Dazu
erinnern wir uns an den Cauchy-Tensor C;; aus 3.4,

Cij = Viaijak s (510)

und denken daran, dass a den unverzerrten Zustand, also den Zustand minimaler
elastischer Energie beschreibt. In einem inkompressiblen System ist die Determinan-
te von Cj; identisch Eins [2]. Aufgrund der Beziechung C;; = d;; — 2U;; kann man
diese Beziehung im Hauptachsensystem von U;; schreiben als

(1—=20,) (1 —2Us) (1 —2U3) =1 (5.11)

Uy, Uy und Us sind die Eigenwerte von Uj;. In erster Ordnung reduziert sich G1.(5.11)
auf Uy, = 0. Um die Inkompressibilitdtsbedingung anschaulich besser verstehen zu
konnen, fiihren wir im Hauptachsensystem von U;; die so genannten Extensionsko-
effizienten A1, Ay und A3 ein [46]:
A= (Via) ™ ! ' =1,2,3 5.12
z-_(za1) _ma t=14 ( )
Ihre Bedeutung wird klar, wenn man sich die Deformation eines homogenen elas-
tischen Festkorpers im Hauptachsensystem ansieht (in Abbildung 5.1 wird der An-
schaulichkeit halber ein zweidimensionaler Kérper dargestellt). Wir betrachten zwei
korperfeste Punkte, deren Verbindungsstrecke parallel zu einer Hauptachse liegt und
im unverzerrten Zustand die Lange Aa, besitzt. Durch eine Dehnung oder Stauchung
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Abbildung 5.1: Deformation eines Quaders durch Dehnung/Stauchung entlang der
Koordinatenachsen. Der unverzerrte Zustand ist gestrichelt dargestellt.

des Korpers dndert sich der Abstand auf Ary. Ay = Ary/Aa, ist dann nichts ande-
res als die relative Langendnderung dieser Strecke. Im unverzerrten Zustand ist der
Koeffizient identisch Eins, bei einer Dehnung entlang der zugehorigen Achse wird
er grofler und bei einer Stauchung kleiner als Eins; im Falle einer unendlich starken
Deformation wird er unendlich grof3 bzw. Null. Lésst man den Abstand der Punkte
infinitesimal klein werden, dann ist A; eine lokale Grofe, sieche Gl.(5.12), und daher
auch fiir inhomogen verzerrte Systeme definiert. Die Inkompressibilitéat ldsst sich

lokal auf die einfache Weise [46]
Moy = 1 (5.13)

formulieren. Diese anschauliche Darstellung wird uns auch bei polymeren Fluiden
niitzlich sein, allerdings diirfen wir, wie wir ja zuvor schon gesehen haben, die
Langendnderung nicht mehr relativ zu korperfesten Punkten verstehen.

Schliefllich miissen wir noch auf das Problem der Berechnung von 1;; zuriick-
kommen. Fiir den Beitrag in X@']? haben wir die Grofle linearisiert, aber wie schon
erwahnt sind die Nichtlinearitdten der Elastizitdt entscheidend fiir polymeres Ver-
halten. Da wir ohne eine konkrete Angabe von 1);; den Spannungstensor o;; nicht
berechnen konnen, bleibt uns nichts anderes {ibrig, als eine gezielte Annahme zu ma-
chen. Am néchsten liegend ist es, den elastischen Beitrag der Energiedichte nach U;;
zu entwickeln und daraus dann v;; zu berechnen. Dieser Schritt reduziert natiirlich
die Giiltigkeit des Modells auf die Fille, in denen Uj;; eine kleine Grofle ist. Mit den
Moglichkeiten einer Verallgemeinerung werden wir uns in Kapitel 6 befassen.

Um eine Entwicklung von e zu konstruieren, gehen wir von Gl.(4.34) aus und
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wechseln ins Ruhesystem mit der Transformation 't = & — 1/2pv?. Diese Energie-
dichte hangt nur noch von p, s und U;; ab und soll nun nach U;; entwickelt werden.
Da die elastische Energie nicht von einer Rotation des Koordinatensystems abhéngt,
tragen zu ihr nur die drei Invarianten von U;; bei. Wir kénnen daher ™ nach den
drei Eigenwerten Uy, U, und Us entwickeln, bevorzugen aber hier die Spur von Uj;,
Tr (U) = U, sowie die Spuren des Quadrats der zweiten und dritten Potenz von
Uy, Tr (U?) = UyUy und Tr (U?) = UyUynUpy. Es wird sich im Verlauf dieses
Kapitels zeigen, dass es sinnvoll ist, bis in die vierte Ordnung von U;; zu entwickeln.
Pro Ordnung kénnen wir die folgenden Beitréige zusammensetzen:

1. Ordnung -
2. Ordnung Tr (U?), [Tr (U)]?
3. Ordnung Tr (U3), Tr (U?) Tr (U), [Tr (U))?

4. Ordnung | Tr (U3) Tr (U), [Tr (U2)], Tr (U?) [Tr (U)]%, [Tr (U))*

Einen Beitrag zur ersten Ordnung kann es nicht geben, da die Energie fiir U;; = 0 mi-
nimal sein muss. Wir erhalten also zwei elastische Konstanten fiir die zweite, drei fiir
die dritte und vier fiir die vierte Ordnung. Somit liefert die Entwicklung insgesamt
neun Parameter, eine stattliche Anzahl fiir ein so einfaches Modell. Gliicklicherweise
konnen wir diese Zahl deutlich reduzieren, wenn wir zusétzlich die Inkompressi-
bilitdtsbedingung beachten. Da im linearen Fall U;; spurfrei ist, muss Tr (U) ein
Term mindestens zweiter Ordnung sein. Damit verschieben sich die Beitrédge zu den
Ordnungen wie folgt:

1. Ordnung -
2. Ordnung Tr (U?)
3. Ordnung Tr (U3)

4. Ordnung | [Tr (U2)]?, Tr (U2) Tr (U), [Tr (U)]?

Weiterhin konnen wir mit G1.(5.11) zeigen, dass in zweiter Ordnung fiir die Inkom-
pressibilitdtsbedingung gerade Tr (U) = —Tr (U?) gilt. Deshalb gibt es auch in vier-
ter Ordnung nur einen unabhéingigen Beitrag, und wir stellen fest, dass wir die An-
zahl der elastischen Parameter auf drei reduziert haben. Wir verwenden jetzt noch,
ebenfalls mit Hilfe von G1.(5.11), dass in vierter Ordnung Tr (U*) = 1/2 [Tr (U?)]?
gilt, und schreiben damit letztendlich fiir £

e (s,p,Us;) = & (s, p) + %KlTr (U?) + %KgTr (U%) + iKgTr (Uh) . (514

Die elastischen Parameter K7, Ky und K3 konnen ebenfalls Funktionen von s und
p sein, was aber fiir unsere Betrachtungen keine Rolle spielt. Damit die Energie im
unverzerrten Zustand minimal ist, muss K, positiv sein. 1;; kénnen wir jetzt bis in
die dritte Ordnung von U;; berechnen:

Vi = K1Usj + KU Ury + K3Ui U Uy (5.15)
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Ein Vergleich mit Gl.(5.5) fithrt zur Beziehung k; = K;. Mit Gl.(4.61) haben wir
letztendlich auch eine Gleichung fiir den elastischen Anteil des Spannungstensors
gefunden:
o5t = —K\Ujj 4+ 2Ky — K3) Ui Uy + (2K5 — K3) Uy Ui Uy (5.16)
Wir haben nun das hydrodynamische Modell fiir polymere Fluide so weit verein-
facht, dass eine analytische Beschreibung elementarer Stromungstypen méglich ist.
Die entscheidenden Gleichungen sind die Bewegungsgleichungen von U;;, Gl. (5.7)
und (5.11), sowie die Impulserhaltung (5.1) und die Beitrége zum Spannungstensor
(5.3) und (5.16), wobei wir die Bedingung Ay, = 0 nicht aufler Acht lassen diirfen.
Das vereinfachte Modell enthilt insgesamt fiinf Materialparameter, namlich die Vis-
kositétskonstante 7., die Relaxationszeit 7 und die drei elastischen Parameter K1,
K5 und Kj3. Neben K und 7., muss auch 7 aufgrund der Definition 7 = 1/(2a4 K})
positiv sein. Mit diesem Werkzeug konnen wir uns jetzt konkreten Beispielen zu-
wenden.

5.2 Scherstromungen bei kleinen Verzerrungen

5.2.1 Allgemeine Betrachtungen

In Abschnitt 2.2 haben wir die Eigenschaften eines Newtonschen Fluids in einer
ebenen Scherstromung betrachtet. Wir wollen jetzt das hydrodynamische Modell
fiir polymere Fluide auf dieselbe Geometrie anwenden und sehen, wie gut wir die
experimentellen Eigenschaften, die wir zum Teil schon in 3.2 vorgestellt haben, wie-
dergeben kénnen. Dazu erinnern wir uns an die einfache Schergeometrie aus Abbil-
dung 2.1 und die allgemeine Gestalt des Geschwindigkeitsprofils:

v(r,t) =v, (y,t)x (5.17)

X ist die Stromungsrichtung, y die Richtung der Geschwindigkeitsénderung und z
die neutrale Richtung. Weiterhin miissen wir uns Gedanken iiber die Struktur des
Verzerrungstensors U;; machen. So ist offensichtlich die z-Achse eine Hauptachse von
Ui;, die Komponenten U,, = U, und U,, = U, miissen daher verschwinden. Ferner
nehmen wir an, dass das Fluid entlang der z-Achse nicht gedehnt oder gestaucht
wird; in diesem Fall ist dann der Extensionskoeffizient in z-Richtung A3 identisch
Eins, und U,, = 0. Da diese Bedingung jedoch eine zusétzliche Gleichung fiir den
Verzerrungstensor liefert, sind die Bewegungsgleichungen von U;; iiberbestimmt. Es
zeigt sich, dass nur dann eine eindeutige Losung existiert, wenn dariiber hinaus auch
UY = 0 ist. Das System ist damit also praktisch zweidimensional, und der spurfreie
Anteil von U;; lautet Uioj = U;; — 1/2 U 6;5 mit 4, j = x,y; fiir die z-Komponenten
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werden Nullen ergdnzt. U;; und Uioj haben deshalb die Form

U$$ ny 0 % (Uxx - Uyy) ny 0
U=|U. Uy, 0|, U= Uye T (Uyy —Us) 0 | . (5.18)
0 0 0 0 0 0

Fiir das Verstédndnis der Verzerrungstensoren, die wir in den folgenden Beispielen
berechnen werden, ist es niitzlich, sich Gedanken iiber die anschauliche Bedeutung
von U;; zu machen. Das ist insbesondere deshalb notig, da wir nichtlineare Elasti-
zitét behandeln und die einfache lineare Interpretation von U,j, siehe beispielsweise
[43], nicht mehr giiltig ist. Wir konnen also zum Beispiel U,, nicht als relative
Langendnderung in z-Richtung ansehen, da an U,, durch Nichtlinearitdten auch In-
formationen iiber andere Richtungen gekoppelt sind. Das bedeutet allerdings nicht,
dass wir Verzerrungen nicht anschaulich verstehen kénnen: Wie wir zuvor gesehen
haben, kénnen wir iiber die Eigenwerte U; mit Gl.(5.12) die relativen Léngenénde-
rungen \; entlang der Hauptachsen berechnen; bestimmen wir zusétzlich noch die
Lage des Hauptachsensystems, so konnen wir uns ein Bild von der Verzerrung ma-
chen. Mit der Abkiirzung

U=\ (Use — Uyy)? + AU, Uy (5.19)
finden wir die Eigenwerte
1
U, = 3 (Upe +Uyy — U) (5.20)
1
Uy = 3 (Upe + Uy + U) (5.21)

Aus dieser Definition folgt, dass U, grundsitzlich der grofite Eigenwert ist. Fiir
die Darstellung der Eigenvektoren lohnt es sich, die beiden folgenden Abkiirzungen
einzufiihren:

a = w (5.22)
b= U(jy (5.23)

Aufgrund von G1.(5.19) gilt der Zusammenhang a® + 4b*> = 1. a und b sind ein Maf
dafiir, wie das Hauptachsensystem relativ zum Laborsystem liegt: Fiir b = 0 bzw.
la| = 1 fallen Haupt- und Laborachsen zusammen. Die normierten Eigenvektoren

lauten:
1 v1—a 1 vV1+a

n, = — | —1 N, = — | 1 — 5.24
n; ) O+a ny NG . a ( )
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Als Konsequenz der Definition der Eigenwerte U; und U, ist n; die Kompressions-
und ny, die Dehnungshauptachse. Eine niitzlichere Grofe, die die Lage des Haupt-
achsensystems beschreibt, ist der Winkel zwischen der y-Achse und der Dehnungs-
achse Ny, den wir mit ¢ bezeichnen wollen. ¢ lésst sich schreiben als

1+a
l—a

tan ¢ = (5.25)
Somit haben wir eine einfache Moglichkeit, spéter die berechneten Verzerrungs-
tensoren anschaulich zu interpretieren (Abbildung 5.2): Uber die Berechnung der
Dehnungskoeffizienten \; aus den Eigenwerten U; mit Gl.(5.12) und des Winkels
¢ konnen wir darstellen, wie stark das Fluid in welche Richtung gedehnt bzw. ge-
staucht wird.

Abbildung 5.2: Darstellung der Verzerrung in einer Scherstrémung mit der Orien-
tierung ¢ und den Dehnungskoeffizienten A1 und As.

Aufgrund der Translationssymmetrie in z- und z-Richtung wollen wir auch fiir
den Verzerrungstensor maximal eine y-Abhéangigkeit zulassen. Damit kénnen wir
jetzt die Bewegungsgleichungen von U;;, GL.(5.7) und (5.11), fiir eine einfache zwei-
dimensionale Scherstrémung explizit hinschreiben:

1

9 (Um - Uyy) YUy = Tor (Uze = Uyy) (5.26)
1 /. . . 1

5 (Oyy = Una) + 4 Usy = ~5= Uy~ Usa) (5.27)
1. 1

Upy — 57 + YUz = —;ny (5.28)

Use + Uy = 2(UsalUyy — UZ) (5.29)

Wir stellen fest, dass die ersten beiden Gleichungen identisch sind; das System ist
also tatsdchlich nicht iiberbestimmt, sondern eindeutig lsbar.

Trotz der zahlreichen Vereinfachungen ist das resultierende Modell fiir eine Be-
wegung der oberen Platte mit einer nicht ndher bestimmten Geschwindigkeit v (t)
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immer noch nur schwierig zu l6sen. Neben den obigen drei unabhéngigen Gleichun-
gen fiir Uy, Uy, und U,, miissen wir namlich mit Gl.(5.1) zusétzlich eine nichttrivia-
le Diffusionsgleichung fiir v, betrachten, die ebenfalls die Verzerrungskomponenten
enthélt. Wir behelfen uns wie in Abschnitt 2.2 wieder damit, dass wir das Ge-
schwindigkeitsprofil als linear annehmen. Bei Newtonschen Fluiden ist das eine gute
Néherung, wenn der Plattenabstand klein und die Viskositét grof§ ist und scheint
daher auch bei polymeren Fluiden ein guter Ansatz zu sein. Die Scherrate ist also
ortsunabhéngig, und aus GI1.(5.27) und (5.28) folgt automatisch, dass dann auch
der Verzerrungstensor U;; rdumlich homogen ist. GL.(5.1) reduziert sich dadurch auf
die Navier-Stokes-Gleichung (2.7) mit 7., statt ng. Dieses Resultat legt nahe, dass
die Scherrate dieselbe Gestalt wie in einem Newtonschen Fluid besitzt, ndmlich
3(t) = vo(t)/ L.

Bevor wir uns mit verschiedenen Typen von Scherstrémungen beschéftigen, ist es
noch niitzlich, die Bewegungsgleichungen fiir den Verzerrungstensor in eine dimen-
sionslose Form zu bringen. U;; selbst ist schon dimensionslos, die Scherrate wollen
wir im Folgenden in Einheiten der reziproken Relaxationszeit angeben, indem wir
die dimensionslose Scherrate £ einfiithren, und die Zeit ¢ driicken wir in Einheiten

von T aus: ;

£ :=AT1, d:= - (5.30)
Eine Grofle wie £ wird in der Rheologieliteratur als Weissenberg-Zahl bezeichnet [2].
Wir werden den Begriff hier allerdings nicht verwenden, da die von uns verwendete
Zeitskala 7 offensichtlich einen anderen Ursprung hat hat als die in der Rheologie
iibliche. Die Bewegungsgleichungen, mit denen wir im Folgenden arbeiten werden,

lauten schlie3lich:

(Um - Uyy) + (Uze = Uyy) = 28U, (5.31)
: 1
Use + Uy = 2 (Unalyy — UZ,) (5.33)

Hier bezeichnet der Punkt die partielle Ableitung nach der dimensionslosen Zeit d.

Wir sind nun in der Lage, zu einer vorgegebenen Bewegung der oberen Plat-
te die Spannungen im Fluid zu berechnen. Dazu gehen wir folgendermaflen vor:
Fiir ein vorgegebenes vy(t) konnen wir annehmen, dass die Scherrate rdumlich ho-
mogen ist und dieselbe Gestalt wie in einem Newtonschen Fluid besitzt, ndmlich
A(t) = vo(t)/L; mit den Gleichungen (5.31)-(5.33) und geeigneten Anfangsbedin-
gungen fir U,,, Uy, und U,, kénnen wir dann den Verzerrungstensor berechnen.
Daraus ldsst sich schliefllich der Spannungstensor o;; bestimmen. Wir werden uns
im Folgenden mit der stationéren, der relaxierenden, der einsetzenden und der os-
zillierenden ebenen Scherstromung befassen, auflerdem werfen wir einen Blick auf
Effekte in Schergeometrien mit freien Oberflichen.
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5.2.2 Die stationire Scherstromung

Der erste und einfachste Fall, den wir behandeln wollen, ist die ebene stationére
Scherstromung. An diesem Beispiel interessieren uns insbesondere die Effekte, die wir
in 3.2.1 und 3.2.2 vorgestellt haben, ndmlich die Scherverdiinnung und die Existenz
von Normalspannungsdifferenzen. Die obere Platte bewegt sich mit gleich bleibender
Geschwindigkeit, die Scherrate ist daher konstant:

4 = const. (5.34)

Ferner ist auch der Verzerrungstensor zeitunabhéngig, und die Bewegungsgleichun-
gen (5.31)-(5.33) vereinfachen sich zu:

Upe — Uy = 2€U,, (5.35)
1

Uy = 58— 8Un (5.36)

Uo +Uyy = 2U, U, —2U2, (5.37)

Dieses Gleichungssystem kann auf einfache Art eindeutig gelost werden, wenn man
beriicksichtigt, dass die Eigenwerte von U;; nicht gréfier als 1/2 sein kénnen (siehe
4.2). Der Verzerrungstensor lautet dann

R 4
1 \5/ 14€2 Vv 1+52£
U=- £ _ e : 5.38
2 V/1+€2 ! V/1+€2 0 ( )
0 0 0

Wie wir auch schon an den Bewegungsgleichungen sehen konnten, ist die Verzerrung
in unserer einfachen Nédherung einzig und allein eine Funktion der dimensionslosen
Scherrate, ihr Verhalten ist also universell. Die nichtverschwindenden Komponen-
ten von U;; sind in Abbildung 5.3 als Funktion von ¢ dargestellt. Darin werden die
Symmetrieeigenschaften der Komponenten beziiglich der Scherrate deutlich. Das
Vorzeichen von £ enthélt die Information iiber die Richtung der Scherung, also die
Bewegungsrichtung der oberen Platte. Da beide Richtungen physikalisch &quiva-
lent sind, konnen die Verzerrungskomponenten nur entweder gerade oder ungerade
Funktionen von ¢ sein. Die Diagonalkomponenten U,, und U,, sind gerade Funk-
tionen von &, d.h. sie sind unabhéngig vom Vorzeichen der Scherrate und enthalten
keine Richtungsinformation. Die Scherkomponente U,, hingegen ist eine ungerade
Funktion von £ und damit richtungsabhéngig.

Besonders interessant fiir uns ist der Fall [{| < 1, da die Komponenten der
Verzerrung genau dann kleine Groflen sind, wenn die dimensionslose Scherrate klein
ist. Wir entwickeln U;; bis in die dritte Ordnung von &, damit wir in G1.(5.16) spéter



5.2. SCHERSTROMUNGEN BEI KLEINEN VERZERRUNGEN 53

U osf Uy
4 2 AN 2 4 3
\
//0.5 N
/-1t \
, \
, \
, -1.5 \
\
/ 2 \\L%’y
/
/ -2.5 N
, \
/ .3t \

Abbildung 5.3: Die Komponenten des stationdren Verzerrungstensors als Funktion
der dimensionslosen Scherrate €.

keine Beitrage verlieren, und finden
e de-le o

U=|1¢-18 -3¢ o0 |+0(¢) . (5.39)

0 0

o

U,y ist in fithrender Ordnung linear, wohingegen die Diagonalkomponenten qua-
dratisch sind. Die Existenz von Diagonalkomponenten in einer Scherstrémung ist
ein nichtlinearer Effekt, der, wie wir bald sehen werden, fiir die Beschreibung der
Eigenschaften polymerer Fluide unerldsslich ist. Im entgegengesetzten Fall grofler
Scherraten , |£] > 1, finden wir das folgende Konvergenzverhalten:

. 1— ﬁ sign(&) (1 — %gi?) 0
U~ g | sien©) (1-35) ~l¢l 0 (5.40)
0 0 0

Wihrend U,, fiir |{| — oo divergiert, konvergieren U,, und |Uy,| gegen 1/2. |Uy,|
konvergiert dabei schneller, da die Anndherung an 1/2 quadratisch erfolgt. Im Grenz-
fall einer unendlich starken Scherung ist das Medium unendlich stark verzerrt.

Im Resultat fiir U;; konnen wir die Grenzfille wiederfinden, mit denen wir die
hydrodynamische Theorie zuvor konstruiert haben. Fiir ein Newtonsches Fluid ver-
schwindet 7, daher konnen wir £ = 0 setzen und sehen, dass wie erwartet der Ver-
zerrungstensor verschwindet. Im Grenzfall des elastischen Festkorpers gilt 7 — oo,
und wir finden eine unendlich starke Verzerrung. Dieses Resultat ist ebenfalls sinn-
voll, da man einen Festkorper nicht stationér scheren kann. Hélt man eine zeitlich
konstante Scherrate aufrecht, dann wéchst die Verzerrung stetig mit der Zeit, es ist
Uij # 0. Die Verzerrung éndert sich erst dann nicht mehr, wenn sie schon unendlich
stark ist, was natiirlich nur ein hypothetischer Fall ist.
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Abbildung 5.4: Die Dehnungskoeffizienten i und Xy (links), sowie der Orientie-
rungswinkel ¢ (rechts) als Funktionen der dimensionslosen Scherrate §.

Zur Veranschaulichung der Verzerrung berechnen wir A\;, Ay und ¢. Wir finden:

A= 1er— g (5.41)

V1+E2+ €] (5.42)

tang = | YIEEH
A\ VITHE ¢

A1 und )\, sind streng monotone Funktionen von £ (Abbildung 5.4, links). Bei ver-
schwindender Scherrate ist das System unverzerrt und beide Koeffizienten sind gleich
Eins. Ay wichst unbeschréankt mit &, wihrend A\; gegen Null konvergiert. Dabei ist
geméafy der Inkompressibilititsbedingung das Produkt der beiden Dehnungskoeffizi-
enten unabhéngig von der Scherrate gleich Eins. Abbildung 5.4, rechts, zeigt das
Verhalten des Orientierungswinkels ¢. Es zeigt sich, dass sich die Dehnungsachse
n, mit wachsender Scherrate von der y-Achse wegdreht und sich an die z-Achse
anndhert. Im Grenzfall einer unendlich grofien Scherung ist ¢ = 90° und das Fluid
wird parallel zu den Platten gedehnt. Fiir ¢ — 0 konvergiert ¢ gegen 45°. Dieser Fall
hat allerdings keine physikalische Bedeutung, da dabei das System ja unverzerrt ist.

An dieser Stelle ist es niitzlich, den von uns definierten Verzerrungstensor U,
mit der kinematischen Version Uj; aus Abschnitt 3.4 zu vergleichen, da an einem
konkreten Beispiel die Unterschiede viel deutlicher erkennbar sind. Um Uj; berech-
nen zu konnen, benotigen wir die Trajektorien der Fluidpartikel in der stationéren
Scherstromung. Das Teilchen, das sich zur Zeit ¢’ am Ort a = (2/,y/, 2’) befindet, ist
zum Zeitpunkt ¢ am Ort [2]

A2

(5.43)

v+ gy (E =)
r(at)= Yy’ . (5.44)

ZI
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Aus der Definition von Ufj,

G1.(3.36), finden wir dann direkt

. 0 At—t) 0
U =21 30=1) —A2t—t) 0 | . (5.45)
0 0 0

Dieser Verzerrungstensor unterscheidet sich erheblich von GI.(5.38). Er ist nicht
zeitunabhingig wie U,;, sondern wéchst mit der Zeit und verhélt sich damit eher
wie die Verzerrung in einem elastischen Festkorper. Der unverzerrte Zustand ist {iber
einen willkiirlichen Zeitpunkt ¢' definiert. Auflerdem besitzt Uj; fiir ein Newtonsches
Fluid die gleiche Gestalt und enthélt damit keine polymerspezifischen Eigenschaften.

Nachdem wir nun das Verhalten des Verzerrungstensors charakterisiert haben,
wenden wir uns der Bestimmung des Spannungstensors bei kleinen Verzerrungen zu.
Da wir gesehen haben, dass die Komponenten U;; genau dann kleine Groflen sind,
wenn £ eine kleine Grofle ist, ist es sinnvoll, den Verzerrungs- und Spannungstensor
nach ¢ zu entwickeln. Da wir die elastische Energie bis in die vierte Ordnung der
Verzerrung entwickelt haben, ist die dritte Ordnung von ¢ die hochste, die wir beim
Spannungstensor noch mitnehmen diirfen. Wir verwenden daher den Verzerrungs-
tensor in der Form (5.39) und erhalten mit den Gleichungen (4.60), (5.3) und (5.16)
so fiir die nichtverschwindenden Komponenten des Spannungstensors:

oy = —%“’ ¢ — %Klg - % (2K1 — 4K, + K3) €° + 0 (€°) (5.46)
Oww = P+ i (K1 — K2) €+ 0(¢") (5.47)
o, = P+ i (5K, — K3) €+ 0 (&) (5.48)
0., = P (5.49)

Der Spannungstensor zeigt dieselben Symmetrieeigenschaften wie U;;: Wahrend die
Diagonalelemente gerade Funktionen von ¢ und damit richtungsunabhéngig sind,
wechselt die Scherspannung mit der Scherrate das Vorzeichen.

Wir sind jetzt in der Lage, die drei Materialfunktionen einer stationéren Scher-
stromung, die wir in 3.2.1 und 3.2.2 vorgestellt haben, fiir kleine Scherraten zu
berechnen. Wir betrachten zunéchst die dynamische Viskositdt, die in 3.2.1 als
N = —04,/7 definiert wird. Sie lautet

1 1
y = (noo + 5}(17) S (2K UG- K e+ O (¢ . (550)
Die Scherviskositét ist also eine gerade Funktion der Scherrate. Damit wir Scher-
verdiinnung erhalten, muss der in £ quadratische Beitrag negativ sein. Das fiihrt zu
einer Einschriankung fiir K3:

K3 < 4K, — 2K, (5.51)
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Es erscheint zunéchst problematisch, dass wir weitere Bedingungen fiir die elasti-
schen Konstanten einfiithren miissen, damit unser Modell die experimentellen Befun-
de wiedergibt, allerdings werden wir im Laufe der Diskussion feststellen, dass sich
ein konsistentes Bild ergibt. Ist die Bedingung erfiillt, dann hat die Funktion die
Gestalt einer nach unten getffneten Parabel. Im Grenzfall einer verschwindenden
Scherrate erhalten wir die so genannte ,,zero-shear-rate viscosity“ [3]:

M0 = Moo + %Klr (5.52)
Diese Grofle wird nicht allein von der Viskositétskonstante 7., bestimmt, sondern
auch von der Relaxationszeit und dem elastischen Parameter K;. Dieses Resultat
ergibt sich bereits mit einer linear elastischen Betrachtung, die Scherverdiinnung ist
allerdings ein nichtlinearer Effekt.
Aus der Definition der ersten und zweiten Normalspannungsdifferenz in 3.2.2,
Uy = — (04 — 0yy) /Y und ¥y = — (0, — 0.) /7, finden wir:

v, = Kim?+0 (&) (5.53)

U, = —i (5K) — K) 72 + 0 (€2) (5.54)

Wir kénnen also mit unserem Modell die Existenz der Normalspannungsdifferenzen
wiedergeben. In der von uns betrachteten Ordnung sind die Koeffizienten Konstan-
ten; ihre Scherratenabhéngigkeit kommt frithestens dann zur Geltung, wenn man die
elastische Energie bis in die fiinfte Ordnung der Verzerrung entwickelt. Betrachtet
man hingegen nur die linearen Beitréige in der elastischen Spannung, dann sind ¥,
und W, identisch Null, die Existenz von Normalspannungsdifferenzen ist also ein-
deutig ein nichtlinearer elastischer Effekt. In 3.2.2 haben wir gesehen, dass in der
Regel ¥, positiv und W5 negativ ist. Damit unsere Resultate diese Vorzeichen richtig
wiedergeben, muss gelten:

K > 0 (5.55)
K, < 5K, (5.56)

Die erste Bedingung ist geméafl der Voraussetzungen fiir unsere Theorie aus Abschnitt
5.1 automatisch erfiillt, die zweite ist jedoch neu und zusétzlich zu beriicksichtigen.
Fiir das Verhéaltnis der Normalspannungskoeffizienten finden wir

Y20 1hR2 (5.57)

Da dieses Verhiltnis typischerweise etwa 0.1 betrdgt, liegt der Wert von Kj im
Bereich von etwa 4.5K; und ist damit offensichtlich positiv.
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Zum Abschluss der Diskussion werfen wir noch einen Blick auf die Grofienord-
nungen unserer Materialparameter. Unser Ziel ist es, aus den Messgréfien W, und 7
typische Groflenordnungen fiir 7 und K; zu bestimmen. Wir betrachten dazu den
Grenzfall verschwindender Scherraten:

1
(Uy), = Ki° (5.59)

Mit der Néherung fiir 7y gehen wir der Einfachheit halber davon aus, dass der
elastische Anteil an n viel gréfler als der dissipative ist. Motiviert wird dies von der
Tatsache, dass bei der Scherverdiinnung die Scherviskositit um Groflenordnungen
abnehmen kann. Allerdings wére dazu noch zu beweisen, dass 7., der Grenzwert von
7 bei groen Scherraten ist; darauf kénnen wir jedoch erst spéter bei der Diskussion
groflerer Verzerrungen zuriickkommen. Kennt man nun fiir eine Probe die Werte von
no und (¥y)p, die man mittels Extrapolation von Messkurven von n(¥) und ¥y (5)
erhélt, so kann man 7 und K; abschétzen:

/
r o~ W (5.60)
210
ang
(‘III)O

Diese einfachen Beziehungen werten wir mit einigen Zahlenbeispielen aus. Eine Uber-
sicht iiber verschiedene polymere Fluide? zeigt Tabelle 5.1. Dabei ist es stellenweise
schwierig, die Messkurven zu extrapolieren, da zum Teil Messwerte fiir sehr kleine
Scherraten fehlen; dies gilt insbesondere fiir die erste Variante des Polydimethyl-
siloxans. An den experimentellen Daten fiir ny und (¥;), fallt auf, dass sich die
Werte iiber Groflenordnungen erstrecken. Vergleichen wir die Viskositédten mit den
typischen Werten in Newtonschen Fluiden aus Tabelle 2.1, so sehen wir, dass die
polymeren Fluide bei kleinen Scherraten generell um Gréflienordnungen zéher sind.
Die Berechnung der Relaxationszeit fiir die unterschiedlichen Proben macht deut-
lich, dass auch 7 verschiedenste Werte annehmen kann, so dass man nicht unbedingt
von einer typischen Zeitskala fiir polymere Fluide sprechen kann. Wie realistisch die
in Tabelle 5.1 gewonnenen Relaxationszeiten tatsdchlich sind, kénnen wir im néchs-
ten Abschnitt bei der Diskussion zeitabhédngiger Scherstromungen diskutieren, da in
diesen Systemen 7 explizit zur Geltung kommt. Bei den beiden Polydimethylsilo-
xanproben kénnen wir allerdings mit einem Vergleich weiter gehen. In [48] wird das
empirische Carreau-Yasuda Modell [3],

1] — Tlinf om] S
S S R Y , 5.62
770 ninf |: ( 07) i| ( )

2Variante 1 und Variante 2 des Polydimethylsiloxans unterscheiden sich durch ihr Molekularge-
wicht [48]. Variante 1 wird in [48] mit LG1 und Variante 2 mit LG2 bezeichnet.
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o (‘I’l)o . .
Probe i Pas | inpag? | TR K; in Pa

Polyethylenschmelze bei 423K [47] 5-104 6-10° 60 2-103

2.0% Polyisobutylen in Primol [3, 24] 103 710 40 60

1.5% Polyacrylamid in einer 9 4
Wasser /Glyzerin-Mischung [3, 24] 310 210 30 20
7% Aluminiumlaurat in einer 90 3. 102 9 102

Decalin/m-Cresol-Mischung [3, 24]
Lineares Polydimethylsiloxan,
Variante 1 [48]

Lineares Polydimethylsiloxan,
Variante 2 [48]

~2-104| ~2-10* | ~0.5 | ~10°

5-10° 108 102 10

Tabelle 5.1: Materialparameter fiir verschiedene polymere Fluide.

dazu verwendet, die Messkurven (%) zu fitten. ni,¢, Ao, m und n sind Fitparameter,
wobei uns hier nur die charakteristische Zeitskala Ag interessiert. Die in [48] gefunde-
nen Werte fiir \g, 0.3 s fiir Variante 1 und 103s fiir Variante 2, stimmen im Rahmen
der Ablesefehler bei der Extrapolation gut mit unseren Relaxationszeiten iiberein.

Die Relaxationszeit 7 hat ferner Auswirkungen auf den Giiltigkeitsbereich der
Entwicklung nach &: Je kleiner 7 ist, desto gréfer konnen die Scherraten sein, fiir
die die Ndherung noch anwendbar ist. Das bedeutet beispielsweise, dass bei sehr
kleinen Relaxationszeiten die beiden Normalspannungskoeffizienten auch noch bei
groferen Scherraten Konstanten sind. In etwas schwécherer Form gilt das auch fiir
die Scherviskositat: Je kleiner die Relaxationszeit ist, desto flacher verlauft die Scher-
verdiinnung bei kleinen Scherraten. So sollte zum Beispiel die Scherviskositét der
Aluminiumlauratlésung aus Tabelle 5.1 bei kleinen 4 deutlich langsamer abfallen als
die der Polyisobutylenlosung, was durch Abbildung 3.3-3 in [3] klar bestétigt wird.

Um eine Vorstellung von den Werten fiir die elastische Konstante K; zu bekom-
men, vergleichen wir sie mit Elastizitdtsmoduln elastischer Festkorper. Kautschuk
hat beispielsweise ein Young-Modul von etwa 10°Pas [14] und liegt damit in der-
selben Groflenordnung wie die erste Variante des Polydimethylsiloxans, die anderen
Proben liegen hingegen zum Teil deutlich unter diesem Wert. Wegen der realisti-
schen Abschitzung Ky ~ 4.5K; ist K5 von derselben Groflenordnung wie K. Fiir
K3 ist eine solche Aussage noch nicht moglich, es ist jedoch nicht zu erwarten, dass
dieser Parameter stark von den anderen abweicht.

Wir haben also gesehen, dass die Einbeziehung der nichtlinearen elastischen Ei-
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genschaften die typischen Ph&nomene in einer stationdren Scherstromung wieder-
gibt, allerdings zu dem Preis, dass wir einschrdnkende Bedingungen fiir die elasti-
schen Konstanten K5 und K3 in Kauf nehmen miissen. Wir wollen nun das Modell
auch auf zeitabhéngige Stromungen anwenden und sehen, wie weitere bekannte po-
lymere Effekte durch unseren Ansatz beschrieben werden konnen.

5.2.3 Die relaxierende Scherstromung

In diesem Abschnitt befassen wir uns mit dem Fall, dass die obere Platte bei ei-
ner stationdren Scherstromung zu einem bestimmten Zeitpunkt plotzlich angehal-
ten wird. Wéhrend in einem zihen Newtonschen Fluid die Fliissigkeit schnell zur
Ruhe kommt und nur noch die hydrostatische Spannungsverteilung gemessen wird,
lasst sich bei einem polymeren Fluid eine langsame, nichtexponentielle Relaxation
der Spannung beobachten [3]. Um diesen Effekt zu diskutieren, nehmen wir fiir die
Scherrate das folgende zeitliche Verhalten an:

. . "Yo fir t <0
() = { 0 fir t>0 (5.63)

Das bedeutet nichts anderes, als dass die Fliissigkeit zum Zeitpunkt ¢ = 0 abrupt zur
Ruhe kommt. Da dabei allerdings die Geschwindigkeitséinderung der oberen Platte
als unendlich schnell angenommen wird, ist die Grundbedingung fiir die Annahme
eines linearen Geschwindigkeitsprofils verletzt. In Experimenten zeigt sich jedoch,
dass die Zeit, die das Fluid dazu braucht, um in Ruhe zu kommen, immer noch viel
kleiner als die Zeitskala der Spannungsrelaxation ist [27].

Wir beginnen wieder mit der Diskussion des Verzerrungstensors U,;. Fiir Zeiten
t < 0 haben wir eine stationdre Scherstromung mit der dimensionslosen Scherrate
&y = Jo1 vorliegen, fiir ¢ > 0 ist die Scherrate identisch Null, und die Bewegungs-
gleichungen fiir U;;, G1.(5.31)-(5.33) lauten:

(Um - Uyy) = - (Um - Uyy) (5-64>

Uy = —Usy (5.65)

Use + Uy = 2 (UnalUyy — UZ,) (5.66)

Mit der Anfangsbedingung, dass fiir ¢ = 0 der Verzerrungstensor die stationére

Gestalt (5.38) besitzt, finden wir daraus sofort

2 e—d
Up — U, = —2—_ (5.67)
vy /1 + 53

o e d

21+

(5.68)
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Die Differenz der Diagonalkomponenten und die Scherkomponente relaxieren daher
exponentiell, und zwar mit der charakteristischen Zeit 7. Allerdings relaxiert nicht
der gesamte Verzerrungstensor exponentiell, da wegen der Inkompressibilitdt noch
Nichtlinearitdten beitragen. Insgesamt lautet die Losung fiir U

1 ged 2 ,—2d foe
2 (1 i 1+ L+&e ) 2,/1+€2 0
U= foe? _ 8 i 2o Qd)
2,/1+€2 (1 /1462 L+&e 0
0 0 0

N[

(5.69)

Fir d = 0 erhalten wir natiirlich die stationédre Verzerrung (5.38), im Grenzfall

d — oo konvergiert die Verzerrung wie erwartet gegen Null. Obwohl die Relaxation
nicht streng exponentiell ablauft, bestimmt 7 die Zeitskala.

Auch in diesem Beispiel ist eine Berechnung von A1, Ay und ¢ sehr niitzlich. Wir

finden
P \/\/1 + e 2 — |€0 674 (5.70)
)\2 = \/\/1 —|—£g 672d—|— ‘go €7d| (571)

V1+E5+ [l
tang = |10 T 00 (5.72)
V1 + & — 1ol

Das Ergebnis beinhaltet die {iberraschende Erkenntnis, dass ¢, also die Lage des
Hauptachsensystems wéhrend der Relaxation, nicht von der Zeit abhéngt, sondern
die Orientierung der vorausgegangenen stationédren Stromung beibehélt. Das Relaxa-
tionsverhalten der Dehnungsverhéltnisse hat ebenfalls eine interessante Eigenschaft:

Abbildung 5.5: Die Dehnungskoeffizienten Ay und Ao als Funktion der Zeit d fiir
fo = 0.5 und f(] = 2.
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Zu einem festen Zeitpunkt d entsprechen A; und Ay der Verzerrung in einer sta-
tiondren Scherstromung mit der effektiven Scherrate g = &y e~ Da A\; und A, im
stationdren Fall streng monotone Funktionen der Scherrate sind, folgt daraus ferner,
dass beide zeitlich streng monoton gegen Eins relaxieren, siche auch Abbildung 5.5.
Einen Overshoot oder ein oszillierendes Verhalten gibt es daher nicht.

Bei der Berechnung des Spannungstensors miissen wir uns wieder auf den Grenz-
fall kleiner Verzerrungen beschrinken. An GI.(5.69) sehen wir, dass die Verzerrung
nicht nur bei kleinen stationdren Scherraten &, und beliebigen Zeiten d, sondern auch
bei groflen Zeiten d und beliebigen Scherraten & eine kleine Grofle ist. Wir interes-
sieren uns aber hauptséchlich fiir den ersten Fall und entwickeln U;; aus G1.(5.69)
nach &y bis in dritte Ordnung:

(1-ge) g eib-terg 0
U= | ledg—1edg —1(1+4e?)ed 0 +0 (&) (5.73)
0 0 0

Bei der Berechnung des Spannungstensors stellen wir fest, dass der dissipative Anteil
D verschwindet, da die Stromung fiir d > 0 ruht. Insgesamt lauten die nichtver-

o
ij
schwindenden Komponenten von o;;:

1 1 1

Oy = —5Kie 6+ [ZKled + 5 (AR + 4K — ) eﬂ G+0(8)
(5.74)

1 1
o = P+ [—§Kle_d + 4 (K — ) e_Qd] &+0 (&) (5.75)
1 1
o, = P+ [éKled + 1 BK1 — ) eQd] g+0(8) (5.76)
0,, = P (5.77)

Fiir d — 0 gehen 0, 0y, und o, in ihre stationére Form tiber, vgl. G1.(5.47)-(5.49),
nicht aber o,,, da der Beitrag —n.7o aus obigem Grund fehlt. Wir sehen, dass der
Spannungstensor gegen Null relaxiert, und zwar in Form einer Uberlagerung von
verschiedenen Relaxationsprozessen mit den charakteristischen Zeiten 7, 7/2 und
7/3; die Gewichtung dieser einzelnen Beitrige hiangt von den elastischen Konstanten
und der Scherrate ab.

Fiir eine relaxierende Scherstromung werden Materialfunktionen analog zu n, ¥,
und Uy definiert [3]:

_ . Og

n (o, t) = ==~ (5.78)
Yo

_ . Oggz — O

U7 (o, t) = ——5H (5.79)

Y0
_ . g — Oy
U5 (o, t) = = (5.80)



62 KAPITEL 5. STROMUNGEN MIT SCHWACHEN VERZERRUNGEN

Diese Definitionen sind gewissermafien ein Kunstgriff, da zu den Zeiten, bei denen
sie betrachtet werden, die Scherrate gleich Null ist. Wir beginnen die Diskussion der
Eigenschaften der Materialfunktionen mit n~:

777<§0, d) = %Kﬂed— iKled + é <—4K1 + 4K2 — Kg) €3d:| T§§+O (fé) (581)
Im von uns betrachteten Fall |§y| < 1 fillt die Funktion streng monoton mit der
Zeit (Abbildung 5.6). Die interessanteste Eigenschaft dieser Materialfunktion besteht
darin, dass sie umso schneller relaxiert, je grofier die Scherrate der vorangegangenen
Stromung war [3, 27]. Um die Steigung von 1~ bei verschiedenen Scherraten besser
vergleichen zu kénnen, diskutieren wir die normierte Funktion n~ (&, d)/n~ (&, 0).
1~ (o, 0) unterscheidet sich von 7 um den Beitrag 7. Die Steigung dieser normierten
Funktion sollte also umso kleiner sein, je gréfler der Betrag von &, ist. Um dies zu
untersuchen, werten wir die Funktion an der Stelle d = 0 aus und finden fiir die
Steigung

0 N (g(]u d)

ad (&, 0)

Diese Ableitung zeigt das richtige physikalische Verhalten, wenn sie mit £2 abnimmt.
Daraus folgt zwangsliufig, dass der Faktor vor £2 negativ sein muss:

Kg > 4(K2 — Kl) . (583)

iy B 4
= 1+2<4+4K1 K1)§o+<9(€o)- (5.82)

Wir erhalten also damit eine untere Grenze fiir die moglichen Werte von Kj. Sie
steht nicht im Widerspruch zur oberen Grenze, die mit Ungleichung (5.51) gegeben
ist und aus der Scherverdiinnung folgt. K3 liegt also insgesamt im Intervall

4Ky — 4K, < Kg < 4Ky — 2K, . (584)
1 r]_
N—N»
. £,=02
0.6
0.4
0.2
i 5 3 P 5 d

Abbildung 5.6: Die Materialfunktion n~ relativ zum stationdren Wert n — 1. als
Funktion der dimensionslosen Zeit d fiir & = 0.1 und & = 0.2. Auflerdem ist Ky =
45K1 und Kg = ]_5K1
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Probe Mins|7ins

2.0% Polyisobutylen in Primol [27] 145 40

1.5% Polyacrylamid in einer
Wasser/Glyzerin-Mischung [27]

7% Aluminiumlaurat in einer
Decalin/m-Cresol-Mischung [27]

104 30

2.1 2

Tabelle 5.2: Vergleich der unterschiedlichen Relaxationszeitskalen Ao und 7.

Mit der realistischen Abschéitzung K, =~ 4.5K; bedeutet das, dass K3 in etwa zwi-
schen 14K; und 16K, liegt und damit offensichtlich positiv ist. Fiir Abbildung 5.6
werden die Werte Ky = 4.5K; und K3 = 15K, verwendet. Es zeigt sich, dass sich bei
kleinen Scherraten die Kurven mit unterschiedlichem &, kaum unterscheiden; dieses
Verhalten ist allerdings auch aus Messungen bekannt [27].

Eine interessante Bedeutung hat die Grenzkurve von 0~ (&, d) fir § — 0. Sie
lautet

1
g =n (0,d) = SKire™™. (5.85)

1o hat zwar keine experimentelle Bedeutung, da aber die Steigung von 1~ (&, d) mit
wachsender Scherrate abnimmt, ist sie die obere Schranke der Schar der Messkurven
3, 27]. Aulerdem hat die Funktion 7, (d) die besondere Eigenschaft, dass sie allein
aus der linearen Elastizitdtstheorie bestimmbar ist.

An 7~ aus Gl.(5.81) kénnen wir sehen, dass die Zeitskala der Relaxation von 7
bestimmt wird. Das gibt uns die Moglichkeit, die in Tabelle 5.1 errechneten Wer-
te von 7 mit aus Relaxationsexperimenten gewonnenen Zeitskalen zu vergleichen,
da bei den Experimenten in [27] dieselben Proben verwendet wurden wie bei den
stationdren Messungen in [24]. In [27] werden die gemessenen Relaxationskurven
von 7~ mit verschiedenen Modellen verglichen und auf diese Weise charakteristische
Zeitskalen oy gewonnen. Tabelle 5.2 stellt diese Zeiten mit den von uns bestimmten
Werten von 7 gegeniiber. Wihrend fiir die Aluminiumseifenlésung die Ubereinstim-
mung der Zeiten sehr gut ist, finden wir bei den anderen Proben eine Abweichung
um das drei- bis vierfache. Da die Zeitskalen einen vollig unterschiedlichen Ursprung
haben, ist diese Abweichung letztendlich zu erwarten.

Die Materialfunktionen W, und W, haben folgende Gestalt:

U (Go,d) = K’ +0 (&) (5.86)

1 1
Uy (So0.d) = —GKirte ™+ L (Ko = 3K)) e 4 O (&) (5.87)
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In der betrachteten Ordnung héingen diese Gréfien nicht von der stationéren Scherra-
te ab, U] relaxiert sogar rein exponentiell. Vergleicht man das Relaxationsverhalten
von VU] und n~ miteinander, so stellt man experimentell fest, dass

Vi (€, d) _ 0 (6o, d)
Ui (€0,0) ~ 77 (%,0)

gilt. In einfachen Worten bedeutet das, dass der erste Normalspannungskoeffizient
stets langsamer relaxiert als die Viskositdat, und zwar unabhéngig von &,. Setzen
wir unsere Resultate in diese Bedingung ein und entwickeln bis in die quadratische
Ordnung von &, so bleibt folgende Relation iibrig:

(5.88)

(4K) — 45 + K3) (e73 = e7) <0 (5.89)

Da der zweite Faktor fiir d > 0 immer negativ ist, ist die resultierende Bedingung
identisch mit Ungleichung (5.83). Ist also (5.83) erfiillt, dann werden die qualitativen
Relaxationseigenschaften von ¥ und n~ automatisch richtig wiedergegeben.

U5 ist wie WUy negativ, wenn die Bedingung K, < 5K erfiillt ist. Dariiber hin-
aus zeigt die Losung ein interessantes Verhalten zu Beginn der Relaxation (Abbil-
dung 5.7). Die Steigung von W, /W, bei d = 0 wird bestimmt durch den Faktor
(Ko —4K) / (5K — K3); ist also zusétzlich Ky > 4K, was wegen der Abschitzung
Ky = 4.5K, nahe liegt, so ist diese Steigung positiv. Das bedeutet, dass der Betrag
von U5 zunéchst iiber den Betrag von W, hinauswéchst, also ein Overshootverhalten
zeigt, dann ein Maximum durchlduft und schliefflich gegen Null strebt, wie man in
Abbildung 5.7 deutlich erkennen kann.

Die Losung fiir ¥, mit experimentellen Resultaten zu vergleichen ist ungleich
schwieriger als bei ¥, da die zweite Normalspannungsdifferenz nur schwer gemessen

1 2 3 4 5

Abbildung 5.7: Die Materialfunktion V5 relativ zum stationdren Wert Wy als Funk-
tion der dimensionslosen Zeit d mit Ky = 4.5K;.
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werden kann. Es gibt jedoch Anzeichen dafiir [3, 28], dass ¥ und W5 fiir alle &,
und d folgende Eigenschaft erfiillen:

U5 (6.d) _ V(&)
U (6 d)  Ui(&)

(5.90)

Diese Eigenschaft konnen wir mit unserem Modell nicht bestétigen, wir erhalten

vielmehr
29 1 1 4
—— == ——(=-3 ) 5.91
U, 2 4 <K1 >e (5.91)

Wir finden also, dass dieses Verhéltnis bei kleinen Scherraten exponentiell gegen
1/2 relaxiert. Physikalisch hat dieser Grenzfall keine Bedeutung, da dann der Span-
nungstensor insgesamt verschwindet.

Zum Abschluss werfen wir noch einen kurzen Blick auf den Grenzfall grofier
Zeiten d > 1. In diesem Fall kénnen wir die Verzerrung nach der kleinen Grofie
e~? entwickeln und erhalten auf diese Weise ebenfalls einen kleinen Verzerrungsten-
sor. Der Nachteil an dieser Diskussion ist jedoch, dass wir die Materialfunktionen
nicht auf ihre stationdren Werte normieren konnen, da sie fiir grofle Scherraten
nicht bekannt sind. Wir werden daher auf diese Diskussion erst im néichsten Kapitel
zuriickkommen, wenn wir Systeme mit groflen Scherraten diskutieren.

5.2.4 Die einsetzende Scherstréomung

In diesem Abschnitt diskutieren wir den zum vorigen Beispiel umgekehrten Fall,
namlich das Einsetzen einer Scherstromung. Dazu verwenden wir das folgende Ge-
schwindigkeitsprofil:

. 0 fir t <0
() = { 4o fiir £ >0 (5-92)

Za Zeiten t < 0 ruht das Fluid, bei t = 0 setzt sich die obere Platte mit konstanter
Geschwindigkeit in Bewegung. Dabei ist zu erwarten, dass sich nach einiger Zeit eine
stationdre Scherstromung einstellt. Wahrend ein Newtonsches Fluid innerhalb un-
serer Naherungen in vernachléssigbarer Zeit den stationdren Zustand erreicht, zeigt
ein polymeres Fluid ein wiederum von der Zeitskala 7 bestimmtes Konvergenzver-
halten, das sich qualitativ deutlich vom Relaxationsprozess im letzten Abschnitt
unterscheidet. Bei nicht zu kleinen Scherraten findet man fiir die Komponenten des
Spannungstensors kein monotones Konvergenzverhalten, sondern einen Overshoot
und eine anschlieBende oszillierende Konvergenz [3]. Da wir uns in diesem Kapitel
auf kleine Scherraten beschrinken miissen, konnen wir den Overshooteffekt nicht
umfassend diskutieren, werden aber dennoch einige interessante Einblicke erhalten.
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Um das zeitliche Verhalten des Verzerrungstensors zu bestimmen, miissen wir
wieder die Gleichungen (5.31)-(5.33) 1osen:

(U:m: - Uyy) + (U:m: - Uyy) = 2€0ny (593)
: 1
Upy + Uy = 5 &0 — o U (5.94)
Ue +Uyy = 2UsU,, —2U2, (5.95)

Wir betrachten dabei nur die Zeiten ¢ > 0. Als Anfangsbedingung verwenden wir,
dass die Verzerrung zum Zeitpunkt ¢ = 0 verschwindet. Obwohl &, = A7 zeitlich
konstant ist, ist das Gleichungssystem nur numerisch l6sbar. Da wir uns in diesem
Abschnitt aber sowieso nur fiir kleine Verzerrungen und damit fiir kleine Scherraten
interessieren, geniigt uns ein einfacher Reihenansatz:

Usy (§0,d) = Ald)&+C(d) & +0 (&) (5.96)
Uss (§0,d) = B, (d) & +0 (&) (5.97)
Uy (&0,d) = B,(d)&+0 (&) (5.98)

Dabei haben wir gleich die Symmetrieeigenschaften der Komponenten beziiglich der
Scherrate ausgenutzt. Setzen wir den Ansatz ein und sortieren nach Ordnungen von
&o, so finden wir

A+ A = 5 (5.99)
B,+ B, = —2A? (5.100)
(B. - B,) + (B, — B,) = 24 (5.101)
C+C = -B, (5.102)

mit den Randbedingungen A(0) = B,(0) = B,(0) = C'(0) = 0. Als Losung erhalten
wir mit dieser Methode:

Uy (€0,d) = % (1-e )&+ i 1+ (2+d) e’ - g+ 0(8)
(5.103)

Use (E0.d) = i (1-2de — e2) &2 + O (1) (5.104)

Uy, (€0 d) = i [-342@2+d)e - &1 0(g) (5.105)

Wir wollen das zeitliche Verhalten der Verzerrung wieder durch einen Blick auf
die Dehnungsverhéltnisse \; und A\, sowie auf den Orientierungswinkel ¢ erhellen.
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Als Entwicklung bis in die dritte Ordnung von &, erhalten wir:

N o= 1-— % (1 _e—d) |£0| _|_%(1 —e*d)2§g

—14+42—-2d+d?) e +2(—7+4d) e 4 838 — o4

3
h 16 (1 — ) ol
+0 (&) (5.106)
1 1
Ny o= 1+ (1 _ e*d) ol + 5 (1 _ e’d)2§g
—14+42-2d+d®) e P +2(=7T+4d)e 2 + 83— 4
+ 16 (1 — e9) ol
+0 (&) (5.107)
1—(1+d)e 11— (1+d)e?\
tang = 1+ 1(_2_36 |§0|+§< 1(_2_()16 ) &
1= (+d)e?][1-@2+d)ed+e ]
+ YT &P +0(g)  (5.108)

A1 und Ay sind fiir zwei verschiedene dimensionslose Scherraten in Abbildung 5.8,
links, dargestellt. Dabei werden zwei Dinge deutlich: Zum einen lauft wie erwartet
die Konvergenz gegen den stationdren Wert auf einer von 7 bestimmten Zeitskala
ab, zum anderen ist die Konvergenz streng monoton. Ein Overshootverhalten ist
also im betrachteten Bereich der Scherraten noch nicht erkennbar. Das wird auch
in Abbildung 5.8, rechts, deutlich, in der das zeitliche Verhalten des Orientierungs-
winkels ¢ gezeigt wird. Im Gegensatz zur relaxierenden Scherstromung ist ¢ hier
zeitabhéngig. Im Grenzfall d — 0 betréigt der Winkel 45°, was wir in Abschnitt 5.2.2
als den Grenzfall verschwindender Scherrate identifiziert haben; mit zunehmender
Zeit konvergiert er dann monoton gegen seinen stationdren Grenzwert.

te B . Q/° P
- )\ o _ ’//’—
2 =01
g=02
' ’ ? ! 5 d 47
—g,=01
0.95 iy -
~~~~~ M - §,=02
__________________________ 1 2 3 4 5 d

Abbildung 5.8: Die Dehnungskoeffizienten Ay und Ay (links), sowie der Orientie-
rungswinkel ¢ (rechts) als Funktionen der Zeit d fir & = 0.1 und & = 0.2.
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Bei der Berechnung des Spannungstensors o;; gehen wir wieder nach dem ge-
wohnten Schema vor. Die Materialfunktionen werden fiir eine einsetzende Scher-
stromung folgendermafien definiert [3]:

Nt Got) = —22 (5.109)
7o
U (f0,t) = —= 0w (5.110)
Yo
U (o) = w0 (5.111)
Y0

Sie sind dergestalt, dass sie im Grenzfall d — oo in die stationdren Groéflen n, U,
und ¥, iibergehen. Wir beginnen die Diskussion wieder mit der Viskositat, die fiir
eine einsetzende Scherstromung die Gestalt

nt (&.d) = {noo i1 (1—e) Klr} + % (2, — 4K + K)

2
+[2(—4+ d®) Ky + 12K, — 3K3| e + (10K, — 12K, + 3K3) e >
+ (4K + 4K, — K) e ™} 762 + 0 (&) (5.112)

besitzt. Geméf ihrer Definition ist die GréBe n* zum Zeitpunkt d = 0 gleich 7,
und wie schon erwéhnt entspricht sie fiir d — oo der stationdren GroBe (&) aus
G1.(5.50). Das Verhalten zwischen diesen Grenzen wird in Abbildung 5.9 veranschau-
licht. Fiir beide Werte von &, konvergiert die Materialfunktion n™ monoton gegen
ihren stationdren Grenzwert 7, und zwar umso schneller, je gréfler die Scherrate
ist. Dies stimmt mit der experimentellen Beobachtung bei kleinen Scherraten iiber-
ein [3]; das bei grofleren Scherraten einsetzende Overshoot-Verhalten ist innerhalb

N~ Nw
N =N
0.8
0.6
0.4 ,EO:OZ
0.2
1 2 3 4 5 d

Abbildung 5.9: Die Materialfunktion n™ relativ zum stationdren Wert n als Funktion
der dimensionslosen Zeit d fir & = 0.1 und & = 0.2. Dariber hinaus sind Ky =
45K1 und Kg = ]_5K1
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unserer Ndherung noch nicht erkennbar. Wie zuvor bei einer relaxierenden Scher-
stromung ist der Unterschied zwischen verschiedenen Kurven bei kleinen Scherraten
nur gering.

Wie zuvor bei der relaxierenden Scherstromung finden wir auch hier eine Grenz-
kurve fiir £ — 0:

1
=0t (0.d) =+ (1-e ) Kor (5.113)

Sie ist ebenfalls schon aus einem linear elastischen Ansatz bestimmbar. Ahnlich wie
no hat auch 7y die Bedeutung einer Einhiillenden [3]. Ferner weisen Huppler et al.
[27] auf eine Beziehung zwischen 1, und 7y hin:

1o (d) +ng (d) =m0 (5.114)

Demnach ergénzen sich die relaxierende und die einsetzende Viskositét fiir ver-

schwindende Scherraten gerade zur “zero-shear-rate viscosity“ aus Gl.(5.52). Bei

endlichen Scherraten gilt das natiirlich nicht mehr, da sich das Relaxieren und das

Einsetzen in ihrer Charakteristik unterscheiden. Wie man mit (5.85) und (5.113)

leicht nachpriifen kann, wird Relation (5.114) innerhalb unseres Modells exakt erfiillt.
Eine wesentlich einfachere Gestalt als n* hat die Materialfunktion W7

Ui(d)=[1-(1+d) e | K+ 0(&) (5.115)

Wie auch ¥; und ¥, héngt diese Gréfle in der betrachteten Ordnung nicht von
der Scherrate ab, zudem ist das zeitliche Verhalten von ¥ in Einheiten von ¥; =
K,7? universell. Wie man in Abbildung 5.10 deutlich sieht, gibt es im Rahmen
dieser Néherung noch keinen Overshoot, ¥] konvergiert vielmehr monoton gegen
den stationdren Wert W;.

+

sl

d

1 2 3 4 5

Abbildung 5.10: Die Materialfunktion W] in Einheiten von U, als Funktion der
dimensionslosen Zeit d.
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Abbildung 5.11: Die Materialfunktion W5 in Einheiten von Vo als Funktion der
dimensionslosen Zeit d fiir verschiedene Werte von Ky/Kj.

SchlieBlich fehlt uns noch die Materialfunktion ¥3:

1 1
Ui (d) = — (5K~ Ko) 7 4 5 [(4+d) Ky — Kol 7%
—-i(3l(1——l(2)72e2d+-67(§§) (5.116)

Auch sie hiingt in der betrachteten Naherung nicht von der Scherrate ab. Abbildung
5.11 enthiillt eine interessante Eigenschaft unserer Losung: Mit dem Einsetzen der
Scherstromung wird U3 zunichst positiv, durchliuft dann ein Maximum und konver-
giert monoton fallend gegen den stets negativen stationdren Wert W, aus Gl.(5.54).
Auflerdem wird in Abbildung 5.11 deutlich, dass der zeitlich positive Bereich von
U3 umso grofer ist, je groBer das Verhéltnis von Ky und K ist. Diese Eigenschaft

)
Wl
0.1
1 2~ 3 2 5 d
-
0.1 - Ko _
P = 4.3
/ K
K
0.2 Yy, K1_45
0l / Kemyg
0.3/ Kl

Abbildung 5.12: Das Verhdltnis —V3 /U als Funktion der dimensionslosen Zeit d
fiir verschiedene Werte von Ko/ K.
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wirkt sich natiirlich auch auf das Verhéltnis von U und U3 aus (Abbildung 5.12).
—UF /W7 wichst monoton und konvergiert gegen den stationiren Wert —W, /W,
Fiir kleine Zeiten nimmt das Verhéltnis negative Werte an und wechselt dann an
derselben Stelle wie W3 das Vorzeichen; der Grenzwert fiir d — 0 ist physikalisch
unbedeutend. Ferner gibt es auch bei einer einsetzenden Scherstromung Anzeichen
dafiir [28], dass U5 /UT zu jedem Zeitpunkt dem Verhiltnis Wy /W, entspricht. Wie
wir schon gesehen haben, kénnen wir dieses Verhalten erst ab geniigend groflen
Zeiten beobachten.

5.2.5 Die oszillierende Scherstromung

Als letztes Beispiel einer zeitabhéngigen Scherstromung mit der Geometrie aus 5.2.1
diskutieren wir den Fall, dass die obere Platte mit einer Frequenz w oszilliert. Die
Scherrate hat dann die Gestalt

¥ (t) = 4o cos (wt) . (5.117)

4o ist die Amplitude der Oszillation, die Frequenz w sei ohne Beschrinkung der
Allgemeinheit positiv. Wie wir schon in Abschnitt 2.2 gesehen haben, muss die

Frequenz die Einschriankung
"o
w <L E (5.118)

erfiillen, damit das Geschwindigkeitsprofil als linear angenommen werden darf [3].
Um ein Gefiihl fiir die GroBenordnung zu bekommen, betrachten wir ein Zahlen-
beispiel. Mit dem kleinsten Viskosititswert aus Tabelle 5.1, 79 = 3 - 10?Pas, einer
geschiitzten Dichte von p ~ 103kg/m? und einem Plattenabstand von 2mm finden
wir die Einschrinkung w < 10%s~ . Dabei miissen wir natiirlich beachten, dass die
Viskositéit generell eine Funktion der Scherrate ist; mit der Verwendung von 7, ge-
hen wir daher schon automatisch davon aus, dass wir nur kleine Scherraten, d.h.
eine kleine Amplitude 7y betrachten. Unser Hauptinteresse in diesem Abschnitt gilt
der Diskussion der linearen Viskoelastizitéat, die wir in 3.2.3 bereits ausfiihrlich vor-
gestellt haben, auflerdem wollen wir einen Blick darauf werfen, wie unser Modell das
Verhalten der Normalspannungsdifferenzen wiedergibt.

Die Gleichungen (5.31)-(5.33) fiir den Verzerrungstensor U,;; lauten in diesem
Beispiel:

(Uss = Uyy) + (Usa — Uyy) = 28008 (@d) Uy, (5.119)

: 1
Uy + Uy = 5 & cos (wd) — &g cos (wd) Uy (5.120)
Upe + Uy = 2U,U,, —2U2, (5.121)
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Darin haben wir konsequenterweise die dimensionslose Frequenz w = wr eingefiihrt,
& = A7 ist die dimensionslose Amplitude der Scherrate. Die Anfangsbedingun-
gen miissen wir nicht néher spezifizieren, da wir uns nicht fiir das Einsetzverhal-
ten, sondern nur fiir den eingeschwungenen Zustand interessieren. Wie schon bei
der einsetzenden Scherstrémung sind uns beim Lésen dieser Bewegungsgleichungen
analytisch die Hénde gebunden. Da wir aber die Amplitude &, sowieso als kleine
Grofle betrachten, bietet sich der folgende Reihenansatz an:

Usy (0,d,@) = A@,d)&+0(&) (5.122)
Uss (€0,d,@) = Bu(@,d)&+0(g) (5.123)
Uy (€0,d,0) = B,(@,d)&+0 (&) (5.124)

Die Diagonalkomponenten haben auch hier keinen linearen Beitrag in &;. Wir be-
schranken uns in diesem Abschnitt auf die Diskussion der fithrenden Ordnungen.
Die Losungen haben die folgende Gestalt:

Usy (€0, d, @) = 2\/% cos (@d + @ay) &+ O (&)

mit  tan gy, = —© (5.125)
Ue (§0,d, @) = m ll + ﬁ cos (2&d + som)] &+0 (56‘)

mit  tang,, = —2@1(37;;;2) (5.126)
Uy (&0,d, @) = “5a idﬂ) 3+ 911716522 cos (20d + ¢,,) | €5 + O (53)

mit  tany,, = _i(éz—ji?g;i (5.127)

Die Scherverzerrung U,, hat die Struktur U, = A,, (@) &ocos(@d + g (@)). Uy,
oszilliert damit um den unverzerrten Zustand U,, = 0 mit derselben Frequenz wie
die obere Platte, jedoch um den Winkel ¢,, phasenverschoben. Die Amplitude und
der Phasenwinkel héangen von @ und damit von der Frequenz und der Relaxationszeit
ab. Die Diagonalelemente U,, und U,, hingegen zeigen ein vollig anderes Verhalten.
Thre Struktur lautet U;; = Vi (©0)&5 + Ay (@)E3 cos(20d + (@) mit i = x,y. Beide
Komponenten schwingen also mit der doppelten Frequenz, und zwar um einen von
Null verschiedenen Wert V;;&2, der eine Funktion von & ist und sich fiir U,, und U,
unterscheidet. Die Amplituden A,, und A,, sowie die Phasenwinkel ¢,, und ¢,
sind ebenfalls voneinander verschieden.

Die linke Seite von Abbildung 5.13 veranschaulicht das Verhalten der Amplitu-
den A,,, A,, und A,,. Sie alle sind monoton fallende Funktionen der Frequenz w
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bzw. der Relaxationszeit 7. Dabei muss man natiirlich die Obergrenze fiir w aus
(5.118) im Auge behalten. Zudem féllt auf, dass A,, die ausgeprigteste Amplitude
ist. Da die vollstandigen Amplituden der Verzerrungskomponenten die Form 4,,&,
Ay&3 und A, 2 haben und & eine kleine Grofie ist, bedeutet das insgesamt, dass die
Ostzillation der Scherkomponente in der Regel um mindestens eine Gréflenordnung
ausgepragter ist als die Oszillation der Diagonalkomponenten. Da dariiber hinaus
gilt, dass sowohl |V,,| > |A,,| als auch |V,,| > |A,,| sind, wechseln die Diagonal-
komponenten wiahrend der Oszillation ihr Vorzeichen nicht; es ist stets U,, > 0 und
U,y < 0. Die Frequenzabhéngigkeit der verschiedenen Phasenwinkel wird im rechten
Teil von Abbildung 5.13 deutlich. Die Phasenverschiebung ist generell umso grofer,
je hoher die Frequenz oder je grofler die Relaxationszeit 7 ist.

-50¢(\
\\\ q)xy
-100; ©
\ S
-150 ‘\\\ S~ _ _q)zy_

-200

w0y T

Abbildung 5.13: Die Amplituden Ay, Ay, und A,y (links), sowie die Phasenwinkel
Ouys P und py, (rechts) als Funktionen der dimensionslosen Frequenz & = wt.

An dieser Stelle ist ein weiterer Vergleich mit der kinematischen Definition der
Verzerrung angebracht. Die Bewegung der Fluidpartikel zwischen den Platten erhal-
ten wir, wenn wir wie in Abschnitt 3.2.3 die Bewegung der oberen Platte in der Form
u(t) = ugsin(wt) schreiben, wobei u(t) die Auslenkung der Platte aus der Ruhelage
angibt. Die Scherung in der Probe ist dann [3]

v = &Lt) = 7o sin (wt) (5.128)
mit 79 = uo/L. Die Scherrate ergibt sich einfach aus der Zeitableitung von =, so
dass 49 = wyo gilt (vergleiche auch Abschnitt 3.2.3). Der Unterschied von v zu
U,y ist offensichtlich: Zum einen ist die Bewegung der Fluidpartikel in Phase mit
der Bewegung der oberen Platte, zum anderen hangt die Amplitude nicht von der
Frequenz ab. Die Gestalt von v ist nicht vom Typ des Fluids abhéngig, wéhrend
Usy speziell die elastischen Eigenschaften eines polymeren Fluids enthélt.

Fiir die Scherspannung o, finden wir fiir das gegebene Verzerrungsfeld in linearer
Ordnung von &

% K -
Opy = — <717 + 2(17“‘15)2)> &o cos (wd) —

Kiwéy

msin @d)+0(&) . (5.129)
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Natiirlich kann man die Scherspannung auch in der Form o,, = A2 cos(@d + ¢12)
angeben; dabei stellen wir fest, dass sich der Phasenwinkel ¢15 von der Phase der
Scherverzerrung ¢,, unterscheidet:
20 (1+@%)

t = — 5.130

an @12 Koo w ( )
Da wir allerdings die Naherung 27n., < K;7 verwenden konnen, ist der Unterschied
vernachléssigbar gering.

Wie wir schon in Abschnitt 3.2.3 gesehen haben, werden iiblicherweise zwei Mate-

rialfunktionen 1’ und 7” in der Form

Oy = —1' 0 cos (wt) — 0" sin (wt) (5.131)

definiert [3]. Diese Definition macht natiirlich nur dann Sinn, wenn wir nur die lineare
Ordnung von &, mitnehmen. Die Viskositdten n" und n” lauten:

KlT
I K 5.132
n et Y0+ 02 (5.132)
Ko
po— _DITY 5.133
g 2(1+ a2 (5.133)

Beide Groflen sind unabhéngig von der Schwingungsamplitude und Funktionen der
dimensionslosen Frequenz. Héufig wird die Viskositét einer oszillierenden Scher-
stromung auch als komplexe GroBe definiert [3]. Es ist

KlT

Tk (5.134)

nt =1 —in" =1+
siche auch [9]. In einem Newtonschen Fluid ist n* reell und frequenzunabhingig.
Demnach beschreibt 1 offensichtlich das rein viskose Verhalten, wiahrend n” den
, Verlust“ durch elastisches Verhalten wiedergibt. Abbildung 5.14, links, zeigt 1’ und
1" als Funktionen der dimensionslosen Frequenz @w. Wir kennen ihr Verhalten schon
aus Abbildung 3.4 in 3.2.3 und kénnen nun unser Resultat quantitativ mit den expe-
rimentellen Befunden vergleichen. Fiir © — 0 strebt " gegen 1y = 1., +1/2K;7, also
gegen die Viskositét einer stationéren Scherstromung bei verschwindender Scherrate.
Mit wachsendem @ fallt " monoton und konvergiert gegen 7., bei groBen Frequen-
zen erfolgt dieser Abfall mit @~2. n” hingegen strebt fiir @ — 0 und @ — oo gegen
Null, dazwischen liegt bei @ = 1 ein Maximum. Aus seiner Lage lasst sich somit die
Relaxationszeit 7 bestimmen. Fiir grofie @ fillt n” mit ©~* ab. Bei kleinen Frequen-
zen gilt zudem 1" = @1, mit zunehmender Frequenz stimmt diese Relation allerdings
nicht mehr, da der Einfluss von 7, bedeutend wird, wie man an GI.(5.132) leicht
erkennen kann. Insgesamt kénnen wir festhalten, dass der Verlauf beider Kurven die
experimentell bekannten Eigenschaften [3, 16] wiedergibt.
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Abbildung 5.14: Die Materialfunktionen ' und n" in FEinheiten von Ki1 (links),
sowie die Materialfunktionen G" und G" in Einheiten von K, (rechts) als Funktionen
der dimensionslosen Frequenz @; der Finfluss von n., wurde vernachlissigt.

Wie wir in Abschnitt 3.2.3 schon festgestellt haben, werden in der Rheologie die
Materialfunktionen alternativ auch aus der Sicht des Festkorpers definiert:

Oy = —G'ypsin (wt) — G cos (wt) (5.135)

G hei3t Speichermodul und gibt das elastische Verhalten der Fliissigkeit an, wihrend
G” Verlustmodul genannt wird und das viskose Verhalten beschreibt [3]. In einem
Festkorper ist G’ eine Konstante, die Schermodul genannt wird, und G” = 0. Aus
den Definitionen von 7/, ", G’ und G” folgen zwangsliufig die Zusammenhinge

G'=wn’ uwd G =wr, (5.136)
woraus wir
K,@0?
G = ——— 5.137
2(1+3?) (5.187)
ch:) Too ~
G = —m—+= 5.138
I (5.138)

ableiten konnen. Beide Funktionen sind auf der rechten Seite von Abbildung 5.14 auf-
getragen. Wir erkennen, dass G’ bei kleinen Frequenzen quadratisch in @ anwéchst
und bei groBen Frequenzen den konstanten Wert G’ = 1/2K; annimmt. In diesem
Grenzfall zeigt das System also rein elastisches Verhalten. G” hingegen hat wie 7"
ein Maximum an der Stelle @ = 1. Fiir grofle Frequenzen strebt G” allerdings nicht
gegen Null, sondern wéchst linear mit der kleinen, aber von Null verschiedenen Stei-
gung 7., /7. Da sich dieser Term auf den dissipativen Anteil des Spannungstensors
zuriickfiihren lésst, beschreibt er die interne Reibung im System und kann innerhalb
unserer Niherung vernachldssigt werden, so dass dann G” = 0 ist.
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Qualitativ erinnert das Verhalten von 1’ als Funktion der Frequenz in Abbildung
5.14, links, an die Scherverdiinnung der stationdren Materialfunktion 7 als Funk-
tion der Scherrate. Tatséchlich fanden W.P. Cox und E.H. Merz im Jahr 1958 aus

Messdaten den empirischen Zusammenhang [49]

n(¥) =" (w=91, (5.139)

der als Cox-Merz-Regel bekannt ist [3]. Ersetzt man also die Frequenz in |n*| durch
die Scherrate, erhélt man die stationédre Viskositdt n als Funktion der Scherrate.
Diese Relation gilt bei einigen Materialien im Rahmen der Messgenauigkeit, bei
anderen ist die Regel vor allem bei kleinen Scherraten eine gute Approximation
[3]. Der Zusammenhang ist sehr erstaunlich, da |n*| aus einer linearen Betrachtung
stammt, wihrend die Scherverdiinnung ein eindeutig nichtlinearer Effekt ist. In der
Praxis wird die Beziehung oft dazu verwendet, um zusétzliche Messpunkte fiir die
Kurve n(¥) zu erhalten. Um zu untersuchen, wie unser Modell die Cox-Merz-Regel
wiedergibt, miissen wir uns auf den Fall kleiner © beschrénken. Deshalb entwickeln
wir |1*|, also den Betrag der komplexen Viskositat n* aus Gl.(5.134) bis in die zweite
Ordnung von @, vernachldssigen den Einfluss von 7., und erhalten

1 1. .
'] = ST = S Kro® + 0 (@) . (5.140)

n(%) hingegen ist durch Gleichung (5.50) gegeben. Vernachldssigen wir auch hier die
Konstante 7., und setzen ¢ = @, dann sind beide Funktionen identisch, wenn die
elastischen Konstanten die Bedingung

erfiillen. In Abschnitt 5.2.3 haben wir gesehen, dass die Funktion »~ nur dann mit
wachsendem &, schneller relaxiert, wenn die Bedingung K3 > 4K, — 4K, erfiillt
wird; diese Relation steht also in Konkurrenz zur Cox-Merz-Regel. Innerhalb unseres
Modells ldsst sie sich daher nicht exakt wiedergeben, allerdings ist der Wert, der sich
aus (5.141) fiir K3 ergibt, nicht allzu weit von den zulédssigen Werten von K3 aus
(5.84) entfernt.

Eine dhnliche Relation wie fiir |n*| ldsst sich fiir " formulieren [49]. Dabei wird
1’ mit der Ableitung der Scherspannung bei einer stationéren Scherung nach der
Scherrate in Verbindung gebracht:

7= =-26) (5,142

Mit der stationdren Scherspannung aus Gl.(5.46) finden wir mit unserem Modell fiir
die linke Seite der Gleichung

004y 1 3 9 4
S - (noo + 5[(17) + 2K 4K + Ky) 7€+ 0 (€1 (5.143)
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auBlerdem finden wir fiir die Entwicklung von 7’ nach @

1 1 ~
n = (7700+§K1T) — §K17-<Z)2+0(w4) . (5.144)
Die Forderung, dass beide Ausdriicke fiir kleine £ = & iibereinstimmen, fithrt hier
zu einer etwas anderen Bedingung als im Beispiel zuvor:

10

Diese Relation ist mit dem Giiltigkeitsintervall (5.84) von K3 vereinbar, die empiri-
sche Regel wird also gut wiedergegeben.

Die Normalspannungsdifferenzen Ny = o,, — 0y, und Ny = 0y, — 0. lassen sich
ebenfalls leicht berechnen und lauten:

B K& 1+ w2 - 4
N1 = —m 1+ mCOS(QWd‘i‘()Ol) +O(£O)
mit tan p; = —% (5.146)
— ZW

7
(5K — I52) €2 L+ (gse) e 4
ST 1+ 1o cos (2wd + ¢2) | + O (fo)

20 (6K, — Ka) + (15K, — 4K5) &7

it t = —
o MP2 = T EK, — Ky) + (TR, — 3Ka) 0% + 4 (—4K, + Ky) &*

(5.147)

In unserem Ergebnis finden sich die wichtigen bekannten Eigenschaften der Nor-
malspannungsdifferenzen einer oszillierenden Scherstromung wieder [26]: Die beiden
Groflen oszillieren mit der doppelten Frequenz, und zwar um einen von Null verschie-
denen Wert, den wir im Folgenden als Verschiebung bezeichnen. Dieses Verhalten
kennen wir bereits von den Diagonalelementen des Verzerrungstensors. Zudem fin-
den wir, dass die Verschiebung in beiden Differenzen grofler als die Amplitude der
Oszillation ist, so dass N7 und N, ein zeitlich unverdnderliches Vorzeichen besitzen;
wie in einer stationdren Scherstromung ist N; stets negativ und Ny stets positiv.
Ferner nehmen Verschiebung und Amplitude mit wachsender Frequenz monoton ab.

Auch fiir die Normalspannungsdifferenzen in einer oszillierenden Scherstromung
kénnen Materialfunktionen eingefiihrt werden [26]. Aufgrund der Existenz der Ver-
schiebung gibt es fiir N; insgesamt drei Funktionen:

Ny = —UY42 — W42 cos (2wt) — W42 sin (2wt) (5.148)

Analog kann man natiirlich auch Materialfunktionen fiir Ny definieren [26], wir in-
teressieren uns hier allerdings nur fiir ¥Y, ¥} und ¥/. Mit unserem Modell kénnen
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wir sie berechnen und finden

K17'2
v = 5.14
! 2(14+a?) (5.149)
K72 (1 —20?)
v = 5.150
! 2 (1 +@2) (1 + 402 ( )
K\ 1%
V= KT W (5.151)

2(1+@?) (1 + 45?)

Diese Materialfunktionen wurden bereits mit verschiedenen konstitutiven Theorien
diskutiert [26]. Mit diesen Modellen konnten Beziehungen zwischen den drei obigen
Funktionen und den Gréfen 1’ und 7" gefunden werden [26]:

wlY (W) = 7" () (5.152)
wU (W) = 7" (2w) — 1" (w) (5.153)
wU (w) = 7' (w)—7n (2w) (5.154)

Durch Einsetzen und Nachrechnen kann man leicht zeigen, dass die Ergebnisse un-
serer Rechnung diese Beziehungen exakt erfiillen. Unser Modell ist also auch hier
gut im Einklang mit experimentellen Befunden und anderen Theorien.

5.2.6 Der Weissenberg-Effekt

In den letzten beiden Abschnitten {iber Scherstromungen wollen wir uns mit Effekten
befassen, die in Fliissigkeiten mit freien Oberflachen auftreten. Das bekannteste Bei-
spiel ist der in 3.2.2 schon kurz vorgestellte Weissenberg- oder ,,rod-climbing“-Effekt
[3, 20] (Abbildung 5.15). Taucht man einen Riihrstab parallel zum Gravitationsfeld
in ein Newtonsches Fluid und lasst ihn rotieren, kriimmt sich die freie Oberflache
der Fliissigkeit am Stab nach unten. Wiederholt man das Experiment mit einem
polymeren Fluid, so findet man in der Regel das umgekehrte Verhalten: Die Fliissig-
keit klettert am Stab nach oben. Diese Oberflichenverformung ist zudem deutlich
ausgepragter als bei Newtonschen Fluiden.

Zur Diskussion dieses Effekts betrachten wir das in Abbildung 5.15 dargestellte
System: Ein zylindrischer Stab mit dem Radius R drehe sich mit der zeitlich konstan-
ten Winkelgeschwindigkeit €2 in einer polymeren Fliissigkeit, deren freie Oberfliche
sich unendlich weit ausdehnt und bei 2 = 0 parallel zur x-y-Ebene ist. Das Fluid sei
zudem so tief, dass der Grund keinen Einfluss auf die Oberfliche besitzt. Die Ro-
tationsachse sei die z-Achse, die Richtung der Gravitationskraft sei —z. Ferner sei
der Stab so lang, dass sich im Bereich der Fliissigkeitsoberfliche keine Randeffekte
durch die Stabenden bemerkbar machen. Da das System rotationssymmetrisch um
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R

Abbildung 5.15: Das Prinzip des Weissenberg-FEffekts: Ein polymeres Fluid klettert
an einem rotierenden Stab nach oben.

die z-Achse ist, bietet sich die Verwendung von Zylinderkoordinaten (r, ¢, z) an, au-
Berdem kénnen wegen dieser Symmetrie die Variablen nicht von ¢ abhéngen. Zusétz-
lich vernachléssigen wir eine mogliche z-Abhéangigkeit; fiir das gew#hlte System ist
das gleichbedeutend damit, dass alle frequenzabhéngigen Gréfien nach €2 entwickelt
und nur bis zur zweiten Ordnung betrachtet werden, da sich die z-Abhéngigkeit als
Effekt der dritten Ordnung entpuppt [50]. Die charakteristische Zeitskala, die durch
die Geometrie des Systems gegeben ist, lautet

Tw = \/§ ; (5.155)

g ist die Erdbeschleunigung. In einem Newtonschen Fluid ist das die einzige Zeitska-
la; wenn wir von einem kleinen {2 sprechen, meinen wir damit eigentlich, dass Q7w
eine kleine Grofle ist. Das bedeutet beispielsweise, dass bei einem Riihrstab mit dem
Radius 1 cm 7w = 3-1072s ist und wir somit in der Entwicklung nur Winkelgeschwin-
digkeiten betrachten kénnen, die deutlich kleiner als etwa 30s~! sind. Je diinner der
Riihrstab ist, desto groflere Winkelgeschwindigkeiten kénnen wir beriicksichtigen. In
einem polymeren Fluid kommt zusétzlich die Zeitskala 7 hinzu, so dass wir spéter
noch klaren miissen, welche der beiden Zeitskalen fiir die Ndherung ausschlaggebend
ist.

Aus der vorgegebenen Symmetrie konnen wir fiir das Geschwindigkeitsprofil der
Stromung folgern, dass es nur eine azimutale Komponente besitzen und nur vom
Abstand zum Riihrstab abhéngen kann:

v =1,(r) @ (5.156)
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Das System ist damit eine stationére Scherstromung, allerdings mit dem Unterschied
zu den bisherigen Beispielen, dass die Stromung rotations- statt translationssymme-
trisch ist. Aulerdem wird sich zeigen, dass die Scherrate hier ortsabhéngig ist. Als
Randbedingungen fiir das Geschwindigkeitsprofil verwenden wir, dass das Fluid am
Riihrstab haftet,

v,(R) =RQ, (5.157)
und in groBen Absténden zum Riihrstab ruht,
Lim vy (r) = 0. (5.158)
z
h(r)
A
t
R r

Abbildung 5.16: Querschnitt durch die verformte Oberfliche beim Weissenberg-
Effekt. h(r) bezeichnet das Oberflachenprofil, t ist der Tangentialvektor der Ober-
fliche in der r-z-Ebene und n der Normalenvektor.

Um die Verformung der Fliissigkeitsoberfliche zu beschreiben, bestimmen wir
das Oberflachenprofil h(r), also die Hohe der Oberfliche als Funktion des Abstands
zur Mittelachse des Riihrstabs (siehe Abbildung 5.16). h(r) ist bis auf eine additive
Konstante bestimmt, da die Tiefe der Fliissigkeit nicht bekannt ist. Eine Bestim-
mungsgleichung fiir A(r) konnen wir aus den Randbedingungen der Impulsstrom-
dichte II;; herleiten. Wie wir in 4.2 und 5.1 gezeigt haben, kénnen wir sie schreiben
als

Hz’j = PUV; -+ Oij = Péz] —+ P UiV; —+ O'Z-e]l»a — 27]0014@] . (5159)

An der freien Oberfliche gelten die folgenden Randbedingungen:

th‘zzh(r) = 0 (5160)
Hnn‘Z:h('f‘) - Patm (5.161)

n bezeichnet die Normalen-, t eine beliebige Tangentialrichtung beziiglich der Ober-
fliche (siehe auch Abbildung 5.16). Die Bedingungen sagen aus, dass die Normal-
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und Scherkomponenten des Spannungstensors an einer kréftefreien Grenzflache ste-
tig sein miissen [1, 51]. Da in Luft idealerweise keine Scherkrifte wirken, ist die
Scherkomponente im Fluid an der Oberflache gleich Null, aulerdem entspricht die
Normalspannung an der Fliissigkeitsoberfliche dem Luftdruck P,,,. Es ist hierbei
wichtig anzumerken, dass wir der Einfachheit halber den Einfluss der Oberflichen-
spannung vernachléssigt haben. Es zeigt sich, dass die Oberflichenspannung umso
wichtiger ist, je diinner der Riihrstab ist (siehe [52] fiir eine ausfiihrliche Diskussion).

In unserem System sind die Komponenten II,.. und II,. aufgrund der Symmetrie
identisch Null. Die iibrigen Komponenten lauten:

O, = 00t —2Nsdr, (5.162)
I, = P+o%® (5.163)
Oy, = P+pvl+o5 (5.164)
M., = P+oo (5.165)

Um die Randbedingungen ausnutzen zu kénnen, miissen wir die Komponenten IT;,
und II,,, berechnen. Wir erhalten

I, =tln = ¢nI,, + ton Il +t.n 11,
=t 00 + .m0 +tn, (058 — 2nedy,) , (5.166)
I, = alla = n2M,, + n’Il., = P 4 n’c®® 4+ n?c® (5.167)

Um diese Ausdriicke zu vereinfachen, nutzen wir aus, dass wir alle frequenzabhéngi-
gen Gréfen nur bis in die zweite Ordnung von {2 betrachten. Daher werfen wir nun
einen Blick auf die Ordnungen der einzelnen Beitrage zu Il;, und II,,. Fiir den
elastischen Spannungstensor af}a kénnen wir die Symmetrieargumente der ebenen
Scherstromung beziiglich der Anderung der Scherrichtung iibertragen:

aﬁf xQ, PO, oo (5.168)

Nur die Scherkomponente ist richtungsabhéngig, die Normalkomponenten sind ge-
rade Funktionen von 2. Das Vorzeichen der Geschwindigkeit v, ist ebenfalls rich-
tungsabhéngig, es gilt daher

Ay o Q). (5.169)

n und t lassen sich mit Hilfe von Abbildung 5.16 bestimmen und lauten normiert

P S P4z
ho= 1+(Vrh)2[ (V. h)E+17] (5.170)
1

J1+2+ (Vo h)?

o>
|

B+ t, @+ (V, h)2] . (5.171)
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t, ist beliebig, daher verkdrpert t die Menge aller Tangentialvektoren. Da das Ober-
flichenprofil nicht von der Rotationsrichtung abhiingt, gilt V, h o< Q2. Daraus folgt
fiir die Vektorkomponenten

neox 0, 1—n, Q' t,xO?. (5.172)

Nehmen wir in I1,, und I, nur die Beitrdge mit, die maximal zweiter Ordnung in
Q) sind, finden wir schliefflich:

M, = 0 (5.173)
M, = P+o (5.174)

Die Randbedingung (5.160) fiir die Scherkomponente ist daher grundsétzlich erfiillt,
die Bedingung (5.161) fiir die Normalkomponente wird zu

P (r, h(r)) + 02(r) = Pam - (5.175)

Um diese Gleichung fiir die Bestimmung des Oberflachenprofils verwenden zu kénnen,
miissen wir mehr Informationen iiber den Druck P gewinnen. Dazu ziehen wir die
Kontinuitéatsgleichung des Impulses (5.1) heran, die wir dafiir in Zylinderkoordinaten
umschreiben miissen. Dabei kénnen wir zur Vereinfachung gleich die Symmetrieei-
genschaften des Systems beziiglich der Spannungen ausnutzen. So verschwinden die
Spannungskomponenten agj und ¢ auBerdem soll der elastische Spannungstensor
af]la nur von r abhéngen; die Fliissigkeit sei tief genug, dass eine z-Abhéngigkeit wie
ja auch beim Geschwindigkeitsprofil nicht beitriagt (siehe auch [3]). P hingegen ist
eine Funktion von z, da wir die Gravitation beriicksichtigen miissen. Damit finden
wir letztendlich:

2 ela ela
VTP—/)&—i—Vraela%—M =0 (5.176)
r " r
1 O.ela
oo (vf v, + = Vv, — ”—g) +V,o5l 422 = 0 (5.177)
r r r
V.P = —pg (5.178)

Um diese Gleichungen zu erhalten, mussten wir in die Kontinuitatsgleichung zusétz-
lich die Gravitationskraftdichte —pg z einbeziehen. Durch Integration der Gleichun-
gen (5.176) und (5.178) iiber r bzw. z erhalten wir P:

Y _ela _ _ela

v o o
P(r,z) =Py — pgz + p/ T—f dr’ + / % dr’ — gl (5.179)
R R

Py ist eine nicht ndher bestimmte Integrationskonstante. Setzen wir diesen Ausdruck
in die Randbedingung (5.175) ein und beachten dabei, dass z = h(r) sein muss, dann
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haben wir schliellich den Ausdruck fiir das Hohenprofil h(r) gefunden:
T 'U?a , T Nl ,
pgh(r) =C+ p/ Fdr + / Fdr — N (5.180)
R R

C ist eine Konstante, N; und Ny sind die Normalspannungsdifferenzen, die in dieser
Geometrie

Ni = 04pp—0n (5.181)
Ny = 0,0 — 0, (5.182)

lauten. Gleichung (5.180) ist auch aus der Rheologie bekannt [2, 3]. Wir sehen,
dass sich das Oberflichenprofil aus drei Anteilen zusammensetzt, ndmlich einem
geschwindigkeitsabhéngigen Beitrag, der auch bei Newtonschen Fluiden auftritt,
sowie jeweils einem von N; und N bestimmten Beitrag.

Bevor wir uns mit polymeren Fluiden beschéftigen, diskutieren wir zunéchst das
Verhalten eines Newtonschen Fluids. Da in diesem Fall o$}* = 0 ist, kénnen wir mit
Gleichung (5.177) und den Randbedingungen (5.157) und (5.158) das Geschwindig-
keitsprofil recht einfach berechnen:

R

v, (1) = RQ <7> (5.183)

Der Betrag der Geschwindigkeit nimmt demnach radial mit r—! ab. Das Oberflichen-
profil ist geméf Gl.(5.180)

(5.184)

mit pgho = C. Da die Normalspannungsdifferenzen verschwinden, liefert in G1.(5.180)
nur das erste Integral einen Beitrag. Es ergibt sich also der schon beschriebene
Effekt, dass sich bei einem Newtonschen Fluid die Oberfliche am Riihrstab nach
unten kriimmt, und zwar mit r~2. Wie schon erwiihnt, gilt dieses Profil nur bei Ver-
nachléssigung der Oberflichenspannung und unter der Voraussetzung, dass Qrw <
1 ist.

Mit unserem Modell haben wir die Moglichkeit, die Normalspannungsdifferenzen
und damit das Oberflachenprofil eines polymeren Fluids explizit zu berechnen. Dazu
gehen wir der Einfachheit halber so vor, dass wir zunéchst annehmen, dass das
Geschwindigkeitsprofil in einem polymeren Fluid mit dem zuvor berechneten Profil
in einer Newtonschen Fliissigkeit iibereinstimmt. Daraus ldsst sich dann mit (5.7)
und (5.11) das Verzerrungsfeld bestimmen. Schlielich miissen wir das erhaltene
Ergebnis noch auf seine Konsistenz testen.
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Fiir die Berechnung des Verzerrungsfeldes im Fluid nehmen wir wie zuvor an,
dass die Fliissigkeit entlang der neutralen Richtung nicht gedehnt wird, es ist also
U.. = U%, = 0. Damit reduziert sich die Bestimmung von Ui; wieder auf ein zweidi-
mensionales Problem, diesmal in der r-p-Ebene. In Polarkoordinaten (r, ) lauten
die Bewegungsgleichungen (5.7) und (5.11) fiir U;:

1

2 (VT% - ”7*") Uy = == (U = Upp) (5.185)
1 1

(Vrvw - ”7*") Ups = ——Ung+3 (vr% - %) (5.186)

U+ Upp = 2(UnlUsp, — UZ,) (5.187)

Da ab der dritten Ordnung von 2 die z-Abhéngigkeit von v, wichtig wird, diirfen
wir die Losung fiir U;; nur bis in die zweite Ordnung von €2 entwickeln. Daraus ergibt
sich:

U, — —(g) () + 0 (7)) (5.188)
U, — -3 (?)4@7)%0((97)‘*) (5.189)
U, — (?) @) + 0 ((0r)*) (5.190)

Die kleine Grofle, nach der wir hier entwickeln, ist Q7. Da 7 generell grofler als mw
ist, ist die Giiltigkeit der Entwicklung nach €2 bei einem polymeren Fluid stérker
eingeschréankt als bei einem Newtonschen Fluid. Wie iiblich sind die Diagonalkompo-
nenten gerade und die Scherkomponenten ungerade Funktionen der Scherrichtung,
in diesem Fall gegeben durch das Vorzeichen von ).

Die nichtverschwindenden Komponenten des Spannungstensors lassen sich auf
die iibliche Weise leicht berechnen:

2

oy = K (?) (Qr) + 0 ((27)*) (5.191)
op = P+ (5K — Ky) <§>4 (@) + 0 ((@n)") (5.192)
0o = Pt (K — ) <§)4 (r)* + 0 ((@r)") (5.193)

An dieser Stelle konnen wir {iberpriifen, ob es gerechtfertigt war, das Geschwin-
digkeitsprofil eines Newtonschen Fluids fiir polymere Fluide zu iibernehmen. Dazu
setzen wir v, und o4, in GL(5.177) ein und erhalten zu unserer Zufriedenheit die
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Identitdt 0 = 0. Die Normalspannungsdifferenzen lauten:
R\* 2 4
Ny = —4K, (7) (Qr)* + 0 ((@n)") (5.194)
R\* 2 4
Ny, = (5K;— Ks) (7) (Qr)?+ 0 ((an)") (5.195)

Ein Vergleich mit den Normalspannungsdifferenzen, die wir in einer stationéren ebe-
nen Scherstromung gefunden haben, offenbart, dass die Losungen identisch sind,
wenn die Scherrate
R 2
5= 20 (—) (5.196)

r

betrédgt, was im Einklang mit 4 = V,v,, steht. Die Scherrate ist daher ortsabhéngig
und nimmt nach auBen hin mit =2 ab. Auch hier gilt grundsitzlich N; < 0 und
Ny > 0.

Wir sind nun in der Lage, das Oberflichenprofil im Grenzfall Q7 < 1 zu bestim-
men. Einsetzen in GI.(5.180) fithrt uns zu

h('f’):ho—

QQ 2 2 QQ 2 4
o (5) +(Ky — 4K)) = (5) . (5.197)
2g r pg \r

Das Ergebnis stimmt formal mit dem Resultat in [52] iiberein, das aus einem anderen
Modell gewonnen wurde. Im Vergleich zum Profil in einem Newtonschen Fluid, Glei-
chung (5.184), kommt ein weiterer Ausdruck hinzu, der sich aus den Normalspan-
nungsdifferenzen ableitet. Damit G1.(5.197) ein Ansteigen des Fluids am Riihrstab
beschreiben kann, muss der Vorfaktor des neuen Terms positiv sein. Das bedeutet,
dass wir eine zusétzliche Bedingung fiir K5 erhalten, ndmlich

Ky > 4K, . (5.198)
Wie K3 wird damit auch K5 auf ein Intervall beschriankt:
4K, < Ky < 5K, (5.199)

Diese Relation steht im Einklang mit der typischen Gréflenordnung Ky ~ 4.5K;,
die wir in 5.2.2 abgeleitet haben. Verwenden wir G1.(5.57), so kénnen wir die obi-
ge Bedingung auch mit Messgrofien ausdriicken. Das fithrt zu der Aussage, dass
ein polymeres Fluid nur dann den Weissenberg-Effekt zeigt, wenn seine stationdren
Normalspannungskoeffizienten ¥; und ¥y die Bedingung

_¥2 95 (5.200)

(G
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erfiillen. Auf diese Voraussetzung wird auch in [2] hingewiesen. Eine Ubersicht iiber
Werte dieses Verhiltnisses bei verschiedenen Proben findet man beispielsweise in [2]
in Tabelle 3.9.

Gleichung (5.197) zeigt, dass zwei verschiedene Effekte um die Oberfldchenver-
formung konkurrieren: Zum einen gibt es einen Newtonschen Beitrag, der die Ober-
fliche am Stab proportional zu r=2 absenkt, und zum anderen einen polymeren
Beitrag, der die Oberfliche mit der deutlich stirkeren Abhiingigkeit von r—* an-
hebt. Damit wirklich ein Heben der Fliissigkeitsoberfliche am Riihrstab festgestellt

werden kann, muss h(R) groBer sein als hy. Das gilt, wenn

2 (K, — 4K,) 72
R<Rcrit:\/ (K ; )7 (5.201)

erfiillt ist. Fiir ein gegebenes Fluid sehen wir also nur dann den Weissenberg-Effekt,
wenn K im Intervall (5.199) liegt und der Radius des Riihrstabs einen durch Ma-
terialparameter festgelegten kritischen Radius nicht iibersteigt. Auf eine Zusatzbe-
dingung dieser Art weisen auch [52] und [53] hin.

In einem Newtonschen Fluid héngt die Stérke der Verformung im Wesentli-
chen von der Rotationsgeschwindigkeit und dem Radius des Riihrstabs ab (sieche
Gl1.(5.184)). Die Absenkung ist umso ausgepragter, je dicker der Stab ist und je
schneller er sich dreht. Die Abhéngigkeit von R und €2 ist jeweils quadratisch. Etwas
anders sieht es bei einem polymeren Fluid aus: Zwar geht auch hier die Auspragung
des Effekts quadratisch mit der Rotationsgeschwindigkeit, allerdings ist der polyme-
re Beitrag zur Hohe der Fliissigkeit am Stab unabhéngig vom Stabradius. Aulerdem
spielt die Relaxationszeit 7 eine grofle Rolle: Je langsamer ein polymeres Fluid rela-
xiert, desto stirker wird der Weissenberg-Effekt, und zwar quadratisch in 7. Einen
linearen Einfluss haben die elastischen Parameter K; und K,. In der Regel gilt
Gleichung (5.197) unter der Voraussetzung 27 < 1; sollte die Zeitskala 7y aller-
dings einmal grofler als 7 sein, dann gilt natiirlich die Einschriankung Qrw < 1 fiir
(5.197). Da wir uns hier nur fiir die grundlegenden Mechanismen interessieren, die
zum Weissenberg-Effekt fiihren, haben wir den Einfluss der Oberflichenspannung
vernachléssigt. Eine eingehendere Betrachtung [52] zeigt, dass die Oberfléichenspan-
nung das Klettern am Riihrstab abschwécht. Bei Winkelgeschwindigkeiten, die den
Giiltigkeitsbereich der hier diskutierten N&herung verlassen, zeigt die Fliissigkeits-
oberfliche ein komplexes nichtlineares Verhalten (siehe [52] fiir einige experimentelle
Beispiele). Ein wichtiger Trend, der sich dabei zeigt ist, dass bei grofien Q die Klet-
terhohe nicht mehr mit Q2 wichst, sondern deutlich langsamer.

Wir beenden dieses Kapitel mit einer quantitativen Analyse von G1.(5.197). Wer-
fen wir zunéchst einen Blick auf die Materialien in Tabelle 5.1. Mit den dort be-
stimmten Relaxationszeiten kénnen wir die maximale Rotationsfrequenz aus 1/(277)
berechnen. So finden wir beispielsweise fiir die Aluminiumlauratlésung, dass die Ro-
tationsfrequenz deutlich langsamer als fiinf Umdrehungen pro Minute sein muss,
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damit unsere Ndherung fiir diese Probe anwendbar wird. Da experimentell Rotatio-
nen in der Gréfenordnung von einer Umdrehung pro Sekunde untersucht werden,
ist die Naherung fiir Proben mit einer so groflen Relaxationszeit quantitativ nicht
relevant. Es gibt aber durchaus Fliissigkeiten, in denen die Relaxationszeit klein
genug ist, um das Profil von GI.(5.197) experimentell zu beobachten. In [52] wird
eine Mischung aus Motordl und Polyisobutylen verwendet, die einen ersten Normal-
spannungskoeffizienten besitzt, der (¥;), = 0.3Pa s? betrigt und damit um Grofen-
ordnungen kleiner ist als bei den aus Tabelle 5.1 bekannten Materialien. Der in [52]
experimentell bestimmte Giiltigkeitsbereich der quadratischen Naherung lasst dar-
auf schlieflen, dass die Relaxationszeit dieser Probensubstanz etwa 0.05s betrigt.
Den kritischen Radius dieser Probe kénnen wir aus G1.(5.201) mit R2; =~ (¥1),/p
abschétzen, wenn wir Ky = 4.5K; setzen. Mit p =~ 1kg/dm3 findet man fiir die
STP-Motoroladditivprobe aus [52] einen kritischen Stabdurchmesser von etwa 2 cm;
diese kritische Grenze wurde in [52] direkt experimentell bestétigt. Fiir die Alumi-
niumlauratlésung in Tabelle 5.1 mit dem noch relativ kleinen Wert ¥, = 3-10?Pas?
betragt R.i hingegen schon einen halben Meter, so dass der Weissenberg-Effekt
in einer solchen Probe in einem typischen Versuchsaufbau grundsétzlich beobachtet
wird. SchliefSlich berechnen wir noch die Hohe, die das Fluid direkt am Riihrstab
erreicht. Aus (5.197) folgt

Ah = h(R) —hy = =<t 02 (5.202)
Da typischerweise Riihrstdbe mit einem Radius von etwa 1cm fiir Experimente
verwendet werden, ist die Kletterhohe bei Aluminiumlaurat im Wesentlichen un-
abhéngig von R, wiahrend beim STP-Motordladditiv der Einfluss von R sehr wohl
eine Rolle spielt. Im Giiltigkeitsbereich der Ndherung liegen die Steighohen typi-
scherweise im Millimeterbereich.

5.2.7 Stromung durch einen geneigten Kanal

Wie schon erwéhnt ist die zweite Normalspannungsdifferenz bei einer Scherstromung
betragsméfig deutlich kleiner als die erste und daher wesentlich schwieriger zu mes-
sen. Wir wollen in diesem Abschnitt einen Oberflicheneffekt untersuchen, der aus-
schlieBlich von Ny bestimmt wird und daher eine Messung dieser Groéfle zulésst
[22]. Der Versuchsaufbau ist in Abbildung 5.17 dargestellt. Wir betrachten einen
leicht geneigten Kanal mit parallelen Seitenwénden, durch den ein polymeres Fluid
stromt. Experimentell wurde festgestellt [2], dass sich dabei unter Vernachlissigung
der Oberflaichenspannung die Oberfliche der Fliissigkeit leicht nach oben wolbt,
wahrend ein Newtonsches Fluid eine ebene Oberfléiche besitzt. Abbildung 5.18 zeigt
das Geschwindigkeitsprofil. Die Strémung sei laminar, so dass die Geschwindigkeit
nur eine z-Komponente besitzt. Ferner sei der Kanal so tief, dass im Bereich der
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Abbildung 5.17: Strémung eines polymeren Fluids durch einen um den Winkel o
geneigten Kanal. Die Verformung der Oberfliche ist tibertrieben dargestellt.
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Abbildung 5.18: Gestalt des Stromungsfeldes in der x-z-Ebene (links) und der x-y-
Ebene (rechts).

Oberflache die Stromungsgeschwindigkeit nicht von der Tiefe, also von z abhéngt.
Diese Annahme ldsst sich dadurch rechtfertigen, dass in der Beschreibung des Ex-
periments explizit von einem tiefen Kanal die Rede ist. Aulerdem sei der Kanal so
lang, dass wir Translationssymmetrie entlang der z-Achse ausnutzen kénnen. Das
Geschwindigkeitsprofil hat daher die Gestalt

v(y) =v.(y) % . (5.203)

Es handelt sich also auch hier um eine stationdre Scherstromung. Die Gestalt der
y-Abhéngigkeit wird im rechten Bild von Abbildung 5.18 deutlich. Die Fliissigkeit
haftet an den Kanalwénden,

0,(0) = v, (B) =0, (5.204)

wobei B die Breite des Kanals ist, und fliefit in der Mitte bei y = 1/2 B am schnells-
ten. Die Scherrate 4 = V, v, ist daher keine Konstante, sondern auch eine Funktion
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Abbildung 5.19: Héhenprofil h(y) sowie Normal- und Tangentialrichtung in der y-
z-FEbene bei einem Kanal mit der Breite B.

von y. Angetrieben wird die Fliissigkeit durch die Gravitation, und zwar durch
gz = gsina (siehe Abbildung 5.18 links); ist der Neigungswinkel des Kanals o = 0,
so ruht das Fluid.

Die Verformung der Oberfliche beschreiben wir mit einem Hohenprofil h(y), das
durch den Schnitt der y-z-Ebene mit dem Kanal zustande kommt (siehe Abbildung
5.19). Wie beim Weissenberg-Effekt ist auch dieses Profil wegen der unbestimmten
Tiefe nur bis auf eine additive Konstante bestimmt. Das Vorgehen zur Bestimmung
des Oberflachenprofils ist analog zur Diskussion des Weissenberg-Effekts. Der Unter-
schied besteht lediglich darin, dass die y- die r-Richtung und die x- die p-Richtung
ersetzt, auflerdem ist der Entwicklungsparameter jetzt o. Entsprechend zu GI1.(5.175)
finden wir damit als Bedingung fiir die freie Oberfliche die Beziehung

P (y,h(y)) + 02(y) = Pam - (5.205)

Den Druck P bestimmen wir wieder aus der Kontinuitdatsgleichung des Impulses
(5.1). Wir nehmen die Gravitation als d&uflere Kraft mit hinzu und erlauben Druck-
gradienten nur in y- und z-Richtung:

v, o—;if — N VyY = pgsina (5.206)
V, P+ V00 = 0 (5.207)
V.P = —pgcosa (5.208)

Fiir P finden wir durch Integration von (5.207) und (5.208)

P=PF - 025‘ — pgzcosa . (5.209)

P, ist wieder die Integrationskonstante. Mit (5.205) und (5.209) kénnen wir schlief3-
lich das Profil allgemein angeben:

pgh(y) cosa =C — Ny (5.210)
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Ny = 0y — 0, ist wie gehabt die zweite Normalspannungsdifferenz, C = Py — Py
eine nicht festgelegte Konstante. Diese aus der Rheologie bekannte Formel [2] zeigt,
dass sich die Verformung der Oberflache also tatsichlich allein auf Ny zuriickfithren
lasst. Fiir ein Newtonsches Fluid ist offensichtlich A = const. und die Oberflache
damit eben.

Die Berechnung von N, mit unserem Modell fiir dieses Beispiel stellt kein grofie-
res Problem mehr dar. Auch hier rechnen wir zweidimensional und setzen U,, sowie
U?. gleich Null. Ein Blick auf Abbildung 5.18 und die Rechnung in Abschnitt 5.2.2
zeigt dann, dass der einzige Unterschied zur in 5.2.2 diskutierten stationéren Scher-
stromung darin besteht, dass die Scherrate 4 hier eine Funktion von y ist. So kénnen
wir die Losungen fiir U;; und o0;; aus Abschnitt 5.2.2 iibernehmen. Konkret ist also

1 2.2
Zur Berechnung des Oberflichenprofils fehlt uns damit nur noch ein expliziter Aus-
druck fiir 4(y). Um ihn zu finden, setzen wir die stationdre Scherspannung o, aus
Gleichung (5.46) in GI1.(5.206) ein und erhalten die Differentialgleichung

1 3
[(nm n 5[(17) 2 (2K, — 4K + Ky) 7312] Y,y = —pgsina . (5.212)
Da die Scherrate proportional zum Neigungswinkel « ist, konnen wir in der zweiten
Ordnung von « den +2-Beitrag vernachlissigen. Beriicksichtigen wir auBerdem noch,
dass das Fluid an den Kanalwénden ruht, dann lautet die Scherrate

pga

_ _ 3
ST (B—2y)+0(a®) . (5.213)

Y(y)

Wir haben nun alle Informationen, um das Oberflichenprofil zu berechnen. Ver-
wenden wir noch zusétzlich, dass 7, viel kleiner als K7 ist, finden wir als Ergebnis

2
h(y) = ho + pf(‘)l‘ (5 - %) (B—1y)y. (5.214)
hg ist erneut eine unbestimmte Konstante. Die Oberflache ist also parabolisch nach
oben gewdlbt; die Stiarke der Deformation wichst dabei quadratisch mit dem Nei-
gungswinkel. Die Bedingung fiir das richtige Vorzeichen der Verformung, K, < 5K,
ist geméafl Abschnitt 5.2.2 identisch mit der Voraussetzung fiir Ny > 0. Wir erkennen
an dieser Losung, dass sich die Verformung der Oberfliche in einem Kanal in ihrer
Natur erheblich von der Verformung beim Weissenberg-Effekt unterscheidet. So hat
hier die Relaxationszeit 7 keinerlei Einfluss auf die Gestalt der Oberflache, aufler-
dem hemmen ein grofles K; und eine kleine Dichte die Verformung, wéahrend beim
Weissenberg-Effekt die Deformation quadratisch in 7, linear in den elastischen Kon-
stanten und mit p~! anwiichst. Entscheidend fiir diesen qualitativen Unterschied ist
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die Gestalt des Geschwindigkeitsfeldes. Beim Weissenberg-Effekt ist es ausschlieflich
durch die Geometrie bestimmt und enthélt nur dulere Parameter, ndmlich den Stab-
radius und die Rotationsgeschwindigkeit. Da im Kanal die Stromung hingegen durch
den Einfluss der Gravitation angetrieben wird, hangt die Geschwindigkeit auch von
den Materialparametern ab, wie wir in GI.(5.213) sehen. Das fiithrt letztendlich zu
den beschriebenen qualitativen Unterschieden.

5.3 Elongationsstromungen bei kleinen
Verzerrungen

Bei der Beschiftigung mit verschiedenen Typen von ebenen Scherstromungen haben
wir festgestellt, dass unser Modell in der einfachen N&herung kleiner Verzerrungen
das qualitative Verhalten der Messgroflen sehr gut beschreiben kann. Um diese Re-
sultate weiter zu untermauern, ist es sinnvoll, zusétzlich einen anderen Typ von
Stromung zu untersuchen, der sich in seinen Eigenschaften grundlegend von einer
Scherstromung unterscheidet. Dafiir ist die in 2.3 fiir Newtonsche Fluide vorgestellte
dreidimensionale Elongationsstrémung ideal geeignet, da sie scherfrei ist und daher
ein komplett anderes Verhalten zeigt. Wir beginnen in 5.3.1 mit ein paar allgemeinen
Betrachtungen und wenden uns dann zwei Beispielen zu.

5.3.1 Allgemeine Betrachtungen

Bevor wir konkret auf Beispiele eingehen, wollen wir zunéchst die Gestalt des Ver-
zerrungstensors und der Bewegungsgleichungen fiir U;; bestimmen. Wie zuvor bei
der in 5.2.1 vorgestellten ebenen Scherstromung nehmen wir an, dass sich das Ge-
schwindigkeitsprofil zwischen einem Newtonschen und polymeren Fluid nicht un-
terscheidet. Die Giiltigkeit dieser Annahme ist experimentell gut bestéitigt [3]. Das
Geschwindigkeitsfeld, dass uns hier interessiert, lautet (siche auch GI.(2.18)):

(t)
vir,t)=| —1/2é(t)y (5.215)

Die Stromung ist rotationssymmetrisch und inkompressibel, ihre Stédrke wird durch
die Elongationsrate £ bestimmt, die zeitabhéngig, aber rdumlich homogen ist; fiir
weitere Eigenschaften verweisen wir auf die allgemeine Diskussion in 2.3.

Aufgrund der Symmetrie der Stromung entspricht das Laborsystem dem Haupt-
achsensystem sowohl von A;; als auch von Uj;. Das stellt einen grofien Unterschied
zur Scherstromung dar, in der sich die Hauptachsensysteme dieser beiden Grofien
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vom Laborsystem als auch voneinander deutlich unterscheiden. Der Verzerrungsten-
sor ist damit zwangsldufig von der Gestalt

U 0 0
u=| 0o U, 0 |; (5.216)
0 0 U.

dariiber hinaus ist wegen der Rotationssymmetrie um die z-Achse U,, = U,,. Da
wir bereits im Hauptachsensystem sind, benétigen wir zur Veranschaulichung der
Verzerrung hier keinen Orientierungswinkel ¢ und kénnen die Dehnungsverhéltnisse
direkt angeben:

1

N = ——— 5.217

! Vi-2U,, ( )
1

Ay = (5.218)

v1-=-2U,,

Beim Einsetzen der Struktur von U;; in die Bewegungsgleichung (5.7) fallt uns ein
weiterer Unterschied zur Scherstromung auf: Wéahrend in 5.2.1 der Beitrag kakUin
aus Symmetriegriinden nicht erlaubt ist, trigt er hier zunéchst durchaus bei, so dass
die Bewegungsgleichungen ein System nichttrivial zu losender partieller Differen-
tialgleichungen darstellen. Wir umgehen das Problem derart, dass wir annehmen,
dass das Verzerrungsfeld rdumlich homogen ist. Das lasst sich dadurch stiitzen, dass
die Elongationsrate ebenfalls ortsunabhéngig ist. Damit haben die Bewegungsglei-
chungen (5.7) und die Inkompressibilitdtsbedingung (5.11) die folgende Gestalt:

1/ : 1 1 1

- — i 2 = —— — 21

5 (U = Uss) + 5¢ = 5 (Uss +2U22) - (Une = Us)  (5.219)
(1-2U,)"(1-2U..) = 1 (5.220)

Da wir hier dreidimensional rechnen, hat der spurfreie Anteil von U;; natiirlich die
Form Uioj = U;;—1/3 Upy0;5. Jede Komponente von (5.7) liefert dieselbe Gleichung, so
dass wir fiir die beiden Variablen U,, und U,, zwei Bewegungsgleichungen erhalten.
Wie zuvor bei der Scherstromung wollen wir auch hier mit dimensionslosen

Grofen arbeiten und definieren
(:=¢T, d:=—. (5.221)

T

(¢ ist analog zu ¢ die dimensionslose Elongationsrate, d kennen wir schon aus 5.2.1.
Das Gleichungssystem, mit dem wir im Folgenden arbeiten werden, lautet damit:

(1-2U,)*(1—2U..) = 1 (5.223)
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Ab sofort bezieht sich der Punkt wieder auf die Zeitableitung nach d.

Ausgehend von den Gleichungen (5.222) und (5.223) wollen wir nun zwei ver-
schiedene Szenarien diskutieren, ndmlich die stationére und die einsetzende Elonga-
tionsstromung.

5.3.2 Die stationire Elongationsstromung

Wihrend in einer Scherstromung drei unterschiedliche Messgrofien existieren, ist die
Situation in einer rotationssymmetrischen Elongationsstromung einfacher. Aufgrund
der hohen Symmetrie gibt es insgesamt nur eine Messgrofie, namlich die Normal-
spannungsdifferenz o, — o, [3]. In diesem Abschnitt wollen wir das Verhalten dieser
Grofle in einer stationdren Stromung untersuchen. Die Elongationsrate ist dabei eine
Konstante,

¢ = const. , (5.224)

und auch die Verzerrungskomponenten hingen nicht von der Zeit ab. Wie wir in
3.3.2 jedoch schon gesehen haben, ist eine solche Stromung experimentell schwierig
und nur fiir kleine Elongationsraten (¢ < 1—10s~!) zu verwirklichen; groBere Werte
lassen sich nur bei einer einsetzenden Elongationsstromung untersuchen.

Die Gleichungen (5.222) und (5.223) vereinfachen sich im stationdren Fall zu

3
(1 -2U,)*(1-2U..) = 1; (5.226)
die Losung lautet
112
1 Ty %g " 1+2 ’
U= 0 L— 5% 0 . (5.227)
2
o0 i)

Wie der Verzerrungstensor einer stationédren Scherstromung ist U;; universell, da nur
eine Abhéangigkeit von ( auftritt. Auflerdem stellen wir fest, dass die Verzerrung an

den Stellen

1
G = —3 und (=1 (5.228)

Singularitdten besitzt. Daraus konnen wir folgern, dass nur dann eine stationére
Elongationsstromung existieren kann, wenn die Elongationsrate im Intervall

1 1
—— <Ee< — (5.229)
2T T
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liegt. Das Existenzintervall ist umso breiter, je schneller das Fluid relaxiert. Die
Losung liefert also eine mogliche Erkldarung dafiir, dass eine stationdre Stromung
experimentell nur fiir kleine Elongationsraten erzeugt werden kann. Eine derartige
Einschrankung findet man auch in verschiedenen anderen Theorien [2, 39.

Die weiteren Eigenschaften des Verzerrungstensors sind in Abbildung 5.20 zu
erkennen. So wird deutlich, dass keine Symmetrie beziiglich des Vorzeichens von (
vorliegt. Bei einer uniaxialen Dehnstromung (¢ > 0) wird das System in z-Richtung
gedehnt (U,, > 0) und in allen Richtungen senkrecht dazu gestaucht (U,, < 0).
Die Stérke der Verzerrung wichst monoton mit ¢ und erreicht bei ( = 1 die Stelle,
an der die Verzerrung divergiert. Fiir biaxiale Dehnstromungen (¢ < 0) kehrt sich
das Verhalten um: Das Fluid wird in alle Richtungen senkrecht zur z-Achse gedehnt
(Uzr > 0) und in z-Richtung gestaucht (U., < 0). Die Verzerrung wird monoton
mit groBerem || stérker, erreicht aber schon bei || = 1/2 den Zustand unendlich
starker Verzerrung.

0.5

0.25 T

0.4 <02, 2 04 06 o8 1¢
<0.25

-0.5
-0.75
-1

: -1.25

-1.5

Abbildung 5.20: Die Verzerrungskomponenten U,, und U, einer stationdren Elon-
gationsstromung als Funktion der dimensionslosen Elongationsrate (.

Die Dehnungskoeffizienten A; und Ay geméf (5.217) und (5.218) haben die ein-
fache Form
6 1 - C

Al = e 5.230
1 142 ) ( )

N = ,3/% . (5.231)

Abbildung 5.21 zeigt einen monotonen Verlauf beider Koeffizienten. Auffillig ist,
dass die Divergenz am Rande des zulédssigen Bereichs sehr abrupt vonstatten geht.

Um die Spannungen in einer Elongationsstromung genauer betrachten zu kénnen,
miissen wir wieder zu einer Entwicklung iibergehen. Wir sehen an Abbildung 5.20,
dass U,, und U,, genau dann kleine Groflen sind, wenn ( klein ist. Wir entwickeln

NN
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/I'
7 /,’/)\2
o.sﬁ
70.4 -0.2 0.2 0.4 06 08 1¢

Abbildung 5.21: Die Dehnungsverhdltnisse A1 und Ay einer stationdren Elonga-
tionsstromung als Funktion der dimensionslosen Elongationsrate (.

daher nach (, und zwar wieder bis in die dritte Ordnung. Da ( sowieso im eng
begrenzten Bereich zwischen —1/2 und 1 liegt, ist diese Naherung ein ziemlich guter
Ansatz, allerdings geht damit die Information iiber die Divergenz an den Réndern
verloren. Der Verzerrungstensor hat nun die Gestalt

—3¢—3¢3 0 0
U= 0 —le_ 18 0 +0(¢") . (5.232)
_3¢r2 4 8,3
0 0 -3¢+ 8¢

In fithrender Ordnung sind die Diagonalkomponenten linear in ¢, wahrend die Dia-

gonalkomponenten bei einer Scherstréomung nur Funktionen von £2 sein kénnen.
Zur Berechnung des Spannungstensors greifen wir erneut auf die Gleichungen

(4.60), (5.3) und (5.16) zuriick und erhalten bis in die dritte Ordnung von (:

1 1
ow = 0y = P—"Tg+§Klg+Z(2K1—K2)§2

1
7 (BK1 — 6K, +3K5)¢° + O (¢") (5.233)
. 1
0. = P+2?77§—K1§+§(7K1 — 2K5) ¢?
% (—26K, + 15K, — 3K3) ¢* + O (¢*) (5.234)

Die Materialfunktion, die mit der Normalspannungsdifferenz o,, — o,, in einer
Elongationsstromung verbunden wird, ist die Trouton- oder Dehnviskositét 7 [3].
Sie wird, wie schon in 3.2.1 erwédhnt, definiert als

Ozz — Ogg

() = -2 (5.235)
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In einem Newtonschen Fluid ist sie konstant, in einem polymeren Fluid jedoch eine
Funktion der Elongationsrate. Mit unserem Modell finden wir

(5.236)
Bekanntermaflen (Abschnitt 3.2.1 sowie [3, 15]) entspricht die Trouton-Viskositét
fir ¢ — 0, 7o = 3(Neo + 1/2K,7), dem dreifachen der Scherviskositét fiir ¥ — 0.
Ein Vergleich von (5.50) und (5.236) zeigt, dass unser Modell diese Beobachtung
wiedergibt. Wollen wir 7 als Funktion von ¢ diskutieren, so miissen wir natiirlich
alle bisherigen Bedingungen fiir die Materialparameter K7, Ky und K3, d.h. K1 >0
sowie die Intervalle (5.84) und (5.199), beriicksichtigen. Beachten wir zunéchst nur
den linearen Anteil von 7, dann sehen wir, dass mit der Bedingung K, > 4K
die Funktion 7 im Bereich |¢] < 1 monoton wichst. Das bedeutet, dass bei einer
uniaxialen Dehnstromung die Viskositdt mit der Elongationsrate zunimmt, was fiir
verschiedene Proben auch beobachtet wird [3]. Bei einer biaxialen Dehnung hingegen
nimmt die Trouton-Viskositit mit dem Betrag der Elongationsrate ab, was ebenfalls
experimentell bekannt ist [33].
Das Vorzeichen des quadratischen Beitrags in (5.236) ldsst sich mit etwas grofie-
rem Aufwand festlegen:

Dafiir haben wir die Relationen K3 > 4Ks — 4K, und Ky < 5K, ausgenutzt. Damit
ist der qualitative Verlauf von 7({) vorgegeben (Abbildung 5.22). Der Einfluss des
quadratischen Beitrags besteht darin, dass im Bereich der biaxialen Elongations-
stromungen ein Minimum existiert. Es liegt bei

Coin = —4K; + Ky )
T 94K, — 14K, + 3K

mit den Zahlenbeispielen aus Abbildung 5.22 ergibt sich (,;, = —0.083. Das Mini-
mum liegt damit noch in einem Bereich, in dem die Ndherung kleiner Elongationsra-
ten zuléssig ist. Tatséchlich ist so ein Minimum experimentell nachgewiesen worden
[33]; fiir groBere Betrige von € wird ein starker Anstieg der Viskositdt beobachtet.
Auf Seiten der uniaxialen Stromung kann es experimentell zu verschiedenen Ver-
haltensweisen kommen [3]: So gibt es Materialien, bei denen 7 zunéchst anwéchst,
dann mit wachsendem ( aber ein Maximum durchléduft und wieder abféllt; wiederum
andere Proben zeigen eine Trouton-Viskositét, die unabhéngig von der Elongations-
rate ist oder gar mit ¢ abfillt [54]. Ein solches Abfallen kénnen wir mit unserem
Modell wiedergeben, wenn K, < 4K; gilt. Das heifit andererseits, dass in diesen
Materialien dann offensichtlich kein Weissenberg-Effekt wie in Abschnitt 5.2.6 be-
obachtet werden kann. Das Durchlaufen eines Maximums bei einer uniaxialen Dehn-
stromung wird von unserem Modell wiedergegeben, wenn das Extremum (;, auf

(5.238)
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ﬁ - 3]’]00
Kt 2

\4,;

-0.4 -0.2 0.2 0.4 Z

Abbildung 5.22: Die Trouton-Viskositat 11 in Finheiten von Ky7 als Funktion von (
fﬂ?” K2 = 45K1 und Kg = 15K1

der positiven Seite liegt und die Parabel nach unten geoffnet ist. Das ist der Fall,
wenn
14

Kg < ?KQ — 8K, (5239)
gilt. Dieser Ausdruck widerspricht je nach Parameterwahl entweder der Bedingung
K3 > 4K, — 4K, oder Ky < 5Ky; damit relaxiert also eine Scherstréomung nicht
so wie in Abschnitt 5.2.3 diskutiert, oder die Materialfunktion W, ist positiv. Bei-
des erscheint doch eher unwahrscheinlich, so dass die Beschreibung eines solchen
Maximums im Rahmen unserer Naherungen nicht addquat moglich scheint.

5.3.3 Die einsetzende Elongationsstromung

Als letztes Beispiel betrachten wir das Einsetzverhalten einer Elongationsstromung.
Die Elongationsrate habe dafiir die folgende Gestalt:

) 0 fir t<0
E(t) _{ (0 fir 550 (5.240)

Wir gehen hier also analog zur Behandlung des Einsetzens einer Scherstrémung vor.
Besonders interessant an diesem Ansatz ist die Tatsache, dass man hierfiir Elon-
gationsraten wahlen kann, fiir die geméaf dem vorigen Abschnitt keine stationdren
Losungen existieren. Da wir aber zunéchst nur den Grenzfall kleiner Elongations-
raten behandeln, kénnen wir in diesem Abschnitt nur Félle diskutieren, fiir die ein
stationérer Zustand existiert; fiir die Behandlung grofler Elongationsraten verweisen
wir auf das néchste Kapitel.
Um den Verzerrungstensor zu berechnen, miissen wir das Gleichungssystem

(Une = U) 4 (1= Q) Ve~ (14 260) U = —2Go,  (5:241)
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(1-2U,) (1—2U..) = 1, (5.242)
mit den Anfangsbedingungen
Upz (Co,d=0) =U,, ((o,d=0)=0 (5.243)

l16sen. Dabei ist (y = €¢7. Obwohl dieses Gleichungssystem deutlich einfacher als
bei einer einsetzenden Scherstrémung erscheint, sind wir auch hier auf die Numerik
angewiesen. Fiir die Anspriiche dieses Abschnitts geniigt allerdings ein einfacher
Reihenansatz bis in die dritte Ordnung von (j:

Use (Gord) = Aa(d) o+ Bal(d) G + Ca(d) ¢ + O (¢) (5.244)
Uss (Gond) = Au(d) G+ Ba(d) G+ Ca(d) G + O (¢3) (5.245)

Da wir bei einer Elongationsstromung keine Symmetrien beziiglich der Elongations-
rate ausnutzen koénnen, miissen wir alle Ordnungen bis (¢ mitnehmen. Einsetzen in
unser Gleichungssystem und ein Koeffizientenvergleich fithrt zu sechs Gleichungen
fiir unsere sechs Entwicklungskoeffizienten. Aus den so berechneten Verzerrungskom-
ponenten erhalten wir mit (5.217) und (5.218) letztendlich die Dehnungsverhéltnisse
A1 und Ag:

A (G d) = 1+1(6_d—1)C0+ [§—1(1+2d)e_d—%e_2d] (2

2 8§ 4
31 1 1 5
— 4 — (-5+20d+4d*) e '+ — (1T +4d) e > — —e |
+[48+16(5+0+ )e + 15 (1T +4d)e =G
+0(¢) (5.246)
A2 (CO? d) = 1+ (1 — e_d) Co+ [(_1 + d) e 4 4 e—Qd} CS
L2f e b e
—(,=0.1 t S\
1.15 )\2 7 Z _0o L0s 1
0= 0.
o , \ 1 2 3 4 5 d
1osf / 0.95!
doo
0.95 : i i ’ i 0.85 )\2 7Z0_ -0.1
| e S T G=702

Abbildung 5.23: Die Dehnungskoeffizienten A1 und Ao als Funktion der dimen-
sionslosen Zeit d fiir eine uniaziale Elongationsstromung (links) und eine biaziale
FElongationsstromung (rechts).
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+ E + % (2-2d—d*) e — (1+2d) e — 263‘[} G +0(¢)
(5.247)

A1 und As sind als Funktion der Zeit fiir verschiedene ¢, in Abbildung 5.23 geplottet.
Fiir alle gezeigten Werte der Elongationsrate konvergieren beide Dehnungsverhélt-
nisse monoton gegen den stationdren Wert (siehe dazu Abbildung 5.21).
Die Materialfunktion 7" wird sinnvollerweise definiert als [3]
€0
wobei natiirlich ¢ > 0 ist. Mit der iiblichen Vorgehensweise kann sie leicht berechnet
werden:

1 3 3
gt = 3[noo+§(1—e‘d)Klr}+{1(—4K1+K2)+5[(3+d)K1—KQ]e‘d

3 3
+5 (—2K, + K5) e_Qd} 7Co + {g (24K, — 14K, + 3K3)

L3 [~2(22+ 10d + d2) Ky + 2 (19 + 2d) Ky — 9K3] e~

w oo

+=[(18 + 4d) Ky — (17 + 2d) Ky + 3K3] e

+

ool

(—=8K, + 10K, — 3K3) e—?’d} ¢ +0(6) (5.249)

Der Verlauf dieser Grofle als Funktion der Zeit wird in Abbildung 5.24 getrennt fiir
uniaxiale (links) und biaxiale (rechts) Elongationen gezeigt. Fiir alle betrachteten ¢,
strebt 777 streng monoton gegen den von (y abhéngigen stationidren Grenzwert. Bei

Lt T TIL -
- Kt = - 1.2 KT ) //
/’/ 1 ///’/
' 7 ”ZOZO 0.8 4 ”Zo:O
0.75 4 fZO: 01 . *ZO——O.l
0.5 ,=02 . (,=—0.2
0.25 0.2
1 2 3 4 & d 1 2 3 4 5 d

Abbildung 5.24: Die Trouton-Viskositit ™ als Funktion der dimensionslosen Zeit d
fiir verschiedene Werte der dimensionslosen Elongationsrate (y. Es sind Ko = 4.5K;
und K3 = 15K,. Zum Vergleich beider Abbildungen ist die Nullkurve 7§ (d) ebenfalls
angegeben.
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der uniaxialen Elongationsstromung wéchst im Bereich der Naherung die stationére
Trouton-Viskositéit mit (y (siche Abbildung 5.22), daher ergibt sich der dargestellte
Verlauf. Bei negativen (5 wird der Grenzwert mit wachsendem |[(y| zunéchst klei-
ner, durchlauft aber, wie im Abschnitt zuvor diskutiert, ein Minimum und wéchst
dann wieder an. Andererseits verlaufen Kurven von 77 mit groBeren |(y| zunéchst
flacher. Die beiden Eigenschaften fithren dazu, dass sich verschiedene Kurven in Ab-
bildung 5.24, rechts, miteinander schneiden. Diese Kreuzungen findet man auch bei
Messdaten [3].

Besondere Beachtung verdient noch die Nullkurve 7 (d) = 77 (0,d). Sie stellt
zwar nur einen theoretischen Grenzfall dar, besitzt allerdings einen interessanten
Zusammenhang mit der Nullkurve bei einer einsetzenden Scherstréomung, 7y (d):
Beide GriBen unterscheiden sich nur um einen konstanten Faktor, 75 (d) = 3ng (d)
[3]. Auch 77§ (d) lsst sich schon mittels einer linearen elastischen Theorie berechnen,
daher konnen wir diese Eigenschaft in unserem Modell leicht {iberpriifen. Wir finden
mit Hilfe der Gleichungen (5.113) und (5.249)

My (d) =3ng (d) =3 [noo + % (1-e) Klr} (5.250)

und konnen damit auch diese Eigenschaft richtig wiedergeben.



Kapitel 6

Stromungen polymerer Fluide mit
starken Verzerrungen

Im vorangegangenen Kapitel haben wir eine starke Vereinfachung des hydrodynami-
schen Modells polymerer Fluide auf verschiedene einfache Strémungen angewendet.
Die wichtigsten Annahmen, die wir dabei verwendet haben, sind die Vernachléssi-
gung der Kreuzkopplungsbeitriage, beschrieben durch die Parameter 3; und fs, die
Linearisierung der Relaxation des Verzerrungstensors und die Entwicklung der Ener-
giedichte nach U;;. Das so erhaltene vereinfachte Modell gilt nur fiir den Grenzfall
kleiner Verzerrungen und enthélt insgesamt fiinf Parameter, ndmlich die Relaxa-
tionszeit 7, die drei elastischen Konstanten K;, K5 und K3 sowie die eher unwich-
tige Viskositatskonstante 7.,. Es hat sich insgesamt gezeigt, dass fiir kleine Scher-
bzw. Elongationsraten die Vorhersagen des Modells gut mit den experimentellen
Beobachtungen {ibereinstimmen. So ist es beispielsweise moglich, das Einsetzen der
Scherverdiinnung bei einer stationéren Scherstromung, sowie Oberflacheneffekte wie
den Weissenberg-Effekt oder die Oberflaichenkriimmung bei der Stréomung durch
einen leicht geneigten Kanal zu erkldren. Zudem sind Aussagen iiber die Elonga-
tionsratenabhéngigkeit der Trouton-Viskositédt mdoglich.

Es gibt allerdings eine Reihe weiterer grundlegender und interessanter Effek-
te, die erst bei gréferen Verzerrungen in Erscheinung treten. In diesem Zusam-
menhang wire der schon erwahnte Overshoot der Viskositédt beim Einsetzen einer
Scherstromung zu nennen. Ebenfalls von groflem Interesse ist das Verhalten beim
Einsetzen einer Elongationsstromung, wenn die Elongationsrate so grof ist, dass kein
stationarer Zustand existiert. Ferner wére es wiinschenswert, bei einer stationéren
Scherstromung den gesamten Verlauf der Scherverdiinnung und der beiden Normal-
spannungsdifferenzen als Funktion der Scherrate untersuchen zu kénnen.

Wie lésst sich nun unser bisher verwendetes Modell modifizieren, so dass es auch
auf Systeme mit stidrkeren Verzerrungen anwendbar wird? Ein offensichtlicher An-
satzpunkt fiir eine Verallgemeinerung ist die Entwicklung der Energie bis in die
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vierte Ordnung von U;;. Eine Entwicklung in hohere Ordnungen hat den gravieren-
den Nachteil, dass sich die Anzahl der elastischen Parameter deutlich erhoht, wir
miissen uns hier also etwas Neues einfallen lassen. Eine weitere Moglichkeit besteht
darin, die Bewegungsgleichungen fiir U;; zu erweitern. Zwar liefert die Variante mit
einem in Ul-oj linearen Relaxationsterm auch fiir groflere Scher- und Relaxationsraten
durchaus verniinftige Ergebnisse fiir die Verzerrung, andererseits ist die aus dem
Ansatz hervorgehende Universalitdt von U;;, d.h. die Abhéngigkeit nur von £ bzw.
( sicherlich nicht der Weisheit letzter Schluss. Bei der Verallgemeinerung ist es au-
Berdem wichtig, dass die bisher erhaltenen guten Ergebnisse weiterhin im Modell
enthalten sind, eine Naherung fiir kleine Verzerrungen soll daher auf unsere bisheri-
gen Resultate zuriickfithren.

In diesem Kapitel konzentrieren wir uns auf die Verallgemeinerung der Energie-
dichte; die Bewegungsgleichung fiir U;;, G1.(5.7), itbernehmen wir unveréndert. In
6.1 diskutieren wir zunéchst, was wir allgemein ohne einen expliziten Ausdruck fiir
die Energie iiber den Spannungstensor lernen koénnen. Darauf aufbauend entwerfen
wir in 6.2 eine Energiedichte, mit der wir in den folgenden Abschnitten 6.3 und
6.4 das Verhalten der zuvor untersuchten Scher- und Elongationsstrémungen bei
groflen Verzerrungen diskutieren. AbschlieBend werfen wir in 6.5 einen Blick darauf,
wie wir verschiedene empirische Relationen wie beispielsweise die Cox-Merz-Regel
wiedergeben kénnen.

6.1 Allgemeine Eigenschaften der Energie und des
Spannungstensors

Um zu groferen Verzerrungen iibergehen zu kénnen, ist es notwendig, den Ausdruck
fiir die Energiedichte so zu erweitern, dass er nicht nur im Grenzfall kleiner Deforma-
tionen gilt. Dabei stoflen wir allerdings auf Probleme: Wahrend bei der Entwicklung
die Eigenschaften einer bestimmten Probe nur Einfluss auf die GroBenordnung der
elastischen Parameter K, K5 und K3, nicht aber auf die Struktur der Entwicklung
haben, ist es bei einer allgemeinen Energiedichte jedoch so, dass die ganze Form des
Energieausdrucks von der jeweils betrachteten Probe abhéngt; zudem sind explizite
Energieausdriicke nicht bekannt. Wir werden daher folgendermafien vorgehen: Wir
untersuchen zunéchst, welche allgemeinen Aussagen iiber die Energie unter Verwen-
dung thermodynamischer Argumente moglich sind und konstruieren dann daraus
eine Energiedichte, die sich qualitativ an diese Vorgaben hélt. Eine quantitative Be-
schreibung verschiedener Proben ist aus dem obigen Grund damit nicht moglich,
wir beschridnken uns in diesem Kapitel daher auf rein qualitative Aussagen. Bei der
Konstruktion lassen wir uns insbesondere von Arbeiten beeinflussen, die sich mit
nichtlinearen Deformationen von elastischen Festkorpern befassen (siehe [46] und
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[55] fiir einen Uberblick iiber das Feld der so genannten Gummielastizitit).

Fiir eine allgemeinere Behandlung der Energiedichte werfen wir einen kurzen
Blick zuriick in 5.1. Dort haben wir die Energiedichte im Ruhesystem &'f als Aus-
gangspunkt verwendet und angenommen, dass sich die entropie- und massendich-
teabhéngigen Anteile von den elastischen Beitrdgen trennen lassen:

e (5,0, Uyj) = & (5, p) + e (Uyy) (6.1)

Wir wollen nun allerdings % nicht entwickeln, sondern genauer betrachten, welche

Eigenschaften diese Energiedichte besitzt, und wie man sie einfach darstellen kann.
Wie wir schon in 5.1 erwdhnt haben, kann die elastische Energiedichte nur eine
Funktion der drei Invarianten von U;; sein. Um mit den {iblichen Darstellungen der
nichtlinearen Elastizitdtstheorie in [16, 46, 55] vergleichen zu kénnen, verwenden wir
hier nicht die GréBen Tr (U), Tr (U?) und Tr (U?), sondern die drei Dehnungskoef-
fizienten A;, Ay und A3. G1.(6.1) schreiben wir somit als

Erf = 5(8,p> +€ela ()\1,)\2,)\3) . (62)

Welche allgemeinen Aussagen koénnen wir nun iiber £*® treffen? Da wir in dieser
Arbeit nur isotrope Systeme behandeln, muss auch £* diese Symmetrie wiederge-
ben. Das heifit konkret, dass eine Vertauschung von \; und A; mit i # j in € die
Gestalt der Energie nicht dndern darf. Alle Eigenschaften, die die Energie bzgl. A\,
hat, miissen daher gleichermaflen auch fiir Ay und A3 gelten. Weiterhin ist anschau-
lich klar, dass die elastische Energie im unverzerrten Zustand, also an der Stelle
A1 = Xy = A3 = 1 ein globales Minimum annimmt. Im Folgenden werden wir in
diesem Minimum £°® = 0 setzen, fiir beliebige andere Verzerrungen ist dann stets
el® > 0. Wird das System hingegen entlang einer Richtung unendlich stark gedehnt
oder gestaucht, dann divergiert die elastische Energie:

lim &% = 400, lim €% = +o0 (6.3)
Aj—00 Ai—0
Ist das System zusétzlich inkompressibel, dann hat eine unendlich starke Deh-
nung/Stauchung automatisch eine unendlich starke Stauchung/Dehnung in mindes-
tens einer anderen Richtung zur Folge.
Bei der Diskussion der Ableitungen von e
Abkiirzungen einzufiihren®:

@ pach den )\; ist es sinnvoll, drei

Oe
O\

o agela
O\

mit e;;p 20, =123  (6.4)

Aj,Ap=const. t1); A=const.

—1 fir antizyklische Permutationen von 1,2, 3

1 fiir zyklische Permutationen von 1,2, 3
1Es ist €ijk =
0 sonst
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Im unverzerrten Zustand gilt konsequenterweise:
€Z<)\1:)\2:)\3:1):O, 221,2,3 (65)

Damit wirklich ein globales Minimum vorliegt, muss zudem die Hesse-Matrix H;; =
%92 /(ONON;) = Oe;/ON; an der Stelle \; = Ay = A3 = 1 positiv definit sein
[40]. Die Auswirkungen dieser Eigenschaften sind fiir den eindimensionalen Fall in
Abbildung 6.1 skizziert.

sda e

0 1 A

Abbildung 6.1: Schematischer Verlauf der elastischen Energiedichte € (links) und
der ersten Ableitung e = 0 /OX (rechts) als Funktion des eindimensionalen Deh-
nungsverhdgltnisses \.

Eine einschrinkende Annahme, die aber vom folgenden Beispiel erfiillt wird,
ist die, dass die drei Funktionen e; nur von den jeweils zugehorigen Dehnungskoeffi-
zienten abhéngen; e; ist also nur eine Funktion von A;, usw.. Das ist gleichbedeutend
damit, dass in der Energie keine Kopplungen zwischen verschiedenen J\; existieren.
Aufgrund der schon genannten Symmetrieeigenschaften gehen die drei Funktionen
ei(A;) mit i = 1,2,3 durch Indexvertauschung ineinander tiber. Die e; haben die
Eigenschaft, dass sie bei \; = 1 eine Nullstelle und in diesem Punkt eine positive
Steigung besitzen, siehe auch Abbildung 6.1, rechts. Ist das System zudem fiir belie-
bige Verzerrungen thermodynamisch stabil [40], dann ist H;; in jedem Punkt positiv
definit, oder anders ausgedriickt, die e; sind streng monoton wachsende Funktionen
von \;. Das bedeutet insgesamt fiir e;(\;):

e; <0 fir O< )\ <1
e; >0 fir N> 1

Ein gravierender Vorteil, der sich durch die Einfithrung der e; ergibt, wird offen-

sichtlich, wenn wir den elastischen Anteil des Spannungstensors, af}a, betrachten:

Uiejl’a = Ui¥rj + Ujetbir, — ij (6.7)
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Der Einfluss der Energie wird durch v,;; = 0¢/0U,; ausgedriickt, also durch sechs
verschiedene, zunéchst unbekannte Funktionen von U;;. Dank der e; kénnen wir diese
Anzahl auf drei reduzieren, womit die Struktur des Spannungstensors deutlicher
wird. Mit Hilfe der Kettenregel konnen wir ;; durch die e; darstellen:

O\
oU;

wij = €L (68)
Die Struktur der Dehnungskoeffizienten ist allgemein durch A\; = 1/4/1 — 2U; ge-
geben. Da wir fiir die weitere Diskussion die explizite Abhéngigkeit der A; von Uj;
benotigen, betrachten wir der Einfachheit halber die Scher- und die Elongations-
stromung getrennt. Die Eigenwerte U; in einer Scherstromung sind durch die Glei-
chungen (5.20) und (5.21) mit der Abkiirzung U aus (5.19) gegeben. Aus G1.(6.8)
finden wir daraus fiir die nichtverschwindenden Komponenten von ;;

Yoy = b(=Aler+ Ader) (6.9)
1 1

Yoz = 3 (1 —a) e, + 3 (14 a) Aes (6.10)
1 1

Vyy = 3 (14 a) Xe, + 5 (1 —a) e, (6.11)

Wegen A3 = 1 ist e3 = ¢,, = 0. Die Abkiirzungen a und b wurden in (5.22) und
(5.23) definiert; wir erinnern daran, dass diese Grofien nicht voneinander unabhéngig
sind, sondern die Beziehung a? + 4b*> = 1 erfiillen miissen. Durch Einsetzen finden
wir aus GL.(6.7) den elastischen Spannungstensor:

0'21; = b (/\161 - )\262) (612)
1 1

05:13? = 75 (1—a)Xe — 5(1+a) A2€9 (6.13)
1 1

O'Zlya = —5 (1 -+ CL) )\161 — 5 (1 — CL) )\262 (614)

Die beiden Normalspannungsdifferenzen Ny = o,, — 0, und Ny = 0,,, — 0. lauten
N1 = a()\lel - )\262) s (615)

1 1
N2 = —5 (1 + CL) /\161 - 5 (1 - CL) )\262 . (616)

In der Tat ist es nun moglich, aus diesen hergeleiteten Strukturen einige Aussa-
gen iiber die allgemeinen Eigenschaften der Spannung zu treffen. So folgt aus den
Gleichungen (6.12) und (6.15) die interessante Beziehung

ela __ ela .
72 O Uee = U (6.17)

ela
U:vy UJB Y
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Der Zusammenhang ist in einer linearen elastischen Theorie trivial, gilt aber {iber-
raschenderweise ganz allgemein auch fiir nichtlineare Systeme. Das Besondere da-
ran ist, dass wir mit dieser Beziehung Aussagen iiber den Spannungstensor machen
konnen, ohne die Energiedichte explizit zu kennen; wir benotigen lediglich die Lésung
der Bewegungsgleichungen fiir U;;. Von dieser Moglichkeit werden wir spéter noch
Gebrauch machen.

Mit den zuvor vorgestellten Eigenschaften der e; konnen wir ferner Informatio-
nen iiber die Vorzeichen von aglya‘ und N; gewinnen. Da A, als der grofite Eigenwert
definiert worden ist, gilt stets Ay < 1 und Ay > 1. Daraus folgt mit (6.6) sofort, dass
A1e1 — Ages in einem verzerrten System immer negativ sein muss. Da dann agf das
umgekehrte Vorzeichen von b bzw. N; das entgegengesetzte Vorzeichen von a haben
muss, sind wir in der Lage, die Vorzeichen von aglj und N; allein aus der Struk-
tur des Verzerrungstensors zu bestimmen. So ist beispielsweise bei einer stationdren
Scherstromung a positiv, so dass die erste Normalspannungsdifferenz grundsétzlich
negativ ist. agf hingegen wechselt das Vorzeichen mit der Scherrichtung: Fiir po-
sitive Scherraten ist die elastische Scherspannung negativ, fiir negative hingegen
positiv. Fiir die zweite Normalspannungsdifferenz ist eine solche Vorzeichendiskussi-
on nicht moglich, da die beiden Summanden ein unterschiedliches Vorzeichen haben
und damit um das Vorzeichen des gesamten Ausdrucks konkurrieren.

Im Fall der Elongationsstromung wird das Ergebnis wesentlich einfacher, da der
Verzerrungstensor diagonal ist. In der Notation von Abschnitt 5.3.1 ist ¥;;

Vow = Uy = ey, (6.18)
wzz = )\362- (619)

Alle Nichtdiagonalelemente verschwinden. Die experimentell relevante Normalspan-
nungsdifferenz lautet einfach

o_glza — 0';331; = )\161 - )\262 . (620)
Aus (6.6) konnen wir folgern, dass in einer uniaxialen Dehnstrémung die Normal-
spannungsdifferenz immer negativ, bei einer biaxialen Elongation dagegen stets po-

sitiv ist.

6.2 Konstruktion einer allgemeineren
Energiedichte

Bevor wir mit der Konstruktion einer neuen, allgemeiner giiltigen elastischen Ener-
giedichte beginnen, werfen wir zunéchst noch einmal einen Blick auf die bisher ver-
wendete Entwicklungsformel, Gl.(5.14). Etwas anders geschrieben lautet der Aus-
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druck

1 1 1

e = oKy (U + U3 + U3 )45 Ko (UP + US + US) + - Ks (U + U3 + UF) . (6.21)
2 3 4

Wollen wir diese Energiedichte auf stark verzerrte Systeme anwenden, stoffen wir im

Wesentlichen auf zwei Probleme:

- Der Giiltigkeitsbereich der Entwicklung ist stark begrenzt. Wie wir gesehen
haben, gilt fiir die elastischen Parameter in etwa Ky ~ 4.5K; und K3 ~ 15K,
das heisst, dass die Entwicklungskoeffizienten in GI.(6.21) pro Ordnung mit
dem Faktor 2.5 bis 3 zunehmen.

- Das Verhalten bei sehr starken Verzerrungen wird von GI.(6.21) nicht richtig
wiedergegeben. Wird das System beispielsweise entlang der ersten Hauptachse
unendlich stark gedehnt, dann divergiert der Extensionskoeffizient \;, bzw.
der zugehorige Eigenwert U; strebt gegen 1/2. Dabei miisste auch dement-
sprechend die Energiedichte divergieren.

Unser Ansatz besteht nun darin, dass wir ausgehend von Gl.(6.21) eine Verallgemei-
nerung finden wollen, die méglichst einfach bleibt, die beschriebenen Schwierigkeiten
behebt, und die in 6.1 aufgelisteten thermodynamischen Eigenschaften erfiillt. Fer-
ner soll natiirlich eine Entwicklung der neuen Energie nach den Eigenwerten U; bis
in die vierte Ordnung auf Gl.(6.21) zuriickfithren. Wir werden an dieser Stelle nur
eine mogliche Vorgehensweise diskutieren; zum Vergleich stellen wir in Anhang B
einen anderen Ansatz vor.

Eine Moglichkeit, eine elastische Energie fiir polymere Fluide zu finden, bietet
das Feld der Gummielastizitit [16, 46, 55, 56]. Es gibt darin zahlreiche empirische
Formeln fiir die elastische Energie eines weichen isotropen Festkorpers als Funktion
der Extensionskoeffizienten \;, Ay und A3. Sicherlich ist es nicht zwingend, dass fiir
ein polymeres Fluid und einen Festkorper dieselbe elastische Energie gilt, anderer-
seits ist es aber ein nahe liegender einfacher Ansatz.

Ein sehr einfacher Ausdruck fiir die Energie stammt von M. Mooney [57] und
lautet:

e = ¢ (A%+)\§+)\§—3)+C~'2 ()\1_2+)\2_2+)\§2—3) (6.22)

Wir sehen sofort, dass dieser Ausdruck das Verhalten bei grofien Verzerrungen qua-
litativ richtig wiedergibt. Da die Energiedichte nur zwei elastische Parameter hat,
unsere Entwicklung %2 aber drei, miissen wir zuerst iiberpriifen, ob eine Ent-
wicklung von e derart in %2 aufgeht, dass alle Bedingungen von K, K, und
K erfiillt werden koénnen. Dazu entwickeln wir G1.(6.22) nach Uy, Uy und Us bis
in die vierte Ordnung und vergleichen das Ergebnis mit Gl.(6.21). Dabei miissen
wir beriicksichtigen, dass die Mooney-Energie bereits die Inkompressibilitat vor-

aussetzt [57]. Wir driicken daher U; mit Hilfe der Inkompressibilitdtsbedingung
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(1 —2U;) (1 —2Us) (1 — 2U3) = 1 durch U; und U, aus und setzen dies in 92 ein.
G1.(6.21) lautet dann

ent

e~ Ky (U + U3+ UrUy) + 2K, (U + U3) + (4K, — Ip) (URUs + UL U3)
+ (6K1 9K, + %Kg) (U4 U2) + (12K, — 6K, + Ky) (UPU, + ULU3)

3
+ (14[(1 8K, + 5[(3) U2 (6.23)

Vergleichen wir diesen Ausdruck mit dem entsprechenden Resultat der Entwicklung
von (6.22), so kénnen wir die zwei Parameter C; und Cy mit K7 und Ky ausdriicken:

1

C, = g (> = 2K1) (6.24)
~ 1
Zusatzlich muss noch
Ky =4Ky — 4K, (6.26)

gelten, K3 darf also nicht mehr frei gewéhlt werden. Ein Vergleich mit dem Giiltig-
keitsintervall von K3 (5.84) zeigt uns, dass diese Bedingung genau mit dem un-
teren Rand des Intervalls zusammenfillt. Das bedeutet, dass die Mooney-Energie
im Grenzfall kleiner Scherraten das Relaxationsverhalten einer Scherstromung nicht
wiedergeben kann. e§® ist damit zwar nicht optimal, die Betrachtung zeigt aber,
dass wir nicht allzu falsch mit unserer Vorgehensweise liegen.

Ein gravierenderes Problem ist allerdings, dass der Parameter Cy negativ sein
muss, damit die Bedingung fiir den Weissenberg-Effekt, K, > 4K, erfiillt wird.
Die Problematik, die dadurch entsteht, wird am besten an einem Beispiel deutlich:
Setzen wir in Gleichung (6.22) die Geometrie einer Elongationsstromung, also A\; =
A2 = Az 1/2 ein, dann hat die Mooney-Energie fiir sehr kleine A3 die Form & ~
C~'2)\§ 2. Damit wird die Energie negativ und strebt fiir A3 — 0 sogar gegen —oo0,
sie verhélt sich also in diesem Bereich unphysikalisch, siehe auch Abbildung 6.2,
rechts. SchlieBlich stellen wir noch fest, dass die Mooney-Energie im unverzerrten
Zustand kein globales Minimum besitzt, da alle e;(\; = 1) # 0 sind. Das liegt daran,
dass (6.22) nur fiir ein inkompressibles System gilt und die Beziehung A\jAsA3 =
1 als Zusatzbedingung mitgenommen werden muss, damit das globale Minimum
an der richtigen Stelle liegt. Das macht den Ausdruck fiir unsere Vorgehensweise
unhandlich.

Wir beheben die drei beschriebenen Probleme, indem wir die Mooney-Energie
leicht abwandeln, und zwar so, dass die Energie im unverzerrten Zustand minimal
ist, ohne dass wir eine Zusatzbedingung benétigen. Die einfachste Moglichkeit, das
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zu verwirklichen, ist
e = G (M =12+ (= 1)+ (s — 1]
1O [(1 A =)+ (1- Aglﬂ . (6.27)

Die so eingefiihrte Energiedichte hat nun tatsdchlich das gewiinschte globale Mini-
mum, wie man an

a &
leicht sehen kann. Aus dem geforderten Verhalten bei unendlich starken Verzerrun-
gen folgt automatisch

Cl >0 und CQ > 0. (629)

Damit sind zudem die e? streng monoton wachsende Funktionen. Auch die modi-
fizierte Mooney-Energie enthélt nur zwei Parameter, die wir wieder mit derselben
Methode wie oben durch K; und K, ausdriicken kénnen,

1
= 5 (26, 3K) (6.30)
C, — 11—2(9K1—2K2) (6.31)

auflerdem ergibt sich eine neue Bedingung fiir K3:

7

Diese Bedingung ist im Gegensatz zu vorher mit dem Intervall (5.84) fiir K3 verein-
bar. Allerdings ergibt sich wegen Cy > 0 aus (6.31) die Einschréankung, dass wir nur
Systeme beschreiben konnen, fiir die Ky < 4.5K ist. Ausgedriickt mit Gleichung
(5.57) heifit das, dass das Verhéltnis der Normalspannungskoeffizienten in einer sta-
tiondren Scherung, —W, /W, im Grenzfall kleiner Scherraten nicht kleiner als 1/8
sein kann. Die Bedeutung dieser Einschrinkung wird spéter bei der Diskussion der
stationdren Scherstrémung deutlich.

Wir kénnen die Bedingungen, die wir fiir K, K5 und K3 hergeleitet haben, nun
auch mit C'; und Cy ausdriicken:

- Bedingung fiir die Scherverdiinnung (K3 < 4K, — 2K3): Ci+Cy >0
- Bedingung fiir das richtige Vorzeichen von ¥, (K7 > 0): Ci+Cy>0
- Bedingung fiir das richtige Vorzeichen von W, (Ky < 5K;): C; 4+ 7Cy > 0
- Bedingung fiir die richtige Relaxation (K3 > 4Ky —4K7): Ci+0Cy>0
- Bedingung fiir den Weissenberg-Effekt (K3 > 4K;): C > 50,
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Es féllt auf, dass drei Bedingungen, die fiir die K; vollkommen unterschiedlich ausse-
hen, in der Darstellung mit C und C identisch sind. Da zudem C und Cs5 positiv
sind, sind fast alle Relationen bemerkenswerterweise bereits automatisch erfiillt.
Die Ausnahme bildet das Kriterium fiir den Weissenberg-Effekt, was Sinn macht,
da nicht jedes polymere Fluid das in 5.2.6 beschriebene Verhalten zeigt.
Abschlielend wollen wir noch untersuchen, wie stark die von uns eingefiihrte
modifizierte Mooney-Energie €2 von e§# abweicht. Dazu setzen wir zuniichst die
Struktur der Extensionskoeflizienten bei einer Scherstromung (A; = A, Ay = 1/,

A3 = 1) in beide Energien ein:
et = (Ci+G) (W+A2-2) (6.33)
2
e = (O 4 ) [(A —1)P 4 (1A ] (6.34)

Da K; = 4(6’1 + 6’2) = 2(C1 + Cy) gilt, tragt effektiv nur eine elastische Konstante

bei, wir konnen daher beim Vergleich der Energien im linken Teil von Abbildung

6.2 ef* und £ in Einheiten von K plotten. Es zeigt sich, dass sich beide Energien

nur quantitativ, aber nicht qualitativ unterscheiden; man stellt lediglich fest, dass
ela

eo® schneller ansteigt.
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Abbildung 6.2: Die Energiedichten 52 und €% in Einheiten von K, fiir eine ebe-

ne Schergeometrie (links) und eine Elongationsgeometrie (rechts). In der rechten

Abbildung gilt Ko = 4.2K.

Etwas anders sieht die Situation aus, wenn wir die Energien fiir eine dreidimen-
sionale Elongationsstromung (A; = Ay = A™'/2, A3 = \) vergleichen:

et = O (27N =3) + G (20 + 472 - 3) (6.35)
el = [2 (VE-1) (- 1)2} + O {2 (1-2)"+ (1- Alﬂ (6.36)

Hier konnen wir die Energie nun nicht mehr allein mit K darstellen, fiir den rechten
Teil von Abbildung 6.2 wihlen wir daher Ky = 4.2K7 (dies entspricht —Wy /¥ = 0.2
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bei kleinen Scherraten). Bei einer uniaxialen Dehnung (A > 1) sind beide Energien
qualitativ gleich, bei A < 1 sehen wir wie erwartet, dass die Mooney-Energie ein
Maximum durchlauft und fiir A — 0 gegen —oo strebt. Unsere modifizierte Mooney-
Energie £* hingegen zeigt das korrekte thermodynamische Verhalten.

6.3 Scherstromungen bei grolen Verzerrungen

Wir haben nun die Méglichkeit, bei ebenen Scherstromungen mit Hilfe der neu-
en Energie in Bereiche aufierhalb der bisher notwendigen Bedingung [¢| < 1 vor-
zudringen. Dazu diskutieren wir die Beispiele der stationéren, relaxierenden und
einsetzenden Scherstromung mit den neu bestimmten Spannungstensoren; die Ver-
zerrungstensoren konnen wir aus dem letzten Kapitel iibernehmen. Da wir beim
Weissenberg-Effekt und der Oberflichenverformung in einem geneigten Kanal so-
wieso auf den Grenzfall kleiner Rotationsgeschwindigkeiten bzw. kleiner Neigungs-
winkel angewiesen waren, ist eine erweiterte Behandlung dieser beiden Beispiele
nicht notwendig.

Bevor wir auf die Beispiele eingehen, kénnen wir zunéchst mit den im vorigen
Abschnitt eingefiihrten e; und den Beziehungen (6.12), (6.15) und (6.16) allgemeine
Ausdriicke fiir die Groflen Uf;l;, N; und N, angeben. Dabei nutzen wir gleich aus,
dass bei einer Scherstromung A3 = 1 und Ay = 1 gilt. Mit der modifizierten
Mooney-Energie £%# finden wir dann

oo = 2(Ci+C) b —A) (M + A — 1), (6.37)
N o= 2(Ci + Cz) (A1 >\2) (M +A—1), (6.38)
Np = = (G= ) [(A = n) + (=)

—«1+C@aKM—AQ—(&—Ag}. (6.39)

Bemerkenswert an diesem Ergebnis ist, dass die elastische Scherspannung und die
erste Normalspannungsdifferenz effektiv nur von einer Konstante abhéngen, namlich
Ci1+Cy=1/2K;.

Mit diesem Riistzeug konnen wir uns jetzt den einzelnen Beispielen widmen. Fiir
die Plots in diesem Kapitel verwenden wir grundsétzlich die Beziehung Ky = 4.4K7,
das ist gleichbedeutend damit, dass das Verhéltnis —Wy/W; bei verschwindenden
Scherraten 0.15 betrdgt. K3 hat dann den Wert 14.1K, aulerdem ist Cy = 1/29 (4.
Fiir die Plots ist es zudem niitzlich, die Parameter als Vielfache von K7 auszu-

driicken:

29 1
=K - —K 4
Cl 60 1, CQ 60 1 (6 O)
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6.3.1 Die stationire Scherstromung

Das Verzerrungsfeld in einer stationédren Scherstromung haben wir bereits in 5.2.2
berechnet:

A= 1+&%2— ¢ (6.41)
Ao = [/ 1+E2+[¢] (6.42)
€l

= 6.43

sign ()
= ol 6.44
201+ & (6.44)
Wir beginnen unsere Diskussion mit der Scherviskositét n = —o,, /7. Eine ein-

fache Rechnung liefert den Ausdruck

nznw+(§i/% <2§+\/\/1+§2 £ — \/\/1+§2+§) (6.45)

Den Verlauf von 7 als Funktion der Scherrate zeigt Abbildung 6.3. Da die Viskositét
effektiv nur von einer elastischen Konstante abhéngt, ist die Kurve universell. Zum
Vergleich ist auflerdem bei kleinen Scherraten die Loésung der Entwicklung, Glei-
chung (5.50), gestrichelt dargestellt. Da wir zur Vergleichbarkeit in die Entwicklung
die Relation K3 = 4K, —7/2 K einsetzen miissen, ergibt sich, dass die Form der Pa-
rabel auch nur von K; bestimmt wird, so dass Abbildung 6.3 fiir beliebige erlaubte
Werte von K5 gilt. Die Viskositét offenbart zwei grundsétzliche Eigenschaften. Zum

0.1 0.2 0.5 1 2 5 10E

Abbildung 6.3: Die Scherviskositit n in Einheiten von Ky7 als Funktion der dimen-
sionslosen Scherrate £. Die gestrichelte Kurve stellt die Losung der Entwicklung bis
in die zweite Ordnung von & aus 5.2.2 dar.
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einen ist sie streng monoton fallend und zeigt damit das typische Scherverdiinnungs-
verhalten [3], zum anderen konvergiert sie fiir grofie £ gegen die Konstante 7,,. Da
die Scherviskositat um Grofienordnungen abfallen kann [3], folgt damit zwangslaufig,
dass unsere bisherige Annahme 7., < K7 berechtigt ist.

Der erste Normalspannungskoeffizient ¥; = —N; /4 besitzt eine dhnliche Gestalt

wie 7
2(Cy+ Cy)
U, = §11+22 <2§+\/\/1+§2 £ — \/\/1+§2+£> (6.46)

U, ist ebenfalls eine universelle Funktion, wenn man sie in Einheiten von K;72 und
als Funktion von ¢ plottet (Abbildung 6.4). Die Losung aus der Entwicklung, wieder
gestrichelt eingezeichnet, ist hier nur eine Konstante, da man fiir den quadratischen
Beitrag in ¥, die Energiedichte bis in die fiinfte Ordnung entwickeln muss. Wie die
Viskositét ist Uy eine monoton fallende Funktion der Scherrate. Allerdings konver-
giert der erste Normalspannungskoeffizient fiir £ — oo nicht gegen einen endlichen
Wert, sondern gegen Null. Dieses Verhalten findet sich tendenziell in Messdaten
wieder [3].

0 g
0.1 0.2 0.5 1 2 5 10

Abbildung 6.4: Der erste Normalspannungskoeffizient ¥, in Einheiten von K 72 als
Funktion der dimensionslosen Scherrate €. Die gestrichelte Kurve stellt die Losung
der Entwicklung aus 5.2.2 dar.

Mit Gleichung (6.17) sind wir in der Lage, ohne Verwendung der Energie eine
Aussage iiber das Verhéltnis der ersten Normalspannungsdifferenz und der Scher-
spannung zu treffen. Aus der stationédren Verzerrung ergibt sich

Ny
— =2 6.47
ooy T g 3 (6.47)
Bei kleinen Scherraten ist, wie wir ja schon gesehen haben, der dissipative Beitrag
zum Spannungstensor vernachléssigbar klein, es gilt dann also Ny = 2{0,,. Die Ma-

terialfunktionen n und W, unterscheiden sich damit nur um den konstanten Faktor
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27; diese Figenschaft haben wir in 5.2.2 ausgenutzt, um die Groflenordnung der
Relaxationszeit zu bestimmen. Mit wachsender Scherrate bekommt der dissipative
Anteil und damit 7., jedoch aufgrund der Scherverdiinnung eine immer groflere Be-
deutung, so dass sich 7 und ¥; nicht mehr nur um eine Konstante unterscheiden,
was experimentell auch bestétigt ist [3]. Fiir das Verhiltnis N;/o,, bedeutet das,
dass es mit zunehmender Scherrate zunéchst linear ansteigt und dann allméhlich
abflacht [3]. Mit unserer Energiedichte £ finden wir den endlichen Grenzwert

lim M HOA BTy

§—00 O gy Moo Moo .

(6.48)

Nach diesem Ergebnis konvergiert das Verhéltnis von erster Normalspannungsdiffe-
renz und Scherspannung gegen einen Wert, dessen Groflenordnung vom Verhéltnis
der Viskositét bei verschwindender und unendlicher Scherrate bestimmt wird. Quan-
titative Betrachtungen zeigen allerdings, dass der Grenzwert deutlich kleiner ist als
der hier berechnete [3]. Wir haben also in unserem Modell noch nicht alle Mecha-
nismen erfasst, die zum Abflachen der Kurve beitragen.
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Abbildung 6.5: Der zweite Normalspannungskoeffizient W, in Einheiten von K72
als Funktion der dimensionslosen Scherrate &. Fiir beide Kurven gilt Ky = 4.4K;.
Die gestrichelte Kurve stellt die Losung der Entwicklung aus 5.2.2 dar.

Der Ausdruck, der sich fiir den zweiten Normalspannungskoeffizienten Wy =
—(0,, — 0,,)/%? ergibt, hat eine etwas kompliziertere Gestalt:
vy T erg p

U, = (Cl <\/m+§+\/\/@ £ -2 1+§2>
(?\/% <2£+\/\/1+§2 £ — \/\/1+§2+£> (6.49)

Die Kurve in Abbildung 6.5 ist nicht universell, ihr Grenzwert fiir kleine Scherraten
héangt entscheidend von Ky bzw. Cy ab. Wéhrend U5 in der Entwicklung lediglich
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eine Konstante ist (gestrichelte Kurve in Abb.6.5), ist die Funktion hier streng mo-
noton und konvergiert fiir grole Scherraten gegen Null; dabei ist sie stets negativ.
Ein Vergleich mit experimentellen Resultaten ist fiir W, schwierig, da zu wenige
Messdaten vorliegen und die Grenzwerte fiir sehr kleine und sehr grofie Scherraten
nicht genau bekannt sind [3]. In der Regel findet man tatséchlich einen monotonen
Anstieg von W, [3], allerdings ist es nicht vollig ausgeschlossen, dass ¥y in bestimm-
ten Proben bei grofien Scherraten auch positiv werden kann [25].

Abbildung 6.6: Das Verhdltnis der Normalspannungskoeffizienten —Vq /W1 als Funk-
tion der dimensionslosen Scherrate €. Fiir die Darstellung der Losung von Gl.(6.50)
(durchgezogene Kurve) und der Entwicklung aus 5.2.2 (kurz gestrichelte Kurve) gilt
Ky = 4.4K,. Die lang gestrichelten Kurven markieren die Grenzen des Bereichs, in
dem die Kurven mit verschiedenen Werten von Cy/C} liegen kinnen.

Einen genaueren Blick lohnt schliellich noch das Verhéltnis der Normalspan-
nungskoeffizienten. Es lautet

U 1 CL—CVITEWTFE - WITE+E— WVITE—¢ (6.50)

T2 GHG % oy TTE - VITE ¢

und ist in Abbildung 6.6 fiir die iiblichen Werte der elastischen Parameter geplottet.
Das Verhéltnis ist nicht wie im Grenzfall kleiner Scherraten konstant, sondern eine
mit der Scherrate monoton fallende Funktion. Die wenigen experimentellen Daten
weisen darauf hin, dass das Verhéltnis iiber einen weiten Bereich der Scherrate kon-
stant bleibt oder in der Tat abnimmt [3, 58]. Fiir Grenzfille verschwindender & bzw.
unendlich grofler ¢ finden wir konkret

( &) Cy 4 7C% ( ‘I’2> Cy

_ - @2 li = .
\1’1 8 (Cl + CQ) ’ fLrgO Cl + C’2

(4

lim

lim (6.51)

Mit den Bedingungen, die wir fiir '} und Cy beriicksichtigen miissen, ist erwar-
tungsgeméfl der zweite Grenzwert grundsétzlich kleiner als der erste. Im Grenzfall
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Cy — 0 ist das Verhéltnis bei verschwindenden Scherraten gleich 1/8 und fiir grofie
Scherraten gerade gleich Null. Dieser Fall definiert eine untere Grenzkurve fiir die
Schar der Kurven mit unterschiedlichen Werten von Cs/C, siehe Abb.6.6. Ande-
rerseits ist, wenn wir den Weissenberg-Effekt voraussetzen, der maximal mdogliche
Wert des Verhéltnisses bei & — 0 gerade 1/4, was fiir £ — oo auf den Wert 1/6 und
insgesamt auf die obere Grenzkurve in Abb.6.6 fiihrt.

6.3.2 Die relaxierende Scherstromung

Das Relaxationsverhalten der Verzerrung haben wir fiir allgemeine Scherraten schon
in Abschnitt 5.2.3 diskutiert. Die dort gefundene Losung lautet

M= VIt G — e, (652
do = Wit Ge+ e, (6.5

o = 1% : (6.54)
V14 &8

p = Senl) (6.55)

2,/1+ &2

Die Materialfunktion n~ = —o,,/40 hat eine dhnliche Gestalt wie zuvor 7,

(ffl%o (260 4 VI e et VT G 4 taet)
(6.56)

und lésst sich ebenso universell plotten (Abbildung 6.7). Wir interessieren uns dafiir,
wie das Relaxationsverhalten von 7~ von grofien Werten von || beeinflusst wird.
Bei der Diskussion kleiner Scherraten in 5.2.3 haben wir festgestellt, dass die Fi-
genschaft, dass n~ umso schneller relaxiert, je grofler |y ist, von unserem Modell
gut wiedergegeben wird. Das Relaxationsverhalten von 7~ relativ zum Anfangswert
N~ (&, 0) = n(&y) — Mo fiir verschiedene Scherraten ist in Abbildung 6.7 gezeigt. Zwar
relaxieren alle Kurven streng monoton gegen Null, das typische experimentelle Ver-
halten wird jedoch nicht wiedergegeben. Zwischen den drei dargestellten Kurven ist
nur ein geringer Unterschied festzustellen, dariiber hinaus schneiden sich die Kurven
fiir &g = 5 und &, = 10 sogar. Das Verhalten wird anschaulich klar, wenn wir die in
Abbildung 6.7 dargestellte Grofe in der Naherung |{| > 1 berechnen:

T e (6.57)
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Abbildung 6.7: Die Materialfunktion n~ relativ zum stationdren Wert n — 1. als
Funktion der dimensionslosen Zeit d fiir verschiedene Scherraten.

Der Kurvenverlauf ist demnach unabhéngig von der Scherrate, was dem zu erwar-
tenden Verhalten widerspricht. Wir sind also nicht in der Lage, bei diesem Beispiel
mit unserem allgemeineren Modell das richtige Verhalten wiederzugeben.

Um die Materialfunktion U7 = — (0., — 0,,)/3 zu bestimmen, greifen wir auf
die allgemeine Beziehung zwischen dem elastischen Verzerrungstensor und der Ver-
zerrung, Gleichung (6.17) zuriick. Da bei der relaxierenden Scherstromung o, = agf
ist, erhalten wir die einfache Beziehung

Use = Uy 7

v =
! U:vy §0

n . (6.58)
Sie gilt unabhéngig von der Gestalt der Energiedichte und zeigt, dass der Unterschied

der beiden Materialfunktionen von der Gestalt des Verzerrungstensors bestimmt
wird. Setzen wir unsere Losung fiir U;; ein, finden wir

Uy =2 . (6.59)

Beide Materialfunktionen unterscheiden sich demnach nur um eine Konstante. Das
hat zur Folge, dass eine Normierung beider Grolen auf ihren jeweiligen Anfangswert
zur Beziehung

Yy o, d) 1 (S0, d) (6.60)

\Ijl_ (§07 O) n (607 0)
fithrt. Diese beiden Funktionen sind also identisch, was im Widerspruch zur in
5.2.3 diskutierten Eigenschaft steht, dass der erste Normalspannungskoeffizient stets
schneller relaxiert als die Viskositdt. Wir konnen deshalb diesen Effekt bei grofien
Verzerrungen nicht wiedergeben. Die Ursache dafiir liegt offensichtlich in der Be-

wegungsgleichung von Uj;, da die Energiedichte in die Herleitung gar nicht explizit
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eingeht. Fiir ein besseres Verstindnis des Verhaltens der ersten Normalspannungs-
differenz ist es daher unabdingbar, eine allgemeiner giiltige Form der Bewegungs-
gleichung (5.7) zu finden. In Anhang A zeigen wir, dass auch eine Berticksichtigung
der Kreuzkopplungsparameter (3; und (35 dieses Problem nicht behebt.

Abbildung 6.8: Die Materialfunktion V5 relativ zum stationdren Wert W5 (&,0) =
Uy(&y) als Funktion der dimensionslosen Zeit d fir verschiedene Scherraten. Es ist
K2 - 44K1

Als letzte Materialfunktion fehlt uns schliefllich noch V5 = — (o, — 0,.)/43. Sie
lautet

o 2
vy = —% <\/\/1 +&ge 2 + Goemd + \/\/1 +&je? = Goe

—24¢/1 —1—5362‘1) — ((;1\;% <2§Oed + \/\/1 + 2e2d — e

—\/\/ 1+ &Ze2d + §Oed> ) (6.61)

U5 ist fiir verschiedene Scherraten als Funktion der Zeit in Abbildung 6.8 geplot-
tet. Dabei finden wir bei £, = 1 den Overshooteffekt wieder, der uns schon in
5.2.3 begegnet ist (Abbildung 5.7). Mit wachsender Scherrate wird dieser Effekt
immer unbedeutender und verschwindet schliellich ganz, so dass der zweite Nor-
malspannungskoeffizient streng monoton, aber mit wechselnder Kriimmung gegen
Null konvergiert.

Abschlieflend wollen wir noch das Verhalten von —W; /W] genauer unter die Lu-
pe nehmen. Abbildung 6.9 zeigt, dass das qualitative Verhalten, das wir bei kleinen
Scherraten gefunden haben, auch hier zutrifft: Das Verhéltnis ist eine monoton wach-
sende Funktion der Zeit und konvergiert gegen den materialunabhéngigen Grenzwert
1/2. Wie in 5.2.3 erwéhnt, widerspricht dieses Verhalten der generellen Erwartung,
dass in etwa U, /U] = Uy /Uy gilt.
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Abbildung 6.9: Das Verhdltnis der Normalspannungsdifferenzen —V5 /W1 als Funk-
tion der dimensionslosen Zeit d fiir verschiedene Scherraten. Es ist Ko = 4.4K;.

6.3.3 Die einsetzende Scherstréomung

Bei der Diskussion des Einsetzens einer Scherstromung bei kleinen |£y| mussten wir
uns auch bei der Bestimmung der Verzerrung auf den Grenzfall kleiner Scherraten
beschrianken, da die Bewegungsgleichung fiir diesen Fall analytisch nicht 16sbar ist.
Wir beginnen diesen Abschnitt daher mit einer Diskussion der numerischen Resul-
tate, die wir aus den Gleichungen (5.93)-(5.95) fiir die einsetzende Scherstrémung
mit den Anfangsbedingungen Uj;; (o, 0) = 0 erhalten. Zur Berechnung wird das Pro-
gramm Mathematica verwendet. Abbildung 6.10 zeigt die Dehnungskoeffizienten A;
und Ay sowie den Orientierungswinkel ¢ fiir §; = 1 und &, = 10 als Funktionen
der Zeit. Im Fall kleiner Scherraten sind alle drei Gréflen monotone Funktionen von
d (Abbildung 5.8). Hier jedoch zeigen sie ein ausgeprigtes Overshoot-Verhalten:
Der stationdre Grenzwert, der bei groflen Zeiten erreicht wird, wird erst deutlich
iiberschritten, bevor die Groflen schliellich gegen ihn konvergieren. Mit wachsen-
der Scherrate zeigt sich aulerdem zunehmend ein oszillierendes Verhalten nach dem
Overshoot. Diese qualitativen Eigenschaften kennt man aus Experimenten von den
Materialparametern 7™ und W{ [27, 28] und scheinen damit im Verhalten der Ver-
zerrung begriindet zu sein.

Die Materialfunktion n*, definiert als n™ = —oy,, /4, berechnen wir natiirlich
ebenfalls numerisch mit Ky = 4.4K,. Das Resultat ist in Abbildung 6.11 fiir §, = 1
und & = 10 gezeigt. Es ist nun im Gegensatz zu Abbildung 5.9 ein klarer Over-
shoot zu erkennen. Je grofler die Scherrate wird, desto weiter wandert die Lage des
Maximums zu kleineren Zeiten, und desto starker nimmt die Hohe am Maximum zu.
Dieses qualitative Verhalten zeigt sich in gleicher Form in den Messkurven [3, 27].
Auflerdem finden wir bei {; = 10 das schon erwihnte oszillierende Verhalten nach
dem Overshoot.
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Abbildung 6.10: Die Dehnungskoeffizienten A1 und Ay sowie der Orientierungswinkel
¢ als Funktion der dimensionslosen Zeit d fir & = 1 (linke Spalte) und & = 10
(rechte Spalte).

Abbildung 6.12 stellt die Materialfunktion Ui = —(0,, — 0,,)/%s dar. Qualita-
tiv zeigt sie dieselben Eigenschaften wie zuvor n™: Es gibt einen deutlich erkenn-
baren Overshoot, nach dem die Funktion leicht oszillierend gegen den stationéren
Grenzwert strebt. Auflerdem wéchst die Hohe des Maximums mit der Scherrate und
verschiebt sich hin zu kleineren Zeiten. Aus den Messkurven in [3] geht hervor, dass
bei einem fest gewiithlten & der Overshoot von Wi /¥, hoher ist als bei 7 /7, in
unseren Plots besitzt jedoch nt/n das ausgeprigtere Maximum. Eine quantitative
Auswertung unserer Kurven ist damit erwartungsgeméf nicht moglich.
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Abbildung 6.11: Die Materialfunktion n* relativ zum stationdren Wert n als Funk-
tion der dimensionslosen Zeit d fiir & = 1 (links) und & = 10 (rechts). Wie iiblich
15t K2 = 44K1
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Abbildung 6.12: Die Materialfunktion W7 relativ zum stationdren Wert Uy als Funk-
tion der dimensionslosen Zeit d fir & = 1 (links) und & = 10 (rechts). Es ist
K2 == 44K1

Das zeitliche Verhalten der Materialfunktion ¥3 = —(0,, — 0.,)/32 fiir § = 1
und & = 10 wird in Abbildung 6.13 gezeigt. Wie wir schon bei kleinen Scherraten
festgestellt haben (Abbildung 5.11), ist W3 /Wy bei kleinen Zeiten zuniichst nega-
tiv, d.h. UJ ist positiv. Mit zunehmender Zeit dndert U3 /¥, das Vorzeichen und
konvergiert nach einem Overshoot gegen den stationdren Grenzwert. Dabei féllt auf
dass der negative Bereich von W3 /WU, immer kleiner wird, je gréfier die Scherrate
ist. Fiir den Overshoot finden wir dasselbe Verhalten wie schon zuvor bei n* und
U : Bei wachsender Scherrate wird der Overshoot immer ausgeprigter und wandert
zu kleineren Zeiten.

SchliefSlich interessieren wir uns noch fiir das Verhéltnis der Normalspannungs-
differenzen —¥3 /U] (Abbildung 6.14). Qualitativ finden wir ein dhnliches Verhalten
wie bei kleinen Scherraten. Das Verhéltnis beginnt bei d = 0 mit einem negativen
Wert und wechselt erst nach einer Zeit in der Gréflenordnung von 7 das Vorzeichen.
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Abbildung 6.13: Die Materialfunktion U5 relativ zum stationdren Wert Uy als Funk-
tion der dimensionslosen Zeit d fir & = 1 (links) und & = 10 (rechts). Es ist
Ky =4.4K,.
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Abbildung 6.14: Das Verhdltnis der Normalspannungskoeffizienten —Wg /U] als
Funktion der dimensionslosen Zeit d fir § = 1 (links) und & = 10 (rechts). Es
15t K2 = 44K1

Dieser negative Bereich ist bei §; = 10 schmaler als bei £y = 1. Wahrend die Kurve
fiir &g = 1 monoton anwéchst und schliellich gegen den stationédren Grenzwert kon-
vergiert, finden wir fiir {;, = 10 ein schwach ausgepréigtes Maximum. Im Rahmen
der experimentell begrenzten Daten [3, 28] gilt W3 /U] = W, /¥; verglichen mit
unseren Resultaten ist dieses Verhalten erst ab einer bestimmten Zeit von etwa 67
festzustellen, nicht aber direkt nach dem Einsetzvorgang bei d = 0.

6.4 Elongationsstromungen bei grofien
Verzerrungen

Wie zuvor bei der Scherstromung kénnen wir auch bei der Elongationsstromung
mit Hilfe der verallgemeinerten Energiedichte unsere Diskussionen ausdehnen. Eine
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grofle Elongationsrate bedeutet insbesondere, dass ¢ den Bereich verldsst, in dem
eine rdumlich homogene stationire Losung fiir die Verzerrung existiert. Wir werden
daher vor allem den Fall einer einsetzenden Elongationsstréomung behandeln, bei der
die Elongationsrate aulerhalb des in 5.3.2 gefundenen Intervalls liegt.

Wie wir bereits wissen, ist die wichtige Messgréfle in einer rotationssymmetri-
schen Elongationsstromung die Normalspannungsdifferenz o, — 0,,. Aus Gleichung
(6.20) und dem Ausdruck fir e? aus GI1.(6.28) finden wir fiir den elastischen Anteil

M—1 -1
Uglza - Uglma =2C1 M (A1 —1) — A (A — 1)] + 20, < 1)\2 — 2}\2 ) . (6.62)
1 2

Fiir die folgenden Plots werden wir konsequenterweise dieselben Zahlenwerte von Cy
und Cy verwenden wie bei den Abbildungen im Abschnitt iiber Scherstromungen,

also 99 .
= — = — N .
4 0 K, Cy 50 K, (6.63)

6.4.1 Die stationire Elongationsstromung

Fir die Extensionskoeffizienten A\; und A9 haben wir bereits in Abschnitt 5.3.2 die
Losungen

_ 6 1 _C

Y T (6.64)
o 1+ 2¢

Ay = 1—¢ (6.65)

gefunden. Wenn eine stationdre Losung existieren soll, kann die dimensionslose Elon-
gationsrate ¢ nur Werte im Intervall

—% <<l (6.66)

cla__gela) /¢ konnen

annehmen. Die Trouton-Viskositit 7 = —(0,, —0.2)/& = 31— (052 —0°2

wir aus Gleichung (6.62) einfach berechnen; da sich allerdings der Ausdruck nicht
entscheidend vereinfachen ldsst und umfangreich ist, verzichten wir hier darauf, ihn
anzugeben. Abbildung 6.15 zeigt die Losung im Vergleich mit der Parabel, die wir
aus der Entwicklung in 5.3.2 gewonnen haben. Der Verlauf wurde schon im We-
sentlichen ausfiihrlich in Abschnitt 5.3.2 diskutiert, hier kénnen wir allerdings jetzt
erkennen, dass die Trouton-Viskositdt an den Réndern des Bereichs der zuléssi-
gen Elongationsraten im Unterschied zur Entwicklung divergiert. Fiir eine uniaxiale
Elongationsstromung wird ein so deutlicher Anstieg nicht beobachtet, die Kurven

enden vielmehr abrupt [3, 16]. Bei biaxialen Elongationsstromungen hingegen gibt
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es in der Tat einen starken Anstieg der Viskositét jenseits des Minimums [33]. Fiir
die Lage dieses Anstiegs wird auch von verschiedenen konstitutiven Modellen eine
dimensionslose Elongationsrate von 1/2 vorhergesagt [33, 39], so dass sich unser
Modell gut in das vorhandene Bild einfiigt.

N - 3N >
KT

20.4 -0.2 02 04 06 08 16

Abbildung 6.15: Die Trouton-Viskositit n in Finheiten von Ki7 als Funktion der
dimensionslosen Elongationsrate . Die gestrichelte Kurve stellt die Losung der Ent-
wicklung aus 5.3.2 dar. Fiir beide Kurven gilt Ko = 4.4K;.

6.4.2 Die einsetzende Elongationsstromung

Wie auch fiir die einsetzende Scherstromung koénnen wir fiir dieses Beispiel keine
analytische Losung der Verzerrung angeben. Trotzdem ist es moglich, durch Umfor-
mungen einige Informationen aus den Bewegungsgleichungen (5.241) und (5.242) zu
gewinnen. Dazu ersetzen wir U,, und U., mittels (5.217) und (5.218) durch \; und
Ao, und formen so Gl.(5.241) unter Beriicksichtigung der Inkompressibilitatsbedin-
gung A?\y = 1 in eine Differentialgleichung fiir A\; um:

2(1+2X) X = (1= Go) A — (14 2G0) A] (6.67)

Die Anfangsbedingung lautet A;({p,0) = 1. Daraus finden wir zwar keinen analyti-
schen Ausdruck fiir A;((p, d), aber immerhin eine implizite Darstellung der Losung:

(14 2G0) XY — (1 = (o)
3Co

Was konnen wir daraus fiir das zeitliche Verhalten von \; ableiten? Betrachten
wir zundchst die uniaxiale Dehnstromung mit (, > 0. Bei dieser Stromung wird
das Fluid in 2- und y-Richtung gestaucht, daher ist grundsétzlich A; < 1. Sind wir
in dem Bereich von (j, in dem eine stationdre Stromung existiert, also bei (5 < 1,

2(1+42¢6)In A — In [ = (1-C)(1+2G)d  (6.68)
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dann sind die Faktoren (1 + 2¢p) und (1 — (p) positiv. Das hat in G1.(6.68) zwei
Konsequenzen: Zum einen unterliegt die Losung von A; der Einschrinkung

6 ]-_CO
1+ 2¢

<M (God) <1, (6.69)
zum anderen konvergiert A\; fiir d — oo gegen seinen stationdren Grenzwert

1 —
At (Go,d — 00) = ¢ o 2200 . (6.70)

Daraus lésst sich folgern, dass A\; kein Overshootverhalten zeigt. Uber die Beziehung
Ao = A7 2 kénnen wir diese Eigenschaften auf \, iibertragen. So liegt Ay im Intervall

1< X (Cmd) <y LQCO , (671)
V 1-2¢Go

besitzt den stationaren Grenzwert

31+2C0
1 —Go

und zeigt ebenfalls kein Overshootverhalten. A\; und A sind im linken Teil von Ab-
bildung 6.16 fiir verschiedene (y, < 1 dargestellt. Es wird ferner deutlich, dass beide
Dehnungskoeffizienten monoton gegen ihren stationdren Grenzwert streben. Dieses
Verhalten konnten wir schon in Abschnitt 5.3.3 im Grenzfall kleiner ( feststellen
(Abbildung 5.23, links).

Im Bereich (y > 1 verédndert sich das Verhalten von A; entscheidend. Nun sind
(142¢p) positiv und (1 —(p) negativ. Als Konsequenz ergibt sich daraus, dass Ay fiir

Abbildung 6.16: Verhalten der Dehnungskoeffizienten Ay und Ay bei einer uniazialen
Elongationsstromung als Funktionen der dimensionslosen Zeit d fiir verschiedene (.
Links: Werte von (o, fir die ein stationdrer Zustand existiert (0 < (o < 1). Rechts:
Werte von (o, fir die kein stationdrer Zustand existiert (¢o > 1).
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d — oo gegen Null strebt und somit keinen stationédren Zustand mit einer endlichen
Verzerrung erreicht. Entsprechend lauft Ay mit zunehmender Zeit gegen +oco. Der
rechte Teil von Abbildung 6.16 zeigt auflerdem, dass A\; und Ay monotone Funktionen
der Zeit sind. Ferner nimmt die Stérke der Verzerrung umso schneller zu, je grofler
die Elongationsrate ist.

Bei einer biaxialen Elongationsstromung ist die Elongationsrate negativ, und \;
ist grofer als 1. Im Intervall —1/2 < ¢y < 0 sind die Faktoren (1 + 2¢p) und (1 — ¢p)
beide positiv. Analog zum Bereich 0 < (, < 1 bei einer uniaxialen Elongations-
stromung finden wir hier fiir \;

6 ]-_CO
1<)\1(<0,d><“1+2<0, (673)

auBerdem konvergiert A\; fiir d — oo gegen den Grenzwert aus G1.(6.70). A2 hingegen
liegt im Intervall

3 1 + QCO

1 =G

und hat den stationédren Grenzwert (6.72). Ein Overshootverhalten kann also auch

bei einer biaxialen Stromung nicht auftreten. Der zeitliche Verlauf von A\; und A,

im betrachteten Bereich der (, wird in der linken Hilfte von Abbildung 6.17 wie-

dergegeben. Auch hier sind A; und Ay monotone Funktionen der Zeit (siehe auch
Abbildung 5.23, rechts, in Abschnitt 5.3.3).

Verlassen wir den Bereich von (j, in dem eine stationédre Losung fiir eine biaxia-
le Stromung existiert, dann sind wegen (y < —1/2 die Faktoren (1 + 2(y) negativ
und (1 —¢p) positiv. Aus GL.(6.68) konnen wir damit ablesen, dass fiir d — oo
der Dehnungskoeffizient \; divergiert bzw. Ay gegen Null strebt und die Stromung

Abbildung 6.17: Verhalten der Dehnungskoeffizienten A1 und Ay bei einer biazialen
Elongationsstromung als Funktionen der dimensionslosen Zeit d fir verschiedene
Co. Links: Werte fir (o, fir die ein stationdrer Zustand existiert (—1/2 < (5 < 0).
Rechts: Werte fiir (o, fir die kein stationdrer Zustand existiert ((o < —1/2).
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somit keinen stabilen Zustand erreicht. Dieses Verhalten wird im rechten Teil von
Abbildung 6.17 deutlich, wir sehen aulerdem, dass wie bei einer uniaxialen Elon-
gationsstromung die Verzerrung mit der Zeit umso schneller wéchst, je grofler der
Betrag von ( ist.

Nach der numerischen Berechnung der Dehnungskoeffizienten A\; und A\, sind wir
nun in der Lage, die zeitabhingige Trouton-Viskositéit 77 (o, d) = — (0., — 04s) /0
zu bestimmen. Wir betrachten zunichst das Verhalten von 77 bei einer uniaxialen
Elongationsstromung, das auf der linken Seite von Abbildung 6.18 dargestellt ist.
Wir kénnen darin zwei verschiedene Verhaltensweisen von 7+ ausmachen. Fiir die
Werte von (p, fiir die ein stationérer Zustand existiert (o < 1), wéichst 7 mono-
ton mit der Zeit und konvergiert gegen den Wert der Trouton-Viskositéit bei einer
stationdren Elongationsstromung. Dieses Verhalten konnten wir schon in 5.3.3 bei
kleinen Elongationsraten beobachten (Abbildung 5.24). Im Bereich (, > 1 hingegen
divergiert die Dehnviskositét fiir d — oo. In Abbildung 6.18 erscheint diese Diver-
genz als abrupter Anstieg von 7, der zu umso kleineren Zeiten erfolgt, je grofier
die Elongationsrate £ ist. Dieser Effekt ist als ,strain hardening“ bekannt [3] und
kann von unserem Modell qualitativ wiedergegeben werden.

10 —=+ 107 =+ '
N -3n. fo N -3n. P
—_— | / 72 i
8 KT // / 8 KT ’l /
[ ! | !
6 7&0: 0.5 /, /I 6 710: _02 ,I‘ /I
— / / - _ ! /
g G=08 /=04 [,
- __ - / /
) 0 1 / L,/
R R —
0.1 0.2 0.5 1 2 5 10 d

Abbildung 6.18: Das Einsetzverhalten der Dehnviskositit 1+ als Funktion der di-
mensionslosen Zeit d fiir verschiedene (o mit Ko = 4.4Ky. Im linken Bild ist die
untaxiale, im rechten die biaxiale Elongationsstrémung dargestellt.

Aus experimenteller Erfahrung gilt fiir den Zeitpunkt des abrupten Anstiegs ¢.
eq = €ote = (o d. = const. . (6.75)

ey wird als ,Hencky strain“ bezeichnet und hat fiir unterschiedliche Proben ver-
schiedene Werte [3]. Ein Blick auf Abbildung 6.18 zeigt, dass es mit unserem Modell
schwierig ist, d. genau zu bestimmen, da 7™ monoton wichst und nicht zu einem
endlichen Zeitpunkt abbricht. Im Prinzip ist aber klar, dass die Relation (6.75) zu-
mindest grob erfiillt wird, da d. tendenziell mit wachsendem (, abnimmt.

Der rechte Teil von Abbildung 6.18 zeigt das Verhalten von 777 bei einer biaxialen
Elongationsstromung. Im Bereich —1/2 < (y < 0, fiir den eine stationire Stromung
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existiert, konvergiert 77 monoton gegen den stationiren Wert, wie wir ja auch schon
in 5.3.3 gesehen haben. Fiir Elongationsraten mit (5 < —1/2 jedoch divergiert 7™
fiir d — oo, und zwar auf dhnliche Weise wie zuvor bei (y > 1. Der abrupte Anstieg
erfolgt wieder umso friiher, je gréfler der Betrag von (, ist. Somit erzielen wir auch
hier eine qualitative Ubereinstimmung mit experimentellen Ergebnissen [3].

In Abbildung 6.18 fillt insbesondere durch die logarithmische Auftragung der
Zeit auf, dass bei kleinen Zeiten, d.h. fiir ¢ < 7, der Verlauf der Funktion 77 ({y, d)
offensichtlich unabhéngig von der Elongationsrate ist. Diese Eigenschaft kennt man
auch aus Messkurven [29]. Wir untersuchen dieses Verhalten, indem wir 777 ({y, d)
nach der dimensionslosen Zeit d bis in die zweite Ordnung entwickeln. Fiir beliebige
(o finden wir damit

3 3
0" (G d) = B + S I d = KT + (BK) — K2) 7G0] ?+0(d*) . (6.76)

Dieses Resultat ist unabhiingig davon, ob mit €82 oder £%® gerechnet wird. Wir

sehen, dass der Term erster Ordnung nur von Materialparametern abhéngt, wahrend
die Elongationsratenabhéngigkeit erst in der quadratischen Ordnung zur Geltung
kommt. Daher wird der Einfluss der Elongationsrate erst mit zunehmender Zeit
wichtig.

6.5 Empirische Relationen

In der Rheologie gibt es eine ganze Reihe von empirischen Relationen, die die ver-
schiedenen Materialfunktionen unterschiedlicher Strémungstypen miteinander ver-
kniipfen. Wie der Name schon sagt, sind sie aus dem experimentellen Erfahrungs-
schatz gewonnen worden und in der Regel nicht theoretisch herleitbar. Ein Beispiel,
mit dem wir uns bereits in 5.2.5 beschéftigt haben, ist die Cox-Merz-Regel [49]. Die-
se Relationen werden hiufig dazu verwendet, um Messdaten mit Ergebnissen aus
anderen, leichter durchzufiihrenden Experimenten zu ergénzen. Wir wollen in die-
sem Abschnitt einen Blick auf die bekanntesten Relationen werfen und untersuchen,
wie nahe unser Modell ihnen kommt. Dabei geht es nicht darum, die Beziehun-
gen zu erkldren, sondern darum, unsere Theorie aus einem anderen Blickwinkel zu
iiberpriifen.

6.5.1 Die Cox-Merz-Regel

In 5.2.5 haben wir die Cox-Merz-Regel [49] fiir kleine Scherraten behandelt, hier
wollen wir die Diskussion auf beliebige Scherraten erweitern. Zur Erinnerung geben
wir die Relation noch einmal an:

(w=79) (6.77)
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Sie stellt einen Zusammenhang der Scherverdiinnung mit dem Betrag der komplexen
Viskositét in einer oszillierenden Scherstromung dar. In Abbildung 6.19 vergleichen
wir die Losung fiir 7 aus Gleichung (6.45) mit dem Ausdruck

./~ KlT

M(w—fﬂ—QJtﬁ?, (6.78)
den wir mit den Ergebnissen aus 5.2.5 erhalten. Wir vernachléssigen dabei den Pa-
rameter 7., da er im Bereich £ < 10 nahezu keine Rolle spielt. Das hat zur Folge,
dass die Kurven fiir  und |n*| in Abbildung 6.19 universell sind, wir kénnen die
Gestalt der Kurven daher nicht weiter angleichen. Man erkennt, dass beide Funktio-
nen den qualitativ gleichen Verlauf haben, allerdings fallt |n*| etwas schneller ab. Im
Rahmen der limitierten quantitativen Aussagekraft der verwendeten Energiedichte

ecla ist das ein sehr zufrieden stellendes Ergebnis.

Abbildung 6.19: Vergleich der Scherverdinnungskurve n(§) mit |n*| (Coz-Merz-
Regel) und mit ng (erste Gleifle-Spiegelrelation) als Funktionen von & = ©. 1
wird dabei vernachldssigt.

Je grofer £ in Abbildung 6.19 wird, desto bedeutender wird der Einfluss der
Viskositatskonstante 7. |7*| hat dann die Form

Kyt (Kim + 414
|n*\=ano+ 17 (BO7 4+ d) (6.79)

4(1+@2)

und wir sehen, dass die Funktion wie n fiir £ = & — oo gegen 1, konvergiert. Al-
lerdings gibt es einen wichtigen qualitativen Unterschied zu 7: Bei 7 ist 7., lediglich
eine additive Konstante, die keinerlei Einfluss auf die Form der Funktion hat; diese
Eigenschaft ist unabhingig von der Gestalt der Energie und ergibt sich zwingend aus
N =Moo — aglj /4 und der Tatsache, dass 7., nicht in aglya‘ eingeht. |n*| hingegen hingt
in komplexerer Weise von 1, ab, was zur Folge hat, dass die Viskositatskonstante
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die Form von |n*| bei groBeren Schwingungsfrequenzen beeinflusst. Die direkte Kon-
sequenz davon ist, dass es nicht moglich ist, dass die Cox-Merk-Regel exakt erfiillt
wird, sie bleibt in diesem Rahmen eine Ndherung.

Ebenfalls in Abschnitt 5.2.5 haben wir eine Abwandlung der Cox-Merz-Relation
diskutiert, die das lineare Verhalten bei einer oszillierenden Scherstromung mit der
Ableitung der Scherspannung bei einer stationdren Stromung in Verbindung setzt
[49]:

do
"w=4)= -2 6.80
1 (w="7) o (7) (6.80)
Die ,, Viskositét® 1 = —00y, /07 ldsst sich leicht berechnen, ist allerdings ein uniiber-

sichtlicher langer Ausdruck, den wir hier nicht angeben wollen. Das Resultat héangt
effektiv nur von einem Materialparameter, ndmlich (C; + Cy)7 ab, auflerdem ist
anzumerken, dass im Gegensatz zur vorher diskutierten Relation der Parameter 7.,
sowohl bei 7’ als auch bei 7 additiv ist, er spielt also hier fiir den Vergleich keine
Rolle und wird dementsprechend in Abbildung 6.20 vernachléssigt. Wir finden ins-
gesamt eine sehr gute Ubereinstimmung, die besser ist als bei der zuvor getesteten
empirischen Relation. Dies hat sich schon bei der Diskussion kleiner Scherraten in
5.2.5 abgezeichnet.

Abbildung 6.20: Vergleich von n' und 1 als Funktionen von £ = ©.

6.5.2 Die Gleiflle-Spiegelrelationen

Im Jahr 1980 stellte W. Gleiflle zwei empirische Relationen vor, die Materialfunk-
tionen bei einer stationdren Scherstréomung mit denen bei einer einsetzenden Scher-
stromung verbinden [3, 59]. Sie werden dazu verwendet, Daten fiir 7 (§) und ¥y ()
aus nichtstationdren Experimenten zu gewinnen [19]. Insbesondere die erste Spie-
gelgleichung konnte experimentell gut bestéitigt werden [48].
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Die erste Gleichung stellt eine bemerkenswerte Verbindung zwischen der Scher-
verdiinnungskurve 7 (%) und der Grenzkurve 7y (t) bei einer einsetzenden Scher-
stromung, Gleichung (5.113), her:

n(y) =mng (t=1/9) (6.81)

Diese Beziehung ist ebenfalls in Abbildung 6.19 dargestellt. Die qualitative Wie-
dergabe durch unser Modell ist dabei dhnlich zufrieden stellend wie zuvor bei der
Cox-Merz-Regel, allerdings fillt i etwas schneller ab. Von besonderem Interesse ist
aulerdem ein direkter Vergleich der Kurven von |n*| und 7, da beide bereits aus
einem linearen elastischen Ansatz und damit ohne Verwendung eines allgemeinen
Energieausdrucks genau berechnet werden kénnen. Die in Abbildung 6.19 erkenn-
bare Ahnlichkeit zwischen beiden Funktionen ist frappierend und entspricht dem
experimentell Bekannten [3]. Sie wird nicht von der Wahl der Parameter, sondern
von der Ahnlichkeit der Funktionen 1/y/1 + €2 und 1—e~"/¢ bestimmt, und ist somit
eher zufillig.

Die zweite Spiegelrelation verkniipft den ersten Normalspannungskoeffizienten
einer stationiiren Scherstrémung, ¥y, mit einer zu 7 analogen Grenzkurve von ¥
[59]:

Uy () = ¥ (30 = 0, = /%) (6.82)
Der Unterschied zur ersten Spiegelrelation liegt im Auftreten der dimensionslo-

sen Konstante k, die aus experimenteller Erfahrung zwischen 2.5 und 3 liegt [3].
U (40 = 0,t) erhalten wir aus G1.(5.115):

(w)o (d) = W} (& =0,d) = [1 = (1 +d)e?] K72 (6.83)

Abbildung 6.21 vergleicht diesen Ausdruck mit W;. Im Gegensatz zu den zuvor
diskutierten Relationen gibt es nun einen Parameter, mit dem die Lage der Kurven

0.1 0.2 0.5 1 2 5 10E

Abbildung 6.21: Vergleich des ersten Normalspannungskoeffizienten Uy mit (¥} )
(zweite Gleifile-Spiegelrelation) als Funktionen von &. Es ist k = 2.75.
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angepasst werden kann, ndmlich k. Man erkennt, dass sich (] ), qualitativ so verhilt
wie Wy, d. h. (U]), ist monoton fallend und konvergiert gegen Null. Quantitativ gibt
es allerdings Unterschiede, da (U] ) im Bereich ab ¢ = 1 deutlich schneller abfllt.

6.5.3 Die Laun-Regel

Die Laun-Regel [3, 60] liefert eine empirische Moglichkeit, aus den linearen Daten
einer oszillierenden Scherstromung den ersten Normalspannungskoeffizienten einer
stationédren Scherstromung zu bestimmen:

0.7

o) = 2 @) [H (n" <w>> ] 654)

w 7 (w)

w=y

Die Funktionen n’ und n” haben wir Abschnitt 5.2.5 berechnet. Vernachléssigen wir
wieder 7)., so finden wir fiir die rechte Seite von Gleichung (6.84)

KlT

‘h(f)zm-

(6.85)

Abbildung 6.22 zeigt, dass ¥, qualitativ mit der durch die Relation vorgegebenen
Funktion WL gut iibereinstimmt.

1

0.1 0.2 0.5 1 2 5 10E

Abbildung 6.22: Vergleich von ¥, mit U (Laun-Regel) als Funktionen von &.

6.5.4 Die Yamamoto-Relation

Eine Relation von etwas anderer Natur als die bisher vorgestellten ist die Yamamoto-
Relation [48, 61]. Sie verkniipft die Viskositét bei einer relaxierenden Scherstromung
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7~ mit dem ersten Normalspannungskoeffizienten W; einer stationdren Stromung
iiber eine Integralbeziehung:

() =2 [0 (0t (6.86)

Einen Vergleich des Integrals tiber = aus GL.(6.56) und W zeigt Abbildung 6.23.
UY bezeichnet die rechte Seite von GI1.(6.86). Auch in diesem Plot ist der Verlauf
der Kurven wieder materialunabhéngig. Wir stellen fest, dass das Integral existiert
und ein Vergleich somit moglich ist, allerdings konnen wir keine analytische Losung
fir WY finden. Die Yamamoto-Relation wird in Abbildung 6.23 sehr gut wieder-
gegeben. Dieses Ergebnis ist erstaunlich, da wir in 6.3.2 gesehen haben, dass das
Verhalten n~ als Funktion der Zeit mit variierender Scherrate nicht vollends mit
den experimentellen Resultaten iibereinstimmt.

Y
m'qu/Ksz

Abbildung 6.23: Vergleich von Wy mit OY (Yamamoto-Relation) als Funktionen von
€.



Kapitel 7

Ferrofluide

In den vorigen Kapiteln haben wir uns mit den charakteristischen nicht-Newtonschen
Eigenschaften von polymeren Fluiden befasst. Im zweiten Teil dieser Arbeit beschéfti-
gen wir uns mit einem weiteren Typ nicht-Newtonscher Fluide, den so genannten
Ferrofluiden. Wir werden im Folgenden die hydrodynamische Theorie von Ferroflui-
den auf verschiedene, schon in den letzten Kapiteln betrachtete Stromungstypen
anwenden, wobei es uns vor allem darum geht, einen Bezug zum Verhalten polyme-
rer Fluide herzustellen.

In diesem Kapitel stellen wir Ferrofluide und einige ihrer wichtigen Eigenschaften
kurz vor. Zunéchst betrachten wir in 7.1 die mikroskopische Struktur dieser Fluide
sowie einige technische Anwendungen, in 7.2 diskutieren wir dann das Flieverhalten
und konzentrieren uns dabei insbesondere auf Parallelen und Ahnlichkeiten zu den
Eigenschaften polymerer Fluide. Die Struktur der hydrodynamischen Theorie von
Ferrofluiden ist schliefilich das Thema von 7.3.

7.1 Die Struktur von Ferrofluiden

Aus dem Wunsch heraus, eine Fliissigkeit herzustellen, die mit schwachen Magnet-
feldern kontrolliert werden kann, wurden Mitte der 60er Jahre von S. Papell die
so genannten Ferrofluide entwickelt [62]. Entgegen ihrer Namensgebung sind Fer-
rofluide nicht etwa ferro-, sondern paramagnetisch. Bis dato bekannte magnetische
Fliissigkeiten wie paramagnetische Salzlosungen bendtigen sehr hohe Feldstérken,
um kontrollierbar zu werden, da ihre Suszeptibilitéiten in einer Gréflenordnung von
x ~ 107 liegen [63]; ferromagnetische Metalle verlieren ihre interessanten magneti-
schen Eigenschaften schon weit unterhalb ihrer Schmelztemperatur [62]. Ferrofluide
hingegen besitzen eine auflergewthnlich grofle magnetische Suszeptibilitit von y =~ 1,
so dass Effekte schon in Feldern von ca. 50 mT beobachtbar sind [62]. Im Folgenden
wollen wir uns mit dem strukturellen Aufbau dieser Fliissigkeiten beschéftigen.

134
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Ferrofluide sind Suspensionen magnetischer Nanopartikel in einer Tragerfliissig-
keit [63]. Damit die Fliissigkeit homogen und stabil ist, muss verhindert werden,
dass die Partikel durch Sedimentation oder einen schwachen Feldgradienten entmi-
schen konnen. Man kann zeigen, dass bei Raumtemperatur und typischen Feldern
von etwa 10*A/m Sedimentation keine Rolle spielt, wenn der Teilchendurchmesser
nicht groBer als etwa 10 nm ist [62, 63]. Ein weiteres Problem bei technischen An-
wendungen ist eine mogliche Verklumpung. Eine solche Agglomeration der Teilchen
kann auf zwei Arten verursacht werden, ndmlich zum einen durch die Dipol-Dipol-,
zum anderen durch die van-der-Waals-Wechselwirkung. Wiahrend die Erstgenannte
erst ab Teilchengrofien ebenfalls von 10 nm wichtig wird, divergiert die Stérke der
Zweitgenannten fiir einen verschwindenden Partikelabstand. Um eine Agglomera-
tion zu verhindern, wird daher auf den Teilchen eine Schicht langkettiger Molekiile
aufgebracht. Da sich dadurch verschiedene beschichtete Teilchen an der Oberflache
sterisch abstoflen, wird ein direkter Kontakt der magnetischen Partikel und somit
ein Verklumpen vermieden. Typischerweise hat eine solche Schicht eine Dicke von
etwa 2nm [62, 63].

Abbildung 7.1 zeigt die Struktur ei-
nes Ferrofluids. In industriell hergestell-
ten Ferrofluiden wird als Material fiir
die magnetischen Partikel in der Regel

Magnetit verwendet, fiir experimentel-

le Zwecke benutzt man héufig auch Ko-
balt [62]. Als Tragerfliissigkeit kommen
Wasser, verschiedene Ole und organi-
sche Losungsmittel in Frage, dabei muss

man jedoch beachten, dass der Trager

dem Material der Oberflichenbeschich- Abbildung 7.1: Die Struktur eines Fer-
tung moglichst dhnlich ist [63]. Die Kon-  rofluids (nach [63]). Das magnetische Mo-
zentration der magnetischen Teilchen be- ment der Teilchen wird durch die Pfeile
triigt in kommerziellen Ferrofluiden bis —dargestellt und betrdgt fir Magnetit etwa
zu 15vol.% [62]. 107Am* [62].

Fiir die magnetische Relaxation eines Teilchens kennt man zwei unterschiedliche
Prozesse. Zum einen kann sich ein Dipol dadurch ausrichten, dass er starr mit dem
Teilchen rotiert. Dieser Prozess wird als Brownsche Relaxation bezeichnet [63] und
die Teilchen als magnetisch hart [62]. Zum anderen kann sich bei der Néel-Relaxation
der Dipol unabhéingig von der Rotation des Partikels einstellen [63]. Solche Teilchen
heiffen magnetisch weich [62]. Die Relaxationszeiten beider Prozesse héngen ent-
scheidend vom Volumen eines Partikels ab; wihrend die Zeit fiir magnetisch harte
Teilchen linear mit dem Volumen wichst, findet man bei der Néel-Relaxation einen
exponentiellen Anstieg in V. Da sich jeweils der Prozess mit der kiirzeren Relaxa-
tionszeit einstellt, folgt, dass die Partikel mit kleinem Volumen magnetisch weich



136 KAPITEL 7. FERROFLUIDE

und die mit grofem Volumen magnetisch hart sind [62]. Der kritische Durchmesser,
der beide Typen voneinander abgrenzt, liegt wieder im Bereich von 10 nm. Typische
Werte dieser Zeiten in der Nihe des kritischen Durchmessers liegen bei 10~"s bis
10755 [62, 63].

Eine weitere Schwierigkeit bei der Herstellung von Ferrofluiden ist die Polydis-
persitit der magnetischen Partikel. Es ist nicht moéglich, eine Suspension mit gleich
groflen Teichen zu erzeugen, vielmehr hat man eine unter Umstédnden recht breite
GroBenverteilung, die sich iiber mehrere nm erstreckt und nicht einfach zu messen
ist [62]. Auf diese Weise ist es moglich, dass ein Fluid zugleich magnetisch harte
und weiche Teilchen enthélt, und dass ein Teil der Partikel mittels der Dipol-Dipol-
Wechselwirkung agglomerieren kann. Dieses Verhalten ist zwar fiir technische An-
wendungen eher hinderlich, aber fiir uns von grolem Interesse, wie wir spéater sehen
werden.

Ferrofluide besitzen zahlreiche wichtige technische Anwendungen (siche [62] fiir
einen kurzen Uberblick). Ein Einsatzbereich besteht darin, dass sie mit einem Ma-
gnetfeldgradienten an einer Stelle statisch festgehalten werden konnen, von der eine
nicht oder nur schwach magnetische Fliissigkeit wegflieBen wiirde. Das ermoglicht
es, mit Ferrofluiden rotierende Wellen reibungsarm abzudichten, z.B. in Festplatten,
oder Spulen in Lautsprechern zu kiihlen. Auch in der Medizin ergeben sich immer
breitere Anwendungsmoglichkeiten, so zum Beispiel in der so genannten magneti-
schen Hyperthermie. Dabei wird das Ferrofluid in einen Krebstumor eingebracht und
durch magnetische Wechselfelder so stark erwirmt, dass der Tumor dabei Schaden
nimmt.

7.2 Das FlieBverhalten von Ferrofluiden

Grundsitzlich verhélt sich ein Ferrofluid wie eine Newtonsche Fliissigkeit [63]; die
Viskositéit liegt typischerweise bei 107! Pas [62] (siehe die Tabellen 2.1 und 5.1 fiir
einen Vergleich mit den Viskositdten Newtonscher und polymerer Fluide). Legt man
jedoch ein duleres Magnetfeld an, dann findet man viele neue zusétzliche Phéinomene
(63, 64]. Die fiir uns interessanten Effekte wollen wir im Folgenden vorstellen, wobei
wir uns auf Félle beschrénken, bei denen das Magnetfeld im Fluid rdumlich homogen
ist.

1969 stellte J.P. McTague fest, dass in einer stationdren Scherstromung die Vis-
kositét eines stark verdiinnten Ferrofluids (etwa 0.05 vol.%) in Abhéngigkeit von der
Stérke und der Richtung des Magnetfeldes um einige Prozent zunehmen kann [65];
die Zunahme der Zahigkeit wird Rotationsviskositdt genannt. Dieser Effekt lasst
sich mit einem einfachen Modell verstehen [62, 65] (Abbildung 7.2). Aufgrund der
Scherung rotieren die magnetischen Partikel im Fluid, ihre Rotationsachsen sind da-
bei parallel zur neutralen Richtung der Scherstromung, d.h. parallel zur z-Richtung
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geméafl Abbildung 2.1. Legt man nun ein Magnetfeld wie in Abbildung 7.2 an, dann
gibt es in der Fliissigkeit zwei konkurrierende Prozesse: Zum einen wird das magne-
tische Moment eines Teilchens durch die Scherstromung stindig weitergedreht, zum
anderen mochte es sich jedoch parallel zum Magnetfeld einstellen. Dadurch kommt es
zu einer Behinderung der Teilchenrotation und effektiv zu einer Erh6hung der Visko-
sitdt. Legt man das Feld jedoch parallel zur neutralen Richtung an, dann kénnen sich
die magnetischen Momente parallel zur Feldrichtung einstellen, ohne dass die Teil-
chenrotation behindert wird. In diesem Fall kommt es zu keiner Erhéhung der Vis-
kositét; insgesamt ist der Effekt also richtungsabhéngig. Diesem Modell liegen zwei
wichtige Annahmen zugrunde: Die Teilchen miissen magnetisch hart sein, auflerdem
wird die Wechselwirkung zwischen den Partikeln vernachléssigt. Zur Vollstdndigkeit
wollen wir noch erwéihnen, dass man mit einem zeitlich oszillierenden Magnetfeld die
Viskositit auch verringern kann; man spricht in diesem Zusammenhang von einer
~negativen“ Viskositét (siehe beispielsweise [62]).

v T

E—

Abbildung 7.2: Prinzip der Rotationsviskositdt. Fin in einer Scherstrémung v rotie-
rendes magnetisches Teilchen wird dadurch in seiner Bewegung behindert, dass das
magnetische Moment m versucht, sich entlang des Magnetfeldes H auszurichten.

Ist das Ferrofluid hingegen konzentriert, d.h. die Volumenkonzentration liegt in
etwa im Bereich von 10vol.%, so dndert sich das Verhalten markant. Die relative
Viskositéatserhohung wird ausgeprigter und kann leicht weit iiber 100 % betragen,
auflerdem findet man nun eine deutliche Abhéngigkeit der Viskositdt von der Scher-
rate; je groBer die Scherrate ist, desto geringer ist die Viskositdtserhohung. Dieses
Phénomen wird als magnetoviskoser Effekt bezeichnet [62]. Wie in einem polymeren
Fluid misst man also eine Scherverdiinnung, allerdings mit dem Unterschied, dass
der Effekt {iber ein externes Feld gesteuert wird. Um dieses Verhalten verstehen zu
konnen, reicht das einfache Modell der Rotationsviskositédt nicht aus. Es hat sich
gezeigt, dass in konzentrierten Suspensionen bei nicht zu grolen Scherraten ein Teil
der Partikel {iber die Dipol-Dipol-Wechselwirkung Ketten bilden kann [66]; damit
besitzt ein Ferrofluid in diesem Fall Ahnlichkeiten zu einem polymeren Fluid. An die-
sem Prozess ist nur der kleine Anteil der groflen Partikel in der Suspension beteiligt,
da fiir kleine Teilchen eine Agglomeration keine Rolle spielt (siche 7.1). Eine solche
Kette besteht beispielsweise bei den Proben in [67] aus etwa fiinf Partikeln. Da die
Ketten effektiv wie groflere Teilchen wirken, ist die Viskositdtserhohung bei kleinen
Scherraten stérker als in einer verdiinnten Suspension. Bei zunehmender Scherung
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brechen die Ketten jedoch immer weiter auseinander, so dass dieser Effekt verloren
geht und eine Scherverdiinnung stattfindet. Man stellt also das gleiche qualitative
Verhalten wie in einem polymeren Fluid fest, die jeweiligen Ursachen sind jedoch
grundverschieden (vgl. 3.2.1).

Die Existenz der Scherverdiinnung in einem kettenbildenden Ferrofluid bei einem
angelegten dufleren Magnetfeld legt die Vermutung nahe, dass es in solchen Systemen
weitere nicht-Newtonsche Effekte wie viskoelastisches Verhalten oder Normalspan-
nungsdifferenzen in Scherstromungen geben kann [62]. Dieser Moglichkeit wollen
wir im néchsten Kapitel mit Hilfe der Hydrodynamik von Ferrofluiden nachgehen.
Wihrend man die Scherverdiinnung mit einem Kegel-Platten-Rheometer (siehe 3.3)
untersuchen kann, ist es bisher noch nicht gelungen, Normalspannungsdifferenzen in
einer Scherstromung von Ferrofluiden direkt zu messen [62]. Dennoch ist es moglich,
in einem aufwéndigen Experiment den Weissenberg-Effekt, d.h. ein Klettern der
Fliissigkeit an einem rotierenden Riihrstab, zu beobachten und damit die Existenz
von Normalspannungsdifferenzen nachzuweisen [62]. Da der Effekt in den experi-
mentell {iblichen Feldern von etwa 20 kA /m nur sehr schwach ausgeprégt ist, kann
man ihn nur beobachten, wenn der Einfluss der Gravitation deutlich reduziert wird.
Das kann dadurch erreicht werden, dass das Experiment in einem Fallturm oder
bei einem Parabelflug durchgefithrt wird [62]. In dieser Arbeit werden wir diesem
speziellen Experiment nicht weiter nachgehen, da die Komplexitéit der gewéhlten
Feldgeometrie den Rahmen der folgenden Betrachtung sprengen wiirde. Ferner gibt
es fiir das Verhalten von Ferrofluiden in Elongationsstromungen keine experimen-
tellen Daten, da die Viskositdt von Ferrofluiden zu klein ist, als dass eine der in 3.3
vorgestellten Messmethoden verwendet werden kann.

7.3 Die Hydrodynamik von Ferrofluiden

Der grundlegende Zugang zur theoretischen Beschreibung des FlieBverhaltens von
Ferrofluiden stammt von R.E. Rosensweig und wird héufig als quasistationére Ferro-
hydrodynamik bezeichnet [63]. Dabei geht man davon aus, dass die Magnetisierung
M; stets parallel zum Magnetfeld H; ist und damit der Gleichgewichtsmagnetisie-
rung M;? entspricht; M; ist daher nicht unabhéngig, sondern durch eine Funktion
von H; gegeben. In einem Paramagneten ist das die Langevin-Funktion

mH

1
Meq:MS (COthX—}) mit X:ij—T’

(7.1)

wobei M®® und H die Betrige von M; bzw. H; sind. Mg ist die Sdttigungsmagne-
tisierung des Paramagneten, m das magnetische Moment eines Teilchens und kg die
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Boltzmann-Konstante®.

Dieses Modell ist fiir viele Fragestellungen sehr niitzlich, aber nicht in der Lage,
den Effekt der Rotationsviskositdt zu erkldren. Die Theorie von M. Shliomis er-
weitert Rosensweigs Modell [68], indem sie die Drehimpulsdichte der magnetischen
Partikel und die Magnetisierung als zusétzliche Variablen mitnimmt. Das Verhal-
ten der Magnetisierung beschreibt sie mit einer Relaxationsgleichung, in der M;
auf der charakteristischen Zeitskala der Brown-Relaxation gegen M;“ strebt (siche
[69] fiir einen Uberblick iiber verschiedene Ansitze). Mit der Einbeziehung dieser
Magnetodissipation konnte die Viskositédtserhohung in einem verdiinnten Ferrofluid
erkldrt werden; da das Modell allerdings von nicht wechselwirkenden Partikeln aus-
geht, ist es nicht in der Lage, die Scherverdiinnung in konzentrierten Suspensionen
wiederzugeben. Da die Kettenbildung fiir diesen Effekt verantwortlich ist, gibt es
die Annahme [70], dass sich Ferrofluide in diesem Fall &hnlich zu polymeren Fluiden
verhalten und deshalb elastische Eigenschaften in die Theorie einfliefen miissen.

Der Zugang zur Theorie von Ferrofluiden, der uns in dieser Arbeit interessiert,
ergibt sich aus der hydrodynamischen Theorie, deren Grundziige wir in Kapitel 4
vorgestellt haben. Da diese Methode rein makroskopisch ist, ist es nicht nétig, die
Drehimpulse der einzelnen Partikel und mikroskopische Relaxationsprozesse explizit
zu beriicksichtigen. Im Folgenden wollen wir geméf} [10, 11] zeigen, wie man dieses
Verfahren auf Ferrofluide anwendet.

Zunéchst miissen wir uns wieder Gedanken iiber die Variablen machen. Natiirlich
benotigen wir erneut die Dichten p, g; und ¢ und deren Kontinuitétsgleichungen
(4.4)-(4.6), sowie die Entropiebilanz (4.9). Dariiber hinaus ist es sinnvoll, zusétzlich
die Massendichte p. der magnetischen Partikel einzubeziehen. Die dazu gehérige
Kontinuitatsgleichung lautet

Wir haben dabei den reversiblen Anteil des Stromes bereits angegeben; die Exis-
tenz des dissipativen Anteils jP liegt der Teilchendiffusion zugrunde. Da wir das
Verhalten von Ferrofluiden in &ufleren Magnetfeldern studieren wollen, nehmen wir
auBerdem die magnetische Flussdichte B; als Variable mit. Sie erfiillt bekannterma-
Ben die Maxwell-Gleichung VB, = 0. Ferner nehmen wir an, dass das Ferrofluid
nicht mit einem elektrischen Feld wechselwirken kann, also dielektrisch neutral ist.

n dieser Arbeit verwenden wir fiir die magnetischen Gréfien die so genannte Heaviside-Lorentz-
Notation. Man erhilt sie aus den SI-Einheiten iiber

1
H; = /o H' | Bi:meI, M; = /g M (7.2)

Sie hat den Vorteil, dass in allen Gleichungen die Konstante o nicht auftaucht, und dass H;, B;
und M; dieselben Einheiten besitzen. In einem Medium mit vernachléssigbarer Suszeptibilitiat gilt
dann beispielsweise H; = B;.
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Aus diesem Grund betrachten wir hier keine dufleren elektrischen Felder und kei-
ne elektrischen Variablen. Um die weiter unten angegebenen Bewegungsgleichungen
aus der hydrodynamischen Standardprozedur zu erhalten, muss man allerdings sehr
wohl elektrische Felder mitnehmen, da sich im Allgemeinen B; zeitlich &ndern kann.
Erst am Ende der Rechnung werden dann &uflere elektrische Felder vernachléssigt.
Da diese Betrachtung sehr umfangreich ist und eine ausfiihrliche Diskussion den
Rahmen dieser Arbeit sprengen wiirde, geben wir in diesem Abschnitt nur die Er-
gebnisse an und verweisen auf die entsprechende Literatur, zum Beispiel [51, 71, 72].
Die bislang eingefiihrten Variablen reichen bereits aus, um ein Modell herzuleiten,
das Magnetodissipation in Ferrofluiden beschreiben kann. Diese hydrodynamische
Maxwell-Theorie [72, 73] gilt allerdings nur fiir einen relativ kleinen Frequenzbereich.
Um den Giiltigkeitsbereich zu vergréfern, fithren wir zusétzlich die Magnetisierung
M; als langsam relaxierende Variable ein. [hre Bewegungsgleichung hat die Gestalt

M; + v ViM; + (M x Q), = XP | (7.4)

wobei wir auch hier den reversiblen Anteil des Quasistroms von M;, der sich aus der
hydrodynamischen Standardprozedur ergibt, bereits eingesetzt haben. Die Vortizitét
2; =1/2(V x v); beschreibt den antisymmetrischen Anteil von V,v; und damit die
Rotation des Fluids, wie man mit der Zerlegung V,v; = A;; + €;(2; sieht.

Im lokalen Gleichgewicht gilt die Beziehung

de =Tds + pdp + pedpe + v;dg; + H;dB; + h;dM,; . (7.5)

Auf diese Weise werden wieder die konjugierten Variablen definiert, darunter als
neue Groflen das chemische Potential der magnetischen Teilchen g, die magnetische
Feldstidrke H; und die Grofle h;. Zu den globalen Gleichgewichtsbedingungen (4.13)
kommen drei neue hinzu:

Vitte =0, h; =0, (VxH),=0 (7.6)

Uber die konjugierte Variable h; kénnen wir noch weitere Informationen gewinnen.
Aus der Beziehung B; = H; + M, und der Maxwell-Relation 0h;/0B; = 0H;/0M,
folgt direkt Oh;/0B; = —§;;, so dass sich h; unter Beriicksichtigung der Gleichge-
wichtsbedingung schreiben lasst als

h; = Bieq (Mj’ S5 05 pC) - B; = Hz‘eq (Mj> S5 Py pC) — H, (77)

mit H;Y = B;" — M;. Da im Gleichgewicht h; = 0 gilt, ist H®Y(M) gerade die
Umkehrfunktion der Gleichgewichtsmagnetisierung M°Y(H ).

Mit der hydrodynamischen Standardprozedur finden wir fiir die Impulsstrom-
dichte II;; und die Energiestromdichte @); die Ausdriicke

1

I;; = (P+ HyBy)dy + gv; — H;Bj + 3 (hjM; — h;M;) — H?j , (7.8)
1

Qi = (P+e)vi—Tf° — pj? — ijjDi + s [vx(hx M), , (7.9)

2



7.3. DIE HYDRODYNAMIK VON FERROFLUIDEN 141

fiir die Entropiestromdichte konnen wir Gleichung (4.19) itbernehmen. Auch wenn
es auf den ersten Blick nicht den Anschein hat, ist II;; symmetrisch. Die Abkiirzung
P steht fiir

P=—+Ts+ up+ tiepe + v:g; - (7.10)

Schliefflich bleibt uns noch die Bestimmung der dissipativen Strome. Die Entro-
pieproduktion hat die Form

(2

R = fPViT + jPVipe + TID Ayj — XPhy . (7.11)

Liegt kein duBleres Magnetfeld an, dann ist das System isotrop, und fP und jP lauten
einfach

2= wVT + BiVipe (7.12)
i = BVipe+ AViT . (7.13)

Gibt es jedoch ein nichtverschwindendes Magnetfeld, dann werden durch die Ma-
gnetisierung und das H-Feld Richtungen im Fluid vorgegeben. Beriicksichtigen wir
der Einfachheit halber wie in [10, 11] nur die Richtung der Magnetisierung, dann ist
das System uniaxial beziiglich M;, und wir finden fiir HB und XP

1 1
HB = {772Akk + [)\1 —3 ()\2 + )\3M2)} Mkhk} 0ij + 277114% + 5)\2 (M;hj + M;h;)

1
s MM Mhy, + 5 s [M; (M x h), + M; (M x h),| (7.14)
XZD = — (Oz5ij + OJHMZM] + QX‘EijkMk) hj + )\1M2Akk + )\QM]'A%
+)\3]\42]\4j]\4191421g + /\462‘ijle14?1 . (715)

Entsprechend miissen natiirlich auch fP und jP uniaxial formuliert werden. Die
Materialparameter \; diirfen dabei nicht mit den Dehnungskoeffizienten aus den
Kapiteln 5 und 6 verwechselt werden.

Im Folgenden konzentrieren wir uns wieder auf inkompressible und isotherme
Systeme, d.h. es sind Ay, = 0 und V;T" = 0. Dariiber hinaus sei auch V;u. = 0.
Wir interessieren uns nur dafiir, wie die Magnetisierung und der Spannungstensor
bei einem gegebenen Geschwindigkeitsprofil aussehen, aufierdem nehmen wir in X
nur Beitrdge mit, die linear in M; oder h; sind. Die Bewegungsgleichung fiir M; (7.4)
lautet dann

M; + v ViiM; + (M x Q). = —ah; + M\ M;Ajj (7.16)

und der Spannungstensor o;; = II;; — pv;v; vereinfacht sich konsequenterweise zu

~ 1 1
Uij = Péw — 2’171142‘]‘ — HZB] + 5 (Mlhj — Mjhl) — 5)\2 (Mlh] + Mjhl) (717)
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mit P = P + H.Bj, — (A — 1/3X\y) Myhy. Die Materialparameter o und 7; sind
positiv, iiber A; und A5 ist zunéchst keine Aussage moglich.

Das hydrodynamische Modell unterscheidet sich im Wesentlichen in zwei Punk-
ten zu fritheren Theorien. So enthélt der Spannungstensor bislang nicht beschrie-
bene Kopplungen, die Magnetodissipation auch dann ermoglichen, wenn h; und M;
parallel sind. Auf diese Weise kann zum Beispiel eine transversale Anregung zu lon-
gitudinaler Schallausbreitung in Ferrofluiden fiithren [74]. Die zweite Besonderheit
des Modells ist der Transportparameter A\,, der es ermoglicht, dass die Magneti-
sierung an den symmetrisierten Geschwindigkeitsgradienten koppelt. Da man eine
solche Kopplung nicht erhélt, wenn man annimmt, dass die magnetischen Partikel
Kugeln sind, ist das Auftreten von Ay an das Vorhandensein von Ketten im Fluid
gekniipft [67]. Die Existenz von Ay konnte in der Tat bereits experimentell nachge-
wiesen werden [75].

In [76] konnte gezeigt werden, dass die hydrodynamische Theorie zur Beschrei-
bung der Scherverdiinnung vollig ausreicht und elastische Freiheitsgrade nicht bertick-
sichtigt werden brauchen. Im néchsten Kapitel werden wir diesen Aspekt vertiefen,
indem wir weitere, neue Beispiele nicht-Newtonschen Verhaltens diskutieren.



Kapitel 8

Nicht-Newtonsche Effekte in
Ferrofluiden

Wir wollen nun die Ferrofluiddynamik auf verschiedene Strémungsgeometrien an-
wenden, die wir schon aus der Diskussion der polymeren Fluide kennen. In 8.1
fithren wir zunéchst kleine Vereinfachungen ein, die die folgenden Betrachtungen
erleichtern werden. Danach untersuchen wir in 8.2 das Verhalten eines Ferrofluids
in stationdren und oszillierenden Scherstromungen bei verschiedenen Orientierun-
gen eines zeitlich konstanten dufleren Magnetfeldes. Dabei gehen wir wie bei der
Behandlung der polymeren Fluide vor und diskutieren die Gemeinsamkeiten und
Unterschiede zum polymeren Verhalten. In 8.3 schliellich beschéftigen wir uns mit
den Eigenschaften eines Ferrofluids in einer stationédren Elongationsstromung.

8.1 Allgemeine Betrachtungen

Will man das Gleichgewichtsmagnetfeld H;* aus der Langevin-Funktion (7.1) be-
rechnen, dann stellt man schnell fest, dass H;? als Funktion von M; nur numerisch
bestimmt werden kann. Um dieses Problem zu umgehen, begniigen wir uns im Rah-
men dieser Arbeit mit dem linearen Zusammenhang
: : M;

M;* = xH;, beziehungsweise H;" = o (8.1)
X = Msm/(3kgT) ist die magnetische Suszeptibilitdt. Der Ansatz hat den Nachteil,
dass er die Sattigung der Magnetisierung nicht mehr beriicksichtigt und dadurch nur
noch fiir hinreichend kleine Magnetfelder gilt. Andererseits sind damit alle folgen-
den Probleme analytisch losbar, wodurch eine qualitative Analyse der Ergebnisse
deutlich erleichtert ist. Da in konzentrierten Suspensionen die magnetischen Teil-
chen miteinander wechselwirken, ist die Langevin-Funktion ohnehin selbst nur eine

143
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Néherung. h; lautet nun

und die Bewegungsgleichung der Magnetisierung hat letztendlich die Gestalt
1

M; + 0 Vi M + (M x Q), — Mo M; Ay = = (xH; — M;) . (8.3)
T
Dabei haben wir die Relaxationszeit 7 = x/« eingefiihrt. Eine Ersetzung von h; im

Spannungstensor (7.17) ergibt fiir o;;

~ A 1

In dieser Form ist die Symmetrie des Spannungstensors offensichtlich. Das resultie-
rende Modell, mit dem wir im Folgenden arbeiten werden, besitzt insgesamt vier
Materialparameter, ndmlich die magnetische Suszeptibilitit y, die Relaxationszeit
7, die Viskositatskonstante n; und den Transportkoeffizienten A5. Natiirlich lassen
sich diese Gleichungen auch iiber B;? herleiten; diese Variante wird in Anhang C
diskutiert.

Bei der Anwendung des Modells gehen wir prinzipiell genauso vor wie bei den
polymeren Fluiden: Wir geben uns ein inkompressibles Geschwindigkeitsfeld vor,
l6sen damit die Bewegungsgleichung der Magnetisierung und berechnen schliellich
daraus den Spannungstensor.

8.2 Scherstromungen

Fiir die Diskussion von Scherstromungen in Ferrofluiden halten wir uns wieder an
die Geometrie in Abbildung 2.1. Das Geschwindigkeitsfeld zwischen den Platten hat
demnach die Gestalt

v(y,t) =yyx. (8.5)
Im Folgenden interessieren uns der stationdre und der oszillierende Fall, d.h. ¥ =
const. und 4 = jp cos(wt). Die einzigen nichtverschwindenden Komponenten von A;;
und Q; sind A,y = Ay, = 1/24 und Q, = —1/24, die Bewegungsgleichungen der
Magnetisierungskomponenten aus (8.3) lauten daher:

. 1 1 X
M, +—-M,—=(1+X)YM, = =H, 8.6
FoM =2 (1 d)iM, = X (8.6)
. 1 1 ) X
M, +-M, + - (1 — )\2) M, = =H, (8.7)
T 2 T
1 X

M,+-M, = ZH, (8.8)
T T
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Ist das Magnetfeld H; raumlich homogen, dann ist offensichtlich auch die Magnetisie-
rung ortsunabhéngig. Wir sehen zudem, dass die z-Komponente der Magnetisierung
nicht an das Geschwindigkeitsfeld koppelt. M, ist daher im stationdren bzw. ein-
geschwungenen Zustand gleich der Gleichgewichtmagnetisierung M4 = xH,. Wie
wir auch schon in 7.2 gesehen haben, ist die neutrale Richtung somit fiir magneto-
dissipative Effekte uninteressant, es reicht daher aus, nur zeitunabhingige externe
Magnetfelder in der z-y-Ebene zu betrachten.
a) b)

H H

i y

YI \
'\2.’ A H’H, - '\‘\\.\vM Il
X B* -

H*:

Abbildung 8.1: Die Orientierungen der Felder B;, H; und M; in einem gescherten
Ferrofluid bei einem a) senkrechten und b) parallelen duferen Magnetfeld Hy; = By;.

In diesem Abschnitt werden wir uns gezielt mit zwei verschiedenen, sehr ein-
fachen Magnetfeldkonstellationen befassen. Sie sind schematisch in Abbildung 8.1
dargestellt. Wir nehmen in beiden Féllen an, dass auflerhalb der Fliissigkeit ein kon-
stantes Magnetfeld Hy; = By; anliegt. Das Feld in der Fliissigkeit ist dann durch die
Anschlussbedingungen an den Platten und die Lage der Magnetisierung gegeben.
Betrachten wir zunéchst den Fall, dass das externe Feld senkrecht auf den Platten

steht (Abbildung 8.1a)):

0
Hy = | Hy (8.9)
0

Wir sprechen in diesem Zusammenhang von einem senkrechten &ufleren Feld und
markieren alle Grolen in dieser Geometrie mit dem Symbol L. Da an den Platten
die y-Komponente des B- und die z-Komponente des H-Feldes stetig sind und B; =
H; + M; gilt, haben die Felder im Fluid die Form

M} 0 M}
B =| Hy |, H-=| Hy—M,/ |, M-=| M, |. (8.10)
0 0 0

Demnach hingt H;* selbst von der Magnetisierung ab. Im zweiten Fall (Abbildung
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8.1b)) ist das duBere Feld parallel zur z-Richtung,

Hy
H =] 0 (8.11)
0

worauf wir mit dem Symbol || hinweisen. Mit der gleichen Argumentation wie oben
finden wir

Hy + M) H, M)
Bl = 0 , Hi=| -l |, M= M) |. (8.12)
0 0 0

8.2.1 Die stationire Scherstromung
In einer stationdren Scherstromung reduzieren sich die Bewegungsgleichungen fiir

die Magnetisierung auf die Form

1

M, =5 (1+ %) €M, = xH, . (8.13)
1

My+ 5 (1= M) €M, = xH,. (8.14)

Dabei haben wir wieder die schon aus den vorigen Kapiteln bekannte dimensions-
lose Scherrate & = 7 eingefiihrt. Bei der Berechnung der Magnetisierung fiir die
beiden Situationen (8.10) und (8.12) muss man auflerdem beachten, dass H; von M;
abhéngt. Als Losungen ergeben sich daraus

(1+X2)¢
1 2xHy
Tirvra-wel| o (8.15)
und ( )
2(1+x
I _ 2xH,y i
M= oge| 0 OAQ)g . (8.16)

Werfen wir einen Blick auf die Eigenschaften dieser Grofien. Fiir ein ruhendes Fluid,
d.h. £ = 0, ergibt sich erwartungsgemaf die Gleichgewichtsmagnetisierung, wie man
sie in einem paramagnetischen Festkorper in der gegebenen Feldgeometrie findet:

0 XHO
My =| o5H |, ML,=| o0 (8.17)

0 0
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Mit wachsender Scherrate weicht in beiden Féallen die Magnetisierung immer weiter
von ihrem Gleichgewichtswert ab, fiir & — oo konvergiert sie sogar gegen Null.
Dieses Verhalten ldsst mit einem Blick auf Gl1.(8.4) bereits eine Scherverdiinnung
erahnen. Dariiber hinaus ist ein quantitativer Einfluss des Parameters A5 erkennbar.
Da man experimentell Werte bis zu Ay ~ 0.88 nachweisen konnte [67], spielt dieser
Transportkoeffizient offensichtlich keine unbedeutende Rolle.

Wenden wir uns nun der Viskositédt zu. Sie ergibt sich wie zuvor aus der Defi-
nition 7 = —o,, /7. Die iibliche Grofle, mit der man die Viskositétserhchung eines
Ferrofluids im Magnetfeld beschreibt, ist allerdings die Differenz zwischen 7 und der
Newtonschen Viskositédt 7, ohne duflere Felder, n, = n — n;. Mit dem Spannungs-
tensor (8.4), den H-Feldern aus (8.10) bzw. (8.12) und den Magnetisierungen (8.15)
bzw. (8.16) kénnen wir 7, leicht berechnen:

R O S 8.18)

T R (P |

2 2 2 9
NI [4(1+x) +<1+A22> g}fog .19)
[4(14x) + (1= A3) €7
Die Viskositiit 7 wurde bereits experimentell ausfiihrlich diskutiert [62] und mit der
hydrodynamischen Theorie behandelt [76], 7!l hingegen beschreibt eine bislang kaum
untersuchte Situation. Wie erwartet ist in beiden Féllen 7, = 0, wenn das &uflere Ma-
gnetfeld Hy verschwindet. Bei endlichen Magnetfeldern wéchst der magnetoviskose
Beitrag n, quadratisch mit der Feldstédrke an, was bei nicht zu grofien Feldstérken
(grob geschiitzt bis etwa 20kA/m) fiir - gut beobachtbar ist [62]. Dariiber hinaus
stellen wir einen linearen Anstieg in der Relaxationszeit 7 fest.

Im Grenzfall sehr kleiner Scherraten héngt die Viskositdtserh6hung nicht mehr

von ¢ ab. Wir finden dann

o (§—0) = i(l +>\2)27ﬁH3 : (8.20)
WE—0) = - 2PrxH. (5.21)

Diese beiden Viskositédten sind unterschiedlich, selbst wenn Ay = 0 ist. Tatséchlich
hat man experimentell fiir stark verdiinnte Suspensionen beobachtet, dass nll gréfer
als ni- ist [65]. Da in diesem Fall die Viskositétserhéhung nicht von der Scherrate
abhéngt, liegt es nahe, dass in stark verdiinnten Systemen im Bereich der experi-
mentell zugiinglichen Scherraten (in der Regel bis etwa 100s™!) £ < 1 gilt. Daraus
folgt zwangsldufig, dass die Relaxationszeit 7 sehr klein ist und mit der Brownschen
Zeitskala von Millisekunden identifiziert werden kann. Bei konzentrierten Systemen
muss dann im Umkehrschluss 7 so grof3 sein, dass im Messbereich eine Scherraten-
abhiingigkeit beobachtet wird. Eine quantitative Analyse von 7~ unter Verwendung
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der Langevin-Funktion fiir M im Vergleich mit Messkurven legt nahe, dass 7 im
Sekundenbereich liegen kann [77]. Da wie oben festgestellt die Viskositédtserhohung
linear in der Relaxationszeit ist, erklirt dies auch gleichzeitig, dass 7, in konzentrier-
ten Systemen wesentlich grofler ist als in verdiinnten. 7 kann damit nicht als mi-
kroskopische Zeitskala interpretiert werden, sondern ist eine makroskopische Grofle,
die Informationen {iber Teilchenwechselwirkungen enthélt und offensichtlich eine
Funktion der Variablen p. ist. Auf die Magnetfeldabhéngigkeit werden wir spéter
zuriickkommen.

Bei der Diskussion der Scherverdiinnung in einem polymeren Fluid haben wir
den Wert n(§ — 0) dazu verwendet, die Groflenordnungen der Materialparameter
abzuschitzen (siehe 5.2.2). Das ist moglich, weil sich die Messkurven 7(¥) und W, (%)
in der Regel gut fiir ¥ — 0 extrapolieren lassen. Bei Ferrofluiden zeigt sich jedoch,
dass eine solche Extrapolation insbesondere bei konzentrierten Suspensionen nicht
funktioniert. Daher muss man zur Bestimmung der Parameter anders vorgehen, was
in der Diplomarbeit von S. Mahle [77] am Beispiel von 7 ausfiihrlich dargestellt
ist. Da eine solche Betrachtung den Rahmen dieser Arbeit sprengt, beschranken wir
uns auf eine qualitative Diskussion.

N N
THZ TH;
0.2
0.2
o.15 wachsendes A,
0.15 wachsendes A,
0.1 0.1
0.05 0.05
2 4 6 8 10 E [ 2 4 6 8 10 E.

Abbildung 8.2: Der magnetoviskose Viskosititsbeitrag n, in Einheiten von THE als
Funktion der dimensionslosen Scherrate & fiir verschiedene Werte des Parameters
Ao. Der linke Plot gilt fiir ein senkrechtes, der rechte fiir ein paralleles duferes Feld.
A2 varitert von 0 bis 0.9 in 0.1er-Schritten. Es ist x = 1.

Betrachten wir nun die Scherratenabhéngigkeit der beiden Viskositétsdnderun-
gen. Bei einem Blick auf die Gleichungen (8.18) und (8.19) stellen wir fest, dass die
Ausdriicke zwar nur fiir hinreichend kleine Magnetfelder, aber fiir beliebige Scherra-
ten gelten. Das ist ein beachtlicher Unterschied zu den Ergebnissen bei polymeren
Fluiden, bei denen wir fiir die Wiedergabe der exakten Scherratenabhéngigkeit auf
die explizite Form der elastischen Energie angewiesen sind. Da die Viskositit nicht
von der Scherrichtung, d.h. dem Vorzeichen der Scherrate abhédngen kann, geht kon-
sequenterweise ¢ nur in geraden Potenzen ein. Abbildung 8.2 zeigt die Scherraten-
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abhingigkeit von nt und 7!l fiir verschiedene Werte von \o. Dabei werden 1 und
nl in Einheiten von 7HZ dargestellt. Ublicherweise [62] wird 7, in Einheiten von 7,
angetragen, um die relative Viskositédtsdnderung wiederzugeben. Da es uns hier aber
nur um eine qualitative Analyse des Verhaltens von Ferrofluiden geht, wéhlen wir
die Skalen lieber derart, dass nur zwei Parameter, x und A, die Form der Kurve
festlegen. Fiir die quantitive Auftragung von n sei erneut auf [77] verwiesen.

Wie schon aus den Gleichungen (8.18) und (8.19) ersichtlich ist, konvergieren n:-
und 7!l fiir sehr groBe ¢ gegen Null; mit den endlichen positiven Viskositétsinde-
rungen fiir £ — 0 zusammen bedeutet das, dass sich das System insgesamt scher-
verdiinnend verhélt. Allerdings fallen die 7, nur dann streng monoton mit &, wenn
die Materialparameter A\ und y die Bedingungen

1+ 3X
X < 1t3)\22 fiir 77" (8.22)
und 3y — 1
2 — .
- - 2

erfiillen. Nimmt man sinvollerweise an, dass die Werte von Ay im Intervall 0 <
Ay < 1 liegen [67, 75] und die Suszeptibilitit bei y ~ 1 liegt, dann lisst sich das
Verhalten von 1t und 7/l anhand der Landkarten in Abbildung 8.3 analysieren.
Ist die Bedingung (8.22) bzw. (8.23) nicht erfiillt, dann wéchst 7, zunichst mit
¢ an, durchlauft dann ein Maximum und konvergiert schliefllich gegen Null (siehe
beispielsweise Abbildung 8.2 rechts, fiir Ay > 0.6).

2X Maximum inn: X
e L7 kein Maximum inn;
1.5 1.5
1.25 1.25

1 . 1
0-75 kein Maximum inn; 0-75
0.5 0.5
0.2 0.2 Maximum inn;

0.2 0.4 0.6 0.8 1)\2 0.2 0.4 0.6 0.8 l)\2

Abbildung 8.3: Verhalten der Scherverdimnungskurven nt und nl in Abhingigkeit
von den Transportkoeffizienten x und \s. Die Punkte kennzeichnen die in Abbildung
8.2 gewdhlten Parameter.

Ebenfalls in Abbildung 8.2 ist die Abhéngigkeit der Viskositidtserhohung von Ay
dargestellt. Man erkennt, dass sich 7~ und 5!l gegenliufig verhalten: Wihrend die
Viskositéit in einem senkrechten &ufleren Feld vor allem bei kleinen Scherraten mit
A2 zunimmt, findet man in einem parallelen duleren Feld eine Abahme beziiglich \s.
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ke _ 0.25 _
0.25 A,=0 n: A,=0.25 n:
0.2f TH? 0.2 TH?
\\ I} I}
0.15 _ Nr 0.15p - Nr

Abbildung 8.4: Vergleich von nt und nll, jeweils in Einheiten von THZ. Wihrend fiir
verdiinnte Suspensionen (Ay = 0) nt < nll ist, gilt in kettenbildenden Ferrofiuiden
mit hinreichend groflem Ay n- > nll. Auch hier wurde xy = 1 gesetzt. Nach GI.(8.24)
kehrt sich das Verhalten dann bei Ay = 1/3 um.

Experimentell ist dieses Verhalten natiirlich nicht nachweisbar, da in einer Probe ein
Transportkoeffizient nicht unabhéngig von den anderen variiert werden kann. Die
quantitative Auswertung der Geometrie des senkrechten &dufieren Feldes in [77] zeigt
zudem, dass Ay und 7 von der magnetischen Feldstidrke abhéngen. Daher sieht es
in Abbildung 8.2 wegen der Auftragung von 7, in Einheiten von 7Hy nur auf dem
ersten Blick so aus, als ob die Plots unabhéngig von H, wéren; dndert man Hy,
dann dndert sich nicht nur die Viskositéits- sondern wegen 7 auch die Scherratenska-
lierung und wegen Ay die Form der Kurve. Um diese gegenseitigen Abhéngigkeiten
zu umgehen, plotten wir in Abbildung 8.4 nt und 5/l zusammen fiir jeweils glei-
che Materialparameter und die gleiche Magnetfeldstérke, und sind so in der Lage,
die Viskositatsdnderungen einer bestimmten Probe in den beiden Geometrien direkt
miteinander zu vergleichen. Aus Abbildung 8.4 kénnen wir ein interessantes physi-
kalisches Verhalten herauslesen. Wie wir schon frither in diesem Abschnitt gesehen
haben, ist in einer Suspension mit einem kleinen A\, die Viskositdtserhohung in ei-
nem parallelen dufleren Feld grofer als in einem senkrechten Feld. Je gréfer jedoch
der Wert fiir Ay in der untersuchten Probe ist, desto weiter kehrt sich dieses Verhal-
ten um; bei Ay = 0.75 schliellich ist die Viskositédtserhohung im senkrechten Feld
erheblich gréfer als im parallelen Feld. Um diesen Effekt weiter zu verdeutlichen,
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berechnen wir das Verhiltnis von 7 und 7l im Grenzfall einer verschwindenden

Scherrate: . )
N
ey L (1) o
(€ —0)  (I1+x)° \1—-A

Wir sehen daran, dass sich das Verhalten umkehrt, wenn Ay > x/(2 + x) ist. Ein
experimenteller Nachweis dieses Effekts wire eine weitere Bestiatigung der Existenz
von Ag, da eine Theorie ohne diesen Transportkoeffizienten nicht in der Lage ist, das
Umkehrverhalten zu erkléren.

Die Diskussion der Normalspannungsdifferenzen fithrt uns auf ein Gebiet, in
dem es bislang keine quantitativen experimentellen Resultate gibt. Daher haben alle
folgenden Ergebnisse aus der Ferrofluiddynamik den Charakter einer Vorhersage. Die
Berechnung der Normalspannungsdifferenzen ist mit der bisherigen Vorarbeit nicht
weiter schwierig, es zeigt sich allerdings, dass o,, — 0y, und oy, — 0, fiir { — 0 nicht
automatisch verschwinden, sondern in der Regel einen magnetostatischen Anteil
behalten. Da die Normalspannungsdifferenzen N; und N5 so definiert sind, dass sie
im ruhenden Fluid gleich Null sind, schreiben wir

Ni(¥) = (022 () = oy (7)) = (022 (0) = 04y (0)) (8.25)

Ny (7) = (oyy () = 022 (7)) = (04y (0) = 022 (0)) - (8.26)
In Analogie zur Diskussion der polymeren Fluide berechnen wir die Normalspan-
nungskoeffizienten ¥, = —N; /4% und Wy = —Ny /4% Mit (8.4), (8.10) bzw. (8.12)
und (8.15) bzw. (8.16) finden wir fiir Ui und ol

gl o= _(1 + A2) [ (L1+x) (1 =3X) + (1 +X2) (L = A) fz} ™y H? (8.27)
[4 (14 x) + (1= 23) €2)° L4+ X
ol _ D [4(1+ ) (14 3%) + (14 X2)* (1 = Ao) €] T2XH3 8.25)

[4(1+x) + (1= A3) &

Die hydrodynamische Theorie ist also auch in der Lage, die Existenz der ersten Nor-
malspannungsdifferenzen wiederzugeben. Das Verhalten von ¥{ und \Ifg als Funk-
tion der Scherrate ist in Abbildung 8.5 dargestellt. Schon auf dem ersten Blick wird
deutlich, dass sich die ¥y in den beiden Geometrien qualitativ unterscheiden. Zwar
konvergieren beide Funktionen fiir grofle £ gegen Null, bei kleinen Scherraten gibt
es allerdings grofle Unterschiede. Entscheidend wird dabei das Verhalten von A,
beeinflusst, wie man fiir den Grenzfall ¢ — 0 sieht:

1 - _1 . -2 X 2
ol —0) = _ia—m <1+3A2)T21fx 2 (8.30)
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’ wachsendes A,

Abbildung 8.5: Die ersten Normalspannungskoeffizienten Ui und \I/! in Einheiten
von T2HZ als Funktionen der dimensionslosen Scherrate . Es ist x = 1. Ay variiert
von 0 bis 0.9 in 0.1er-Schritten; alle Kurven mit Ao > 1/3 sind gestrichelt dargestellt.

Eine wichtige Marke fiir beide Funktionen ist Ay = 1/3. Fiir kleinere Werte von A, ist
Wi bei allen Scherraten negativ und bis Ay = 1/5 monoton wachsend; fiir Ay > 1/5
fallt die Funktion zunéchst und durchléuft dann ein Minimum. Ist zudem Ay > 1/3,
dann existiert eine Nullstelle, die bei umso grofleren ¢ liegt, je grofler Ao ist. Fiir
kleine ¢ ist dann Wi positiv und fillt monoton, wechselt daraufhin das Vorzeichen
und konvergiert nach einem Minimum gegen Null. \I/! hingegen ist stets negativ und
streng monoton steigend. Mit wachsendem Ay nimmt der Betrag von W!(& — 0) zu,
bei Ay = 1/3 jedoch kehrt sich das Verhalten um und der Betrag nimmt mit weiter
wachsendem A, wieder ab, wie in Abbildung 8.5 gut zu erkennen ist.

Die beiden Normalspannungsdifferenzen unterscheiden sich nicht nur untereinan-
der, sondern auch von dem W, eines typischen polymeren Fluids. Wie wir in Abbil-
dung 6.4 gesehen haben, ist W;(&) eine monoton fallende und positive Funktion. In
einem Ferrofluid ist jedoch offensichtlich der erste Normalspannungskoeffizient ent-
weder negativ (bei einem parallelen dueren Magnetfeld) oder nur bei kleinen Scher-
raten positiv (bei einem senkrechten duBeren Magnetfeld). Am néchsten kommt das
Verhalten des Ferrofluids dem polymeren Verhalten, wenn ein senkrechtes dufleres
Feld anliegt und A moglichst nahe bei Eins liegt.

Die zweiten Normalspannungskoeffizienten W5 und \Ilg lassen sich auf die gleiche
Weise berechnen:

T S [ W TR V(O L S Y
[4(1+x)+(1-23)&% 14X
I A(14+X) X (1 =X)"
2 = sxHj
[4(1+x) + (1= 23)¢7%

Wie man in Abbildung 8.6 sieht, sind die Unterschiede zwischen den beiden Geo-
metrien hier nicht so grof§ wie bei den ersten Normalspannungskoeffizienten, aber

(8.32)
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Abbildung 8.6: Die zweiten Normalspannungskoeffizienten Uy und \I/g in Einheiten
von T2HE als Funktionen der dimensionslosen Scherrate . Es ist x = 1. Ay variiert
von 0 bis 0.9 in 0.1ler-Schritten; in der rechten Abbildung sind alle Kurven mit
Ay > 1/3 gestrichelt dargestellt.

dennoch auffillig. Beide Funktionen sind unabhéngig von A\ stets positiv und kon-
vergieren fiir & — 0 gegen Null. Dieses Resultat bildet einen weiteren Gegensatz
zu den polymeren Fluiden, bei denen W, in der Regel negativ ist (vergleiche zum
Beispiel Abbildung 6.5). Im Grenzfall £ — 0 lauten sie

Uy (E—0) = i (1+A2) (1= Ap)? TQﬁHg : (8.33)
Wie—0) = Phall-d P (.34)

Bei \Ilg finden wir ein zu \I/! analoges Verhalten: Der Betrag bei kleinen Scherra-
ten wichst mit Ay zunéchst an, erreicht bei Ay = 1/3 seinen maximalen Wert und
nimmt mit weiter zunehmendem Ay wieder ab, siche auch Abbildung 8.6. Ist Ay = 0,
dann verschwindet der zweite Normalspannungskoeffizient fiir alle Scherraten; das
bedeutet, dass in einer stark verdiinnten Suspension keine zweite Normalspannungs-
differenz in dieser Geometrie feststellbar sein diirfte. U3 hingegen nimmt bei kleinen
Scherraten monoton mit Ay ab; bei Ay > 1/2 allerdings gibt es ein Maximum, das
sich mit wachsendem A5 zu grofleren & hin verschiebt.

Schliefflich interessieren wir uns noch dafiir, wie grof§ die beiden Normalspan-
nungskoeffizienten relativ zueinander sind. Abbildung 8.7 zeigt die Verhéltnisse
— 04 /U{ und — Wl /0!, wiederum fiir verschiedene A;. Da die Koeffizienten jeweils
proportional zum Faktor 72HZ sind, héingt das Verhéltnis in beiden Féllen nur noch
von ¢ und den Materialparametern y und Mg ab. Im Grenzfall & — 0 ergibt sich
sogar eine reine \o-Abhéngigkeit:

Ut (1—X)?

2 (-0 = TN, (8.35)



154 KAPITEL 8. NICHT-NEWTONSCHE EFFEKTE IN FERROFLUIDEN

_¥ _Y
L 1l
l'l':{ ' ] o N ' NS LH. NS
2 N N S U ) 0.08] ¢ Wachsendes A,

v-""l \ 1 \ 1 \ 1
-4 W U A o 2 7 6 8 o &

Abbildung 8.7: Die negativen Verhdltnisse der Normalspannungskoeffizienten,
—U5 /Ut und —\IIQ/KIJ!, als Funktionen der dimensionslosen Scherrate §. Es ist
X = 1. Ay variiert von 0 bis 0.9 in 0.1er-Schritten; alle Kurven mit Ay > 1/3 sind
gestrichelt dargestellt.

Ao (1= Ag)

8.36
1+ 3\ ( )

Das Verhalten ist in beiden Féllen vollig unterschiedlich. Bei —\Ifg / \11! variiert das
Verhéltnis je nach Ay zwischen 0 und 1/9, wobei der maximale Wert einmal mehr fiir
Ay = 1/3 erreicht wird. Mit wachsender Scherrate konvergiert das Verhéltnis dann
gegen Null. Komplizierter ist das Verhalten bei —W3 /Wi, Im Bereich Ay < 1/3
ist das Verhéltnis fiir alle Scherraten positiv und eine monoton fallende Funktion
von £. Fiir verschwindende Scherraten kann abhéngig von Ay jeder positive Wert
grofer als Eins angenommen werden, im Grenzfall £ — oo erreicht die Funktion den
Wert Eins. Fiir Ay > 1/3 ergibt sich jedoch ein ganz anderes Bild: Nun nimmt die
Funktion im Grenzfall £ — 0 einen von \; abhéngigen negativen Wert an und besitzt
an der Nullstelle von Wi eine Singularitiit, an der das Vorzeichen wechselt. Diese
Stelle verschiebt sich mit wachsendem Ay zu grofieren ¢ hin. Schlieflich konvergiert
das Verhiltnis gegen Eins. Eine besondere Situation tritt auf, wenn Ay = 0 ist;
dann sind beide Verhiltnisse konstant und haben die Werte —W5 /Wi = 1 bzw.
—\Ifg / \I/! = 0. Dem Verhalten von —W, /¥, bei polymeren Fluiden kommt der Fall des
parallelen Feldes am néchsten. Unter anderem in Abbildung 6.6 haben wir gesehen,
dass —W, /W, bei kleinen Scherraten in etwa bei 0.1 liegt und dann monoton fallend
gegen einen endlichen Grenzwert konvergiert.

8.2.2 Die oszillierende Scherstromung

Mit den Ergebnissen aus dem letzten Abschnitt liegt es nahe, anzunehmen, dass man
bei Ferrofluiden im Magnetfeld auch linear viskoelastisches Verhalten beobachten
kann. Um diese Moglichkeit theoretisch zu beleuchten, verwenden wir wieder die
Geometrie der senkrecht und parallel anliegenden dufleren Magnetfelder, lassen aber
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nun die Scherstromung mit kleiner Amplitude 4, und der Frequenz w oszillieren.
Da wir uns auf eine Rechnung beschrinken wollen, die nur lineare Beitrdge in 7y
beriicksichtigt, erleichtern wir uns das Leben etwas, wenn wir komplex rechnen,
d.h. die Scherrate in der Form % = “ye™! ansetzen. Die Magnetisierung setzt sich
dann aus der Gleichgewichtsmagnetisierung und einer kleinen Stérung zusammen,
M; = M + §M;, wobei §M; linear in g ist. Verwenden wir die M;? aus (8.17),
sowie (8.10) bzw. (8.12), dann koénnen wir aus den Bewegungsgleichungen fiir M;,
(8.6) und (8.7), die komplexe Magnetisierung berechnen:

(A4+X2)é0 iwt

2(14iwT)
Mt = X g, 1 (8.37)
1+ x
0
1
1-Xo iw
Ml = xHy | —5iase! (8.38)
0

Hierbei gilt wieder & = 4o7. An den Resultaten féllt auf, dass sich in der ersten
Ordnung von &; in der Richtung der Gleichgewichtsmagnetisierung nichts dndert,
sondern nur in der dazu senkrechten Richtung in der -y-Ebene. Da in M bzw. My”
ein komplexer Faktor auftritt, ist die Oszillation der Magnetisierung zur Oszillation
der Stromung phasenverschoben.

Um die viskoelastischen Eigenschaften von Ferrofluiden zu diskutieren, berechnen
wir wie in 5.2.5 die komplexe Viskositdat n*, die sich aus der Scherspannung aus

Opy = —1" Aot (8.39)

ergibt. Bei einem typischen linear viskoelastischen Verhalten hat sie, wie wir anhand
von Gleichung (5.134) schon gesehen haben, die Form

K71

Tl (8.40)

n*=m+

1n* konnen wir fiir Ferrofluide bestimmen, wenn wir die linearisierte Magnetisierung
in den Spannungstensor (8.4) einsetzen. Es stellt sich dabei heraus, dass sich in
beiden Féllen das Ergebnis tatséchlich in der Form (8.40) schreiben lésst, wenn wir
fiir K und 7 die Ausdriicke

1 X 5

Kt =>4 M) —2—H? =1, 8.41
2( 2) TS (8.41)
1 T

Kl =21 =X)*yv(1 H2 . Fl = 42
2( A) x(1+x)Hy, 7 Ty (8.42)
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einsetzen. Wir sehen also, dass sowohl im senkrechten als auch im parallelen &ufleren
Feld ein linear viskoelastisches Verhalten auftritt, wie wir es in 3.2.3 und 5.2.5 be-
schrieben haben. Allerdings unterscheiden sich beide Fille markant voneinander. Im
schon in [76] beschriebenen senkrechten Fall entspricht die viskoelastische Zeitskala
gerade der Relaxationszeit der Magnetisierung, wihrend 7l um den Faktor (14 y)™!
kleiner ist. Bei den magnetfeldabhéngigen elastischen Konstanten macht sich wie-
derum eine starke Ao-Abhingigkeit bemerkbar: Bei Ay = 0 ist Kl mit x ~ 1 etwa
10-mal so gross wie K+, wihrend sich fiir Ay — 1 das Verhalten umkehrt und K+
dominiert.

Gehen wir der Analogie zu den polymeren Fluiden weiter nach, dann ist es von
Interesse, die Groflen n* und 7, miteinander zu vergleichen. Aus 5.2.2 wissen wir,
dass bei polymeren Fluiden fiir £ — 0 die Beziehung 1(¢§ — 0) = 1, + 1/2K;7 gilt.
Wie man durch Einsetzen der angegebenen elastischen Parameter und Zeiten leicht
zeigen kann, gilt diese Beziehung in der Gestalt

ne(§—0) = %K% (8.43)

uneingeschrénkt auch fiir Ferrofluide. Etwas problematischer ist eine Ubertragung
der Cox-Merz-Regel. In 6.5.1 haben wir festgestellt, dass die Giiltigkeit dieser empi-
rischen Relation daran gekoppelt ist, dass die Parameter die Bedingung 27, < K7
erfiillen. Wahrend die Beziehung in polymeren Fluiden grundsétzlich gut erfiillt ist,
kann in einem Ferrofluid durchaus 7, > 1/2K7 = 7, sein, wie man anhand von
Messungen leicht sieht [62]. Daher spielt 7, auch bei sehr kleinen Scherraten quan-
titativ eine grofle Rolle, so dass eine eingehendere Diskussion der Cox-Merz-Regel
hier nicht sinnvoll ist.

8.3 Elongationsstromungen

Um einen Vergleich mit den Resultaten der polymeren Fluide zu ermdglichen, be-
trachten wir auch hier wieder die in 2.3 vorgestellte rotationssymmetrische Elonga-
tionsstromung, die durch das Geschwindigkeitsfeld

—1/2¢x
v=| —1/2¢y (8.44)
£z

gegeben ist. Wir interessieren uns nur fiir stationdre Stromungen, daher ist ¢ zeit-
unabhéngig. Das Besondere an einer Elongationsstrémung ist, dass die Vortizitét €2;
verschwindet. Daher koppelt die Magnetisierung geméafl Gleichung 8.3 nur iiber den
Term Ao M;A;; an das Geschwindigkeitsfeld. Fiir Ay = 0 kann also die Magnetisie-
rung nicht mit der Stromung wechselwirken, und das Ferrofluid verhélt sich selbst
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mit einem dufleren Feld Newtonsch. Umgekehrt ausgedriickt fithrt dann offensicht-
lich die Kettenbildung in der Suspension, verbunden mit einem Ay # 0, dazu, dass
nicht-Newtonsches Verhalten in einer Elongationsstromung auftritt [67]. Die nicht-

verschwindenden Komponenten von A4;; sind A,, = A,, = —1/2¢ und A,, = ¢, die
Bewegungsgleichungen der M;, G1.(8.3), lauten damit fiir eine stationédre Stromung
24+ X)) M, = 2xH,, (8.45)
24+ XM, = 2xH,, (8.46)
(1= M, = xH., (8.47)
wobei wir die Notation ( = &7 von frither iibernehmen. Man sieht sofort, dass
fir Ay = 0 die Magnetisierung der Gleichgewichtsmagnetisierung entspricht. Da

auBerdem A;; diagonal ist, konnen nur die korrespondierenden Komponenten von
M; und H; aneinander koppeln.

In diesem Abschnitt interessieren wir uns fiir zwei verschiedene Feldgeometrien:
Zum einen betrachten wir ein Feld, das parallel zur Symmetrie-, also der z-Achse
anliegt, und zum anderem ein Feld, das in der z-y-Ebene wirkt und damit die Rotati-
onssymmetrie bricht (vgl. Abb.2.2). Bei den Scherbeispielen sind wir so vorgegangen,
dass wir die Felder aulerhalb des Ferrofluids festgelegt und dann aus den Randbe-
dingungen die Felder innerhalb der Fliissigkeit bestimmt haben. Hier jedoch haben
wir keine Informationen iiber die Geometrie des Geféifles, was nicht zuletzt daran
liegt, dass wir uns nicht auf einen konkreten Versuchsaufbau beziehen koénnen. Da
wir aber ohnehin unsere Resultate an dieser Stelle nicht mit quantitativen Mess-
ergebnissen vergleichen konnen, geben wir die Gestalt des H-Feldes im Ferrofluid
vor und brauchen so keine Randbedingungen zu beriicksichtigen. Fiir die beiden
Fille schreiben wir also

0 Hy
H =0 |, H=[ 0 |. (8.48)
H, 0

Das zur Symmetrieachse senkrechte Feld haben wir ohne Beschrankung der Allge-
meinheit entlang der z-Achse gewéhlt. Es bricht zwar die Rotationssymmetrie des
Systems, wir wollen aber der Einfachheit halber annehmen, dass sich das Geschwin-
digkeitsprofil der Stromung dadurch nicht dndert. Die anderen beiden Felder haben
wegen B; = H; + M, jeweils die Form

M) M)
Bl = M) , Ml={ M (8.49)
Hy + M| M)
und
Hy+ M} Mt
B+ = M} , Mt=| M| (8.50)
M* M*
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Aus den Bewegungsgleichungen (8.45)-(8.47) folgt sofort, dass nur die Kompo-
nenten der Magnetisierung verschieden von Null sind, fiir deren Richtung eine H-
Komponente existiert. Das bedeutet, dass M) = MJJ' = M, = M; = 0 sind und
damit nur

H,

Ml = X 851

S Wa (8:51)
QXHQ

Mt = 8.52

@ 2+ \oC (8.52)

beitragen. Beide Losungen besitzen eine Singularitit, und zwar an den Stellen ¢!l =
At und ¢F = —2X\51. Da aber die Magnetisierung maximal so gro sein kann wie
die zugehorige Sattigungsmagnetisierung, ist dieses Ergebnis eine Konsequenz der
Linearisierung von h; und nur fiir nicht allzu grofie M; giiltig.

Zur Behandlung der experimentell relevanten Gréfen wollen wir die Normalspan-
nungsdifferenzen und letztendlich die Dehnviskositéiten bestimmen. Dabei definieren
wir die Differenzen wiederum so, dass sie bei ¢ — 0 verschwinden und miissen dazu
eventuell statische magnetische Beitrige abziehen. Fiir das parallele H-Feld ergibt
sich aus G1.(8.4)

— 3y + xH? - % (Ml')2 — (1= ) HoM!', (8.53)

Aufgrund der Symmetrie ist nur die erste Differenz verschieden von Null. Bei der
gebrochenen Symmetrie sieht die Situation etwas anders aus:

(02 (&) =05 (8) — (04(0) = 05,(0))
= 3 — yHZ+ % (Mj)Q + (1= X)) HoM:  (8.55)

(03, &) =02 B) = (3,(0) = 02,(0))
9, A2 (1012 _ L
= —xH2+ . (ME)" + (1= Ag) HoM; (8.56)

Es sind hier auch die Normalspannungen in z- und y-Richtung unterschiedlich. Die
beiden Differenzen unterscheiden sich allerdings nur um —3n;€, so dass es ausreicht,
nur (o4, (¢) — 05.(€)) — (64(0) — 5,(0)) zu diskutieren.

Die Dehn- oder Trouton-Viskositét 7 = —[(0,.(&) — 042(¢)) — (0.2(0) — 0,.(0))] /€
lasst sich mit den obigen Zwischenergebnissen leicht bestimmen. Wir driicken sie,
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analog zu den 7,, in der reduzierten Form 7, =7 — 3n; aus:

Il (1 + )\2 — )\QC) )\27' 9

= 1= 20)? XH; (8.57)
N P O ) R v S EAC L
= 2+ 20) xH (8.58)

Zunéchst féllt auf, dass sich die Singularitdten der Magnetisierungen auch auf die 7,
auswirken. Im Bereich der zuldssigen Elongationsraten sind beide Dehnviskositéten
in einem endlichen Magnetfeld positiv, wir finden also auch hier eine Viskositéts-
erhohung. Wie bei der Scherviskositit nimmt die Viskositdtserhohung im Rahmen
der Giiltigkeit von M;® = xH; quadratisch in der Feldstéirke zu. Ferner gibt es wie
schon gesagt nur dann nicht-Newtonsche Beitrdge, wenn Ay # 0 ist. Im Grenzfall
einer verschwindenden Elongationsrate sind

T(C—0) = 5 (14 %) A (5.60)

Beide Fille unterscheiden sich um einen Faktor zwei. Die 77,(( — 0) sind umso grofer,
je grofer A9 ist. Bei Newtonschen und polymeren Fluiden ist uns die Eigenschaft
begegnet, dass fiir £, — 0 die Beziehung 1 = 3n gilt. Dieses Verhalten ldsst sich
offensichtlich nicht auf Ferrofluide iibertragen. Das liegt daran, dass die Scher- und
Dehnviskositéaten zusétzlich von der Orientierung des Magnetfeldes abhédngen, was
bewirkt, dass sich beide Stromungstypen noch zusétzlich unterscheiden.

Das Verhalten der Dehnviskositdten in Abhéngigkeit von der Elongationsrate
wird in Abbildung 8.8 deutlich. Beide Funktionen sind monoton und umso grofier
und steiler, je grofler A ist. Werfen wir zunéchst einen Blick auf die uniaxiale Dehn-
stromung (¢ > 0). Liegt das Magnetfeld parallel zur Dehnungsachse an (Abb.8.8,

2 =L

ﬁur 1.75 r]r
XHS Il TXHS
12 hsendes A, wachsendes A, | |4
0.
-7.5 -5 -2.5 2.5 5 7.5 lOZ -20 -15 -10 -5 5 Z

Abbildung 8.8: Die Dehnviskosititen fll (linke Abbildung) und 7+ (rechte Abbildung)
in Einheiten von 7xHZ als Funktionen der dimensionslosen Elongationsrate (. A
varitert von 0.1 bis 0.9 in 0.1er-Schritten.
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links), dann wird die Trouton-Viskositéit umso hoher, je grofier die Elongationsrate
ist; offensichtlich wird die Stromung durch das Feld in diesem Fall behindert. Bei
einem senkrechten Feld (Abb.8.8, rechts) hingegen nimmt 7+ mit wachsendem & ab
und konvergiert gegen Null. Fiir eine biaxiale Dehnung (¢ < 0) kehrt sich das Verhal-
ten genau um: Nun wichst 7 mit steigendem Betrag der Elongationsrate, wihrend
7l gegen Null strebt. Wir konnen also insgesamt festhalten, dass das Magnetfeld eine
Dehnung entlang der Feldrichtung viel starker behindert als eine Dehnung senkrecht
zur Feldorientierung.

Nur kurz wollen wir noch auf den Fall eingehen, dass das Magnetfeld im Fluid
schrag zur z-Achse orientiert ist. Wenn das Feld sowohl eine z- als auch eine z-
Komponente besitzt, dann besitzt die Magnetisierung zwei Singularitdten, und die
die stationire Elongationsrate kann nur Werte im Intervall —2)\;"' < ¢ < A;! anneh-
men. Diese Figenschaft iibertréigt sich auch auf die Trouton-Viskositét, so dass das
qualitative Verhalten dieser Grofle stark an unser Resultat fiir Elongationsstréomun-
gen in polymeren Fluiden erinnert, siehe vor allem Abbildung 6.15.



Kapitel 9

Zusammenfassung

Im Mittelpunkt dieser Arbeit steht die erstmalige Anwendung der hydrodynami-
schen Theorie polymerer Fluide auf verschiedene elementare Stromungstypen. Ziel
ist es dabei, anhand eines Vergleichs der Ergebnisse mit experimentellen Befun-
den zu diskutieren, wie gut diese neue Theorie in der Lage ist, die Flieeigenschaf-
ten polymerer Fluide wiederzugeben. Auflerdem werden bislang kaum untersuchte
nicht-Newtonsche Stromungseigenschaften von Ferrofluiden mit Hilfe der Ferrofluid-
dynamik diskutiert und mit den Eigenschaften von polymeren Fluiden verglichen.

Die hydrodynamische Standardprozedur ist ein rein makroskopisches Verfahren,
mit dem Gleichungen fiir die Beschreibung kondensierter Materie im Grenzfall klei-
ner Wellenldngen und Frequenzen hergeleitet werden konnen. Dazu werden lediglich
die irreversible Thermodynamik, Erhaltungssétze und Symmetrieargumente verwen-
det; Informationen iiber die mikroskopische Struktur der betrachteten Materie sind
nicht nétig. Dieses Vorgehen ist daher einschrénkender als die Verfahren, die zu den
konstitutiven Modellen der Rheologie fiihren.

Die Grundidee fiir die hydrodynamische Beschreibung polymerer Fluide besteht
darin, die lineare Viskoelastizitét von polymeren Fluiden zu beriicksichtigen. Da sich
bei kleinen dufleren Storungen im Grenzfall hydrodynamisch grofler Frequenzen eine
solche Fliissigkeit wie ein elastischer Festkorper verhilt, werden die Komponenten
des elastischen Verzerrungstensors als Variablen mitgenommen. Andererseits verhélt
sich die Fliissigkeit bei kleinen Frequenzen wie ein Newtonsches Fluid, so dass zum
einen die Variablen eines Newtonschen Fluids benétigt werden, und zum anderen der
Verzerrungstensor relaxieren kénnen muss, damit er in diesem Grenzfall keine Rolle
spielt. Da das daraus hergeleitete Gleichungssystem noch zu allgemein ist, um es auf
konkrete Beispiele anwenden zu konnen, vereinfachen wir es so stark, dass es mathe-
matisch einfach zu handhaben ist und dennoch die Grundidee der Theorie enthélt.
Im Wesentlichen fiihrt dieser Schritt zu einer Linearisierung des Relaxationsterms
der Verzerrung. Da wir dariiber hinaus fiir unsere Rechnungen die explizite Form
der elastischen Energie benttigen, beschranken wir uns zunéchst auf den Grenzfall
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kleiner Verzerrungen und entwickeln die elastische Energie nach den Komponenten
des Verzerrungstensors bis in die vierte Ordnung, um Nichtlinearitdten mitzuneh-
men. Auf diese Weise ergibt sich ein neues Modell mit fiinf Materialparametern, im
Einzelnen die Relaxationszeit der Verzerrung, drei elastische Konstanten und eine
Viskositétskonstante.

Das wesentliche Ergebnis dieser Arbeit ist die Feststellung, dass das vereinfach-
te Modell in der Lage ist, alle elementaren charakteristischen Fliefleigenschaften
polymerer Fluide im Grenzfall kleiner Verzerrungen wiederzugeben. Wir kénnen
die Effekte demnach qualitativ allein dadurch erkldren, dass in einem polymeren
Fluid ein zeitlich relaxierendes elastisches Verzerrungsfeld existiert; entscheidend
sind dabei zudem die nichtlinearen Beitrdge zur elastischen Energie. Im Einzelnen
befassen wir uns mit einfachen Scher- und Elongationsstrémungen. Um die Theo-
rie mit Experimenten vergleichen zu konnen, berechnen wir die charakteristischen
Materialfunktionen des jeweils betrachteten Stromungstyps, da sie bei einem gege-
benen Geschwindigkeitsprofil die Messgroflen sind. In einer ebenen Scherstromung
gibt es davon drei, ndmlich die Viskositét und den ersten und zweiten Normalspan-
nungskoeffizienten. Bei einer stationdren Scherstromung konnen wir mit unserem
Modell die Scherverdiinnung, d.h. die Abnahme der Viskositdt mit der Scherrate,
sowie die Existenz von Normalspannungsdifferenzen mit den richtigen Vorzeichen
nachweisen. Es zeigt sich dabei, dass die Ergebnisse auch quantitativ richtig sind
und dazu verwendet werden konnen, um im Vergleich mit Messdaten die Grofien-
ordnungen der Relaxationszeit (in etwa 107! — 10%s) und der elastischen Parameter
(in etwa 10 — 10°Pa) zu bestimmen. Das zeitliche Verhalten der Viskositéit und des
ersten Normalspannungskoeffizienten bei einer relaxierenden und einer einsetzenden
Scherstromung konnen wir ebenfalls korrekt wiedergeben; fiir eine ausfiihrliche Dis-
kussion des zweiten Normalspannungskoeffizienten fehlen leider die entsprechenden
Messkurven. Als Bedingungen fiir die richtige Beschreibung all dieser Effekte erge-
ben sich eine Reihe von Einschrankungen fiir die elastischen Parameter, die jedoch
alle konsistent erfiillt werden kénnen. Weiterhin erhalten wir bei einer oszillieren-
den Scherstromung das richtige Verhalten der komplexen Viskositdt und koénnen
dariiber hinaus auch die charakteristischen Eigenschaften der ersten Normalspan-
nungsdifferenz reproduzieren. Auch bei der Beschreibung von Deformationseffekten
an freien Oberflachen haben wir Erfolg: Der Weissenberg-Effekt, d.h. das Klettern
einer polymeren Fliissigkeit an einem rotierenden Stab, kann im Grenzfall kleiner
Drehgeschwindigkeiten ebenso wiedergegeben werden wie die Wélbung der freien
Oberflache bei einer Stromung durch einen geneigten Kanal. Dabei finden wir zudem
die bekannten Bedingungen wieder, die die Probe erfiillen muss, damit diese Effek-
te beobachtbar sind. Bei rotationssymmetrischen Elongationsstromungen spielt nur
eine Materialfunktion eine Rolle, die so genannte Dehnviskositéit. Fiir eine uniaxia-
le stationdre Scherstromung finden wir den in vielen Proben beobachteten Anstieg
der Dehnviskositéit wieder; der ebenso beobachtete Abfall kann dann wiedergegeben
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werden, wenn die elastischen Parameter die Bedingung fiir den Weissenberg-Effekt
nicht erfiillen. Fiir eine biaxiale stationédre Elongationsstromung ergibt sich das aus
Experimenten bekannte Minimum in der Dehnviskositdt. Auch die Diskussion einer
einsetzenden Elongationsstromung ergibt letztendlich ein konsistentes Bild.

Um das Stromungsverhalten bei groflen Scher- und Elongationsraten beschreiben
zu konnen, bendtigt man einen allgemeineren expliziten Ausdruck fiir die elastische
Energie. Die Tatsache, dass dieser Ausdruck stark von der Art der jeweiligen Probe
abhéngt und zudem in der Regel nicht bekannt ist, macht eine solche Diskussion
sehr schwierig. Um dennoch einige Aussagen treffen zu konnen, konstruieren wir
in dieser Arbeit einen neuen Energieausdruck, der sich an bekannte Energieformeln
aus der nichtlinearen Elastizitdtstheorie anlehnt, im Grenzfall kleiner Verzerrun-
gen die vorangegangenen Ergebnisse aus der Entwicklung reproduziert und zudem
thermodynamische Stabilitatskriterien erfiillt. Das Modell, das wir auf diese Weise
erhalten, enthélt nur noch vier Materialparameter, da sich die Anzahl der elastischen
Konstanten von drei auf zwei reduziert, ohne dass das Modell im Grenzfall kleiner
Verzerrungen in seiner Aussagekraft eingeschrankt wird. Allerdings sind mit den
so erhaltenen neuen Gleichungen fiir die Spannungen bei groflen Verzerrungen nur
qualitative Aussagen moglich. Ein erneuter Blick auf die stationére Scherstromung
zeigt, dass die typischen Messkurven der Viskositéit und die Normalspannungskoef-
fizienten als Funktionen der Scherraten nun iiber Gréflenordnungen hinweg richtig
wiedergegeben werden. Einen weiteren grofien Erfolg mit diesem Modell erzielen
wir beim Einsetzen einer Scherstromung, da wir den Overshoot im Zeitverhalten
der Viskositdt und der Normalspannungskoeffizienten bei grofien Scherraten quali-
tativ reproduzieren kénnen. Auflerdem sind wir in der Lage, den Effekt des ,strain
hardening*, das heiffit den starken Anstieg der Dehnviskositét einer uniaxialen und
biaxialen Elongationsstrémung mit der Zeit, den man bei grofien Elongationsraten
beobachtet, zu beschreiben. Als letzten Test der hydrodynamischen Theorie ana-
lysieren wir einige bekannte empirische Relationen zwischen verschiedenen Mate-
rialfunktionen und stellen fest, dass sie von unserem Modell iiberwiegend sehr gut
wiedergegeben werden.

Es gibt neben allen Erfolgen jedoch auch Phénomene bei grofien Scher- und
Elongationsraten, die nicht richtig wiedergegeben werden konnen. Bei einer rela-
xierenden Scherstromung sind wir nicht in der Lage zu zeigen, dass die Viskositét
umso schneller relaxiert, je gréfler die Scherrate ist, aulerdem sind die Viskositét
und der erste Normalspannungskoeffizient entgegen jeder Beobachtung zu jedem
Zeitpunkt gleich grofl, wenn man sie auf ihre stationdren Werte normiert. Ein wei-
teres nicht zufrieden stellendes Resultat ist der starke Anstieg der Dehnviskositét
bei einer uniaxialen Elongationsstréomung. Ein nahe liegender Grund fiir diese Ab-
weichungen ist, dass bei diesen Effekten die lineare Relaxation der Verzerrung eine
zu starke Vereinfachung darstellt. Es wire daher interessant, fiir den Relaxations-
term in der Bewegungsgleichung der Verzerrung die allgemeine Form, die linear in
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der konjugierten Variable des Verzerrungstensors ist, zu verwenden. Da der Verzer-
rungstensor dann auch von der expliziten Form der elastischen Energie abhéngt, ist
eine solche Betrachtung deutlich komplizierter und nur noch numerisch zu bewerk-
stelligen. Abschlielend lésst sich allerdings sagen, dass die hydrodynamische Theorie
polymerer Fluide die elementaren Stromungseffekte sehr gut wiedergeben kann und
auf ein solides physikalisches Fundament stellt.

Im zweiten Teil der Arbeit befassen wir uns mit nicht-Newtonschen FlieSeigen-
schaften von Ferrofluiden in dufleren Magnetfeldern. Die hydrodynamische Theorie
der Ferrofluide enthélt gegeniiber der Hydrodynamik Newtonscher Fluide im We-
sentlichen als neue Variablen die magnetische Flussdichte und die Magnetisierung,
die wie zuvor die Verzerrung eine relaxierende Grofe ist. Obwohl diese Eigenschaft
auch in anderen Theorien beriicksichtigt wird, liefert die hydrodynamische Stan-
dardprozedur neue, bislang unbekannte Kopplungsterme sowohl in der Bewegungs-
gleichung der Magnetisierung als auch im Spannungstensor. Am bemerkenswertesten
dabei ist die Kopplung zwischen der Magnetisierung und dem symmetrischen Anteil
des Geschwindigkeitsgradienten, die auf natiirliche Weise den Effekt der Kettenbil-
dung der magnetischen Partikel im Fluid in die Theorie einbringt. Der fiir diese
Arbeit interessante Aspekt der Theorie ist die Tatsache, dass sie in der Lage ist, das
in duleren Magnetfeldern auftretende nicht-Newtonsche Verhalten von Ferrofluiden
zu beschreiben. So kann beispielsweise die auch bei Ferrofluiden beobachtete Scher-
verdiinnung wiedergegeben werden. Um diesen Aspekt zu vertiefen, berechnen wir
weitere, bislang experimentell kaum untersuchte Materialfunktionen von Ferroflui-
den und vergleichen die Ergebnisse mit den zuvor bestimmten Materialfunktionen
polymerer Fluide. Um diese Diskussion einfach zu halten, verwenden wir dabei die
Néherung, dass die Gleichgewichtsmagnetisierung linear im Magnetfeld ist und igno-
rieren damit Séttigungseffekte.

Besonders ausfiihrlich widmen wir uns der stationédren Scherstrémung zwischen
zwei parallelen Platten. Um den Einfluss der Magnetfeldorientierung auf das Flie3-
verhalten zu diskutieren, betrachten wir zwei unterschiedliche Geometrien: Zum
einen steht das Magnetfeld aulerhalb der Fliissigkeit senkrecht auf den Platten, zum
anderen liegt es parallel zur Stromungsrichtung. Wéahrend das Verhalten der Visko-
sitdt im ersten Fall experimentell und hydrodynamisch bereits ausfiihrlich diskutiert
wurde, bietet der zweite Fall noch viele offene Fragen. Wir finden fiir beide Orien-
tierungen Scherverdiinnung und sagen zudem einen interessanten Unterschied zwi-
schen den beiden Fillen voraus: Gibt es im Ferrofluid keine Kettenbildung, dann ist
die Viskositdt im parallelen Feld grofier als im senkrechten; in stark kettenbildenden
Fliissigkeiten hingegen ist die Viskositdt im senkrechten Feld grofier. Ein experimen-
teller Nachweis dieses Effekts wire eine weitere Bestédtigung fiir die Bedeutung der
Kopplung zwischen der Magnetisierung und des symmetrischen Geschwindigkeits-
gradienten. Zudem berechnen wir fiir beide Orientierungen erstmals die beiden Nor-
malspannungskoeffizienten, die bislang experimentell nur nachgewiesen, aber nicht
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direkt gemessen werden konnten. Dabei stellen wir fest, dass sich die Koeffizienten
bei verschiedenen Feldkonstellationen stellenweise qualitativ stark voneinander un-
terscheiden. Auflerdem haben sie in der Regel das entgegengesetzte Vorzeichen zu
den entsprechenen Gréflen in einem polymeren Fluid. Mit denselben Feldgeometrien
betrachten wir auch oszillierende Scherstromungen. Dabei stellen wir fest, dass wie
bei polymeren Fluiden linear viskoelastisches Verhalten auftritt. Es lassen sich so-
mit elastische Konstanten definieren, die von der Magnetfeldstiarke, aber auch von
der Feldrichtung abhingen. Auflerdem zeigt sich, dass auch die charakteristische
Zeitskala von der Richtung abhéngt. Zuletzt betrachten wir die stationédre Elonga-
tionsstromung und stellen fest, dass wir nur dann ein nicht-Newtonsches Verhalten
erhalten, wenn das Fluid Ketten bildet und die Magnetisierung wiederum an den
symmetrischen Geschwindigkeitsgradienten koppelt. Das Verhalten der Dehnungs-
viskositédt erinnert bei einem schridg zur Symmetrieachse anliegenden Magnetfeld
stark an das Resultat bei einem polymeren Fluid.

Da der iiberwiegende Teil der Materialfunktionen noch nicht gemessen werden
konnte, ist die hier genutzte Ndherung fiir einen ersten Eindruck véllig ausreichend.
Will man allerdings quantitativer vorgehen, dann muss man die Sattigung der Ma-
gnetisierung und dariiber hinaus die Polydispersitédt der magnetischen Partikel im
Fluid beriicksichtigen. Zusammenfassend kénnen wir sagen, dass die hydrodynami-
sche Theorie von Ferrofluiden einige interessante Effekte beim nicht-Newtonschen
Stromungsverhalten vorhersagt, deren experimentelle Auswertung das Verstédndnis
dieses interessanten Fliissigkeitstyps weiter vergrofiern kann.



Anhang A

Der Einfluss der Kopplungsterme

In Abschnitt 5.1 haben wir zur Vereinfachung die Kreuzkopplungsterme in den
Stromen 05 und Xi? vernachlassigt. Wir wollen hier an zwei konkreten Beispie-
len diskutieren, welche Auswirkungen die Beriicksichtigung dieser Beitrage mit sich
bringt und damit untermauern, dass es berechtigt ist, in den qualitativen Diskus-
sionen dieser Arbeit die Kreuzkopplung wegzulassen.

Setzen wir (5, und (5 als endlich voraus, dann &dndern sich die Bewegungsglei-
chungen fiir U;; und der Spannungstensor o;; wie folgt:

. 1
@;+Wvu@-41+2@)AU+UQAM%+L%VWQM:—;@} (A.1)
0ij = (P — Batrr) 0ij — 2nocAij — (1 4 201) ¥ij + Uikrj + ¢ir U (A.2)

Waéhrend (3, nur den Druck modifiziert und damit uninteressant ist, hat 3; einen
Einfluss auf die Form der Gleichungen. Mit (3; kommen keine neuen Terme hinzu,
es werden jedoch bislang parameterfreie Beitrdge modifiziert. Der elastische Span-
nungstensor hat jetzt die Form O'f]l»a = — (1 +261) ¥ij + Uig¥rj + i Ux;. Wiederholen
wir mit ihm die Betrachtung in Abschnitt 6.1, dann finden wir erstaunlicherweise

erneut die Beziehung
Ufﬁlﬂ? _ O-Zga _ Usa — Uyy (A 3)
ool U '
(1 hat demnach keinen Einfluss auf diesen Ausdruck. Die einzelnen Grolen héngen
aber sehr wohl von (3; ab.
Im Folgenden konzentrieren wir uns auf die ebene Scherstromung. Die Bewe-

gungsgleichungen (5.31)-(5.33) lauten nun

(Um B Uyy) + (Um - Uyy) = 2§U:vy ) (A'4)
. 1
Use + Uy = 2(Unelyy —U2,) - (A.6)
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Als erstes Beispiel betrachten wir die stationédre Scherstromung. Fiir die Deh-
nungskoeffizienten ergibt sich aus (A.4)-(A.6)

no= J(Vive-ie) (Vivame -am ). (A7
n = (Vv e e (Vs ame +amie) (A8)

der Orientierungswinkel ¢ bleibt gegeniiber Gl.(5.43) unverdndert. Insgesamt ist die
Verzerrung nun keine universelle Funktion von £ mehr, sondern wird zusétzlich vom
Materialparameter 3; beeinflusst. Am prinzipiellen Verhalten von A\; und A édndert
das jedoch nichts; nach wie vor sind die Dehnungskoeffizienten monotone Funktionen
der Scherrate. Fiir eine qualitative Diskussion ist daher ein (3; # 0 nicht zwingend
erforderlich.

Das zweite Beispiel bezieht sich auf die relaxierende Scherstrémung bei grofien
Scherraten (vgl. die Abschnitte 5.2.3 und 6.3.2). In 6.3.2 haben wir gesehen, dass
aufgrund der Beziehung Ny = 2§y0,, das Relaxationsverhalten qualitativ nicht
richtig beschrieben wird (vgl. G1.(6.59)); dieser Fehler kann nur durch eine Verall-
gemeinerung der Bewegungsgleichung fiir U;; behoben werden. Daher ist es nahe
liegend, sich zu fragen, ob ein 3; # 0 dieses Problem korrigieren kann. Um das zu
tiberpriifen, miissen wir wegen GIl.(A.3) zeigen, dass fiir ein endliches (; die Be-
ziehung (U, — Uyy) /Uy = 2€o bei einer relaxierenden Scherstromung nicht mehr
erfiillt wird. Losen wir das Gleichungssystem (A.4)-(A.6) analog zum Vorgehen in
Abschnitt 5.2.3, dann finden wir jedoch

242
U:m: - Uyy = <2ﬁ1 + %) geid ’ <A9>
_ 1 | 1446765 —d
Uey = (51 + 2\ W) §oe ", (A.10)

so dass die Beziehung, die wir eigentlich widerlegen wollen, erfiillt wird. Deshalb
ldasst sich das oben beschriebene Problem nicht durch die Beriicksichtigung der
Kreuzkopplungsterme 16sen, sondern anscheinend nur durch die Verwendung eines
nichtlinearen Relaxationsterms in GL.(A.1).




Anhang B

Umstrukturierung der
Energieentwicklung

In Kapitel 6 haben wir fiir die Diskussion des Stromungsverhaltens bei grofien Ver-
zerrungen die Energiedichte €9 eingefiihrt. Wie schon erwithnt gibt es aber auch
noch viele andere Moglichkeiten, eine allgemeine Energie zu konstruieren. Aus die-
sem Grund wollen wir zum Vergleich in diesem Anhang eine weitere Energiedichte
einfithren und diskutieren.

Die Grundidee, die wir hier fiir die Konstruktion einer Energiedichte verwenden,
ist die Modifizierung der Entwicklung nach dem Verzerrungstensor. Wir wollen jetzt
nicht nach den Eigenwerten U;, sondern nach Gréflen, die Funktionen der U; sind,
entwickeln. Diese Funktionen sollen so beschaffen sein, dass sie das richtige quali-
tative Verhalten bei groflen Verzerrungen wiedergeben. Bezeichnen wir die neuen
Entwicklungsgrofien als A; := A ()\;) mit ¢« = 1,2,3, dann hat eine allgemeine Ent-
wicklung die folgende Gestalt:

el =3 BI)AALAY mit n=i+j+k (B.1)
irj.k
Dabei lassen wir auch Kopplungsterme zwischen verschiedenen A; zu. Die Bz(flg sind

die elastischen Parameter des Systems.
Wie sieht nun A konkret aus? Um eine geeignete Funktion zu finden, fordern wir,
dass A die folgenden beiden Eigenschaften erfiillt:

- Da A; in der Entwicklung den Eigenwert U; ersetzt, soll gelten, dass in der
fithrenden Ordnung A; und U; identisch sind:

N =Ui+0(U7) (B.2)

- A; soll in den Grenzfillen unendlich starker Dehnung (A; — o0) und unendlich
starker Kompression (\; — 0) divergieren.
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Es gibt eine ganze Reihe von Funktionen, die diese beiden Bedingungen erfiillen
kénnen, wir konzentrieren uns allerdings nur auf eine, moglichst einfache Variante.
Die Funktion, mit der wir hier arbeiten wollen, lautet

1

A= <>\i - %) . (B.3)

Auch dieser Ansatz ist in einem gewissen Sinne von der Mooney-Energie, G1.(6.22),

motiviert. $ lisst sich némlich auch schreiben als [57]

ar-Y |3 @re) () 5 @-a) (i-5)| . ma

n=1

Wir nehmen also praktisch den ersten Term als Entwicklungsgréfie her.

Ay
PR

N\

2 15 71 0.5 ~—osU

Abbildung B.1: Die Energien £1 und 5 als Funktionen von U (linke Abbildung) und
A (rechte Abbildung).

Um einen Eindruck zu bekommen, wie die Ersetzung von U; durch A; die Energie
beeinflusst, werfen wir einen Blick auf das Verhalten der eindimensionalen, quadra-
tischen Energiedichten

1 1
g1 = §KU2 und Eo = 5KA2 . <B5>

U darf in diesem Beispiel nicht mit der Abkiirzung aus (5.19) verwechselt werden. In
Abbildung B.1 werden £; und e, einander gegeniibergestellt, jeweils als Funktion von
U (links) und A (rechts). Bei negativen U bzw. A < 1 verhalten sich beide Kurven
qualitativ gleich, quantitativ wéchst die Energie €5 bei zunehmender Kompression
allerdings langsamer als €;. Der entscheidende Unterschied wird deutlich, wenn wir
uns der unendlich starken Dehnung mit U — 1/2 bzw. A — oo ndhern. Wahrend ¢,
an dieser Stelle gegen den endlichen Wert 1/8 K konvergiert und sich damit unphy-
sikalisch verhélt, divergiert €5, so dass durch die Verwendung von A das Verhalten
der Energie korrigiert wird.
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Da wir dafiir gesorgt haben, dass in fithrender Ordnung A; = U; ist, und wir
die Energieentwicklung (6.21) bis in die vierte Ordnung diskutiert haben, ist es nur
konsequent, G1.(B.1) bis in die vierte Ordnung von A;, also bis n = 4 zu betrachten.
Die Isotropie des Systems fiihrt uns zu einem Energieausdruck mit neun elastischen
Konstanten, und zwar mit zwei in der zweiten, drei in der dritten und vier in der
vierten Ordnung. Da allerdings eine Entwicklung nach den U; unter Beriicksichti-
gung der Inkompressibilitéit auf Gleichung (6.21) zurtickfithren muss, ldsst sich diese
Anzahl deutlich reduzieren. Es stellt sich heraus, dass alle Beitriage jeweils einer Ord-
nung linear abhéngig sind, es gibt daher pro Ordnung nur eine elastische Konstante.
Mit dieser Vereinfachung konnen wir schliefllich die Energiedichte aus Gl.(B.1) in
der Form

3.1 1\2 1 1\% 1 1\*
1
et =>"|=Dy <>\n——> +—D, <>\n——> + — Dy <An——)] (B.6)
b= lS An 24 An 64 An

hinschreiben. Damit im unverzerrten Zustand die Energie minimal ist, muss D; > 0
sein, fiir das richtige qualitative Verhalten bei sehr groflen Verzerrungen ist zudem
Ds > 0 erforderlich. Die Ableitungen e haben die Form

1 1 1 1 1\? 1

)

Aus dem Vergleich mit der Entwicklung kann man den Zusammenhang der K;
mit den D; herstellen:

D, = K, (B.8)
D2 - K2 - 3K1 (Bg)
D3 = 4K1 —4K2+K3 (Bl())

Mit den typischen Werten von Ky ~ 4.5K; und K3 =~ 15K folgt daraus Dy ~ 1.5D;
und D3 ~ D;. Damit betragen die Koeffizienten der einzelnen Ordnungen von (B.6)
in etwa 1/8 Dy, 1/16 Dy und 1/64 Dy, und wir sehen, dass die Entwicklungskoeffi-
zienten nicht mehr mit der Ordnung stark ansteigen, sondern im Gegenteil sogar
deutlich mit der Ordnung abnehmen. Daher ist unser Energieausdruck (B.6) in ei-
nem grofen Bereich giiltig als die bisher verwendete Energieentwicklung (6.21).

Aus den Bedingungen fiir Ky, K5 und K3 kénnen wir folgende Einschrankungen
fiir die Parameter D;, Dy und D3 herleiten:

- Bedingung fiir die Scherverdiinnung (K3 < 4K, — 2K7): Ds < 2D,
- Bedingung fiir das richtige Vorzeichen von ¥, (K; > 0): Dy >0
- Bedingung fiir das richtige Vorzeichen von Uy (Ky < 5K7): Dy < 2Dy
- Bedingung fiir die richtige Relaxation (K3 > 4Ky — 4K;): D3>0
- Bedingung fiir den Weissenberg-Effekt (K3 > 4K): Dy > Dy
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Das bedeutet insgesamt, dass D, und D3 die Bedingungen

D < Dy <2Dq (Bll)
0< D3 <2D, (B.12)

zu erfiillen haben, wobei D; positiv ist. Daraus folgt, dass alle drei Parameter positiv
sind.

Um die Materialfunktionen verschiedener Strémungen zu berechnen, kann man
vorgehen wie in den Abschnitten 6.3 und 6.4 und entsprechend £ durch £ er-

setzen. Zum Beispiel erhidlt man so fiir die Viskositédt n in einer stationdren Scher-

-
stromung [2D1 +D3( — 1)] )

An der Losung fallt auf, dass sie nicht von Dy abhéngt. Fiir £ = 0 finden wir er-
wartungsgemaf fiir die ,,zero-shear-rate viscosity® 19 = 7 + 1/2 D17, fiir £ — oo
konvergiert n gegen 1., + 1/4 D37. Da jedoch D3 in etwa so grof} ist wie Dy, folgt
daraus, dass diese Viskositdt bei der Scherverdiinnung nicht um Groflenordnungen
abfallen kann, sondern nur etwa um den Faktor zwei. Um diesen Mangel zu kor-
rigieren, kann man D3 von vorne herein gleich Null setzen; dies hat allerdings die
Konsequenz, dass auch Dy = 0 sein muss, damit die Stabilitdt der Energie gewéhr-
leistet ist. Wir haben daher die Wahl zwischen zwei Moglichkeiten. Wir kénnen zum
einen mit D3 # 0 arbeiten, miissen dabei aber in Kauf nehmen, dass die Energie-
dichte f* nur bei kleinen Scherraten anwendbar ist. Diese Variante ist nicht von
groffem Nutzen, da ihr Giiltigkeitsbereich bereits im Wesentlichen von der Entwick-
lung nach U; abgedeckt wird. Zum anderen koénnen wir Dy = D3 = 0 setzen und
erhalten damit eine Energie mit nur einer elastischen Konstante, die das Verhalten
der zweiten Normalspannungsdifferenz quantitativ nicht einmal mehr bei kleinen
Scherraten wiedergeben kann. Das daraus resultierende Modell stellt also im Grenz-
fall kleiner Scherraten eine quantitative Verschlechterung dar, liefert aber anderer-
seits beispielsweise fiir die Viskositét in einer stationdren Scherstrémung einen sehr
einfachen, qualitativ richtigen Ausdruck:

(B.13)

. n DlT
T

Mit dieser Viskositéit wird bei Vernachlédssigung von 7., die Cox-Merz-Regel sogar
exakt erfiillt, wie man durch einen Vergleich mit G1.(6.78) sieht. Insgesamt l&sst sich
aber klar feststellen, dass die Verwendung von €% in Kapitel 6 die bessere Wahl ist,

und das, obwohl £%* mit nur zwei elastischen Konstanten auskommt.

(B.14)



Anhang C

Gleichgewichtsmagnetisierungen
in Ferrofluiden

Wollen wir die Bewegungsgleichung fiir die Magnetisierung (8.3) und den Span-
nungstensor (8.4) aus h; = B;j? — B; herleiten und mit dem Feld B; formulieren,
dann miissen wir zunéichst B;® bestimmen. In linearisierter Form gilt fiir die Gleich-
gewichtsmagnetisierung
eq _ ~ . ~ X
M;" = xB; mit X_1+X. (C.1)
In Abbildung 8.1 sehen wir, dass in einem stromenden Ferrofluid die drei Felder M;,
B; und H; im Allgemeinen in verschiedene Richtungen zeigen. Das hat zur Folge,
dass die Gleichgewichtsmagnetisierungen aus GI1.(8.1) und G1.(C.1) verschieden grof
und unterschiedlich orientiert sind; erst wenn die Magnetisierung relaxiert ist, sind
beide M;“ identisch. Da beide Definitionen der Gleichgewichtsmagnetisierung physi-
kalisch gleichwertig sind, muss man in einem Ferrofluid genau darauf achten, welche
Definition von M;® man heranzieht. Insgesamt darf es aber physikalisch keinen Un-
terschied machen, ob man die Bewegungsgleichungen iiber Gl.(8.1) oder GIl.(C.1)
herleitet. Die einzige Stelle der Herleitung, an der man die Gleichgewichtsmagneti-
sierung benotigt, ist die Berechnung von h;, wir miissen also nur zeigen, dass h; in
beiden Formulierungen gleich ist. Dazu bestimmen wir B,
poa = Mo (C.2)
X

und erhalten damit fiir h;

M;

X
Dieser Ausdruck stimmt mit h; = M;/x — H; exakt {iberein, wovon man sich mit
H; = B; — M; und der Beziehung zwischen y und x aus GL.(C.1) leicht iiberzeugen

kann.
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Um den scheinbaren Unterschied zwischen beiden Anséitzen noch etwas intensiver
zu beleuchten, betrachten wir den Quasistrom XP = —ah;, der die Relaxation der
Magnetisierung beschreibt. Mit den Gleichungen (8.1) und (C.1) kann man ihn auf
zwei Arten formulieren:

M; — (M),
(XB) = —M mit (Mle_lq)l = XHZ und T = K (04)
1 TH o
M, — (M), . i -
(p), = MW g, = m wd =Y ()

Auf dem ersten Blick scheinen die beiden Ausdriicke eine unterschiedliche Dynamik
zu beschreiben, da die Magnetisierungen gegen unterschiedliche Gleichgewichtsma-
gnetisierungen streben. Da wir schon gezeigt haben, dass h; eindeutig ist, miissen
sie aber identisch sein. Man kann sich das leicht klarmachen: Zwar sind (M), und
(Mg'), im Allgemeinen verschieden, im Gleichgewicht, d.h. wenn M; = M;* gilt,
aber identisch, so dass beide Strome gegen denselben Gleichgewichtszustand stre-
ben. AuBerdem wird im Nichtgleichgewicht der Unterschied zwischen (M'), und
(Mg'), gerade durch die unterschiedlichen Relaxationszeiten abgefangen, was man

leicht nachrechnen kann. Wie erwartet gilt also (Xg) = (XB]?)

7 %
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