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Einleitung

Mechanische Systeme mit hohen Oszillationen und Bewegungen auf mehreren Zeit-
skalen begegnen uns, wenn auch oft nicht bewusst, in vielen Lebensbereichen. Schon
das fiir Lehrer stérende Vibrieren eines Lineals an der Tischkante féllt in diese
Problemklasse. Die Motivation fiir Wissenschaftler aus Mathematik, Physik, Che-
mie und Biologie sich mit hochoszillatorischen mechanischen Systemen, insbeson-
dere Hamilton-Systemen auseinanderzusetzen, riihrt allerdings eher von anderen, in
der Natur weit verbreiteten Phdnomenen her, wie zum Beispiel Problemen aus der
Molekiildynamik, Astrophysik oder Wellenausbreitung (hierunter féllt im weitesten
Sinne auch unser Beispiel mit dem Lineal). Thnen zugrunde liegen hochoszillatori-
sche Differentialgleichungen, deren Integration schon seit langem eine numerische
Herausforderung darstellt (siehe u.a. [8], Kapitel XIII und XIV sowie [25]).

Um eine Losung mit ausreichender Genauigkeit approximieren zu kénnen, miissen
Standardintegratoren Schrittweiten verwenden, die deutlich kleiner sind als die klein-
ste Periode der Ostzillationen. Trotz deutlich verbesserter Rechenleistung und steti-
ger Weiterentwicklung der Computerhardware warten wir mit solchen Integratoren
mitunter Wochen auf akzeptable Losungen. Seit iiber 40 Jahren gibt es deshalb Ver-
suche geeignete Integratoren fiir hochoszillatorische mechanische Systeme zu ent-
wickeln. Geeignet bedeutet in diesem Fall vor allem groflere Schrittweiten verwen-
den zu konnen, ohne grofle Verluste in der Genauigkeit der Verfahren hinnehmen zu
miissen.

Einer der ersten Versuche groflere Schrittweiten zu verwenden wurde von Gautschi
[6] vorgenommen, der trigonometrische Integratoren fiir Differentialgleichungen der
Form 7 + w?r = g(t,z) mit einer festen Frequenz w priisentiert. Auch in jiingerer
Zeit wurden Integratoren vom Gautschi-Typ weiterentwickelt und andere Ansétze

gesucht mit dem Ziel, giinstig an gute Losungsapproximationen zu kommen [5, 7, 12].
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Bei obiger Differentialgleichung bleiben die hohen Frequenzen der Oszillationen kon-
stant; neue Aspekte ergeben sich, wenn die hohen Frequenzen und ihre assoziierten
Eigenrdume zeit- oder l6sungsabhéngig sind. Kommt es dabei zu einer Fastkreuzung
von Eigenfrequenzen, das heiffit zwei Eigenfrequenzen nédhern sich einander an und
trennen sich wieder, ohne dass eine echte Kreuzung zwischen ihnen stattfindet, be-
obachten wir neue Phénomene bis hin zu chaotischem Verhalten [2, 26, 28].

Fiir den Fall eines Hamilton-Systems mit zeitabhédngigen hohen Frequenzen exi-
stieren bereits einige Losungsansétze in der Literatur, die unter anderem Magnus-
Integratoren verwenden [3, 7, 13].

In der vorliegenden Arbeit werden neue Integratoren fiir nichtlineare oszillatorische
mechanische Systeme mit zeit- und 16sungsabhéngigen hohen Frequenzen entwickelt,
die auf einer Transformation eines vorliegenden Hamilton-Systems in sogenannte
adiabatische Variablen beruhen.

Die Arbeit ldsst sich in zwei grofle Teile gliedern; der Erste umfasst Kapitel 1 bis
3 und behandelt den Fall zeitabhéngiger hoher Frequenzen. Wir beginnen mit ei-
ner Darstellung des Ausgangsproblems im Hamiltonschen Formalismus und bringen
das System durch eine Reihe von Transformationen in eine fiir Numerik und Ana-
lyse geeignetere Form. In Kapitel 2 und 3 stellen wir Integratoren vor, die auf die
transformierten Gleichungen angewendet werden und damit auch die Losungen des
urspriinglichen Systems deutlich effektiver annéhern, als dies mit den bekannten In-
tegratoren gelingt. In jedem der Kapitel wird eine Fehleranalyse durchgefiihrt und
das Verhalten der Verfahren an Beispielen veranschaulicht. Auch ein symmetrisches
Verfahren zur Wahl adaptiver Schrittweiten beim Auftreten von Fastkreuzungen
wird vorgestellt und illustriert.

Der zweite Teil besteht aus Kapitel 4 und beschéftigt sich mit dem Fall 16sungsab-
héngiger hoher Frequenzen. Auch hier erreichen wir mit der Transformation des
Systems eine numerisch und analytisch geeignetere Gestalt, in welcher wir unter
anderem das Auftreten von chaotischem Verhalten der Lésungen nach vermiedenen
Kreuzungen der Eigenfrequenzen néher beleuchten. Wir stellen zwei neue Integra-

toren vor und illustrieren ihr Verhalten ebenfalls an numerischen Beispielen.



Kapitel 1

Hamilton-Systeme mit

zeitabhingigen hohen Frequenzen

1.1 Hamiltonsche Bewegungsgleichungen

Die Dynamik mechanischer Systeme ldsst sich durch Hamiltons kanonische Glei-

chungen modellieren. Hier sei dazu eine explizit zeitabhéngige Hamiltonfunktion
H(plu"'7deQI7”‘7qd7t) : RdXd XR—R

gegeben, wobei ¢; die Positionskoordinaten der beteiligten Massepunkte und p; die
jeweils konjugierten Impulse bezeichnen. Der Index ¢ nimmt die Werte ¢ = 1,...,d
an; d entspricht der Anzahl der Freiheitsgrade des Systems.

Durch Einfithrung der Energievariablen E als konjugierte Variable zur Zeit ¢t erhalten

wir die kanonischen Bewegungsgleichungen fiir p, ¢, £ und ¢:

p - _qu(p7Q7t)7 tzla
OH

q = VpH(p7Q7t)7 E:_E(pucbt)a (11)

V,H und V, H sind dabei definiert als Vektoren der jeweiligen partiellen Ab-
leitungen von H und die Bewegung des Systems ergibt sich aus der Zuordnung
t— (p(t), q(t)).

Lasst sich die kinetische Energie eines mechanischen Systems als quadratische Funk-

tion T'(p, q,t) = % pf M(t)~1p mit einer symmetrisch positiv definiten Massematrix

3
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M (t) schreiben, so beschreibt die Hamiltonfunktion H die Gesamtenergie des Sy-

stems, also die Summe aus kinetischer und potentieller Energie,

H(p,q,t) =T(p,q,t) + Ul(q,1t).

Durch Einfiihrung der Energievariablen E wird die Hamiltonfunktion erweitert zu
ﬁ(p,E,q,t) = H(p,q,t) + E. Entlang der Losungskurven von (1.1) bleibt diese
Gesamtenergie des Systems konstant, d.h. H(p(t), q(t),t) = Const., was sich aus
% =V,H-q+V,H-p+ %—I;I + E = 0 leicht ersehen ldsst. In dieser Dissertati-
on werden dabei ausschlieSlich Systeme mit beschrankter Energie betrachtet, also

H(p(t),q(t),t) < Const. < oo.

1.2 Hamilton-Systeme mit zeitabhingigen hohen

Frequenzen

Zunéchst untersuchen wir oszillatorische mechanische Systeme, deren Frequenzen
von der Zeit abhéngen und die durch folgende zeitabhéingige Hamiltonfunktion ge-
geben sind

1 - 1
H(p,q,t) = §pTM(t) 'p+ 553 q"A(t)g + U(g,t). (1.2)

Die potentielle Energie des Systems wird hier repréisentiert durch 26LQQTA(t)q +
U(q,t), wobei der Parameter € > 0 sehr kleine Werte annimmt (¢ < 1). M(¢) ist
die bereits angesprochene Massematrix aus der kinetischen Energie des Systems,
A(t) eine positiv semidefinite sogenannte Steifigkeitsmatrix, deren Ableitungen als
unabhéngig von ¢ beschrankt angenommen werden und U (g, t) steht fiir ein glattes
Potential. Die Anwesenheit von ¢ im Nenner fiihrt zu Oszillationen in Positionen
und Impulsen, deren Frequenz mit kleiner werdendem & zunimmt.

Abbildung 1.1 illustriert diesen Effekt an einem einfachen Testbeispiel mit
t+3 1
M) =1d., U(g,t) =0 und A(t) = B(t)? mit B(t) = .
(t) =14, Ulq.1) (t) = B(t)* mit B() ( 1 QM)

Der erste Eintrag in ¢(t) wird auf ¢t € [-1,1] fir e = 1, 0.1 und 0.01 geplottet und

die Zunahme der Oszillationen kann direkt beobachtet werden.
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e=1 €=0.1 €=0.01
1 0.1 0.01

-1 -0.1 -0.01
-1 0 1 -1 0 1 -1 0 1

Zeit t Zeitt Zeitt

Abbildung 1.1: ¢;(¢) fiir € = 1 (links), 0.1 (Mitte) und 0.01 (rechts)

In praktischen Anwendungen sind allerdings noch deutlich kleinere Werte als ¢ =
0.01 und damit noch stéarkere Oszillationen von Bedeutung.

Eine Hamiltonfunktion wie (1.2) beschreibt dann die Dynamik mechanischer Syste-
me, die stark oszillieren und gleichzeitig eine Bewegung auf einer langsameren Zeits-
kala ausfiihren, wie zum Beispiel die Oszillationen der Radaufhdngung eines Autos
[27] oder das Entfalten des Antennenarms eines Satelliten. Der zeitabhingige Fall
ist aber auch eine wichtige Voraussetzung fiir die Untersuchung und das Versténdnis

des l6sungsabhéngigen Falls, welcher in Kapitel 4 ndher betrachtet wird.

1.3 Numerische Aspekte und Ziele

Die Schwierigkeit bei der numerischen Losung der Bewegungsgleichungen (1.1) zur
Hamiltonfunktion (1.2) besteht darin, dass die Positionen und Impulse je nach Grofie
des Parameters ¢ stark oszillieren. Wie wir im vorigen Abschnitt gesehen haben,
verhélt sich die Geschwindigkeit dieser Oszillationen umgekehrt proportional zu ¢,
das Verhalten der Positionen ¢(t) und Impulse p(t) ist also wesentlich von € abhéngig.
Verwendet man fiir die Losung eines solchen Problems Standardlverfahren wie zum
Beispiel partitionierte Runge-Kutta-Verfahren (darunter das Stérmer-Verlet-Ver-
fahren), muss die Zeitschrittweite h so klein gewéhlt werden, dass jede Oszillation
durch viele Schritte aufgelost wird. In jedem dieser Zeitschritte miissen die Matrizen
M(t), A(t) und das Potential U mindestens einmal ausgewertet werden, was einen
hohen Rechenaufwand verursacht und sich dadurch in der Rechenzeit der Program-

me drastisch nieder schlagt.
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Dies fiihrt dazu, dass manche Anwendungen und Probleme damit gar nicht addquat
gelost werden (konnen).

Auch die Verfahren, die in letzter Zeit zur Losung solcher Probleme vorgeschlagen
wurden, wie zum Beispiel exponentielle oder trigonometrische Integratoren [3, 7, 12,
13], liefern nur fiir Werte h < ¢ zufriedenstellende Ergebnisse bzw. benétigen viele
teure Funktionsauswertungen pro Zeitschritt.

Ein Ziel der vorliegenden Arbeit ist es deshalb, neue numerische Integratoren zu
entwickeln, welche speziell auf dieses Problem zugeschnitten sind.

Von einem solchen Verfahren erwarten wir:

e Das Verfahren soll mit Schrittweiten h > ¢ angewandt werden kénnen und

trotzdem eine akzeptable Genauigkeit erreichen.
Das heifit, die Schrittweite kann so 1

gro3 gewahlt werden, dass die Funktion

zwischen zwei Zeitschritten eine oder meh-
_1 —

rere Oszillationen durchlauft (siehe auch =0(¢)
nebenstehende Abbildung).

e Auch fiir sehr kleine Werte von ¢ soll das Verfahren prézise Resultate liefern.

e Das Verfahren soll zweite Ordnung haben; das bedeutet, dass der entstehen-
de Approximationsfehler durch Ch? beschrinkt bleiben soll mit einer von e

unabhéngigen Konstanten C'.

e Pro Zeitschritt soll das Verfahren maximal zwei Funktionsauswertungen benotigen.

e Das Verfahren soll zeitsymmetrisch sein.

Diese Erwartungen konnen nur erfiillt werden, wenn wir die besondere mathema-
tische Struktur des Ausgangsproblems ausnutzen. Dazu investieren wir nun etwas

Arbeit in Transformationen.

1.4 Transformationen

Vor der Entwicklung neuer Integratoren ist es sinnvoll, das Problem in eine giinstigere
Form zu bringen. Dazu werden eine Reihe kanonischer Transformationen auf die
Hamiltonfunktion (1.2) angewandt mit dem Ziel, die Zeitskalen in den Bewegungs-

gleichungen annédhernd zu trennen. Diese Fastseparation der Zeitskalen macht das
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Problem fiir die numerische Diskretisierung im Folgenden leichter zugénglich.
Ausgangssituation ist die Hamiltonfunktion (1.2)
1 _ 1
H(p.g,t) = 50" M(t)"'p + 554" Alt)g + U(q, 1),
welche durch die Energievariable E ergénzt wird zu

~

H(p.E,q,t) = H(p,q,t) + E. (1.3)

Die kanonischen Bewegungsgleichungen lauten dann

) 1

P= "3 A(t)g —V,U(q,t)

g = M) 'p (1.4)
zusammen mit F = —%—Ij und ¢ = 1.

Sei nun g = x(q) eine Koordinatentransformation in den Positionen. Nach Beispiel
5.2 aus [8], Kapitel VI.5 kann diese Transformation zu einer symplektischen Trans-
formation (p,q) — (p, G) auf die Impulse erweitert werden, indem man p = x'(¢)%p
setzt. Die Bewegungsgleichungen ergeben sich dann wieder kanonisch aus der Ha-
miltonfunktion.

Diese Eigenschaft hilft uns dabei, eine Reihe von symplektischen Transformationen
zu konstruieren und uns so Schritt fiir Schritt bzw. Lemma fiir Lemma, an eine
anndhernde Trennung der Zeitskalen heranzutasten.

Alle Lemmata bzw. Transformationen zusammengenommen ergeben schliellich:

Theorem 1 FEs existieren symplektische Transformationen (p, E, q,t) — (D, E, Z]\,f)
mit T = t, so dass die Hamiltonfunktion ﬁ(p, E,q,t) in den neuen Koordinaten
folgende Form hat

SN U B BN
Hp, E,qt) = §poTMo(t) 1po+2—€p?9(t)p1+%qm(t)q1

~ 1 . N
+q  L(t)p + 3 SO+ UBLHTH)gt) +F (1.5)

mit einer symmetrisch positiv definiten Matriz My(t), einer Diagonalmatriz (t),
einer unteren Dreiecksmatriz L(t), einer symmetrischen Matriz S(t), einer orthogo-
nalen Matriz B(t) und einer Transformationsmatriz T(t), sowie einer Aufspaltung
von p bzw. q in die Komponenten (po, p1) bzw. (qo,q1). Die Nebendiagonalblicke von

L und S sind dabei genauso klein wie die “schnellen “ Variablen p1 und q; und haben
die Grifenordnung O(\/€).
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Beweis: Der Beweis dieses Theorems ergibt sich durch die sukzessive Konstruktion
entsprechender Transformationen in den folgenden Lemmata, deren Hintereinander-
ausfithrung wieder eine symplektische Transformation darstellt. a
Die erste Transformation wird so konstruiert, dass die positiv semidefinite Steifig-
keitsmatrix A in einen positiv definiten Block und einen Block mit Nullen aufge-

spalten wird.

Lemma 1 Es existiert eine symplektische Transformation ¢ = B(t)q, t = £, B(t)
orthogonal, so dass die Hamiltonfunktion f[(p, E q,t) in den neuen Koordinaten

folgende Form hat
9] . ., 1 ~ “, 1 0 O
H(p, E, gt = p"MO) 'p+-—q" i
(P, £, q,1) 5D M) D+ 554 0 A )1
—{"BEOTB{)p+ U(g,1) + E. (1.6)

Beweis: Da A(t) symmetrisch und positiv semidefinit ist, existiert eine orthogonale
Matrix B(t), die A(t) auf folgende Blockdiagonalform bringt

At) = B(1) ( 8 Alo(t) ) BT, (1.7)

wobei A;(t) nun symmetrisch und positiv definit ist.

Durch
pY _( B@H" 0 p
E ] \{BOT I E

werden die angegebenen Transformationen in Ort und Zeit zu einer symplektischen

Transformation erweitert und wir erhalten die Hamiltonfunktion H mit

M) = BO"M()B(),
U(¢.1) = U(B(H)q1) und
E = E+{"B{H™p O

Wir kénnen nun p und ¢ analog zu den Blocken in (1.7) zerlegen:

y Po y do
p= o ) q= o
b1 q1
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und sprechen auch von ¢y als den langsamen Positionen, von p, als den langsamen
Impulsen und von ¢; (p;) als den schnellen Positionen (Impulsen). Da wir ausschlief3-
lich Systeme mit beschriinkter Gesamtenergie (H < Const.) betrachten, muss ¢; von

der Groflenordnung e sein:
Mit der zweiten Transformation wird die neue Steifigkeitsmatrix A;(¢) in die Iden-
titdt transformiert.

Lemma 2 Fs existiert eine symplektische Transformation ¢y = Go, ¢1 = C(t)q,
t =1, so dass die Hamiltonfunktion ﬁ(ﬁ, E, q, f) in den neuen Koordinaten folgende
Form hat

e e T e -

H(p,E,q,0) = 59" MO+ sz @10+ 3 KOp+ UG 1) + E. (1.9)

Beweis: Wir schreiben die Choleski-Zerlegung der Steifigkeitsmatrix A;(t) als
Ay =c@)rowm

und transformieren Positionen und Zeit wie angegeben. Durch

Po I 0 0 Po
D1 = 0 C(t)T 0 2}
E 0 gcHt 1 E

wird diese Transformation zu einer symplektischen Transformation erweitert.

I 0
) = < 0 Ct) )

so erhalten wir die angegebene Hamiltonfunktion H mit

Setzen wir

M@®™ = cif)y'ME )T,

K{) = C.O)T"BOTB@)Cy (1) - ( 8 (;@Tg(;)T ) : (1.10)
0(3,1) = U(Ci(D3,1) und

E = E+§cH)p. O
Als Néchstes werden die Blockmatrizen in der Nebendiagonalen der Massematrix

M aus (1.9) eliminiert.
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Lemma 3 Fs existiert eine symplektische Transformation Go = Go+G(t)q1, ¢1 = ¢,
t =t, so dass die Hamiltonfunktion ﬁ[(ﬁ, E.q, t) in den neuen Koordinaten folgende
Form hat

_ 1 - L 1 - L 1
H(p, E,q,t) = §P5Mo(f) 1p0+§p1TM1(f) 1P1+2—€2%TQ1
+¢"K(t)p+U(q,t) + E. (1.11)

Beweis: Wir schreiben die Massematrix M (t) als

. My M,
M = 00 o (1.12)
MIO Mll

und setzen
G(t) = —Moo(t)_lM(n(t).
Durch
Do I 0 0 Do
P = G 10 D1
E adamr o 1 E

wird die im Lemma angegebene Transformation zu einer symplektischen Transfor-

Gy = (é GP)’

so erhalten wir die angegebene Hamiltonfunktion H mit

mation erweitert.

Setzen wir

My(t) = Moo(t),

M (t) = M (t) — Miyo(t)Moo(t) ™" Moy (),

T -T 0 0
K(t) = Gi(t) K)G:() " — < GO 0 ) (1.13)

U@ = UGB und
E = E+q G po. O
Mit der folgenden Transformation wird die Massematrix M, () der schnellen Variab-

len diagonalisiert.
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Lemma 4 Fs existiert eine symplektische Transformation Go = o, ¢1 = Q(t)q1,
t =1, Q(t) orthogonal, so dass die Hamiltonfunktion H(p, E,q,T) in den neuen
Koordinaten folgende Form hat

PN 1 -~ 1 . N 1 .
H(p, E,qt) = §PgMo(t) "o + §P1T9(t)2pl + 522 @i &
+"K#®)p+ U(g, 1) + E. (1.14)

Beweis: Wir diagonalisieren
Mi(t) = Q1) *Q(1)", (1.15)

mit der Diagonalmatrix () = diag(w;(t)) der Frequenzen und einer orthogonalen
Matrix Q(¢), die glatt von t abhéngt, falls die Frequenzen w; fiir alle Zeiten ¢ von-
einander getrennt bleiben.

Wir transformieren Positionen und Zeit wie angegeben und erhalten durch

Do I 0 0 Do
=10 Q¥ 0 D1
E 0 ¢gr®" 1 E

eine symplektische Transformation.

A I 0

so erhalten wir die angegebene Hamiltonfunktion H mit

Setzen wir

k(i) - <K°° K“):@(f)TK@)@(f)—(O : ) (116

Wir reskalieren nun die schnellen Positionen und Impulse.
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Lemma 5 FEs existiert eine symplektische Transformation §o = {o, 1 = S%Q(t)%q'l,
t =1, so dass die Hamiltonfunktion f[(ﬁ, E, q, f) in den neuen Koordinaten folgende
Form hat

1o 1
H(p,E,q,t) = ingo(t) 1po+2—6p1TQ(t)p1+2—€q1TQ(t)q1
+§" K (H)p + U(T(#)g,1) + E. (1.17)

Beweis: Analog zu den vorigen Beweisen erweitern wir die Transformation durch

Do I 0 0 Do
- 1 1 N
D1 = 0 529(t)2 0 y4i
E 0 fe3glQ)2Q(f) I E
Wir setzen
I e3GQ0N3
T= (T |eTh) = B @ e
0 20012

K(f) o Koo 67%K0197%
B S%Q%Klo Q%Kllg_% — %Q_IQ ’
U

(T(1)g,?),  und
e2 g7 Q1) 2 (1) pr. O
Mit der (vorerst) letzten kanonischen Transformation eliminieren wir den Block

der GroéBenordnung O 6_%) in der Nebendiagonalen von K und samtliche Haken,

Tilden und sonstigen Unterscheidungszeichen...

Lemma 6 FEs existiert eine symplektische Transformation —p; = —p1+€%Q*% L do,
do = qo, t = t, so dass die Hamiltonfunktion H(p, E.q, t) in den neuen Koordinaten

folgende Form hat

1 B 1 1
H(p,E,q,t) = §PgMo(t) Ypo + 2—€p1TQ(t)p1 + 5 4 Qt)q

i LOp + 5 d" SO0+ UBOT a0+ B, (119
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Beweis: Wir transformieren die konjugierten Variablen durch

0 . 1 . 00 41
Do = 65K01Q(t>_5 I 0 150
E ciqld (Kn %) 0 1 )\ E
In diesen Koordinaten hat die Hamiltonfunktion H obige Form mit der unteren
Dreiecksmatrix
L
I Loo 0
e2ly Ln

Koo 0
= 11 —9 7T 1 _1 1 —1¢ (1'19>
€QQQ(K10—Q KOIMO) QQKHQ 2 —§Q Q

und der symmetrischen Matrix

S 38,
S:< oo € °1>, (1.20)
€251 €5n
wobei
Soo — —K019_2K31
So1 = SlToz —K00K01Q_%
1 : d
~KnQ 3 (07 K0 - S0710) - = (Kn0})
9 dt
Sn = Q3 <KOT1M0K01 — Q2K Ko1 — KOTlKlT()W)Q‘%
und

Mo(t) = Mo(t),

&5
I
T«
_|_
ml
e
e~
Q.lg__
N
=
=
[SI[eY
N—
¢
fary
O

Da wir ausschliellich mechanische Systeme mit beschrénkter Gesamtenergie H <

Const. betrachten, erhalten wir nun

m=0(z4), a=0(). (1.21)
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In den neuen Koordinaten haben die Bewegungsgleichungen folgende Form

]50 - fO(paQ7t)
Go = Mo(t) "po+ golq,t) (1.22)

P1 _ 1 0 —Q(@) P fi(p,q,t)
¢ e\ Q) 0 ¢ 91(q;1)
mit den gleichméBig in € beschréankten Funktionen

( ;? ) = —L(t)p - S(t)a — T()" B(t)' V,U(B()T(t)q. 1), ( i‘i ) = L(t)"q.

Mit Hilfe der konstanten unitiaren Matrix

1 I I
= 7 ( P ) (1.23)

kénnen wir die schiefsymmetrische Matrix des Systems folgendermaflen diagonali-

( 0 —Q(t)>:F<iQ(t) 0 )P* 1.24)
Q) 0 0 —iQ(t) '

und damit das System ein letztes Mal transformieren.

sieren:

Dazu definieren wir die diagonale Phasenmatrix ®(¢) als

O(t) = /t:A(s) ds mit A(s) = ( Qés) _gg)(s) ) (1.25)

und setzen

n(t) = e 2 exp (—é@(t)) rr ( () ) . (1.26)

(t)
n wird auch als “adiabatische” Variable bezeichnet, wobei wir fiir eine Erklarung

des Begriffs adiabatisch auf Kapitel 1.5 verweisen. Jede Komponente des Vektors n

0 —Q
entspricht einem Koeffizienten von (p; ¢;)7 in der Eigenbasis von ( a o ) und

in der komplexen Ebene um die negative Phase gedreht.
Der Faktor e~ in obiger Transformation gewéhrleistet zusammen mit (1.21), dass
gilt

n=0(Q1). (1.27)
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Dafiir geben wir auch die Eigenschaft unserer bisherigen Transformationen auf, die

alle invariant waren unter einer Reskalierung ¢ — oe und A(t) — 0?A(t). Die letzte

1
2

Transformation erfiillt diese Invarianz auf Grund des Faktors €2 nicht mehr; aber

auch sie kann zu einer symplektischen Transformation auf die langsamen Positionen,
Impulse und die Energie F erweitert werden. Aus Griinden der Ubersichtlichkeit
wird auf eine explizite Ausfithrung dieser Erweiterung hier verzichtet, statt dessen

fithren wir folgende Schreibweise fiir die inverse Transformation ein:

M) =es A®) mi A(®) =Tex v
( « ) - ( Q1(t) )77 ! ( Q1 (1) ) Iexp (6@(15))- (1.28)

Die Bewegungsgleichungen werden nun zu

pO - fO(p7Q7t)
Go = Mo(t) 'po+ golq.t)

_ etex ot L filp,at)
N o= p( €<I>(t))F ( (0. )

wobei p; und ¢; via (1.28) durch 1 ausgedriickt werden. Ausgeschrieben lauten die

Differentialgleichungen fiir die langsamen Variablen py und qq

Do = —Loopo — Sooqo — Ty BTV, U(B Toqo,t) — eSo1 Q17
7T BT (vq U(B Togo + eBTiQun, t) — V, U(B Togo, t)) (1.29)

do = Mo_lpo + Lgo% + 5L1T0Q17].

Wir setzen auch die jeweiligen Ausdriicke fiir f; und g; in die Differentialgleichung

der adiabatischen Variablen 7 ein und erhalten
= exp <—g<1>(t)) W (t) exp (ECD(??)) n
—P; (Liopo + Siogo + T BTV, U(B Togo + =BTyQun, 1)) (1.30)

mit
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—Ly —eS
W o= I* 11 €011 T
0 Lt
_ _1 Ly — LT, Ly+ LY B i_d‘ S Sn (1.31)
2 Lll + L{l Ln — L{l 2 _Sll SH
Die Diagonaleintriage der Matrix W sind dabei von der Gréfienordnung O(e).

Nach unserer letzten Transformation stellt sich nun die Frage, was aus numerischer
Sicht mit dieser neuen Darstellung des Hamiltonsystems gewonnen wurde. Abbil-
dung 1.2 zeigt fiir das Testbeispiel aus Kapitel 1.2, dass n(¢) fiir die entsprechenden
Werte von e deutlich glatter ist als die Losung der urspriinglichen Differentialglei-
chungen, numerisch also besser zu approximieren sein sollte. 1(t) zeigt allerdings
immer noch Oszillationen, deren Amplitude nun fiir ¢ — 0 kleiner wird.

Die Vorteile der transformierten Gleichungen sind im Einzelnen:

e Die langsamen und schnellen Variablen wurden ann&hernd separiert. Dabei
sind wir nun in der Lage, die mathematisch etwas unprézise Formulierung
“anndhernd” zu spezifizieren:

In den Differentialgleichungen fiir die langsamen Variablen py und ¢q treten die
schnellen Variablen 1 zwar noch auf, allerdings mit dem Vorfaktor €, so dass
die Kopplung zwischen schnellen und langsamen Variablen nur noch von dieser

GroBenordnung ist und sich nicht mehr auf einer Skala von O(1) abspielt.

e Die rechte Seite in den urspriinglichen Bewegungsgleichungen fiir die schnel-
len Variablen wird fiir £ — 0 unbeschréankt, weil € im Nenner auftritt. In der
transformierten Differentialgleichung (1.30) tritt dieses % ausschlieflich im Ar-
gument der komplexen Exponentialfunktion auf, weshalb die rechte Seite un-
abhéngig von e beschréinkt bleibt. Die Oszillationen werden zwar immer noch
schneller fiir ¢ — 0, doch weil die Exponentialmatrizen unitér sind, bleibt die
Ableitung von 7 gleichmiiBig beschrinkt. i ist also “glatter” als (p1 q1)7, was

fiir die numerische Implementierung von Vorteil ist.

e Falls die Diagonalisierung der Massematrix M; glatt in der Zeit ist, bewegt
sich die Losung von (1.30) innerhalb einer Grofenordnung von O(e) um den
Startwert, d.h. n(t) = n(ty) + O(e). Diese GesetzmiBigkeit, die im néchsten
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Abschnitt hergeleitet und néher betrachtet wird, fithrt dazu, dass die adiaba-
tische Variable nur kleinere Korrekturen der Groflenordnung € um eine glatte
Losung beschreibt, wihrend die urspriingliche Losung fiir ¢ — 0 immer stérker
oszilliert (vergleiche hierzu die Abbildungen 1.1 und 1.2).

e Alle durchgefiihrten Transformationen sind linear und kénnen durch Standard-
routinen der numerischen linearen Algebra ausgefiihrt werden. Der numerische

Aufwand hierfiir halt sich also in Grenzen.

e=1 €=0.1 €=0.01
€ 01 0.1 0.1
ey
c
S -
= 0 \_/\f\ 0 A 0 A
o
5
-0.1 -0.1 -0.1
T 0 1 -1 0 1 1 1
Zeit t Zeit t Zeitt
-3 x10°
5 x 10 5

o/\/ 0

-5 -5
-0.05 0 0.05 —0.05 0 0.05

Abbildung 1.2: n(t) fir ¢ = 1 (links), 0.1 (Mitte) und 0.01 (rechts). Die Ver-
groferungen (unten) zeigen Oszillatonen in n(t).

Mit den Transformationen sind allerdings keinesfalls alle auftretenden Schwierig-
keiten verschwunden. Nach wie vor beschreibt die Differentialgleichung fiir 7 eine
hochoszillatorische Funktion, die numerisch approximiert werden muss. Standardin-
tegratoren miissen auch hierfiir mit sehr kleinen Schrittweiten h < ¢ arbeiten, so
dass die Entwicklung von speziell auf diese Art von Problemen zugeschnittenen Ver-
fahren uns in Kapitel 2 und 3 noch beschéftigen wird.

Auch die Diagonalisierung eventuell sehr grofler Matrizen, wie sie hier in jedem

Zeitschritt verlangt wird, ist eine numerisch nicht zu vernachléassigende Aufgabe.



18 Hamilton-Systeme mit zeitabhéngigen hohen Frequenzen

Falls eine vollstandige Diagonalisierung der jeweiligen Matrix nicht durchfiihrbar
ist, geniigt es unter Umstédnden, den von den Eigenvektoren der wesentlichen Ei-

genwerte aufgespannten Teilraum zu betrachten, was auf ein zu (1.30) dhnliches
Problem fiihrt [19].

1.5 Adiabatische Invarianten und Dynamik von

Fastkreuzungen

Der Begriff “adiabatisch” erfreut sich in Mathematik, Physik und Chemie grofler
Beliebtheit und héufigen Gebrauchs, leider mit zum Teil vollig verschiedenen Be-
deutungen. Im Folgenden wollen wir zunéchst klaren, was in dieser Arbeit unter
adiabatisch zu verstehen ist.

Der Ursprung dieses Adjektivs liegt im Griechischen; es bedeutet “was nicht ge-
kreuzt werden kann” [11]. Im mathematischen Zusammenhang sind damit meist
die Kreuzungen von Eigenwerten gemeint, wobei in dieser Arbeit die Eigenwerte
+w;(t), j =1,...,m, aus der Diagonalisierung der schiefsymmetrischen Matrix des
schnellen Systems (1.24) im Fokus des Interesses stehen. Sie gehen zuriick auf die
Diagonalisierung der Massematrix M;(¢) in (1.15). Kreuzen sie sich nicht, verhal-
ten sich also adiabatisch im urspriinglichen Sinne des Wortes, gibt es eine minimale

Distanz ¢ > 0 derart, dass fiir jedes Figenwertpaar wy und w; mit k # [ gilt:
lwe(t) —wi(t)| >0 Vte[to, tena) und wi(t) > Const. > 0. (1.32)

Trotz dieser Forderung konnen sich je zwei Eigenwerte dieser Matrix aber noch belie-
big nahe kommen und ohne Kreuzung wieder auseinandergehen. 6 nimmt dann sehr
kleine Werte an (6 < 1) und wir sprechen von einer vermiedenen Kreuzung oder
Fastkreuzung der Eigenwerte. Die Eigenwerte kreuzen sich zwar nicht, die Diagonali-
sierung an sich ist aber trotzdem nicht glatt, da die Ableitung der orthogonalen Ma-
trix Q(t) grofe Werte annimmt. ) und damit W sind dann von der GréBenordnung
O(67') und die Beschrinktheit der rechten Seite unserer Differentialgleichung ist
nicht mehr gewéhrleistet, falls % nicht unabhéngig von € beschriankt ist. Wir fordern
deshalb von unserem System, wenn wir es als adiabatisch bezeichnen, nicht nur, dass
sich die Eigenwerte nicht kreuzen, sondern auch, dass fiir § > 0 mit einer Konstanten
C gilt:

<C. (1.33)

Sl



Hamilton-Systeme mit zeitabhédngigen hohen Frequenzen 19

Die Matrizen W (t), W(t) und A(t) besitzen dann eine von ¢ und ¢ unabhingige,
nicht zu grofle Schranke C', d.h.

wml<c, IWoll<c, JAOI<C Vet ted: (1.34)

In Kapitel 1.5.2 werden wir an einem Modellproblem die Problematik und Dynamik
von Fastkreuzungen veranschaulichen und ndher untersuchen. Zunéchst interessiert
uns jedoch der adiabatische Fall, in dem die Eigenwerte ausreichend getrennt bleiben

und die Diagonalisierung glatt ist.

1.5.1 Adiabatische Invarianten

In der adiabatischen Situation, in der (1.32) und (1.33) gelten, konnen wir folgenden

Satz aufstellen und beweisen:

Satz 1 Unter den Voraussetzungen (1.32) und (1.33) gilt fiir n(t)

n(t) —n(to) = O(e) (1.35)
gleichmdf$ig auf beschrinkten Zeitintervallen.

Beweis: Wir integrieren beide Seiten der Differentialgleichung (1.30) von ¢y bis t
und betrachten den j-ten Eintrag des Vektors n

w0 = ny(to) = Y / exp (= 2(64(5) = 0u(5) ) Wao)mu()ds = [ () ds
mit
r(s) = Pi(s)" <L10(S)P0(5)+510(3)QO(3)+T1(S)Tvq U(To(s)qo(s)+eT1(s)Q1(s)n(s), 5))-

Wir schieben im ersten Integral den Term

- _g () = M(s) - = (0 (5) i Ak (s))

ein, integrieren partiell und erhalten
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n;(t) —n;(te) = igi{e}‘p (—é(%“) B (’bk(s))) %] :to

_Zm / (=20~ ) 55 (3 )

to

—/rj(s)ds.

to

ds
0=s

Unter den Voraussetzungen (1.32) bis (1.34) konnen die ersten beiden Terme fiir
j # k durch C-e abgeschétzt werden. Fiir j = k nutzen wir aus, dass die Diagonalein-
trage von W die Groflenordnung O(e) haben und erhalten die gleiche Abschétzung.
In r(s) verstecken sich mit P;(s) ebenfalls oszillatorische Exponentiale, die nach
partieller Integration analog zum ersten Integral die Groflenordnung e liefern. Des
Weiteren treten Ableitungen von pg, qo, Lig, S10, T und U auf, welche in der adia-

batischen Situation alle beschrankt sind. O

Dieses Resultat ist ein Analogon zum quanten-adiabatischen Theorem von Born und
Fock [1], einem Satz aus den Anféingen der Quantenmechanik, der besagt, dass die
Wirkungen |n;|? (die Energie in der j-ten Komponente geteilt durch die Frequenz
A;) iiber Zeiten t = O(1) anndhernd konstant bleiben. Ganz allgemein nennt man
Funktionen, die entlang jeder beschrankten Losung der Differentialgleichung nur um
O(e) von ihrem Anfangswert abweichen, adiabatische Invarianten.

Im adiabatischen Fall ist 7 eine solche adiabatische Invariante, weshalb wir sie auch
als adiabatische Variable bezeichnet haben.

Betrachten wir die Funktionen

L=l G=1....,m), (1.36)

so sind sie ebenfalls adiabatische Invarianten: I;(t) = I;(ty) + O(e) fiir ¢ < Const.
Diese Invarianten I; entsprechen tatséchlich den Wirkungen (Energie geteilt durch
Frequenz), wenn wir von einem Hamiltonsystem (1.2) ausgehen, bei dem die Mas-

sematrix gleich der Identitét ist und die Steifigkeitsmatrix bereits Diagonalgestalt

1) = = (3007 + 28 407,

w; (t)

hat; denn dann gilt
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Ein wichtiges Beispiel dieser Form ist der harmonische Oszillator; eine Funktion, die

folgender skalaren Differentialgleichung zweiter Ordnung geniigt:

d+%f)q=0. (1.37)

Dabei ist w(t) von der 0 weg beschrankt und hat unabhéngig von e beschrinkte

Ableitungen.
Die Hamiltonfunktion in den urspriinglichen Koordinaten hat bereits die Form
1 1 w(t)?
H t) = =p* + = — ¢
(p,q.0) = 59" + 5~

worauf sich die Transformationen erheblich reduzieren. Die Trennung in schnelle und
langsame Variablen wird ebenso wenig bendtigt, wie die ersten vier Transformatio-

nen. Letzten Endes bleibt nur die Reskalierung iibrig und wir erhalten

T % w(t) o wt) o Tw()

H {)=—= — - ——=pq.
(b,¢,1) = 570"+ 54 3om P
Nach der adiabatischen Transformation (1.26) erhalten wir 7(¢) als Losung folgender
Differentialgleichung
() 1 w(t) 0 exp (—% fti w(s) ds) n
t) = -5 —= . 77
2w(t) \ exp <% fti w(s) ds) 0

und die Wirkung I(¢) als adiabatische Invariante
1 /1. w(t)?
I(t) = —= [ 2 4(t)? t?) .
0= (502 + 5 a7

1.5.2 Dynamik von Fastkreuzungen

Im nichtadiabatischen Fall, wenn die Bedingungen (1.32) und (1.33) verletzt werden,
kann es zu sogenannten Fastkreuzungen kommen, wihrend derer sich die Eigenwerte
der Matrix zu einem Zeitpunkt sehr nahe kommen und sich danach wieder voneinan-
der entfernen. Um die Effekte einer solchen Fastkreuzung zu illustrieren, betrachten
wir ein einfaches zweidimensionales Modellproblem.

Es sei M;(t)~! die von § > 0 abhiingige 2 x 2-Matrix

o [ 3P+ 30(t+2) [ t+3 6 i
Mi(t) _< 30(t +2) (2t+3)2+52>_< ) 2t+3>' (1.38)
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Die Diagonalisierung M;(t)~! = Q(¢)2(t)2Q(t)T ist gegeben durch

(gt+3+§¢m 0

: (1.39)

B cos (£(t)) —sin(&(1)) i
v (Sin(f(t>> cos (£(1) ) t A

€)= 7+ % arctan <%) | (1.41)

Fiirt € [—1, 1] ist (1.32) erfiillt, wobei wir der Diagonalisierung entnehmen kénnen,
dass die Eigenwerte von M;(t) am Zeitpunkt ¢ = 0 ihren minimalen Abstand von

w1(0) — wa(0) = 26 annehmen.

5=1 53=0.1 d=0.01
5 5 5
e 4 4 4
2
z 3 3 3
()
K=y
i 2 2 2
1 1 1
-1 (0] 1 -1 (0] 1 -1 (0] 1
Zeit t Zeit t Zeit t
53=1 53=0.1 d=0.01
25 25 25
20 20 20
g
= 15 15 15
o
>
g 10 10 10
2
5 5 5
A
(0] (0] [0}
-1 (0] 1 -1 (0] 1 -1 (0] 1
Zeit t Zeit t Zeit t

Abbildung 1.3: Eigenwerte wq(t) und wy(t) fir 6 = 1, 0.1 und 0.01 (obere Reihe).
Untere Reihe: ||Q(t)]| fiir dieselben Werte von 4.

Die obere Reihe in Abbildung 1.3 veranschaulicht, dass die Eigenwerte fiir grofle
Werte von ¢ (6 = O(1)) immer deutlich getrennt bleiben. Ist ¢ klein, kommt es zu
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einer Fastkreuzung der Eigenwerte. Fine Kreuzung wird dadurch vermieden, dass
die Eigenwerte zur Asymptote des jeweils anderen Eigenwertes iiberwechseln. Die
Tatsache, dass tatséichlich keine echte Kreuzung statt findet, ist in Abbildung 1.3
oben rechts mit blofem Auge nur an Hand des Unterschieds in der Liniencharakte-
ristik zu erkennen.

In der unteren Reihe von Abbildung 1.3 sehen wir, wie die Norm von () wihrend
einer solchen vermiedenen Kreuzung plotzlich auf 4—15 anwéchst und direkt danach
wieder abféllt. Bedingung (1.33) bzw. (1.34) wird also fiir kleine Werte von ¢ ver-
letzt.

Dies hat deutliche Auswirkungen auf das Verhalten der Losung der transformierten
Differentialgleichung (1.30). Ab einem bestimmten Wert von ¢ zeigt n(t) Spriinge
auf einer O(1)-Skala, die innerhalb einer O(d)-Umgebung um ¢ = 0 statt finden.
Abbildung 1.4 zeigt einen solchen nichtadiabatischen Ubergang fiir ¢ = 0.01. Fiir
0 = 0.1 erkennen wir eine deutliche Unruhe in der Wirkungsvariablen um ¢ ~ 0.
Bei kleineren Werten von § verldsst die eigentlich adiabatische Invariante ihre O(e)
Umgebung, springt auf ein neues Niveau und bleibt dort, sobald sich die Eigenwerte
nach der Fastkreuzung wieder getrennt haben. Im Gegensatz zu den winzigen Oszil-
lationen in Abbildung 1.2 sind diese nichtadiabatischen Uberginge auf der groBen
Skala gut sichtbar.

o0=1 0=0.1 6=0.01 0=0.001
0.6 0.6 0.6 0.6
0.4 0.4 0.4 0.4
0.2 0.2 0.2 : 0.2
0 0 0 0
-1 0 1 -1 0 1 -1 0 1 -1 0 1
Zeitt Zeitt Zeitt Zeitt

Abbildung 1.4: Nichtadiabatische Ubergénge; |n;(¢)|? und |ny(¢)|? fiir 6 = 1, 0.1, 0.01
und 0.001; € = 0.01.

Die Dynamik wéhrend einer solchen Fastkreuzung lasst sich am besten untersuchen,

indem wir nahe ¢t = 0 eine andere Zeitskala 7 = % wahlen.
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Die Diagonalisierung M, ()~ = Q(#)Q(t)?Q(t)T der Matrix ergibt dann

3T+ 5+ V41 0
24+1 )]

3
0 3T+g—

Qt)/26 = Q@):(
cos (a(T)) —sm(a(T))) .

sin (a(7))  cos (a(T))

Qt) = @<T>=<

1
a(r) = g + 5 arctan (7).

Wir reskalieren auch die Matrizen

KA

(r) = /OTA(a> do = ®(t)/40* mit A= (2 . )

d -
EQ(ﬂ =

124452

Die Darstellung Q(t) = =2 < —sin(&(6)) —cos(&(t) i > erklért die scharfe Spit-

ze der Hohe (46) ' int = 0.
Die reskalierte Funktion 7(7) = n(t) ist Losung der Differentialgleichung

Fitr) = e (-2280) ) Wi ew (160 ) i) - 7 607),

wobei die Matrix auf der rechten Seite der Differentialgleichung mit W (r) die Ab-
leitung -£ Q(7) enthiilt.

So lange 40% < e und |7| = [t/26| < 1 gilt, ist diese rechte Seite beschrinkt mit Norm
~ 1 und besitzt ebenso beschrénkte Ableitungen nach 7. Im Zeitintervall |7| < 1
(lt| < 26) durchlduft die Funktion 7(7) also Verdnderungen der Groéflenordnung
O(1), falls 4% < € bzw. 0 < 34/ . Dies erkldrt das auf der groferen Zeitskala beob-
achtete Sprungverhalten der eigentlich adiabatischen Invarianten.

Hier wird schon klar, dass jedes numerische Verfahren, welches stiickweise Polynome
als Approximation an W (t) bzw. W () verwendet, Schrittweiten A7 = h/25 < 1 be-
nutzen muss, d.h. h < . Allerdings zeigt die Reskalierung auch, dass die Anzahl der
erforderlichen Zeitschritte zum Erreichen einer bestimmten Genauigkeit innerhalb

des Sprungbereichs [—24, 20] unabhéngig von ¢ ist.



Hamilton-Systeme mit zeitabhédngigen hohen Frequenzen 25

Das Auftreten solcher nichtadiabatischen Ubergéinge ist nicht etwa als irrelevanter,
zufillig auftretender Einzelfall zu verstehen, sondern spielt in Physik und Chemie
eine grofle Rolle. Ein wichtiges Beispiel aus der Molekiildynamik ist die Modellierung
plotzlicher Konformitétsinderungen von Molekiilen wie dem Sehfarbstoff Rhodopsin
21, 29].

Die seit 1932 bekannte Landau-Zener-Formel [20, 30] beschreibt die Abweichung
der Losung 7(t) vom adiabatischen Limes fiir kleine Werte von € und § — 0 und
gibt Grundlagen zur Berechnung einer Wahrscheinlichkeit, mit der nichtadiabati-
sche Uberginge auftreten. Auf Grund der speziellen Form von W und 7 ldsst sich
diese Formel allerdings nicht ohne weiteres auf unser Modellproblem iibertragen. Im
Fall 7 = 0 und geniigend kleinem ¢ kénnen wir auf Grund der Landau-Zener-Formel
allerdings erwarten, dass fiir 462 < ¢ deutliche Ubergénge auftreten.

Hier wird klar, dass die Begriffe einer adiabatischen und nichtadiabatischen Situa-
tion keine streng mathematischen Definitionen sind. Es gibt durchaus Werte von ¢
und e, fiir die kleinere “Wackler” in den adiabatischen Invarianten auftreten, die
nicht mehr von der Gréfienordnung O(e) sind, aber auch noch nicht O(1). Wenn
also im Folgenden von der adiabatischen Situation die Rede ist, sollen (1.32) und
(1.33) mit solchen Konstanten erfiillt sein, dass (1.35) gilt, d.h. n(t) eine adiabati-
sche Invariante ist. Die nichtadiabatische Situation bezeichnet eine Situation, in der
nichtadiabatische O(1)-Ubergiénge in n(t) auftreten, wohl wissend, dass zwischen

adiabatisch und nichtadiabatisch eine Grauzone existiert.



Kapitel 2

Adiabatische Integratoren I:

lineare Phasenapproximation

In der adiabatischen Situation miissen wir nicht lange nach einem einfachen Inte-
grator fiir das oszillatorische Problem mit zeitabhéngiger Hamiltonfunktion (1.2)

suchen. Wir 16sen das langsame Grenzsystem (¢ — 0)

po = —Loopo — Soogo — Ty B V,U(B Togo, t)
Go = My "po+ Ly 21)

fiir pp und ¢p zum Beispiel mit dem Stormer-Verlet-Verfahren und belassen die adia-
batische Variable 7 konstant auf ihrem Anfangswert. Danach transformieren wir die
erhaltene Losung zuriick und bekommen eine Annédherung an die Losung des ur-
spriinglichen Problems (1.4).

Der Fehler in 7 ist iiber kompakte Zeitintervalle wegen (1.35) von der Groflenordnung
O(e). Die Differenz zwischen Losungen des langsamen Grenzsystems (2.1) und Losungen

des eigentlichen langsamen Systems (1.29) ist beschrankt durch

3 / So1(s)Q1(s)n(s) + T()TBTng(B Togo(s), s) BT1(s)Q1(s)n(s)ds |+ O(e?)

to

und

6/ Lio(s)"Q1(s)n(s) ds | + O(£%) .

to

Durch partielle Integration kénnen diese Integrale als O(g?)-Terme identifiziert wer-
den, was mit Hilfe des Gronwall-Lemmas ebenfalls einen Fehler von O(&?) in py und

qo ergibt.

26
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In den urspriinglichen Variablen p und ¢ von (1.2) zeigt sich nach Riicktransformation
ein Fehler von O(¢?) in den Positionen und O(g) in den Impulsen.

Fiir kleine ¢ also kein schlechtes Ergebnis in der adiabatischen Situation, wobei die
Ordnung des Verfahrens (im Fall von Stormer-Verlet Ordnung 2) und damit die
Grofle der Zeitschrittweite noch in den endgiiltigen Fehler eingeht.

Um im adiabatischen Fall Approximationen héherer Ordnung zu erhalten, sind al-
lerdings verbesserte Integratoren notwendig. Im nichtadiabatischen Fall kann mit
obigem Verfahren auf keinen Fall gearbeitet werden, da die Spriinge in 1 von diesem
einfachen Integrator nicht einmal erkannt, geschweige denn aufgelost werden.

Bei der Entwicklung neuer Integratoren miissen zwei Dinge im Auge behalten wer-
den: Vereinfacht man die transformierten Differentialgleichungen (1.29) und (1.30)
an sich, indem man kleinere Terme bei der Integration nicht beriicksichtigt, so nimmt
man eine Veréinderung des Modells vor, wodurch Potenzen von € (und $) als Fehler in
der Approximation erzeugt werden. Wendet man auf eine solchermaflen verénderte
Differentialgleichung ein numerisches Verfahren mit Zeitschrittweite h an, so entste-
hen in der Approximation Fehler in Potenzen von h.

Ziel dieses Kapitels ist es also, die passenden Integratoren fiir das jeweilige Modell
zu entwickeln.

Dabei kénnen wir uns fiir die Behandlung von (1.30) Anregungen aus den Arbei-
ten von Tobias Jahnke und Christian Lubich holen, die numerische Integratoren fiir
eine Differentialgleichung &hnlicher Gestalt wie (1.30) entwickeln und untersuchen
[16, 17, 18, 19]. Die Struktur von (1.30) unterscheidet sich dennoch in ganz substan-
tieller Art und Weise von den dort betrachteten Gleichungen, so ist die Kopplungs-
matrix W dort eine rein schiefsymmetrische Matrix und die Terme der zweiten Zeile
treten dort iiberhaupt nicht auf.

Wir gehen zunéchst von einem einfacheren Verfahren aus, welches wir dann nach

und nach verfeinern.

2.1 Notation

Um die im Folgenden auftretenden Formeln etwas zu verkiirzen, fiihren wir E(®)

ein als 2m x 2m-Matrix mit den Eintragen ey (®) definiert durch

(@) — { exp (£ (01— n)) fiir ki 1 02)

0 sonst.
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Weiter definieren wir durch Wp(¢) den Diagonalanteil von W (t) aus (1.31), wéhrend
Wi (t) = W(t) — Wp(t) die Eintrége ausserhalb der Diagonalen von W (t) enthélt;
Wiy (t) ist also eine Matrix mit Hauptdiagonale Null, Wp(¢) eine Diagonalmatrix,
deren Eintréige von der Gréfenordnung O(e) sind.

Schreibt man zusétzlich e fiir die eintragsweise Multiplikation zweier Matrizen, so
erhélt die transformierte Differentialgleichung fiir n (1.30) folgende Gestalt:

it) = (B@(@) e Wy(®)n(t) + Wp(t) n(t)
_p: <L10p0 + Sioqo + T BTV, U(B Togo + eBTiQun, t)) (2.3)

Als néchstes schreiben wir D(A) und D~ (A) als Matrizen mit den Eintragen

N = M — Moo di(A) = { (o= 2 fir k2 (2.4
0 sonst.
D~(A) ist nicht die Inverse von D(A), aber es gilt D(A) @ D~(A) @ M = M fiir jede
Matrix M mit diag(M) =0 und D(A) e D=(A) e W = W + O(e) fiir jede Matrix W
mit diag(W) = O(e).
Die Definitionen fiir £, D und D~ kénnen auch auf beliebige andere Diagonalma-
trizen ® oder A angewandt werden. Fiir die Funktion ®(¢) aus (1.25) gilt allerdings
weiter
d i

5 B(@(1) = B(®(1) - D(A(®1)). (2:5)

2.2 Verfahren fiir ein vereinfachtes Modell

Zunéchst werden wir einen Integrator 1. Ordnung fiir eine leicht vereinfachte Form
der Differentialgleichung (2.3) konstruieren, der dann mit einem entsprechenden
Verfahren fiir die langsame Differentialgleichung (1.29) gekoppelt wird.

Es sei dazu die Schrittweite h so gewihlt, dass ¢ < h < /e gilt und eine Zeit
t, = to + nh gegeben. Wir integrieren die Gleichung (2.3) von ¢, bis ¢,;; und
erhalten

ho[! Oh Oh Oh
Ntne1) = n(tn) + _/ (E((D(thr% + ?)) ° WN(tTLJr% + 7) + WD(tTLJr% + 7))

Oh

ho[! oh
N(tppr +—=)df — —/ r(t,1 +—)db (2.6)
AR 2/, SEED)
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mit
r(s) = Pus)"(Luo(s)pols) + Siols)aos)
+T1(s)"B"V,U(BTo(s)qo(s) + eBTi(s)Q1(s)n(s), s)) .(2.7)

Falls das Potential U quadratisch ist (U(g,t) = 3¢"G(t)q), vereinfacht sich der

Ausdruck fiir r(s) zu

r(s) = Pi()" (Luo(s)po(s) + Sio(s)aos)
+T1(s)" B"G(s) (B To(s)qo(s) + B Tl(s)Ql(s)n(s))) . (2.8)

Dies wollen wir aber nicht generell annehmen und miissen deshalb (2.7) auf eine

andere Weise giinstig berechnen. Hierzu entwickeln wir V,U um B Tjqo:

VU (BTogo +eBTiQn,s) = VU(BTog,s)
+e VU (B Toqo, s) BTiQ1n
+O(€2)

Gleichung (2.6) wird dann zu

ho[! oh Oh Oh
Wtwr) = 0t + 5 [ (B@(ty + 50 0 Waltuy + 5 + Wolty + 5))
-1

Oh ho[? Oh
M(tyy1 + 7) df — 5/ Pty + 7) df + O(he?) mit (2.9)
-1

H@::P@Y@m@m@+SMWM$+E@U?%U@%@M@MQ
+5TAQTBTV%U(Blb@ﬁm@%s)BI}@ﬁQﬂ@nQO). (2.10)

Dies ist dquivalent zum quadratischen Fall; wir miissen nur den entsprechenden
Gradienten V,U(q,t) = G(t)q und die Hessematrix V2U(q,t) = G(t) einsetzen. Tm
quadratischen Fall tritt allerdings der Modellfehler in Hhe von O(he?) nicht auf,
da die dritte Ableitung von U verschwindet.

Aus der letzten Gleichung werden nun die numerischen Verfahren hergeleitet, indem
wir die Funktionsauswertungen an ¢, , 1 4-6h /2 durch numerisch berechenbare Gréfien
ersetzen. Im ersten Verfahren geschieht dies meist durch Einfrieren der Funktionen

am Intervallmittelpunkt ¢, 1.
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Eine Ausnahme bildet das Integral ®(¢, Lt 0h/2), welches zunéchst linear durch

den Beginn der Taylorreihe approximiert wird:

CI)(thr
W(t,,

+0/2) ~ D(t,,1) + 002 - Alt,, 1) (2.11)
+61/2) & W(t,,1) (2.12)

U(tnﬂ) + n(tn)
5 )

Q

N[ [SIES

Nty +00/2) = (L, 1) =

Die Matrizen Lo, Sio, Tp und T} werden ebenfalls in ¢, 1 ausgewertet, genau wie
die langsamen Variablen py und ¢o. In W, L und S treten die Ableitungen von
), G und vor allem @) auf, die jeweils durch einen entsprechenden symmetrischen

Differenzenquotienten wie

. 1
Q(tn-i—%) ~ E(Q(tn—kl) - Q(tn)) (214)
approximiert werden. Das Integral ®(¢,, +%) = Li"*” > A(s) ds kann durch die Trapez-
regel
h
Bl 1) = O = @ 2 (Altngi2) + Altn_1y2)) (2.15)

oder die Simpsonregel

h
cb(thr%) ~ (DnJrl/Q — (I)n73/2 + E(A(tn+1/2) + 4A(tn,1/2) + A(tnfg/g)) (216)

angendhert werden.
Wir benétigen also bislang zwei Funktionsauswertungen pro Zeitschritt, eine im
Zeitpunkt ¢, +1s die zweite in 4, 1.

Die Gradienten von U miissen im nichtquadratischen Fall allerdings ebenfalls be-
rechnet werden. Falls diese nicht analytisch exakt berechenbar sind, bilden wir dazu

den Differenzenquotienten fiir den jeweiligen Eintrag:

{VqU(BTé’““qo@nH/g),tnm)}j ~ VUt (2.17)

1

=% <U(B T(;Hl/Q(QO(th/z) + he;), tn—l—l/?)

~U(B T§+1/290(tn+1/2), tn+1/2)),

{V2U<BT(?+1/2QO(tn+1/2)7tn+1/2)} ~ {VSUHH/Q}U mit (2.18)

vy
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1 n
{ngn+l/2}ij - ﬁ <U(B TO +1/2(q0(tn+1/2) + hel- + hej), tn+1/2>

~U(B T (qo(tnsrje) + hes), tus/2)
_U(B T5L+1/2(qo(t"+1/2) + he;), tn+1/2)
+U(B T(?Hm%(tnﬂ/z); tn+1/2)> )

wobei e; und e; die jeweiligen Einheitsvektoren bezeichnen. Zur Berechnung dieser
Groflen sind dann natiirlich noch zusétzliche Auswertungen des Potentials U not-
wendig.
Schreiben wir den jeweiligen Zeitschritt als Hochindex, wird (2.9) zu
h 1 " " n+1 n
nn—f—l — nn + 5 / (E((I)n+1/2 + ‘9h/2 An+1/2) ° WN+1/2 + WD+1/2> n 2+ n do
—1
h ' n+1/2 n+1/2\* n+1/
-3 Py (® +0h/2 A2 LT P po(tagaye) + Sty P q0(tasr o)
—1
+(T171+1/2)TBTVqUn+1/2 t+e (T{Hl/?)TBTngnH/?
n+1 n
BTM2Q, (@2 1 ghyo Anr2)y T T ; i ) df, (2.19)
was wir weiter vereinfachen konnen, indem wir W um den letzten Term von (2.19)
erweitern: W" /2 entspricht dabei der urspriinglichen Gestalt von (1.31), wobei Sy
ersetzt wird durch

Si = Su + (T VAT BTV 2 gt (2.20)

Insgesamt ergibt sich

h
,r]n—l—l — 77”+§<E((I)n+1/2)./

-1

1 ,r]nJrl + 77n

E(0h/2 A Y2) dg o W2 ¢ Wg+1/2) 5

h ! n n
—5/ Py(®"H2 4 0h/2 ATTV?)7 df <L 0P po(tnsrye) + Sio a0t )

1
+(Tf“/2)TBTqu”+1/2) (2.21)

und es bleiben noch die Integrale iiber die oszillatorischen Funktionen £ und P; zu

berechnen. Eintragsweise gilt fiir ¢ #

{/ | E(0h)2 A"H1/?) d9} = 2 - <2£ w - A?H/Q))

h <)\@+1/2 _ )\?+1/2>

2¢e J

h
= 2sinc (2 ()\n+1/2 — )\?+1/2>) =: 2I(tn+1/2)” (222)
€

1 ij
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und analog fiir P;:

1
/ Pl(q)nH/Q + 60h/2 A"+1/2) dd = —\}5 ( exp <é <I>g+1/2) , exp( =t <I>g+1/2) )
~1

1
/ exp (LLQmH/2) | exp (2L r1/2) ) do

n+1/2> . exp <7Z q)g+1/2> )

o Sinc"*V/?  Sinc"tl/?2 ) =: 2P (thi12) (2.23)

2 (e

mit
ouH2 = /tnﬂ/2 Q(s)ds und Sinc"t/? .= diag (sinc <i w“lm))m
t 2¢ 7 i1
Ein solcher “adiabatischer” Integrator kann nun kombiniert werden mit einem sym-
metrischen Splitting (siehe auch Kapitel 2.3) zwischen den beiden schwach gekop-
pelten Systemen (1.29) und (2.3). Fiir das langsame System (1.29) empfiehlt sich
das Stormer-Verlet-Verfahren auf Grund seiner guten Stabilitétseigenschaften, wobei
im Falle eines nichtquadratischen Potentials U die Gleichung (1.29) wieder verein-
facht wird. Wir setzen das Verfahren hier ein in Gestalt des symplektischen Euler-
Verfahrens und des adjungierten symplektischen Euler-Verfahrens. Die Komposition
der beiden ergibt das Stormer-Verlet-Verfahren und erlaubt ein symmetrisches Split-
ting der beiden Systeme [9]:
Es sei wieder eine Zeit t,, = to+nh gegeben. Wir beginnen mit einem halben Schritt

des symplektischen Euler-Verfahrens fiir pg und ¢y,

n h n m
POH/2 = Py — §<L00 e + Sooqy + TOTBTqu(B To qO’t"H/?)

+ &(Sor + TTBTV2U(B Ty @ tnir/2) BT Q;n”) (2.24)

n n h n —n
QO+1/2 = gy + §<Mo 1]90“/2 + L, 00d0 + 5L1T0Q1 n )

Dabei werden die Matrizen LOO, Ll(), SOO, 501, T(), T1 und MO wieder in tn+1/2 =
tn + h/2 ausgewertet bzw. die Differenzenquotienten mit (2.14), (2.17) und (2.18)
approximiert.

Q7 bezeichnet das gemittelte Integral iiber die oszillatorische Funktion Q;(t) aus
(1.28) entlang des ersten Halbschrittes,

2 lny1)2
O, ~ E/ Ql(t) dt,
tn
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wobei die Phase ®(t) wieder linear approximiert und das Integral wie in (2.23)

analytisch berechnet wird:

0
QI _ / Ql(q)nJrl/Q + Qh/2 An+1/2) do

— ( —zexp( "H/Q) . iexp (’?’ @3*1/2) )

0
/ exp (LLQPH1/2) | exp (S22 QnH1/2) ) do

1

_ ( —zexp( n+1/2) ’ zexp( ZcDngl/Q) )

R < =20z ((nH1/2) =1 (] — exp (2 QnHY/2))
2 (1/2) (1 - exp (£ Q172)) ). (225)

Anschliessend fithren wir einen ganzen Zeitschritt in 7 wie in (2.21) aus,

1
5 (nn—i—l 4 nn)

—hPi (tns1/2) <L10p6‘+1/2 + S1oqg+l/2 + TITBTVQU”“ﬂ). (2.26)

Nttt = gt h<E(<I>”“/2) o I(tni1y) o W2 + WB+1/2)

Auch hier werden alle Matrizen in ¢, /o ausgewertet bzw. durch den jeweiligen Dif-
ferenzenquotienten ersetzt.
Der Zeitschritt wird durch einen halben Schritt mit dem adjungierten symplekti-

schen Fuler-Verfahren fiir py und ¢q vervollstandigt:

n h n n
ittt = pyt - 2 <Loopo+1 4 Sooay ™t + Ty BTV, U(B Ty gyt g 2)

+ &(Sor + T BTV2U(B Ty 4" tns12) BTH) Qm”+1> (2.27)
n h n n n
gl = q0+1/2 L > (Mo 1]904—1/2 LT o+t 4 e LT Oty +1>

Die Matrizen werden weiter in £,,/, ausgewertet, Qf bezeichnet nun aber das

gemittelte Integral von @ (t) iiber den zweiten Halbschritt:

]- . i n . —i n
QIL = ﬁ < —iexp <E <I>0+1/2> , texp <? <I>0+1/2> )
o < =2ie (Q+1/2) 1 (exp (% 2y )

%(Qn%—l/Q) (exp( —ih Qn+1/2) [) ) (2.28)
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Der Algorithmus dieses Einschrittverfahrens lautet demnach:

Algorithmus
Es seien pga QQa 77”; (I)nil/27 o ) A(tnfl/Z)a A(tn)7 Q(tnfl/Z)a Q(tn)7 M(tn71/2)7 M(tn)7

Ulqy 2y und U (qy) bzw. die Gradienten von U aus vorigen Schritten oder den

Startwerten bekannt.

1.

10.

11.

12.

Werte A(tny1/2), A(tns1), M(tny1/2) und M(t,41) aus.

0 0

Zerlege A= B
0 A

) BT: setze M = BTMB.

I 0
Zerlege A, = C~TC!, definiere C| = ( 0 ), setze M = CTMC; und

berechne K(t,11/2) aus (1.10).

Zerlege M in die Blocke Moo, Moy, Myg und My aus (1.12) und setze My =
Moo, Ml = M11 — MloM(i)lM()l. Berechne K(thrl/Q) aus (113)

. Diagonalisiere M, = Q Q2Q" und berechne K (t,1/2) aus (1.16).

Koo Ko
Ko Kn
aus (1.19) bzw. (1.20).

Zerlege K = ) und berechne damit L(t,41/2), sowie S(t,41/2)

Berechne ®"*+1/2 und ®"! mit (2.15), sowie Q] mittels (2.25).

. Aktualisiere die langsamen Variablen pg und ¢g bis zum ersten Halbschritt

tn+1/2 durch (224)

. Berechne E(®"+Y2), T(t,41/2), W2 und Py durch (2.2), (2.22), (1.31) und

. ersetze Sy; In urc ~11 aus (2. und werte sowie in
(2.23), S11 in W durch S (2.20) und VU, ViU

n+1/2
/ a

9 us.

Fiihre einen Zeitschritt in 7 durch mit (2.26).
Berechne Qf mittels (2.28) und fiihre den zweiten Halbschritt in gy aus (2.27).

Werte VU, sowie V2U in ¢ aus und aktualisiere abschliessend py um den
zweiten Halbschritt (2.27).
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13. Fiihre an den gewiinschten Ausgabepunkten eine Riicktransformation in die
urspriinglichen Variablen durch; verwende dabei obige Funktionsauswertungen

und Matrixzerlegungen.

Vorsicht ist bei der Diagonalisierung von M;(t) geboten, die nur eindeutig ist bis
auf die Sortierung der Eigenwerte und die Vorzeichen der Eigenvektoren. Deshalb
miissen wir darauf achten, dass die Reihenfolge der Eigenwerte in jedem Zeitschritt
dieselbe bleibt und durch die Diagonalisierung keine kiinstlichen Vorzeichenwechsel
der Eigenvektoren ins Spiel kommen. Insbesondere bei der Berechnung der Diffe-
renzenquotienten fiir @ fithren solche unerkannten Vorzeichenwechsel zu erheblichen

Problemen und falschen Ergebnissen.

2.3 Splitting-Verfahren

In Abschnitt 2.2 haben wir einen numerischen Integrator entwickelt, der auf ei-
ner Vereinfachung der gegebenen Differentialgleichungen beruht. Dabei wurde der
Gradient von U an der Stelle B Tyqg + ¢ BT1()1n durch eine abgebrochene Taylor-
entwicklung um B Tpqo ersetzt und ein Modellfehler von O(e?) begangen, falls das
Potential U von hoherer als quadratischer Ordnung ist. Unser Interesse gilt hochos-
zillatorischen Systemen, also Systemen mit kleinen Werten von ¢, so dass wir diesen
Modellfehler stehen lassen konnten.

Allerdings erhalten wir ausgehend von unserem ersten Integrator mit nur wenig
Mehraufwand Integratoren, die ohne einen Modellfehler, also auf die vollstdndigen
transformierten Differentialgleichungen, anwendbar sind. Zudem wird hierbei ein
grundlegendes Prinzip der Konstruktion numerischer Verfahren, das bereits ange-

deutete Splitting, verwendet, so dass wir hier zwei solche Integratoren vorstellen.

2.3.1 Das Impuls-Verfahren

Bei einem Splitting-Verfahren wird die Hamiltonfunktion in zwei Summanden auf-
geteilt, H = H' + H?. Jeder solchermafen abgesplittete Teil wird fiir sich als Ha-
miltonfunktion eines eigenen Subsystems betrachtet, deren Fliisse ¢! und ¢? dann
zum Verfahren zusammengesetzt werden.

Das dabei entstehende sogenannte “Impuls-Verfahren” lautet:

By = @it © P}, 0 P o,
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wobei wir wieder an Zeitschrittweiten h > ¢ interessiert sind.

Die urspriingliche Idee hinter den Impuls-Verfahren ist ein Splitting der Hamilton-
funktion in einen Teil mit langsamer Dynamik, H%°Y, und einen Teil mit schneller
Dynamik, H¢, Der Fluss des langsamen Systems cpfll/%w wird dann wie ein Impuls
nur am Anfang und Ende eines Zeitschritts gesetzt, wihrend mit dem Fluss des
schnellen Systems gpffﬁ\t, eine zu wahlende Anzahl N kleiner Schritte dazwischen ge-
macht werden [8], Kapitel VIII.

Hier werden wir den etwas umsténdlich auszuwertenden, aber in der Dynamik lang-
samen Teil des Potentials U als H? von der Hamiltonfunktion absplitten und im
Mittelteil des Verfahrens den adiabatischen Integrator des vorigen Abschnitts ein-
setzen (vgl. [8], Kapitel XIV).

Wir zerlegen also
U(B(t)Togo(t) + ' *BOTi (D) (t), 1) = U(B(t)Togo(t), ) + R(q(t), 1)

und definieren R(q(t),t) als Differenz der beiden Potentiale. Das Splitting der Ha-

miltonfunktion erfolgt nun durch

1 _ 1 1
H'(p,E,q,t) = éngo(t) 'po + 2—829?9(75)]91 + % 4 Qt)q

"L + 5 a7 S0 + UBOTom(0), 1) + F,  (2.29)
H*(p,E,q,t) = R(q(t),1). (2.30)
Die Bewegungsgleichungen des ersten Subsystems lauten demnach
Po = —Loopo — Sooqo — €S01Q1m — T(;‘FBTVqU(B Toqo, 1)
Go = My 'po+ Lo+ eLiyQin
7 = exp (—g@) W exp (é@) n— Py (Llopo + 510q0>

t =1

w=re( S
0 %

Zur Approximation des exakten Flusses dieses Systems setzen wir unser adiabati-
sches Verfahren aus Kapitel 2.2 ein, wobei wir keinen Modellfehler mehr begehen

und die Formeln erheblich vereinfachen konnen:
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~1

Ph -
n n h n n n
o™ = - 2 <L00p0+1/2 +Soody + Ty B'VU(BTo g, tasif2)
+ eSn Qfﬁn)
n n h — -n"
q0+1/2 — @+ 5 <M0 1pg+1/2 N A s o )

1
- (T,nJrl 4 nn)

g = gty h(E(Q)”“/Q) ¢ L(tni1)2) @ W]%+1/2 " Wg+1/2> ;

—hP1 <L1op8+ /2 + S, qn+1/2>
n h mn
ittt o= ot - 2<L oo+ Seoqptt + TI BTN U (B To g5 by so)
+ 6501QJr nH)

h
@ttt = @t 2 <M61p3+1/2 + Loogo ™ +eL1,Q7F ”“)
Die Matrizen werden wieder in ¢,/ ausgewertet bzw. entsprechend approximiert.

Die Bewegungsgleichungen des zweiten Subsystems ergeben sich als

T BY (VU (B Togo + €28 Tig1,1) = V,U (B Togo, 1))
- _ (2.31)
e?TI BTV, U(B Togo + VB Tyqy, t)
q =0
i = 0.
Auch hier werden p; und ¢; wieder in 7 ausgedriickt und wir erhalten fiir (2.31)
po = ~Ty BT (V,U(BTogs + eBTiQun.t) — VoU(B Toao, )
n = —PTIB"V,U(BTyq +eBTiQin,t).
Zusammen mit £ = 0, sowie ¢ = 0 konnen wir die Argumente der Matrizen in der
Zeit t, bzw. in den Positionen ¢ einfrieren. P;(t) und Q(t) sind wieder definiert

durch die oszillatorischen Matrixexponentialfunktionen (1.28). Dabei gilt Q1P =0
und damit ()11 = 0, also Q1 = Const.
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Dies erméglicht es uns, auch das Argument des Potentials U in 1" einzufrieren und

das zweite System durch den exakten Fluss o7 /2 70 16sen:

Ohp (2.32)
M, n h n n n
o= - T (qu(B Toq + eBTQu" t,) — V,U(B Toqo,tn))
h
Mmo= - §P1*T1TBTVQU(B Toqh + eBTiQ1n",t,). (2.33)

Die hier berechneten Werte liefern zusammen mit ¢y = ¢ die Startwerte fiir den
adiabatischen Integrator ¢;, worauf eine erneute Anwendung von ¢ /o it den Start-

werten pgtt, gt und ™t folgt:

), = 90%/2 © 95}1L © Spi/Q :

2.3.2 Das gemittelte Impuls-Verfahren

Eine etwas storende Eigenschaft des Impuls-Verfahrens ist die Auswertung der hoch-
oszillatorischen Funktionen P; und ()7 in einem einzelnen Zeitwert t,,, wie sie in gp% /2
auftritt. Auch wenn ¢ = 0 gilt, kénnen wir uns hier doch etwas mehr Miihe geben
und dadurch die Akkumulation oszillatorischer Fehlerterme, wie wir sie in Kapitel
2.4 und 2.5 beobachten werden, reduzieren.

Wir verwenden zu diesem Zweck das sogenannte “mollified” oder gemittelte Impuls-
Verfahren (vgl. [8], Kapitel XIV).

Es unterscheidet sich von obigem Impuls-Verfahren ausschliellich dadurch, dass die
Matrizen P;(t) und Q:(t) in o7 /o nicht mehr an einem Punkt des Intervalls ausge-

wertet werden, sondern durch die gemittelten Integrale

1 t+h

Pi(t) ~ ST Pi(s)ds
1 ttJrh

Ql(t> ~ % - Q1(8>d8

ersetzt werden.
Diese werden wieder ndherungsweise berechnet, indem wir die Phase ®(s) im Argu-

ment von P; und @) linear approximieren. Es ergibt sich also:

Pi(t,) = % ( exp (é @6‘) exp (’f q)g) ) ° < Sinc™, Sinc” )
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Qi(t,) = % < —iexp (L ®F) iexp (L DF) ) o ( Sinc”, Sinc” )

tn m
oy = / Q(s)ds und Sinc" := diag (sine (g w;z)) .
to 7j=1

Die Mittelung der oszillatorischen Funktionen P;(t) und () (¢) entspricht dem Er-
setzen des Potentials U(q,t) durch ein verindertes Potential U(q,t) mit

Ulq,t) =U(BTyq + *BT1Sq,t), S(t) = Sinc (¢). (2.34)
Mit dem derart verdnderten Potential U wird o7 /o 211

1) n h n n n
o= - ST (qu(B Toqt + e BT, Qi t,) — V,U(B Toqo,tn))

AN n h * n n
W= "= SPIT BV U(BTogy +eBTiQu" ).

Und wie gewiinscht gilt:

1 t+h
Pit) = SOPO) =5; [ RGs)ds+00)
t+h
Ql(t> = S(t)Ql(t> = % - Ql(S) dS + O(h)

Diese Mafinahme eliminiert den ungewiinschten Effekt von Schrittweitenresonanzen,

wie wir in den Beweisen der Fehlerabschétzungen von Kapitel 2.4 sehen werden.

Wir haben nun drei Integratoren mit unterschiedlichen Eigenschaften entwickelt, ba-
sierend auf verschiedenen Ansétzen (Modellvereinfachung durch Weglassen kleiner
Terme bzw. ein Splitting der Hamiltonfunktion). Allen gemeinsam ist der Ansatz,
die Phase ®(t) linear zu approximieren. In Kapitel 2.4 werden wir sehen, dass wir
mit diesem Ansatz einen Fehler von O(h*) + O(ch) in den Positionen und O(h)
in den schnellen Impulsen erhalten, sofern die Eigenwerte einen ausreichenden Ab-

stand zueinander haben. Verbesserungen kénnen wir also in zwei Punkten anstreben:

e cine Erhohung der Ordnung auf zwei auch in allen Impulsen,

e cine Schrittweitensteuerung, mit der wir das Verhalten von n durch nichtadia-
batische Uberginge verfolgen kénnen, ohne iiber das ganze Zeitintervall kleine

Schritte verwenden zu miissen.
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In Kapitel 3.1 und 3.2 werden wir uns dem ersten Punkt zuwenden; die Problematik

von Fastkreuzungen wird Thema des Kapitels 2.6 sein.

2.4 Fehleranalyse: Resultate

Das typische Vorgehen in der Fehleranalyse von Verfahren fiir gewthnliche Differen-
tialgleichungen erfordert zunéchst die Untersuchung des lokalen Fehlers, das heifit
des Fehlers nach einem Schritt des Verfahrens. Betrégt dieser lokale Fehler O(h?™!)
mit p € N, so besitzt ein numerisch stabiles Verfahren einen globalen Fehler von
O(h?). Der globale Fehler, der nach n € N Schritten berechnet wird, ist gegeniiber
dem lokalen Fehler um eine h-Potenz reduziert, da sich die lokalen Fehler im Fort-
schreiten des Verfahrens akkumulieren.

Die Fehleranalyse besteht hier also aus zwei Teilen: der Abschétzung des lokalen
Fehlers und der Berechnung der Fehlerakkumulation.

Dabei erinnern wir uns zunéchst an die in Kapitel 1.3 formulierten Ziele. Die adiaba-
tischen Integratoren sind zeitsymmetrisch und benétigen zwei Funktionsauswertun-
gen pro Zeitschritt; die letzten beiden Ziele sind also bereits erreicht. Wir wir bereits
vermutet haben, wird die lineare Phasenapproximation allerdings nicht ausreichen,
um in allen Variablen die gewiinschte Genauigkeit von global O(h?) zu erreichen. In
welchen Variablen dieses Ziel erreicht wird, werden wir hier als Resultat angeben,
die entsprechenden Beweise finden sich aus Griinden der Ubersichtlichkeit in Kapitel
2.7 und 2.8.

Zunéchst formulieren wir die Voraussetzungen, die fiir alle Lemmata, Satze und

Theoreme dieses Kapitels Grundlage sind:

V1 Es gilt die Energiebeschrankung H(p, q,t) < Const. fiir die Anfangswerte und
die Funktionen in (1.2) sind ausreichend oft differenzierbar (C* mit unabhiingig

von ¢ beschrinkten Ableitungen).

V2 Die orthogonale Matrix @Q(¢) aus (1.15) hat beschriankte Ableitungen mit
O(t) = O(5) wnd O(t) = O(5-2).

V3 Die Frequenzen wy(t) erfiillen fiir alle Zeiten ¢ € [ty , tenq] die Ungleichungen
|we(t) — wi(t)| > § und wi(t) > Const. >0 Vk,l=1,...,m mit k # [.

V4 Die Schrittweite h erfiillt ¢ < h < \/e.
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In einigen Sétzen bzw. allen Theoremen betrachten wir zudem ausschlieBlich die
adiabatische Situation mit % < Const.

V4 bedeutet dabei nicht, dass die Verfahren fiir Schrittweiten h < ¢ keine guten
Resultate liefern bzw. wir nicht in der Lage sind, fiir diesen Fall eine Fehlerana-
lyse durchzufiihren. Im Gegenteil: mit Zeitschritten unterhalb der Oszillationswel-
lenldnge kann das Verfahren die Oszillationen auflosen und damit deutlich kleinere
Fehler und bessere Fehlerabschétzungen erreichen. Unser in Kapitel 1.3 formuliertes
Ziel war es aber, Integratoren zu entwickeln, die auch mit Schrittweiten h > ¢ eine
akzeptable Genauigkeit erreichen. Deshalb liegt unser eigentliches Interesse an einer
Fehlerabschétzung fiir diesen Schrittweitenbereich und wir beschréinken uns in der

Fehleranalyse auf eine Argumentation fiir ¢ < h < y/e.

Satz 2 Unter den Voraussetzungen V1-V4 gelten fiir den lokalen Fehler des adia-
batischen Verfahrens mit linearer Phasenapproximation fiir ein vereinfachtes Modell
(Kapitel 2.2) folgende Abschitzungen:

o5 — polto + )| = O(W*/6%) (2.35)
lgg — qo(to + 1) = O(h?/57) , (2.36)
In* =t + bl = O(r*/5°) . (2.37)

Die durch O symbolisierten Konstanten hdngen dabei nicht von e, § und h ab, die

Koordinaten bezeichnen die transformierten Koordinaten von (1.29) und (1.50).

Beweis: Siehe Kapitel 2.7.

Wir haben bei diesem Verfahren exemplarisch das Auftreten der Potenzen von 4 im
Nenner verfolgt, um das Verhalten der Verfahren beim Durchlaufen von Fastkreu-
zungen zu untersuchen. An Hand der Fehlerabschéitzungen erkennen wir, dass kleine
Werte von ¢, insbesondere 0 < /¢ bzw. § < h, die Fehleranalyse und Konvergenz
des Verfahrens derart untergraben kénnen, dass wir nur noch bis zur Sprungstelle
von n bzw. der Fastkreuzungsstelle eine gute Approximation erwarten kénnen.

Um trotz kleiner Werte von ¢ ein gutes Gesamtergebnis zu erzielen, miissten wir
die Schrittweite h deutlich kleiner wéhlen und damit die Potenzen von § im Nenner
kompensieren. Uber das gesamte Zeitintervall wird ein solches Vorgehen zum einen
teuer und steht zum anderen im Gegensatz zu unserem Ziel, Schrittweiten h > e

verwenden zu konnen.
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Der Parameter ¢ ist allerdings nur in dem kleinen Bereich wirksam, in dem der
Sprung statt findet. Danach wiirde das Verfahren auch mit gréfleren Schrittwei-
ten wieder gute Approximationen liefern, so dass wir in Kapitel 2.6 nach einer
Moéglichkeit suchen werden, ausschliellich im Sprungbereich mit kleinen Schritten

voran zu gehen und auf dem restlichen Intervall Schrittweiten h > ¢ zu verwenden.

Aufgrund der Tatsache, dass die von 0 verursachten Effekte ausschlielich auf einem
Intervall der Lange § wirksam sind, gehen wir bei der Untersuchung des globalen Feh-
lers von der adiabatischen Situation mit % < Const. aus. In dieser Situation lasst sich
der globale Fehler in den urspriinglichen Variablen von (1.6) aus den Abschétzungen
von Satz 2 durch Untersuchung der Fehlerakkumulation und Riicktransformation

herleiten:

Theorem 2 Unter den Voraussetzungen VI1-Vj und % < Const. gelten fiir den glo-
balen Fehler des adiabatischen Verfahrens mit linearer Phasenapproximation fir ein

vereinfachtes Modell (Kapitel 2.2) nach Riicktransformation folgende Abschdtzungen:

lpg — po(ta)l = O(h?), (2.38)
lag — ao(ta)l = O(h%) (2.39)
IpY =it = O(h) | (2.40)
lat —ai(ta)l = O(eh) (2.41)

mit von € und h unabhdngigen Konstanten.

Beweis: Siehe Kapitel 2.7.

Fiir h > ¢ erreichen wir also tatséchlich zweite Ordnung in den Positionen und lang-
samen Impulsen, nur die schnellen Impulse sind durch O(h) beschrénkt. Durch den
begangenen Modellfehler sind Fehlerterme verschiedener Potenzen von e entstan-
den, welche eine Stagnation der Fehlerkurve ab einem bestimmten Punkt (h < ¢)
bewirken. Bei einer Untersuchung von Schrittweiten h > ¢ fallt dies nicht weiter ins
Gewicht; wir werden jedoch sehen, dass sich dieses Verhalten durch Anwendung der

Splitting-Verfahren in eine dauerhaft fallende Fehlerkurve veréindern lésst.

Die Fehleranalyse der Splitting-Verfahren unterscheidet sich von der vorigen Analy-
se dadurch, dass wir zunéchst einen diskreten Adiabatensatz zeigen und von diesem
aus zum globalen Fehler {ibergehen. Dabei geht auch ein, dass wir den globalen Feh-

ler unseres ersten Verfahrens bereits analysiert haben.
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Der diskrete Adiabatensatz ist allerdings auch unabhéngig von der Untersuchung
des Fehlers von Interesse. Wann immer ein System in Physik, Chemie, Biologie o.4.
ein bestimmtes Verhalten zeigt, ist es natiirlich wiinschenswert, dieses Verhalten
auch im Verhalten des numerischen Verfahrens wieder zu finden. Man spricht auch
von geometrischer numerischer Integration [§].

In der Situation dieser Arbeit existiert mit der transformierten Variablen n eine
adiabatische Invariante, fiir die gilt: n(t) = n(ty) + O(e) (vgl. Kapitel 1.5). Wir
wiinschen uns also fiir die numerische Losung 7", dass diese sich ebenfalls nur in
einem kleinen Wertebereich um eine Konstante bewegt. Aufgrund von Schrittwei-

tenresonanzen erhalten wir zunéchst allerdings nur (vgl. [8], Kap. XIV)

Satz 3 Unter den Voraussetzungen V1-Vj und % < Const. gilt nach n Schritten
des Impuls-Verfahrens fir nh <T < Const.,

N =n"+0,+O(e). (2.42)

Dabei ist o, eine Summe iber die rechte Seite von (2.33):

on =—h Z "Pr(t;) Th(t;) " B(t;)"VU(B(t;)Tog) + e B(t)Th(t;) Q1 (t)n, t5).

(2.43)
Der Strich am Summenzeichen zeigt an, dass der erste und letzte Summand jeweils
mit dem Faktor % multipliziert werden.
Weiter gilt

lon|| < Ck  mit k= max max
0<nh<T K

- i
hZexp (gqbk(tj)) H . (2.44)
7=0
Beweis: Siehe Kapitel 2.8.

Die GroBe von r in (2.44) wird durch Resonanzen zwischen der Schrittweite h und
den Frequenzen bestimmt, weshalb x auch als Resonanzindikator bezeichnet wird
[8]. Typischerweise gilt kK = O(h), in resonanten Situationen kann x allerdings auch
Werte der GroBienordnung O(1) annehmen.

In Kapitel 2.5 konnen wir das Auftreten dieser Resonanzen direkt an den Fehlerkur-

ven beobachten, hier widmen wir uns zunédchst dem globalen Fehler des Verfahrens:
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Theorem 3 Unter den Voraussetzungen V1-V4 und % < Const. gilt nach n Schrit-

ten des Impuls-Verfahrens fiir die riicktransformierten Koordinaten
p” —po(tn) = O(h?*) + O(er)
—qo tn) = (h2) + O(ek)
) = O(k)
)

1(tn
tn) = O(er).

(
L~ Q (

n

Die durch O symbolisierten Konstanten hdngen dabei nicht von €, n und h ab,

solange nh < Const. gilt.
Beweis: Siehe Kapitel 2.8.

Dem Problem der Schrittweitenresonanzen kénnen wir durch eine Erhéhung der
Ordnung begegnen, was allerdings eine Erhchung des Aufwandes mit sich bringt.
Wie wir in den folgenden Fehlerabschétzungen sehen werden, erzielen wir bereits
eine grofe Verbesserung, indem wir das gemittelte Impulsverfahren verwenden. Am

Anfang steht wieder ein diskreter Adiabatensatz:

Satz 4 Unter den Voraussetzungen V1-Vj und % < Const. gilt nach n Schritten
des gemittelten Impuls-Verfahrens fiir nh <T" < Const.,

n" ="+ O(h) + O(e) . (2.45)
Beweis: Siehe Kapitel 2.8.
Damit haben wir den Effekt von Schrittweitenresonanzen durch Elimination des
Resonanzindikators x in dem Verfahren fiir » und damit im Fehler der schnellen Va-

riablen reduziert. Auch in den langsamen Variablen erhalten wir nun O(eh) anstatt

O(ek) und fassen zusammen:

Theorem 4 Unter den Voraussetzungen V1-V4 und % < Const. gilt nach n Schrit-

ten des gemittelten Impuls- Verfahrens fir die ricktransformierten Koordinaten

Py — poltn) = (’)(h2)

—qo(tn) = 0O(h?)
pitn) = O(h)
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Die durch O symbolisierten Konstanten hdngen wieder nicht von €, n und h ab,

solange nh < Const. gilt.
Beweis: Siehe Kapitel 2.8.

Da dieses Verfahren dieselben Funktionsauswertungen verwendet, wie wir sie auch
fiir den ersten Integrator oder das Impulsverfahren benotigen, erscheint es auf Grund
der Fehleranalyse sinnvoll, Modellfehler und Schrittweitenresonanzen durch die An-
wendung des gemittelten Impuls-Verfahrens zu umgehen.

Im néchsten Kapitel werden wir alle drei Verfahren auf verschiedene Beispiele an-

wenden und sie dadurch einem Praxistest unterziehen.

2.5 Numerische Beispiele

Zunéchst betrachten wir ein in der Mechanik sehr gebréuchliches Beispiel, das Pro-
blem von Fermi, Pasta & Ulam [4]. Wir untersuchen hier die in [8], Kapitel 1.4,
betrachtete Modifikation und wenden die drei Verfahren des vorigen Abschnitts an.
Im zweiten Teil dieses Abschnitts verwenden wir die Verfahren dann fiir das Fast-
kreuzungsbeispiel aus Kapitel 1.5.2, um die Auswirkungen der Fastkreuzungsdyna-

mik auf das Verhalten der adiabatischen Integratoren zu untersuchen.

2.5.1 Ein Fermi-Pasta-Ulam Problem

Wir betrachten eine Kette von 2m Massepunkten, die abwechselnd mit weichen,
nichtlinearen und harten, linearen Federn verbunden sind; die Kette ist an den End-

punkten fixiert. Abbildung 2.1 illustriert diese Situation.

hart weich
linear nichtlinear

Abbildung 2.1: Kette mit alternierenden weichen, nichtlinearen und harten, linearen
Federn.

Die Variablen ¢i,...,qm (@0 = Gam+1 = 0) stehen dabei fiir die Auslenkung der

jeweiligen Massepunkte, p; = ¢; fiir deren Geschwindigkeiten.
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Die Bewegung wird durch ein Hamiltonsystem mit Gesamtenergie

1

H(p,q,t =5 ; Phi1 +P%i) + w(4) ; (goi — q2i1)” + ; q2i+1 — q2’L

beschrieben, wobei w(t) grofl ist, also w(t) = a(t)/e.

Wir fiithren neue Variablen ein (vgl. [8], Kapitel 1.5), indem wir mit dem Spaltenvek-
torzgp,, i = 1,...,m, die skalierte Auslenkung der i-ten steifen Feder bezeichnen, mit
x1,; deren skalierte Dehnung oder Kompression und mit y,; bzw. y; ; die jeweiligen
Geschwindigkeiten oder Impulse:

To; = (qoi+ Gai—1) /\/57 z1; = (G2 — G2i—1) /\/57

(2.46)
Yoi = (pai +p21‘71) /\/Z Yi = (Pzz' — P2i-1) /\/i
Es entsteht wieder ein Hamiltonsystem mit Hamiltonfunktion
1 1
H(z,y,t) = 5y M~ Wt — 520 e At)x + U(x),
dabei ist
Zo,i Yo,i .
T = , Y= , 1=1,...,m,
( L1 > < Yt >
M = I, die 2m-dimensionale Identitét,
0 0 ) . T .
Alt) = eine 2m x 2m-Matrix mit Diagonalmatrix A; und
0 Oé(t)2A1
1 m—1
Ulx) = 1 <(IB0,1 - x1,1)4 + Z (0,41 — 1,41 — Zo,; — $1,i)4 + (xo,m + xl,m)4)-
i=1

A(t) ist dabei symmetrisch und positiv definit, falls a(¢) # 0 und A; eine Diagonal-
matrix mit positiven Eintrégen ist.

Wir kénnen also unsere Verfahren aus dem vorigen Abschnitt anwenden, wobei eine
Umbenennung von z in ¢ und y in p den gewohnten Formalismus liefert. gy (= z0)
spielt wieder die Rolle der langsamen Positionen, ¢; (= z1) die der schnellen und py
bzw. p; sind die zugehorigen Impulse.

Wir wihlen m = 3, ¢ = 0.01, a(t) = 1+ 3 sin¢ und A, = diag(1,2,4); als Startwerte
verwenden wir ¢(0) = (1,0,0,¢,0,0)” und p(0) = (1,0,0,1,0,0)7.
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In Abbildung 2.2 sehen wir den iiber ¢t € [0,5] gemittelten Fehler, logarithmisch
geplottet gegen die jeweils verwendete Schrittweite.
Wir konnen dabei unterschiedliche, bereits angesprochene Eigenschaften der Verfah-

ren erkennen.

Fehlerin Py Fehler in d,
10° 10°
:I.O_5 ‘/./’/./ 10_5 /)////
107 107 107 107 107 107
Schrittweite h Schrittweite h
Fehler in P, Fehler in a,

107 1072 10 10° 1072 10°

Schrittweite h Schrittweite h

Abbildung 2.2: Gemittelter Fehler des 1. Verfahrens (durchgezogen), des Impuls-
Verfahrens (gepunktet) und des gemittelten Impuls-Verfahrens (gestrichelt), geplot-
tet gegen die Schrittweite fiir ¢ = 0.01.

In der oberen Reihe wurde der Fehler in den langsamen Variablen py und ¢ geplot-
tet. Klar erkennbar ist dabei der vom ersten Verfahren begangene Modellfehler. Er
bewirkt, dass die Fehlerkurve fiir A < e nicht weiter fallt, sondern bei einem Fehler
der GroBenordnung O(e?) stagniert. Auch in den schnellen Variablen ist diese Sta-
gnation erkennbar, allerdings tritt sie auf Grund der Transformation nach 7 erst fiir
h < £3/% auf. Wir erkennen auerdem einen Unterschied in der GréBenordnung O(¢)
zwischen p; und ¢;, der durch die Riicktransformation und Reskalierung entstanden

ist und uns bereits durch die Fehlerabschitzungen begleitet hat.
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Der Vergleich der beiden Splitting-Verfahren zeigt die Auswirkungen des Resonanz-
indikators k. Wahrend das Impuls-Verfahren im interessanten Schrittweitenbereich
h > ¢ durch sich aufsummierende Oszillationen einen unruhigen Fehlerverlauf zeigt,
bewegt sich der Fehler des gemittelten Impuls-Verfahrens entlang einer glatten Kur-
ve.

An den Steigungen der doppeltlogarithmisch aufgetragenen Fehlerkurven koénnen
wir die Ordnung der Verfahren ablesen. Diese Steigungen bewegen sich fiir alle Va-
riablen in der Gréflenordnung von 2, was den Aussagen der Theoreme aus Kapitel
2.4 fir pg, o und ¢; entspricht. Die theoretisch reduzierte Ordnung der Verfahren
in den schnellen Impulsen p; findet sich fiir dieses Beispiel in unserem Experiment
nicht wieder. Die Verfahren bewéhren sich also zumindest in diesem Praxistest bes-
ser als ihre theoretisch nachpriifbaren Eigenschaften.

Eine weitere interessante Fragestellung ist die Uberpriifung des Nutzens unseres
theoretischen Aufwandes. Verhalten sich die durch die Transformationen und Inte-
gration entstandenen Verfahren deutlich besser als wohlbekannte Algorithmen? Wir
haben einen Test gemacht und das Stormer-Verlet-Verfahren auf das urspriingliche
Hamiltonsystem (1.2) bzw. (1.4) angewandt. Die logarithmischen Fehlerkurven der
verschiedenen Variablen sind in Abbildung 2.3 dargestellt.

Fehler in Py Fehler in 9
10 10

107 //// 10° -

10 1072 10 o 1072
Schrittweite h Schrittweite h
Fehler in P, Fehler in a,
10° /// 10°
107 107
107 107 10" 10°
Schrittweite h Schrittweite h

Abbildung 2.3: Gemittelter Fehler des Stormer-Verlet-Verfahrens, geplottet gegen
die Schrittweite fiir € = 0.01.
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Zunichst fallt auf, dass das Stormer-Verlet-Verfahren erst fiir A < 1072 zufrieden-
stellende Ergebnisse liefert. Dies liegt insbesondere an den Problemen, die durch die
Schwierigkeiten in der Approximation der hochoszillatorischen Variablen p; bzw.
¢1 entstehen. Fiir A = 1073 erhalten wir in p; gerade mal einen Fehler in der
Grofenordnung von 107!, Die adiabatischen Integratoren liegen da schon bei O(107%).
Fiir h > 1073 bzw. h > ¢ liefert das Stormer-Verlet-Verfahren kein akzeptables Er-
gebnis. Das Stormer-Verlet-Verfahren ist ein ubiquitédres Verfahren in Mathematik,
Physik und vor allem Chemie und Biologie, dessen gute Langzeiteigenschaften man
seit Jahrzehnten schétzt und nutzt [8]. Allerdings muss es, wie die meisten anderen
Verfahren auch, bei hochoszillatorischen Problemen sehr kleine Schritte verwenden,
um diese Oszillationen aufzulosen. Mit den speziell auf diese Problematik zugeschnit-
tenen adiabatischen Integratoren haben wir also tatsédchlich unser Ziel erreicht, In-
tegratoren mit Schrittweiten h > e stabil auf Probleme dieser Art anwenden zu
konnen.

Doch wie verdndert sich die Situation, wenn Fastkreuzungen der Eigenfrequenzen ins

Spiel kommen? Im néchsten Abschnitt werden wir dies an einem Beispiel illustrieren.

2.5.2 Ein Problem mit Fastkreuzung

Wir wollen in diesem Kapitel exemplarisch die Auswirkungen von Fastkreuzungen
der Eigenfrequenzen auf das Verhalten der numerischen Losungen veranschaulichen.
Dazu bedienen wir uns wieder des in Kapitel 1.5.1 verwendeten Modellproblems,
hier in Form von
1 _ 1
H(p.g,t) = 50" M(6)"'p+ 554" A(t)g + Ulg, 1)

mit

M) =1d., U(q,t)z()undA(t):<8 Alo(t)>7 Al(t):<t4(;3 2;13)

Dadurch, dass das Potential U konstant ist, verschwinden die Unterschiede zwischen
den drei Verfahren und wir beschrédnken uns auf die Untersuchung des ersten Ver-
fahrens. Ein Modellfehler tritt nicht auf.

Die langsamen Variablen py und ¢y verhalten sich ebenfalls in besonderer Art und
Weise: pg bleibt konstant, wiahrend ¢q eine lineare Bewegung durchfiihrt. Auf Grund

der besonderen Wahl des Beispiels belésst der adiabatische Integrator py ebenfalls
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auf dem Startwert und berechnet ¢o mit einem durchschnittlichen Fehler von nur
10713, so dass wir uns hier auf die schnellen Variablen konzentrieren. Wir sind oh-
nedies vor allem am Verhalten des Verfahrens beim Auftreten von Spriingen in 7
interessiert, so dass wir mit einem Fokus auf die schnellen Variablen gerade die in-
teressanten Bewegungen verfolgen kénnen.

Abbildung 2.4 zeigt in der oberen Reihe den tiber ¢ € [—1, 1] gemittelten Fehler in
den schnellen Impulsen p; und in der unteren Reihe den der schnellen Positionen
¢1- Dabei werden vom linken zum rechten Diagramm kleiner werdende Werte von &
verwendet und der jeweilige Fehler logarithmisch gegen die Schrittweite geplottet.

o=1 0=0.1 0=0.01
(YN
100 100 100
Q_H
£
% N 10°° 10~°
% 10
102 107t 107 107t 107 107
Schrittweite h Schrittweite h Schrittweite h
o=1 0=0.1 6=0.01
100 100 100
O_t—i
=
o}
5107 10° 10~°
% 10
- —_— _2 _1
102 10 102 107" 10 10
Schrittweite h Schrittweite h

Schrittweite h

Abbildung 2.4: Fehler in den schnellen Variablen, geplottet gegen die Schrittweite
fiir e =0.01, 0 =1, 0.1, 0.01.

Wir bemerken zunichst wieder den durch die Riicktransformation entstandenen Un-

terschied zwischen p; und ¢; in der GroBenordnung von € = 0.01.
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In Kapitel 1.5.2 haben wir dieses Beispiel theoretisch untersucht und festgestellt,
dass die Eigenfrequenzen ¢; fiir 6 = 1 getrennt bleiben und wir fiir das Verfahren
ein Verhalten wie im vorigen Abschnitt erwarten kénnen. Dies zeigt die linke Spalte
mit einer konvergenten Fehlerkurve (-geraden). Nimmt ¢ kleinere Werte an, verliert
die adiabatische Invariante 7 ihre charakteristische Eigenschaft, beginnt zu wackeln
und zeigt fiir § ~ 0.05 schlieBlich einen Sprung auf einer O(1)-Skala. Mit diesem
Sprung bekommen unsere Integratoren Probleme, wenn die Schrittweite nicht klein
genug ist, wie wir im mittleren und rechten Teil von Abbildung 2.4 ablesen kénnen.
Der lokale Fehler in 7, den wir in Abschnitt 2.4, Satz 2 untersucht haben, hat die
GroBenordnung O(h?/6%) + O(eh/§3). Wir kénnen also nur dann einen kleinen Feh-
ler und Konvergenz erwarten, wenn wir mit der Schrittweite h deutlich unter dem
Wert von ¢ bleiben. Dieses theoretische Ergebnis bestétigt sich hier im Experiment.
Fiir Schrittweiten h > § bzw. h ~ ¢ erhalten wir weder Konvergenz noch einen
akzeptablen Fehler. Erst fiir h < ¢ konvergiert das Verfahren mit der vertrauten
Ordnung. Das ganze Intervall mit solch kleinen Schritten zu durchmessen, nur we-
gen eines Sprunges auf einem kleinen Teilintervall, verursacht allerdings hohe Kosten
und dauert gegebenenfalls recht lange.

Im néchsten Abschnitt stellen wir dafiir eine giinstigere Losung vor, die auf der Wahl

adaptiver Schrittweiten im Sprungbereich beruht.

2.6 Schrittweitensteuerung

Bereits mehrfach sind wir der Problematik von Fastkreuzungen der Eigenfrequenzen
¢; begegnet, die zu Spriingen in der adiabatischen Variablen 7 fithren. Wesentlicher
Parameter ist hier die minimale Distanz 0 der Eigenfrequenzen, die in der Diago-
nalisierung mittels Q mit ||Q| = O(6~!) zu groBen Termen und Problemen fiihrt.
Der Parameter ist allerdings nur iiber den kleinen Zeitbereich der Lange ¢ wirksam,
in dem auch der Sprung in n auftritt. Wir suchen deshalb nach einer Mé&glichkeit,
nur in diesen isolierten Sprungbereichen kleine Schritte machen zu kénnen und da-
mit den Fehler der Verfahren zu reduzieren, ansonsten aber mit Zeitschritten h > ¢
voran zu gehen. In [19] bzw. [16] wurden bereits Moglichkeiten zur adaptiven Wahl
von Schrittweiten vorgeschlagen.

Wir verfolgen hier allerdings einen Ansatz aus [8], Kapitel VIII und XIV, der es

uns ermoglicht, die Zeitschrittweite reversibel zu kontrollieren. Dies respektiert in
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besonderer Art und Weise die geometrischen Eigenschaften des Systems.

Dazu wird eine Transformation ¢ <> 7 in der Zeit vorgenommen, mit 9 = o(t).
In Abschnitt 1.5.2 haben wir bereits fiir die Untersuchung des Testbeispiels eine
Transformation 7 = % vorgenommen, also j—i = 2. Diese war ausschliellich fiir die
0-Umgebung der Sprungstelle definiert worden. Hier soll eine solche Transformation
nun automatisch durch das Programm geschehen, wenn wir uns der Sprungstelle

nahern. Deshalb definieren wir

o(t) = (WP +0?) "

N[

L — LT Ly + L7,
mit einer vereinfachten Matrix W (t) = — ( 11 11 1 11

Ly + LT, Ly — L7

das Sprungverhalten wesentlichen Anteil @ enthilt, und einem Parameter a, der in-

) , die den fiir

terpretiert werden kann, als das Verhéltnis von einem noch zu definierenden Genau-
igkeitsparameter p zur maximal zuléssigen Schrittweite. Um o(t) besser differenzie-
ren zu konnen, wihlen wir die Frobenius-Norm, ||W (¢)|| = (trace (W(t)TW(t)))l/Q.
Ohne den Parameter o entspriche diese Transformation im Sprungbereich genau

der in 1.5.2 angewandten Transformation 7 = im Gegensatz zu der dortigen

¢
257
schrumpft und wéchst hier die Schrittweite allerdings mit den vom System gestellten
Anforderungen. Der Parameter o garantiert uns im Wesentlichen, dass die Schritte
immer klein genug bleiben, um den Sprung nicht génzlich zu iibersehen.

Zur kiirzeren Darstellung des Formalismus fassen wir nun die transformierten Dif-
ferentialgleichungen (1.29) und (1.30) zu § = f(y) zusammen mit y* = (p¥, ¢Z', n").

Die Transformation in der Zeit fiihrt zu

V@) = Sy D= o) = T fe) mit () =1 (247)

1 bezeichnet dabei die Differentiation von y nach ¢, 3’ die nach 7.
Wir differenzieren die zweite Gleichung von (2.47) nach 7 und erhalten
Z'o(t) + zo(t)o(t) = 0, also

7 =G@E) mit G@)=- % = <HW(1§)||2 + a2)1trace (W)W (). (2.48)

Nach [10] entwickeln wir den folgenden Algorithmus, der zunéchst den Fluss von

(2.48) iiber einen Halbschritt p/2 approximiert, dann einen Schritt mit einem der
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adiabatischen Integratoren ®,, angewandt auf vy’ = f(y)/z, macht und mit einem
zweiten Halbschritt fiir 2’ = G(t) endet:

Zn—|—1/2 = Zn+gG(tn)
Pryie = 1/Zns1)2

tn—i—l - tn+hn+1/2

ynJrl — (I)hn+1/2(yn)

Zntl = Znt1/2 T g G(tns1)-

Der Genauigkeitsparameter p entspricht dabei der fiir 7 verwendeten Schrittweite,
T, = nu, und wir gehen von Startwerten y(tg) = yo bzw. zg = ﬁ aus.

Der Algorithmus kann aufgefasst werden als Strang-Splitting-Verfahren fiir die Lo-
sung des gekoppelten Systems y' = 1f(y), 2/ = G(t) und ist symmetrisch, falls @,
symmetrisch ist und ebenso reversibel. Auch erhélt dieses Verfahren die Invarian-
te I(t,z) = zo(t). Wir miissen die auftretenden GroBen also nur noch berechnen
konnen, um ein addquates Verfahren zur adaptiven Schrittweitensteuerung zu er-
halten.

Fiir die adiabatischen Integratoren, die sich hinter ®,(y) verbergen, benotigen wir
Funktionsauswertungen in t,41 = t, + hpy12 und 4000 = t, + %hnﬂ /2; dafiir
muss allerdings zunéchst hy,,;1/2 und damit G(t,) berechnet werden. G(t,) enthélt
mit L11(¢,) und Ln(tn) erste und zweite Ableitungen von Q, @, G, C' und B, die
wir bislang mit Differenzenquotienten approximiert haben. Dafiir ben6tigen wir eine
Auswertung in ¢, 1, welches wir zu diesem Zeitpunkt allerdings noch nicht kennen.
Wir berechnen deshalb zunéchst ,41 = t, + hn_1 /2, werten die Funktionen A, M
und U dort aus, berechnen damit die Differenzenquotienten in G(t,,), sowie h, 1 /2
und dann t,41 = t,, + hpy12 bzw. t 10 = t, + %hn+1/2.

So benotigen wir drei Funktionsauswertungen pro Zeitschritt, was immer noch
glinstiger ist, als das ganze Zeitintervall mit kleinen Schritten zu durchmessen.

In Abbildung 2.5 haben wir die Losung 7(t) des Beispiels aus Kapitel 1.5.2 und die
numerische Approximation ohne (links) und mit Schrittweitensteuerung (rechts) fur
e = 0.01 und § = 0.02 geplottet. Wir erkennen in der linken Graphik deutlich die
Probleme, die der Integrator ohne Schrittweitensteuerung nach dem Durchlaufen
einer Sprungstelle hat. Der Fehler am Ende liegt in der Gré8enordnung von 107!
Verwenden wir adaptive Schrittweiten, so betrigt der Fehler am Endzeitpunkt 1073

und ist in der Grafik mit blofem Auge nicht mehr zu erkennen. Ohne die Schritt-
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weitensteuerung wéire eine akzeptable Genauigkeit hier also nicht erreicht worden.

n,(t) und adiabatischer Integrator Schrittweitensteuerung

-1 -0.5 0 0.5 1 -1 -0.5 0 0.5 1
Zeitt Zeitt

Abbildung 2.5: n(t) (Linie) und numerische Approximation (Kreuze) ohne und mit
Schrittweitensteuerung fiir ¢ = 0.01, 6 = 0.02 und Ausgangsschrittweite h = 0.03.

Allerdings erscheint das Intervall mit Schrittweitensteuerung beim groben Hinsehen
dicht besetzt mit Funktionsauswertungen. Ob die Schrittweiten vor allem im Sprung-
bereich verkleinert worden sind, oder ob das ganze Intervall mit kleinen Schritten
durchmessen wurde, lédsst sich so nicht genau erkennen.

Dies konnen wir allerdings aus Abbildung 2.6 ablesen, wo wir die Schrittweiten fiir
das Beispiel aus Kapitel 1.5.2 als Funktion der Zeit darstellen. Die verwendeten Pa-
rameter sind = 0.01, &« = 0.1, = 0.0l und 6 = 1, 272,274, 276 In Abschnitt 1.5.2
haben wir gesehen, dass bei ¢ = 0 eine Fastkreuzung der Eigenfrequenzen auftritt,
die sich umso starker auswirkt, je kleiner der Parameter § im Vergleich zu e wird.
Wie Abbildung 2.6 zeigt, verringert sich die Schrittweite umso stérker, je kleiner o
wird. Dies geschieht dabei ausschliellich in dem kleinen zeitlichen Bereich, in dem
sich das Sprungverhalten abspielt und wir haben unser Ziel erreicht, nur in einem
kleinen Teilintervall kleinere Schrittweiten zu verwenden. Das restliche Intervall wird
dann mit der grofleren Ausgangsschrittweite durchmessen.

Betrachten wir den Fehler am Endpunkt ¢ = 1, so erhalten wir in den Positionen in
allen Fillen eine Gréfenordnung des Fehlers von nur 4 - 107 bis 1 - 107°.

Im vorigen Abschnitt haben wir gesehen, dass wir zum Erreichen einer solchen Feh-
lerordnung eine konstante Schrittweite von ca. 5+ 1073 verwenden miissten. In Ab-
bildung 2.6 kénnen wir dagegen ablesen, dass wir mit Hilfe der adaptiven Schritt-
weitensteuerung iiber weite Teile des Intervalls mit deutlich grofleren Schrittweiten

arbeiten konnen und somit Rechenzeit und -aufwand sparen.
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Fastkreuzung: Schrittweiten als Funktion von t firp = 1e-2

Schrittweite h

Zeitt

Abbildung 2.6: Schrittweiten als Funktion der Zeit ¢ fiir ¢ = 0.01 und § = 1, 272,

274,276 (dicker werdende Linien).

2.7 Fehleranalyse: Beweis von Theorem 2 (1. Ver-
fahren)

In der iiblichen numerischen Fehleranalyse legen am Ende die Potenzen von h die
Ordnung des Verfahrens fest. Bei den Beweisen dieses Kapitels miissen wir allerdings
nicht nur die Potenzen von h beachten, wir haben mit € einen weiteren kleinen Para-
meter im Auge zu behalten. Bei Termen der GroBenordnung O(h?/e) zum Beispiel
kénnen wir nicht von h?-Fehlertermen sprechen, da fiir e < h < /¢ der kleine Pa-
rameter im Nenner h-Potenzen im Zahler “auffressen kann. Im Nenner auftretende
Potenzen von ¢ kénnen uns also h-Potenzen kosten.

Beim ersten Verfahren wollen wir zusétzlich verfolgen, wie sich kleine Werte von
0, also Fastkreuzungen der Eigenfrequenzen, auf den lokalen Fehler auswirken. Da-
durch wird die Problematik der Verfahren im Durchlaufen von nichtadiabatischen
Ubergingen erkennbar. Dieses Sprungverhalten spielt sich allerdings in sehr kleinen
Zeitintervallen ab, der Parameter ¢ ist also nur iiber einen sehr kleinen zeitlichen
Bereich wirksam, weshalb wir ihn bei der Abschéitzung des globalen Fehlers nicht
mehr beriicksichtigen werden. Dort gehen wir von der adiabatischen Situation mit
% < Const. aus. Zur Vereinfachung fassen wir mit C' oder O auftretende, von £ und

h unabhéngige Konstanten zusammen.
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2.7.1 Lokaler Fehler: Beweis von Satz 2

Die Strategie beim Beweis der Abschétzungen (2.35)-(2.37) verlduft dhnlich wie
bei einem Puzzlespiel. Zunéchst zerlegen wir den lokalen Fehler in handliche Teile,
die wir genau betrachten und abschétzen konnen. Dann setzen wir diese wieder

zusammen, bis ein komplettes Bild des Fehlers entstanden ist.

1. Schritt: Vorbereitungen

Zur Vorbereitung schétzen wir einige mehrfach auftretende Matrizen und Terme ab,
die uns dann spéter jederzeit als “Randteile” unseres Puzzles zur Verfiigung stehen
werden.

Dabei erhalten wir unter den gegebenen Voraussetzungen durch Identifikation der

GrofBenordnung der enthaltenen Matrizen :
Koo(t) = 0(1), Ku(t)=0(1), Ky(t)=0(1), (2.49)
ebenso die Ableitung Koo(t) = O(1), aber

Ko(t) =0(67"), Kio(t) = O(67") und K1y (t) = O(67Y), Kn(t) = 0(672).
(2.50)
Daraus ergeben sich folgende Schranken fiir die Blocke von L(t) und S(t) bzw. deren
Ableitungen

Loo, Loo, Lo, Soo, St = O(1), Lug, Spo, S =0O(57"), (2.51)

Llla 5017 SlO - O((Sil) s Lll; 501, SlO = O(572) y (252)

und folglich auch
W(t) = (’)(5_1) , W(t) = (’)(5_2) . (2.53)

Aus der Beschréankung der Gesamtenergie H und der Differentialgleichung (1.30) fiir

n haben wir
n(t)=0(1), nt)=0(""). (2.54)
Wir schlieBen weiter aus den Differentialgleichungen (1.29) fiir py und g
Po(t) = 06" ) +0(e67%), Go(t) = O(1)+O(ed7), (2.55)

und bei jeder weiterer Ableitung von py und ¢o wéchst die Groflenordnung dieser

Ableitungen um 5!,
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2. Schritt: Der Modellfehler

Der begangene Modellfehler entsteht beim Ersetzen von V ,U(B Toqo +eB T1Q11, s)
durch V,U(BTyqo, s) + €V§U(B Toqo, s)BT1Q1n unter dem Integral und betréigt
demnach nach einem Schritt des Verfahrens (s =t/ + %h)
2p (1
o . ()" Q1(s)"N(s)Q1(s)n(s) df

plus Terme hoherer Ordnung in e. Dabei ist der m x 2m x m-Tensor N(s) definiert
durch N(s) = T1(s)*B(s)*ViU(B(s)To(5)qo(s), s) B(s)T1(s).

Die Multiplikation von links mit @7 und von rechts mit ); bewirkt, dass jeder der
m x m-Blocke von N(s), hier bezeichnet mit Ni(s), & = 1,...,2m, mit oszilla-
torischen Exponentialen multipliziert wird. Dabei entstehen 2m x 2m-Blocke der
Gestalt

Q1(5)" Ni(5)Qu(s)

_ 1 exp (Z2®5) Ni(s)exp (L®5) —exp (Z2®5) Ni(s) exp (ZP5)

2\ —exp (L®5) Ni(s)exp (L)  exp (L0F) Ni(s) exp (Z®5)
Integrieren wir hieriiber, gewinnen wir in den Eintrdgen der Nebendiagonalen durch
die oszillatorischen Exponentialfunktionen einen Faktor der GréSenordnung O(e/h).

Auf der Diagonalen heben sich die Eintrige der Exponentialfunktionen aber gegen-

einander weg, so dass der lokale Gesamtfehler, der durch die Vereinfachung des

Modells entstanden ist, fiir j = 1,...,m bestimmt wird durch
e2h ! y
[ e NE )ny(s) db = O (<) (256)
~1

3. Schritt: Der Fehler durch lineare Phasenapproximation

Bei der linearen Phasenapproximation wird ®(ty/, + 6h/2) im Argument der kom-
plexen Exponentialfunktion ersetzt durch ®(t;,2) + 6h/2A(t1/2), also dem linearen

Beginn der Taylorreihe. Wir fithren nun fiir die Differenz
E(®(t+ 6h/2)) — E(®(t) + 6h/2 A(t))

eine neue Schreibweise ein (vgl. [16]).
Dafiir bezeichnen wir mit R = diag(r;) das Restglied der Taylorentwicklung

O(t + p) = D(t) + pA(t) + 2 R(t, )
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und definieren damit die matrixwertige Funktion
1
F(t,z,R) = D(R(t,z)) » / E (02°R(t,x)) db. (2.57)
0

Nach Voraussetzung V1 aus Kapitel 2.4 ist F' auf kompakten Intervallen beschrinkt
und beziiglich ¢ stetig differenzierbar. F (t,z, R) bleibt dabei unabhéngig von € be-
schréinkt.
Fir z # 0 gilt:

F(t,z, R) = — (E(z*R(t,x)) — E(0)

172
und damit fiir die Differenz

E(®(t+6h/2)) — E(®(t) + 6h/2 A(t))

_ m;ﬂ E(®(t) + 0h/2A(t)) o F(t,0h/2, R).

Der Fehler, der durch die lineare Phasenapproximation in den unterschiedlichen
Teilen des Verfahrens entsteht, ist gegeben durch das Integral iiber diese Differenz.

Wir betrachten nun also ganz allgemein Ausdriicke vom Typ

T2
/ E(0h)2A) » G(6) db
T1

mit einer matrixwertigen, stetig differenzierbaren Funktion G, deren Ableitung un-
abhéngig von h und e auf kompakten Intervallen beschriankt bleibt. Im obigen Fall ist
G(9) = 6*F(t,0h/2, R). Nun fiigen wir im Integranden den Faktor 2:D(A)e 2D~ (A)
als “nahrhafte Eins” ein und integrieren partiell:

th 2e

/T2 E(6h/2A\) e 2—€D(A) . EDf(A) e G(0)do

2 2 [T

0=11 ih 7_1

2e

= - B(6h/20) e D™(A) ¢ G(6) E(0h/2\) e D~(A) e G'(6) d6 .

Mit D~ (A) = O(67') und den Beschrinkungen von F(t,0h/2, R) erhalten wir fiir

den durch die lineare Phasenapproximation entstehenden Fehlerterm die Abschatzung

/1 E(®(t+06n/2)) — E(®(t) + 0h/2A(t)) db (2.58)
- %E(@(t)) . /_11 E(0h/2A) & 0°F(t,0h/2, R) d6 = (9(%) . (2.59)
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4. Schritt: Der Fehler in p, und ¢
(a) Zeige zuniichst n' = n° + O(e/d?) und

to+h/2
[ e(sul0) + T B VAU BO T )07 (0) @1 () de

to

h
=3¢ (531/2 + Ty B(t1)2)"VaU(B(t1/2)Togg, t1/2) T (t1/2)) o’

+0(£%h/6%) + O(eh?/§) .
Es gilt
A= o+ (B2 0 T(ty) e W2 4 TWH2) S0t + )
—hPy(ty)2) (Llopé/Q + S10a” + TlTBTVqu/Q),
und wir konnen nach den Vorbereitungen aus dem ersten Schritt abschéitzen
(1+0(e/6*)n' = (1+0(/8%)) n° + O(e/6?)

bzw.

n'=n"+0(e/8) .
Zum Beweis der zweiten Abschitzung schreiben wir das Integral ftzﬁh/ ° X (t) dt als
b fi)1 X (t1/24+60h/2) df und zerlegen die Differenz der beiden langen Terme in hand-
lichere Differenzen. Die erste entsteht durch das Einfrieren von #;/5 + 0h/2 in der
Zeit t1 /9 bzw. qo(t1/2+0h/2) in go(to) in allen Argumenten bis auf das der komplexen
Exponentialfunktion, die sich in (); versteckt.
Der grofite Fehlerterm entsteht dabei durch So;(t1/2 + 0h/2) = So1(t1/2) + O(h/6?),
was zusammen mit fi)l Q1(®(t12 + 0h/2))n(t1y2 + 0h/2) d8 = O(e/h) einen Fehler
der Ordnung O(?h/6?) ergibt.
Die zweite Differenz entsteht durch das ndherungsweise Berechnen der Ableitun-
gen in Spi(t1/2) durch die symmetrischen Differenzenquotienten bzw. durch die
Anndherung des Gradienten von U. Der hierbei entstehende Fehler hat die glei-
che GroBenordnung: O(e%h/§?).
Zuletzt bleibt der Fehler abzuschétzen, der durch die lineare Phasenapproximation
von @ in Q(P(t)) entstanden ist. Dabei konnen wir auf den dritten Schritt dieses

Beweises zuriickgreifen und erhalten
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h
5 € (Sol” + TY BTVU (B 2)Tod3, t1y2) Ta (1 2))
0
(/ Q1 (®(tr)a + 0h/2)) db — Q;)no = O(ch?/0) .
-1

Zusammen mit n' = n° + O(g/6%) konnen wir eine analoge Abschitzung fiir den
zweiten Halbschritt zeigen:

/t / o (Son (1) + T BWTVU (B0 Toaolt). 0T (1) Qi (0)n(1) d
— g 5(531/2 + ToTB(t1/2)Tng(B(tl/g)Toqé, t1y2)Th (t1/2)) o
+O(€2h/52) + O(gh2/5) + 0(63/53) '

Fiir das Integral ftioJrh eL1o(t)TQ1(t)n(t) dt aus dem Verfahrensteil fiir gy erhalten
wir mit der gleichen Technik

t0+h/2
[ Ly @umt at =5 L O + O(h/5) + O(e?/3)
to

bzw.
to+h h
/ eL1o(H)TQ1(t)n(t) dt = 5 eLi) O n° + O(2h/8) + O(eh?/8) + O(£3/6?) .
to+h/2

Damit konnen wir den ersten Schritt in den langsamen Variablen py und ¢y folgen-
dermaflen darstellen:

0 1 t1
@ +q
P = py—hh (péﬂ, 0 O>t1/2)_5/ g1(t) dt
to

2
+0(e%h/6%) + O(eh?/8) + O(e°/6%)
0 + 1 t1
% = q+hf (pé“, @ : ., t1/2) +€/ ga(t) dt
to
+0(e*h/5) + O(eh?/6) + O(£%/6?)

mit

0 1 0 1
172 4o+ 4 qo T 4
fi (po/ 7 0 . 0 7 t1/2) — L(l)(/)2p(1)/2 + 5%2 0 . 0
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und
g1(t) = (S (t) + T BT VEU(B(1)Toao (1), D1 (1) ) Qu(D)m (1),
sowie
12 46+ a@ 1.1/2 740+ @
falpo™, 5 tip ] = Mo(ti2) po’™ + Lo 5 und

g2(t) = Lao(t)" Q1 (t)n(t).
Weiter gilt

Po = —fi(po(t), q(t), t) —eq(t)+ (9(62) (Modellfehler),
G = f2(po(t), qo(t), t) +ega(t),

sowie die Abschatzungen

f17f2,g220(1>a f17f2a9220(1/5)7 9120(1/5), 9120(1/52),

die fiir jede weitere Zeitableitung um O(6~') wachsen.

(b) Wir betrachten die modifizierte Mittelpunktsregel

+ h
Y1 =140+ hf (%) +/ g(t)dt
to

angewandt auf die Differentialgleichung ¢ = f(y)+g¢(t) mit einer ausreichend glatten
Funktion f(y) und ¢(t) = O(1), ¢(t) = O(1/4), §(t) = O(1/6%) (vegl. Ex. 7 aus
Kapitel XIV,[8]). Wir zeigen fiir den lokalen Fehler

Y — y(tl) = O(h3/52> .

Dazu vergleichen wir die Taylorentwicklungen
h2
y(t) = ylto) + hy(to) + Zii(to) + O(h*§)
2

— o+ )+ hglte) o () (o) + o Cglte) + i) + O (75)

und
t1

yi = Yo+ hf(yo)+ h;f/(yo)f(yo) + gf’(yo) /t 1 g(t)dt +/t g(t)dt + O(h’g)
= S 0) + P 0 o) + P oa(t) + it

+hg(te) + %29(150) +O(h’j) .
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Es folgt
y1 —y(t) = O(R*G) + O(R*f'g) = O(h*/6?)

in obigem Fall.

(c) Fiigen wir (a) und (b) zusammen, so erhalten wir fiir den lokalen Fehler in p,

und qq

Ipo — po(t1)l| = O(R*/6%) + O(?h/6%) + O(eh?/5) + O(e°/6°)  (2.60)
gy — ao(t)l| = O(h*/6%) + O(eh/5) + O(eh?/8) + O(e*/6%) . (2.61)
Unter der Voraussetzung ¢ < h kénnen wir den lokalen Fehler in den langsamen

Komponenten auf den h3-Term verkiirzen und haben die Abschitzung fiir die lang-

samen Komponenten gezeigt.

5. Schritt: Der Fehler in 7

Der lokale Fehler in 7 ist gegeben durch die Differenz

h

n(to+h)—n' = 5/_1<E(@(t1/2+9h/2))°WN(t1/2+9h/2)

+WD(t1/2 + ‘9h/2))77(t1/2 + 6]1/2) do

h : s
D (B@) 0 Tltr) W+ WA 4 (262)

—g /_llr(tl/g +0h)2) do
+hPy (t2) <L1010(1)/2 + Sloq(l)/2 + TITBTVqu/Q). (2.63)
Dabei ist
r(s) = Pi(s) (Lao(s)po(s) + Siols)ao(s)
+T(5)" BTV, U (B Togo(s) + =B T1(s)Q1 (s)n(s), s)) .

Wir spalten diese Differenz zunéchst auf in die Differenz der ersten beiden Terme
(2.62) und die Differenz der letzten beiden Terme (2.63).
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(a) Wir untersuchen zunéchst (2.62).
Auch hier fiigen wir Zwischenterme ein, so dass leichter abschétzbare Differenzen
entstehen. Der erste Zwischenterm entsteht aus dem exakten Integral fiir n(ty + h),
indem wir W (t1, +6h/2) durch W'/2 ersetzen und n(t/2 + 6h/2) durch 3 (n' + 1°).
Aus

W (tyo +0h)2) = W2 4 9% W(tis) = W2+ O(h/8?)

und

(n" +n°) + O(h/5)

N —

ho[?.
Ntz +0h/2) = n(ti2) + 5/ i(tiys + oh/2) do =
0

folgt mit [*, E(®(t1/s + 0h/2)) 8 = O(c/hd) direkt

g/ll (E(@(t1j2 +0h/2)) @ Wy(tyo + 01/2)

+Wp(ti2 + 9h/2))77(t1/2 +0h/2)do

1
—g/ (E(CD(tl/g +0h/2)) e W + W,ﬁ”)% (0t +n°) d§ = O(ch/8%) .
-1

Im zweiten Zwischenschritt ersetzen wir die Phase ®(t;/, + 6h/2) durch die lineare
Approximation ®(t1/2) + 0h/2 A(t12). Den dabei entstehenden Fehler haben wir

bereits im 3. Schritt dieses Beweises untersucht und verwenden dieses Ergebnis hier:

g/_l ((E(@(tlm +60h/2)) — E(Cb(tl/g)) ° E(Gh/Q A(tl/g))) . Wi{/g n Wém)

(n' +n°) do = O(n?*/5?).

N | —

Der letzte Fehler von (2.62) entsteht durch die Verwendung der Trapez- bzw. Simp-
sonregel bei der Berechnung des Integrals ®(t;/2). Hierfiir gilt

q)(tl/g) - @1/2 = O(hQ) y

und die durch O symbolisierten Konstanten héngen dabei weder von € noch von ¢,
sondern ausschlieflich von der Ableitung A ab, die unabhéingig von & beschrinkt ist.
Wir erhalten

g((E(QD(tl 1)) — E(DY2)) @ T(ty/5) @ Wa/* + W,ﬁ”) ('t +1°) = O(h?/8?)
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Die drei Teile zusammengenommen ergeben fiir die Differenz (2.62) mit W anstatt
W eine Grofenordnung von O(h?/6%) + O(ch/8?).

(b) Die zweite Differenz (2.63) wird ebenfalls durch Einfiigen von Zwischentermen

in handlichere Teile zerlegt. Dazu vergleichen wir zunéchst
1

hof! h
—5/ r(t1/2+9h/2)d9+§/ F(ty)s + 0h/2) O,

1 -1
wobei 7(t1/2 + 0h/2) durch (2.10) gegeben ist.

Diese Differenz entspricht dem Modellfehler, den wir im zweiten Schritt dieses Be-
weises bereits untersucht haben und durch O(g?h) abschitzen konnen.

Der zweite Zwischenterm entsteht aus 7(¢12+6h/2), indem das Argument ¢; 5+60h/2
von Lyg, Sho, T1, B, po, o und U in t1 /5 eingefroren wird und n(ty/2 4+ 6h/2) durch
L(n* +n°) ersetzt wird. Mit Hilfe der Abschéitzungen Sio = O(672), n(t1/2 +0h/2) =
Lt 4+ 1°) + O(h/8) und [*, Py (®(t1)2 + 0R/2))" d8 = O(c/h) erhalten wir

1
—g / F(tys + 0h/2) dO
-1

h

1
+§/ P (D(tij2 + 0h/2))" <L%2p0(t1/2) + 510 q0(t12)
—1

+T (tl/Z)TBTvq U(B Toqo(t1/2), t1/2)
+5T1 (tl/g)TBTvg U(B TOQO(t1/2)> tl/g)B Tl(tl/Q)Ql(q)(tl/Q + 9h/2))

1
5 (771 + 770)> df

= O(eh/6*) 4+ O(eh?/d) .
Als néchstes untersuchen wir den Fehler, der durch die Approximation von pg(ti/2)
und ¢o(t1/2) mit dem symplektischen Euler-Verfahren entsteht. Im 4. Schritt die-
ses Beweises haben wir den Fehler zum Zeitpunkt t; betrachtet, der durch die
Anwendung des symplektischen Euler und des adjungierten symplektischen Euler-
Verfahrens aufgetreten ist. Der Fehler nach einem halben Zeitschritt mit dem sym-

plektischen Euler-Verfahren ldsst sich genauso analysieren und betragt

o = poltiye) = O(h*/8), baw. q° = qoltij2) = O(h*/6).

Diese Fehlerterme stehen unter obigem Integral mit Vorfaktor A und werden da-
her noch einmal mit ¢ multipliziert. So entstehen durch das symplektische Euler-

Verfahren keine grofleren Fehler als die bisher entstandenen und sie werden in den
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bisherigen Differenzen subsummiert.

Das Potential U bzw. seine Gradienten werden in unserem Verfahren entweder exakt
iibergeben oder durch die jeweiligen Differenzenquotienten ersetzt. Da U als ausrei-
chend glatt (C?) vorausgesetzt worden war, ldsst sich der dabei entstehende Fehler
als O(eh) angeben.

Den letzten Schritt bildet die Untersuchung des durch die lineare Phasenapproxi-

mation und Annéherung des Integrals ®(t1/2) entstandenen Fehlers in P, und Q:

h </1 Py (®(t1)5 + 61)2)) df — 2731(151/2))*

2
(L%Qpéﬂ +819%q"* + Ti(th2) " BTV, Um)
h ! 1/2 =1/2 1/2 1 0
b5 ([ (@ +0n/2) db — B@2) o T(t)) o (W2 = W) (1 + ).
—1

Auch hier konnen wir wieder auf unsere geleisteten Vorarbeiten zuriickgreifen und
erhalten fiir den ersten Term eine GréSenordnung von O(h?/§). Im zweiten Term
verwenden wir VNV;/ ? —Wi/ ? = O(¢) und kénnen ihn durch O(eh? /) abschiitzen. Der

Fehler durch die verwendete Trapez- bzw. Simpsonregel subsummiert sich dabei.

(c) Fassen wir (a) und (b) zusammen und verwenden ¢ < h, so erhalten wir fiir den

lokalen Fehler in n folgende Abschétzung
In' —n(t1)]| = O(h2/6%) + O(ch/5%) = O(h2/5?) (2.64)

und Satz 2 ist bewiesen. O

2.7.2 Fehlerakkumulation: Beweis von Theorem 2

Eine wichtige Voraussetzung fiir die Untersuchung der Stabilitdt eines Verfahrens
ist eine Aussage iiber dessen Lipschitzstetigkeit. Wir untersuchen unser Verfahren
also zunéchst auf diese Eigenschaft, wobei wir die Notation weiter verkiirzen.

Es sei
n nT TlT nT n n
y =<po .qy , hn ) und By — y" !

unser erstes Verfahren.
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Es gilt F}, = F o F? o F}} mit

(pST,qu,hn”T) (pgﬂ/ 2ty )
(pgﬂ/ﬂ7 qg+1/2 hnnT) <pg+1/2T, qg+1/2 ,hn”+1T)
(pg+1/2T,qg+l/2 hn”+1T) <pg+1 angT hn”+1T) '

Wir zeigen nun, dass F)}, F? und F}? Lipschitzstetig sind mit Konstanten (1+ kL),
(14 hLy) und (1 + hLs); damit ist dann auch Fj, als Verkettung dieser Verfahren
Lipschitzstetig mit Konstante 1 + hL, L = Ly + Ly + L3 + O(h).

Fiir F}} gilt mit zwei Variablen ™ und "

S R

h n ~T 7 ~N h AT
(I+ 2L00) ( /2 p0+1/2) = Do — Py — 5500 (QO - qo)

h ~n
_§T0TBT (VQU(BTOQQ’ tn+1/2) — V,U(BTygy, tn+1/2))

+0O(e%/h) (g5 — @) + O(2/R) (hy™ — hif™),

n ~n h h n ~n
QO+1/2 - QO+1/2 = (I + §Lgo) (qg - )+ 2M < /2 P0+1/2>

+2L10 1(h77 —hn)

Mit € < h schlie3en wir

1F (y™) = Fr (@Il < (L4 hLy) [ly™ — "I

Fiir F? miissen wir unser Augenmerk ausschlieSlich auf 5 richten und erhalten

(1= D (B@12) 0 Z(tryo) o W2 4 W52)) (™ — i)

h Irn Iirm ~
(1 BB 0 T(10110) € W W) ) — i)

—|—(9(h2) <p8+1/2 ~n+1/2+ g+1/2 q,n+1/2)

also
1F5 (y™) = Fr (@)l < (14 hLa) ly" = 3| -
Analog zu F}} verlduft die Abschitzung von F}?, so dass wir die Formeln hier im

Einzelnen nicht ausfithren. Insgesamt erhalten wir

[Fn(y") = Fu(@™)l < (L + L) [ly" = 9" - (2.65)
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Sei nun F'(y) = <p8T,q3T, hn”T> die Approximation nach (n — k) Schritten des
Verfahrens, welches bei dem exakten Wert y () gestartet ist (n > k > 1). Es gilt
Fi(y) = F}(F J(y)), F*(y) =y und damit fiir den globalen Fehler des Verfahrens:

v —yltn) = Fg(y(to)) — £ (y(tn))

n—1

= Z(F,?(y(tk)) — F£+1(y(tk+1)))

n—1

- Z<F’?+1 (F (y(te) — F£+1(y(tk+1))>'

k=0

Mit F?,, = f’h ofjo...0 F;} und der Lipschitzstetigkeit von F}, aus (2.65) erhalten

n—(\k,—i—l)

1 (B () = Fita (y(tiean)) [T < (14 ALY EDIE (g (t) — y(tee) .

Dabei entspricht ||yt (y(t)) —y(trs1)|| dem lokalen Fehler, den wir in Satz 2 bereits
abgeschétzt haben. Wir setzen die entsprechenden Abschéatzungen hier ein, wobei
wir den nur lokal wirksamen Parameter § vernachldssigen und betrachten zunéchst

die langsamen Koordinaten py und gq:

()] < eEieomrenw-cogioons
do qo(ln

k=0 k=0

1+hL)" —1 eltena=to)l 1

= Ch (— <Ch*——r——.
hL - L

Wir haben dabei ¢ < h verwendet und die Tatsache, dass die im lokalen Fehler mit

O bezeichneten Konstanten nicht weiter von ¢ abhéngen. So verbergen sich auch

keine Faktoren 1/e in unserer neuen Konstanten C' und wir erhalten zunéchst fiir

die transformierten Variablen py und ¢y einen globalen Fehler der Groflenordnung

hZ.

Analog zeigen wir

k™ — h(t,)|| < C W2

bzw.

7" —n(tn)| < Ch.
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Die Riicktransformation in die Variablen von (1.6) beschert uns fiir die schnellen
Positionen ¢ den Gewinn einer Potenz von € gegeniiber 7, wahrend die schnellen
Momente p} bei einem Fehler der Grofenordnung h verbleiben. Bei den langsamen
Variablen ergeben sich durch die Riicktransformation keine Verédnderungen und die

Abschéitzungen von Theorem 2 sind bewiesen. O

2.8 Fehleranalyse: Beweis von Theorem 3 & 4
(Splitting-Verfahren)

Um den globalen Fehler des Impuls-Verfahrens abschétzen zu konnen, miissen wir
zundchst eine Aussage iiber das Verhalten von 7™ machen. Wir widmen uns also nun
dem ersten diskreten Adiabatensatz (vgl. [8], Kap. XIV).

2.8.1 Beweis von Satz 3

Auch dieser Beweis verlduft iiber einen Zwischenschritt. Dazu fithren wir pg, ¢g
und 7" ein als diejenigen Variablen, die entstehen, wenn wir mit dem exakten Fluss
des Systems von H' aus (2.29) vorangehen und nicht mit der Approximation, die
durch die Verwendung des 1. Verfahrens dort entstanden ist. Im zweiten Subsystem
verwenden wir ohnedies den exakten Fluss als Verfahren.

Den Fehler zwischen der Approximation des 1. Verfahrens und dem Fluss des ersten
Subsystem haben wir bereits in Kapitel 2.7 abgeschétzt und kénnen das Ergebnis
von Theorem 2 hier fiir die Differenz n™ —n™ verwenden. Dabei miissen Modellfehler
nicht betrachtet werden, da fiir unser gesplittetes System kein solcher entsteht.

Wir halten zunéchst fest, dass 7 = n,(t,,) gilt, wobei 1, (t,,) die Differentialgleichung

, i i u ,
Ny, = exp (—gq)) Wexp (gq)) M, +r 4+ ZAnJ(SJ

=0

erfiillt mit W (¢) aus (1.31) und

r(t) = =Pi()" (Luo () + S10(6)af (1))

Wir schreiben dabei pf(t) und ph(t) fiir die stiickweise konstanten Funktionen, die

die jeweiligen Werte der numerischen Loésung annehmen.
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Weiter gilt
Anf = —hPy(t;)Ti(t;)" B(t;)TVU (B(t;)Toqh + eBt)T1(t)Q1(t)n ;) |

Ar’ entspricht also dem Ausdruck auf der rechten Seite von (2.33) und §; ist der in
t; lokalisierte Dirac-Impuls.
Aus

tn tn
i — i = / in(s)ds wnd o — 10 = / in(s)ds + O(h) + O()
t

0 to

folgt direkt

n" — " =0O(h)+ O(e) (2.66)
und es bleibt die Differenz 7™ — 7° zu untersuchen.
Mit
t5+h/2 t;+h/2 t;
/ d;(s)ds =1 und / d;i(s)ds = / d;(s)ds = %
t;j—h/2 tj tj—h/2

schreiben wir fiir ¢,, = nh,

~N

7" =7 = nu(tn) — na(to)

_ /t:" exp (—é@(s)) W (s) exp (é@(s)) on(s) ds + / " () ds + o,

to
Diese Integrale haben wir aber bereits untersucht und wir erhalten durch partielle

Integration analog zum kontinuierlichen Adiabatensatz (1.35)
t”l . .
/ exp (—é@(s)) W (s)exp (é@(s)) nu(s)ds = O(e),
to

sowie die gleiche Abschitzung fiir j:;" r(s) ds.

Mit ch < |lon]] < C und € < h wire die erste Abschitzung (2.42) gezeigt; die
Untersuchung von o, bedarf allerdings noch etwas Arbeit.

Wir verwenden dafiir die Technik der partiellen Summation, ein diskretes Analogon
zur partiellen Integration. Durch Induktion l&sst sich zeigen, dass fiir eine Summe

von Produkten gilt

m—1

Za?kyk = (Z xj) Ym — i <Z xj) (Ykt1 — Yi) - (2.67)

k=0 \j=
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Wenden wir diese Formel nun an auf die Summe o, mit x; = Py(t;)*Ti(t;)" B(t;)"
und y; = VU (B(t))Tog} + e B(t;)Ti(t))Q1(t;)17, t;), so erhalten wir

”Un” < Ch

Z Py(t;) Ti(t;) " B(t;)"

+hy

-1
k=1
n

> Pty Tulty) " B(ty)"

=0

: Hyk+1 - ka

< Ch Py(t;) Ti(t;) " B(t;)"

J=0

Dabei haben wir die weitere stetige Differenzierbarkeit des Potentials U ausgenutzt,
mit der ||yp+1 — yi|| < Ch gilt, sowie die Tatsache, dass wir nur beschrinkte Zeiten
nh < Const. betrachten.

Mit dieser Technik schreiten wir sukzessive fort (unser néchstes x; ist Py(t;)*T1(t;)7,

y; = B(t;)T), wobei wir die stetige Differenzierbarkeit von B(¢) und T} (t) verwenden:

lowll < Ch (> Pilty) Ta(t;)"

IN

Ch ||>_Pi(ty)

2.8.2 Beweis von Theorem 3

Der Fehler der GroSenordnung O(k) in " — n° impliziert sofort einen gleich grofien

globalen Fehler n™ — n(t,) mittels

Nt =nt.) =n"—n"+n° = n(t,) = O(k) + O(e),

und ebenso einen Fehler von O(k) in den schnellen Impulsen p7. Durch die Riicktransformation
gewinnen wir in den schnellen Positionen einen Faktor € und erhalten damit die
Abschétzungen fir pf und qf.

Fiir die langsamen Variablen py und ¢y verwenden wir folgendes Lemma:
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Lemma 7 FEs sei ©,(y) = y+hEy(y) ein Einschrittverfahren, wobei Fy, Lipschitzste-
tig 1st mat Lipschitzkonstante L. Wir vergleichen das Verfahren mit einer gestorten
Version,

Yni1 = Pn(yn) und  Gny1 = Pu(Tn) + dn,
wobei beide Verfahren von den gleichen Startwerten yo = 9o ausgehen. Die Differenz

nach n Schritten ist dann beschrankt durch

~ < nhlL
|90 — ynl| < e o Jnax |

Beweis: Es gilt

n—1
—Yn = hz (Fu(@) = Fulyy)) + > dj,
=0
also
n—1
10 = wall < LB s = il +
=0
mit o« = max
0<k<n—1

Die Aussage dleses Lemmas folgt dann durch Anwendung des diskreten Gronwall-
Lemmas.

(I
Ignorieren wir bei unserem Splitting-Verfahren nun alle Terme, die £ enthalten und
verfolgen nur den Weg der langsamen Variablen, so erhalten wir

n h n n TZ

h n
q6z+1/2 — @+ 2<M 1 +1/2+L+1/2 g>

hi(in
ng _ pg+1/2— —<L08L1/2pg+1/2 Sn+1/2 n+1+TTBTV U(BToqo n+1)>

2
h
q8+1 _ qg+1/2 2<M 1 n+1/2+Ln+1/2 q”“)
pn+1
und bezeichnen diese Approximation mit Y ! := 2 1
do

Dieses Verfahren ist eine Variante des Stérmer-Verlet-Verfahrens, angewandt auf
o = —Loopo — Sooqo — Ty BTV, U(B Toqo, t) (2.68)
do = My 'po+ Loogo- (2.69)
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70

po(tn) Po

numerische Anndherung an die langsamen Variablen, die durch das Impuls-Verfahren

Es sei Y (t,) := ) die exakte Losung dieses Systems und y,, := die

gegeben ist. Wir konnen den globalen Fehler in den langsamen Variablen nun wie

folgt aufteilen

[gn = y(E)ll < Ny = Yall + Ve = Y (E) | + Y (80) — y(ta)]

und untersuchen die einzelnen Differenzen.
Das Impuls-Verfahren y,, entspricht dabei einer Storung des Stormer-Verlet-Verfahrens
Y,, angewandt auf (2.68) und 2.69), mit

i = he ( _<T0T B(t,)"V2U (B(tn)Togs, tn) B(tn)T1(tn) Q1 (tn) + Sgil/le(tn)>nn )
' L1,
+O(h2€) )

Mit obigem Lemma und partieller Summation schliefen wir daraus

nhL k.

o < nhL
lyn — Yall <e Ogrggggl

Dabei werden wieder die oszillatorischen Matrizen @ (¢;) aufsummiert und von den
glatt differenzierbaren Matrizen Sg;, LY, T1, B usw. sukzessive die Differenzen ge-
bildet.

Die zweite Differenz ||Y;,—Y (t,)|| entspricht dem globalen Fehler des Stérmer-Verlet-
Vefahrens. Mit den Schranken an die zweite Ableitung von py bzw. ¢y hat dieser Feh-
ler die GroSenordnung O(h?) und wir haben als letztes die Differenz ||Y (¢,,) —y/(¢,) ||
zu untersuchen. Diese Differenz ist von der Form

tn

Y(tn) —ytn) =¢ [ X(s)Qu(s)n(s) ds,

to

wobei X (s) eine stetig differenzierbare und im adiabatischen Fall beschriankte Ma-
trixfunktion ist (X (s) ist zum Beispiel —Sg;(s), Liy(s) oder der Gradient zweiter
Ordnung von U). Auch die Ableitung von X (s) ist beschrénkt.

Mittels partieller Integration wie oben gewinnen wir eine Potenz von € und erhalten

||Y(tn) - y(tn)” < 052.
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Zusammengesetzt ergibt sich
lyn = y(ta) | = O(h*) + O(ex)

und die Aussage des Theorems ist bewiesen.

2.8.3 Beweis von Satz 4

Fiir die verbesserte Aussage des zweiten diskreten Adiabatensatzes greifen wir auf
den Beweis des ersten zuriick. In Abschnitt 2.8.1 haben wir zundchst den exakten
Fluss fiir das erste Subsystem (2.29) eingefiigt und dann die Bewegung des Flusses
in 77 abgeschétzt.

Wir konnen den Beweis hier zunéchst ganz analog fithren, wozu wir nur die oszilla-
torischen Matrizen P;(t;) und Q1(t;) durch die gemittelten Werte P (¢;) und Qs (¢;)
ersetzen mussen.

Dadurch erhalten wir die Abschétzungen (2.42) und (2.43), jeweils mit P;(¢;) und

Q;(t;). Mittels sukzessiver partieller Summation schlieen wir zunéchst

loll < B Pty TuE) B®) VLU (B)Tod + B)Ta() Qi) 1)

< | Pt i) B |
j=1

< Onl|> Pty )" |
j=1

< Ch zn:ﬂ(tj) .
j=1

thrh
Nun gilt Pi(t;) = 5 | Pi(s)ds+ O(h), also fiir t,, = nh < Const.
tj—h

37| =

Anstatt von ||o,|| < Ck erhalten wir also eine Abschitzung ||o,|| < Ch 4+ Ce und

tn
0

/t Pi(s) ds|| + O(h) = O(e) + O(h) .

damit
n" =n" 4+ O(h) + O(e).
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2.8.4 Beweis von Theorem 4

Analog zum Beweis von Theorem 3 erhalten wir aus n" = n° + O(h) + O(e) die
Abschétzung n™ — n(t,) = O(h) bzw. nach Riicktransformation und Reskalierung
Py —pi(tn) = O(h) und ¢f — qi(t,) = O(eh).

Fiir die langsamen Variablen gehen wir ebenfalls analog zum Beweis von Theorem
3 vor und erhalten wieder die gleichen Formeln, allerdings mit den Integralen P
und Q; anstatt der Punktauswertungen P; bzw. ;. Wir benennen unsere nume-
rische Losung wieder mit y,, die exakte Losung mit y(t,), die exakte Losung des
Systems ohne e-Terme (2.68) bzw. (2.69) mit Y (¢,) und deren Approximation mit-
tels Stormer-Verlet mit Y,, und erhalten

k
> d;

o < eMhL |
|yn — Yl < e oJhax

mit
d; = ehX (t;) Q1 (t;)1,

wobel X (¢;) wieder fiir eine stetig differenzierbare Matrix mit beschrénkter Ablei-

tung steht. Damit kénnen wir partiell summieren und erhalten fiir ¢,, = nh < Const.

|

<  max Osh” zk: X(t;) Qi (t;)

0<k<n—1

/t:n Q1(s)ds

Die Integration am Schluss beschert uns also einen zusétzlichen Faktor e.
Der Fehler des Stérmer-Verlet-Verfahrens bleibt bei O(h?) und die Differenz zwi-

schen den exakten Losungen von urspriinglicher und vereinfachter Gleichung ist

) < max Oeh” zi: Qi (t))

0<k<n—1

k
max H E d;
0<k<n—1

=0

< Oa‘ +O(ch) = O(22) + O(eh).

ebenfalls von gleicher Groflenordnung wie zuvor.
Wir erhalten mit € < h

ly"™ — y(t.)|| = O(e?) + O(eh) + O(h?) = O(h?),

und haben den globalen Fehler fiir die langsamen Variablen gezeigt.



Kapitel 3

Adiabatische Integratoren II:
quadratische

Phasenapproximation

3.1 Die adiabatische Mittelpunktsregel

Unser Ziel ist hier die Entwicklung eines Verfahrens globaler zweiter Ordnung in
allen Positionen und Impulsen. Dafiir reicht eine lineare Approximation der Phase
®(t) nicht mehr aus; auch mit dem Ersetzen von W (t,4.1/2 + 0h/2) durch W (t,11/2)
bzw. den entsprechend vorgenommenen Vereinfachungen in den Blécken von S und L
kénnen wir die hohere Ordnung nicht erreichen. Die Ausdriicke miissen statt dessen

ersetzt werden durch:

o(t,,
Wit,,

Q

+6h/2) O(t, 1) +O0h/2 - Mt 1) + 6°h2/8 - Altnyyo)

+0h/2) = W(t,1)+60h/2 - W(t, 1)

NG [SIE

und einer genaueren Approximation an S und L.

Dadurch verkomplizieren sich nicht nur die Ausdriicke in (2.6), auch ®(¢) als Argu-
ment von P; und @) in (2.7) und die entsprechenden Ausdriicke in der langsamen
Differentialgleichung miissen durch die genaueren Approximationen ersetzt werden.
Wir legen im Folgenden Wert auf die Grundideen und Techniken, die insbesondere
im Umgang mit den auftretenden Integralen iiber oszillatorische Exponentiale ent-

wickelt wurden. In [22] beschrianken wir uns deshalb mit unseren Ausfiihrungen auf

75
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den speziellen Fall von Differentialgleichungen zweiter Ordnung
Lo 1
g+ ?A(t) q=0 (3.1)

mit einer symmetrisch positiv definiten Matrix A(¢). Im Hamiltonschen Formalismus
entspricht dies dem Fall M(t) = Id. und U(q,t) = 0. Wir gehen hier von einer etwas

allgemeineren Situation aus, in der ausschlieflich U(q,t) = 0 gesetzt wird, also

1 1
H(p,q,t) = 5PTM(t)‘1p + Q—SQQTA(t) q (3.2)

mit symmetrisch positiv definiten Matrizen M (¢) und A(t).

Die Techniken lassen sich analog auf das ganz allgemeine Hamiltonsystem (1.2) an-
wenden, aus Griinden der Ubersichtlichkeit werden wir die expliziten Formeln hier
allerdings nur fiir den Spezialfall (3.2) ausfiihren.

In diesem Fall erhalten wir ausschliellich eine schnelle, transformierte Differential-

gleichung

N(t) = (E(2(t) e W(t)n(t), (3-3)
L—-LT L+ LT
L+LT L-LT
L(t) entsteht dabei aus den Transformationen

mit einer Matrix W (t) = —

N[

), deren Diagonale Null ist.

%Q(t)lQ(t).

(3.4)
Die Ubertragung des Formalismus auf eine Situation, in der W (¢) Nichtnullelemente

L(t) = 002 (QU)"C(1) ) TQU) + Q) ) )2 -

auf der Diagonalen tragt, findet sich explizit in [22], wo auch die Behandlung inho-
mogener Differentialgleichungen dieses Typs erlautert wird.

Wir entwickeln nun ein Verfahren mit einem lokalen Fehler von O(h?), dabei sei wie
zuvor h eine Zeitschrittweite mit ¢ < h < /e und eine Zeit t,, = to + nh fixiert.
Die Konstruktion geht von zwei Gleichungen aus, dafiir integrieren wir (3.3) von
t,_1 bis t,41 und von t, bis ¢, + 6h, und erhalten

Ntnr)) = n(tar) +h f(E(@(tn+9h)) oW(tn+9h))n(tn+9h)d9 (3.5)

bzw.

n(t, +6h) = n(t,) +h fe (E(Cb(tn +oh)) e Wi(t, + ah))n(tn +oh)do.  (3.6)

0
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In dieser Situation ersetzen wir den Ausdruck n(t, + 0h) in (3.5) durch die rechte
Seite von (3.6) und den Zwischenwert W (t,, + 6h) durch die Taylorentwicklung

W (t, +0h) = W(t,) + OhW (t,) + O(6*h?) . (3.7)

Mit n(t, +oh) = n(t,) + O(ch) und W (t, +oh) = W(t,)+ O(ch) in (3.6) erhalten

N(tn+1) = 1(tar) + hAE)N(Ea) + B B(ta)n(tn) + R*C(ta)n(ta) + O(h?)

mit den Matrizen

Alt) = /_1 E(D(t + 0h)) db e W (t), (3.8)

1

Bt) = /_1 OF(D(t + 0h)) do e W(t), (3.9)

1

ct) = /1 (E(cb(t+9h)) .W(t)) /00 E(D(t + oh)) e W(t)do do. (3.10)

1

Dies sind die Grundgleichungen zur Konstruktion des numerischen Verfahrens, fiir
welches wir nun ausreichend genaue Anndherungen an A(t,,), B(t,,) und C(¢,,) bendtigen.
Dazu ersetzen wir zundchst W (t,,) bzw. L(t,) durch W,, bzw. L,,, indem wir die ent-

sprechenden symmetrischen Differenzenquotienten verwenden:

G = G (Cllin) = Cllat)). Q= 5 (Qltin) —~ Qltmr)) und (3.11)
G = 2 (Oftnn) ~ Qb))

Die zugehorigen Ableitungen werden durch

. 1
W, = E(WnJrl/Q — Wi1)2) (3.12)

angendhert, mit

Qn+1/2 = (Q(thrl) + Q(tn)) und Qn+1/2 = (Q(thrl) - Q(tn))

1
h

N | —

sowie den entsprechenden Ausdriicken fiir Cy, 412, C’nﬂ /25 Slny1/2 und Qnﬂ /2-
Wie bereits angesprochen, geniigt es zum Erreichen eines lokalen Fehlers von O(h?)

nicht, in jedem Argument von F(®) die lineare Phasenapproximation zu verwenden.
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Allerdings werden wir in der Fehleranalyse (Kapitel 3.5) sehen, dass wir auch nicht
iiberall den relativ groflen Aufwand einer quadratischen Annéherung investieren
miissen. In einer Weiterentwicklung von [22] ndhern wir die in B(t,) und C(t,)
auftretenden Phasen ® wie bisher linear an und verwenden in \A(t,,) die quadratische

Approximation der Phase:
1 .
O(t, + 0h) ~ ®(t,) + OhA(t,) + 59%2/\(15”). (3.13)

Die Ableitung A(t,) wird wieder durch einen symmetrischen Differenzenquotienten

approximiert,
1

R = 5= (Alt) = Alta ), (3.14)

und das Integral ®(¢,) = fti" A(s)ds in der Ndherung ®,, rekursiv durch die Simp-

sonregel berechnet

O, =D, 1+ g<A(tn+1) + 4A(t,) + A(tn_1)>. (3.15)

Mit diesen Approximationen kénnen wir die hochoszillatorische matrixwertige Funk-
tion E(®(t, + 6h)) ersetzen durch

EA0) = E(®, +0hAt,) + %9%2/\”) (3.16)

1 .
= E(®,)e E(0hA(t,)) e E(§62h2An), bzw.
E,(0) = E(®,+0hA(t,)) = E(D,) e E(OhA(t,))
und erhalten folgende Darstellung;:

77n+1 == 77n71 + hjnnn + thnnn + h25n77n . (317)

Dabei werden die Matrizen A(t,), B(t,), C(t,) aus (3.8)—(3.10) folgendermafien ap-

proximiert:
1
A, = / EA0)do e W, (3.18)
-1
1
B, = / 0F,(0)d0 e W,, (3.19)
-1

C, = /_1 (En(e) . Wn) (/6 En(0)do e Wn) df. (3.20)

1
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Die oszillatorischen Integrale in (3.18)—(3.20) bediirfen einer gesonderten Betrach-
tung. In [15] werden spezielle Quadraturformeln zur Berechnung von hochoszillato-
rischen Integralen vorgeschlagen, die allerdings zum Teil viele Funktionsauswertun-
gen pro Zeitschritt benotigen. Wir wollen hier die besondere Gestalt obiger Integrale
ausnutzen und diese durch sukzessive partielle Integration entwickeln, wie bereits in
[16], [17] und [22] angeregt. Es gibt aber auch die Moglichkeit, alle Integrale analy-
tisch zu berechnen.

Wiéhrend gn und CNn analytisch, sozusagen mit der Hand am Arm, integriert werden
kénnen und im Folgenden auch auf diese Weise behandelt werden, gibt es auch fiir
das kompliziertere Integral in A, eine Moglichkeit, es exakt zu berechnen. Dafiir

betrachten wir einen Nebendiagonaleintrag der Matrix:

1
< / E <0hA(tn) + 19%2/\“) d@)
4 2 .

— /1 exp (g (Hh(Al(tn) — Ag(tn)) + %9%2 (A, — Ank))) do fiir k # 1.

1

Fiir k£ = [ sind nach Definition die Eintrédge von £ und damit auch das Integral Null.

Mittels quadratischer Ergédnzung erhalten wir

(/1 . <9hA(tn) i %92;12/\”) de)
g kl

/ exp(—t?)dt, fiir k #,

wobel die Substitution

. @\/; ((Al(tn) — Au(tn)) <Anl — Ank>1/2 + 0h (Am — Ank> 1/2)

verwendet wurde. Die neuen Integrationsgrenzen v bzw. v lauten:

u = Z\/;Zg ((Al(tn) — Ault)) (A, - Ank)” “_h (A - Ank)l/ 2) und
v - Z\/ng ((Al(tn) — aelt)) (A - Ank)_l/2 (A - Ank)l/ 2) |
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Das Integral f; exp(—t?) dt kann nun mittels einer komplexwertigen Fehlerfunktion

/v exp(—t?) dt = gerf(u, v)

dargestellt und berechnet werden. Dabei ist erf(u,v) = == [ exp(—t?) dt iiber das

s

als

Gauflsche Fehlerintegral berechenbar.

Wir kénnen exp(—t?) als Exponentialfunktion mit imaginirem Argument jedoch
auch als Summe von Sinus- und Cosinusfunktionen darstellen und die Integrale
dariiber mittels Fresnel-Integralen analytisch berechnen.

Ob dieser Weg nun eleganter ist als die im Folgenden ausgefiihrte, sukzessive partielle
Integration, bleibt dem Geschmack des Lesers iiberlassen; analytisch exakt ist der
erste dabei zumindest bis zur Auswertung der Fehlerfunktionen.

Fiir den zweiten Weg beginnen wir mit dem Integral in .Zn und integrieren partiell

/1 E(6hA(t,)) e E(%@%QA”) db (3.21)
= E(AhA(t,) + %9%2/\”) . %D‘(A(tn)) 1
t 9=—1
—/ E(OhA(t,) + %9%2/\”) . %D’(A(tn)) . 9§D(An) de,

mit den durch (2.4) definierten Matrizen D(A) und D~ (A).

Das neu entstandene oszillatorische Integral kann ebenfalls partiell integriert werden:

/ 1 OF(OhA(t,)) ® E(%QQhQAn) db (3.22)

1
€

— B(OhA(t,) + %92;12/\”) . (6%D’(A(tn)) — <ED(A(tn))>.2>

0=—1

- [ B + 3R s (55000 - (0 (46) )
. Q@D(An) de,

dabei bezeichnet X*? die eintragsweise Potenz, das heiit X*? = X o X.
Das letzte Integral ist von der Grolenordnung O(h) und folglich

1
/ OE(OhA(t,) + %GWA”) do =T + O(h) mit (3.23)

1
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I} = Je&l —TeTeE, (3.24)
1y oi |
E} = OE(OhA(t,) + 59%21\”) : (3.25)
o=—1
1y oi |
&' = E(OhA(L,) + 59%2/\”) : (3.26)
o=—1
J = D (A(t)). (3.27)
ih
Wir erhalten A, als O(h?)-Approximation an A, durch
A . A A ULy
A, =E(®,)eZieW, mit I)'=TJeE — T eI e ?D(An). (3.28)
Das Integral in gn konnen wir exakt integrieren
1
/ OE(0hA(t,)) d0 = E(OhA(L,)) e (9.7 —J e j) };:71
—1
und mit den entsprechenden Ausdriicken
Il = j.gl—j.j.go, (329)
& = OE(OhA(t,))|,__, sowie (3.30)
& = E(OhA(t))]p—_, (3.31)
erhalten wir
B, = E(®,) eI, o W,. (3.32)

Der Term 5n ist komplizierter, da er ein Doppelintegral enthélt und sowohl eine Ma-
trixmultiplikation als auch eintragsweise Multiplikationen von Matrizen auftreten.

Zunéchst integrieren wir das innere Integral analytisch,
0
/ Ey(0)do = T o (En(0) — Ea(0)) (3.33)
0
und CNn wird zu

/_1 <E(<I>n + 0hA(t,)) Wn) <E(®n + 6hA(t,)) @ T e Wn) do

1

_ /_ 1 <E(<I>n) o E(ORA(L,)) o Wn) <E(¢>n) °Je Wn) do.

1
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Nach Definition gilt
(E(P) o My)(E(P) o My) = (E(P) + 1) o (M1M>)

fiir alle Diagonalmatrizen ® und alle Matrizen M; und M,, deren Diagonale Null
ist, dabei bezeichnet I die Einheitsmatrix. Diese Gleichheit wenden wir nun an,

integrieren wieder exakt und erhalten
Co = (BE(@)eTego+21) e (Wo(T0W,)) (3.34)
—(B@)+1) e ((Te&eW,) (T e W),

Die adiabatische Mittelpunktsregel konnen wir also wie folgt implementieren.

Algorithmus
Es seien 1, nn—1, C(tn), Ctn-1), Q(tn), Qtn-1), Qtn), Qt,—1), Pn, P,—1 und
W12 aus vorigen Schritten gegeben. Gehe fiir Schritt n + 1 folgendermaflen vor:

1. Werte A(t,y1) und M (t,, 1) aus und zerlege A(t, 1) = C(tps1) TC(tny1) ™t

2. Diagonalisiere
Cltn41) " M(tn) " Cltns) ™" = Q1) Qtns1)*Qtns)"

3. Berechne L, und L, 1/, mit (3.4), sowie (3.11) und daraus W,, bzw. W, 41 /s.
4. Berechne W, und A,, mit (3.12) und (3.14).

5. Berechne J, &8, 4, T8, T, &, £, Ty mit (3.24)—(3.31).

6. Berechne A, = E(®,) e Z:' @ W,,.

7. Berechne B, = E(®,)eZ; e W,,.

8. Berechne C, mit (3.34).

9. Aktualisiere n,.1 = u_1 + hAnn + B2Bunn + h2Can,.

10. Berechne ®,,; mit (3.15).

11. Fiihre an den gewiinschten Ausgabepunkten eine Riicktransformation in die

urspriinglichen Variablen (p, ¢) durch.
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Auch wenn dieses Verfahren relativ kompliziert in der Notation ist, erfordert es nur
eine Funktionsauswertung von A(t) pro Zeitschritt. Wie bei den Verfahren mit linea-
rer Phasenapproximation muss auch hier wieder auf die Reihenfolge der Eigenwerte
in (t) geachtet und kiinstliche Vorzeichenwechsel in den Eigenvektoren sind tun-
lichst zu vermeiden.

Da dieses Verfahren ein Zweischrittverfahren ist, benotigen wir einen Startschritt

1o — n1. Dafiir verwenden wir
m =10 + hAgng + h*Bono + h*Cong

mit Integration von 0 bis 1 anstatt von -1 bis 1. Um W, Wo, ®; und Ay mit den ent-
sprechenden Approximationen berechnen zu konnen, benotigen wir zwei zusétzliche

Funktionsauswertungen von A in ty/ = to + h/2 und t_1 /5 = to — h/2.

Mit den Techniken dieses Kapitels erhalten wir relativ schnell einen weiteren Inte-
grator globaler zweiter Ordnung, der auf einem Ansatz von Magnus beruht. Diesen
werden wir im néchsten Abschnitt ndher betrachten.

3.2 Das adiabatische Magnusverfahren

Magnus [24] stellt die Losung einer linearen Differentialgleichung

mit einer zeitabhéngigen Matrix N(¢) dar als Multiplikation des Anfangswertes mit

einer Exponentialfunktion,

n(t) = exp (M(t)) 1(to),

wobei M (t) durch die Magnusreihe gegeben ist:

M) = /t t N(T)df—% /t: [ /tOTN(a) do N(T)} dr
1 /t: [ /t{ t:N(,u) ., N(U)} do, N(T)} dr

o t: [/tOTN(U)da, Ut:N(M)du,N(T)H dr 4
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Die Klammern [-, -] bezeichnen dabei den Kommutator [ X, Y] = XY — Y X.

Die ineinander verschachtelten Terme aus Kommutatoren und Integralen werden
schnell kompliziert, weshalb wir die Reihe fiir eine numerische Berechnung abbre-
chen und die Integrale durch geeignete Quadraturen ersetzen, sieche zum Beispiel
[14].

Unser Verfahren soll zeitsymmetrisch werden, da Verfahren mit dieser Eigenschaft
ein besseres Langzeitverhalten zeigen [8]. Deshalb machen wir einen Zeitschritt

vorwiérts, einen riickwérts und mitteln diese, indem wir setzen:

1 2 1 0
M* = h| N(t,+0h)doF % / U N(t, £+ oh)do, N(t, £ 0h)| db,
-1 —1

-1

M, = (M;+M,)/2

sowle
M1 = exp(Mp)np-1.
In unserem Fall der Differentialgleichung (3.3) hat N(¢) die Gestalt

und wieder miissen wir auf Grund des Auftretens von E(®(t)) in N(¢) oszillato-
rische Integrale berechnen. Auch hier méchten wir nur eine Funktionsauswertung
pro Zeitschritt investieren, so dass wir die Techniken aus dem vorigen Abschnitt
erneut anwenden. Auch werden ®(t,, + 0h) und W (t,, + 6h) wieder entsprechend li-
near bzw. quadratisch approximiert. Mit diesen Substitutionen erhalten wir Terme,
die zu denen im vorigen Kapitel identisch bzw. sehr &hnlich sind und beschrinken
uns deshalb hier auf die Angabe des Algorithmus fiir ein sogenanntes “adiabatisches

Magnus-Verfahren”:
Algorithmus

1. bis 7. Gehe vor wie bei der adiabatischen Mittelpunktsregel.

8. Berechne
(E(q)n).j.80+2l).[wna j.Wn]
[E((I)n).j.gl.wna E((I)n)°j°50°Wn]

NS
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9. Berechne M,, und 7,:

Mn — hAn+h2gn+h25nu
NMnt1 = exp (M) 1.

10. bis 11. Gehe vor wie bei der adiabatischen Mittelpunktsregel.

Auch dieses Verfahren ist ein Zweischrittverfahren.
Den Startschritt kénnen wir wie bei der adiabatischen Mittelpunktsregel erhalten
oder durch Modifikation des obigen Magnusschrittes.

Wir haben hier zwei Verfahren vorgestellt, die im Gegensatz zu den Verfahren aus
Kapitel 2 Zweischrittverfahren sind. Wir bendétigen dabei fiir jeden neuen Schritt
die beiden vorherigen Schritte. Im vorigen Kapitel mussten wir dafiir nur auf den
letzten Schritt zuriickgreifen, verwendeten allerdings zwei Funktionsauswertungen
pro Zeitschritt. Hier kommen wir mit einer Funktionsauswertung pro Zeitschritt
aus. Von der quadratischen Phasenapproximation und den besseren N&dherungen
an die auftretenden Matrizen versprechen wir uns eine Erhohung der Ordnung vor
allem in den schnellen Impulsen. Ob dies auch erreicht wird, werden wir im néchsten
Abschnitt sehen.

3.3 Fehleranalyse: Resultate

Wir beschranken uns auch hier zunéchst auf eine Darstellung der Ergebnisse als
Sétze bzw. Theoreme und verweisen auf die Kapitel 3.5 und 3.6 fiir die Bewei-
se. Wie in Kapitel 2.4 setzt sich die Untersuchung der Ordnung von adiabatischer
Mittelpunktsregel und adiabatischem Magnus-Verfahren zusammen aus einem Satz
iiber die Abschiatzung des lokalen Fehlers und einem folgenden Theorem iiber die
Fehlerakkumulation bzw. Stabilitét.

Zunéchst wiederholen wir die bereits bekannten Voraussetzungen:

V1 Es gilt die Energiebeschrankung H(p, q,t) < Const. fiir die Anfangswerte und
die Funktionen in (1.2) sind ausreichend oft differenzierbar (C* mit unabhiingig

von ¢ beschrénkten Ableitungen).
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V2 Die orthogonale Matrix Q(¢) aus dem zweiten Schritt des Algorithmus hat
beschrinkte Ableitungen mit Q(t) = O(6~) und Q(t) = O(572).

V3 Die Frequenzen wy(t) erfiillen fiir alle Zeiten ¢ € [ty , tenq) die Ungleichungen
|we(t) — wi(t)| > § und wi(t) > Const. >0 Vk,l=1,...,m mit k # [.

V4 Die Schrittweite h erfiillt ¢ < h < /.

In der adiabatischen Situation gilt zudem % < Const.

Wir wollen die Auswirkungen von nichtadiabatischen Ubergéingen auf die Genau-
igkeit unserer Verfahren wieder anhand des ersten lokalen Fehlerbeweises verfolgen
und gehen ansonsten durchweg von der adiabatischen Situation aus, in der % <

Const. erfiillt ist.

Satz 5 Unter den Voraussetzungen VI1-V4 gilt fiir den lokalen Fehler der adiabati-
schen Mittelpunktsregel

[tass) = (ntas) + BAwn(ta) + H2Bun(ts) + W2Can(ta) ) | < CHY/6°, (3.35)
mit einer von € unabhdngigen Konstanten C'.

Beweis: Siehe Kapitel 3.5.

Eine Fastkreuzung der Eigenwerte mit kleinen Werten von  hat also auch hier die
Auswirkungen, die wir in Kapitel 2.4 durch eine dezidierte Verfolgung des Paramters
0 im lokalen Fehler bereits festgestellt haben. Die Verbesserung unserer Verfahren
in einer solchen Situation mittels adaptiver Schrittweitensteuerung haben wir in
Kapitel 2.6 eingehend erlautert.

In der transformierten Variablen 7 haben wir nun eine Potenz von h im Fehler
gegeniiber den Verfahren mit linearer Phasenapproximation gewonnen. Wie gewohnt
reduziert sich dies durch die Fehlerakkumulation auf A? im globalen Fehler und wir

erhalten nach n Schritten des Verfahrens:
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Theorem 5 Seien n,, p, and q, die durch die adiabatische Mittelpunktsregel ge-
gebenen Approzimationen an n(t,) bzw. die urspringlichen Koordinaten p(t,) und
q(t,). Unter den Voraussetzungen VI1-V/ und % < Const. gelten fiir den Fehler in
t, = to + nh folgende Schranken:

In(tn) —mll < Ch?,
lp(tn) = pull < CR?,

HQ(tn)_QnH S O€h2.

Die Konstanten C' hdngen dabei nicht von €, n und h ab so lange nh < Const. gilt.
Beweis: Siehe Kapitel 3.5.

Fiir das adiabatische Magnus-Verfahren erhalten wir eine analoge Fehlerabschatzung:

Theorem 6 Unter den Voraussetzungen von Theorem & gilt fiir den Fehler des

adiabatischen Magnus-Verfahrens aus Kapitel 3.2

IN

Hn(tn) - nnH OhQ,
Ip(t,) —pall < CR?,
HQ(tn) - QnH S C€h2.

Die Konstanten C' hdngen dabei nicht von €, n und h ab so lange nh < Const. gilt.

Beweis: Siehe Kapitel 3.6.

Die quadratische Ordnung im Fehler von 7 fiihrt also auch zu einer quadratischen
Ordnung in den schnellen Impulsen und wir haben das Ziel erreicht, den Approxi-
mationsfehler in allen Variablen durch C'h? zu beschrinken.

Im néchsten Abschnitt werden wir das Verhalten der Verfahren mit quadratischer
Phasenapproximation illustrieren und mit dem Verhalten bekannter Verfahren ver-

gleichen..



88 Adiabatische Integratoren IT

3.4 Numerische Beispiele

Zur Illustration des Verhaltens von adiabatischer Mittelpunktsregel und adiabati-
schem Magnus-Verfahren verwenden wir wieder das Fastkreuzungsbeispiel aus Ab-
schnitt 2.5.2 bzw. 1.5.2 und vergleichen unsere beiden neuen Verfahren mit anderen
numerischen Integratoren, die hier etwas spezieller gewahlt sind als das Stormer-
Verlet-Verfahren in Kapitel 2.5:

e das modifizierte Magnus-Verfahren klassischer vierter Ordnung présentiert von
A. Iserles in [13] (MMagnus),

e das urspriingliche Magnus-Verfahren zweiter Ordnung (Magnus) angewandt

py_1( 0 =am)\(p) (-LH 0 P
i) <\ av o q 0 L J\aq)

e cin Verfahren vom Gautschi-Typ, angewandt auf (3.1) mit

auf

h
Gn+1 — 2COS ;Qn Gn+ Gn-1=0.

Im Magnus-Verfahren zweiter Ordnung haben wir die Integrale durch eine Gauss-
Quadratur vierter Ordnung approximert, um der hochoszillatorischen Struktur die-
ser Integrale Rechnung zu tragen.

Abbildung 3.1 zeigt den durchschnittlichen Fehler in 7, logarithmisch geplottet ge-
gen die Schrittweite fiir verschiedene Werte von €. Wir erkennen an der Steigung
der gepunkteten Linie fiir kleine Schrittweiten h < € die vierte Ordnung des modi-
fizierten Magnus-Verfahrens, wéhrend die adiabatischen Integratoren iiberall zweite
Ordnung zeigen. Die Erhohung der Ordnung auf zwei gegeniiber den adiabatischen
Integratoren mit linearer Phasenapproximation (Ordnung 1), die wir im vorigen
Abschnitt als theoretisches Resultat angegeben haben und im néchsten Abschnitt
beweisen werden, zeigt sich also ganz klar im numerischen Experiment.

Im fiir uns interessanten Schrittweitenbereich h > ¢ zeigen die meisten Verfahren
Schrittweitenresonanzen fiir bestimmte Werte von h. Das Verfahren vom Gautschi-
Typ ist ganz klar das ungenaueste von den geplotteten. Allerdings haben wir Stan-
dardintegratoren wie zum Beispiel die Trapezregel hier erst gar nicht eingezeichnet,

gegeniiber denen ein solches Gautschi-Verfahren noch deutlich im Vorteil wire.
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€ =0.01 € = 0.001 € = 0.0001
>32< X;SK
10° A 100 | e
— : F N
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Schrittweite h

Abbildung 3.1: Fehler in 7, geplottet gegen die Schrittweite fiir e = 0.01, € = 0.001
und ¢ = 0.0001; adiabatische Mittelpunktsregel (durchgezogene Linie) und adia-
batisches Magnus-Verfahren (dicke durchgezogene Linie) verglichen mit MMagnus

(gepunktet), Magnus (gestrichelt) und Gautschi-Typ (Kreuze); § = 1.

Die adiabatischen Integratoren zeigen fiir ¢ = 0.01 vergleichbare Genauigkeit zu den

Magnus-Integratoren, sind aber signifikant genauer je kleiner € wird.

Da die meisten der Vergleichsverfahren mehr als eine Funktionsauswertung pro Zeit-
schritt benotigen, plotten wir in Abbildung 3.2 den Fehler der Verfahren logarith-
misch gegen die Anzahl der benétigten Funktionsauswertungen.

Hier wird der Vorteil der adiabatischen Integratoren gegeniiber den anderen Ver-
fahren noch deutlicher. Bei gleicher Anzahl von Funktionsauswertungen zeigen die
adiabatische Mittelpunktsregel und das adiabatische Magnus-Verfahren deutlich ge-

ringere Fehler vor allem fiir kleine Werte von ¢.

Beim Auftreten von Fastkreuzungen wiirden allerdings auch diese Verfahren kleinere
Schrittweiten und damit mehr Funktionsauswertungen benotigen, um die nichtadia-
batischen Uberginge in 7 auflosen zu kénnen. Die Wahl adaptiver Schrittweiten wie
in Kapitel 2.6 kann hier Abhilfe schaffen.

Die investierte Arbeit zahlt sich also aus: insbesondere mit starken Oszillationen
kommen die adiabatischen Integratoren deutlich besser zurecht als die Vergleichs-

verfahren.
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[
®)
o

.. Fehlerinn

Funktionsauswertungen

Abbildung 3.2: Fehler in ) geplottet gegen die Anzahl von Funktionsauswertungen
fur die gleichen Verfahren und Daten wie oben (Abbildung 3.1).

Aber ein gutes Stiick Arbeit steckt noch in dem Beweis der Fehlerabschatzungen,
der theoretischen Grundlage fiir die Bilder dieses Abschnitts.

3.5 Fehleranalyse: Beweis von Theorem 5

Analog zu Kapitel 2.7 werden wir zunédchst die Aussage von Satz 5 iiber den loka-
len Fehler beweisen und dann iiber Fehlerakkumulation bzw. Stabilitdt des Verfah-
rens und Riicktransformation zum globalen Fehler in den urspriinglichen Variablen
iibergehen. Wieder haben wir zum einen die Potenzen von h im Auge zu behal-
ten, zum anderen auf das Auftreten von e-Termen im Nenner zu achten, die uns
h-Potenzen kosten kénnen.

Auch den Parameter § wollen wir zumindest im Beweis des lokalen Fehlers beob-
achten und fassen wieder mit C' bzw. O verschiedene nicht ndher bezeichnete, aber

von € und h unabhéngige harmlose Konstanten zusammen.

3.5.1 Beweis von Satz 5

Wir zeigen die Abschitzung fiir den lokalen Fehler, indem wir die Differenz (3.35)

wieder in handlichere Teile aufspalten.
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Dazu folgen wir [22] und fiithren folgende Notation ein:

e Definiere A,, B, und C, jeweils wie in (3.8), (3.9) und (3.10), wobei W(t,)
durch die Approximation W, ersetzt wird und W(t,) durch W,.

e Definiere A,, B, und C, jeweils wie in (3.18), (3.19) und (3.20), wobei ®,,
durch ®(t,) und A, durch A(t,) ersetzt wird.

Mit dieser Notation kénnen wir den lokalen Fehler in vier Teile zerlegen

Mltnn) = (mltas) + hA(E) + W Ban(ta) + hCun(ts))

= (ts1) = (9(tnr) + hAun(ta) + B2Bun(t,) + h*Can(t))  (3.36)
+ (hﬁn 2B, + h?én) n(ta) — (hA, + h2B, + h2C,) n(t,)  (3.37)
+ (h A, + BBy, + 12C,) n(t) — (hjn 2B, + h20~n) n(t)  (3.38)
+hAn(t,) — hAum(t,) . (3.39)

Diese Teile konnen nun jedes fiir sich mit Hilfe der folgenden Interpretationen ab-
geschétzt werden:

(3.36) ist der Fehler, der durch das Ersetzen der Zwischenwerte von W und W
durch (3.7), (3.11) und (3.12) entsteht bzw. durch das Einfrieren von n(t, + oh) in
n(t,). Die lineare bzw. quadratische Approximation der Phase ®(t,, +6h) verursacht
die Differenz (3.37), wiahrend die Berechnung des Integrals ®(¢,) an sich durch die
Simpsonregel die Ursache von (3.38) ist. Die Integrale in B, und C, haben wir exakt
integriert, wohingegen wir uns bei .Zn fiir die Technik der sukzessiven partiellen In-
tegration entscheiden kénnen. Dieses Vorgehen ist verantwortlich fiir die Entstehung

der Differenz (3.39).

1. Schritt: Abschitzung von (3.36)
Mit (3.11) und (3.12) kénnen wir leicht folgende Abschétzungen zeigen

W (t,) —Wall < CR*[|O°Q| = Ch?/d?,
W (t,) =Wl < Ch|0*Q|| = Ch/s?
und erhalten

W (t,, + 0h) — W, — OhW, || < CR*(||3°Q| + [|[W]) = Ch?/5* sowie
IW (tn + 0h) = W, || < Chl[W| + O(h?/6%).
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Weiter gilt
b+ o) = (t2) =1 [ (B +-6h) o W e+ €0 (e -+ €1)
und damit unter Verwendung von |o] <1
[7(tn +oh) = n(ta)[| < ChWI|

Mit diesen Abschétzungen kénnen wir (3.36) beschranken durch

CR(|°QI + W[l + IWHIWI + [W]°) = Ch® /8%,

2. Schritt: Abschitzung von (3.37)

In diesem Schritt betrachten wir zunéchst den Fehler, der durch die lineare Appro-
ximation von ® in den Integralen von gn und 5n entstanden ist. Solche Terme haben
wir bereits in Schritt 3 des Beweises von Satz 2 (Kapitel 2.7) untersucht und wir

greifen hier auf die dortige Notation zuriick, indem wir schreiben

E(®(t+6h)) — E(®(t) + 6hA(t))
i0?h?
T e
mit der durch (2.57) definierten Funktion F, bei der R das Restglied der Taylorreihe

nach dem linearen Term ist. Fiir das Integral {iber diese Differenz gilt hier wie dort

E(®(t) + 6hA(t)) o F(t,0h, R),

/1 E(®(t+6h)) — E(®(t) + 9 A(t)) db (3.40)
- ?E(cp(t))./l1 E(OhA) « 02F(t,0h, R) d9=(’)(%) O (341)
Es ist also
h? (z?n - Bn) = RW’E(D(t,)) e / 1 OE(Oh A(t,)) e ieih2F(tn, 0h, R) df W,
ih? ! .
= 1 B(®(,) / E(6h A(t,)) ® 6°F (£, 6h, R) 6 o W,

— O(n/5)

fiir £ < h und W, = O(1/6?).
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Weiter gilt

1 £

K2 (@ - c“n) = B (E(@(tn)) ) / 1 EOhA®) o L R, 0h. R) « Wn)
</6 E(q)(tn + Uh)) do e Wn> do

2 (E((b(tn)) . / " BORA(L)) - Wn)

1

io?h?

£

<E(¢>(tn) . /0 " B(ohA) o 2 Bt oh, B do s Wn> .

Wir betrachten den ersten Term, approximieren die Phase im zweiten Integral linear
und erhalten mit J = =D~ (A(t,))

B <E(¢>(tn)) . /_ BenAw) e T E e, on R) o Wn)

1 9

(E(CI)(tn) o Je <E(«9h/\(tn)) - E(o)) . Wn> dd + O(h*/6?%)

— B </1 E(®(t,)) » E(Oh A(t,)) + 1) . <<i02h2F(tn, Oh, R) e Wn> (j . Wn)) do

e (E((b(tn) +1> . / 1 <<E(9h At)) o wihQF(tn,Hh, R)eW,) (y.wn)>
LO(h)5%)
= O(/s) .

Dabei haben wir wieder unser Vorwissen aus (3.41) eingesetzt.
Mit der gleichen Technik kénnen wir auch den zweiten Term abschétzen und erhalten

insgesamt

n(C—Co) = O(r*/5%).

Fir die Differenz h <./Zl\n — fln> bauen wir zunéchst den gleichen Formalismus fiir die
quadratische Phasenapproximation auf, wie wir ihn fiir die lineare bereits mehrfach

mit Erfolg verwendet haben.

do
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Dazu schreiben wir 03h3R(t, 0h) als Restglied der Taylorentwicklung nach dem qua-
dratischen Term (3.13), das heifit

O(t + 0h) = O(t) + OhA(t) + %9%2/\(75) + 6°h3R(t,0n), und ||R(t,6h)| < C||A||.

Auflerdem definieren wir wieder eine matrixwertige und nach ¢ stetig differenzierbare
Funktion F' durch

i

Ft.2) = D(R(t,7)) o /0 B R(t,2))de = < (E(«*R(t,)) — E(0))

fiir « # 0 und durch den entsprechenden Grenzwert fiir z = 0.
F(t,x) ist beschrankt durch

IE(t, 2)ll = C | R(t 2)|| < CJIA]. (3.42)

Wir verwenden diese Definition und erhalten wie oben:
hA, — hA,
— hE(®(t,)) e [ E <0hA(tn) + §e2h2A(tn)) o« B2 (L, Oh)df e W, .
Dieses Integral ist exakt das gleiche wie in [16]. Wir integrieren partiell,
I'E <6hA(tn) + %9%%@) o 1B (1, 0h) df
. . 1
= [* E(ochA(t,))do e E (102h2A(t,) ) L2 F(t,, Ok
—1 2 € P
=—1
— 1 (% E(ohA(t,))do e 4 <E (%9%2/\(@1)) . @F(tn,eh)) do.

do

Mit der bereits oben verwendeten analytischen Integration

/_ B(ohA(tn) do = %D* (A(t,)) o (E(ORA(t,)) — E(—hA(t,)))

und
% (B (30202 (k) ) & P (L, 0m) )

= W D(A(1)) o B (360°h°A(12)) o TLF (1, 00)

€

+E <%92h2/\(tn)) o 224 (3P (t,,0h))
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konnen wir hier feststellen

. 3 B3 .. B3
1A, ~ h A < CIR] W) = O
Dabei geht ein, dass die Ableitungen von A, die im adiabatischen Fall zwar glatt und

beschrankt sind, beim Auftreten einer Fastkreuzung Unstetigkeiten haben kénnen.

3. Schritt: Abschitzung von (3.38)
Die Fehler der Simpsonregel (3.15) und des symmetrischen Differenzenquotienten
(3.14) sind

[2(tn) — @ull < CRY[|IO°A,
IA(t:) = Aull < CR[|PA].

Es gilt also
A=A, = [ B(®(t,) + 0hA(t,) + 102h2A(t,))
—E(®, + 0hA(t,) + $6%h%A,) d & W,
= O |*Al [IW]]) -
Dabei haben wir h; < 1 verwendet.

B, — gn und C,, — CNn erzeugen auf Grund des Vorfaktors h? nur Fehler hoherer
Ordnung und wir erhalten die Beschriinkung C'h3/§° fiir (3.38).

4. Schritt: Abschitzung von (3.39)

Die Integrale mit linearer Phasenapproximation haben wir analytisch integriert, so
dass gn und C7n keinen weiteren Fehler erzeugen. Mit Hilfe der Fehlerfunktionen lasst
sich dies fir .Zn ebenfalls realisieren und wir kénnten den Beweis hier abschliessen.

Der durch die sukzessive partielle Integration entstehende Fehler ist allerdings mit
(3.21), (3.22) und (3.23) schnell abgeschétzt. Zunéchst schreiben wir

Ay — Ay = E(2,) o (fll B (6hA(t) + 36°h%A,,) do
— (D7 (A1) » & — KD~ (A1) 0 D(A) .Z{‘)) .

Aus (3.22) und (3.23) folgt

/ 1 OE(0OhA(t,)) E(%@WA”) d9 = I + O(h/5) + O(e/5?)

1
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und damit
[' E(0hA(L,)) ® E(362R2A,,) df

- <iD—(A(tn)) &' = hD™(A(t,)) » D(A,) 'If)
+0O(h%/8) + O(eh/d?)

Insgesamt gilt mit € < h

~ h\? h?
1A, - ad<c(f) mwi=cl,

und der lokale Fehler in 7 ist wie gewiinscht durch C'h?/§* beschrinkt.
Fiir den Startschritt gilt eine Beschrinkung von Ch2. O

3.5.2 Beweis von Theorem 5

Der Beweis hier verlauft vollstdndig analog zu [16], weshalb wir die Darstellung im
Folgenden etwas verkiirzen.
Zunéchst muss das Zweischrittverfahren als Einschrittverfahren in einem Raum dop-

pelter Dimension dargestellt werden. Wir verwenden dafiir die Bezeichnungen

o nltes) I (01
oltn) = ( n(tx) >7 s (m: )j ! (1 0>7

A, +hB, +hC. 0
0 0/

My =
In dieser Notation hat die adiabatische Mittelpunktsregel die Gestalt
Vi1 = (J+ th)'Uk (343)
und der lokale Fehler in der Einschrittformulierung wird mit

dk+1 = (J + hM(tk)>’l)(tk) - U(thrl) = O(h3)

bezeichnet. Dabei ist M (t;) genauso definiert wie My, allerdings wird der exakte
Wert ®(t;) anstelle der Approximation ®; in den Ausdriicken Ay, B, und Cj, ver-

wendet.
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Hieraus ergibt sich fiir den globalen Fehler e, = v, — v(¢,) nach n Schritten des

Verfahrens

ent1 = Upg1 — U(tnt1)
= (J+hMy)v, — (J + hM(tn))o(tn) + dnsr
= Jen + then + dn-{—l + Cnt1

mit ¢, = h(/\/ln — M(tn))v(tn).
Durch Induktion lésst sich leicht zeigen, dass gilt

n n+1 n+1
eyt = Jer +h Y T T Myer + > T R+ T e (3.44)
k=1 k=2 k=2

In cpy1 = h(My — M(ty))v(ty) geht im wesentlichen der Fehler durch die Verwen-
dung der Simpsonregel ein, den wir bereits als ®,, — ®(t,) = O(h*) kennen gelernt
hatten. Es folgt ¢, = O(h*) und damit ist die Norm der letzten Summe in (3.44)
durch Ch? beschrinkt.

Fiir dj, gilt dy, = O(h*) und damit

n+1

Z JnJrlfkdk

k=2

< Ch?.

Der Fehler im Startschritt, der mit e; bezeichnet wird, ist ebenfalls durch Ch?
beschrénkt und es folgt fiir (3.44) mit M = maxy || M| und || J|| =1 :

lensall < AMS lle] +Ch2.
k=2
Diese Darstellung ercffnet uns die Moglichkeit, das diskrete Gronwall-Lemma anzu-

wenden und wir schliessen fiir n mit nh < Const.
2
lent1]l < CR.

Dies entspricht wegen ||n(t,) — n,|| < ||len|| der ersten Fehlerabschétzung von Theo-
rem o.

Die weiteren Abschétzungen ergeben sich wie gewohnt durch Riicktransformation
und Reskalierung, wodurch die Positionen wieder eine Potenz von ¢ gegeniiber 7

und den Impulsen gewinnen. O
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3.6 Fehleranalyse: Beweis von Theorem 6

Der einzig neue Fehler, der beim adiabatischen Magnus-Verfahren im Vergleich zur
adiabatischen Mittelpunktsregel auftaucht, ist der Fehler durch den Abbruch der
Magnus-Reihe.

Die verwendeten Taylor-Reihen, Differenzenquotienten, Phasenapproximationen und
Annéherungen an die Integrale bleiben genau dieselben wie zuvor.

Wir ersparen uns deshalb das erneute Aufschreiben und Abschétzen dieser Differen-
zen und konzentrieren uns ausschliefllich auf den Fehler, der durch den Abbruch der
Magnus-Reihe entsteht.

Wir brechen die Magnus-Reihe nach dem ersten Kommutator ab, was einen in der Li-
teratur wohlbekannten lokalen Fehler von O(h®) verursacht, solange das Produkt von
Schrittweite und maximaler Frequenz klein bleibt. Allerdings ist diese Abschétzung
nicht gleichméfig in €.

Unter Einbeziehung von € < h < /¢ bleibt uns aber immer noch ein lokaler Fehler
von O(h?), da die Restterme der Reihe mindestens drei Integrale enthalten. Durch
jede Integration der oszillatorischen Exponentialfunktionen entsteht ein Faktor ¢/h,
wohingegen die Integranden selbst gleichméfig in & beschriankt sind.

Damit lisst sich der durch den Reihenabbruch verursachte Fehler durch Ch® ab-
schitzen mit einer von € unabhingigen Konstanten C'.

Dieser lokale Fehler geht in die gleiche Fehlerakkumulation ein wie die, die wir im
vorigen Abschnitt durchgefiithrt haben und wir erhalten das gleiche Ergebnis fiir

beide adiabatischen Integratoren. O



Kapitel 4

Hamilton-Systeme mit
l6sungsabhingigen hohen

Frequenzen

In diesem Kapitel betrachten wir Hamiltonsysteme mit 16sungsabhéngigen hohen

Frequenzen, das heifit wir gehen von einer Hamiltonfunktion

H(p,q) = %pTM(q)‘lp +U(q) + S%V(Q) (4.1)

aus, deren Potential e72V (¢) nun von den Positionen ¢(t) abhiingt (siehe [8], Kapitel
XIV). Dieses Potential wirkt auf einige der Losungskomponenten ein, so dass wir
wieder mehrere Skalen in der Bewegung des Systems auffinden kénnen. Diese Klasse
von Problemen wird analytisch auch in [26, 28, 2| untersucht.

Zunéchst illustrieren wir das Problemfeld des Kapitels und geben ein Beispiel fiir
ein typisches mechanisches Problem dieser Klasse.

Natiirlich versuchen wir, moglichst viel Theorie aus dem zeitabhéngigen Fall hier

erneut einzusetzen und beginnen dabei mit den Transformationen.

4.1 Problemfeld

Wir betrachten ein Hamiltonsystem mit Hamiltonfunktion (4.1), wobei M(q) eine
symmetrisch positiv definite Massematrix ist, die glatt von den Positionen ¢ € R"
abhéngt. U sei wieder ein glattes Potential und das beschréinkende Potential V'(q)

99
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soll die folgenden Eigenschaften haben:
Die glatte Funktion V' : D C R"™ — R nimmt ihren minimalen Wert 0 auf einer

d-dimensionalen Mannigfaltigkeit ) an, also
V={¢qeD|V(¢g) =minV = 0}. (4.2)

Fiir alle ¢ € V gilt daher VV(q) = 0. Weiter ist das Potential V' in einer Umgebung
von V strikt konvex entlang aller Richtungen, die nicht tangential zu V' verlaufen,
das heifit es existiert ein a > 0, so dass die Hessematrix V2V (q) fiir alle ¢ € V die
folgende Ungleichung erfiillt:

vIV2V (q)v > avt M(q)v (4.3)

fir alle v im M/(q)-orthogonalen Komple-
ment des Tangentialraumes T,V .

Die d-dimensionale Mannigfaltigkeit ) wird
durch m = n — d unabhéngige Bedingungen
lokal beschrieben und V' wirkt sich demnach
auf Bewegungen weg von dieser Mannigfal-
tigkeit aus. Wir sehen in nebenstehender Ab-

bildung die Illustration einer solchen Situati-

on.
Typischerweise erfiillen semiquadratische Potentiale der Form

1

V(g) = 5 ai Alao)n (4.4)

mit ¢ = (g0, q1) € R? x R™ und einer symmetrisch positiv definiten Matrix A(go)
obige Bedingungen mit ¥V = R¢ x 0.
Ein Beispiel dieser Klasse ist das Doppelpendel, bei dem zwei (im Allgemeinen m)

Massepunkte mit steifen Federn verbunden sind.

Q
=t

[a))
D)

58

M
[\

Abbildung 4.1: doppeltes Federpendel
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a?/e? (i=1,...,m) sind dabei die Federkonstanten und die Bewegung des Systems
ist eindeutig bestimmt durch die Koordinaten des Aufhingepunktes der ersten Fe-
der, die Winkel ¢;, welche die i-te Feder in Bezug zur Senkrechten einnimmt und

die Auslenkungen d; der i-ten Feder. Das beschriankende Potential lautet in dieser

V= % goﬁd?,

woraus wir erkennen, dass die Mannigfaltigkeit )V beschrieben werden kann durch

Situation

di =...=d,, = 0. Dies entspricht dem Ruhezustand des Systems, in dem keine der
Federn ausgelenkt wird. Die Variablen d; beschreiben die Frequenzen der Vibratio-
nen innerhalb einer solchen Federkette und héngen hier von den Winkeln ¢; ab. Wir
unterscheiden damit die Auslenkungen d; als schnelle Variablen von den Winkeln ¢;
die sich auf einer langsameren Skala bewegen.

Im Fall des Doppelpendels kénnen wir die beteiligten Matrizen direkt angeben.
Dazu verwenden wir [;, © = 1,2, fiir die Ruheléinge der jeweiligen Feder, m; fiir

die Masse des jeweiligen Massepunktes und verkiirzen mit s := sin(p; — ¢3) bzw.

d
c := cos(p1 — o) die Schreibweise. Es gilt mit gy = ( a1 ) und ¢; = ( dl )
P2 2

1 1
H(pg) = p"M(q) 'p+Ulq) + 523 g Aqi,

wobei
(m1 -+ mg)(dl -+ 11)2 mg(dl -+ ll)(dg + ZQ)C O —mg(dl + ll)S
M(q) _ mg(dl + ll)(dg + ZQ)C mg(dg + 12)2 mg(dg + ZQ)S 0
0 mg(dg + lg)S my + mo moC
—ma(dy +11)s 0 maC Mo
U(q) = —(dy+1)(my+ ma)gcosp; — (da + la)mag cos pa,

A - al 0
0 a2 )

Abbildung 4.2 zeigt die Bewegung eines solchen doppelten Federpendels, wenn wir
die beiden Massepunkte (m; = my = 1) mit Federn der Ruheldnge I; = [ = 1
verbinden. Die obere Feder hat dabei die Federkonstante 1/¢2, die untere Feder 2/¢?
mit € = 0.01.
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In Abbildung 4.2 sehen wir die Entwicklung der Positionen des Systems fiir ein Zeit-

intervall [0, 10] und koénnen die verschiedenen Zeitskalen der Bewegung ausmachen.

Bewegung des doppelten Federpendels
-0.5 T T T

_1'5 = -
_2 = -

-15 -1 -0.5 0 0.5 1 15

Abbildung 4.2: Positionen der Massepunkte des doppelten Federpendels; € = 0.01

Im Beispiel des doppelten Federpendels erhalten wir sogar V' (q) = % ql Ag; mit einer
konstanten Matrix A; wir wollen uns in diesem Kapitel jedoch an den allgemeineren
Fall eines Potentials V(¢) = 1 ¢{ A(go)q1 wie in (4.4) halten.

Gegeniiber dem eingangs durch (4.2) und (4.3) beschriebenen noch allgemeineren
beschrinkenden Potential stellt dies keine Einschrankung dar. Wie das folgende
Lemma aus [23] zeigt, beschreibt (4.4) schon die allgemeine Situation in geeigneten

Koordinaten.

Lemma 8 Unter den Bedingungen (4.2) und (4.3) ezistiert eine glatte lokale Ko-

ordinatentransformation ¢ = x(y), so dass

Vig) = %leA(yo)yl fiir q=x(y),

wobei A(yg) eine symmetrisch positiv definite m x m-Matriz bezeichnet und y =
(Y0, 91) in R x R™ nahe 0 ist.

Beweis: Wir wéhlen zunéchst lokale Koordinaten x = (xg, z1) nahe 0 in R? x R™
mit ¢ = ¢ (z), so dass ¢ = ¢(x) € V genau dann erfillt ist, wenn x; = 0 gilt.
Fiir ¢ = 1(z) schreiben wir V(z) = V(¢) und schlieBen aus (4.2)

V(20,0) =0 und VV(x,0)=0.

Weiter folgt aus (4.3), dass A(z) := Vilf/(xo, 0) positiv definit ist.
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Wir verwenden nun eine weitere Koordinatentransformation, die allerdings nahe der
Identitéat ist:

Yo =1z0 und y; = p(x)z;.
Den reellen Faktor u(z) (der fir 1 nahe 0 nahe an 1 sein soll) bestimmen wir nun

so, dass gilt
1 N

5 y{A(yO)yl = V(%, I1)~

Dazu entwickeln wir die rechte Seite in eine Taylorreihe,

~ ~ ~ 1

V(zo,21) = V(xg,0) + 21 Vo, V(30,0) + 3 ol A(zo)zy + (),
und es folgt

1 ~ ~ 1
3 u(x)QxlTA(xo)arl =V (z0,0) + w{VIIV(wO, 0) + 3 xr{A(wo)xl +r(z).

2r(z)
plw) = \/1 + T A(zg)

ist ein p gefunden, welches auf Grund von r(x) = O(]|z;]|*) auch die gewiinschten
Eigenschaften (nahe 1 fiir z; nahe 0) hat. O

Im Gegensatz zu den Transformationen aus Kapitel 1.4, die alle mit Standardrou-
tinen aus der numerischen linearen Algebra durchgefiihrt werden konnen, ist die
Transformation ¢ = ¥(z) von ¢ nach x = (z¢,z1) mit V(¢) = 0 < x; = 0 nicht
konstruktiv, falls wir ausschliellich den Ausdruck fiir das Potential V' kennen. Die
Transformation der lokalen Koordinaten von x nach y ldsst sich hingegen wie ge-
wohnt numerisch bewerkstelligen.

In vielen Situationen konnen wir aulerdem die Mannigfaltigkeit V durch Bedingun-
gen g(q) = 0 beschreiben und damit z; = g zu einem vollstindigen Satz Koordinaten
erweitern (siehe [8], Kapitel XIV).

In jedem Fall ldsst sich die Transformation ¢ = x(y) in den Positionskoordina-
ten zu einer kanonischen Transformation erweitern. Wir setzen dazu wie gewohnt
py = X'(y)"p fiir die konjugierten Impulse und betrachten im Folgenden die Hamil-

tonfunktion mit semiquadratischem Potential V:

1 B 1
H(p,q) = §PTM(Q) 'p+Ul(q) + 2—82q1TA(qo)q1- (4.5)
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M(q) und A(qo) sind dabei symmetrische positiv definite Matrizen und U(q) ein
entsprechend glattes Potential. Wir konnen bereits in diesem Stadium zwischen
schnellen und langsamen Positionen unterscheiden. Die schnellen Positionen ¢ ()
sind dabei auf Grund der beschrinkten Gesamtenergie H(p,q) < Const. von der
GroBenordnung O(e), wihrend go(t) = O(1) gilt.

Wir befinden uns also bereits in einer Situation, in der schnelle und langsame Va-
riablen unterschieden werden konnen. Von einer annédhernden Separation der beiden
Zeitskalen, wie wir sie in Kapitel 1.4 mit Hilfe der Transformationen erreicht haben,

ist hier allerdings noch nichts zu sehen. Dies ist Ziel des néachsten Abschnitts.

4.2 Transformationen

Die kanonischen Transformationen aus Kapitel 1.4 und die Transformation in die
adiabatischen Variablen 1 waren bereits im zeitabhéngigen Fall von grofler Bedeu-
tung fiir die numerische Integration des Systems und dessen analytische Untersu-
chung. In diesem Abschnitt machen wir uns dies wieder zu Nutze und “recyclen”
einige der zeitabhéngigen Transformationen fiir den losungsabhéngigen Fall, wenn

das Ergebnis auch etwas umsténdlicher zu notieren ist.

Theorem 7 FEs existieren symplektische Transformationen (p,q) — (p,q), so dass
die Hamiltonfunktion H(p,q) aus (4.5) in den neuen Koordinaten folgende Form

hat
Ap.0) = 55Mula) o+ 5 BT a + 5
b,q) = 2]90 olqo) Do 26]91 qdo)P1 9%

S 7T R@p + U(T(@)a) (4.6)

a1 Qdo)

mit einer symmetrisch positiv definiten Matriz My(jo), einer Diagonalmatriz Q(qo),
einer Transformationsmatriz T'(Go) und einer symmetrischen Matriz R(g).
Der Ausdruck %pTR(Q)ﬁ kann geschrieben werden als

1

5 5" R(q)p = 51/20(]50, o) 1 + p1 L(Po, do) " + 5_1/27(]517251, qi: o) + p(p,q) (4.7)

mit einem Vektor c, einer Matriz L, einer Funktion 7, die trilinear in py, p1, ¢1 1St
und einem Restterm der Grifenordnung p(p,§) = O(e?) fir pr, i = O(¢?) und

die Situation getrennter Figenfrequenzen.
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Bemerkung: Da wir von einem System mit beschriankter Gesamtenergie ausgehen,
gilt hier py, ¢ = O(e'/?), also ist der Kopplungsterm 1 p" R(§)p im Fall getrennter
Eigenfrequenzen von der Grofienordnung O(e). Es ist durch die Transformationen
also wieder gelungen, die Kopplung zwischen schnellen und langsamen Variablen auf
eine Grofle von O(g) zu reduzieren.

Beweis: Der Beweis dieses Theorems ergibt sich wie in Kapitel 1.4 durch die
sukzessive Konstruktion entsprechender Transformationen, deren Hintereinander-
ausfithrung wieder eine symplektische Transformation darstellt. Diese Konstruktion

werden wir in den folgenden Lemmata ausfiihren. a
Mit der ersten Transformation wird die Steifigkeitsmatrix in die Identitét tiberfiihrt.

Lemma 9 Fs existiert eine symplektische Transformation qo = Go, ¢1 = C(Go)q1,

so dass die Hamiltonfunktion H(p,q) in den neuen Koordinaten folgende Form hat

1

. o~ 1 1 o .
H(p,Q)=5pTM(Q) 1p+2—82q1Tq1+U(Q)- (4.8)

Beweis: Wir schreiben die Choleski-Zerlegung der Steifigkeitsmatrix A(qo) als

A(qo) = Clqo) " Clqo) "

und transformieren die Positionen wie im Lemma angegeben. Durch

( Po ) |1 <3%0 0(50)671)T ( Po )
n 0 C(Go)T P

wird diese Transformation zu einer symplektischen Transformation auf die Impulse
erweitert.

Setzen wir

Mg = C@"M (G, C(@)a) C(a), (4.9)

U@ = Ul(d,C(do)dn)- 0
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Im néchsten Schritt werden wir die Blockmatrizen in der Nebendiagonalen der Mas-
sematrix M eliminieren und gleichzeitig die Abhingigkeit der neuen Massematrizen

von ¢, reduzieren.

Lemma 10 Es existiert eine symplektische Transformation o = qo + G(Go)q1,
Gi = ¢, so dass die Hamiltonfunktion H(ﬁ, G) in den neuen Koordinaten folgen-
de Form hat

o | (RN B
H(p,q) = 5o Mo(@)™'Po+ 551 Mi(@) P+ 55 0 @
I 7 =
+5 P R(@)p + U(2), (4.10)

wobei R eine glatte matrizwertige Funktion mit R(qo,0) = 0 ist.

Bemerkung: Die Gleichung fiir gy stellt ein implizites Gleichungssystem in ¢q dar,
welches gegebenenfalls mit dem Newton-Verfahren gelost werden muss.

Beweis: Wir schreiben die Massematrix M(§) als
~ Moy M,
M = 00 ol (4.11)
My M
G(q) = —Moo(qo, 0)~ Moy (4o, 0).

(po ) — [+ <aiqo G(QO)Ql)T 0 (ﬁo ) —- (q—)—l ( ﬁO )
P G(q0)" I P1 P1

wird die im Lemma angegebene Transformation zu einer symplektischen Transfor-

und setzen

Durch

mation erweitert.
Es gilt
M(do:ql) M QOa < <q0+G o Q1aQ1) - M(@()?O))

und wir setzen ]\7[(%) = M(cjo, 0) sowie M*(cjo, Q) = ]\7[(% + G(q0)q1, q}) — M(cjo, 0)

mit [|M..(@, @)l = Ol@l) = O(e).
Fiir den ersten Term der Hamiltonfunktion gilt dann

S8 M@ = 5 560 V(@) G(@p + 5 560 M (@G(@)p
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mit N1 (go,0) = 0. Wir setzen
My(q0) = Moo(Go, 0), Ml(@o) = <M11 — M10M&)1M01> (40, 0),

und erhalten

L7 6@ W) G@p = 57" ( T ) Pt 3P N0l

mit Na(go,0) = 0, da Ny(q) eine Summe aus Termen darstellt, die linear bzw. qua-

dratisch in ¢; sind. Insgesamt ergibt sich obige Hamiltonfunktion mittels

R(@@) = G(@)"Ni(9)G(q) + N2(q), (4.12)

U@ = U(q+G(@)a,C(q + G(@)qn)a). O

Mit der niichsten Transformation wird die Massematrix M, (o) der schnellen Varia-

blen diagonalisiert.

Lemma 11 FEs existiert eine symplektische Transformation Go = o, 1 = Q(Go)d1,
Q(qo) orthogonal, so dass die Hamiltonfunktion H(p,q) in den neuen Koordinaten

folgende Form hat

A 1 o~ 1 o 1 .
H(p,q) = 2 o Mo(do) 1P0+§P1TQ(610)2P1+2—€2611T611
Loopa, o o~
+§NRWW+U@) (4.13)

Fiir R gilt zwar immer noch R(cjo, 0) =0, das heifit R= O(¢1), allerdings ausschlief3-
lich im Fall getrennter Eigenfrequenzen. Bei Fastkreuzungen kann dieser Term grofs

werden.
Beweis: Wir diagonalisieren
M (Go) = Q(q0)2(q0) *Q(q0)" (4.14)

mit der Diagonalmatrix ©(qy) = diag(w;(go)) der Frequenzen und einer orthogonalen
Matrix Q(qo), die glatt von gy abhéngt, falls die Frequenzen w; voneinander getrennt

sind.
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Wir transformieren die Positionen wie angegeben und erhalten durch

(]50 ) 1 <a%0 Q(@o)@)T ( Po )
P 0 Q(Go)" P

eine symplektische Transformation.

Die Matrix

V@) = (o Qo) @l (4.15

ist von der GroBenordnung O(g;), dennoch miissen wir diesen Ausdruck im Au-

ge behalten. Bei Fastkreuzungen der Eigenwerte zeigt er ein &hnliches Verhalten
wie Q(t)Q(t) im zeitabhingigen Fall, das heiBt er wird sehr schnell sehr gro und
fallt nach der vermiedenen Kreuzung schnell wieder ab. Wir betrachten deshalb die

assoziierte Matrix

X(g) = 0 Xo | _ 0 —M;'Y
X0 Xu1 ~YTM;' YTMYY

(1Y@
= ( 0 Qo) )

Dadurch erhalten wir die angegebene Hamiltonfunktion mit

und setzen

~

Mo(@o) = Mo(@o),
R@) = Q@)TR(do, Q(do)d1)Q(d) + X (9, (4.16)
U

U@ = U(do+Gla)Qo)dr, C (do + Gldo) Qo)) Qo) ) 0

Mit der letzten kanonischen Transformation reskalieren wir wieder die schnellen

Positionen und Impulse.

Lemma 12 FEs existiert eine kanonische Transformation §o = o, ¢1 = 61/2(2(@0)1/2@1,
so dass die Hamiltonfunktion ]:](15, G) in den neuen Koordinaten folgende Form hat
(G1 = O(e) impliziert ¢ = O('/?) ):

. 1

. AN 1 N 1. .
H(p,q) = éngo(CIo) 1P0+2—6P1TQ(CIO)P1+2—€Q1TQ(QO)CI1

S 7T R@p + U(T(@)3).
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Der Ausdruck %pTR(qv)f) kann geschrieben werden als

5 TR = &' c(Bo, do) 41 + Pi L(Po, Go)" 1 + €= *7 (P, P, G5 Go) + (P, 9)

mit einem Vektor c, einer Matriz L, einer Funktion 7, die trilinear in py, p1, ¢ 1St
und einem Restterm der Grifenordnung p(p, §) = O(e?) fir pr, i = O(?) und

die Situation getrennter Figenfrequenzen.

Beweis: Wir erweitern die Transformation der Positionen wieder auf die Impulse

T
o\ _ [ 1 e (E00) a) | ()
D1 0 cl/2 Q(qvo)lm D1
Mit T(Go) = G(Go)Q(Go)(go)"/? definieren wir

I e T(go)
0 &Y2C(Go + 2T (o)1) Qo) o)

mittels

T(q) = (Ty | ¥°Ty) = <

und erhalten dadurch
U(q) = U(T(9)q)-
Dabeiist U(T(do, ¢1)q) = U(T(do, 0) §)+O(£*?) in einer Situation mit getrennten
Eigenfrequenzen.
Weiter definieren wir eine Matrix der GroBenordnung O(g;) = 0(81/ 2) durch

0(q) = ( a‘; Q(qo)”?ql) Q(go) 12

und damit die Riicktransformation

poy (1 —6(q) Po
)\ 0 e M2Q(g) 2 n)

1 -~ | 1 NS
5 gMo(QO)po = §ng0(QO)P0 + §PTR1(Q)P

mit der symmetrischen Matrix

o 0 —Mo(do)~'O(q) yolt
Ri(q) = < —6(g)" My(do) ™" @(Q)TMo(éo>1@<@>> o

Es gilt nun



110 Hamilton-Systeme mit l6sungsabhingigen hohen Frequenzen

A

Analog schliefien wir fiir p7 R(q)p
P R(Q)p = p" Ra(Q)p + 7" Ra(9)p

mit einer symmetrischen Matrix

3 0 — RO 3
R = =0
2(q> ( —@TROO @TRQ()@ — 6_1/2 Q_l/2R10@ — 5_1/2 @TR01Q_1/2 ) (ql)

im Fall getrennter Frequenzen. Dabei bezeichnen R;; = Ry;(do , el/2 QL 241) die ent-
sprechenden Blocke von R(q), fiir die R;;(go,0) = 0 gilt, die allerdings durch das
Auftreten der Matrix Y auch grofl werden kénnen, wenn eine Fastkreuzung der Ei-
genfrequenzen stattfindet. Die Matrix R3(q) ist zwar ebenfalls symmetrisch, durch
das Auftreten negativer Potenzen von ¢ und die entsprechenden Blocke von R aller-

dings weniger harmlos als die vorherigen,

a(d) — Roo(Go , 2 Q1) e % Rot (o, €'/2 Q0M2q,) Q12
3(q) = e V2O V2R (G, e2QV2q) e V2R (G, €Y7 QV26,) Q12

R(q) = Ri(q) + Ra(q) + R3(q)

erreichen wir die im Lemma angegebene Hamiltonfunktion H (p,q) und es bleibt
noch der Ausdruck ﬁTR(q)ﬁ zu untersuchen. Auf Grund der negativen Potenzen von
e ist dabei vor allem der Term p” R3(§)p zu beachten. Die weiteren Summanden R;
und R liefern nur kleinere Terme, die sich in R3 subsummieren bzw. als Restterm

p(p, ) zusammengefasst werden kénnen. Es gilt

1 1
D) 7' Rs(§)p = B 56 Roo (do » el/? Ql/2C]v1)]50 +e Pl Ry (do el/? 91/2%) Do

1
+§ e pi Q2R (do gl/? Q1/2qv1)Q_1/2]51
= &2¢(po, Go) 1 + PL L(Po, Go) Gy + e 27 (p1, Pr, du; do) = O(e)

fiir p1, ¢ = O(/?) und getrennte Eigenfrequenzen. Dabei ist ¢ ein Vektor, L eine
Matrix und 7 eine Funktion, die trilinear in py, p; und ¢, ist. Da in dieser Situation
auch © = O(¢;) = O(e'/?) gilt, schlieBen wir

1

3 . 1 e TR e o S S
3 P R(q)p + 3 P Ra(9)p = pt L(po, do)dr + €**#(p1, b1, 4r; o) + p(Bs 4).-
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p(p,q) ist dabei ein Term, der quadrilinear in py, p1, ¢; und ¢; ist und den wir

127 zu einem Restterm p(p,§) der GroBenordnung O(e?) zusammenfassen

mit e
konnen. Die partiellen Ableitungen von p nach p; und ¢ sind von der GroBenordnung

O(£%?), diejenigen nach py und gy behalten die urspriingliche Grofie von O(e?). O

Wir lassen alle Haken weg und betrachten die Bewegungsgleichungen des transfor-

mierten Systems

, 1
Po = —Vyg (5 6 Mo(g0)po + U(qo, 0))
1 1
—Va (2_5 p1Qqo)p1 + 5 qlTQ(%)ql) + fo(p. q) (4.17)
G = Mo(g0) 'po+ go(p,q) (4.18)

P1 1 0 —Qq) P fi(p,q)
( G ) G < Q(QO) 0 > ( q1 ) " ( 91(p, Q) ) (4'19>
mit den Funktionen

() - s o

<go> = R(q)p.
[

Falls die Eigenfrequenzen getrennt bleiben und die Diagonalisierung glatt ist mit
beschréinkten Ableitungsmatrizen, erhalten wir f = O(e), go = O(e), fi = O('/?)
und g; = O(e"/?). Mit (4.7) schreiben wir

fi = —ePc—Lpi+e a(pr, pi; o) — 51/2T1Tqu(qO= 0) + O<53/2)
g = LTq + e 2b(p1, a3 qo0) + 0(53/2) ) (4.20)

wobei wir der Ubersichtlichkeit wegen die Argumente in ¢, L und T} weglassen. Die

Funktionen a und b sind bilinear in p; und ¢;.

Nun verlassen wir den kanonischen Rahmen und transformieren die schnellen Va-
riablen p; und ¢; in die adiabatische Variable 1. Dazu betrachten wir die diagonale
Phasenmatrix ®(t) entlang einer Losung (p(t), ¢(t)) des Systems (4.17) - (4.19) und
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definieren sie durch
b(t) = Ago(t)) mit Algo) = ( o) 0 ) :

Wieder diagonalisiert die konstante unitare Matrix I" aus (1.23) die fithrende Matrix

der schnellen Differentialgleichungen (4.19) und wir erhalten

( o) 0 ) =T"iA(q) ™.

Damit transformieren wir p; und ¢; zu

n(t) = e 2 exp (—é q)(t)) r < pi(t) > (4.21)

Q(t)

und wieder zuriick mit

p .
Proy e ! n=¢e"?Texp (3 <I>) n. (4.22)
¢ (1 €

Fiir eine Losung beschrénkter Energie sind sowohl p;(t) als auch ¢ (¢) in (4.19) von

der GréBenordnung O (e'/2) und folglich gilt fiir  wieder

Die schnellen Bewegungsgleichungen lassen sich in den neuen Variablen schreiben

als

7
i=c"exp <‘g ‘I’) v ( ; ) — T V2Prf 4 e V2Qg
1

mit den Argumenten (po,c'/?P1n, qo,€'/?Q1n) in den Funktionen f; und g;. Setzen

wir die Ausdriicke fiir f; und g; aus (4.20) ein, so erhalten wir wie in (1.30)

. 1 -
Po = —Vyg (5 po Mo(q0) 'po + U(Qan))

1 1
_qu (5 U*P{FQ(QO)PN? + 577*@{9(6]0)@177) + fo, (4-23)

do = Mo(q0) "po+ go, (4.24)
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n = €exp (—g (I)) W(p07QO) exp (g q’) n

€ b(Pim, Q175 qo)

=P <C(p0, 00) + T1(q0,€ Q1) VU (o, 0)) + 7

mit

2

1 [ L(po,q0) — L(po, 90)"  L(po. ) + L(po, q0)"
Wpo, @) = ( L(po, q0) + L(po, 0)"  L(po; g0) — L(po; g0)" ) (4:26)

und dem Rest 7(po, e'/2 P11, qo, €'/2Q1n) = O(e) sowie den Funktionen
fo(P0>€1/2P177>QO>€1/2Q177) und 90(]90,61/2P177>QO>€1/2Q177) der Grofenordnung O(e)
im Fall getrennter Eigenfrequenzen.

Die annéhernde Separation der Zeitskalen ist also zumindest im Fall getrennter Ei-
genfrequenzen wieder gelungen. Im Gegensatz zum zeitabhéngigen Fall gelingt sie
allerdings nicht mehr rein mit Standardroutinen der numerischen linearen Algebra,
wir bendtigen gegebenenfalls das Newton-Verfahren, um die Massematrix zu zerle-
gen.

Die rechten Seiten der transformierten Differentialgleichungen sind aber auch hier

wieder unabhéngig von € beschrénkt.

Um den Nutzen der Transformationen zu veranschaulichen, betrachten wir das Bei-
spiel des doppelten Federpendels. Abbildung 4.3 zeigt die urspriingliche Variable
¢1(t) und die Realteile der transformierten Variablen n(t), sowie n,(t) fiir € = 0.01.

Im Gegensatz zur stark oszillierenden Ausgangsvariablen ¢ (t) zeigt n(t) langsame
Bewegungen um eine Konstante. Die Amplitude der Bewegungen liegt dabei bei
O(e), so dass wir 7 erneut als adiabatische Invariante vermuten kénnen.

Fiir kleinere Werte von ¢ tritt der Effekt der Transformationen noch deutlicher zum
Vorschein. In Abbildung 4.4 sehen wir die gleichen Variablen fiir ¢ = 0.001. Im Ge-
gensatz zu den beschleunigten Oszillationen in den urspriinglichen Variablen wird

die Bewegung in 7 kleiner, langsamer und glatter.
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e=0.01:  d (1) n,®, n,®
0.02 0
ooxfl WM INTTA NN N L
0 -0.5
e i i g e W NP
-0.01
-0.02 -1
0 0.5 1 0 0.5 1
Zeit t Zeit t

Abbildung 4.3: ¢;(t) (links) sowie Realteile von 7, (t) (rechts, gepunktet)
und 7,(t) (rechts, durchgezogen); € = 0.01.

<103 £=0001: d () n,®. n,®
2 0
1 ’ ‘ ...................................
of i -0.5
_1 |
-2 -1
o 0.5 1 o] 0.5 1
Zeit t Zeit t

Abbildung 4.4: ¢;(t) (links) sowie Realteile von 7, (t) (rechts, gepunktet)
und 7,(t) (rechts, durchgezogen); ¢ = 0.001.

Die Bilder legen nahe, dass wir 7(t) auch im frequenzabhéngigen Fall als adiabati-
sche Invariante identifizieren konnen. Dies ist allerdings nur unter etwas restrikti-
veren Bedingungen als in der zeitabhéngigen Situation moglich, wie wir im néchsten

Abschnitt sehen werden.

4.3 Adiabatische Invarianten

Die grofien Analogien zwischen dem zeitabhéngigen Fall aus Kapitel 1 und dem
frequenzabhéngigen Fall hier lassen vermuten und hoffen, dass n auch hier eine
adiabatische Invariante darstellt. Um dies zu iiberpriifen, integrieren wir beide Sei-
ten der Differentialgleichung fiir n (4.25) von tq bis ¢.

Die erste Zeile ist dabei eine alte Bekannte aus Abschnitt 1.5.1. Wir setzen wieder
voraus, dass wir uns in der adiabatischen Situation befinden, in der die Eigenfre-

quenzen w;(t) = w;(qo(t)) getrennt und von 0 weg beschrénkt bleiben, also eine
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Konstante 6 > 0 exisitert, so dass fiir jedes Paar w;(t) und wy(¢) mit j # k und alle

Zeiten t im Integrationsintervall gilt:
1
lw;(t) — wg(t)] > mit 5 < Const., wj;(t) > Const. (4.27)

Da die Matrix W der ersten Zeile von (4.25) Nullen auf der Hauptdiagonalen trégt,
ergeben sich durch Multiplikation mit den oszillatorischen Exponentialen von links
und rechts ausschliellich oszillatorische Terme, deren Integral wir wie in Kapitel
1.5.1 durch O(e) abschétzen kénnen.

Genauso gehen wir bei der letzten Zeile von (4.25) vor. Wir integrieren partiell und
nutzen aus, dass das Integral iiber Py (¢) von der GréSenordnung O(e) ist. Die Ab-
leitungen von py, go und 7 sind beschrénkt falls (4.27) gilt. Auch mit dem Restterm
r konnen wir so verfahren, zumal dieser von vornherein durch seine geringe Grofle
besticht.

Schwieriger wird es bei der mittleren Zeile von (4.25), welche die bilinearen Funk-
tionen a und b enthélt. Ein typischer Term dieser bilinearen Funktionen ist von fol-
gender Gestalt: n* Py R(po, qo) Pin bzw. n* Pf R(po, ¢o)@Q17, mit einem 2m X 2m x 2m
Tensor R(po, o), der von oszillatorischen Exponentialen P; bzw. (); eingerahmt

wird. Unter dem Integral

/t exp (_3’ q)) - < a( Py, Puy; qo) >

to € b(Pin, Q17; qo)

treffen also drei oszillatorische Exponentialfunktionen aufeinander und wir benétigen
eine weitere Bedingung an die Eigenfrequenzen w;(t), wenn wir eine vergleichbare
Abschétzung zu den anderen Termen erreichen wollen. Das Integral {iber die oszil-
latorischen Komponenten des Integranden kénnen wir durch O(e) abschétzen und
wir sorgen mit der folgenden Nichtresonanzbedingung dafiir, dass unser Integrand

ausschliefflich solche Komponenten enthélt: gilt fiir alle 7, k£, [ und alle moglichen

Kombinationen von Vorzeichen
jwj(t) £ wi(t) £ wi(t)] =6 (4.28)

mit einer positiven Konstanten 0 unabhéngig von e, so ist das Integral iiber den
mittleren Term unserer Differentialgleichung von der Gréfienordnung O(e) und wir

haben gezeigt:
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Satz 6 Unter den Voraussetzungen (4.27) und (4.28) gilt fir n(t)
n(t) =n(to) + O(e) (4.29)
gleichmdf$ig auf beschrinkten Zeitintervallen. O

Bemerkung: Wenn die Nichtresonanzbedingung (4.28) zu der folgenden Bedingung

abgeschwacht wird,

w;i(t) £ wi(t) £ wi(t) besitzt Vj, k,l=1,...,m und Vt € [to, tend]
eine endliche Anzahl hochstens einfacher Nullstellen, (4.30)

reduziert sich die Aussage des Satzes zu
n(t) = n(te) + 0(61/2> fir t < Const. (4.31)

(siehe [8], Kapitel XIV).

Mit Satz 6 erhalten wir wieder die Wirkungen
L=InP G=1...,m) (4.32)
als adiabatische Invarianten mit
I;(t) = I;(t)) + O(e) fir t < Const. (4.33)

im Fall von (4.29) und I;(t) = I;(to) + O(¢'/?) im Fall von (4.31).

Durch eine Fastkreuzung der Eigenfrequenzen oder eine Verletzung der Nichtreso-
nanzbedingung konnen allerdings auch hier wieder O(1) Spriinge in 7(¢) auftreten.
Wir profitieren dennoch von der Definition der Wirkungen bzw. Invarianten, denn
wir kénnen mit ihrer Hilfe das System der langsamen transformierten Differential-
gleichungen (4.23) und (4.24) vereinfachen. Es gilt

1 1 =
52 P1a0)ps + 5 af g = D L w;(ao)
=1

und damit

) 1 _ =
o = —Vg (51)51\/—’0((10) "po + U(CIO,O)) — ) ;Vawi(q) + O(e) (4.34)

j=1

Go = Mo(g) 'po+Ofe). (4.35)
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Vergleichen wir diese Bewegungsgleichungen mit dem beschrénkenden System, wel-
ches durch die Hamiltonfunktion £ p"M(q)~'p + U(q) auf der Mannigfaltigkeit V
gegeben ist, wird die langsame Bewegung obigen Gleichungen zufolge gesteuert von
dem zusitzlichen Potential 7", I; w;(qo), das von den Wirkungen /; abhéingt. Ver-
schiedene Herleitungen und Diskussionen eines solchen Korrekturpotentials finden
sich in [26, 28, 2].

Die Aussagen dieses Abschnitts galten alle ausschliefllich unter der Voraussetzung,
dass eine adiabatische Situation vorliegt, in der die Eigenfrequenzen deutlich ge-
trennt bleiben und zusétzlich eine der Nichtresonanzbedingungen (4.28) bzw. (4.30)
erfiillt ist. Im néchsten Abschnitt werden wir uns damit auseinandersetzen, was bei

einer Verletzung dieser Bedingungen geschieht.

4.4 Dynamik von Fastkreuzungen

Im zeitabhéngigen Fall haben wir bereits eingehend das Verhalten der Losungen
und einzelnen Matrizen untersucht, welches auftritt, wenn der minimale Abstand §
der Eigenfrequenzen in einem Punkt qo(t) so klein wird, dass 62 < ¢ gilt. Die rechte
Seite der Differentialgleichung fiir 7 nimmt dabei Werte der GroéBenordnung O(1)
an und 7 zeigt einen Sprung ebensolcher Hohe. Betrachten wir ausschliellich die
Differentialgleichung in 7, so erhalten wir hier das gleiche Ergebnis und beobachten
das Auftreten von O(1) Spriingen in den adiabatischen Invarianten /;. Allerdings ist
diese Gleichung gekoppelt mit den Differentialgleichungen fiir das langsame System,
eine Tatsache, die im frequenzabhéngigen Fall fiir das Auftreten vollig neuer Aspekte
sorgt.

Wir betrachten die erste Zeile der Differentialgleichung fiir  aus (4.25) und schreiben
sie wieder als

exp (L (¢ — ¢n)) fiir k #1

(E(CI)) ° W(Po;Qo)) n mit E(®)y = { 0 sonst.

Die Matrizen ® und W hingen nun iiber die langsamen Positionen gy(t) bzw. die
Impulse po(t) von der Zeit ab. Wihrend diese Abhéngigkeit in W zu keinen groferen
Auffalligkeiten fithrt, hat sie in ® ganz erhebliche Auswirkungen, falls sich die Ei-
genfrequenzen zu nahe kommen. Wir verfolgen deshalb exemplarisch den Weg leicht
gestorter Positionen ¢o(¢) durch @ in die adiabatische Variable n mittels Untersu-

chung der ersten Zeile von (4.25).
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Eine Storung der Grofilenordnung e in go(t) fithrt zunéchst zu einer gestorten Fre-
quenzmatrix <T>,
dP=P+cd

mit & = O(1) und diese Stérung wirkt sich massiv auf das Verhalten von 7 aus.
So gilt
E(®) — E(®) = (E(®) — I) o B(®),

wobei der Faktor F := F (e <T>) — I nicht etwa klein ist, sondern die Groéflenordnung
O(1) hat.

Wir bezeichnen mit 5(t) die Losung der Differentialgleichung 77 = (E(®)eW (po, q0)) 1
und mit 7 die Losung des teilweise gestorten Systems 7 = (E(é) o W (po, qo)) 77, um
die Auswirkungen einer Storung in den langsamen Variablen auf n untersuchen zu
konnen. Dabei sollen die Startwerte 7(to) und 7(to) dieselben sein.

Betrachten wir das Integral {iber die Differenz zwischen gestorter und ungestorter
Gleichung iiber ein Intervall [to, ], in dem eine Fastkreuzung der Eigenfrequenzen

auftritt, so erhalten wir nach partieller Integration

a0 =n) = [ ((B@) = B(@) ¢ Wirn(). o(s)) n(s) ds

€

= 0(e/8?)

mit der Matrix D~ definiert durch (2.4).
Gleiches gilt fiir die Sprunghéhe von 7 an sich

t

)= nlto) = [ (E(®) 0 W(pn(s). (o) ) ds = O(e/5%).
to

Eine O(g)-Stérung in den langsamen Variablen sorgt also im Fall 6% < ¢ fiir eine

Storung in 7, die genauso grofl ist wie die Hohe des Sprungs, dem 1 beim Durch-

laufen einer Fastkreuzungsstelle unterzogen wird.

Im Gegenzug héngen aber die langsamen Variablen durch das Auftreten von 7 in

den Bewegungsgleichungen (4.23) und (4.24) von den neuen Werten von 7 nach dem
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Sprung ab, so dass ein Sprung in 7, wie er beim Durchlaufen einer Fastkreuzung
auftritt, unweigerlich zu einer Stérung in den langsamen Variablen fiihrt. Diese wie-
derum beeinflusst die Sprunghche von 7 in der oben festgestellten Weise, so das sich
die Effekte unverhersagbar iiberlagern und beeinflussen koénnen.

Insbesondere wirken sich im Fall vermiedener Kreuzungen der FEigenfrequenzen auch
kleinste Storungen in den Startwerten der langsamen Variablen auf das Sprungver-
halten von n aus.

Die Sensitivitat einer Losung auf kleine Storungen der Startwerte im Fall vermiede-
ner Eigenwertkreuzungen ist ein Effekt, der zuerst von Takens [28] entdeckt wurde
und demnach in der Literatur als Takens Chaos bezeichnet wird. In [2] wird dieser
Effekt illustriert und es zeigt sich dort, dass wir nach dem Durchlaufen einer ver-
miedenen Eigenwertkreuzung bei gestorten Startwerten zwar keine einzelne exakte
Losung mehr angeben konnen, es scheint aber eine Art Trichter oder Féacher zu ge-
ben, innerhalb dessen sich die Losungen dann befinden. So ist das Verhalten der
Losungen nach der Fastkreuzung zwar nicht exakt vorhersagbar, allerdings konnen
wir doch von Fast-Losungen sprechen, die alle innerhalb eines Trichters um die un-

gestorte Losung liegen.

Wir wollen diesen Sachverhalt an einem einfachen Testbeispiel illustrieren. Dafiir sei

ein Hamiltonsystem gegeben mit

1 1 _ 1
H(p,q) = 5 popo + 501 Mi(a0) 'pr + 55 6l v,
3 5 ’
Mi(go) ! = Goo + qo1 + '
o 2(qoo + qo1) + 3

Die Diagonalisierung der Massematrix M;(qy)~! = Q(QO)Q(QO)QQ(C]())T ‘st mit
llgoll1 = qoo + qo1 gegeben durch

) = <%||qo||1+3+§ ool + 402 0 )

0 aolls +3 — 5 /llaol} + 462

[ cos(é() —sin(€(ao))
@) = (Sin(f(%)) cos(€(a)) )

o1 o]l
E(q) = Z+§arctan (2—5 .
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Wie bei dem Fastkreuzungsbeispiel aus Kapitel 1.5.2 kénnen wir durch unterschied-
liche Wahl von ¢ und ¢ die minimale Nahe der Eigenfrequenzen beeinflussen.
Abbildung 4.5 zeigt die Eigenfrequenzen w;(qo(t)) fiir € = 0.001 und unterschiedliche
Werte von §.

Die Eigenfrequenzen nédhern sich wieder bis auf eine zu ¢ proportionale minimale

Distanz an und gehen ohne Kreuzung auseinander.
=1 0=0.1 0=0.01
/ 3 /\

-04-02 0 02 -0.4-0.2 0 0.2 -0.4-0.2 0 0.2
Zeit t Zeit t Zeit t

Eigenfrequenzen
N

Abbildung 4.5: Eigenfrequenzen von M;(qo) fiir € = 0.001 und 6 = 1, 0.1, 0.01.

Um uns ein Bild von der angesprochenen Sensi- €=0.001,5=0.01

tivitdt der transformierten Variablen auf gestorte 2

Startwerte zu machen, betrachten wir zunéchst in

nebenstehender Abbildung die generelle Situation 0 — G,

bei einer vermiedenen Kreuzung. Geplottet ist die n,(®

-1
“exakte” Losung der transformierten Differential- 5
gleichung, und zwar jeweils die erste Komponen- -0.5 -0.4 -0.3 -0.2

te von ¢y und n; fiir ¢ = 0.001, § = 0.01. Wir Zeitt

erkennen, dass die langsamen Positionen von der

Fastkreuzung nicht unbeeinflusst bleiben.

So zeigt die erste Komponente von gg zumindest einen kleinen “Wackler”, wihrend
n dem Sprung auf einer Skala von O(1) unterzogen wird.

Wir 16sen nun ebenfalls die transformierten Differentialgleichungen, stéren aber den
Anfangswert in den langsamen Positionen um O(g). Durchlauft das System keine

vermiedene Kreuzung, sollte dies das Losungsverhalten nicht wesentlich beeinflussen.
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Abbildung 4.6 zeigt eine solche Situation. Fiir e = 0.001 und 6 = 0.1 tritt noch keine
ausreichende Annéherung der Eigenfrequenzen auf, die eine starke Sensitivitat der
Losungen von den Startwerten erwarten lésst. Eine Unterscheidung der Linienstruk-
turen ist so nicht moglich, eine Aufspaltung in einen Fécher oder Trichter findet

nicht sichtbar statt.
1, 1L(t)

4t 4t
3f 3
2} 2
1} I N T
-0.5 -0.4 -0.3 -0.2 —-0.5 -0.4 -0.3 -0.2
Zeit t Zeit t

Abbildung 4.6: I;(t) mit ungestorten und um O(e) gestorten Startwerten; ¢ = 0.001,
0=0.1.

Doch die Situation veréndert sich, wenn durch kleinere Werte von § eine vermiedene

Kreuzung zustande kommt.

1,(®) 1,()

4 4
3t 3
2t ) — 2
WS
1t L=y 1
Vo
-0.5 -0.4 -0.3 -0.2 -0.5 -0.4 -0.3 -0.2
Zeitt Zeitt

Abbildung 4.7: I;(¢) mit ungestortem Startwert (dick durchgezogen), mit um e
gestortem Startwert (dick gestrichelt) und um O(e) zufillig gestorte Startwerte
(diinn gepunktet); e = 0.001, 6 = 0.01.

Abbildung 4.7 zeigt die ungestorten Wirkungen fiir ¢ = 0.001, 6 = 0.01 mit ei-
ner dicken durchgezogenen Linie und die Wirkungen fiir um e gestorte langsame

Anfangswerte mit einer dicken gestrichelten Linie.
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Stort man den Anfangswert go(to) um eine zufillig gewéhlte Zahl zwischen 0 und
1 multipliziert mit ¢, so erhalten wir die angesprochene Auffacherung (“Trichter”).
Ab dem Punkt, an dem die Fastkreuzung statt findet, nimmt jede der gestorten
Losungen einen anderen Verlauf, bleibt dabei aber innerhalb des durch die beiden
dick gezeichneten Linien festgelegten Trichters.

Das gleiche Phanomen zeigt sich auch fiir kleinere Werte von e, wie wir Abbil-
dung 4.8 entnehmen koénnen. Hier werden dieselben Funktionen fiir ¢ = 0.0001 und
0 = 0.001 geplottet und wir erkennen wieder eine Aufficherung der Losung in eine
Schar von “Fastlosungen”, bei denen lediglich der Startwert der langsamen Positio-

nen um O(e) verandert wurde.

L ® L,(t)

S ' ° ]
]
3t 3
2t 2t
R

1 AT 1t J

0 : : : 0 ‘ ‘ !
-0.5 -0.4 -0.3 -0.2 -0.5 -0.4 -0.3 -0.2

Zeit t Zeit t

Abbildung 4.8: [;(t) mit ungestortem Startwert (dick durchgezogen), mit um e
gestortem Startwert (dick gestrichelt) und um O(e) zufillig gestorte Startwerte
(diinn gepunktet); e = 0.0001, § = 0.001.

Bei der Entwicklung von Integratoren fiir die Situation einer Fastkreuzung werden
wir also enttduscht, wenn wir erwarten, dass die Losung mit einer bestimmten Ge-
nauigkeit approximiert wird. Die Lésung an sich ist in einer solchen Situation schwer
zu bestimmen, wenn solch kleine Verdnderungen der Startwerte zu einer ganzen
Schar von Losungskurven fithren. Auflerdem fiihrt der Sprung in 7 genau zu solchen
Verénderungen in den langsamen Variablen, so dass ein Biindel von Lésungen ent-
steht, die ab einem gewissen Punkt alle gleich wahrscheinlich sind und im Sinne der

Riickwértsanalysis den exakten Losungen zu gestorten Startwerten entsprechen.
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4.5 Numerische Integratoren

Nach den erkannten Schwierigkeiten in nichtadiabatischen Situationen gehen wir
zunéchst von der adiabatischen Situation aus, in der (4.27) und (4.28) mit einer
ausreichend groflen Konstanten o gelten.

Ein erstes und sehr einfaches Verfahren zur Approximation der Losung sieht wie
folgt aus:

e Lose die langsamen Grenzgleichungen (¢ — 0)
o = Vo (& Mo(an) UO—m[-V- 4.36
DPo = w | 5Po 0(q) " po + Ul(qo, 0) Z iVw;i(qo) (4.36)
j=1

Go = Mo(q0) "po (4.37)

mit dem Stormer-Verlet-Verfahren,

e belasse dabei n(t) bzw. I;(t) auf dem Anfangswert n(to) bzw. I;(to).

Unter der Bedingung einer beschrinkten Gesamtenergie und einer ausreichenden Se-
paration der Eigenfrequenzen verursacht dieser Ansatz einen Modellfehler von O(e),
was wir analog zu den Beweisen der vorigen Kapitel zeigen konnen.

Das Stormer-Verlet-Verfahren ist ein Verfahren zweiter Ordnung, wir erwarten also
fiir h > /e eine quadratische Fehlerreduktion und eine Stagnation des Fehlers auf
O(e) fiir h < y/e. Fiir kleine Werte von ¢, an denen wir ja vor allem interessiert sind,
kénnten wir uns also mit diesem Verfahren und diesem Ergebnis zufrieden geben.
Wie in Kapitel 2 geniigt uns dies allerdings nicht.

Im Fall einer auftretenden Fastkreuzung von Eigenfrequenzen erkennen wir diese mit
obigem Verfahren nicht einmal. Auch wenn wir es mit keinem noch so guten Ver-
fahren schaffen werden, die Losung des Systems in einer solchen Situation zu appro-
ximieren, ist es doch ein Unterschied, ob wir diese Situation einfach ignorieren und
mit unserem Verfahren weiter gehen als sei nichts gewesen, oder ob wir wenigstens
vom Programm darauf aufmerksam gemacht werden, dass eine solche Fastkreuzung
statt gefunden hat und vielleicht sogar eine der moglichen Fast-Losungskurven mit
unserem Verfahren verfolgen konnen.

Die weiterfithrende Frage bei der Entwicklung eines Verfahrens mit diesen Zielen ist
also, welche der Terme, die wir oben ignoriert haben im Fall einer solchen Fastkreu-
zung grofl werden und uns somit auf dem Weg durch die Fastkreuzung behilflich

sein konnen.
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Zur Beantwortung dieser Frage steigen wir noch einmal in die Transformationen des
Abschnitts 4.2 ein.

In Lemma 11 diagonalisieren wir die schnelle Massematrix und es entsteht ein Term

| . 0 X 0 MY
— TX(q)p mit X (q) = o) = T T 70_1
2 X1 Xn YT YT Y

und

V(@) = (- Qi) Q) = 0(ar/9).

Dieser Ausdruck beinhaltet die Terme, die hauptverantwortlich sind fiir die Ver-
dnderung der adiabatischen Invarianten auf Grund einer Fastkreuzung und es geniigt

demnach, den weiteren Weg dieses Ausdrucks zu verfolgen. Er wird transformiert zu

1 T O 871/2 XOl(qu,gl/le/Zq"l)Qfl/Z 3
o P e 12012 X 0 (G0, €202G) e Q2X, (G, £/2012,) 012 p

= e MY (g0, 201200 2 (438)

4 5_1]{{9_1/2}/(@0,51/291/2q1)TM61Y(q0, 61/291/2@1)9—1/2]51

N =

= 0(c/6) + O(£%/8°)

im Fall beschrinkter Gesamtenergie. In Fastkreuzungssituationen mit 62 < ¢ identi-
fizieren wir den gemischten Term (4.38) als fithrenden Term und schreiben ihn um,

wobei wir die Haken auf den Buchstaben weglassen und vy = My(qo) 'po setzen.

0

—e 2l Y (o, e PP ) Ppy = —of <(%
0

_ (4
N dr

= Q1TL(]90> C]o)Pl

T
Q(q)) 91/291) Qo) *py

T
Q(go + Tv0) 2 Qm) Q(q0) ' *p,

7=0

mit

Q(qo + T00) " Q(q0)2(q0) 2. (4.39)
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Mit diesem L stellen wir eine vereinfachte Version der Differentialgleichung fiir die

adiabatischen Variablen 7 auf,
0= (E(®)eW)n, (4.40)

wobei W gegeben ist durch (4.26) mit der vereinfachten Matrix L aus (4.39).

Wir erhalten einen zweiten, verbesserten Integrator, indem wir das langsame Grenz-
system (4.36) und (4.37) mit dem Stormer-Verlet-Verfahren 16sen und einen adiaba-
tischen Integrator mit linearer Phasenapproximation, wie er in Kapitel 2.2 vorgestellt
wurde, auf die Differentialgleichung (4.40) anwenden.

Verwenden wir das Stormer-Verlet-Verfahren wieder als Kombination aus symplek-
tischem Fuler-Verfahren und adjungiertem symplektischen Euler-Verfahren, so er-

geben sich folgende Formeln fiir einen Zeitschritt ¢, — ¢, mit ¢, = to + nh,

(1 pgor -

n+1/2 n n+1/2 n+1/2 n n n
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= - ( VMol )+ VU, 0)

2\ 27
+Z]"+1Vq0wg( n-l—l))

7j=1

n n h n n
@ttt o= gty 2 5 (M (g5™™)~ 1po“/2>,

mit B(@72) = B(@(g ), T = sine (3 (A6 = xlg ™) ) und

i
W2 = W (patt/2 012 in der vereinfachten Form von (4.39).

Durch dieses Verfahren kénnen wir zumindest feststellen, wann ein nichtadiabati-
scher Ubergang statt findet und eventuell auch eine Approximation erhalten, die
sich als “exakte” Losung zu gestorten Startwerten interpretieren lasst.

Dies werden wir im nachsten Abschnitt testen.



126 Hamilton-Systeme mit l6sungsabhingigen hohen Frequenzen

4.6 Numerische Beispiele

In Kapitel 4.4 haben wir bereits ein Beispiel kennen gelernt, an dem wir sowohl
die Situation getrennter Eigenfrequenzen, als auch das Auftreten vermiedener Kreu-
zungen untersuchen konnen. Auch wenn dieses Beispiel recht einfach ist, da ein
zusitzliches Potential U in der Hamiltonfunktion nicht auftritt, kénnen wir doch
wesentliche Eigenschaften unserer Verfahren an diesem Modellproblem illustrieren.
Wir betrachten zunéchst die adiabatische Situation getrennter Frequenzen. Durch
die Vereinfachung der Bewegungsgleichungen haben wir bereits einen Modellfehler
von O(e) begangen, allerdings sind wir sowieso an hochoszillatorischen Problemen
mit kleinen Werten von ¢ interessiert. So wahlen wir ¢ = 0.0001 und betrachten
zunéchst die Fehler unserer beiden Verfahren fiir § = 0.1 (6 = 1 ergibt ein dhnliches
Bild). Die im ersten Kapitel formulierten Ziele verfolgen wir natiirlich auch hier und
wollen mit Schrittweiten h > e gute Resultate erzielen.

Abbildung 4.9 zeigt den gemittelten Fehler in schnellen und langsamen Positio-
nen geplottet gegen die Schrittweite. Durch die Reskalierung innerhalb der Riick-
transformation leiden die schnellen Impulse unter dem kleinen e, weshalb wir uns
hier auf eine Darstellung des Positionsfehlers beschrénken. Bei Verfahren 1 sehen wir
klar die 2. Ordnung des Stormer-Verlet-Verfahrens bis zu dem Zeitpunkt, an dem der
Modellfehler iiberwiegt und die Fehlerkurve stagniert. Auch wenn das zweite Ver-
fahren einigen Resonanzen unterworfen ist, konnen wir hier ebenfalls eine mittlere

Steigung von zwei identifizieren.

Fehler in d, Fehler in qa,

10 1072 10 107
Schrittweite h Schrittweite h

Abbildung 4.9: Gemittelter Fehler in den Positionen fiir Verfahren 1 (Linie) und
Verfahren 2 (gepunktet); e = 0.0001, 6 = 0.1.
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Fiir kleinere Werte von 0 setzt die Fastkreuzungsproblematik ein und wir erhalten
schlechtere Approximationen.

Abbildung 4.10 zeigt die gleichen Fehlerkurven fiir 6 = 0.01. Deutlich sichtbar ist das
frithere Einsetzen der Stagnation und die Vorteile des zweiten Verfahrens gegeniiber

dem ersten.

Fehler in q, Fehler in a,
10 10 A
10—6 10—6 lllllllllllll
10" 1072 10" 1072
Schrittweite h Schrittweite h

Abbildung 4.10: Gemittelter Fehler in den Positionen fiir Verfahren 1 (Linie) und
Verfahren 2 (gepunktet); e = 0.0001, § = 0.01.

Verringern wir ¢ weiter, so zeigt sich, dass das zweite Verfahren besser mit den
Fastkreuzungen umgehen kann, als wir es erwartet hatten. Abbildung 4.11 zeigt den
gemittelten Fehler in den Positionen fiir ¢ = 0.0001 und ¢ = 0.001.

Fehler in R Fehler in a,
10 10

10* e : 10_4“WM/\/

10 - - 10
10 10 107 1072

Schrittweite h Schrittweite h

Abbildung 4.11: Gemittelter Fehler in den Positionen fiir Verfahren 1 (Linie) und
Verfahren 2 (gepunktet); e = 0.0001, § = 0.001.
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Da wir den Fehler iiber das gesamte Integrationsintervall gemittelt haben, wirkt
sich das inaddquate Verhalten von Verfahren 1 nach der vermiedenen Kreuzung in
der Fehlerkurve nicht sehr stark aus. Wir erhalten keine Konvergenz mehr, aber der
lange Abschnitt bis zur Sprungstelle mit konstanten n hélt den gemittelten Fehler
auf einem geringen Niveau. So werden wir optisch dariiber hinweg getéduscht, dass
das erste Verfahren nach der Sprungstelle einfach auf dem vorigen Niveau bleibt,
also einen Fehler der Grofenordnung O(1) begeht.

Die Frage ist nun, ob das zweite Verfahren in der Lage ist, nach dem Sprung we-
nigstens eine Fast-Losung zu verfolgen. Dazu wenden wir es mit unterschiedlichen
Schrittweiten auf die Situation ¢ = 0.0001, 6 = 0.001 an. In Abbildung 4.12 sehen wir
wieder das bekannte Bild der Wirkungen, berechnet mit den exakten Bewegungsglei-
chungen (dick durchgezogen), mit kleinen Stérungen in den Anfangswerten gq (dick
gestrichelt und diinn gepunktet) und berechnet mit Verfahren 2 (Kreuze). Die ver-
wendete Schrittweite h = 0.01 liefert eine Losungskurve, die ziemlich genau auf der
dicken gestrichelten Linie zu liegen kommt. Wenn wir auch nicht “die” urspriingliche
Losung erhalten haben, so doch zumindest ein Ergebnis, das wir als exakte Losung

zu um O(e) gestorten Anfangswerten auffassen kénnen.

I, (1), Stérung und Verfahren 2 |2(t), Storung und Verfahren 2
5 5
§ N——
4 e e a4r RIRERERRRS:
37 3t |
2 B 2+t
1 ki 1 55
[
0 0
-0.5 -0.4 -0.3 -0.2 -05 -0.4 -0.3 -0.2
Zeit t Zeit t

Abbildung 4.12: I;(t) “exakt”, mit gestorten Anfangswerten und Verfahren 2 (Kreu-
ze); £ = 0.0001, § = 0.001, h = 0.0L.

Verkleinern wir die Schrittweite, ergibt sich ein noch erfreulicheres Bild.
Fiir h = 0.001 zeigt Abbildung 4.13, dass die Kreuze ziemlich genau auf der Lésung

der exakten Bewegungsgleichungen zu liegen kommen.
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I, (1), Stérung und Verfahren 2 1(t), Stérung und Verfahren 2

-0.5 -0.4 -0.3 -0.2 -0.5 -0.4 -0.3 -0.2
Zeit t Zeit t
Abbildung 4.13: I;(t) “exakt”, mit gestorten Anfangswerten und Verfahren 2 (Kreu-
ze): e = 0.0001, § = 0.001, h = 0.001.

Wo Verfahren 1 einfach geradeaus weiter gehen wiirde, gelingt es also durch Hinzu-
nahme weniger entscheidender Terme, das Sprungverhalten insofern aufzulosen, dass
wir selbst fiir groflere Schrittweiten gute Ergebnisse im Sinne der Riickwértsanalysis

erhalten.
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