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Einleitung

1972 untersuchte Richard Lyons endliche Gruppen G mit folgender Eigen-
schaft (siche [Lyl] und [Ly2]): Es existiert eine Involution t € G\ Z*(G), so
dass Cg(t) eine nicht-zerfallende Erweiterung der Alternierenderen Gruppe
Aj1 mit einer zyklischen Gruppe der Ordnung 2 ist.

Lyons konnte viele Informationen iiber solche Gruppen gewinnen, so etwa
die Einfachheit dieser Gruppen, die Gruppenordnung, die p-lokale Struktur,
die Charaktertafel usw. Offen blieb aber zunéchst, ob es solche Gruppen
iiberhaupt gibt, und wenn ja, ob je zwei dieser Gruppen isomorph sind. Im
Jahr darauf konnte Sims beide Fragen positiv beantworten: Es gibt genau
eine endliche Gruppe mit dieser Eigenschaft. Sie ist eine der 26 sporadischen
Gruppen und wird in der Literatur meist die Lyonsgruppe (Ly) oder die
Lyons-Simsgruppe (LyS) genannt. Sims Existenz- und Eindeutigkeitsbeweis
hat allerdings den Nachteil, dass er nur mithilfe eines Computers durch-
gefithrt werden kann. Dadurch blieb die Lyonsgruppe ein rein theoretisches
Konstrukt. Erst 1981 gelang es Kantor, der Lyonsgruppe Leben einzuhau-
chen, indem er zeigte, dass diese Gruppe eine fahnentransitive Automorphis-
mengruppe einer Geometrie A vom Rang 3 mit affinem Diagramm Gy ist
(siche [K1]). Der Stabilisator eines Objekts in dieser Geometrie ist entweder
eine maximale 5-lokale Untergruppe oder isomorph zur Chevalley-Gruppe
Go(5). Dass eine sporadische Gruppe als fahnentransitive Automorphismen-
gruppe auf einer Geometrie mit affinem Diagramm operiert, ist ein sehr selte-
nes Phinomen: Nur auf eine weitere sporadische Gruppe, der Suzuki-Gruppe
Suz, trifft dies ebenfalls zu.

Durch die Geometrie A erhélt man einige weitere interessante Geometrien.
Setzen wir ¢ : A — A als die universelle Uberlagerung von A, so ist A nach
einem Satz von J. Tits (|Ti2]) ein Gebdude mit dem gleichen Diagramm
wie A. A ist eines der wenigen bekannten Beispiele fiir ein nicht-klassisches
Gebéaude mit affinem Diagramm und fahnentransitver Automorphismengrup-
pe. Es erscheint daher von Bedeutung, mehr iiber die Struktur von A und der
Automorphismengruppe von A zu erfahren. Wir werden zeigen, dass AutA
eine Erweiterung von Ly mit der Fundamentalgruppe von A ist.
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Der erste computerfreie Eindeutigkeitsbeweis der Lyonsgruppe ist von Asch-
bacher und Segev (siehe [AS2]). Die beiden Autoren untersuchten eine andere,
mit Ly verbundene Geometrie. Die Stabilisatoren der Objekte dieser Geo-
metrie sind maximale 3-lokale Untergruppen von Ly. Aschbacher und Segev
konnten zeigen, dass diese 3-lokale Geometrie einfach-zusamenhéngend ist
und konnten daraus die Eindeutigkeit der Lyonsgruppe ableiten. Die 5-lokale
Geometrie A ist jedoch den klassischen Geometrien viel niher verwandt als
die 3-lokale Geometrie und kann daher als die natiirliche Geometrie von A
angesehen werden. Es wére daher wiinschenswert, Existenz und Eindeutig-
keit von Ly mithilfe von A zu beweisen. Das Hauptproblem dabei ist jedoch,
dass A nicht einfach-zusammenhéngend ist.

Dieses Problem kann dadurch behoben werden, indem man zeigt, dass A
durch die Struktur gewisser diinner Untergeometrien charakterisiert ist. Sei
T eine Untergruppe von Ly isomorph zu Z; X Z,. Die Fixelemente von T'
bilden dann eine diinne Teilgeometrie von A, ebenfalls mit Diagramm GS.
Eine solche Teilgeometrie werden wir als Apartment von A bezeichnen. Ist 3
ein Apartment in A und ¥ : A* — A eine Uberlagerung, so induziert ¥ auf
jeder Zusammenhangskomponente von 9~ (X) eine Uberlagerung und ¥. Es
gilt:

Satz 3.3.1 Induziert ¥ fir jedes Apartment ¥ und jede Zusammenhangs-
komponente ¥* von 971(X) einen Isomorphismus von ¥* nach X, so ist 9
selbst ein Isomorphismus.

Durch diesen Satz sieht man, dass die Apartments A charakterisieren. Damit
lasst sich nun die Eindeutigkeit von A beweisen: Wir bilden das Amalgam
2 bestehend aus einem Punktstabilisator, dem Stabilisator eines kollinearen
Punktpaares und dem Stabilisators eines Apartments von A. Dann ist Ly
eine treue Komplettierung von 2. Mithilfe von 3.3.1 folgt leicht:

Satz 3.3.7 Ly ist die universelle Komplettierung von 2.

Da die universelle Komplettierung eines Amalgams immer bis auf Isomorphie
eindeutig ist, haben wir somit die Eindeutigkeit der Lyonsgruppe gezeigt.

Eine weitere interessante Geometrie, die mit der Lyonsgruppe verbunden ist,
ist das Gebédude im Unendlichen von A, das wir mit A® bezeichnen wer-
den. Dies ist ein verallgemeinertes Hexagon mit total-unzusammenhéngen-
der, kompakter Topologie. Aufler den klassischen Polygonen sind sehr wenige
solcher Polygone bekannt. A% ist weit davon entfernt, klassisch zu sein; so
werden wir z.B. zeigen, dass alle Wurzelelationen trivial sind.

Ist Ly = AutA, so ist Ly eine Erweiterung von Ly mit der Fundamentalgrup-
pe von A, und Ly operiert in natiirlicher Weise auf A®. Unsere Vermutung
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ist, dass fy bereits die volle Automorphismengruppe von A> ist. Wir konn-
ten dies leider weder beweisen noch widerlegen. Ein Resultat, das fiir die
Wahrheit der Vermutung spricht, ist etwa:

Satz 4.2.14 Ist C' der Zentralisator von ZTy in AutA>®, so ist AutA> =
C x Ly.

Die Arbeit ist wie folgt gegliedert: In Kapitel 1 behandeln die benétigten
Grundlagen, insbesondere Uberlagerungsabbildungen von Simplizialen Kom-
plexen und Geometrien. In Kapitel 2 geben wir Kantors Konstruktion von
A an und zeigen, dass Ly die volle Automorphismengruppe von A ist. Wir
untersuchen ferner einige wichtigen Eigenschaften von A, etwa den Punkt-
diameter. In Kapitel 3 verschaffen wir uns kurz eine kompakte Ubersicht iiber
geschlossene Pfade kleiner Léange in A. Damit konnen wir dann Satz 3.3.1
und damit die Eindeutigkeit der Lyonsgruppe beweisen. Wir kénnen damit
noch eine Vermutung beweisen, die von den Autoren von [MN] aufgestellt
wurde. In Kapitel 4 schlieflich untersuchen wir das verallgemeinerte Hexa-
gon A,

Von Oktober 2006 an erhielt ich ein Stipendium von der Landesgraduierten-
stifung des Landes Baden-Wiirttemberg, wofir ich mich herzlich bedanken
mochte. Ferner gilt mein Dank meinem Betreuer, Prof. Dr . Christoph Hering,
Frau PD Dr. Barbara Baumeister fiir ihre hilfreichen Kommentare, Tobias
Dohler fiir seine Hilfe mit GAP und allen anderen, die mich unterstiitzt ha-
ben.
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Zur Notation:

Wir benutzen in dieser Arbeit die Notation aus [ATLAS].

Sind A, B und G Gruppen, so bedeutet G = A.B, dass G einen Normalteiler
N mit N = A und G/N = B besitzt.

Fiir eine zerfallende Erweiterung schreiben wir auch G = A : B, fiir eine
nichtzerfallende G = A - B.

Eine zyklische Gruppe der Ordnung n bezeichnen wir mit Z,, oder einfach
nur mit n.

Eine spezielle Gruppe mit Ordnung p"**, deren Zentrum Ordnung p" be-
sitzt, wird hingegen mit p"™* bezeichnet.

G = pmtmettne [ bedeutet, dass G eine aufsteigende Kette von Normal-
teilern der Ordnung p™, p™*"2 . pritnet-+mk mit elementar-abelschen
Faktorgruppen besitzt, so dass die Faktorgruppe modulo des letzten
Normalteilers isomorph zu H ist.

Fiir Untergruppen H, K einer Gruppe G sei H/G := {Hg; g € G} die Menge
der Rechtsnebenklassen modulo H und H/G\K := {HgK;g € G} die
Menge der Doppelnebenklassen modulo H und K

Fiir eine Menge X sei P(X) die Potenzmenge von X.

Fiir eine Primzahlpotenz ¢ sei PG(2, q) die desarguessche Projektive Ebene
der Ordnung ¢ und H(q) das Cayley-Hexagon der Ordnung ¢
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Kapitel 1

Grundlagen

1.1 Simpliziale Komplexe

Ein simplizialer Komplex (vergleiche Chap. 3 in [Sp] und Kap. 3 in [SZ]) ist
ein Paar A = (V,S), wobei V eine nichtleere Menge mit V N P(V) = () und
S CP(V)\ {0} ist. Dabei soll gelten:

(a) {v} € S fiir alle s € V.
(b) Ist c € Sund 0 # 7 C o, s0 gilt 7 € S.

V' heifit die Eckenmenge von A und S die Menge der Simplizes von A. Wir
sagen, dass x,y € V benachbart sind (in Zeichen z ~ y), falls {z,y} € S
ist. Sind A = (V,S), A" = (V',5") zwei Komplexe, so heifit A" Teilkom-
plex von A, falls V/ € V und 8" C S ist. A’ heifit voller Teilkomplex,
falls " = SN P(V') gilt. Ist ¢ € S, so bezeichnen wir den Teilkomplex
(0,P(c) \ {0}) der Einfachheit halber ebenfalls mit o.

Fir o € S sei dimo := |o| — 1. Ferner sei dimA := sup{dimo;o € S}. Fiir
S; = {o € S;dimo = i} heifit A, := (V,|J,_, S;) das n - Skelett von A. Ist
dimA =1, so heifit A ein Graph; die Elemente aus S; heiflen die Kanten von
A.

Fiir einen simplizialen Komplex A sei CI(A) := (V,CI(S)) mit CI(S) :=
{0 # 0 CV;{v,w} € S fir alle v,w € o}. CI(A) heifit der von A induzierte
Cliquenkomplex. Man sieht direkt, dass CI(CI(A)) = CI(A) ist.

A heifle vollstindig, falls C1(A) = A ist.

Einem simplizialen Komplex A = (V,.S) konnen wir wie folgt einen topolo-
gischen Raum zuordnen, die Geometrische Realisierung von A. Wir setzen

A= {f : V = Ry |supp(f)| < o0, supp(f) € S, > cqupp) () = 1} und
entsprechend |o| := {f € |Al;supp(f) C o} fiir 0 € S. Ist dimo = n, so ist

11
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|o| in kanonischer Weise homomorph zu einer abgeschlossenen Teilmenge
des R™. Wir definieren auf |A| wie folgt eine Topologie: Eine Teilmenge U
von |A| sei genau dann offen, wenn U N |o| offen in |o| fiir alle o in S ist.

Seien A = (V,S), A" = (V',S") zwei simpliziale Komplexe. Eine Abbildung
¢ : V' — V' heisst ein Morphismus, falls p(o) € S’ fiir alle o € S gilt. ¢ heifit
Isomorphismus, falls ¢ bijektiv ist und ¢! ein Morphismus ist.

Wir schreiben im folgenden stets ¢ : A — A’ statt richtigerweise ¢ : V- — V.
Ist v € V und v € V', so bedeutet ¢ : (A,v) — (A,v), dass v/ =
p(v) ist. Mit AutA := {¢ : A — A;¢ Automorphismus} bezeichnen wir
die Automorphismengruppe von A. Sind A, A’ zwei simpliziale Komple-
xe, a: G — AutA, B : G — Aut/A’ Homomorphismen, so heifit ein Morphis-
mus ¢ : A — A’ ein G-Morphismus, falls p(v9)) = ¢(v)%9) fiir alle
veV,geGgilt. Ist A" = (V') 5) ein Teilkomplex von A und G < AutA,
so sei Gany == {g € G;v9 = v fiir alle v € V'}.

Sei ¢ € S. Dann sei A, := (V;,S,) mit V, :={v € V;uv &€ 0,0 U {v} € S}
und S, :={r € S;7No=0,7Uc € S}. Ferner sei st(o) := (V, U0, S) mit
Sli= S, UP()\{0}U{rUp;p Co,7 € S,}. A, ist ein Teilkomplex von A,
genannt das Residuum von o. Fiir v € V' schreiben wir A, statt Ag,;. Fiir
G < Aut(A) schreiben wir im folgenden G, anstelle von G4,y und setzen
G? .= G, /Gy als die von G, induzierte Automorphismengruppe von A,.

Ein Pfad der Linge n in A ist eine Folge v = (vo,v1,...,v,) € V™ so
dass stets {v;, v;11} € S gilt. Mit I(y) bezeichnen wir die Lange eines Pfades.
o(7) = v heifit der Ursprung und end(y) = v, das Ende von ~. v heifit
geschlossen, falls o(y) = end(y) gilt. Die Menge aller Pfade bezeichnen wir
mit Pf(A).

Fir v,w € V sei Pf(A)(v,*) := {y € Pf(A);0(y) = v}, Pf(A)(x,w) :=
{y € Pf(A);end(y) = w} und Pf(A)(v,w) := Pf(A)(v,%) 0 Pf(A)(x, w).
Sind v = (vo,...,U,),0 = (wo, ..., wy) € Pf(A) mit v, = end(y) = o(d) =
wp, so sei vd der Pfad (vg. ..., U, w1, ..., Wy). Mit v~! bezeichnen wir den
Pfad (vy,...,vp). Fiir v,w € V sei d(v,w) := min{l(v);y € Pf(v,w)}. Da-
bei gelte minf) = oo. diamA = sup{d(v,w);v,w € V} € NU {oco} heifit
der Durchmesser von A. A heifit zusammenhéngend, falls d(v,w) < oo fiir
alle v,w € V gilt. Die maximalen zusammenhéngenden Teilkomplexe von A
heiflen die Komponenten von A.

Beispiel 1.1.1 Sei G eine Gruppe, G1,...,G, paarweise verschiedene ech-
te Untergruppen von G. Sei V = G1/G U Gy/G U...U G,/G und
S={0#0CV;Nye,v#0}. Dies definiert einen Komplex der Dimensi-
on n — 1; wir bezeichnen diesen Komplex mit K(G; Gy, Gs,...,Gy). G ope-
riert auf K(G;G1,Ga,...,Gy) durch Rechtsmultiplikation. Es ist leicht zu
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sehen, dass K(G;G1,Ga, ..., G,) genau dann zusammenhingend ist, wenn
G = (G1,...,G,) gilt. Nun sei 0 € S. Dann existiert eine Teilmenge J C
{1,...,n} und ein g € G mit 0 = {Gjg;j € J}. Setze H = (), G und
H, = HNGy firk ¢ J. Dann ist G, = H? und Hit — Gytg liefert einen
Isomorphismus von K(H; (Hy)kes) nach K(G;G1,Ga, ..., Gn)o

Umgekehrt gilt:

Proposition 1.1.2 Sei A ein simplizialer Kompler, G < AutA und o =
{v1,...v,}€ S derart, dass V = v Uo§U...UvY gilt und fiir alle T € S ein
g € G mitT C o9 existiert. Dann ist ¢ : K(G; Gy, ..., Gy,) — A Gyg — 0]
ein G-Isomorphismus.

Beweis: Unmittelbar klar ist, dass ¢ ein bijektiver G-Morphismus ist. Sei
7 € S. Dann existiert nach Voraussetzung ein ¢ € G mit 7 C ¢9. Damit ist

e (1) C e (09) ={Gung....,Gy,g} O
Definition 1.1.3

(a) Zwei Pfade ~y,~' heifien elementar-homotop, falls gilt: Es existieren Pfa-
de v1,72,73,73 und ein o € S, so dass ¥ = MY, = N7 und
V2,75 € P[f(0) sind.

(b) v und ~" heiffen homotop (in Zeichen v ~ v'), falls es eine Folge von
Pfaden v = 9,71, .-, =7 gibt, so dass stets ~; und v; 41 elementar-
homotop sind.

Homotope Pfade haben natiirlich stets den gleichen Ursprung und das glei-
che Ende. Wie man leicht sieht, ist Homotopie eine Aquivalenzrelation auf
Pf(A). Wir schreiben [v] fir die Aquivalenzklasse von .

Lemma 1.1.4

(a) Sind v,0,7',6" € Pf(A) mit v ~ ~',0 ~ §,0(0) = end(v), so gilt
v6 ~ 0.

(b) Isty ~ 6, so auch v~ ~ L.
(c) Isty € Pf(A)(v,w), so vy~ ~ (v) und v~y ~ (w).
(d) Ist v6 ~~'§ oder oy ~ &7, so gilt v ~ .

Beweis: (a),(b) und (d) sind klar, wenn elementar-homotop statt homotop
vorausgesetzt wird. Der allgemeine Fall folgt mit Induktion nach der Lénge
der Kette. (c) ist ebenfalls sehr einfach. O
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Definition 1.1.5 Seivg € V und m (A, v) :={[v];y € Pf(A)(vo,v0)}. Wir
definieren auf w1 (A, vg) eine bindre Verkniipfung “7 durch [] - [§] = [vd].
Dies ist wohldefiniert wegen Lemma 1.1.4. Da die Verkniipfung von Pfaden
assoziativ, ist auch “” assoziativ. Es gilt [o] - [(vo)] = [(vo)] - [o] = [o], also
ist [(vo)] das Neutralelement. Nach 1.1.4(c) ist yy~1 ~ (vo) ~ v~ 1y, also
haben wir [y]™! = [y7']. Damit ist (A, vo) eine Gruppe. m (A, vy) heift die
Fundamentalgruppe von A beziiglich vg.

In [Sp], Chap. 3, Section 6 wird die Fundamentalgruppe eines Simplizialen
Komplexes als "edge-path group” eingefiihrt. Im gleichen Paragraphen wird
auch gezeigt, dass diese Gruppe isomorph ist zur Fundamentalgruppe der
Geometrischen Realisierung eines Simplizialen Komplexes (Corollary 17).

Wir haben die Fundamtentalgruppe in Abhéngigkeit der Ecke vg definiert.
Das folgende Lemma zeigt, dass die Wahl von vy nicht entscheidend ist.

Lemma 1.1.6 Seien vy, v; € V,§ € Pf(A)(vo,v1). Dann ist [y] — [671~4]
ein Isomorphismus von (A, vg) nach m (A, vy).

Beweis: Einfach. O

Ist A zusammenhéngend, so hangt m (A, vg) nicht von vy ab; mit m (A)
meinen wir eine Gruppe isomorph zu 71 (A, vg) fiir ein beliebiges vy € V.

Definition 1.1.7 FEin simplizialer Komplex A heifst einfach-zusammenhdngend,
falls A zusammenhdingend ist und 7w (A, vo) = 1 fir ein (alle) vy € V gilt.
Ein einfach-zusammenhdngender Graph wird als Baum bezeichnet.

Lemma 1.1.8 Sei A zusammenhdngend. Dann ist A genau dann einfach-
zusammenhdngend, falls gilt: Sind v, € Pf(A) mito(y) = 0(0) und end(y) =
end(d), so gilt v ~ 9.

Beweis: Dass diese Bedingung m;(A) = 1 impliziert, ist klar. Sei umgekehrt
m1(A) = 1. Sind v, § zwei Pfade mit dieser Eigenschaft, so ist 76! ~ (o(7)),
folglich & ~ (0(7))d ~ 071§ ~ . O

1.2 Uberlagerungen simplizialer Komplexe

Definition 1.2.1 Seien A = (V,S) und A = (V, S) zwei simpliziale Kom-
pleze, vy € V0 € V und ¢ : (A, %) — (A,v) ein Morphismus. Dann
heifst (A,gp) eine Uberlagerung, falls ¢ surjektiv ist und fir alle & € S der
induzierte Morphimus von st(&) nach st(p(d)) ein Isomorphismus ist.
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Die letzte Bedingung in 1.2.1 ist gleichwertig damit, dass ¢ injektiv auf je-
dem Simplex ist und Residuen isomorph auf Residuen abbildet.

In [AS1] wird eine Uberlagerung von Graphen als ”fibering” bezeichnet,
wéahrend eine ”covering” von Graphen einer Uberlagerung der dazugehori-
gen Cliquenkomplexe entspricht.

Satz 1.2.2 Sei ¢ : (A, 5y) — (A, v) eine Uberlagerung, v € V,o € ¢ (v),
v = (v,v1,...,v,) ein Pfad in A. Dann existiert genau ein Pfady = (0,0, ..., )
in A, so dass o(0;) = v; fiir alle i gilt.

Wir sagen in dieser Situation, dass 7 ein Lift von 7 ist.

Beweis: Wir fithren Induktion nach n. Ist n = 0, so ist nichts zu zei-
gen. Sei n > 1. Nach Induktionsvoraussetzung existiert fiir den Pfad v =
(v,v1,...,v,_1) ein eindeutiger Lift 4" = (v,01,...,0,-1). Da ¢ einen Iso-
morphismus von Az |, nach A, | induziert, existiert genau ein v, € Aj, _,
mit ¢(v,) = v,. Folglich ist 4 = (v, 71, ...,7,) der eindeutige Lift von 7. O

Beispiel 1.2.3 Sei G < AutA. Definiere V/G = {v% v € V}, S/G =
{{v% v € o};0 € S} und A/G = (V/G,S/G). Dann ist die Abbildung
©: A= A/G: v 09 ein Epimorphismus. o ist genau dann eine Uberla-
gerung, falls d(v,v9) > 3 fiir alle g € G und alle v € V. mit v9 # v gilt.

Definition 1.2.4 Sei ¢ : (A, %) — (A, v) eine Uberlagerung. Dann heifit
AutA, = {g € Aut(A); p o g = ¢} die Gruppe der Decktransformationen von
A.

Lemma 1.2.5 Ist A zusammenhingend, so operiert AutA@ fixpunktfrei auf

S.

Beweis: Seic e S, g€ (Aut&p)a. Ist 0 = {v}, so ldsst g auch jede zu v be-
nachbarte Ecke fest; die Behauptung folgt mit Induktion nach dem Abstand
zu v. Angenommen, dimo > 1 und g operiert fixpunktfrei auf o. Ist v € o,
so ist v? # v, aber ¢(v) = ¢(v9), ein Widerspruch. O

Definition 1.2.6 Sei A zusammenhingend, vy € V. Eine Uberlagerung
¢ (A, 7)) — (A, vo) heifit universelle Uberlagerung, falls A zusammanhdingend
ist und gilt: Ist ¥ : (A 0g) — (A, vy) eine Uberlagerung, so existiert eine
Uberlagerung p : (A, 59) — (A, 0o), so dass ¢ =1 o p ist.
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Satz 1.2.7 Sei A zusammenhdngend.

(a) Es existiert bis auf Isomorphie genau eine universelle Uberlagerung

w: A — A wvon A.

(b) Es ist m(A) = AutA,.

Beweis:

()

Wir zeigen zunéchst die Eindeutigkeit:

Angenommen, ¢ : (A, 7) — (A, v) und ¥ : (A, %) — (A, v) sind
universelle Uberlagerungen von (A, v,). Dann existieren Uberlagerun-
gen € : (A, 59) — (A, &) und € : (A, 29) — (A, ) mit  01) = ¢ und
€ 0 p = 1). Angenommen, es sind Z1, &, € V, so dass (1) =C((T2) =2
ist. Sei 4 ein Pfad in A, der #; und Z, verbindet, und 4 = (7). Dann
kann 4 zu einem Pfad in A mit Ursprung z geliftet werden, und man
sieht leicht, dass dieser Pfad 4 sein muss. Also muss £(5) = 7 gelten.
Daraus folgt 1 = 5. Damit ist { ein Isomorphismus.

Wir zeigen nun die Existenz: Sei V := {[y];end(y) = v}, 7 = [(0)]
und S = {0+£6C V:do e S,y € Pf(A)(x,v9), so dass jedes [y] € &
von der Form [y] = [d7] mit § € Pf(o) ist}. Wir definieren ¢ durch
©([7]) := o(y). Dann ist ¢ sicherlich ein Morphismus, und da A zu-
sammenhingend ist, ist ¢ surjektiv. Angenommen, {[v1], [12]} € S mit
o(71) = o(y2). Dann v ~ 617,72 ~ d27y mit 1,90 € Pf(o) fiir ein
o € S. Wegen o(d1) = 0(d2),end(d;) = end(dy) folgt aber 6; ~ d,
also 1 ~ 9. Also ist ¢ injektiv auf jedem Simplex. Man kann leicht
sehen, dass ¢ Residuen isomorph auf Residuen abbildet. Somit ist ¢
eine Uberlagerung.

Seiy = (Vp, ... v1,v0) € Pf(A)(x,v0). (7], [(Vn—1, -+ v1,00)]5 - - -, [(v0)])
ist dann ein Pfad von [y] nach @y, somit ist A zusammenhéngend.

Sei 1) : (Alﬁo) — (A, vp) eine Uberlagerung. Wir definieren die Abbil-
dung ¢ : (A, 7) — (A, ) wie folgt: Fiir v € Pf(A)(x,vp) existiert ein
eindeutiger Lift 4 € Pf(A)(x,00). Setze (([y]) := o(%); dies ist, wie

leicht zu sehen ist, eine Uberlagerung mit v o ¢ = ¢.

Durch [y]? := [y4] fiir v € Pf(A)(*,v0),0 € Pf(A)(vy,v0) ist eine
Operation von 71 (A, vy) auf A gegeben. 71 (A, vy) ist dabei transitiv auf
jeder Urbildfaser von ¢. Dadurch bekommen wir eine Einbettung von
1 (A, vg) in Autﬁw. Weil AutASD fixpunktfrei auf A operiert, miissen
diese Gruppen schon isomorph sein. O
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Der Beweis hier ist eine Adaption von 5.1 in [Til], vergleiche auch 4.2 in

[AS1].
Korollar 1.2.8 Aquivalent sind:
(a) A einfach-zusammenhdngend.
(b) Jede Uberlagerung ¢ : (A, 59) — (A, ) ist ein Isomorphismus.

(¢) Die universelle Uberlagerung ¢ : (A, 59) — (A, vg) ist ein Isomorphis-
mus.

Beweis: Klar. O
Definition 1.2.9

(a) Seien A = (V,S) ein simplizialer Komplex, E, := {(z,y) € V*x ~ y}
und G eine Gruppe. Eine Abbildung 1 : E, — G heiffe ein 1-Cozykel
von A nach G, falls p(z, y)u(y, z) = p(x, 2) firalle x,y, z mit {x,y, z} €
S gilt. Die Menge aller 1-Cozykel bezeichnen wir mit Z*(A, Q).

(b) Die 1-Cozykel u und v heiffen dquivalent, falls es eine Funktion
B:V — G gibt, so dass v(z,y) = B(x)ulz,y)8(y)~" fir alle (x,y) € E,
ist. (Wie leicht zu sehen ist, ist dies tatsdichlich eine Aquivalenzrelati-
on). Wir bezeichnen die Menge aller Aquivalenzklassen mit H'(A, G).
Ist p dquivalent zum trivialen Cozykel (z,y) — 1, so heifle p ein 1-
Corand. Die Menge aller 1-Corinder bezeichnen wir mit BY(G, A).

Es ist leicht zu erkennen, dass p(z,z) =1 fiir alle z und u(z,y)™* = u(y, )
fir alle (z,y) € E, gilt. Ist v = (vo,v1,...,v,) ein Pfad in A, so setzen
wir p(7y) := p(ve, v1)p(vi, va) . .. (ve_1,v,). Ist G abelsch, so sind Z'(A, G)
und B'(A, G) beziiglich der punktweisen Multiplikation ebenfalls abelsche
Gruppen, und es gilt Z'(A, G)/BY(A,G) = HY(A, G).

Definition 1.2.10 Sei p € Z'(A, G). Wir definieren den simplizialen Kom-
plex (A x G), wie folgt: Die Eckenmenge ist V x G und die Simplizes
sind alle Mengen der Form {(x1,g), (x2, p(x2,21)g), . . . (xn, (2, x1)g)} mit
{z1,...,2,} € S und g € G. (Man beachte, dass dies unabhingig von der
Wahl von z; ist).
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Satz 1.2.11 Sei A zusammenhingend und p € ZY(G,A). Dann gilt:

(a) Sei A~ = (A x G),, und Ty = (vo,g). Dann ist die Abbildung
v : (A ) — (A,v) : (z,9) — x eine Uberlagerungsabbildung.

(b) Seiy = (vy,...,u,) € Pf(A) und g € G. Dann ist

7= ((v1,9), (V2 p(v2,01)9), - - (Vs 1(r71)g))
der eindeutige Lift von ~y mit Ursprung (v, g).

(¢) Durch g — ((v,h) — (v, hg)) ist eine Einbettung von G in AutA gege-

ben. Es ist AJG = A.

(d) Setze H := {u(v);y € Pf(A)(vo,v0)} < G. Dann ist H der Stabili-
sator der Zusammenhangskomponente von (vg,1) und es existiert eine
Bijektion zwischen den Zusammenhangskomponenten von (AxG),, und
den Rechtsnebenklassen von H in G.

(e) Genau dann induziert ¢ auf jeder Zusammenhangskomponente von A
einen Isomorphismus nach A, wenn p € BY(A, G) ist.

Beweis:

(a) Surjektivitat ist klar. Seiv € V,g € Gund o = {1, ..., z,} ein Simplex
in A,. Definiere 6 := { (21, u(z1,v)g), - - ., (Tn, (Tn,v)g)}. Dies ist nach

Definition der einzige Simplex in A, ) mit ¢(d) = 0.
(b) Folgt aus Induktion nach der Linge des Pfades.
(c) Klar.

(d) Seiv € V und A, die Zusammenhangskomponente von A, welche (v, 1)
enthélt. Dann gilt ¢~ (v) N A, = {(v,h);h € H}, also ist H der Stabi-
lisator von A;. Da G die Zusammenhangskomponenten von A permu-
tiert, folgt die Behauptung.

(e) Angenommen, es ist p(z,y) = B(z)B(y) " fiir eine Abbildung 3 : V — G.
Ist v = (vo,v1,...,v,) ein Pfad in A, so ist u(y) = B(vo)B(vy) L.
Insbesondere ist p(y) = 1, wenn v geschlossen ist. Damit folgt die Be-
hauptung aus Teil (d). Es gelte umgekehrt, dass ¢ auf jeder Zusammen-
hangskomponente von A einen Isomorphismus induziert. Wihle v € V.
Fiir jedes x € V existiert dann genau ein Element ((z) € G, so dass
(x,5(z)) in der gleichen Zusammenhangskomponente wie (v, 1) liegt.

Sei (z,y) € E,. Dann ist {(z, 5(z)), (y, u(y,z)B(x))} ein Simplex, al-
so liegt (y, u(y, z)B(x)) in der selben Zusammenhangskomponente wie

(v, 1). Damit 3(y) = p(y, z)3(x), also u(y, z) = By)B(x)". O
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Definition 1.2.12 FEine Uberlagerung ¢ = (A, 59) — (A, o) heift normal,
falls AutA, regqulir auf o' (v) fiir alle v € V' operiert.

Satz 1.2.13 Sei ¢ : A — A eine normale Uberlagerung mit Decktransfor-
mationsgruppe G.

(a) A und AJG sind isomorph.
(b) Es existiert ein p € Z'(G,A), so dass A und (A x G),, isomorph sind.

Bewelis:

(a) Die Abbildung ¢ : A/G — A : v — ¢(v) ist wohldefiniert. Man kann

leicht erkennen, dass 1) ein Isomorphismus ist.

(b) Fiir alle z € V wihle ein & € ¢ (). Sind z und y benachbart, so
existiert genau ein Element u(y,z) € G, so dass & und §*®® be-
nachbart sind. Konjugation mit u(z,y) ergibt u(z,y)™! = u(y, ). Ist
{z,y,2} € S, soist {&,§"¥®), z#(=2)) ein Simplex. Also sind § und
Frza)nly.e) benachbart. Wir erhalten u(z,y) = w(z, z)u(r,y). ¥ :
(AxG), — A:(z,g) — 79 ist dann der gewiinschte Isomorphismus.[]

Satz 1.2.14 Sei ¢ : (A, ) — (A, vy) die universelle Uberlagerung von A
und g € AutA. Dann existiert ein § € AutA mit o(09) = (0)9 fiir alle
v € V. g heisst ein Lift von g.

Beweis: Sei w = vj und @ € ¢~'(w). Dann sind g o ¢ : (A, 7)) — (A, w)
und ¢ : (A, W) — (A, w) beides universelle Uberlagerungen, also existiert ein
Automorphismus g : (A, 0) — (A, @) mit gop = pog. O

Wir bezeichnen mit Aut(A, @) alle Automorphismen von A, die von einem
Automorphismus von A geliftet wurden. Dies ist eine Untergruppe von AutA,
und es gilt Aut(A, @) = N,z (AutA,) und Aut(A, @) AutA, = AutA. Tst
v € V, so kénnen wir die Ecken von A als Homotopieklassen von Pf(A)(v,v)
beschreiben; auf dieser Menge haben wir eine natiirliche AutA,-Operation.
Somit erhalten wir AutA, = Aut(A, ¢); fiir alle & € ¢~ (v).

1.3 Amalgame

Definition 1.3.1 Sei (I, <) eine partiell geordnete Menge.

(a) Ein Amalgam von Gruppen ist eine Familie A von Gruppen (G;)ier und
Homomorphismen (¢j; - G; — Gj)ic; mit @pj0 i = @ fiiri < j < k.
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(b) Eine Komplettierung von A besteht aus einer Gruppe G und einer Fa-
milie von Homomorphismen (p; : G; — G)ier mit ©; 0 @;; = @; fir
1 < j. Eine Komplettierung heifit treu, falls alle ¢; injektiv sind.

(c) Eine Komplettierung (G, (¢;)icr) von A heifit universelle Komplettie-
rung, falls G = (Imp;;i € 1) gilt und folgende Bedingung erfillt ist:
Ist (H, (1:)icr) eine weitere Komplettierung von A, so existiert ein Ho-
momorphismus ¢ : G — H mat 1 o, = @; fiir alle v € 1.

Wenn G eine treue Komplettierung von 2 ist, so werden wir in Zukunft
immer die (G; mit ihren Bildern in G identifizieren.

Satz 1.3.2 Sei A ein Amalgam. Dann besitzt A eine bis auf Isomorphie
eindeutige universelle Komplettierung. Gibt es eine treue Komplettierung von
A, so ist auch die universelle Komplettierung treu.

Beweis: (vergleiche [Ti2], 1.1) Die Eindeutigkeit der universellen Kom-
plettierung und die letzte Behauptung folgen unmittelbar aus der universel-
len Eigenschaft. Sei G die Gruppe mit Erzeugenden U;c;Gi und Relationen
w;i(r) = x fiir ¢ < j,x € G, sowie allen Relationen der G;. Dann sieht man
leicht, dass G die universelle Komplettierung von 2 ist. 0J

Bemerkung 1.3.3 Ist G eine Gruppe und ist (G;);e; eine Familie von Un-
tergruppen in G mit G; < G; < G fir i < j, so kénnen wir G als treue
Komplettierung des Amalgams 2 := ((G;)ier, (@ji)i<j) auffassen (wobei pj;
die Inklusion von Gy in G sei). Sei G die universelle Komplettierung von 2.
Wir erhalten damit einen Homomorphismus von G nach G, der auf allen G;
die Identitdit induziert.

Satz 1.3.4 Sei G eine Gruppe, G4, ..., G, paarweise verschiedene echte Un-
tergruppen von G mit G = (Gy,...,G,) und A = K(G;Gy,...,G,). Sei
I =P{1,...,n})\{0} mit Ordnungsrelation i < j falls j C i gilt. Firj € I
setze G = ﬂl.ej G, und fiir j > k set @i, die Inklusion von G; in Gy. Wir er-
halten auf diese Art ein Amalgam A von Gruppen. Sei G die universelle Kom-
plettierung dieses Amalgams. Dann existiert ein Epimorphismus o : G— G,
der auf allen G; die Identitit induziert. Dann ist IC(G; G, ...,G,) isomorph
zur universellen Uberlagerung von A.

Beweis: Mit der letzten Bemerkung in 1.1.1 ist unmittelbar klar, dass ¢
cine Uberlagerung ist. Wegen G = (Gi;i € Iy ist A zusammenhéngend. Es
ist klar, dass ¢ surjektiv ist. Wir miissen noch die universelle Eigenschaft
verifizieren.
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Sei A die universelle Uberlagerung von A und X das Urbild von G in
AutA. Dann kénnen wir die G; als Untergruppen von X auffassen. Man sieht
leicht mit 1.1.2, dass A = K(X;Gy,...,G,) ist. Da A zusammenhingend
ist, muss X = (G4, ...,G,) gelten. Somit erhalten wir einen Epimorphismus
¢ : G — X. Durch die Abbildung Gz + G;¢(x) erhalten wir eine Uberla-
gerungsabbildung von K(G; Gy, ...,G,) nach K(X;Gy,...,G,) und damit
nach A. Da A die universelle Uberlagerung ist, muss diese Abbildung und
damit auch 1 ein Isomorphismus sein. O

1.4 Geometrien

Definition 1.4.1 Sei n € Nyj. Eine Geometrie vom Rang n ist ein Paar
(A, 0), wobei A = (V,.S) ein vollstindiger, zusammenhdngender simplizialer
Komplex der Dimensionn —1 und 0 : V — {1,...,n} eine Abbildung ist, so
dass gilt:

(a) Ist o € S, so ist O|o injektiv.

(b) Ist dimo < n—1, so existieren mindestens zwei verschiedene Simplizes
01,00 mit 0 C o1 N oy und dimoy, = dimoy =n — 1.

(c) Ist dimo < n — 2, so ist das Residuum A, zusammenhdngend.

Sind z,y zwei verschiedene Elemente aus V mit x ~ y, so sagt man auch, x
und y sind inzident (kurz x1y).

Die Abbildung € heifit Typfunktion. Simplizes in Geometrien werden haufig
auch als Fahnen bezeichnet. Oft wird die leere Menge ebenfalls als Fahne
gerechnet; man setzt dann Ay = A. Die Bedingungen (a) und (b) besagen,
dass 6 auf maximalen Fahnen immer bijektiv ist, also genau ein Element
jeden Typs enthalt. Ist o eine Fahne, so heifit rango = dimo + 1, corango =
n—rango,typ(c) = 0(o), cotyp(c) = {1,...n} \ typ(o). Ist corango > 2 und
f :cotyp(o) — {1,...,corango} bijektiv, so ist (A,, fof|V,) eine Geometrie
vom Rang corango.

Maximale Fahnen werden in Zukunft Kammern genannt, Fahnen vom Corang
1 hingegen Panele.

Lemma 1.4.2 Ist A eine Geometrie, 01,09 zwei Fahnen in A, so existiert
eine Folge Cy,Cs, ..., C,, von Kammern, so dass o4 C Cy,09 C C,, und
C; N Ciy1 ein Panel enthdlt. Ist T eine Fahne mit 01,09 € st(7), so kinnen
die C; so gewdhlt werden, dass sie in st(t) liegen.
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Eine solche Folge von Kammern nennen wir kiinftig eine Gallerie.

Beweis: (vergleiche Theorem 1.9 in [P]) Wir fithren Induktion nach n =
rangA. Wenn o1, 09 mit einer nichtleeren Fahne 7 inzidieren, so gilt die Be-
hauptung wegen rangA, < rangA fir o1 \ 7,09 \ 7 in A,, und daraus folgt
dann die Behauptung fiir o und 7. Es reicht daher aus, die erste Behauptung
Zu zeigen.

Setze 0 := min{d(x,y);x € 01,y € oa}. Wir fithren Induktion nach §. Fiir
0 = 0 ist die Aussage schon gezeigt. Sei also 6 > 0, x € 01, y € 09 mit
d(z,y) = d. Es existiert dann ein z € V mit d(z,2) = 1 und d(z,y) = — 1.
Wir konnen die Induktionsvoraussetzung nun zum einen auf oy und {z, z},
zum anderen auf {z, z} und oy anwenden. Damit folgt die Behauptung. [

Sind (A1, 0y), (Asg, 63) zwei Geometrien vom Rang n, so heifit ein simplizialer
Morphismus ¢ : A; — Ay ein Morphismus zwischen den Geometrien A; und
A, falls es ein o € S, mit 0 0 6 = 0 o v gibt. ¢ heifit typerhaltend, falls
o =1 ist.

A heiit diinn [dick], falls jedes Panel o in genau zwei [mindestens drei] Kam-
mern enthalten ist.

Definition 1.4.3 (siche [Ti1], 6.2)
(a) Seil <i<n undo €S. Dann heifit Sh;(o) :={v € V,;0(v) =i} der

1-Schatten von o.

(b) Eine Geometrie A besitzt die Durchschnittseigenschaft (engl. Intersec-
tion Property), falls gilt: Sind o,7 € S und ist 1 < i < n, so ist
|Shi(o) N Sh;(T)| < 1 oder es ezistiert ein p € S mit pUo,pUT €S
und Sh;(o) N Sh;(T) = Sh;(p).

Proposition 1.4.4 Se: (A, 0) eine Geometrie vom Rang n und ¢ : A=A
eine Uberlagerung. Dann ist (A, 0) mit 0 := 0oy eine Geometrie. Ist A diinn
[dick], so ist auch A diinn [dick]. Besitzt A die Durchschnittseigenschaft, so
auch A.

Beweis: Die ersten beiden Behauptung sind klar. Seien 5,7 € S, o = o(a)
und 7 = (7). Wir sehen dann, dass ¢ die Menge Sh;(6) N Sh;(7) injektiv
nach Sh;(o) N Sh;(7) abbildet. Angenommen, es ist |Sh;(G) N Sh;(7)| > 2.
Dann ist auch |Sh;(c) N Sh;(7)| > 2 und es existiert ein p € S mit Sh;(p) =
Shi(c) N Shi(t) und pUo, pUT € S. Sei p das einzige Urbild von p in st(&).
Ist 0 € Sh;(6)NSh;(T) und v = ¢(0), so ist {v}Up ein Simplex in st(o), also
ist {0} U p ein Simplex in st(d), also © € Sh;(p). Ferner ist pU T ein Simplex
in A,, also ist 5U7 ein Simplex in A;. Weil &, 7 Simplizes in st() sind und
Shi(p) = Shi(c) N Sh;(7) gilt, folgt die Behauptung. O
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Beispiel 1.4.5 Seien Gy, ...G, paarweise verschiedene Untergruppen einer
Gruppe G. Fir Q) # J C {1,...,n} setze G; = (., G;. Angenommen, es
sind die folgenden beiden Bedingungen erfillt:

jed

(a) G; = {(Gg;J C K) firalle JC{1,...,n} mit |J| <n—2

(b) Sind 1 < iy,..., ixp < nund xy,...,0, € G mit Gz, N Gyxs # 0
fiir alle 1 < r,s < k, so ist ﬂle Gi.x. # 0. (Diese Bedingung ist
dquivalent mit der Vollstindigkeit von K(G; Gy, ..., G,).)

Dann ist (K(G; Gy, ...,Gy),0) mit 0(Gig) = i eine Geometrie vom Rang n.
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1.5 Kammersysteme

Definition 1.5.1 Sei I eine nichtleere Menge. Ein Kammersystem tiber I
besteht aus einer nichtleeren Menge C und einer Familie aus Partitionen
(P;)icr von C, so dass gilt

(a) Fir alle i € I und alle X € P; ist | X| > 2.

(b) Sind C,D € C verschieden und existieren X € P;,Y € P; mit C,D €
XNY, soisti=j (und damit X =Y ).

C, D € C heiflen i-benachbart (in Zeichen C' ~; D) |, falls es ein X € P; gibt,
so dass C, D € X gilt.

Definition 1.5.2 Ein Kammersystem (C, (P)icr) heifit diinn bzw. dick, falls
fir alle i € I und alle X € P; stets | X| =2 bzw. | X| > 3 gilt.

Wir werden in Zukunft immer voraussetzen, dass I endlich ist.
Definition 1.5.3

(a) Sei f = (i1,...,i,) € I™. Fine Gallerie vom Typ f ist eine Folge
v = (Co,Ch,...Cy) € C* mit Cj ~y;, Cipy fiir alle j. v heifit nicht-
stotternd, falls zwei darauffolgende Kammern immer verschieden sind.
o(7y) := Cy heifst der Anfang und end(~y) := C,, das Ende von 7.

(b) Sei J C I. Dann heiffen C,D € C J-benachbart, falls es ein f € J"
und eine Gallerie v vom Typ f mit o(vy) = C und end(y) = D gibt.
Wir schreiben dafiir auch C ~j; D. Wie leicht zu sehen ist, ist J-
Benachbartheit eine Aquivalenzrelation auf C. Fir C € C sei das J-
Residuum von C durch C;(C) := {D € C;C ~,; D} erklirt. Dies ist
in natirlicher Weise ein Kammernsystem dber J. |J| heifst der Rang,
|I'\ J| der Corang des Residuums.

(c) Ein Kammernsystem heifit zusammenhdingend, falls es zu C;D € C
eine Gallerie v mit o(y) = C und end(y) = D gibt. C heifit residuell
zusammenhdngend, falls jedes Residuum zusammenhdngend ist.

Bemerkung 1.5.4

(a) Ist (A,0) eine Geometrie vom Rang n, so definieren wir das Kam-
mersystem ChamA wie folgt: Sei ChamA die Menge der maxima-
len Fahnen; zwei mazimale Fahnen {vy,... ,v,} und {wy, ..., w,} mit
0(v;) = O(w;) = j sind i-benachbart genau dann, wenn v; = w; fir alle
J # 1 sind.
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(b) Sei umgekehrt C ein Kammernsystem. Dann definieren wir einen sim-
plizialen Komplex A(C) = (V(C), S(C)) wie folgt:
Wir setzen V(C) :={C,;(C);C € C,|J| = |I| — 1} als Eckenmenge und
SC)={0# 0 CV(C);Nyeo v # O} als Menge der Simplizes. Man be-
achte, dass V(C) unter Umstinden nur aus einem Element bestehen
kann. Gilt C;(C) # Ck(C) fir alle C € C und alle J, K C I mit
|J| = |K| = |I| =1 und ist f : I — {1,...n} eine Bijektion, so
konnen wir eine Typfunktion 0 durch 0(Cpy(C)) = f(i) definieren.
Unter bestimmten Bedingungen ist A(C) mit dieser Typfunktion eine
Geometrie (vergleiche [P],Ch. 12.5). Wie man leicht erkennen kann,
gilt A(ChamA) = A. Cham(A(C)) = C gilt hingegen nur, falls fir
C.DeCund JJK C1I aus C ~; D und C ~g D auch C ~jnx D
folgt.

Beispiel 1.5.5 Sei G Gruppe, B < Py, ..., P, < G paarweise verschieden.
Wir definieren das Kammernsystem C(G; B; Py, ..., P,) wie folgt: Die Kam-
mern sind die Rechtsnebenklassen von B in G, es gilt Bx ~; By genau
dann, wenn Px = Py ist. Dann operiert G als Automorphismengruppe auf
C(G;B;P,...,P,). C(G;B; Py, ..., P,) ist genau dann zusammenhdingend,
wenn G = (Py,..., P,) ist.

Ahnlich wie in 1.1.2 sieht man:

Satz 1.5.6 Ist C ein Kammernsystem iber {1,... ,n}, G eine transitive Un-
tergruppe von AutC. Sei B = G¢ fiir eine Kammer C und P; der Stabilisator
des i-Residuums von C. Dann ist C isomorph zu C(G; B; Py, ..., P,).

Wie fiir Simpliziale Komplexe existiert auch fiir Kammersysteme eine Uber-
lagerungstheorie. Wir werden sie allerdings nicht bendtigen und verweisen
daher nur auf [Til] und [Rol].
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1.6 Coxeter-Komplexe und Gebiaude

Sei A eine Geometrie vom Rang 2 und v ein geschlossener Pfad in A. Da
benachbarte Ecken immer unterschiedlichen Typs sind, ist die Lénge von
v immer gerade. Wir definieren girth(A) := min{n € N;Jv € V Iy €
Pf(A)(v,v) mit [(7) = n und [y] # [(v)]}.

Wir fithren nun eine wichtige Klasse von Geometrien vom Rang 2 ein.

Definition 1.6.1 Sein € N.; U{oo}. Eine Geometrie A vom Rang 2 heifit
schwaches verallgemeinertes n-Gon, falls diamA = n und girth(A) = 2n ist.
A heifst verallgemeinertes n-Gon, falls A zusdtzlich noch dick ist. A heifst
gewohnliches n-Gon, falls A diinn ist.

Ein schwaches verallgemeinertes oco-Gon ist gerade ein einfach-zusammenhéngen-
der Graph, also eine Baum, so dass jede Ecke mindestens zwei Nachbarn
hat. Wir bezeichnen die Elemente des einen Typs eines verallgemeinerten
n-Gons mit Punkte und die Elemente des anderen Typs mit Geraden. Zwei
Elemente heiflen gegeniiberliegend, falls sie maximalen Abstand n besitzen.
Ein geordnetes Apartment ist ein geschlossener Pfad der Lange 2n, so dass
nur Anfangs- und Endpunkt {ibereinstimmen. Eine geordenete Wurzel ist ein
Pfad der Lénge n, so dass Anfangs- und Endpunkt Abstand n haben.

Ist A ein verallgemeinertes n-Gon und z,y € A mit 1 < d(z,y) = k < n, so
gibt es genau ein Element z € A mit d(z,2z) = 1 und d(z,y) = k — 1. Wir
bezeichnen z mit proj,y.

Definition 1.6.2 FEine symmetrische n x n-Matriz M = (m;;) heifst Coxe-
terdiagramm, falls m;; € NsoU {oo} fir alle i,j ist und m;; =1 genau dann
gilt, wenn 1 = j gilt.

Fiir Coxeter-Diagramme verwendet man gewohnlich folgende Darstellung:

Man zeichnet Punkte 1,2,...,n und verbindet die Punkte ] und ; mit —;

2 3 4
man schreibt dabei o e statt e—e, e-e statt e—e, e=e statt e—e und e=e statt

6
oo [st z.B.

N
l\')Ob»—tg
W= oY
— W NN

o5}

so entspricht das }73573 5 in Diagrammschreibweise.

Der Coxeter-Graph zu einem Diagramm M ist der Graph, der entsteht, wenn
je zwei Ecken 4, 7 mit m;; > 2 verbunden werden. Ein Diagramm heifit zu-
sammenhéngend, falls der dazugehorige Graph zusammenhéngend ist.
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Definition 1.6.3 Sei M ein Cozeterdiagramm vom Rang n. Eine Geometrie
A vom Rang n heifst Geometrie mit Diagramm M (oder M-GAB), falls gilt:
Isti# j,0€ S mit (o) ={i,j}, soist A, ein verallgemeinertes m;;-Gon.

Der Name GAB bedeutet “Geometry which is almost a Building”. Ist A eine

mi12 Mm23
Geometrie vom Typ |5 3, so bezeichnen wir die Objekte vom Typ 1 als

Punkte, vom Typ 2 als Geraden, vom Typ 3 als Ebenen. Zwei Punkte heiflen
kollinear, falls sie mit einer gemeinsamen Geraden inzidieren, und koplanar,
falls sie mit einer gemeinsamen Ebenen inzidieren. Der Punktgraph einer
Geometrie ist der Graph mit der Menge der Punkte als Eckenmenge, wobei
zwei kollineare Punkte benachbart sein sollen.

Ist A ein verallgemeinertes n-Gon, so bezeichnen wir das dazugehorige Kam-
mersystem Cham(A) ebenfalls als ein verallgemeinertes n-Gon.

Definition 1.6.4 Seien C ein residuell zusammenhdingendes Kammernsy-
stem und M ein Cozeter-Diagramm. Dann heifst C ein M-SCAB (“System
of Chambers which is almost a Building”), falls es jedes m;j-Gon ein verall-
gemeinertes m;;-Gon ist.

Definition 1.6.5 Sei M ein Cozxeter Diagramm. Wir definieren die Gruppe
W(M) als Gruppe mit Erzeugenden

und Relationen

(sis5)™4 fiir m;; # oo.
W (M) heifit die Cozetergruppe zum Diagramm M. Setze W; = (sj;i # j) <
W(M). Dann heifit C(M) = K(W(M);Wy,...W,) der Cozeter-Komplex
zum Diagramm M.

Wie leicht zu sehen ist, ist C(M) ist eine einfach-zusammenhéngende diinne
Geometrie mit Diagramm M. C(M) ist in gewisser Hinsicht die “Standard-
geometrie” mit Diagramm M.

Verschiedene Coxeter-Diagramme konnen isomorphe Coxetergruppen besit-
zen. Wir miissen daher die Menge der Erzeugenden auszeichnen. Ist W eine
Coxetergruppe mit Erzeugendenmenge S = {s;;i € I}, so bezeichnen wir sie
mit (W, S). Die Elemente aus S und ihre Konjungierten bezeichnen wir als
Spiegelungen.

Zwei Familien von Coxeter-Diagrammen spielen eine herausragende Rolle.



28 KAPITEL 1. GRUNDLAGEN

Definition 1.6.6
(a) Ein Cozxeter-Diagramm M heifit sphirisch, falls C(M) endlich ist.

(b) Ein Cozeter-Diagramm M heif$t affin, falls es eine Abbildung f von der
Eckenmenge von C(M) in einen euklischen Vektorraum E und einen
Monomorphismus ¢ von W (M) in die Isometriegruppe von B gibt, so
dass gilt:

(i) Es ist conv(f(o))Nconv(f(T)) = conv(f(oNT)) fir alle Simplizes
o und 7, wobei fir X CE mit conv(X) die konveze Hiille von X
gemeint ist.

(i) E = UCGChamC(M) conv(f(C)).
(i11) Fiir jede Ecke v von C(M) und alle g € W(M) ist f(v?) =
f(v)?@,

Diese Bedingungen besagen gerade, dass wir durch C(M) eine regelmdissi-
ge Kachelung von E erhalten. Aus Bedingung (ii) folgt dimE = dimC(M ).
E ist homémorph zur Geometrischen Realisierung |C(M)| von C(M).

Die Menge der zusammenhéngenden sphérischen Coxeter-Diagramme setzt
sich aus den unendlichen Familien (A4, )n>1, (Cn)n>2, (Dn)n>4 und (Ga(m))m>s
sowie den Ausnahmediagrammen FEg, Fr, Eg, Fy, H3 und H; zusammen. Die
Menge der zusammenhéngenden affinen Diagramme besteht aus den unend-
lichen Familien (An)n>1, (Bn)nzg, (é’n)n>2 und (Dn)n24 sowie den Ausnahme-
diagrammen FEg, E-, Eg, Fy und G (siche etwa [Ro2]).

Sei s eine Spiegelung in einer Coxetergruppe W = W (M) und m = Fix,(C(M))).
m ist eine Teilgeometrie von C(M) vom Corang 1. Wir fithren eine Aquiva-
lenzrelation auf ChamC(M) ein: zwei Kammern C, D sollen dquivalent sein,
falls eine minimale Gallerie C' = Cy, C ..., C,, = C sich nicht mit m schnei-
det, d.h. wenn das Panel C; N C;; fiir alle ¢ nicht in m. Es gibt genau zwei
Aquivalenzklassen; wir bezeichnen die Menge der Simplizes in diesen Aquiva-
lenzklassen als Halbapartments oder im sphérischem Fall Wurzeln; ist o eine
solche Wurzel, so heifit m der Rand von «. Wir schreiben dafiir da = m.

Definition 1.6.7 Ein M-GAB A = (V,S) heifsit ein Gebiude, falls gilt: Es

existiert eine Familie A von diinnen Untergeometrien von A, so dass gilt:
(a) A ist isomorph zum Coxeter-Komplex C(M) fir alle A € A.

(b) Fiir alle o,7 € S existiert ein A= (V4,Sa) € A mit 0,7 € Sy.
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Ist A ein Gebéude, so bezeichnen wir das zugehorige Kammersystem ChamA
ebenfalls als Gebédude. Die Elemente von A heiflen Apartments. A ist in der
Regel nicht eindeutig (auBer etwa im sphérischen Fall); es gibt aber genau ein
maximales Apartmentsystem. Wir schreiben (A, A), falls wir ein Apartment-
system auszeichnen wollen. Ein Unterkomplex X von A heifle Wurzel /Mauer
von A, falls es ein Apartment A € A gibt, so dass X eine Mauer/Wurzel in
A ist.

Der folgende Satz findet sich als Theorem 1 in [Til]
Satz 1.6.8 Sei A eine Geometrie mit Diagramm M.

(a) Ist die universelle Uberlagerung jedes Residuums mit Diagramm Cs =
5 .
oo oder Hy; = e—e—e cin Gebdude, so ist die universelle Uberlagerung
von A ein Gebdude.

(b) A ist genau dann ein Gebdude, falls A residuell einfach-zusammenhdingend
ist und jedes Residuum mait Diagramm Hz oder Cs ein Gebdude ist.



30 KAPITEL 1. GRUNDLAGEN

1.7 Affine Gebiaude

1.7.1 Affine Coxeter-Diagramme

In diesem Abschnitt geben wir kurz einige Informationen iiber affine Gebaude
wieder. Fiir mehr Details und Beweise sieche [Ro2].

Ist M ein affines Coxeter-Diagramm vom Rang n + 1, so entspricht |C(M)]
einer regelméfigen Kachelung des euklidischen Vektorraums R™. W (M) ist
dann isomorph zu einer Untergruppe von Af f(R"); genauer ist W (M) =
A Wy, wobei Wy eine endliche Coxeter-Gruppe und A einem vollsténdigen
Gitter in R™ entspricht. A heiit die Gruppe der Translationen in W.

Beispiel 1.7.1 Sei M = A = o"e. Dies ist das einzige affine Diagramm
der Dimension 2 Wir kénnen C(M) in R wie folgt darstellen: Die Ecken sind
die Elemente von Z, wobei v mit x + 1 und x — 1 inzident ist. W (M) wird
von den beiden Spiegelungen s und t mit v° = —x und vt = 2 — x erzeugt.
FEs ist dann W(M) = A : (s) mit A = {x > x+2k;k € Z}.

Durch die Identifikation von |C(M)| mit dem euklidischen Vektorraum R”
erhalten wir in natiirlicher Weise eine Metrik d auf |C(M)].

Eine Ecke v € C(M) heifit speziell, falls W (M), = W, ist. Das Diagramm
My, das durch Streichen des Typs von v aus M entsteht, heifit das M gehori-
ge sphérische Diagramm.

Sei im folgenden v eine spezielle Ecke und my, . .., my die verschiedenen Mau-
ern, die v enthalten. Ein Teilkomplex S von C(M) heifit ein Sektor, falls | S|
der AbschluB einer Zusammenhangskomponente von |C(M)| \ UL, |mi| ist.
v heifit der Ursprung von S. Fiir einen solchen Sektor S gibt es genau eine
Kammer C' € S mit v € C. C wird die Anfangskammer von S genannt.
Zwei Sektoren S7 und Sy mit demselben Ursprung v heiflen ¢-benachbart,
falls S; N Sy ein Panel vom Cotyp i in A, enthélt. Der Schnitt S; N Sy wird
in diesem Fall ein Sektorpanel vom Cotyp i genannt; dies ist ein Teilkomplex
der Dimension n — 1. Ein Sektor besitzt genau n Sektorpanele, einen fiir je-
des Panel in S, in dem v enthalten ist. Ein Sektorgesicht ist ein Schnitt von
Sektorpanelen eines Sektors.

Zwei Sektoren Sy, .S, werden als parallel bezeichnet, falls S;M.S, einen Sektor
enthilt. Dies ist dquivalent dazu, dass es ein t € A mit St = S, gibt. Entspre-
chend sind zwei Sektorgesichter P, und P, parallel, wenn es zwei parallele
Sektoren S; D P und S; D P, gibt und P;, P, vom gleichen Cotyp sind. Zwei
Mauern m; und msy heiflen parallel, falls es zu jeden Sektorpanel in m; ein
dazu paralleles Sektorpanel in msy gibt und umgekehrt. Dies ist gleichwertig
dazu, dass es ein ¢ > 0 gibt, so dass fir alle x € |my| ein y € |my| mit
d(z,y) < q existiert.
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Parallelitiit ist, wie leicht zu sehen ist, eine Aquivalenzrelation; wir bezeich-
nen die Aquivalenzklasse eines Sektors S mit S°. Ensprechend werden m™
und P fiir eine Mauer m und ein Sektorgesicht P definiert.

Es sei C(M)>® := {5°; 8 Sektor in C(M)}. 61,6, € ChamC(M)> seien
dabei i-benachbart, falls es Sektoren S; € &4,5; € G4 gibt, so dass 51,9
i-benachbart sind. Dann ist A(C(M)>) isomorph zum sphérischen Coxeter-
komplex C(M).

1.7.2 Das sphirische Gebidude im Unendlichen

Sei A ein Gebédude mit affinem Diagramm M und maximalen Apartmentsy-
stem A. S C A heifit Sektor in A, falls es ein Apartment A gibt, so dass S
ein Sektor in A ist. Entsprechend werden Sektorpanele etc. von A definiert.
Sei A* die Geometrie mit ChamA>* = {5*;S Sektor in A}. &,,6, €
ChamA®™ seien dabei i-benachbart, falls es Sektoren S; € &1, .5, € &, gibt,
so dass Si, Sy i-benachbart sind. Fiir A € A sei A® die Geometrie mit
ChamA> = {S*; S Sektor in A}. Es gilt dann (siche [Ro2], 9.6):

Satz 1.7.2 A ist ein sphdirisches Gebdaude vom Typ My, und die Abbildung
A — A% ist eine Bijektion zwischen den Apartments in A und denen in A>.

Beispiel 1.7.3 Sei B = (V, E) ein Baum mit |B,| > 3 fir alle v € V.
Dann entspricht ein Apartment A in B einer unendliche Sequenz (vy,)nez mit
Up, ~ Upy1. Ein Sektor in A entspricht eine unendliche Teilsequenz (vy)n>m
oder (V) n<m fiirm € Z. Zwei Sektoren sind parallel, wenn sie unendlich viele
Punkte gemeinsam haben, also wenn sie “in die gleiche Richtung laufen”. A>
besitzt damit genau 2 Parallelenklassen. B™ besitzt als Geometrie vom Rang
1 keine weitere Struktur. Die Elemente aus B> heiflen die Endpunkte von

B.

1.7.3 Die Biaume T'(m) und T'(p)

Sei m eine Parallenklasse von Mauern in A. Sei T'(m) der Graph mit Ecken-
menge m, wobei zwei verschiedene Mauern m; und ms benachbart sein sollen,
falls [z, y] N |m| = 0 fir alle x € |my|,y € |mz| und alle m € T'(m) \ {m, ms}
ist. Es gilt dann:

Satz 1.7.4 ([R02],10.3) T'(m) ist ein Baum. Die Endpunkte von T'(m) ent-
sprechen den Wurzeln in A mit Oa = m.

Zwei Sektorpanele Py, P, werden asymptotisch genannt, falls Py N P, ein Sek-
torpanel enthélt. Dies ist eine Aquivalenzrelation, die feiner ist als Paral-
lelitdat. Fiir ein Sektorpanel P bezeichnen wir mit [P] die Asymptotenklas-
se von P. Fiir eine Parallenklasse p sei T'(p) der Graph mit Eckenmenge
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{[P]; P € p}, wobei zwei verschiedene Klassen [P] und [P,] benachbart sein
sollen, falls es P| € [P1], Py € [P] gibt, so dass P/, Pj in einem gemeinsamen
Apartment A liegen und es zwei parallele Mauern my, ms in A gibt, die P|
bzw. P} enthalten und in 7(m$°) benachbart sind. Dann gilt:

Satz 1.7.5 ([R02],10.4)

(a) T(p) ist ein Baum. Die Endpunkte in T(p) entsprechen den Kammern
in A%, die p enthalten.

(b) Sei m eine Mauer in A, die p enthdlt. Fir jede Mauer m € m gibt
es genau eine Asymptotenklasse Cy,, C p mit Cp, N{P € p; P C p} # 0
ist. Die Abbildung m — C,, ist ein Isomorphismus zwischen T'(m) und

T(p)

1.7.4 Eine Topologie auf A>

Ist A ein affines Gebédude, so ist auf A> eine Topologie gegeben, so dass A*>
ein kompakter, total-unzusammenhéngender topologischen Raum ist. Der
Einfachheit halber beschrianken wir uns hier auf die Fille Rang 2 und Rang
3.

Ist B ein Baum, so konnen wir wie folgt eine Metrik auf B> definieren.
Wihle eine Ecke vy in B. Fiir zwei verschiedene Enden «, 3 € B> gibt es
genau ein Apartment A = {z,;n € Z} mit A~ = {«, f}. Setze w(a, B) :=
min{d(vy, xz,);n € N} und w(a, o) = oo. Definiere §(a, ) := exp(—w(a, 3)).
0 ist dann eine sogenannte Ultrametrik auf B*; das bedeutet, es gilt die
verschérfte Dreiecksungleichung 6(a, 8) < max{d(«a,),d(5,v)} fir alle o, 5
und v € B*®. Auf diese Art wird B* ein total-unzusammenhéngender topo-
logischer Raum. Diese Topologie hiéngt nicht von der Wahl der Ecke v, ab.

Nun sei A ein affines Gebdude mit zusammenhingenden Diagramm vom

Rang 3. Dann hat A entweder Diagramm A, =/, oder Cy = 77575 oder
Gy = 1”;'*3 Das Gebidude im Unendlichen ist dann eine projektive Ebene bzw.

ein verallgemeinertes Viereck bzw. ein verallgemeinertes Hexagon. Im Fall Ay
sind alle Ecken speziell, im Fall Cy alle Ecken vom Typ 1 und 3 (also alle
Punkte und Ebenen), im Fall G, alle Ecken vom Typ 1 (also alle Punkte).
Eine Mauer in A ist eine unendliche Sequenz (v, )nez mit v, € V, v, ~ v,11
und ein Sektorpanel ist eine unendliche Sequenz (v, )peny mit v, ~ v,41 und
vo speziell. Sei im folgenden v eine spezielle Ecke und seien ¢ und ; die
beiden iibrigen Typen mit ¢ > j. Definiere PB(V,,) := {P; P Sektorpanel
mit P = (v,v;,...) und v; € V;} und £(Vy) = {L;L Sektorpanel mit
L = (v,vj,...} und v; € V;}. P € P(V,) soll genau dann inzident mit
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L € £(V,) sein, wenn es einen Sektor S mit Anfangspunkt v gibt, so dass
P und L in S liegen. Dann ist die Geometrie V., die wir dadurch erhalten,
isomorph zu A* (bis auf eventuelle Permutation der Indizes). Fiir x € V sei
B = {P € P(Vx);x € P} und entsprechend £, = {L € £(V,);x € L}.
Sei 7 die Topologie auf V,, bzw. A*, die durch die Mengen ‘B, und £, bzw.
durch ihre Bilder in A* erzeugt wird. Auf diese Art wird A* zu einem To-
pologischen Polygon, d.h. dass fiir 1 < k < m < diamA®> die Abbildungen
o {(ey) € A%id(a,y) = m} — A% ¢ (5,y) — fP(r,y) alle stetig
sind, wobei fi(z,y) das eindeutig bestimmte Element mit d(z, f;"(z,y)) =
k und d(f"(z,y),y) = m — k sein soll. Diese Topologie héngt nicht von
der Wahl der speziellen Ecke v ab (siche [GVM], 3.5.3). (A*,7) ist total-
unzusammenhéngend. Fiir alle p € A* ist die von 7 auf Ap° induzierte
Topologie gleich der von T'(p) induzierten Topologie. Sind p,q € A> von
verschiedenem Typ, so ist 7 durch die auf A} und AZ® induzierte Topologie
eindeutig bestimmt.

1.7.5 Affine Gebiude als metrische Riaume

Sei wieder A ein affines Gebdude. Sind x,y € |A|, so existiert ein Apartment
A mit z,y € |A|. Ist dy die kanonische Metrik auf |A| = |C(M)| = R", so
setzen wir d(z,y) := da(z,y). Man kann zeigen, dass dies nicht von der Wahl
des Apartments A abhingt. Auf diese Art wird |A| zu einem vollstdndigen
metrischen Raum. AutA operiert dabei als Gruppe von Isometrien auf diesen
Raum. Fir z,y € |A| sei [z,y] = {z € |Al;d(z,2) + d(z,y) = d(z,y)}.
[z,y] heifit die Geoddisische zwischen x und y und ist in jedem Apartment
enthalten, welches = und y enthélt. Fiir ¢ € [0,1] gibt es einen eindeutigen
Punkt z € [z,y] mit d(x, z) = td(z,y),d(y, z) = (1 — t)d(x,y); diesen Punkt
bezeichnen wir mit ¢ -z + (1 — ¢) - y. (JA[,d) ist ein Raum mit negativer
Kriimmung, das heifit fiir alle z,y, z € |A| gilt d?(z, 2 -z+1-y) < L(d?(z,2)+
dQ(za y)) o idg(x7 y)

Satz 1.7.6 (Fixpunkt-Satz von Bruhat-Tits, [B], VI.4.1) Sei G eine
Gruppe von Isometrien auf einem Raum X mit negativer Krimmung. Gibt
es eine G-invariante beschrdankte Teilmenge Y C X, so besitzt G einen Fix-
punkt.

Korollar 1.7.7 Ist G < AutA endlich, so besitzt G einen Fizpunkt.

Beweis: Wihle z € A. Dann lisst G die beschrinkte Menge ¢ fest. O
Korollar 1.7.8 Ist o : A — A eine Uberlagerung, so ist w1 (A) torsionsfrei.
Beweis: Folgt aus 1.2.5, 1.2.7(b) und 1.7.7. O
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1.8 Apartments

Da Apartments eine herausragende Rolle in der Gebdudetheorie spielen, liegt
es nahe, dass man versucht, den Begriff des Apartment auch fiir andere Geo-
metrie zu verallgemeinern. Ist A ein Gebéude und ¢ : A — A eine Uberlage-
rung, so ist man versucht, die Bilder der Apartments von A als Apartments
von A zu definieren. Doch dabei st68t man schnell auf Probleme, da wichtige
Eigenschaften eines Apartment A unter ¢ verlorengehen kénnen; so ist p(A)
im allgemeinen weder diinn noch residuell-zusammenhéngend noch muss jede
Fahne in einer Kammer liegen. Induziert jedoch ¢ eine Uberlagerung von A
nach ¢(A), so bleiben viele wesentliche Eigenschaften von A erhalten. Das
motiviert zu folgender Motivation.

Definition 1.8.1 Seip: A = (V,S) — A = (V,S) eine Uberlagerung. Eine
Teilgeometrie A = (V4,S4) von A heift (¢)-regulir, falls ¢ eine Uberlage-
rung von A nach p(A) .= A = (V4,S5) induziert, wobei V4 := o(V4) und
gz = ? N ,P(Vz) sei.

Das Bild einer ¢-reguléren Teilgeometrie ist natiirlich ebenfalls eine Geome-
trie.

Lemma 1.8.2 Ist ¢ : A — A eine Uberlagerung, so sind fir eine Teilgeo-
metrie A von A dquivalent:

(a) A ist requldr.

(b) Firv e Vy und v = ¢(v) induziert ¢ eine Bijektion von S, N Sa nach
S N S

Beweis: Klar. O

Lemma 1.8.3 Seien ¢ : A — A, ¢ : A — A und p: A — A Uberlage-
rungsabbildungen mit 1)o@ = p. Sei A eine Teilgeometrie von A, A := @(A)
und A := Y(A). Dann ist A genau dann p-requlir, wenn A p-requlir und A
W-requldr ist.

Beweis: Angenommen, A ist p-regulir. Sei ¥ € V4 und v ein Urbild von ©
in A.

Ist & ein Simplex in Ay, so besitzt & ein Urbild o in A,. Ist & = ¥(7), so
sehen wir, dass p(o) = ¢ gilt. Da & nur ein Urbild in A, besitzt und A nach
Voraussetzung p-regulér ist, muss o in A enthalten sein. Damit ist A auch
@-reguldr und damit ist insbesondere A eine diinne Teilgeometrie von A. Sei
nun v € Vy, T := (v) und 9 := p(v). Sei 6 ein Simplex in Ay, der in A liegt.
Dann existiert ein Simplex o € A, mit p(c) = . Setzen wir 7 := ¢(0), so
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sehen wir, dass A Bedingung (b) in 1.8.2 erfiillt.
Die andere Richtung zeigt man leicht mit der Eigenschaft (b) in 1.8.2. [

Der folgende Satz beschreibt, wann eine diinne Teilgeometrie regulér ist,
wenn die Uberlagerung normal ist.

Satz 1.8.4 Seien A = (V,S) und A = (V,S) Geometrien vom Rang n,
¢ : A — A eine normale Uberlagerung, 11 die Decktransformationsgruppe
von ¢, A = (Va,Sa) eine diinne Teilgeometrie von A vom gleichen Rang wie
A und A = @(A). Dann sind die folgenden Aussagen dquivalent:

(a) A ist requldr.
(b) A ist eine diinne Geometrie.

(c) Fiir jede diinne Untergeometrie Ay mit p(Ay) = A gilt: Sind x € A,y €
Ay mit x =y oder xly, so gilt A= Aj.

(d) Fir allev € A ist v N A=0v"1 und AN A = Alla,
Beweis:
(a) — (b) : Klar.

(b) — (¢) : Wir beweisen zunéchst, dass aus ChamANChamA; # () schon A = A,

folgt. Angenommen, es ist C' € ChamA N ChamA;. Wir zeigen durch
Induktion nach m = d(C, D), dass fir alle D € ChamA auch D €
ChamA; gilt. Das ist klar fiir m = 0, sei also m > 0. Dann existiert
ein D' in ChamA mit d(C,D') = m — 1 und d(D’, D) = m — 1. Nach
Induktionsvoraussetzung ist D’ € ChamA;. Ist i = cotyp(D N D’), so
existiert in A; genau ein D” mit D” ~; D’ und D" # D’. Aber dann
sind ¢(D), o(D") ~; ¢(D'). Da A diinn ist, folgern wir D = D".
Nun seien x € A und y € A;, so dass x und y inzident sind. Sei C}
eine Kammer in A, die z enthilt. Da A eine Geometrie ist, gibt es eine
Kammer Cy in A, die p(x) und ¢(y) enthilt. Es existiert dann eine
Gallerie 7 in ﬁ@(z), die O := ©(Cy) und C verbindet. Da A diinn
ist, kann 7 zu einer Gallerie 7 in A, geliftet werden. Damit y € A.
Ist C3 eine Kammer in A, in der o enthalten ist, und C3 = ¢(Cs), so
kann auch Csy mit C5 durch eine Gallerie in Zg verbunden. Auch diese
Gallerie kann in A, geliftet werden, und damit sieht man Cs € A. Es
folgt die Behauptung.

1

(¢) = (d): Sindv € Aund g € Il mit v9 € A, soist v € ANAY ' also A= A9
und damit g € I14. Nun seien y € A, und g € II mit y9 € A. Wegen
x9 € A%, y9 € A und x91y? folgt dann A = A9, also g € I14. Damit ist
auch y = (y9)9 ' € A.
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(d) — (a): Nach Voraussetzung induziert ¢ einen bijektiven Morphismus von A/II4
nach A. Sei & ein Simplex in A und T € @. Ist v ein Urbild von , so
existiert in st(v) genau ein o mit (o) = @. Fiir jedes x € o \ {v}
existiert dann ein g € Il mit 29 € A. Aber nach Voraussetzung folgt
dann o C A. Somit ist A/II4 = A. Da A — A/II eine Uberlagerung
ist, muss auch A — A/II, eine Uberlagerung sein. 0

Bemerkung 1.8.5 Man sieht leicht, dass man (c) auch direkt aus (a) fol-
gern kann. Daher sind fiir eine nichtnotwendig diinne Teilgeometrie die Be-
dingungen (a),(c) und (d) gleichwertig (wobei in (c¢) nicht mehr vorausgesetzt
wird, dass Ay dinn ist).

Im folgenden sei stets A ein Gebéude und ¢ : A — A eine Uberlagerungs-
abbildung.

Korollar 1.8.6
(a) Ist A endlich, so besitzt A nur abzihlbar viele requlire Apartments.

(b) Ist A ein regulires Apartment und A = ¢(A), so ist m (A) isomorph
zu einer Untergruppe von m(A).

Beweis:

(a) Sei IT = m1(A). Jedes reguldre Apartment von A ist eine Zusammen-
hangskomponente des Urbilds einer diinnen Teilgeometrie von A mit
demselben Diagramm wie A. Da A endlich ist, besitzt A nur endlich
viele diinne Teilgeometrien. Sei A ein solche Untergeometrie und seien
Ay, Ay zwei reguldre Apartments mit ¢(A;) = ¢(Ay) = A. Ist v € A,
so existiert ein v € A; und ein g € II mit ¢(v) = T und v € A,.
Damit ist aber Ay = AY wegen Satz 1.8.4. Damit sind die Zusammen-
hangskomponenten von ¢~ !(A) alle unter IT konjungiert. Somit besitzt
A genau |IT : 14, | verschiedene Urbilder. Da A endlich ist, besitzt A
nur abzahlbar viele geschlossene Pfade, also ist I abzdhlbar, somit hat
A nur abzihlbar viele Urbilder. Daher gibt es insgesamt nur abzihlbar
viele reguldre Apartments.

(b) Esist m(A) 211, <II = 7(A). O

Bemerkung 1.8.7 Ist A ein affines Gebiude, so hat A iiberabzihlbar viele
Apartments. Ist ¢ : A — A eine Uberlagerungsabbildung, so sind daher die
meisten Apartments nicht requldr.
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Proposition 1.8.8 Sei A eine diinne Teilgeometrie von A mit demselben
Diagramm wie A. Ist A eine Zusammenhangskomponente von o~ *(A), so ist
A ein requlires Apartment.

Beweis: Sei ¢ eine Fahne in A mit cotype = {i,j} und i # j. Da ¢ eine
Uberlagerung ist, muss A, ein gewohnliches mi;-Gon sein. Ist C der zu A
gehorige Coxeter-Komplex, so ist A nach Theorem 13.24 in [P] ein Quotient
von C ist. Weil A ein Gebéude ist, muss A = C sein (folgt etwa aus [Ro2],
4.2). Daher ist A ein Apartment in A. Nach Voraussetzung ist A = p(A)
diinn, also ist A regulér. O

Proposition 1.8.9 Sei G = Aut(A),, G = AutA = G/II, A ein regulires
Apartment in A und A = @(A). Dann ist G4Il/Il = Gz. Insbesondere ope-
riert G4 genau dann transitiv auf A, wenn G3 transitiv auf A operiert.

Beweis: Es ist klar, dass G4II/IT in G5 enthalten ist. Sei § € G. Dann
existiert ein Lift ¢ € G von g. Wir haben ¢(A9) = p(A4)7 = A. Damit ist
AY ein Zusammenhangskomponente von ¢~ 1(A). Es gibt also ein a € IT mit
A = A9 folgtlich ist ga~' € G4. Also haben wir Gleichheit gezeigt. Die
zweite Aussage folgt daraus leicht. O
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Kapitel 2

Die 5-lokale Geometrie der
Lyonsgruppe

2.1

Gruppen vom Typ Ly

Definition 2.1.1 Eine endliche Gruppe G heifit Gruppe vom Typ Ly, falls
gilt: Es existiert eine Involution t € G\ Z*(G) mit Ca(t) = 2 - Ay;.

R. Lyons hat 1972 erstmals solche Gruppen untersucht und folgende Ergeb-
nisse erzielt (siche [Lyl] und [Ly2]):

Satz 2.1.2 Sei G eine Gruppe vom Typ Ly. Dann gilt:

(a)

(b)

(c)

(d)

(¢)

G ist einfach.
|G| =28.37.55.7-11-31-37-67.

G besitzt eine mazimale Untergruppe H = G5(5). G hat Rang 5 beziiglich
der Operation auf H/G mit nichttrivialen Doppelpunktstabilisatoren
514 . (4.8,), PSU(3,3),2- (A5 x Ay).2 und 3 : PSL(2,7). Ist x der
Permutionscharakter von H/G, so ist x = la + 45694a + 3028266a +
4226695a (Notation siehe [ATLAS]).

Es gibt jeweils eine Klasse von Involutionen und Elementen der Ord-
nung 4. Ist t ein Element der Ordnung 4, so entspricht t einer Doppel-
transposition in Cq({t?))/(t?) = Ay;.

Es gibt genau zwei Konjungiertenklassen von Elementen der Ordnung
3, die wir im folgenden mit 3A und 3B nennen. Istx € 3A, so Ng((z)) =
3- Aut M cL mazimal in G, ist x € 3B, so Cg(x) eine Erweiterung einer
speziellen Gruppe der Ordnung 3% mit einer Gruppe vom Typ 2.A5.2.

39
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Ist t eine Involution, so ist in Cg(t)/(t) = A1 ein Element aus 3A ein
3-Zykel, wihrend ein Element aus 3B das Produkt von zwei oder dre:
disjunkten 3-Zykeln ist.

(f) G hat genau zwei Konjungiertenklassen von Elementen der Ordnung 5
(5A und 5B) mit Ng({z)) = 5 : (4. Ss) fir x € 5A und Ng({(z)) =
(5 x 5%) : S3. fiir v € 5B. In Cg(t){t) = Ay ist ein 5A-Element ein
5-Zykel und ein 5B-FElement das Produkt zweier disjunkter 5-Zykel.

Ferner zeigte Lyons, dass G genau 53 Konjungiertenklassen besitzt und be-
stimmte die Charaktertafel von G. 1973 zeigte C. Sims, dass es bis auf Iso-
morphie genau eine Gruppe vom Typ Ly gibt ([Si]). Diese wurde im folgen-
den die Lyonsgruppe (Ly) oder die Lyons-Simsgruppe LyS genannt. Sims’
Beweis hatte jedoch den Nachteil, dass er massiv auf die Hilfe eines Com-
puters zuriickgreifen musste. Der Beweis war daher schwer nachvollziehbar
und lieferte wenig Einsicht in die Struktur der Gruppe. Aschbacher und Se-
gev konnten 1992 einen computerunabhéngigen Eindeutigkeitsbeweis liefern
([AS2]), 2002 gelang Meierfrankenfeld und Parker der erste Existenzbeweis
ohne Computerhilfe ([MP]). Wilson und Woldar gelang es, die Untergruppen-
struktur von Ly zu bestimmen (siehe [Wil], [Wi2], [Wo]). Den wichtigsten
Schritt zum Verstdndnis der Lyonsgruppe gelang allerdings William Kantor,
der zeigte, dass die Lyonsgruppe fahnentransitive Automorphismengruppe
eines GABs mit Diagramm G, ist. Diese Geometrie wird Gegenstand des
Rests dieser Arbeit sein.

2.2 Das Cayley-Hexagon H(5)

Bevor wir Kantors Konstruktion wiedergeben, benttigen wir einige Infor-
mationen iiber das verallgemeinerte Hexagon H(5) = H(F5). Fiir die Kon-
struktion und Eigenschaften des Cayley-Hexagons H(K) fiir einen beliebigen
Korper K siehe etwa [VM].

(1) H(5) besitzt je 3906 Punkte und Geraden, jede Gerade inzidiert mit 6
Punkten und jeder Punkt mit 6 Geraden. Die Automorphismengruppe
von H(5) ist die einfache Gruppe G5(5). Der Stabilisator eines Punktes
ist eine Gruppe vom Typ 52T1+2 . GL(2,5), wihrend der Stabilisator
einer Gerade eine Gruppe vom Typ 574 : GL(2,5) ist. Der Stabilisa-
tor B eines inzidenten Punkt-Geradenpaares ist eine Gruppe vom Typ
5141 (4 x 4), der Normalisisator einer 5-Sylowgruppe in Go(5). Ist
T = 4 x 4 eine 2-Sylowgruppe in B, so ist A := Fix(T') ein Apartment
in H(5), also ein gewohnliches Sechseck. Sei N der Normalisator von
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T in G5(5). Dann ist N eine zerfallende Erweiterung von 7" mit einer
Dg, und N/T operiert reguliar auf A. B und N bilden ein Tits-System
in G2(5) (siehe [Ro2]). Damit operiert G5(5) transitiv auf den Paaren
(C,XY), wobei C eine Kammer in H(5) und ¥ ein Apartment ist, wel-
ches C' enthélt. Ist x ein Punkt oder eine Gerade in H(5), so operiert
der Stabilisator von x in Go(5) fiir 1 < n < 6 transitv auf der Menge
Vo(x) = {y € H(5);d(z,y) = n}. Der Stabilisator ist dabei eine Grup-
pe vom Typ 577" : (4 x 4) fiir 1 <n <5 und isomorph zu GL(2,5) fiir
n = 6.

H(5) besitzt die Moufang-Eigenschaft, d.h. ist o = (zg, z1,....z6) eine
geordnete Wurzel in H(5) und U, := {g € Ga(5); ist 1 < i < 5 und
ylz;, soy? =y}, so operiert U, regulér auf der Menge aller Apartments,
die a enthalten (oder gleichbedeutend auf allen mit z( inzidenten Ele-
menten, die verschieden von z; sind). Damit ist U, = Z5. U, wird eine
Wurzelgruppe genannt. Es gibt zwei verschiedene Konjungiertenklassen
von Wurzelgruppen, die mit xy Punkt und die mit zy Gerade.

G2(5) hat genau eine Konjungiertenklasse von Involutionen. Ist ¢ eine
Involution in Gg(5), so ist der Zentralisator in G5(5) eine Gruppe vom
Typ 2 - (A5 x As).2. Fix(t) enthilt je 42 Punkte und Geraden. Seien
7;, m;; die Fixpunkte und [;,;; die Fixgeraden (4,5 = 1,...,6). Dann
konnen wir die Indizes so wihlen, dass jeweils m; mit [;;, [; mit m;; und
mi; mit l;; inzident sind. Es ist dann [;; = proj.,l; und m;; = proj, ;.
Der Zentralisator von t operiert jeweils als PGL(2,5) auf der Menge
{mi;1 <i <6} und {l;;1 <i < 6}; der Kern ist stets eine SL(2,5).

Go(5) hat genau zwei Konjungiertenklassen von Elementen der Ord-
nung 3, die wir mit 3A und 3B bezeichnen werden. Ein Element aus
3A lasst 126 Geraden und keinen Punkt fest. Diese 126 Geraden bil-
den einen Spread, d.h. sie haben paarweise Abstand 6 und fiir jeden
Punkt gibt es genau eine solche Gerade mit Abstand maximal 3. Ein
Element aus 3B lidsst 6 Punkte und keine Gerade fest. 3A- bzw. 3B-
Elemente in G5(5) sind auch 3A- bzw. 3B-Elemente in Ly. Es folgt,
dass (A5 x A5).2 = Ca,e)(t)/(t) < Cry(t)/(t) = Ay eine Partition
vom Typ {5,6} festldsst und auf den 5 Ziffern als S5 und auf den 6
Ziffern als PGL(2,5) operiert. Sind N; und Ny die Kerne der Wirkun-
gen auf den 5 bzw. 6 Ziffern, so gilt Ny = Ny =2 SL(2,5). N; lisst die
Geraden [y, ...,lg und Ny die Punkte mq, ..., 74 fest.

Daraus folgt auch, dass es in G5(5) genau zwei Konjungiertenklassen
von Elementen der Ordnung 4 gibt. Ist s ein Element aus der ersten
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Klasse und ist s? = ¢, so lisst s alle [; und genau zwei der m; fest. Ist s
hingegen aus der zweiten Klasse und gilt wieder s? = ¢, so lisst s alle
m; und genau zwei der [; fest.

2.3 Konstruktion

Im folgenden Abschnitt wollen wir die Konstruktion der 5-lokalen Geome-
trie der Lyons-Gruppe wiedergeben. Diese Konstruktion findet man bereits
in [K1], allerdings etwas weniger detailliert. Sei G eine Gruppe vom Typ Ly,
H eine Untergruppe von G isomorph zu G9(5) und P = H/G. Ist x € ‘B,
so bezeichnen wir die nicht-trivialen G,-Bahnen auf 8 mit I'(x), 's(x), 's(x)
und I'y(z). Die entsprechenden Doppelpunktstabilisatoren sind isomorph zu
51t 4.8y, Us(3), 2+ (A5 x Ay).2 und 3 : PGL(2,7). Die Elemente von ‘B
werden die Punkte unserer Geometrie sein. Sei I' der Graph mit Eckenmenge
B und = ~ y fiir y € ['(x). Betrachten wir die Stabilisatoren, so stellen wir
folgendes fest:

(%) Ist U < G mit 5% | |U], so bilden die Fixpunkte von U eine Clique in I

Seiz = H,y € I'(z) und R = O5(G,,) = 5" Dann ist Z(R) = R’ das
Zentrum einer 5-Sylowgruppe von H. Folglich gibt es eine Gerade L € H(5),
so dass Ny(R) = Hp und R < Hpy ist. Sei | = {z} U yNe(B) - Dann ist
|I| = 6 und [\ {z} ist Imprimivitatsblock von H in I". Da [ punktweise von R
festgelassen wird, bilden die Punkte in [ wegen (x) eine Clique in I'. Sei nun
z € B ein Fixpunkt von R. Es gilt dann R = O5(H.), also H, < Ny(R). Da
Ng(R) genau fiinf zu 5! : (4-S,) isomorphe Untergruppen besitzt, die alle
normalisatorgleich in H sind, folgern wir, dass R aufler x genau fiinf Punkte
festlésst. Also sind die Punkte in [ die Menge aller Fixpunkte von R.

Sei £ = {99 € G}. Wir bezeichnen die Elemente von £ als Geraden.
Fiir alle y,z € P gilt, dass y und 2z genau dann auf einer gemeinsamen
Gerade liegen, wenn z € T'(y) ist. Diese Gerade ist die Menge aller Fix-
punkte von O;(G,.), also eindeutig bestimmt. Wir konnen diese Gerade
daher mit yz bezeichnen. Ist R = Os5(G)), so ist [ die einzige Gerade, die
von R punktweise festgelassen wird. Folglich haben wir Ng(R) < G;. Weil
Ng(R) = 5% : (4 - Sg) eine maximale Untergruppe in G ist, erhalten wir
Ng(R) = Gy und Gy = O55(Ng(R)) = 5 1 4, also G;/Gy = Sg. Folglich

operiert G sechsfach transitiv auf den Punkten in [.

Wir definieren nun die Ebenen in unserer Geometrie. Sei P ein Punkt in H(5)
und F die Untergruppe in H = Gy(5), die alle mit P kollinearen Punkte
festliisst. Dann ist £ = 53. Sei 7 die Menge der Fixpunkte von F in B. Da E
sechs verschiedene Geraden in H(5) punktweise festlidsst, muss E auch sechs
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verschiedene Geraden in P punktweise festlassen, also ist || > 146-5 = 31.
Andererseits bilden die Fixpunkte von E eine Clique wegen (). Ist z ein Fix-
punkt von E, so ldsst E die Gerade zz punktweise fest, da |zz \ {z,2}| =4
ist. Somit ist £ < O5(G, ) = O5(G,.). Da die Geraden durch z in einein-
deutiger Beziehung zu den Geraden zu H(5) stehen und E genau 6 Geraden
in H(5) festlésst, folgern wir |7| = 31.

Sei nun [ eine Gerade in =, in der z enthalten ist. Dann gilt Ng, (E) =
51H2+2 . GL(2,5), wihrend H, irreduzibel auf O5(G;)/Z(O5(G))) operiert.
Daraus folgt, dass Ng,(E) in G; nicht zum Stabilisator eines Punktes kon-
jungiert ist und damit transitiv auf den Punkten von [ operiert. Andererseits
haben wir auch, dass Ng, (F) transitiv auf den Geraden in 7 durch x ist.
Insgesamt folgt also, dass Ng(FE) transitiv auf den Punkten und Geraden in
7 operiert. Wir folgern, dass die Punkte und Geraden in 7 eine projektive
Ebene der Ordnung 5 bilden und Ng(F) transitiv auf dieser Ebene ope-
riert. Das bedeutet, dass G, die Gruppe SL(3,5) auf 7 induziert. Wegen
Gon = 527112 0 GL(2,5) wissen wir, dass G, = Ng(FE) eine Erweiterung
von E mit einer SL(3,5) ist. Diese Erweiterung ist nichtzerfallend, da eine
5-Sylowgruppe von Ng(E) sonst Klasse 3 hitte; 5-Sylowgruppen von Ng(E)
sind aber auch 5-Sylowgruppen von G, und diese haben Klasse 5 ([Ly1], Lem-
ma 2.14).

Sei § = {n%; g € G}. Wir nennen die Elemente aus § Ebenen. Da die Ebenen
durch einen Punkt mit den Punkten von H(5) in eineindeutiger Beziehung
stehen, ist die von den Ebenen und Geraden durch einen Punkt induzierte
Geometrie isomorph zu H(5).

Sei A die Geometrie vom Rang 3 mit PULUF als Eckenmenger, der Inklusi-
on als Inzidenzrelation und der natiirlichen Typfunktion. Zusammenfassend
haben wir also:

Satz 2.3.1 A ist GAB mit Diagramm ég = o—e&=» und nicht-trivialen Resi-
duen H(5) und PG(2,5). G ist eine fahnentransitive Automorphismengruppe
von A mit

(a) G, = Gy(5) fir einen Punkt x.

(b) Gy = 514 . 4. Sq fiir eine Gerade 1. Die Operation von G' = Sy auf
den sechs Punkten und den sechs Ebenen, die mit | inzidieren, ist dabei
nicht isomorph. Ein 3-Element in Gy, ist ein 3A-Element, falls es einen
Punkt in | festlasst, und ein 3B-Element, falls es eine | inzidente Ebene
festldsst.

(c) G, =5%SL(3,5) und G™ = SL(3,5).
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(d) Der Stabilisator einer mazimalen Fahne von A ist eine Gruppe vom
Typ 54+ 1 4 x 4, also der Normalisator einer 5-Sylowgruppe in G

und Go(5).
(e) A= K(G;G,,G,G,) fir eine mazimale Fahne {x,l,7}.
(f) A erfiillt die Durchschnittseigenschaft.

Beweis: Da G transitiv auf § und G, transitiv auf den maximalen Fah-
nen von A, fiir alle x € P operiert, operiert G transitiv auf den maximalen
Fahnen von A. Es folgt, dass G, transitiv auf den maximalen Fahnen in 4,
operieren muss, also der Stabilisator eines Punktes nicht zu einem Ebenen-
stabilisator konjungiert sein kann. Jedes 3-Element, das einen Punkt in [
festlasst, muss wegen 2.2 ein 3A-Element sein. Ist g ein 3B-Element in G,
so ldsst g eine Ebene 7 in A, invariant. Ein 3-Element in SL(3,5) lésst
aber stets eine Gerade in PG(2,5) fest, also lasst ¢ ein inzidentes Geraden-
Ebenenpaar fest.

Eine Ebene und eine Gerade, die nicht inzident sind, schneiden sich hochstens
in einem Punkt. Ein Ebene und ein Punkt, die nicht inzident sind, sind zu
keiner gemeinsamen Gerade inzident. Ein Punkt und eine Gerade, die nicht
inzident sind, sind in maximal einer Ebene enthalten. Der Schnitt zweier
Ebenen ist entweder leer, ein Punkt oder eine Gerade. Wenn zwei Geraden
zwei gemeinsame Punkte enthalten, sind sie gleich. Wenn zwei Geraden in
einer gemeinsamen Ebene liegen, schneiden sie sich in einem Punkt. Damit
sind sie entweder gleich oder es existiert keine weitere Ebene, zu der beide
Geraden kollinear sind. Wenn zwei verschiedene Punkte kollinear sind, ist die
Verbindungsgerade eindeutig bestimmt; wenn sie nicht kollinear sind, sind sie
auch nicht koplanar. Damit folgt (f). (e) folgt aus 1.1.2. Der Rest folgt aus
dem vorhergehendem. 1.

Mit den Sétzen 1.2.14, 1.3.4 und 1.6.8 folgt unmittelbar:
Satz 2.3.2 Sei ¢ : A — A die universelle Uberlagerung von A.
(a) A ist ein (affines) Gebiude mit Diagramm Gs.

(b) Sei G = {§ € AutA; Ig € G mit po § = go p}. Dann ist G eine
Erweiterung von G mit m(A).

(¢) Sei {z,1,7} eine mazimale Fahne in A. Dann ist G die universelle
Komplettierung eines Amalgams bestehend aus G, G, und G, sowie
thren Schnitten in G.
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Ein Apartment in einem affinen Gebéude besitzt stets unendlich viele Kam-
mern; damit sieht man, dass A selbst unendlich viele Kammern besitzt. Somit
ist |m(A)| = oco. (Allerdings ist 7 (A) abzdhlbar: Da A endlich ist, gibt es
nur abzéhlbar viele geschlossene Pfade in A, daher ist 71 (A) von abzdhlbar
vielen Elementen erzeugt).

Fiir eine Fahne o in A sei von nun an ‘B(o) := P N V,. Entsprechend seien
£(0) und F(o) definiert.

Mithilfe des folgenden Satzes kénnen wir die volle Automorphismengruppe
von A und A bestimmen.

Satz 2.3.3 Sei Q ein Go-GAB mit Q, = H(5) (mit den Ebenen von ) als
Punkte von H(5)) und Qr = PG(2,5) fir jeden Punkt p und jede Ebene E.
Sei J Untergruppe von Autf), so dass J transitiv auf den mazximalen Fahnen
von Q operiert und JP = Gy(5), J' = Sg und J¥ = SL(3,5) fiir jeden Punkt
p, jede Gerade | und jede Ebene E gilt. Dann ist J = AutQ) und Jy,y =1 fiir
jeden Punkt p.

Beweis: Sei A = Aut(£2) und p ein Punkt von Q. Da J transitiv auf den
Punkten von 2 operiert, gilt A = JA,. Da J, = G4(5) die volle Automor-
phismengruppe von €, ist, gilt A, = J,A(,), also A = JJ, Ay = JA(). Sei
X = Agp). Wir zeigen X = 1.

Ist [ eine Gerade durch p, so gilt X < A;. Wegen A = JX folgt A, = J; X.
Ist K der Stabilisator aller Ebenen durch [, so gilt J)X = K < A;. Es ist
also K < A;,. Weil J; und damit A; transitiv auf den Punkten von [ ist,
folgt K < A, fiir alle ¢ € B(I), also K = Agy. Es folgt, dass X alle zu p
kollinearen Punkte festlésst.

Ist E eine Ebene durch p, so ldsst X alle Punkte auf F invariant, also folgt
X < A(py. Sei m eine Gerade in £ und H der Stabilisator aller Punkte
von m. Dann ist H = J,yX < J, und H < A, g. Es folgt wiederum
X < H=Auw.

Seien nun [ eine Gerade durch p, ¢ ein von p verschiedener Punkt auf [ und
a= (£ m,E. l F,n,F') eine geordnete Wurzel in Q. Ist U, die dazugehori-
ge Wurzelgruppe in A% so |U,| = 5 und das Bild von X in A? liegt in U,.
Damit ist [ X : X N Ay)| < 5. Wir haben einerseits X N Ay < Ag), ande-
rerseits X N Ay < Ay, da U, scharf transitiv auf der Menge der von m
verschiedenen Geraden durch ¢ in £’ operiert. Damit ist AyNX = ApnyNX.

Angenommen, es ist X N Ay # X. Dann ist |[X : X N Ayl = 5. Sei
r € X \ Aq. v induziert damit eine Elation mit Achse m auf E'. Das Zen-
trum r von x muss auf m liegen. Somit ldsst X alle Geraden durch r in E’
invariant. Es ist Jf ,,, = GL(2,5). Diese Gruppe transitiv auf den Punkten
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von m und transitiv auf §(m)\{E}. Damit ist auch Jg g, transitiv auf den
Punkten von m. Jedes Element aus X liasst alle Geraden in £’ durch r fest.
Weil X von Jg g p normalisiert wird, kénnen wir daraus aber X < A
und damit X < A, folgern, ein Widerspruch.

Wir haben daher A,y = X < A(,. Da J transitiv auf den Punkten von 2 ist,
muss auch die umgekehrte Inklusion gelten. Damit folgt leicht, dass X =1
ist. 0]

Korollar 2.3.4 Es ist AutA = G und AutA = G.

Entscheidend fiir den Beweis von 2.3.3 war, das ein Element, welches alle
Elemente aus PB(1) fiir eine Gerade [ invariant lidsst, auch alle Elemente aus
§(1) festlasst und umgekehrt. Dies ist eine sehr ungewdhnliche Situation,
wie man sie bei klassischen Geometrien nicht findet. Ist z.B. K ein Kérper,
2 = PG(3,K) und L eine Gerade in €2, so induziert PGL(4,K) auf dem
verallgemeinerten Digon €2, eine Gruppe vom Typ PGL(2,K) x PGL(2,K),
wobei der eine Faktor trivial auf den Punkten in L und der andere trivi-
al auf den Ebenen durch L operiert. Wesentlich fiir die Existenz von A ist
daher, dass die Sg zwei verschiedene, nicht-isomorphe Permutationsdarstel-
lungen vom Grad 6 besitzt, was bei keiner anderen symmetrischen Gruppe
endlichen Grades der Fall ist.

Die Automorphismengruppe von A ist erstaunlich klein: Die Gruppe ist zwar
transitiv auf den maximalen Fahnen, aber der Stabilisator einer nichtleeren
Fahne ist stets endlich. Insbesondere ist AutA nicht stark transitiv, d.h. tran-
sitiv auf den Paaren (C, A) mit C' Kammer, A Apartment und C' € A. Damit
sieht man, dass A kein klassisches Gebéude sein kann.

2.4 Der Diameter des Punktgraphen
Sei im Folgenden stets x ein Punkt in A.

Lemma 2.4.1 Es gibt genau drei verschiedene Bahnen von Tripeln (x,y, z),
so dass y zu x und z kollinear ist, aber x,y und z auf keiner gemeinsamen
Ebene liegen.

(a) Typ (I): In diesem Fall ist d(yx,yz) =4 in Ay und Ggy, =5 (4 x 4).
(b) Typ (lla): In diesem Fall ist d(yx,yz) =6 in A, und Gy, =4 - S,y.

(c) Typ (1Ib): In diesem Fall ist d(yx,yz) =6 in A, und Gpy, =3 : 8.
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Beweis: G, operiert transitiv auf allen Geradenpaaren (I, m) aus A,, fiir die
d(l,m) = 4 bzw. d(I,m) = 6 gilt. Ist d(I,m) = 4, so ist H := Gy, eine
Gruppe vom Typ 5172 : (4 x 4).

Ist (I, E,n,F,m) der eindeutig bestimmte Pfad zwischen [ und m in A,
so operiert H transitiv auf {(E;, Es) | Ey, E; Ebenen mit E; 11, EsIm und
Ey, # E, Ey # F}. Daraus folgt, dass die Gruppe H transitiv auf der Menge
{(z, 2)|z Punkt auf [, z Punkt auf m mit x # y # z} operiert.

Der Stabilisator eines solchen Paares in GG, ist dann eine Gruppe vom Typ
5: (4 x 4). Insgesamt konnen wir folgern, dass G, transitiv auf der Menge
{(z,2) | z,z sind zu y kollineare Punkte mit d(yz,yz) = 4} operiert.

Nun sei d(I,m) = 6 in A,. Sei wieder H := G,;,,. Dann ist H eine Gruppe
isomorph zu GL(2,5). Da H < G,; = 57 : (4. S5) ist, operiert H als S auf
der Menge PB(1)\ {y}. Analog operiert H als S5 auf P(m)\{y}. Es folgt, dass
H in PB(1)\{y} xP(m)\{y} genau zwei Bahnen besitzt, deren Stabilisatoren
Gruppen vom Typ 4 -5, bzw. 4- 53 sind. Eine Untergruppe vom Typ 4.53 in
GL(2,5) enthilt ein Element mit Determinante ungleich 1, dessen Quadrat
in Z(GL(2,5)) ist, also ein Element der Ordnung 8. O

Lemma 2.4.2
(a) Ist (x,y,z) ein Pfad vom Typ (I), so ist z € I's(x).

(b) Sei nun z € I's(x). Ist y € I'(x) NI(2), so ist d(yz,yz) = 4 in A,.
Es ist |I'(x) NT'(2)| = 36. Es gibt genau sechs Geraden ly,...lg und
je sechs Ebenen Fy, ... Eg, so dass diese Punkte gerade die Punkte auf
ly,...lg sind und l; mit x auf der Ebene E; und mit z auf der FEbene
F; liegt. Fir i # j gilt d(E;, E;) = 6 in A, (und analog d(F;, Fj) = 6
in A,). G, operiert transitiv als PGL(2,5) auf {E,... Es} und auf
{Fy,..., Fs}.

Beweis:

(a) Ist (z,y, z) ein Pfad vom Typ (I), so gilt wegen 5 | |G| entweder stets
z € T'3(x) oder stets z € I'(z). Wir miissen also einen Pfad finden, so
dass  und z nicht kollinear sind.

Sei z € P, A = (my, B ..., mg, Eg) ein geordnetes Apartment in A,
(mit m; Gerade und E; Ebene) und 7' der punktweise Stabilisator von
A. Dann ist T' = 4 x 4. Auf m; gibt es also noch jeweils einen zweiten
Punkt y;, der von T festgelassen wird. Da yy, y2 beide auf E liegen, sind
sie kollinear, und die Verbindungsgerade y,y, ist ebenfalls T-invariant.
Es gibt eine zweite Ebene I’ durch 1., die von T festgelassen wird.
Da Fiz(T)NAp ein Apartment in F' ist, gibt es einen dritten Fixpunkt
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zvon T in F, der nicht auf vy, liegt. Da (y12, E1, 4199, F, y12) ein Pfad
der Lénge 4 in A, ist, ist (z,y1, ) ein Pfad vom Typ (I).
Angenommen, z und z sind kollinear. Dann wiirde 7" auch die Gerade
xz festlassen. Da aber my, ..., mg die einzigen Fixgeraden von T in A,
sind, muss xz = m; fiir ein 7 sein.

Es gibt ein Element r € G, 4, welches A bei E; spiegelt, also m; und
mg vertauscht. r vertauscht damit auch y; und s, ldsst also y,y- fest.
Da F; und F die einzigen Ebenen auf 4,1, sind, die von T festgehalten
werden, ldsst r auch F' invariant. Weil yy, 9, 2 die einzigen Fixpunkte
von T auf F sind, erhalten wir 2" = z. Somit gilt (z2)" = 2z, ein
Widerspruch, da keine der Geraden my, ..., mg fix unter r ist. Folglich
muss z € ['3(x) gelten.

Sei nun z € I's(x). Aus Teil (a) folgt, dass es ein y € I'(x) N T'(2) gibt,
so dass d(yz,yz) = 4 ist. Da G transitiv auf der Menge der Pfade vom
Typ (I) operiert, operiert G, transitiv auf der Menge solcher Punkte.
Durch doppeltes Abzéahlen folgt, dass es insgesamt 36 Punkte gibt, die
zusammen mit x und z einen Pfad vom Typ (/) bilden.

Ist (zy, E,l, F,yz) der eindeutig bestimmte Pfad in A, fiir einen sol-
chen Punkt y, so ist fiir alle Punkte ' auf [ auch (z, %/, z) ein Pfad vom
Typ (I) (der entsprechende Pfad in A, ist (y'z, E,l, F,y'2)). E bzw.
F' ist dabei die einzige Ebene, die [ und x bzw. 2z enthélt. Fiir jeden
Punkt p, der in E, aber nicht auf [ liegt, ist (yp, E,[, F,yz) ein Pfad
der Linge 4 in A, also ist (p,y, z) ein Pfad vom Typ (I). Daher sind p
und z nicht kollinear. Also liegen alle zu z kollinearen Punkte in £ auf
der Geraden [.

Sei E' eine weitere Ebene, die z und eine Gerade enthélt, deren Punkte
alle zu z kollinear sind. Angenommen, es gibt einen Punkt ¢ € EN E’,
so dass (z,q, z) ein Pfad vom Typ (I) ist. Sei (qz, E',l', F', qz) der ent-
sprechende Pfad in A,. Da E und E’ die Punkte z und ¢ gemeinsam
haben, schneiden sie sich in der Geraden gz. E' und F’ haben die Punk-
te z und ¢ gemeinsam, schneiden sich also in der Geraden gz. Damit
sind (E,l, F,qz, F'") und (E,qx, E',)l', F") zwei verschiedene Pfade der
Léange vier in A,, ein Widerspruch, da A, ein verallgemeinertes Hexa-
gon ist.

Es gibt also genau 6 solcher Ebenen, die von G, transitiv permutiert
werden. Sei 2 die Menge dieser Ebenen, ¢ die zentrale Involution in
Gz Z = (t) und M,N < G,, mit N = SL(2,5),M = SL(2,3).
Dann ist M = Cg,.(N). Wir stellen fest, dass N keinen Fixpunkt
in € hat, da N sonst eine Gerade und zwei ihrer Ebenen festlassen
wiirde und damit eine Untergruppe einer auflosbaren Gruppe vom Typ
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5141 4.5, wire. Es folgt, dass N als A5 zweifach transitiv auf Q ope-
riert. Daraus folgt leicht, dass M der Kern der Wirkung von G, auf
Q ist und G, als S5 scharf dreifach transitiv auf €2 wirkt. Die Gruppe
2.(A5 x A5).2 = Cg, (t) hat zwei Bahnen auf der Menge der Fixebenen
von t in A, mit Bahnléngen 36 und 6, wobei ¢ alle Geraden durch eine
Ebene der letzteren Bahn invariant lésst. Diese sechs Ebenen haben
alle paarweise maximalen Abstand in A,. Wegen 3 | |G, g| fir E € Q
folgt damit, dass die Ebenen aus 2 diesen sechs Punkten in A, ent-
sprechen. Damit haben alle Ebenen aus {2 maximalen Abstand in A,.

Wir zeigen nun, dass diese 36 Punkte alle Punkte in I'(x) N T'(z) sind.
Angenommen, es gibt einen Punkt y, der zu z und x kollinear ist, so
dass d(yz,yz) = 6 ist. Dann ist G, isomorph zu einer Gruppe vom
Typ 4 - 54 oder 4 - S3. Sei t die zentrale Involution in G, und s die
zentrale Involution in G,,. Ist s # ¢, so entspricht s in C(t)/(t) = An
einem Produkt von vier disjunkten Transpositionen (siche 2.1.2 (d)). Es
gibt ein 3A-Element in Cg, (t), welches s zentralisiert. Cg, (t)/(t) ldsst
aber eine Partition vom Typ {5,6} fest und operiert als PGL(2,5)
auf den sechs Ziffern. Daher miissen drei Ziffern, die s festlasst, in der
Bahn der Lange fiinf liegen. Damit kann aber s keine zweite Potenz in
Gay» < Cg, () sein, ein Widerspruch. Daher ist s = t.

t ldasst damit die Gerade yx fest. Es gibt daher eine Ebene F' € 2 mit
d(F,yz) < 3. Sei [ die Gerade in F, deren Punkte alle zu z kollinear
sind, und F* die Ebene, die [ und z enthalt.

Angenommen, es ist d(F,yx) = 1. Ist y inzident zu [, so liegt yz in
F*, ein Widerspruch zur Annahme d(yz,yz) = 6. Ist y nicht auf [, so
ist (y,p,z) mit p = yxr N1 ein Pfad vom Typ (1), also gilt z € T'3(y),
ebenfalls ein Widerspruch. Also kénnen wir d(F, yz) = 3 annehmen.

Sei (F,l', F',yx) der eindeutig bestimmte Pfad in A,. Es existiert dann
ein Pfad (yx, F',I", F", 1", F" yz) in A,. Sei p der Schnittpunkt von I’
und !” in F’ und ¢ der Schnittpunkt von [ und !’ in F'. Dann ist (p, y, z)
ein Pfad vom Typ (I), also gilt p # ¢. Da (I, F,l, F*,qz) ein Pfad der
Lénge 4 in A, ist, ist auch (p, ¢, 2) ein Pfad vom Typ (I). Es folgt, dass
die Ebenen F und F” Abstand 6 in A, haben miissen. Dies ist aber ein
Widerspruch, da (F,1', F', 1", F") ein Pfad der Lénge 4 in A, ist. Also
kann es einen solchen Punkt y nicht geben. U

Lemma 2.4.3 Seien x,y, z € B drei paarweise kollineare Punkte. Dann gibt
es eine Bbene E, auf der alle drei Punkte liegen.
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Beweis: Wir miissen zeigen, dass d(yz,yz) < 2 in A, gilt. Wegen Lemma
2.4.2 kann nicht d(yz,yz) = 4in A, gelten. Angenommen, es gilt d(yz, yz) =
6 in A,. Dann muss wieder nach 2.4.2 d(zy,xz) = 6 in A, gelten. Sei
(yx, Ev, 1y, Ea, 1y, B3, yz) ein Pfad in A,. Dann gibt es in A, einen eindeutig
bestimmten Pfad (yz, Fs, l3, Ey, 4, Es, x2). I und I3 sind zwei Geraden in Fj,
enthalten also einen gemeinsamen Punkt p. Dann sind (yx, E1, 1, Ea, ls = yp)
und (zzx, Es, ly, Ey,l3 = zp) Pfade der Lénge 4 in A, bzw. A,. Da aber
d(Es, Ey) < 4 gilt, muss nach Lemma 2.4.2 F, = F, gelten. Aber dann ha-
ben Ey und E3 sowohl die Gerade l; als auch den Punkt z gemeinsam, ein
Widerspruch. 0

Im folgenden sei stets A := CI(I'). Durch Lemma 2.4.3 wissen wir nun,
dass A alle Informationen iiber A enthélt: Ebenen kénnen wir mit den ma-
ximalen Simplizes in A mit 31 Elementen indentifizieren, Geraden mit 6-
elementigen Simplizes, die in genau 6 verschiedenen maximalen Simplizes
liegen. Ist ¢ : A — A eine Uberlagerung, so induziert ¢ in natiirlicher Wei-
se eine Uberlagerung von A. Ist umgekehrt ¢ : A — A eine Uberlagerung,
so konnen wir auf gleiche Weise eine Geometrie A konstruieren, welche A
iiberlagert. Somit sieht man:

Satz 2.4.4 Ist p: A — A die universelle Uberlagerung von A “und st T der
Punktgraph von A so ist die induzierte Uberlagerung von Cl( ) nach A die
universelle Uberlagerung von A. Insbesondere gilt m (A) = m (A).

Lemma 2.4.5 Sei (z,y,2) ein Pfad vom Typ (Ila). Dann ist z € T'y(z).

Beweis: Nach Lemma 2.4.2 und Lemma 2.4.3 ist z € I'y(z) U T'y(z). Da 32
ein Teiler von |G,.| ist, muss z € I'y(x) sein. O

Lemma 2.4.6 Sei (x,y,2) ein Pfad vom Typ (1Ib). Dann ist z € T'y(x).

Beweis: Es muss z € I'y(z) UTy(x) gelten. Angenommen, z € I'y(x). Es ist
H =Gy, = 3: 8. Ist g ein Element der Ordnung 4 in G, so ldsst g genau
zwei Geraden [, [, in A, punktweise fest. Betrachtet man die Wirkung von
Ce,(9) =2 GL(2,5) auf der Menge der Fixgeraden von ¢ in A,, so erkannt
man, dass [; und [, die beiden einzigen H-invarianten Geraden in A, sind.
y muss mit einer dieser beiden Geraden inzidieren, etwa mit /. Ist J =
Ne,.({(g)), soist H < J = 4.5, Fir a € J\ H ist y* ebenfalls in I'(x) N
['(2)NP(L1), ein Widerspruch, da dann die drei Punkte y, y* und z paarweise
kollinear sind, z aber nicht mit yy* = zy in einer gemeinsamen Ebene liegen
koénnen. ([l

Lemma 2.4.7 Sei z € I'y(x). Dann ist |I'(z) NT'(2)| = 42. G, ist transitiv
auf T'(x) N T'(2) mit Kern O3(Gy,). Sind y,y' zwei verschiedene Punkte in
[(x)NT(z), so gilt d(zy,xy') = 6 in A,.
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Beweis: Die erste Aussage folgt durch doppeltes Abzéhlen. Weil G transitiv
auf den Pfaden vom Typ (/1b) operiert, operiert G, transitiv auf I'(x)NI'(2).

Sei h € G, mit o(h) = 7 und S eine 3-Sylowgruppe in Ng, . ((h)). Dann ist
SNCgq,.((h)) = O3(G,,). Aus Proposition 2.8 in [Ly] folgt damit, dass alle
3A-Elemente in S in O3(G,,) enthalten sind. Ist y € I'(z) N I'(2), so enthélt
Gy €in Element der Ordnung 3, und dieses Element muss ein 3A-Element
sein, da es ein inzidentes Punkt-Geradenpaar invariant ldsst. Daher O3(Gy.)
der Kern der Wirkung von G, auf I'(z) N T'(2).

Angenommen, es sind y, ¢y’ € I'(x)NI'(z) mit d(zy, xy’) < 4. Ware d(xy, zy') =
2, so gabe es Ebenen E; und FEs, so dass E; die Punkte x,y,y und E, die
Punkte z,y, 4" enthélt. Daraus wiirde aber z € I's(z) folgen. Angenommen,
es gilt d(zy,xy’) = 4. Dann wére 3 € I's(y) und z,z € I'(y) N T(y'). Aus
Lemma 2.4.2 wiirde dann folgen, dass 3 kein Teiler von |G, . ,.,| ist. Dies ist
aber ein Widerspruch wegen O3(G,,.) < G, . Folglich gilt d(zy, zy') = 6.
[

Damit haben wir gezeigt:

Satz 2.4.8 Fir alley,z € P ist T(y) NT(2) # 0, und somit ist diamI’ = 2.

2.5 Apartments in A

Lemma 2.5.1

(a) Es gibt genau eine Konjungiertenklasse von Untergruppen in G, die
1somorph zu Zy X Zy ist.

(b) Ist T eine solche Untergruppe und ¥ := Fiz(T), so ist ¥ eine diinne,
zusammenhdngende Untergeometrie von A mit Diagramm Go. T besitzt
genau 12 Punkten, 36 Geraden und 24 Ebenen. Es ist T = G, No(T') =
Gy, und Ng(T)/T = Sy x Ss ist epimorphes Bild von W(Gs) und ope-
riert transitiv auf den maximalen Fahnen von X.

Bewelis:

(a) Sei z eine Involution in G, x,y Elemente in Cg(z), deren Bilder in
Ca(2)/(z) = Ay; die Elemente (12)(34) und (1324)(5768) reprasentie-
ren. Dann ist 2 = z und y? ist eine von z verschiedene Involution.
Wegen [Lyl], 2.1 (¢) kommutieren z und y, also ist (x,y) = 4 x 4. Je-
des Element, dessen Quadrat gleich z ist, ist in Cy(z)/(z) von der Form
(ab)(cd). Ein Element der Ordnung 4, das mit diesem Element kommu-
tiert und dessen Quadrat von z verschieden ist, muss notwendig von
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der Form (acbd)(efgh) sein. Damit gibt es in C(2) genau eine Konjun-
giertenklasse von Untergruppen T' = 74 X Z4 mit z € T'. Da GG nur eine
Konjungiertenklasse von Involutionen besitzt, folgt die Behauptung.

(b) Sei x der Permutationscharakter von G beziiglich B. Ist 7" eine Un-
tergruppe von G, die isomorph zu Z; x Zy ist, so ist (x|T,1r) = 12,
also enthélt ¥ := Fiz(T) genau 12 Punkte. Da der Stabilisator einer
maximalen Fahne in A eine Z; x Z, enthélt, existiert eine maximale
Fahne {z,l,7} in . Es ist dann ¥ N A, ein Apartment in A, und es
existieren Elemente s,t € Ng, (T) mit I A, 7* =7 und I' =, 7" # 7
und o(s) = o(t) = 2,0(st) = 6. In Ng,(T) gibt es ein Element r mit
7 = mund 2" # z und o(Tr) = 2 = o(T'rt). r,s liegen beide in
Ng,. (T), also sieht man, dass o(Trs) = 3 sein muss. Damit ist Ng(T')/T
ein epimorphes Bild von W(ég) Da auf jeder Gerade in A, N'X ein
weiterer Fixpunkt von 7" liegen muss, enthélt die Zusammenhangskom-
ponente von z mindestens 7 Punkte. Daher muss ¥ zusammenhéngend
sein, und man sieht leicht, dass Ng(T')/T von r,s und t erzeugt wird
und transitiv auf den maximalen Fahnen von X operiert. Damit ist
INo(T) : T| = 12|Ng(T),, : T| = 144. Fiir eine Gerade [ und eine Ebe-
ne 7 in ¥ ist A;NY und A, ein Apartment in A; bzw. A,. Damit erhilt
man durch doppeltes Abzéhlen, dass . genau 24 Ebenen und 36 Gera-
den enthélt. Ng(T)/T ist ein epimorphes Bild der Coxeter-Gruppe vom
Typ G und hat genau 144 Elemente; daraus folgt Ne(T)/T = Sy x Ss.
0

Wir nennen eine Teilgeometrie ¥ von A, die von einer Untergruppe vom Typ
Z4 X Z, punktweise invariantgelassen wird, im folgenden stets ein Apartment
von A. Mit A meinen wir die Menge aller Apartments in A. Fiir eine Teil-
menge X von A sei Ax ={¥ € A X CX}.

Ein Apartment 3 kann wie folgt beschrieben werden (siche [K1], S. 246)):
Punkte sind die Elemente aus {1,2,3,4} x {a, b, c}; zwei Punkte sind genau
dann kollinear, wenn beide Koordinaten verschieden sind. Ein Paar kolli-
nearer Punkte entspricht dann einer Gerade und drei paarweise kollineare
Punkte einer Ebene. Es ist Gy /T = S, x S, wobei die Wirkung von Gy /T
der natiirlichen Wirkung von Sy x Sz auf {1,2,3,4} x {a,b,c} entspricht.
Zwei Punkte stehen in Relation I'y, wenn die erste Koordinate gleich ist, und
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in Relation I's, wenn die zweite Koordinate gleich ist (siche Abbildung).

Alternativ kann man > auch so beschreiben. Sei e eine primitive dritte
Einheitswurzel, R = Z[e] und I = 2y/—3R. Die Punkte von ¥ sind die
Elemente aus R/I, zwei Punkte r 4+ I, s+ I sind genau dann kollinear, wenn

es eine Einheit u € R mit r+u+ 1 = s+ [ gibt. Gy /T kénnen wir dann mit
AT'L(R)/I identifizieren.

Lemma 2.5.2
(a) Es ist T < Ng(T) und Ng(T)' /T = Ay x As.
(b) T besitzt ein Komplement in Ng(T)' .
(c) Esist |Cq(T) : T| = 3.

Beweis:

(a) Fiir einen Punkt p in ¥ ist T' < Ng(T),,, also T' < Ng(T)'. Die zweite
Aussage ist klar.



54 KAPITEL 2. DIE 5-LOKALE GEOMETRIE DER LYONSGRUPPE

(b) Sei z eine Involution in 7. In Cg(2) = 2+ Ay rechnet man nach, dass T’
ein Komplement in Cg(2)NNg(T') besitzt. |[Ng(T)' : Ca(z) N Na(T)'| =
3 impliziert, dass 7" auch ein Komplement in Ng(7T')" besitzt (Satz von
Gaschiitz, 17.4 in [H]).

(c¢) Das rechnet man ebenfalls in Ng(7T") N Cg(2) nach. O

Lemma 2.5.3 Sei ¢ : A — A die universelle Uberlagerung von A, I =
AutA, und G = AutA. Nach der Bemerkung nach 1.2.14 kénnen wir dann

T als Untergruppe von G auffassen. Sei ¥ = Fixx(T). Dann gilt:
(a) 3 ist ein requlires Apartment mit () = .

(b)) T = é(i),N = G5 = Na(T) ist eine Erweiterung von T mit einer
Cozxeter-Gruppe vom Typ Go.

(¢) Ist No = NNII, soist NoNT =1, N/NyT = Sy x S5, Ny < Ca(T) und
(C4(T) : NoT| = 3.

Beweis: (a) und (b) sind klar. Die ersten beiden Eigenschaften von Ny sind
ebenfalls klar. Es ist [T, No] < NoNT = 1, weil beide Gruppen normal in N
sind. Aus |Ng(T') : Cq(T)| = 3 folgt |Ca(T) : NoT'| = 3. O



Kapitel 3

Die Eindeutigkeit der
Lyonsgruppe

3.1 Geschlossene Pfade der Linge 4 in [

Lemma 3.1.1 Seiy € I's(x). Dann gilt:

(a) Ist z € T'(z) NT(y), so enthdlt T'(x) NT'(y) jeweils 5 Punkte aus I'(z)

und 's(z), 25 Punkte aus I's(2) und keinen Punkt aus I'y(z).

(b) Sei @,y der Graph mit Eckenmenge I'(x) NI'(y) und z ~ w fir w,z €

I'(z) NT'(y) genau dann, wenn Ay, .., # 0 ist oder wenn z und w
kollinear sind. Dann ist ®,, zusammenhdngend.

Beweis:

(a)

(b)

Es gibt 6 paarweise gegeniiberliegende Ebenenen 7y, ..., ms € A, und
Geraden [; € m;, so dass I'(x)NI'(y) genau die Punkte auf den /; sind. Sei
etwa z/[ly. Fir w € I'(z)NI'(y) sind dann w und z genau dann kollinear,
wenn wll; ist. Fir ¢+ > 1 gibt es auf /; genau einen Punkt, der zu z in
Relation I's steht, ndmlich der Schnittpunkt von /; mit proj,,xz. Die
iibrigen Punkte stehen in Relation I'; oder I'y zu z. Wegen |G, .| = 80
ist fiir einen solchen Punkt w ist dann |G, . .| nicht durch 3 teilbar,
also kann nicht w € I'y(z) gelten.

Fiir w € m; sind w und z kollinear. Ist w € m; mit ¢ > 1, so existiert
ein Punkt vll;, so dass z,y, z und v in einem gemeinsamen Apartment
liegen. Damit folgt die Behauptung. U

Lemma 3.1.2 Sei y € I's(z) und sei V,,, die Geometrie mit Eckenmenge
(D(z)NI(y)) U Ay, wobei z € T'(x) NI(y) und A € A,y genau dann inzident

95
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sein sollen, wenn z € A gilt. Dann ist die V,,, isomorph zum Cayley-Hezagon

H(2).

Beweis: Sei A € A,,,z € I'(x)NI'(y)NA. Dannist G,, = PSU(3,3), Gyya =
(4x4): 855Gy, =45 und Guyoa = (4 x 4) : 2. Damit folgt, dass die
Wirkungen von G, auf H(2) und auf ¥,, dquivalent sind. O

Wir betrachten nun die Fixmenge einer Involution in G: Seien = € B, ¢ eine
Involution in Gy, l;, 7;, lij, mij, Ny und Ny wie in 2.2 (3) und (4). Da t alle mit [;
inzidenten Ebenen invariant lasst, muss ¢ auch B(l;) elementweise festlassen.
Der Normalteiler Ny von Cg, (t) ldsst alle Geraden [; invariant und operiert
als As auf P(l;) \ {x}. Der Normalteiler Ny operiert hingegen transitiv als
PSL(2,5) auf der Menge der I;. Ist Q := J_, B(l;) \ {x}, so kénnen wir den
Elementen aus © daher Koordinaten (i,j) mit 1 <7 < 6und 1 < j <5
geben, so dass (4,j) mit /; inzident ist und die Wirkung von NyN;/(t) auf
2 aquivalent zur Wirkung von PSL(2,5) x As auf {1,...,6} x {1,...5} ist.
Seien y = (i,7) und z = (k,l) zwei Punkte aus , die auf verschiedenen
Geraden liegen (also ¢ # k). Ist j =1, so ist |Gy, .| > 48, also ist (y, x, z) ein
Pfad vom Typ (//a) und damit stehen y und z in Relation I'y. Im Fall j # [
hingegen gilt z € T'4(y).

Satz 3.1.3

(a) Isty € Ty(x), so existieren z und w € I'(x) NT'(y), so dass w € T'y(2)
1St.

(b) Der Graph ©,, mit I'(x) NT'(y) als Ecken und den Paaren {u,v} mit
u € I'y(v) als Kanten ist zusammenhdingend.

Beweis: Sei y € I'4(z) und ¢ ein Element der Ordnung 3 in O3(Gy,). Dann
g ein 3A-Element und es ist Ng, ((g)) = 3.U3(5).2 (siche [ATLAS]). Damit
sieht, dass g genau 750 Punkte aus ['y(x) invariant l&sst.

Sei t eine Involution in Cg, (¢) und seien I, . . ., [ die sechs Geraden in A, die
von t punktweise festgelassen werden. Wie wir oben gesehen haben, kénnen
wir die von z verschiedenen Punkten auf diesen Geraden mit den Tupeln
(t,7) mit ¢ = 1,...,6 und j = 1,...5 bezeichnen. Cg, (t) = 2.(A5 x Aj).2
operiert als PGL(2,5) auf der ersten Koordinate und als S5 auf der zweiten
Koordinate. Da g ein 3A-Element ist, entspricht g einem 3-Zykel in C(t)/(t)
und ist damit in N; enthalten. Also sehen wir, dass g alle Geraden [; und auf
oBdA alle Punkte mit zweiter Koordinate 4 oder 5 festlasst. Sei u; = (i,4).
Dann stehen die u; paarweise in Relation I'y. g lasst in A, genau 126 paar-
weise gegeniiberliegende Geraden fest, also [; und noch 125 weitere. Auf je-
der dieser Geraden liegt genau ein Punkt in I'y(x), der von ¢ festgelassen
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wird. Wir bekommen auf diese Weise also maximal 6 - 125 = 750 Punkte in
Ly(x) N Fizy(P).

Angenommen, diese Punkte sind alle verschieden. I'y(z) N Fiz,(P) besteht
dann genau aus diesen Punkten.

Sei h ein 3B-Element in Cg,((g,t)). Dann lasst h keine der Geraden [; und
daher keinen der Punkte u; fest, also lisst h keinen Punkt in I'y(z) N Fiz,(P)
invariant. Die Gruppe Cg, (9)/(g) = Us(5) besitzt genau eine Konjungierten-
klasse von Elementen der Ordnung 3, also lisst kein 3B-Element in dieser
Gruppe einen Punkt in I'y(x) N Fiz,(P) fest. Dies ist jedoch ein Wider-
spruch, denn in G, = 3 : PGL(2,7) gibt es ein 3B-Element. Also existieren
ein ¢ # j und einen Punkt y € I'y(x) N Fiz,(*P), so dass y sowohl mit u; als
auch mit u; inzidiert. Also sind u;, u; € I'(x) NT'(y) mit w; € T'y(u;) und Teil
(a) ist gezeigt.

Durch Betrachten der Doppelpunktstabilisatoren in I'(u;) N I'(u;) stellen
wir fest, dass Guyu,u, = (9) gelten muss. W = G, ,/(g) ist isomorph zu
PGL(2,7) und operiert transitiv auf den Ecken von ©,,. Der Stabilisator ei-
ner Ecke in W ist zyklisch der Ordnung 8. Der Stabilisator einer Zusammen-
hangskomponente in W hat daher entweder Ordnung 16 oder ist W selbst.
Da jede Ecke aber mindestens 8 Nachbarn hat, muss ©,, zusammenhéngend
sein. U
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3.2 Die Wirkung auf den Geraden und Ebe-
nen von A

Satz 3.2.1 Seip € B und H = G,. Dann zerfdllt § in genau sieben H -
Bahnen.

Beweis: Sei Y = 1% der Permutationscharakter von H/G. Dann ist x =
la+45694a+1543500a+3028266a+4226695a [Lyl, ATLAS]. Sei 7 eine Ebene
und K = G,. In der folgenden Tabelle ist fiir jede Konjungiertenklasse C' von
G die Anzahl der Elemente in K N C sowie x(g) fiir ein g € C' angegeben.

1A 2A 3B 4A 5A 5B 68 8B
1 19375 | 387500 | 775000 | 18724 | 74400 | 387500 | 3875000
8835156 | 2772 243 84 156 6 3 4
10A 10B 12B 158 20A 24B 24C
542500 | 1860000 | 3875000 | 1550000 | 6975000 | 3875000 | 3875000
12 2 3 3 4 1 1
25A 308 31ABCDE
1860000 | 1550000 | je 3000000
1 3 1

Man erhilt |H/G\K| = (14,1%) = (x,1%) = (xx, 1x) = 7.

O

Wir bezeichnen die Bahnen kiinftig mit §;(p) bis §7(p), wobei wir die Bahnen
so ordnen, dass |§;| < |§iy1] gilt. AuBerdem werden wir spéter sehen, dass
wir §5 und §¢ dadurch unterscheiden kénnen, dass eine §5-Ebene Punkte aus
I'y enthélt und eine Fg-Ebene nicht.

Drei Bahnen kénnen wir sofort identifizieren: 7 ist aus §; genau dann, wenn
plm gilt. Ist m € §o, so gibt es Ebene 7’ € §, so dass # N 7" eine Gerade ist.
Ist m € §3, so gibt es einen zu p kollinearen Punkt ¢ in 7, so dass d(pg, ) = 5
in A, gilt. Man rechnet leicht nach, dass |§1| = 3906, |§2| = 488250, |F5| =
73237500 gilt.

Lemma 3.2.2 Seinw € U::4 . Dann gilt:
(a) 5 ist kein Teiler von |H,|.
(b) H, enthilt keine Untergruppe isomorph zu 4 X 4.

(¢) H, enthilt kein Element der Ordnung 6.
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Bewelis:

(a)

Sei z ein Element der Ordnung 5 in H. Zunéchst halten wir fest, dass
jede unter x invariante Ebene einen Fixpunkt von x enthélt.
Angenommen, z ist ein 5A-Element in H,. Dann hat z genau 156
Fixpunkte. Sei S := Ng((z)). Dann gibt es eine Gerade [ € £, so dass
S = G ist. x lasst dann alle Punkte fest, welche auf einer Ebene liegen,
die mit [ inzidiert. Dies sind genau 6 + 6 - 25 = 156 Punkte, also sind
dies alle Fixpunkte von .

Sei ¢ ein Fixpunkt von z. Dann existiert eine Ebene 7y, die [ und ¢
enthélt. Sei m # [ eine Gerade in m; durch ¢ und 75 eine Ebene durch
m.

Da alle Punkte von m in 7y liegen und = daher m punktweise festlasst,
wird auch 7y von x festgelassen. Ist m’ jedoch eine von m verschiedene
Gerade in 79, so ist mNm’ der einzige Fixpunkt von z auf m, da ja alle
Fixpunkte in my auf m liegen. Folglich ist m auch die einzige Ebene
durch m/, welche unter = invariant bleibt. Wir sehen also, dass eine
Ebene in A, genau dann eine Fixebene von z ist, wenn sie sich mit
einer mit [ inzidenten Ebene in einer Gerade schneidet. Dies bedeutet
jedoch, dass sie mit einem Punkt aus [ inzidiert. Da p ebenfalls in einer
Ebene durch [ liegt, muss 7 € | J?_, §i(p) sein.

Ein 5B-Element z € H hat genau sechs Fixpunkte, die alle auf einer
Geraden in A, liegen. Da jede Fixebene von x auch einen Fixpunkt
enthilt, erhalten wir, dass alle Fixebenen von z in §;(p) UF2(p) UFs(p)
liegt.

Die Fixelemente einer Gruppe der Form 4 x 4 bilden ein Apartment.
Alle Ebenen, die zusammen mit p in einem Apartment liegen, sind
jedoch in Ule 5.

Ein Element der Ordnung 6, welches eine Ebene festlasst, muss ein 6 B-
Element sein. Sei x € H ein solches Element. Dann hat z genau drei
Fixpunkte, etwa p,q und r. Zu jedem Fixpunkt gibt es 6 Fixebenen
von z, die mit diesem Punkt inzidieren, und auf jeder Fixebene liegt
genau ein Fixpunkt von z. Es folgt, dass x genau 18 Fixebenen besitzt.
Seien 71 bis 7g die 6 Fixebenen von z, die mit p inzidieren. Auf jeder
Ebene m; gibt es genau eine Gerade [;, die von z festgelassen wird. x
ldsst genau 3 Ebenen durch [ fest. Somit erhalten wir 18 verschiedene
Fixebenen von z, die alle in §(p) U F2(p) liegen. O

Satz 3.2.3
(a) Seim € Fy. Dann ist Hy = 31 : 3.
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(b) Ist m € F5 UFs, soist Hy =2 Sy. Ist m € Fr, so ist H, = Ay.

Beweis:

()

Da 31 ein einfacher Teiler von |G|, |G2(5)| und |SL3(5)| ist, gibt es eine
Bahn §4, so dass 31 | |H,| fiir 7 € §4 gilt. Eine Gruppe der Ordnung
31 hat Index 3 in ihrem Normalisator in SL3(5) und Index 6 in ihrem
Normalisator in G5(5) und G. Durch doppeltes Abzdhlen der Menge
{(m,8);m € §,S € Syls1(Gr)} sieht man, dass eine Gruppe der Ord-
nung 31 genau zwei Ebenen invariant ldsst. Ist S eine 31-Sylowgruppe
von G, so sind die beiden S-invarianten Ebenen unter Ng, (.S) kon-
jungiert. Somit gibt es genau eine Bahn von Ebenen mit Bahnlinge
prim zu 31. Der Stabilisator einer solchen Ebene ist eine Gruppe vom
Typ 31 : 3. Diese Bahn bezeichnen wir mit §4(p). (Wenn wir Teil (b)
bewiesen haben, sehen wir, dass dies tatséchlich die viertkleinste Bahn
ist). Es ist dann |§4| = 2% - 32 - 55. 7 = 63000000.

Die iibrigen drei Bahnen haben nach Lemma 3.1.2 und Teil (a) {2, 3}-
Gruppen als Stabilisatoren. Es gibt |§5 U §6 U §7| = 976500000 =
25 .32.55.7.31. Die Ordnung eines Stabilisators muss also jeweils
ein Teiler von 96 sein. Aus nummerischen Griinden kann man sofort
alle Zahlen kleiner gleich 6 ausschlieen. Aulerdem diirfen 32 und 96
ausgeschlossen werden, da der Stabilisator nach Lemma 3.1.2(b) kei-
ne Z, x Z, enthalten darf. Angenommen, es wére |H,| = 48 fiir ein
T € F5 UFe UF7. Ist Q1(Z(05(Hy))) zyklisch, so enthdlt H, ein Ele-
ment der Ordnung 6, ein Widerspruch. Ist ©;(Z(O2(H,))) isomorph
zur Vy, so kann H, nur isomorph zu (4 x 4) : 3 sein, da der Normalisa-
tor einer Vj in SL(3,5) eine Gruppe isomorph zu (4 x 4) : S ist. Auch
dies ist ein Widerspruch.

Wir haben also |H,| € {8,12,16,24}. Hat H, die Ordnung 12 oder 24,
so muss ein minimaler Normalteiler in Oy(H,) isomorph zur V} sein,
da H, sonst ein Element der Ordnung 6 enthalten wiirde. Man sieht
daher, dass H, in diesem Fall isomorph zur A, oder S, sein muss. Die
moglichen Bahnléngen sind also 6n,4n, 3n,2n mit n = 2-3%-5%.7-31.
Es gibt genau zwei Moglichkeiten, drei dieser Zahlen so auszuwéhlen,
dass die Summe gerade 976500000 = 8n ergibt, namlich 2n, 2n, 4n und
2n, 3n, 3n.

Angenommen, der letztere Fall liege vor. Sei 7 eine Ebene durch p und
g € H; ein Element der Ordnung 3. Dann ist g ein 3B-Element und
hat genau 243 Fixpunkte. p ist der einzige Fixpunkt von g in 7 und es
gibt genau eine Fixgerade [ von g in 7. Diese Gerade geht nicht durch
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p. g lasst noch zwei weitere Ebenen durch [ fest, und auf jeder dieser
Ebenen liegt genau ein Fixpunkt von g. Es folgt, dass es genau zwei
Punkte ¢ gibt, so dass m € §2(q) ist.

Angenommen, es gibt einen Punkt ¢ € Fix,(*f) mit 7 € F3(7). Dann
gibt es in 7 genau einen Punkt r, der zu ¢ kollinear ist. Wir haben
dann, dass g auch r und damit die Gerade qr festlésst, ein Widerspruch,
da ein 3B-Element kein inzidentes Punkt-Geradenpaar invariant lésst.
Die anderen Punktstabilisatoren in H, haben Ordnung 93,24, 16, 16.
Der Punktstabilisator mit Ordnung 24 muss dabei isomorph zu Sy
sein. Alle zu Sy isomorphen Untergruppen sind in SL(3,5) konjungiert.
Durch doppeltes Abzédhlen erhélt man, dass g in genau 10 zu Sy iso-
morphen Untergruppen und in genau 80 Untergruppen vom Typ 31 : 3
in 5%-SL(3,5) liegt. Da eine Gruppe vom Typ 31 : 3 normalisatorgleich
ist und eine Gruppe vom Typ S; Index 4 in ihrem Normalisator hat,
erhalten wir auf diese Weise aber nur 1 + 2 + 40 + 80 = 123 Fixpunkte
von g, ein Widerspruch.

Also muss der erste Fall vorliegen. Es ist also |H,| = 24 fiir 7 € §5UFs
und |H,| = 12 fir 7 € §;. Damit ist H, = S; in den beiden ersten
Fallen und H, = A4 im letzten Fall. O

Lemma 3.2.4 Sei 7 eine Ebene aus §3, y der einzige zu p kollineare Punkt
i m und [ = proj.py. Dann gilt:

(a) Gpr=Gpry=Gpryi=5:(4x4)

(b) m enthdlt je finf Punkte aus I'y(p) und I's(p) und 20 Punkte aus I'4(p).
Alle Punkte aus I's(p) liegen auf der Geraden .

(¢) Es gibt einen Punkt z € I's(p) mit Gpr . = Gpr. Gy operiert transitiv
auf den tbrigen vier Punkten aus I's(p).

(d) Sind y1,...,ys die finf Punkte aus I'y(p), so operiert G, zweifach
transitiv auf diesen Punkten.

(e) I* ={z,u1,...,ys5} ist eine Gerade.

(f) Alle Ebenen durch I* sind §3-Ebenen. Gy« ist isomorph zu GL(2,5)
und operiert transitiv auf F(1*).

Beweis: Es gilt G, ,, - = 5% : (4 x4). Da diese Gruppe transitiv auf P(py) \
{y} operiert, erhalten wir (a). Alle von y verschiedenen Punkte auf / liegen in
['3(p) und die tibrigen Punkte in 7 liegen alle in I'y(p) UT4(p). Ist m eine von 1
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verschiedene Gerade durch y, so enthélt m genau einen Punkt aus I'y(p), also
erhalten wir (b). Sei 7’ = proj;py. Dann existiert genau ein Punkt y # 2/l
mit Gy y . rar = Giy 2 pinr, also gilt damit auch G . = G, ». Ist w ein anderer
Punkt, so gilt Gz =5 : 4 und somit G, 152w < 5 : 4. Damit folgt
(c). Die Gruppe G, =5 : (4 x 4) operiert transitiv auf den Geraden durch
y in 7, die von [ verschieden sind. Da jede dieser Geraden genau einen Punkt
aus I's(p) enthélt, operiert G, . also auch transitiv auf {y;,...,ys}. Wegen
O5(Gp.) = 4 ist diese Wirkung zweifach transitiv.

Fir 1 <i<j <5 seil;; =l = yy;. Dann ist [;; N[ # y fiir alle 4, j, denn
y; ist ja der einzige Punkt aus I'y auf der Geraden yy;. Sei k := |{l;;;1 # j}|.
Da die Gruppe G, zweifach transitiv auf der Menge der y; operiert, ist k
ein Teiler von 10. G, . ist aber auch transitiv auf (1) \ {y, z}. Wire als
IN1l; # z fiir ein Paar (¢, 7), so wire 4 ein Teiler von k, ein Widerspruch.
Damit ist y;z = l;; = y;z fiir alle 4, j. Es folgt (e).

I* ist G, -invariant, also ist G~ = 5 : (4 x 4). Da G+ eine Bahn der
Lénge funf in B(I*) besitzt, operiert diese Gruppe transitiv auf F(I*)\{m}. Sei
Y ein Apartment, welches p, 7 und [* enthalt und 7* die von 7 verschiedene
Ebene, die mit [* inzidiert. Es existiert dann ein ¢ € Gy, » mit 7° = 7* und
(7)t = m. (Ist p = la,y = 3¢ und 7™ = {3¢, 2a, 1b} so ist I* = {2a, 1b}) und
7 = {2a, 1b,4c}. Wihle ¢t = (34)). Wir haben damit , dass |G| = 240 ist
und G, ;- zweifach transitiv auf F(I*) operiert. Wegen G- = (5'7) : (4 - Sp)
folgt also G+ = GL(2,5). O

Lemma 3.2.5 Ist m eine Ebene aus §4 und | eine Gerade in m, so inzidiert
[ mit einer Ebene, die nicht in §4 liegt.

Beweis: Sei g ein Punkt auf 7. Dann existiert eine Gerade m in A,, so dass
m einen zu p kollinearen Punkt enthélt. 7 kann nicht mit m inzident sein,
da die Punkte in 7 ja alle in der gleichen H-Bahn liegen.

Ist (m = lo, 7o, 1, ..., = m) ein Pfad minimaler Lénge zwischen m und T,
so gibt es ein j, so dass w11 € §7 und 7; & §7 ist. Da H, transitiv auf £(m)
ist, folgt die Behauptung. U
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Lemma 3.2.6 Sei J < SL(3,5) mit J = Sy. Dann gilt:
(a) J bzw. J' besitzt 5 Punktbahnen auf PG(2,5):

Bahn O | Exy | Exy | Inngy | Inng
Anzahl Punkte 6 3 12 4 6
Stabilisator eines Punktes in J: | Zy | Dy | Zs Ss | Zy X Zy
Stabilisator eines Punktes in J': | Zy | Vy 1 Z3 Zo

(b) J bzw. J' besitzt 5 Geradenbahnen auf PG(2,5):

Bahn T | Sek, | Seky | Pasy Pas,
Anzahl Geraden 6 3 12 4 6
Stabilisator einer Geraden in J: | Zy | Dy Zo Ss | oy X Zy
Stabilisator einer Geraden in J': | Zy | Vi 1 Zs Zy

(c¢) Die folgende Tabelle gibt an, zu wievielen Geraden/Punkten aus jeder
Bahn ein Punkt/eine Gerade inzident ist:

T | Seky | Seky | Pasy | Passy

O | 1/1| 1/2 | 4/2 | 0/0 | 0/0
Exy | 2/1] 2/2 | 0/0 | 0/0 | 2/1
Exy | 2/4] 0/0 | 2/2 | 1/3 | 1)2
Inny | 0/0 | 0/0 | 3/1 | 0/0 | 3/2
Tnny | 0/0 | 1/2 | 2/1 | 2/3 | 1/1

(Z. B. bedeutet der erste Eintrag in der zweiten Zeile, dass durch einen
Punkt aus Exy genau zwei Geraden aus € gehen und eine Gerade aus
T genau einen Punkt aus Ex, enthdlt.)

Beweis: Im folgenden sei {ey, €9, e3} die kanonische Basis von IF% Sei Sy &
J < SL(3,5). Dann besitzt J einen Normalteiler A = V. Wir kénnen an-
nehmen, dass A = (diag(1,—1,—1),diag(—1,—1,1)) ist. Der Normalisator
von A in SL(3,5) besitzt genau eine Konjungiertenklasse von Untergruppen
isomorph zu S3 (die Normalisatoren einer 3-Sylowgruppe). Somit kann oB-
dA angenommen werden, dass J die Gruppe aller monomialen Matrizen mit
Determinante 1 und Eintrdgen 1 und —1 ist.

J lisst also die quadratische Form z? + x3 + 22 und damit ein Oval O in
PG(2,5) fest. Der Stabilisator von O in SL(3,5) ist isomorph zu S5 und
operiert dreifach transitiv auf O. Folglich operieren J und J’ transitiv auf .
Sei Exy = {(e1), (e2), (e3)}. Diese Punkte sind duBere Punkte mit Ji.,) = Dy.
Der Punkt P = (e;+ey+2e3) ist ein weiterer dulerer Punkt mit |Jp| = 2 und
|J5»| = 1. Damit haben wir eine zweite Bahn von &ufieren Punkten der Léange
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12 gefunden. Diese Bahn bezeichnen wir mit Ewzy. Sei Inn; = (e; + ey + e3)’
und Inny = (e; + €2>J. Dann sind alle Punkte in Inn; UInny innere Punkte.
Fir P € Inny gilt Jp =2 S; und Jp = Z3. Fir P € Inny ist Jp eine in
Sy zu ((12), (34)) konjungierte Untergruppe und Jp zyklisch der Ordnung 2.
Da J eine Polaritdt von PG(2,5) zentralisiert, erhalten wir dazu dual die
Aussagen iiber die Geradenbahnen. Die Beziehungen in Teil (c) lassen sich
dann einfach nachrechnen. 0

Wir haben also insgesamt 16 H-Bahnen von Paaren (¢,7) mit ¢/7 und

melUL S

Lemma 3.2.7 Ist ¢ € I's(p), so besitzt H, genau drei Bahnen von Ebenen
7 mit gIm. Im ersten Fall ist T € Fs, im zweiten © € §5 und q € O(), im
dritten ™ € §7 und q € Inny(m).

Beweis: Sei x der Permutationscharakter von G, auf §(¢) (also auf den
Punkten von H(5)) und 7 eine Ebene durch ¢. Dann ist |(G,)./G,\H,| =
(X, 12‘;) = (X#,>1n,) = 3. Damit folgt die erste Behauptung.

Es gibt genau eine Bahn, deren Elemente in §3 sind. In dieser Bahn sind
genau 378 Ebenen. Mit Blick auf Lemma 3.2.6 haben die {ibrigen Bahnen
Lange 3024, 2016, 1512, 1008 oder 756. Die einzige Moglickeit, dass zwei die-
ser Zahlen zusammen 3906 — 378 = 3528 ergeben, ist 2016 und 1512. Da es
in U, 24 $; keine Gerade geben kann, die nur aus Punkten aus I's besteht,
miissen die Punkte aus Inn; in einer Ebene aus §; Punkte aus I'; sein.
Nun sei r € I'(p) N I'(g). Dann existieren genau 30 Punkte s € I'(p) N I'(¢),
so dass d(gs,qr) = 4 in A, gilt (Lemma 3.1.2 und Satz 3.1.3). Ist 7 eine zu
gr inzidente Ebene, [ die Gerade in 7, die alle Punkte aus I';(p) N7 enthélt,
so operiert Gy, = GL(2,5) transitiv auf den Ebenen durch [ (Lemma 3.2.4).
Auf jeder Ebene aufler m gibt es genau einen Punkt s € I'(p). Diese Punkte
sind alle von verschieden, also erhalten wir auf diese Art 6 -5 = 30 verschie-
dene Punkte s € I'(p) N T'(¢q) mit d(qr, ¢s) = 4.

Sei m eine von ¢r und [ verschiedene Gerade in 7 durch ¢. Wird J 1= G g .«
gesetzt, so ist J isomorph zu Z,, und J besitzt genau eine weitere Fixebene 7’
durch m. Angenommen, 7" enthalte einen Punkt s aus I'(p). Dann haben gr
und ¢s Abstand 4 in A, ein Widerspruch, denn dann miisste 7 N7’ entweder
[ oder ¢ sein.

7" kann deshalb keine §s-Ebene sein, folglich haben wir G, , ~ = Z,. Damit
ist 7’ eine F5-Ebene und ¢ € O(7'). O
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Lemma 3.2.8 Ist ¢ € I'y(p), so besitzt H, jeweils genau zehn Bahnen auf
£(q) und (q).

Beweis: Berechnet man aus der Charaktertafel von G,, = 3 : PGL(2,7). O
Satz 3.2.9
(a) Ist ™ € §y4, so sind alle Punkte aus 7 in I'y.

(b) Ist m € §s5, so sind die Punkte aus O in 'y, die Punkte aus Ex; U Inngy
in I's, die Punkte aus Exo U Inng in I'y.

(c) Ist T € Fg, so sind die Punkte aus Ex; U Exo U Inng in I'y und die
Punkte aus O U Inny in I's.

(d) Ist m € F7, so sind die Punkte aus Inny in Ty, die Punkte aus Inng in
I's und die Punkte aus Exy U Exoa UO inTy.

Beweis: Sei ¢ € I'y und r € I'(p) N I'(¢). Setzt man K := H,,, so haben wir
|Nu, (K) : K| = 2, also existiert genau ein weiterer K-invarianter Punkt in
I'(p)NI(g). Dann gibt es genau 6 Ebenen 7 in A, mit d(m, qr) = d(m, ¢s) = 3,
die von K transitiv permutiert werden. Da es ein Element in H, gibt, wel-
ches r und s vertauscht, haben wir 8 | |H, .| fiir eine solche Ebene 7. Eine
derartige Ebene kann keinen zu p kollinearen Punkt enthalten, also muss
sie in U?:5 $: sein. Ist ferner | = proj,qr, so enthélt | genau einen Punkt
a € I's. Fir diesen Punkt gilt H,.; = H, ., = 4. Folglich ist 7 eine -
Ebene, ¢ € Exy(m),a € O(m) und | € T(7).

Sei nun ¢ € I's. Wir haben also eine H,-Bahn von Ebenen in A, in §s
mit Lange 2880 : 4 = 720. AuBlerdem haben wir in § U §3 genau 186
Ebenen von A;. Aus den Lemmata 3.2.7 und 3.2.8 folgt, dass es noch ge-
nau vier weitere Bahnen in §4 bis §7 gibt. Die moglichen Bahnldngen sind
360, 480, 720, 960, 1440 und 2880. Wegen 3000 = 8 mod 16 muss eine Bahnlénge
360 sein. Also sind in Exz;-Punkte in einer Ebene aus §5 ebenfalls aus I's.
1440 + 720 + 480 = 2640 ist die einzige Moglichkeit ist, 2640 als Summe
von drei der obigen Zahlen zu schreiben, ohne 960 mehrfach zu verwenden.
Daraus folgt sofort, dass alle Punkte auf einer Ebenen in §4 sowie die Fxo-
Punkte einer Ebenen aus §7; Punkte aus I's sind.

Sei m € §3 und [ eine Gerade in 7, die genau einen Punkt ¢ aus 'y und
genau einen Punkt r aus I's enthélt. Dann ist K = H;; = 4. K ldsst dann
noch genau eine weitere mit [ inzidierende Ebene fest, die dann aus §5 sein
muss. Also sind die Exy-Punkte in einer solchen Ebene I'y-Punkte. Die iibri-
gen vier Ebenen durch [ miissen dann in §7 liegen. Sei 7" eine solche Ebene.
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Da [ genau einen Punkt aus Inn, (") C I'y(p) enthélt, muss [ eine Gerade
aus Seko(n") sein. Das bedeutet, dass die Punkte in O(7”) Punkte aus I'y
und die Punkte aus Inns(7”) Punkte aus I'; sind. Wir kénnen daraus auch
folgern, dass die EFxzo-Punkte in einer §g-Ebene aus I'y sind.

Sei nun 7 € §y4. Dann ist P(7) C 'y und H, = 31 : 3 operiert jeweils transi-
tiv auf P(7) und L£(n). Ist [ € £(n) und K = Hy, soist K, = Hy; = Z3, also
ist |K| < 18 wegen 3.2.5. Da jede Involution in G, die von einem Element
der Ordnung 3 zentralisiert wird, in G(;y enthalten ist, kann H; kein Element
der Ordnung 6 enthalten. Ferner kann 5 kein Teiler von | K| sein, denn sonst
gibe es einen Punkt ¢ € P(1) mit 5 | |K,|, ein Widerspruch zu g € T'y.
Wire |K| = 3, so miisste [ eine Pas;-Gerade oder eine Seks-Gerade in ei-
ner Ebene in §7 sein. Dann wére [ jedoch mit einem Punkt aus I's oder I's
inzident, ein Widerspruch. Angenommen, es ist |K| = 9. Dann gibt es eine
Ebene 7’ € §; mit [ € Pas;(n’), ein Widerspruch, da [ keine Punkte aus I';
enthalt.

Angenommen, es ist K = A4. Dann gibt es aber zwei mit [ inzidente Ebenen
m und 7o, fiir die H; », = H;, = K gelten wiirde, ein Widerspruch.

Wir sehen also, dass K die Ordnung 6 und damit K = S3 gelten muss. Es
gibt also eine Ebene in A; mit K = S3, zwei Ebenen mit K, = 3 und drei
Ebenen mit K, = 2. [ inzidiert also mit einer Ebene aus §5 oder §g und ist
dort eine Pasi-Gerade, mit zwei Ebenen aus §4 und mit drei Ebenen aus §7
und ist dort eine T-Gerade. Es folgt, dass die Fx,-Punkte in einer §;-Gerade
Punkte aus I'; sind.

Sei m eine §F7-Ebene und [ eine Pasi;-Gerade in 7. Dann enthélt [ jeweils
drei Punkte aus I's und I'y. H;; operiert jeweils transitiv auf diese Punkte.
Sei K = H;. Dann ist 3 < |K| < 18. Ahnlich wie oben sieht man, dass K
kein Element der Ordnung 5 oder 6 enthalten darf und nicht isomorph zu Ay
ist. Da in einer §7-Ebene nur Pas;-Geraden die Punkteverteilung 3 I's,3 I'y
besitzen und H transitiv auf {(m,m); 7 € §7,m € Pas,(m)} operiert, sind
alle mit [ inzidenten §7-Ebenen unter K konjungiert. Daher kann K nicht
Ordnung 3 oder 9 besitzen. |K| kann auch nicht 18 sein, da eine Involution
in K dann fixpunkfrei auf §(7) operieren wiirde; eine Involution in G; hat
jedoch mindestens zwei Fixebenen. Es folgt, dass K = Sj ist. Ist 7 € §({)
mit K = 2, so muss 7 € §¢ und [ € Seky(m) sein. Daher sind entweder die
Inn;-Punkte oder die Inno,-Punkte in 7 aus I';. Also haben wir noch zwei
Moglichkeiten:

(I) In einer Ebene aus §5 sind die Inn;-Punkte aus I's und die Inns-
Punkte aus I'y. In einer Ebene aus §¢ sind die Inn;-Punkte aus I'y und
die Inny-Punkte aus I's.
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(IT) In einer Ebene aus §5 sind die Inn;-Punkte aus I'y und die Inng-
Punkte aus I's. In einer Ebene aus §g sind die Inn;-Punkte aus I's und
die Inn,-Punkte aus I'y.

Angenommen, der erste Fall liegt vor. Sei [ eine Sek;-Gerade in einer Ebene
aus §5 und K = H;. Dann enthélt [ je zwei Punkte aus 'y, I'3 und I'y. Daran
sieht man, dass jede Ebene 7, die [ enthilt, eine §5-Ebene sein muss und [
eine Sek;-Gerade in 7 ist. Da H transitiv auf der Menge de Paaren (m,m)
mit 7 € §5 und m Sek;-Gerade in m wirkt, muss K transitiv auf den Ebenen
in A; operieren. Also gilt |K| = 6 -8 = 48. Da aber K drei verschiedene
Bahnen von Punkten in A; mit Bahnliange zwei besitzt, ldsst ein Element
der Ordnung 3 in K alle Punkte in A; fest, ein Widerspruch. Also muss Fall
(II) vorliegen. O

Satz 3.2.10 G, hat folgende Bahnen auf £:

Bahn Charakterisierung Punkte Ebenen Gl

£ p,5T 6 31 5174 GL(2,5)
£9 6T 131,532 5% : (4 x 4)
£3 1T,5T; 132,533 52 : (4 x 4)
[ 515,113 6 33 GL(2,5)
£5 1T,105,4Ty 6 33 4.5,
L6 Te Fs 113,51y 1 53,5 36 5:4
27 T in S5,Sek2 m 37 1 FQ, 1 F3,4 P4 1 &3, 1 35,4 37 4

£3 Pasy in §g, € in §7 6 I'4(3,3) 2 84,1 Fg,3 7 S3

[ Seky in s 215,415 6 35 GL(2,3)
210 Sekig m 1'3"5, PCLSQ m 37 2 FQ, 1 Fg, 3 F4 3 13"5, 3 37 Sg

L11 Pa51 m 35 und 3'7, Sekz m 8:6 3 F3,3 F4 1 35,3 3632 3'7 Sg

212 PCLSQ m 35,56161 m 36 2 F3,4 F4 4 35,2 36 Zg : Z2
213 PGSQ m Sg,Sek‘l m 3’7 2 F3,4 F4(3, 1) 3 367 3 37 D6

Beweis: Aus Satz 3.2.9 bzw. dem Beweis dieses Satzes wissen wir, dass
jeweils genau eine Bahn von Geraden mit folgender Punktverteilung gibt:

(i) 1Ty, 1T5,4T,
(i) 3 3,3 Iy
(iii) 6 I's.

Daraus lésst sich auch die Struktur des Stabilisators berechnen. Ferner gibt
es jeweils nur eine Bahn von Geraden mit Punktverteilung 1 I's,5 I'y und
2I'5,4 I's. Im zweiten Fall ist damit |H;| = 6 - |H,,| fiir alle 7 € §(I), womit
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wir den Stabilisator bestimmen konnen.

Sei | € Seky(Fs5). Dann besitzt [ zwei Punkte aus I'y, einen Punkt aus I's und
drei Punkte aus I'y. Angenommen, alle Ebenen in §(/) sind aus §5. Dann
ist |H;| = 12. Wegen H) = 1 kann H; kein Element der Ordnung 6 ent-
halten, also muss H; = A, sein. Aber H; operiert transitiv auf den beiden
I'o-Punkten, ein Widerspruch. Daher muss es in 3(/) auch eine Ebene 7 € §7
geben und es ist dann | € Pasq(m). Es folgt, dass H; = Sj ist.

Folgende Geraden besitzen genau zwei Punkte aus I'; und vier Punkte aus
[y: Pass(§s), Seki(Fe), Pasa(Fe) und Seky (F7). Fiir 7 € g und [ € Sek; ()
ist Hy; = Dy und Hfr = Vj. In den iibrigen Féllen ist H;; =V, und HfT = 7.
Sei | € Pasy(Fe) U Sek;(§7). Angenommen, es ist H; transitiv auf §(/). Dann
ist |H;| = 24 und |H!| = 12. Da H' transitiv auf den beiden I's-Punkten in
B(!) operiert, gibt es einen Normalteiler mit Index 2 und damit eine normale
Untergruppe der Ordnung 3. Es folgt, dass H! = Dg ist. Dann muss H' aber
ein Element enthalten, das beziiglich der Wirkung auf (1) eine Transpositi-
on ist. Das Quadrat eines solchen Elements ist aber ein Element in G ), das
durch 4 teilbare Ordnung besitzt, ein Widerspruch zu H) = 2.
Angenommen, Sek;(F7) und Pass(§s) ldgen in verschiedenen H-Bahnen.
Dann bildet eine dieser beiden Geradenmengen mit Pass(§5) eine gemeinsa-
me Bahn. Fiir | € Pasy(§5) muss dann |H;| = 4 - 3 = 12 sein, also operiert
H} als Sy auf den vier I'y-Punkten von [. Dies ist jedoch ein Widerspruch,
denn ist 7’ eine §5-Ebene in §(1), so ldsst H; . keinen I'y-Punkt in [ fest.

Wir haben damit insgesamt drei verschiedene Mdglichkeiten fiir H-Bahnen
auf den Geraden mit vier I'y- und zwei I's-Punkten:

(1) S@k1(37) U P(lSQ(&ﬁ), Sekl(&;) U PCLSQ(S5).
(11) S@k1(37) U Pa32(85) U PCL82<S6), Sekl({%).
(111) Sek1(37) U P(ISQ(-Srﬁ), Sek:l (86)7 PGSQ(-S‘%).

Sei g € T'4(p). Angenommen, Fall (iii) liegt vor. Ist [ € Seks(F7) U Pass(Fs),
so muss H' = S5 gelten, also hat H;, zwei Bahnen von I';-Punkten. Auf
diese Art sieht man, dass H, mindestens elf Bahnen auf £(q) besitzt, ein
Widerspruch zu Lemma 3.2.8. Angenommen, der Fall (ii) liegt vor. Sei [ €
Sek1(F7) U Pasy(Fs) U Pasy(Fs). Dann ist |H;| = 8 und |H'| = 4. Angenom-
men, es gibt ein Element a € H; mit o(a) = 4. Weil H; Bahnen der Linge
zwei in (1) besitzt, muss a® € Hy sein. Ferner besitzt a keinen Fixpunkt
in §(l), entspricht also dem Produkt von drei disjunkten Transpositionen.
Dies ist aber ein Widerspruch, denn ist Z = Z(O5(G})), so muss a in diesem
Fall einen Automorphismus der Ordnung 4 auf Z induzieren, also kann a?



3.2. DIE WIRKUNG AUF DEN GERADEN UND EBENEN VON A 69

keine Involution in G sein. Es folgt, dass H; elementar-abelsch der Ord-
nung 8 sein muss. Dies ist jedoch ebenfalls unmoglich, denn GG enthélt keine
elementar-abelsche Gruppe der Ordnung 8. Also muss Fall (i) vorliegen. Da-
mit erhalten also genau dreizehn Bahnen. Es fehlen noch die Stabilisatoren
einer Gerade aus £, und £;3.

Ist | € £49, so ist also |H;| = 16 und |Hy| = 2. H' ist eine Untergruppe der
Ordnung 8 in Sg. die keine Transposition und kein Element vom Typ (2,2, 2)
enthalten darf, weil sonst ein Element der Ordnung 4 in H( wére. Ferner
kann ein H' keinen 4-Zykel enthalten, da ein solches Element eine Ebene
in §(I) festlassen miisste. Daraus kann gefolgert werden, dass H' eine Un-
tergruppe von Ag ist. Es folgt, dass H; ein Element der Ordnung 8 enthélt.
Da H; eine V; enthélt, muss diese Erweiterung zerfallen. (Der genaue Iso-
morphietyp ldsst sich nicht so leicht bestimmen, ist aber nicht weiter von
Belang.)

Ist I € £43, so ist |H,;| = 12. H, besitzt einen Normalteiler der Ordnung 2 und
eine elementar-abelsche 2-Sylowgruppe. Ist ¢ eine Involution in H; \ H(;y und
s € H; ein Element der Ordnung 3, so kénnen s und ¢ nicht kommutieren.
Folglich muss H; = Dg gelten. O

Mithilfe von 3.2.10 konnen wir angeben, zu wievielen Punkten aus welcher
Bahn jeder Punkt aus ‘B kollinear ist. Diese Tabelle steht auch in [K1}, dort
allerdings ohne Beweis.

P r I'y I's L'y
P 19530
I' |1 154 | 3125 | 3750 | 12500
Ty 63 2520 | 4599 | 12348
I's 36 2190 | 4544 | 12720
Ty 42 1056 | 4452 | 12978

Ein Punkt aus I'y ist z.B. zu 63 Punkten aus I', 2520 Punkten aus I'y, 4544
Punkten aus I'; und 12398 Punkten aus I'y kollinear.
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3.3 Der Beweis fiir die Eindeutigkeit

Satz 3.3.1 Sei ¥ : A* — A eine Uberlagerung mit A* zusammenhdingend.
Angenommen, fiir jedes Apartment 3 von A und fir jede Zusammenhangs-
komponente ¥* von 97Y1(X) induziert ¥ einen Isomorphismus von X* nach
Y. Dann st 9 ein Isomorphismus.

Beweis: Da ¢ : A — A die universelle Uberlagerung von A ist, existiert
eine Uberlagerung C:A— A*mit 9o =¢. Seill = AutAw = 7T1(A) und

= AutA; = 1 (A ). Dann ist Il <TI, A = A/ und A* 2 A/II,. Sei X
ein Apartment in A, 2 ein Apartment in A mit p(2) = T und T* == (D).
Dann ist IIg < I, denn fiir v € Sund g € I sind ¢(v),¢(v9) € £* und
Jo((v) = go(v) = @(v?) = ¥ o ((v9), folglich ((v?) = ((v) und g € Il,.
Daher reicht es aus, dass wir zeigen, dass IT = (H%; g € é) gilt. Wir diirfen

annehmen, dass Il, = <H%; g € G) ist. Wegen Il normal in II ist 9 eine

normale Uberlagerung mit AutA% = 1II /Iy =: B. Da Il auch in G normal
ist, haben wir, dass G* = AutA* = G/l transitiv auf ChamA* operiert.

Sei I'" der Punktgraph von A* und A* := CI(I'*). Dann induziert ¥ eine
Uberlagerung von A* nach A, die wir ebenfalls mit 9 bezeichnen. Wir zeigen,
dass diese Uberlagerung ein Isomorphismus ist. Sei x € 8 und 2* € ¥~'(z).
Setze E, = {(y,2);y,2 € B,z und y kollinear}. Wir wihlen uns fiir alle
y € P ein y* € 97 (y), so dass d(x*,y*) = d(x,y) gilt. Wir erhalten also ein
p € ZY(A, B) mit (y*)*¥2) ~ 2* fur alle (v, z) € E,. Nach Konstruktion gilt
u(x,y) =1 fir alle y € T'(z). Ist d(x, z) = 2, so existiert nach Konstrukion
ein yo € ['(x) NI'(2) mit p(yo, z) = 1.

Wir benotigen zum Beweis einige Lemmata.

Lemma 3.3.2 Sei z € I'y(z) UT3(x). Dann gilt p(y,z) = 1 fir alle y €
['(z)NT(z).

Beweis: Es existiert ein yo € I'(2) N I'(2) mit u(yo, 2) = 1. Angenommen,
x,z,y und yo liegen in einem gemeinsamen Apartment A. Dann kann der
geschlossene Pfad v = (z, 90, 2,y,7) in A zu einem geschlossenen Pfad mit
Anfang und Ende in x* geliftet werden. Dieser Pfad ist aber gerade der Pfad
(%, (yg) o) = (), (2 )HEv0) = g% (y*)rW2) (g r@enny2) — (p*)Mz0)) Es
folgt in diesem Fall also pu(y, z) = 1. Angenommen, y und yq sind kollinear.
Dann ist 1u(yo, 2) = p(yo, y)p(y, 2) = w(yo, z)pu(z, y)u(y, z) = 1. Da es nach
3.1.1 und 3.1.2 immer eine Kette yg, 41, ..,y, = y von Elementen in I'(z) N
['(z) gibt, so dass z,y;, 2, y;+1 in einem gemeinsamen Apartment liegen oder
Yi, ¥ir1 kollinear sind, folgt die Behauptung. 0
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Da G transitiv auf I' und G* transitiv I'* operieren, folgt unmittelbar:

Lemma 3.3.3 Sind y,z € P mit z € T's(y) UT'3(y), so existiert genau ein
2T e 97 N(2) mitd(y*, 2t) = 2. Istw € T'(y)NI(2), so ist 2+ = (z*)=wmwy),

Lemma 3.3.4 Sei z € I'y(x) und y € I'(x) N T'(2). Dann ist u(y, z) = 1.

Beweis: Sei wieder yo € I'(z) N I'(2) mit p(yo,2) = 1. Angenommen,
es ist y € Ty(yo). Dann haben wir y* = (y*)r@or@Ew) = o ynd y+ =
(y*)rw2mzw0) = (y*)rw:2)  Es folgt hier also u(y, z) = 1. Im allgemeinen Fall
gibt es immer eine Kette yo, 41, ..y, = y von Elementen aus I'(x) N T'(2)
(siche Satz 3.1.3), so dass y;+1 € I'a(y;) ist. Mit Induktion folgt die Behaup-
tung. Ul

Die Gruppen G, und G;. sind in natiirlicher Weise isomorph. Wir werden
sie im folgenden identifizieren und kénnen daher GG, als Untergruppe von G*
auffassen.

Lemma 3.3.5 Flir alle g € G, und alle y,z € P mit y ~ z gilt p(y9,29) =
n(y, 2)7.

Beweis: Wir haben fiir alle y € B gezeigt, dass y* das einzige Element
in 971(y) ist, so dass d(z*,y*) = d(z,y) gilt. Fir g € G, folgt daher
Az, y") = d((), (1)) = da*, (y)%) und d(z, ) = d(z*, (4°)"), also
gilt wegen (y*)? € 971(y?) daher (y*)? = (y9)*. Fiir (y,2) € Ey haben wir
(y*)"¥2) ~ 2* ) also ()29 ~ (2*)9 und damit ((y9)*)*@*)" ~ (29)*. Somit
folgt die Behauptung. O

Ende des Beweises von 3.3.1: Sei m € §. Wir fithren eine Relation L auf
B(m) ein, wobei y L z genau dann gelten soll, wenn pu(y, z) = 1 gilt. Wegen
3.3.5 ist L eine G, r-invariante Relation und wegen pu(y, z) = p(z,y)~" und
w(y, 2)p(z,w) = p(y, w) fiir alle y, z,w € P(r) ist L eine Aquivalenzrelation.
Ist m € U?:l S, so gibt es einen zu x kollinearen Punkt y in 7, also ist nach
3.3.2 und 3.34 y L z fiir alle z € P(7). Damit ist L in diesem Fall die
Allrelation.

Sei m € §5UFes,y € Fao(m) und ty, s die beiden T-Geraden durch y in 7. Ist
yIt; fir i = 1,2, so liegen y; und y jeweils in einer §3-Ebene, also gilt y L y;
und damit y; L y,. Die Aquivalenzklasse von y enthilt damit zwei Punkte
aus Fx;. Da G, primitiv auf diesen Punkten operiert, enthélt sie also alle
Ex,-Punkte. Folglich ist sie G, -invariant und enthélt daher alle Punkte aus
O(m), Exy(7) und Ezy(m).

Sei 7 eine Fr-Ebene, y € O(w) und l,ly zwei verschiedene Seky-Geraden
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durch y in 7. Ist wieder y;Il;, so liegen y und y; in einer §3-Ebene, also ist
y L y; und damit y; L y». Die Aquivalenzklasse von y enthilt also zwei
Punkte aus Inn;(7) und damit wiederum alle Punkte aus Inn; (7). Daher
ist sie G r-invariant und enthélt alle Punkte aus O (), Inn, (7), Inng(m) und
Exo(m).

Sei 7 nun eine §4-Ebene und [ eine Gerade in 7. Dann gibt es eine §;-Ebene
7/, so dass | € T(n') gilt. Somit gibt es zwei Punkte y, z auf [, fir die y L z
gilt (in 7" und damit in 7). Da G, primitiv auf P(7) operiert, kénnen wir
y L z fiir alle y, z € P(7) folgern.

Seien 7 eine F7-Ebene, t € T(n),y € Exy(m) NP(¢) und z € O(7m) NP(1) .
Dann liegt t in einer §4-Ebene, also gilt y L z. Damit haben wir dann, dass
1 die Allrelation auf 7 ist.

Sei 7 nun wieder eine §5-Ebene und [ € Seksy(m). Dann gibt es eine §7-Ebene
7', so dass | € Pasy(n') ist. Deshalb ist y L z fiir alle y, z11. Da [ mit Punkten
aus O (), Exa(m), Inni(m) und Inny(m) inzidiert, muss L die Allrelation auf
T sein.

Sei 7 jetzt eine §g-Ebene und [ eine Seky-Gerade in . Dann ist [ eine Pas;-
Gerade in einer §7-Ebene 7/, also gilt y L z fiir alle y, z11. Auf [ liegen Punkte
aus O(7), Fxo(m), Inng(m) und Inny(m), also ist L die Allrelation auf .

Wir haben damit u(y,z) = 1 fiir alle (y,z) € E, gezeigt. Da A* zusam-
menhéngend ist, ist ¥ ein Isomorphismus nach 1.2.11(e). O

Mithilfe dieses Satzes konnen wir nun zeigen, dass je zwei Gruppen vom
Typ Ly isomorph sind. Im folgenden sei x € B, 2’ ein zu x kollinearer
Punkt, ¥ ein Apartment, welches x und 2’ enthélt. Seien G = G, Gy =
Gepo =54 (4-5,.2) und G3 = Gyx. Fir i # j sel G;; = G; NG, und
G123 = G1 N G2 N G3. Sei 2 das Amalgam aus Gl, GQ, G3, G12, Glg, G23 und
G123, wobei alle Homomorphismen durch die Inklusionen gegeben sind. (Die
genauen Isomorphietypen von G5 und Gj sowie ihren Untergruppen sind
bekannt: Wir wissen, wie Go = 5'™ : (4. 5,.2) in einer Gruppe vom Typ
514 (4-55) enthalten ist. Damit ist die Operation der 4.5,.2 auf O5(G2) be-
stimmt. Im Fall G3 = (4x4).(S;x S3) kennen wir die Operation der Sy x.S3 auf
der Z; x Z; und wissen, dass eine Untergruppe vom Typ (Z; X Z;).(Dy X S3)
in einer 2- Ay; enthalten ist; dadurch sieht man etwa mit 17.2 und 17.4 in [H],
dass die Erweiterung bestimmt ist). Sei G die universelle Komplettierung von
2. Da G eine treue Komplettierung von 2l ist, ist auch G treu. Wir kénnen
daher GG, G und G35 als Untergruppen von G auffassen.

Nach der Definition der universellen Komplettierung existiert ein Homomor-
phismus & : G — G, so dass |G, fur i = 1,2, 3 ein Isomorphismus ist. Setze
B = Ker(§). Sei t eine Involution in Gias, so dass Gy = G’12< ) gilt.

Wir definieren den Graphen I wie folgt: Die Eckenmenge ‘B von I besteht aus
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den Elementen aus Gy /G, die Kanten die Paare {G1g, G1thg} mit g € G und
h € G;. Analog bilden wir den Graphen ¥ mit Eckenmenge {G1g;9 € G5}
und Kantenmenge {G1g, Githg;h € Gi3,9 € G3} Dann ist 3 ein voller Un-
tergraph von I'. Sei ¢ : I' — I' mit ((Grg) = 2*9. Wir haben G < AutD mit
C(v9) = ¢(v)89) fiir g € G und v € P.

Lemma 3.3.6
(a) Fir alle g € G wird 359 isomorph auf L69) abgebildet.
(b) ¢ induziert eine Uberlagerung von C1(T') nach CI(T).
Beweis:

(a) Sowohl ¥ als auch 3 kénnen mit dem Graph identifiziert werden, dessen
Ecken die Nebenklassen von (13 in G5 sind, wobel G139 ~ Gysthg fiir
h € Gys und g € Gs gilt. Damit ist klar, dass (3 ) Y ist und dass
¢ \E ein Isomorphismus ist. Fiir g € G ist ¢ (Eg ) = ). Somit folgt die
Behauptung.

(b) Es ist klar, dass ( ein surjektiver Morphismus von [ nach T ist. Ist
{G1g,Ggth} mit g € G und h € G; eine Kante in ' und g € £7(g), so
ist G1gth das einzige Element in (~ (Glgth) das mit G1g eine Kante
bildet. Somit ist ¢ eine Uberlagerung von I nach .

Sei & € ("'(x) N3 und seien §,2 € Tz, so dass y = ((§) ~ ((2) =
gilt. Angenommen, z,y, z liegen nicht auf einer gemeinsamen Gerade
in A. Dann existiert ein g € GG, so dass x,y, z € Y9 gilt. Da alle Apart-
ments, die x enthalten, unter G; konjungiert sind, kdnnen wir g € Gy
wihlen. Da ¢ eine Uberlagerung von I' nach T ist, glbt es fiir y und z
jeweils genau ein Urbild in € ("!(y) und 2 € ("!(z), welches mit &
eine Kante bildet. Da ( einen Isomorphismus von 329 nach ¢ induziert,
sind ¢ und 2 in 9. Da y und z in »9 benachbart sind, miissen auch ¢
und Z benachbart sein.

Da G transitiv auf 93 operiert und weil ¢(v9) = ¢(v)¢®@ fiir alle v € P
und g € G gilt, haben wir also gezeigt: Sind w, y, z paarweise benach-
barte Punkte in I'; die auf keiner gemeinsamen Gerade in A liegen, und
ist w € (Hw),g € C"'(y) und 2 € ("!(z) mit W ~ g und W ~ Z, so
gilt auch g ~ 2.

Nehmen wir nun an, dass x,y, z auf einer gemeinsamen Geraden in A
liegen. Sei 7 eine Ebene durch xy und w ein Punkt in 7, der nicht auf
xy liegt. Sei w der einzige Punkt in ¢~ (w) N ;. Daz,y,wund z, z,w
jeweils nicht auf einer gemeinsamen Gerade liegen, folgt w ~ ¢ und
w ~ z. Da y, z, w nicht auf einer gemeinsamen Gerade liegen, konnen
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wir also auch g ~ 2 folgern. Daraus folgt, dass ¢ : CI(T) — CI(T) eine
Uberlagerung ist. ([l

Satz 3.3.7 ( ist ein Isomorphismus.

Beweis: Wir definieren die Geometrie A wie folgt: Punkte sind die Ecken
aus T, Ebenen sind die maximalen Cliquen in I’ (diese miissen 31 Punkte
besitzen, da ¢ : CI(I') — CUT) eine Uberlagerung ist), Geraden sind die
sechselementigen Cliquen, die in genau sechs maximalen Cliquen enthalten
sind. Damit induziert ¢ eine Uberlagerung von A nach A. Nach Satz 3.3.1
und 3.3.6 (a) muss ¢ daher ein Isomorphismus sein. O

Wir haben damit |G| = |G4]|B| = |G1]|B| = |G|, also folgt unmittelbar
Korollar 3.3.8 G ~G.

Damit haben wir gezeigt:

Korollar 3.3.9 Je zwei Gruppen vom Typ Ly sind isomorph.

Beweis: Ist G eine Gruppe vom Typ Ly, so ist G als universelle Komplet-
tierung des Amalgams 2 eindeutig bestimmt. ([l

Von nun bezeichnen wir die bis auf Isomorphie einzige Gruppe vom Typ Ly
als die Lyonsgruppe (kurz Ly). Mit Ly meinen wir die Automorphismengrup-
pe von A, also die Erweiterung der Lyonsgruppe mit der Fundamentalgruppe
von A.
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3.4 Ein Wurzelsystem fiir die Lyonsgruppe

Eine Chevalley-Gruppe G(K) definiert iiber einem Korper K wird von einem
System von Wurzelgruppen erzeugt, das sind nilpotente Untergruppen (oft
isomorph zu (K, +)), so dass fiir zwei Wurzelgruppe und U und V eine der
folgenden drei Moglichkeiten gilt.

(i) [U,V]=1

(ii) (U, V) ist nilpotent, und die aufsteigende Zentralreihe von (U, V') wird
durch andere Wurzelgruppen beschrieben.

(iii) (U, V) ist eine zweifach transitive Permutationsgruppe (etwa SL(2,K))
und U und V haben jeweils einen Fixpunkt und operieren scharf-
transitiv auf den anderen Punkten. Die beiden Fixpunkte sind dabei
verschieden.

Im Fall (iii) sagen wir, dass U und V' gegeniiberliegend sind. Die Kommu-
tatorrelationen der Wurzelgruppen geben eine Prisentation von G(K), das
bedeutet, jede Gruppe mit diesen Relationen ist ein epimorphes Bild von
G(K).

In [MN] erkannten Meyer und Neutsch, dass fiir die Lyonsgruppe eine &hnli-
che Situation vorliegt. Die Geometrie A liefert ein System von Untergruppen,
die alle isomorph zu (Fs5, +), die die Lyonsgruppe erzeugen und die sich so
ahnlich verhalten wie die Wurzelgruppen einer Chevalley-Gruppe. Die Au-
toren vermuteten, dass die Kommutatorrelationen dieser Gruppen zu einer
Prasentation der Lyonsgruppe fiithren, konnten diese Vermutung aber nicht
beweisen. Mithilfe der Charakterisierung der Geometrie A durch ihre Apart-
ments konnen wir diese Vermutung nun beweisen. Wir verwenden allerdings
eine etwas verschiedene Beschreibung des “Wurzelsystems” der Lyonsgruppe,
die wir fiir geeigneter halten.

Wir geben kurz ein Wurzelsystem fiir die Chevalley-Gruppe Gs(5) an: Sei
A= (m,l,...,7g,ls) ein geordnetes Apartment in H(5) mit m; Punkt und

l; Gerade. A enthélt dann die Wurzeln «; := (m;—1,l;i—1, ..., liy1, Tiye) und
61' = (li_Q’Tri_l, ey T4, li+1) mit ¢ = 1, C 6, wobei alle Indizes modulo 6
gelesen werden. Seien nun U; = U,,,V; := Up, die dazugehorigen Wurzel-

gruppen. Dann sind U;, V; isomorph zu Z5 und wir konnen Erzeuger x; von
U;, y; von V; so wihlen, dass folgende Kommmutatorrelationen gelten:

[$i7$¢+1] = [wmyz] = [xi:yi—&-l] = [%A%‘H] = [$z‘,yz'+2] =1
[$2i+17 x2i+3] = x%i+2

[l“m, l’2z‘+2] = T2i+1
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_ .3
[Yait1, Y2ive) = L2i+1
4
[Y2i, Yoiv1] = Loj
_ 2
[y2i+1, ?/2i+3] = X2i4+1Y2i42T3; 49
Y2i, Y2i+2] = TYoi41L2i4+1
[ . To ] _ :E3 2 :L‘4 .
Y2i+15 T2i+3] = To;11Y2i49T2i42Y2i+3
. ) — 2. 3 2
[yzz, $2z+2] = T3;Y2i+1T2 ;Y242
[20; 4] = Yo 4 2 2
L2415 Y2i+4] = Y2i+2L 94 2Y2; 431543
[T2i, Yoirs] = Yo, 1 T5,, | Yoirols,
2iy Y2i+3] = Y2i11T211Y2i+2T2;1 2-

Fiir alle 7 ist (z;, 1, T;42) eine elementar-abelsche Gruppe der Ordnung 5% und
(x;, x;43) operiert treu als SL(2, 5) auf dieser Gruppe. (U;, Vii1, Uit1, Vigo, Uis2)
ist eine extraspezielle Gruppe der Ordnung 5° mit Zentrum Uy und (y;, yi13)
operiert treu auf der zentralen Faktorgruppe und induziert darauf eine SL(2, 5).
Wir nennen diese Bedingungen die Chevalley-Relationen fiir Go(5).

Diese Relationen unterscheiden sich leicht von denen, wie sie in der Litera-
tur, etwa in [C] iiblicherweise angegeben werden. Sie haben aber daher den
Vorteil, dass die Exponenten beziiglich “Verschiebungen” invariant sind, was
wir fiir das Wurzelsystem der Lyonsgruppe spéter benotigen werden.

Die zwolf 7 x 7-Matrizen iiber F5 in [MN] erfiillen gerade diese Bedingungen
(mit x; = Lsi-1 und y; = Kzi+s), und nicht die Kommutatorrelationen, die
an dieser Stelle angegeben sind.

Wir nennen die U; lange Wurzeln und die V; die kurzen Wurzeln. Als Ab-
stand zweier Wurzeln definieren wir den Abstand der Anfangselemente der
Wurzeln.

Satz 3.4.1 Sei H die Gruppe mit Erzeugern xz;,y; (i = 1,...,6) und den
Chevalley-Relationen fiir Go(5) als Relationen. Dann ist H = G5(5).

Beweis: Das folgt aus einem Satz von Steinberg (siehe 12.1.1 in [C]). O

Jetzt sei ¥ ein Apartment in A. Fiir jede Gerade | € X sei Uy = Z(O5(Ly;)).
Fiir einen Punkt p in ¥ gibt es genau 6 Geraden [y, ...,ls mit pIl; und 6
Geraden kq, ..., kg, so dass p und k; in einer eindeutig bestimmten Ebene ;
liegen (siche Abbildung). Wir bezeichnen die /; als lange Wurzeln beziiglich
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p und die k; als kurze Wurzeln beziiglich p.

I3 k3 la

ks / \ / \ ko

[ IS

b & — — —

ks \ / \ / ki

I ke le

Wir wéhlen unsere Indizierung dabei wie folgt: Sei X die Fitting-Untergruppe
von Autd = S, x S3. Dann ist X =V, x A3 und X operiert scharf-transitiv
auf die Menge der Punkte in . Wir wéhlen uns einen beliebigen Punkt
p € X fest und inzidieren die Wurzeln um p wie oben. Ist ¢ ein anderer
Punkt, so gibt es genau ein t € X, dass p auf g abbildet. Wir definieren dann
li(q) == Li(p)" und k;(q) := ki(p)".

Wir kénnen nun Elemente 7 aus U; wéhlen, so dass fiir z; := 2 und y; = 27,
die Chevalley-Relationen fiir G(5) erfiilllt sind. Man beachte, dass ein Paar
langer Wurzeln mit Abstand 4 beziiglich eines Punktes auch ein Paar kurzer
Wurzeln mit Abstand 2 beziiglich eines anderen Punktes ist (siehe Abbil-
dung).

Es ist [x3, 25] = 2 und [y9,71] = 22. Fiir die anderen Fille passen die Expo-
nenten ebenso. Wir konnen daher z; := z] immer unabhéngig vom Mittel-
punkt p wahlen.

Als néchstes betrachten wir eine Gerade [. In der folgenden Abbildung sind
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alle Geraden m eingezeichnet, so dass [U;, U,,] = 1 ist.

by by

e — — — e — — — e
ap / \  a
o — | — e
as \ / aa

e — — — e — — — e
b3 by

U; und die U,, erzeugen eine extraspezielle Gruppe der Ordnung 5° mit Zen-
trum U;. Sei M die zentrale Faktorgruppe dieser Gruppe. Wir erhalten eine
treue Darstellung von H := (Uy,;i = 1,2,3,4) in GL(M). Beziiglich der ge-
ordneten Basis b := (z4,, T4y, Ta,, Tay) von M sehen die Matrizen zu den von
Tby, Thy, Toy Und T3, induzierten linearen Abbildungen wie folgt aus:

1000 1200 1 3 4 3
] 4100 ] 0100 . 0113
™mT o110 "™ T 3214 "™ T 0011
3121 44 0 1 000 1
und

101 4

s | 1122

=00 10

00 3 1

Diese vier Matrizen erzeugen eine Gruppe isomorph zu SL(2,9) (*). Mit den
Ergebnissen des vorherigen Kapitels konnen wir nun eine Prisentation der
Lyonsgruppe. Dieses Ergebnis ist eine Variation von Vermutung 1 in [MN].

Satz 3.4.2 Sei ) die Gruppe mit Erzeugenden {x;;1 € £(X)} und folgenden
Relationen:

(a) Fiir jeden Punkt p in 3 gelten die Chevalley-Relationen fir Go(5).
(b) Fir jede Gerade l in 3 gilt die Bedingung (x).

Dann ist Q = Ly.
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Beweis: Da es in Ly Elemente gibt, die die Relationen (a) und (b) erfiillen
und die Gruppe erzeugen, existiert ein Epimorphismus ¢ : 2 — Ly.

Wir zeigen zunéchst, dass es einen Epimorphismus ¢ : Ly — 2 gibt, so dass
¢ o ¢ der kanonische Epimorphismus von Ly nach Ly ist. Im folgenden sei
Uy = (x;) < Q. Fiir einen Punkt p in ¥ sei ©(p) die von allen Wurzelgruppen
um p erzeugte Gruppe. Dann ist nach Voraussetzung (p) = Gy(5). Fur
eine Gerade [ sei Q(l) die Gruppe, die von allen Wurzelgruppen U, mit
(U, U] = 1 erzeugt wird. Es ist also dann Qq(1) = 5% : SL(2,9).

Ist 7 eine Ebene und seien [y, [5 und I3 die drei mit 7 inzidenten Ebenen in ¥,
so kommutieren die dazugehorigen Wurzelgruppen U, paarweise. Wir setzen
E(m) == {1y, 11,,71,). Dann ist E(r) elementarabelsch der Ordnung 5% und
das folgende Diagramm zeigt alle Wurzelgruppen, die E(m) normalisieren.

ap b1
e — — — e — — — o

b2 \ ll / ™ \ l2 / az

az \ / b3

Modulo E(7) ist dann fiir 4, j, k paarweise verschieden [U,,, Up,] = 1, [U,,, U]
Uy, und [Uy,,Uy,] = U,,. AuBerdem ist (a;,b;) = SL(2,5). Damit bilden
die U,, und U, ein Wurzelsystem fiir SL(3,5), also folgt wieder aus [C],
12.1.1, dass (E(n),U,,,Up;i=1,2,3)/E(m) = SL(3,5) ist und Q(7) =
(E(m),U,,, Up,;;i =1,2,3) eine Erweiterung von E(7) mit einer SL(3,5) ist.
Der genaue Typ der Erweiterung ist ebenfalls bestimmt, da wir Erzeugende
und Relationen von Q(m) kennen. So kann man leicht erkennen, dass eine 5-
Sylowgruppe von () Nilpotenzklasse 5 besitzt und diese Erweiterung daher
nicht zerfallt.

Fiir zwei gegeniiberliegende Geraden [, 1" sei T}y = Ny, v, (U) NNy, v, (Ur ).
Wegen (U;, Uy) = SL(2,5) ist T; zyklisch der Ordnung 4. Fiir einen Punkt/
eine Gerade/eine Ebene x € ¥ sei T'(z) die von allen 7}, erzeugte Unter-
gruppe, wobei U, Uy zu den Erzeugerwurzelgruppen von Q(z) bzw. Qg(x)
gehoren. Dann normalisiert T'(x) alle Erzeugerwurzelgruppen von Q(z) bzw.
Qo(x), und es ist T'(x) isomorph zu Z; x Zy4, falls z ein Punkt oder eine
Ebene ist, und T'(x) = Zy, falls « eine Gerade ist. In diesem Fall ist T'(z) =
Ty by = Togpy = Loy by = Thyp,- Damit kann erkennen, dass T'(p) = T'(w) fur
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einen Punkt p und eine mit p inzidente Ebene 7 ist. Mit Induktion sieht
man daher, dass T':= T'(p) unabhéngig von p ist und alle Wurzelgruppen U,
normalisiert.

Fiir eine Gerade [ sei Q(1) := (Qo(l),T). Da Qo(l) von T normalisiert wird,
sieht man, dass Q(l) = 51 : (4 Sg) ist.

Sei {p, [, 7} eine maximale Fahne in ¥ mit p Punkt, [ Gerade, 7 Ebene. Dann
ist Q(p)NQ(L) =51 GL(2,5), Qp)NQ(w) = 5212 GL(2,5),Q(1) N Q(7) =
51722 GL(2,5) und Q(p) N Q1) N Q(7w) = 5% : T (Dies erkennen wir daran,
weil einerseits die jeweiligen Wurzelgruppen und 7" in den Schnitten enthal-
ten sind, andererseits, weil diese Untergruppen jeweils maximal sind). Man
sieht leicht, dass  von Q(p), Q(l) und () erzeugt ist. Somit gibt es einen
Epimorphismus ¢ : Ly — Q, der auf Go(5),5+4 : (4 - Sg) und 53.SL(3,5)
die Identitét induziert. Da ¢ auf Q(p), (1) und (7) ebenfalls einen Isomor-
phismus induziert, ist ( 01 der kanonische Epimorphismus von IE nach Ly.
Der Rest ist einfach: Wir bilden die Restklassengeometrie Aq aus den Un-
tergruppen Q(p), Q(1), (7). Agq ist dann eine normale Uberlagerung von A
und wird andererseits von A iiberlagert. Man sieht aber leicht, dass man ¥
nach Ag einbetten kann. Damit ist ¢ nach 3.3.1 ein Isomorphismus. U

Wenn wir in unserer Definition anstelle von ¥ den Coxeter-Komplex vom
Typ G2 nehmen, erhalten wir eine Présentation von Ly. Wie sieht es aber
aus, wenn wir andere Uberlagerungen von ¥ nehmen? Es ist nicht gewshr-
leistet, dass wir echte Erweiterungen von Ly erhalten.

Eine andere mogliche Verallgemeinerung wére die folgendende: Fiir jede Ge-
rade L in ¥ (oder in einer Uberlagerung von ¥) nehmen wir eine Gruppe
Uy, isomorph zur additiven Gruppe eines Kérpers K und verlangen, dass die
Wurzelgruppen um einen Punkt den Chevalley-Relationen geniigen und fiir
jede Gerade [ die Gruppe, die von den vier &ufleren, mit U; kommutierenden
Wurzelgruppen Uy, , . . ., U, erzeugt wird, treu auf der zentralen Faktorgrup-
pe der von den vier inneren Wurzelgruppen U,,,...,U,, erzeugten Gruppe
operiert. Es wére interessant, welche Gruppen durch diese Relationen erzeugt
werden. Im Fall charK = 3 sieht man leicht, dass diese Gruppen trivial sind,
da in diesem Fall zwei kurze Wurzeln mit Abstand 2 kommutieren, zwei lange
Wurzeln mit Abstand 4 aber nicht.



Kapitel 4

Das Verallgemeinerte Polygon
AOO

4.1 Regulire Sektoren

Im folgenden sei B ein affines Gebéaude, ¢ : B — B eine Uber_lagerung
mit B endlich, G = Aut(B,¢),L = AutB,, G = G/L = AutB und &
eine Parallelenklasse von Sektoren in B>°. Wir definieren ¢(S) = {c¢ €

Cham(B);c € p(9) fiir alle S € G}.

Proposition 4.1.1 Es gibt einen Sektor S € & mit Chamep(S) = ¢(6).
Insbesondere ist p(&) # (.

Beweis: Sei ¢ € Cham(B) \ ¢(&). Dann gibt es einen Sektor S, € & mit
¢ & Chamep(S.). Setze Sy = ﬂcGCham(g)\go(G) S.. Da B endlich ist, ist Sy ein
Schnitt von endlich vielen Sektoren. Damit enthalt Sy einen Sektor S. Es ist
dann S € & mit Champ(S) = ¢(6). O

Lemma 4.1.2 Sei ¥ ein @-reguldres Apartment in B, S ein Sektor in X
und & = S*®°. Dann ist p(S) = ¢(&) = p(X), ¥ ist das einzige regulire
Apartment, das einen zu S parallelen Sektor enthdlt, und es gilt G = Gs 5.

Beweis: Sei W = AutY die zu B gehorige Coxeter-Gruppe und A die
Untergruppe der Translationen in W. Wir kénnen dann Ly, als Untergruppe
von W auffassen. Ferner sei ¥ := (X). Da X regulir ist, induziert ¢ eine
Uberlagerung von ¥ nach ¥. Folglich hat Ly endlichen Index in . Damit
hat auch A N Ly, endlichen Index in A; somit sehen wir, dass [ J,. Ly O ganz
¥ sein muss. Wir folgern ¢(3) = (). Da dasselbe auch fiir jeden Teilsektor
von S gilt, erhalten wir Champ(3) = p(&). Ist S’ ein zu S paralleler Sektor
und Y’ ein regulires Apartment mit S’ € ¥/, so ist ¢(X') = ¢(S) = X. Aber

81
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dann gilt nach 1.8.6 entweder ¥ = X oder X NY' = (. S NS enthilt aber
einen Sektor, der sowohl in ¥ als auch in >’ enthalten ist. Also ist ist X = >,
Damit folgt die Behauptung. U

Das folgende Lemma werden wir spiter noch benétigen:

Lemma 4.1.3 Sei B ein Baum ohne Endpunkte. Operiert v € AutB fix-
punktfrer auf V' und ldsst x einen Endpunkt e in B™ fest, so ldsst x genau
einen weiteren Endpunkt in B* invariant.

Beweis: Sei F = (vg, vy, vy, ...) ein Halbapartment in B mit F* = ¢. Wegen
(E¥)>* = ¢ = E* haben E und E” ein Halbapartment gemeinsam. Es gibt
daher i, j € N, so dass v{ = v; ist. Dann ist auch vf, , = v, fiir alle k € N.
Da v; = v # v; ist, konnen wir annehmen, dass ¢ < j ist (sonst ersetze x
durch z71). Ist Fy = (vs, vis1, .. .), so ist E¥ C F,. Entsprechend haben wir
E" C E¥ fiir k > I. Setze A := U,.ez B3 Dann ist A ein unter x invariantes
Apartment mit ¢ € A*. A enthélt noch genau einen weiteren Endpunkt ¢/,
der von x festgelassen wird. x kann aber keinen dritten Endpunkt festlassen,
da drei Endpunkte eine eindeutige Kreuzung (franz. carrefour) definieren
(siche [Ro2|, Chap. 10, Example 2). O

4.2 Elationen und Homologien in AutA*

Wir betrachten nun wir das affine Gebaude A, welches die universelle Kom-
plettierung der Geometrie A der Lyonsgruppe Ly ist, und das zugehorige
sphirische Gebdude im Unendlichen, das verallgemeinerte Hexagon A®. Die
Punkte, Geraden und Ebenen von AA, bezeichnen wir mit ‘1},5} und §. Wir
haben eine natiirliche Wirkung von Ly auf dem verallgemeinerten Hexagon
A"O, welche mit der in 1.7.4 beschriebenen Topologie auf A> vertréglich ist.
Mit Aut(Ao")top bezeichnen wir die Gruppe aller topologischen Automorphis-
men von A%,

Wir erinnern an dieser Stelle an zwei Begriffe: Ist W ein verallgemeinertes
n-Gon fiir ein n > 2, so heifit ein Element g € AutV eine Elation, falls es
eine Wurzel « gibt, so dass g € U, ist. g € Aut¥ heifit eine Homologie, falls
es x,y € ¥ gibt, so dass d(z,y) = n ist und g € AutW ) N Aut¥ ) ist. Ist n
gerade, so sind x, y entweder beides Punkte oder beides Geraden; je nachdem
heifit dann g eine Punkt- oder Geradenhomologie.

Lemma 4.2.1 Ist z € Ly ein 5-Element, so ist Fizz (x) endlich.

Beweis: Sei 7 das Bild von z in Ly. Dann kann man leicht sehen, dass ¢ eine
Uberlagerung von Fixz (z) nach Fixa (7) induziert. Aus dem Beweis von 3.2.2
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(i) folgt, dass Fixa(Z) einfach-zusammenhéngend ist. Sind a,b € Fizx(z),
so folgt [a,b] € Fiz |z (), wobei mit [a,b] die Geodésische zwischen a und
b gemeint ist, siehe 1.7.5. Damit ist Fizz(z) zusammenhéngend. Also sehen
wir, dass ¢ einen Isomorphismus von Fixz (z) nach Fixa(7) induziert. O

Satz 4.2.2 Jede Wurzelgruppe in AutA> st trivial.

Beweis: Angenommen, es gibt eine Wurzel a in A® _und ein Element
1 # z € U,. Nach ([Ro2], 10.8) ist dann = € AutA = Ly. Angenommen,
o(z) ist endlich. Sei & eine Parallelenklasse von Sektoren im Inneren von «
und sei S ein Sektor in &. Da o(z) endlich ist, lisst « ein Element a in A
invariant. Es existiert dann ein Sektorpanel P durch a, so dass P Sektorpanel
eines zu S parallelen Sektors ist. Da x alle Nachbarn von P> invariant lésst,
operiert x trivial auf T'(P>°). Somit ldsst = die Asymptotenklasse von P fest.
Also sieht man, dass x ein Sektorpanel punktweise festldsst. Daher ldsst x
auch eine spezielle Ecke vy fest. Es existiert genau ein Sektor Sy € & mit
Anfangspunkt vy. Sy wird von x festgelassen, da sowohl v, als auch S§° unter
x fest bleiben. Es folgt, dass x den Sektor Sy punktweise festlésst, insbeson-
dere auch die Anfangskammer ¢ von Sy. Also ist  ein Element von Ly,.. Da
der Fixbereich eines 5-singuldren Elementes von If:g;c endlich ist, muss x ein
2-Flement sein. Ein 2-Element in IEC lisst aber ein Apartment A in A und
damit auch das Apartment A® in A>® punktweise fest. Dann existiert ein
Sektor T"in A, so dass S*° und T gegeniiberliegen. Da x die 1-Umgebung
von S°° punktweise festliisst, lisst = daher ein Apartment in A fest, welches
S und T°° enthélt, ein Widerspruch zu [TW], 3.7.

Also ist o(x) unendlich. Wir kénnen insbesondere x € IT annehmen. x operiert
also fixpunktfrei auf A. Sei m = dav. Nach [TW], 3.7 kann z kein Apartment
festlassen, welches o enthélt. Nach Lemma 4.1.3 folgt daher, dass x eine Mau-
er M in T'(m) festlésst. Sei R das Halbapartment mit 0R = M und R = a.
Dann lasst z alle zu M parallelen Mauern in R fest. Sei P = (v, vs,...)
ein Sektorpanel in R, so dass p = P> im Inneren von « ist und v; in M
liegt. Da x alle Nachbarn von p festlésst, ldsst « auch alle Ecken in T'(p) fest.
Insbesondere ldsst x auch die Asymptotenklasse [P] von P fest. Wir haben
daher also, dass es i # j gibt, so dass v;, v; spezielle Ecken sind und v] = v;
ist. Seien M;, M; die zu M parallelen Mauern mit v; € M; und v; € M;.
Dann haben wir v = v; € M; und v € M7 = M;, ein Widerspruch, da M;
und M; zwei verschiedene Mauern sind. Es folgt die Behauptung. U

Ist Z, x Z4 2 T < Ly, so ist Fix(T) ein ¢- regulires Apartment in A und
Lyy, operiert transitiv auf den Kammern von von . Wir nennen ein solches
Apartment von nun an ein besonderes Apartment. Wir bezeichnen ferner
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die Wurzeln, Sektoren, Mauern und Sektorpanele, die in einem besonderen
Apartment liegen, als besondere Wurzeln, Sektoren etc.

Es gibt zwei verschiedene Klassen von besonderen Mauern und Sektorpane-
len: Eine Mauer der ersten Klasse ist eine unendliche Sequenz

0,070 0.0 .07 0,1 1
(oo xy, ), 0, Ty, g, g, Iy, Ty, Ty, Ty ),

wobei 2! € P, Il € £ und 7w/ € §F ist. Das Bild unter ¢ ist jeweils vom
oberen Index unabhéngig. Wir bezeichnen diese Bilder zq, m,l; usw. Dann
ist zo € I's(xy) und es gilt d(my,m4) = d(m,m3) = 6 in A,, bzw. A,,.
Entsprechend ist ein Sektorpanel der ersten Art eine unendliche Sequenz
(29, 7919, 79, 29, 79,19, 7, 21, 71, . ..), wobei die z7, I/, 7] und ihre Bilder in

2771

A die gleichen Eigenschaften haben wie oben. In der Abbildung unten ist ein
Apartment in A und eine besondere Mauer der ersten Klasse eingezeichnet.

\ / \ /oy \ / \ /
i
/ \ / \ o/ \ / \
:rl
° — — — ° — — — ;1 — — — . — — — .
\ / \ /TN / \ /
19
/ \ / \ g/ \ / \
m0
° — — — ° — — — 02 — — — . — — — .
\ / \ /TSN / \ /
19
/ \ / N\ o/ \ / \
TO
. - - - ° - - - ”ol - - - 3 - - - .

Man rechnet leicht nach, dass Lyy, o511 10,51 momsm = 4 -S4 ist. 3-Elemente

in dieser Gruppe sind 3B-Elemente. Ist daher z die zentrale Involution in
dicser Gruppe, 50 hat L,y ytymymamams/ (2) < Cry(2)/(2) = Avy Bahmen
der Lénge 4,6 und 1 auf der Ziffernmenge von 1 bis 11.

Eine Mauer zweiter Art ist eine unendliche Sequenz

070 070 070 040 030 070 171
(oo 2y, 1, g, by, g, Uy, U s 1 xg, lg, ey, g ),
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wobei die Bilder unter ¢ wieder vom oberen Index unabhéngig sind. Dabei
stehen w1, x3, x5 und xo, x4,z jeweils in Relation I'y (siehe Bild). Entspre-
chend ist ein Sektorpanel zweiter Art eine unendliche Sequenz

o;;0 ,Oy0 .07 ,070 ,0730 070 .1 71
('Il?ll’l‘27l27$37l37x47l47'r57l57x6al67$17l17"')7

V]
i i

wobel x
Zen.

und ihre Bilder unter ¢ wieder die gleichen Eigenschaften besit-

8
*u

— ] — — — [ — — — . — — — —
/ \ / \ / \ /U4 \
21

. — — — . — — — . — — — 01 — — — .

\ / \ / \ /18 \ /

0]
— . — — — ° — — — mo6 — — — ° —
/ \ / \ /13 \ / \
EO

. — — — . — — — 05 — — — . — — — .

\ / \ /19 \ / \ /

— . — — — Iog — — — . — — — . —

/ \ /13 \ / \ / \

0

° - - - :n.3 - - - ° - - - 3 - - - .

\ /19 \ / \ / \ /

20
— 02 — — — . — — — ] — — — . —
/9 \ / \ / \ / \
0

Iol — — — L[] — — — o — — — . — — — 3

Man iiberzeugt sich ohne Miihe, dass Ly, . zeiy...06 = 4 -S4 ist. 3-Elemente
in dieser Gruppe sind dabei 3A-Elemente. Ist z die zentrale Involution in
dieser Gruppe, 80 besitzt Ly, . 1.1/ (%) aufgefasst als Untergruppe von
Cry(2)/(z) = Ay; Bahnen der Lange 4,4 und 3 auf {1,...,11}.

Ein Punkt [eine Gerade] in dem verallgemeinerten Hexagon A™ ist eine Par-
allelenklasse von Sektorpanelen erster [zweiter| Art.

Satz 4.2.3 Sei Ape, = {P>; P besonderes Sektorpanel }. Dann ist A2,
dicht in A,

Beweis: Sei z € P. Fiir y € P sei B(x,y) = {P*; P Sektorpanel durch
z und y}. Dann bildet das System {B(z,y);y € P} eine Basis der Topolo-
gie von A> (das folgt aus [GVM], 3.4.2). Sei (z,...,w,y) das gemeinsame
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Anfangssegment eines jeden Sektorpanels mit Anfangspunkt z durch y. Ist
z € Ay mit d(w,z) = 6, so existiert ein Sektorpanel mit Anfangssegment
(x,...,w,y, z). Andererseits existiert auch ein besonderes Sektorpanel P mit
Anfang (y,2,21,22...). Q = (x,...,w,y, 2, 21, 22, . . .) ist dann ein Sektorpa-
nel asymptotisch zu P. Damit folgt die Behauptung. 0

Es sei im folgenden Ag@ das kleinste verallgemeinerte Teilhexagon von A=,
welches A, enthilt. Mit A ist auch A% abzihlbar. Dies kann man wie
folgt erkennen: Haben zwei Elemente in A,‘fjs Abstand kleiner als sechs in
A> und liegt der eindeutig bestimmte Pfad dieser Linge zwischen den bei-
den Elementen nicht in A°  so nehmen wir diese hinzu. Auf diese Art erhélt
man hochstens abzahlbar viele neue Elemente. Fiir die neue Geometrie, die
wir auf diese Art erhalten haben, wiederholen wir das. Nach abzéihlbar vielen
Schritten erhilt man dann ein verallgemeinertes Teilhexagon von A>.

Es wiire interessant zu erfahren, welche Struktur Age, besitzt, ob etwa schon
Ape, = A gilt. Ferner wiire es schon, wenn man wissen wiirde, welche be-
sonderen geometrischen Eigenschaften diese besonderen Punkte besitzen, ob

sie etwa reguldr im Sinne von 1.9.4 in [VM] sind.
Lemma 4.2.4

(a) Sei M eine besondere Mauer und m := M. Dann hat M genau 6
Nachbarn in T'(m), welche von Ly,, transitiv permutiert werden.

(b) Sei P ein besonderes Sektorpanel und p := P*. Dann hat [P] genau 6
Nachbarn in T(p), welche von Lyp) transitiv permutiert werden.

Beweis:

(a) Sei zunéichst M = (..., @i, 7w, l{, md, 2y, md 13, 7k 22 7} ...) eine Mau-

er der ersten Art. Jede Mauer mit Abstand 1 zu M in T(m) geht
durch einen Punkt in B(l}). Sei y{ so ein Punkt. Durch y{ ist ein Pfad
(mi, ziyt, 79, m9, &9, 1, 79) in A, und ein Pfad (73, zyi, &1, mi, 73, 1", 7})
in Ax% bestimmt. Setze y2 := I'N1 und yj := " N1}. Dann enthilt jede
zu M parallele Mauer, die durch den Punkt y} geht, die Teilsequenz
(v, 73, m9, 7, yi, 71, mi, 73, ya). Durch y§ und y; sind wieder eindeuti-
ge Pfade in Agcg und Aaa% bestimmt, und man bekommt auf die gleiche
Art die Punkte »? und y2, die Ebenen 77, 73, 73 und #} sowie die Ge-
raden m{ und m?. Man fihrt auf diese Weise fort und sieht, dass es

maximal eine zu M parallele Mauer durch yi. Umgekehrt gibt es auch
so eine Mauer, da Lymy% eine Gruppe vom Typ Z; x Z, enthilt, was
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bedeutet, dass M und y; in einem besonderen Apartment enthalten
sind.

Nun sei M = (... z}, 1§, x3, 13,22 I3 2y 3,2k 3 ok 1h 2212, eine
Mauer der zweiten Art. Eine Mauer M’ die zu M Abstand 1 in T'(m)
hat, geht durch einen Punkt yi, der zusammen mit I} eine Ebene 7]
erzeugt. Diese bestimmt eindeutige Pfade (19, 79,19, 79,19, #1, 11} in Am%
und (1%, 7, 11, 710 7k 1Y) in A,1. Damit ist y] als Schnittpunkt von
19 mit I} durch die Wahl von 7! eindeutig festgelegt. 70 und 7} be-
stimmen jetzt eindeutige Pfade in Axg und AI% und wir bekommen die
Schnittpunkte yg und y3; so fortfahrend sieht man, dass M’ durch {
bestimmt ist. Mit dem gleichen Argument wie im ersten Fall sieht man
daher, dass es genau 6 Moglichkeiten fiir M’ gibt.

(b) Sei M die besondere Mauer, die P enthélt, und m := M. Angenom-
men, (@] habe Abstand 1 zu [P] in T'(p). Dann existiert ein Q' € [Q)],
so dass Q' in einer zu M parallelen Mauer M’ enthalten, die Abstand
1 zu M in T'(m) hat ([Ro2], 10.6). Damit folgt die Behauptung. O

Lemma 4.2.5

(a) Ist M eine besondere Mauer und M’ parallel zu M, so ist auch M’
besonders.

(b) Ist P ein besonderes Sektorpanel und P parallel zu P, so enthdlt P’
ein besonderes Sektorpanel P”.

Beweis: Beide Aussagen folgen mit dem vorherigenden Lemma und Induk-
tion nach dem Abstand in T'(M) bzw. T(P*). O

Lemma 4.2.6 Sei: ¥V = (V,E) ein zusammenhdngender Graph und G <
AutWU. Angenommen, es gibt ein v € V und eint € G, so dass G, transitiv
auf V, operiert und dass v' € W, ist. Dann operiert G transitiv auf V' und

E.

Beweis: Sei x € V. Wir zeigen durch Induktion nach d(v,z), dass es ein

g € G mit v = x gibt. Das ist klar fiir d(v,z) = 0. Sei also d(v,z) =n >0

und y € V mit d(v,y) = n—1und d(y, x) = 1. Nach Induktionsannahme gibt

es ein ¢ € G mit v9 = y. Es ist dann 29 ' € U, also gibt es ein a € G, mit
ta

v = 297" also v = z. Damit ist G transitiv auf V, und da G, transitiv
auf ¥, ist, operiert G auch transitiv auf F. U

Im folgenden sei Y ein besonderes Apartment mit 7' = Z?/J(z)-
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Lemma 4.2.7

(a) é’f ist Ni (T') = Lys, eine Erweiterung von T mit W(Gs) =72: Dg, T =
Lysy und N (T)/Cr(T) = Z3 : Ds.

(b) Sei A = @(Ew) das Urbild der Translationsuntergruppe von W(Gs) in
Lys, und L =TIN Lyy. Dann ist LNT =1 und |A:TL|=12.

Beweis:

(a) Die ersten beiden Aussagen sind sehr einfach zu verifizieren. Sei z
eine Involution in T, T = ¢(T) und Z := ¢(z). Dann sehen wir,
dass |Np,(T) N Cr,(Z) : Cr,(T) N Cr,(2)] = 16 ist, indem wir in
Cry(Z) = 2 - Ayy rechnen. Damit erhalten wir auch die letzte Behaup-
tung.

(b) TNL =1 gilt, da IT fixpunktfrei auf A operiert. Da das Bild von X
in A genau 12 Punkte besitzt, gilt | : TL| = 12.

O

Im folgenden sei stets M eine besondere Mauer, m := M und ¥ := T'(m).
Lemma 4.2.8

(a) FEs ist Z;/(M) =4-85; und IEM = (EJ(M) : C) = (t), wobei C unendlich
zyklisch ist und t Ordnung 2 besitzt. Fir J = CC(E/(M)) ist |C: J| =2
und |J : CNII| € {1,3}, je nachdem, ob M eine besondere Mauer der
ersten oder zweiten Art ist.

(b) Ist z die zentrale Involution in ZE/(M), so ist (z) das Zentrum von Ly,

(c) Ist K der Kern der Wirkung von Eg}M auf die Menge der Nachbarn
von M in T'(M®) und x ein Punkt in M, soist K = J : (KN Eg//Mx)
Es ist KN [EM@ = Qs. Ist M eine Mauer der ersten Art, so induziert
jedes Element aus K N @M’I eine Punkthomologie auf A,. Ist M eine

Mauer der zweiten Art, so induziert jedes Element aus K N IAL&ML:E eine
Geradenhomologie auf A,.
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Beweis:

(a)

Sei M := @(M). Dann ist Lyz) eine Gruppe vom Typ 4 - Sy. Diese

Gruppe lésst sich zu einer Untergruppe von ZTy liften, und diese Gruppe
ist dann gerade Ly (. Sel x ein Punkt auf M und ¢ eine involutori-
sche Spiegelung in IEZ, welche M an dem Punkt z spiegelt. Dann ist
LZ/M,;U = LZ/(M) L (t).

Ist A das Bild von A in Ly, so besitzt T in dieser Gruppe ein Kom-
plement, das von zwei Elementen @ und b mit o(@) = 2 und o(b) = 6
erzeugt wird. Seien ¢ und b Urbilder dieser beiden Elemente in Zg// Dann
ist [a,b] € TNII = 1 und a?, b5 € TI. Damit sehen wir, dass 7" ein Kom-
plement E = (a,b) in A besitzt. Wegen |A : E| =16, |F : ENII| = 12
und [A:ANI =192ist ANII < E.

Sei C' die Untergruppe in FE, die alle Translationen in Richtung M
enthélt. Diese Gruppe normalisiert Ly, und wirkt transitiv auf den
Punkten in M, also haben wir mit dem Frattini- Argument LyM =
Ly MxC’ Weil ¢ die Elemente in C invertiert, haben wir Ly (v C nor-
mal in Ly,,. Wegen Lemma 4.2.7 gilt |C' : C(T)| = 2, also |C : J| > 2.
Ist M eine besondere Mauer der ersten Klasse, so ist |[C': C N1I| = 2
und wir sind fertig. Ist M eine besondere Mauer der zweiten Art, so ist
|C: O NIl = 6. Da es in Ly, keinen Automorphismus der Ordnung
3 gibt, der T" zentralisiert, erhalten wir auch in diesem Fall |C': J| = 2.

Da ¢ die Elemente aus C' invertiert, muss das Zentrum von I/:g;M in
Lyary enthalten sein. Ist Z das Bild von z in Ly, so ist Ly gz in Cr,(2)
enthalten. In Cp,(%Z) erkennt man, dass der Normalisator von Ly( )

gerade das Bild von Ly a ist. Damit lésst sich das Zentrum von Ly,,
bestimmen.

Sei K der Kern der Wirkung von EJM auf der 1-Umgebung von M
in ¥ = T(m) und sei m := M N A,. Dann ist m eine Mauer in A,
und Eme operiert als PGL(2,5) auf die Menge der Wurzeln « in
A, mit da = m. Der Kern dieser Wirkung ist eine Qg und besteht
aus Punkthomologien, falls M eine Mauer der ersten Art ist, und aus
Geradenhomologien, falls M eine Mauer der zweiten Art ist. Da es zu
jeder solchen Wurzel o genau eine Mauer M’ in T'(m) mit Abstand 1 zu
M gibt, operiert die Gruppe E@; M. transitiv als Sy auf die Nachbarn von

M in T'(m). Nun sei [ eine Gerade in M und m := MNA,;. Dann operiert
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Eg}hm transitiv als Z x S, auf der sechselementigen Menge R(m) :=

{o; @ Wurzel in A; mit o = m}. Deswegen induziert Zg;l’ ar auch diese
Gruppe auf U,,. Da es fir M’ € ¥y, genau ein M” € Wy, \ {M'}, so
dass M, M' und M" in einem besonderen Apartment liegen, sicht man,
dass auch Ly,,/K = Z; x Sy sein muss. C' kann nicht im Kern dieser
Wirkung sein, da LNy M= Eg// 1..C sonst als Sy auf Wy, operieren wiirde.
Andererseits sieht man leicht, dass C' NIl im Kern liegen muss. Ist M
eine Mauer der ersten Art, so erhélt man J < K; ist M eine Mauer
der zweiten Art, so ist JK/K normal in Ly, /K = Z; x Sy und hat
Ordnung 1 oder 3; auch damit folgt die Behauptung. U

Lemma 4.2.9 Sei My € Uy mit ¥ = T(m), x ein Punkt in M, z die
zentrale Involution in K, Z := (z) x J und Ky der Kern der Wirkung von

Eg//MO auf Wy, .
(a) Esist KeyNK = Z.

(b) Z ist der Kern der Wirkung von E’I;m auf T'(m).

Beweis:

(a) Esist K = J(K N E/Mx) Angenommen, M, liegt in . Dann existiert

ein € A mit M = M,. Da «a die Gruppe J zentralisiert, ist in diesem
Fall J < Ky. Da Ly,, transitiv auf ¥, operiert und J normal in Ly,,
ist, gilt dies in jedem Fall. Da K K,/ K eine Untergruppe von Zs x Sy
ist, sieht man, dass die zentrale Involution in K N fy( M) ebenfalls in
Ky enthalten sein muss. Insgesamt erhalten wird daher Z < K N K.

Sei M eine Mauer der ersten Art und (x,7,[) eine Teilsequenz in M.
Dann existiert ein Punkt y € My, der inzident mit [ ist. Jedes Element
aus K N Ly, induziert eine Punkthomologie in A, und lisst alle
Punkte in [ fest. Somit induziert jedes Element in K N @Mw eine
Geradenhomologie auf Ay. Da ein Element der Ordnung 4 in Eg//y nicht
gleichzeitig eine Geraden- und Punkthomologie sein kann (siehe 2.2),
muss K N KyN EgM’z = (z) gelten.

Sei M eine Mauer der zweiten Art und (ly,z,ly) eine Teilsequenz in
M. Jedes Element in IT@JJM@ N K induziert eine Geradenhomologie in
A,. Es gibt eine Ebene © € §(I;) und einen Punkt y € P(x) \ B(l),
so dass M, durch y geht. Ein Element aus K N IT@JJM@ lisst §(l) und
damit auch ‘i?(ll) elementweise fest. Es folgt, dass ein solches Element
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alle Geraden in A{yﬂr} invariant lasst. Mit dem gleichen Argument folgt
KN KoN Lyyr, = (2).

(b) Folgt mit (a) und Induktion nach dem Abstand in 7'(m). O
Lemma 4.2.10

(a) I/:j/ym = ([EM, [Eam) operiert transitiv auf T (m).

(b) w/(JNII) ist eine freie Gruppe.

(c) Ist M eine besondere Mauer der ersten Art, so ist [EmH/H =2-An

(d) Ist M eine besondere Mauer der zweiten Art, so ist lALg//mH/H(z> der
Stabilisator einer Partition vom Typ (4,4,3) in Cr,(Z)/(Z) = Ai1.

Beweis

(a) Sei M’ eine zu M parallele Mauer mit Abstand 1 in ¥. Dann exi-
stiert ein ¢ € Lyy mit M! = M’. Mit 4.2.4 (a) und 4.2.6 folgt, dass
(Ly,,, LyE m) transitiv auf 7'(m) operiert. Mit dem Frattini-Argument

folgt (Lyns, Lys m) = Ly

(b) Angenommen, es gibt eine Kante {M, M’} in T'(m) und ein x € 1, \ J,
das M und M’ vertauscht. Dann gibt es genau ein besonderes Apart-
ment A, welches M und M’ enthélt, also erhalten wir x € I14. Damit
erhalten wir aber einen Widerspruch, denn x kann dann keine Trans-
lation auf |A| induzieren. Also operiert I1,,/(J N1I) frei auf den Ecken
und Kanten von 7'(m), ist also frei wegen [DD], 1.4.2.

(c) Sei M Mauer der zweiten Art. In Cp,(2)/(Z) = Ay hat Ly JI/TI(2)
Bahnen der Lange 4, 6 und 1, wéhrend Zg;z,mﬂ /11(z) Bahnen der Léange
81 und 3 hat. Somit ist lTymH/ IT transitiv auf den 11 Ele/menten; da
Lys, I1/11{z) einen 3-Zykel enthélt, sieht man leicht, dass Ly, I1/TI(z) =
Ay gelten muss. Damit folgt die Behauptung.

(d) Wir fassen wieder Ly yII/I1(z) und @E7mH/H<Z> als Untergruppen
von Aj; auf. Wir sehenﬂ/ dass beide Gruppen eine Partition vom Typ
(4,4,3) festlassen. Da Ly, II/1I(z) als Sy auf einer Bahn mit 4 Ele-

menten operiert, Lys ,II/1I(z) die beiden Blécke der Lénge 4 ver-
tauscht und als S3 auf der Bahn der Lange 3 operiert, folgt die Be-
hauptung. Il

Im folgenden seinen P und P* zwei nicht-parallele Sektorpanele in M. Ist
p = P> und p* = (P*)™, so ist dann m = {p,p*}.
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Lemma 4.2.11

(a) Es ist Ly py = Lypsy = Ly, Lypp = Lypp = Lyp) : C (mit C wie
in 4.2.8).

(b) Eg//p = [f;g;p* = ([Z(P), IEEJJ). Diese Gruppe hat Index 2 in Ly,,.
Beweis:

(a) Da M die einzige besondere Mauer ist, in der ein Sektorpanel aus [P]
enthalten ist, haben wir Lyp = Lypy = Ly und Lyp) < Ly,
Sind C und ¢ wie in 4.2.8, so gilt C' < IE[P}, wihrend P* und P nicht
asymptotisch sind. Damit folgt die Behauptung.

(b) Die erste Behauptung zeigt man genau wie in 4.2.10(a). Es ist m =

{p,p*}, und es gibt ein Element in Ly, das p und p* vertauscht. Da

M die einzige besondere Mauer ist, die P enthélt, folgt die Behauptung.
O

Lemma 4.2.12

(a) (z) x J ist Kern der Wirkuzg von IEP auf T(p). Dies ist die Gruppe
aller {p, p*}-Homologien in Ly.

(b) Ist q € A>®, so dass Z trivial auf A:o operiert, so ist q € {p,p*}.
(¢) Esist N (Z) = Izm und Cr(Z) = Eg;p.
Beweis:

(a) Ist @ € p, so existiert genau eine Mauer Mg € m, die ein Panel aus
[Q] enthélt, und [Q] — Mg ist ein Isomorphismus von T'(p) nach 7'(m),

folglich ist (z) x J gerade der Kern der Wirkung von Ly, auf T'(p).

Die Enden von T'(p) entsprechen gerade den Punkten/Geraden in A,
die mit p inzident sind ([Ro2], 10.4). Ein Automorphismus von T'(p)
ist genau dann die Identitdt, wenn er alle Enden festldsst. Daher ist
(z) x J gerade die Gruppe der {p, p*} - Homologien in Ly.

(b) Angenommen, p und q haben maximalen Abstand. Sei A ein Apart-
ment in A, das p und q enthilt und A das entsprechende Apartment
in A. Dann ist A® = A fiir alle z € Z, da Z sowohl A;O als auch Aﬁq’o
invariant ldsst. Seien P € p, Q) € q Sektorpanele, die beide in A liegen,
so dass P besonderes ist. Dann sind J,., Q" und |J,., P* Mauern in
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A=,cs A®. Da p und g maximalen Abstand haben, miissen die bei-

den Mauern gleich sein. Diese Mauer ist ZZ/ p-invariant, hat daher eine
Gruppe vom Typ 4 x 4 in ihrem Stabilisator und ist somit besonders.
Also muss p* = q gelten.

Angenommen, p und q haben nicht maximalen Abstand. Da Fixz(A>)
ein schwaches verallgemeinertes Hexagon ist ([VM], 4.4.2), gibt es ein
Z-invariantes Apartment A% in A®, in dem sowohl p auch q liegen.
Sei P € p, () € q Sektorpanele in A. Dann gibt es Mauern Mp, M in
Amit P C Mp, Q € Mg. Da Z die Asymptotenklassen von P und @)
festlésst, lasst Z auch Mp und Mg fest. Aber Mp und Mg sind nicht
parallel, also gibt es einen eindeutigen Schnittpunkt a, der ebenfalls
Z-invariant ist. Da Z NIl # 1 ist und II fixpunktfrei auf A operiert,
erhalten wir so einen Widerspruch. U

(¢) Wir haben sowohl E?UM,ZZ/JEM < Ng,(Z), also damit Ly, < Nz (2).
Ebenso ist If:g;P, If:g;z’p < O (Z) und daher E&p < O (Z2). Andererseits
ist wegen (a) m die einzige Mauer, so dass Z trivial auf T(m) operiert.
Zudem ist |Ly,, : Eg//p] = 2 und es gibt ein Element in Ly,,, welches

die Elemente aus J invertiert. Damit erhalten wir auch die anderen
Inklusion. O

Korollar 4.2.13 Eg/; ist ein Normalteiler von AutA™.

Beweis: Jede Involution in z?; ldsst eine Kammer fest. Da der Stabilisator
eines Punktes nur eine Klasse von Involution hat, hat Ly nur eine Klasse
von Involution. Nach Satz 4.2.11 ist jede Involution sowohl eine Punkt- als
auch eine Geradenhomologie. Umgekehrt induziert jedes Element von AutA>
einen Automorphismus von A, falls es mindestens ein Panel jeden Typs ele-
mentweise festliasst ([Ro2], 10.7). Da Ly von Involutionen erzeugt wird, folgt
die Behauptung. O

Eine Gruppe G heifit komplett, falls Z(G) = 1 und AutG = InnG ist.
Satz 4.2.14

(a) Ly ist komplett.

(b) AutA>* = Ly x Cy,5(Ly).

(c) Es ist |54uttop(A°O) ; I/:g;| < 2. Gibt esein 1l # z € C’Autgm(f@) N
Autyop(A>), so ldsst z alle besonderen Mauern in A™ fest und ver-
tauscht die beiden Punkte oder Geraden in diesen Mauern.
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KAPITEL 4. DAS VERALLGEMEINERTE POLYGON A>

Beweis:

(a)

Da Z(Ly) = 1 ist, haben wir Z(ZE/) < II. Angenommen, z € Z(Zz/)
Sei M eine besondere Mauer, m = M, P ein Sektorpanel in M und
p=P°und Z = Z(Lym) Dann haben wir m* = m wegen Lemma
4.2.12 (b), also z € Ly,, N Z(Ly) < Z(Ly,,). Somit sehen wir, dass z
jeden Punkt und jede Gerade in AOO invariant lédsst. Da Agjs dicht in
A% ist, muss z = 1 sein. .

Sei nun H = AutLy. Wir konnen dann Ly als Untergruppe von H
auffassen. Sei ferner p ein Punkt in A und X = Ly,. Da Ly ge-
nau eine Konjungiertenklasse von Untergruppen isomorph zu Gs(5)
enthélt, haben wir H = [ENH(X ). Da X komplett ist, haben wir
Ny(X) = XCu(X). Sei I eine Gerade in A,. Dann ist Y = Ly, die
einzige Obergruppe von X, die isomorph zu 5** : (4 - Sg) ist, wird
also von D := Cy(X) festgelassen. Sei W = DY < NH(Y). Wir
haben dann D = Cw(052(Y)) < W, folglich [Y,D] = 1. Also ist
Ly = (X,Y) < Cf, (D). Damit folgt die Behauptung.

Folgt aus (a) und 4.2.13.

Seiz € Cy a0 (E/) Dann lésst z wegen 4.2.12(b) alle besonderen Mau-
ern invariant. Angenommen, es ist m = {p, p*} eine besondere Mauer
mit p* = p* und (p*)* = p. Dann vertauscht z die beiden Panele in al-
len besonderen Mauern einer Klasse. Ist 3* ein besonderes Apartment
mit m C X, m’ = {q,q"} eine Mauer in 3*° mit q/p und g*Ip*, so
muss auch q* = q* und (q*)* = q gelten. Daher muss einer der beiden
folgenden Fille gelten: Entweder vertauscht z die beiden Elemente in
jeder besonderen Mauer, oder z operiert trivial auf Az, und damit auf

AF. Tst 1 # 2z € Aut(A®);, N C yusioe (LY), S0 muss wegen A2, dicht

bes
in A* der erste Fall vorliegen. U

Ist L ein lokal-kompakter Koérper mit total-unzusammenhéngender Topolo-
gie (etwa Q,) und K ein in L dichter Teilkorper (etwa Q), so gibt es nur eine
Moglichkeit, die Topologie von K auf L so fortzusetzen, dass L lokal-kompakt
ist. Falls fiir verallgemeinerte Polygone mit total-unzusammenhéngender To-
pologie ein #hnlicher Satz gilt, wiire jeder Automorphismus von A® topolo-
gisch. Ferner erscheint es plausibel, dass jeder topologische Automorphismus
von A® einen Automorphismus von A induziert. Damit liegt folgende Ver-
mutung nahe:

Vermutung: FEs gilt AutA>® = E/
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