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Einleitung und Zusammenfassung

Zu einem der wichtigen gruppentheoretischen Probleme gehdrt die Untersu-
chung von Gruppen G = AB, die sich als Produkt zweier Untergruppen A
und B faktorisieren lassen. Dabei steht die folgende Fragestellung im Mittel-
punkt:

Wie beeinflussen die Struktur und Einbettung der Faktoren A
und B die Struktur der Gruppe G und umgekehrt?

Diesbeziiglich besagt beispielsweise ein beriihmtes Ergebnis von H. WIE-
LANDT und O. H. KEGEL aus den Jahren 1958 und 1961, dass ein endliches
Produkt zweier nilpotenter Untergruppen auflosbar ist (vgl. [22, Satz 2|).
Bekannt ist aber auch, dass ein Produkt G = AB zweier iiberauflosbarer
Gruppen A und B im Allgemeinen nicht iiberaufliosbar ist, selbst wenn sich
die Faktoren normalisieren. Es stellt sich deshalb die Frage, welche Aussagen
unter zusétzlichen Bedingungen an die Einbettung von A und B in G mog-
lich sind. Da AB genau dann eine Untergruppe von G ist, wenn A und B
vertauschen (das heift AB = BA gilt), liegt ein Augenmerk auf der Analyse
bestimmter Vertauschbarkeitseigenschaften der Faktoren A und B.

In den letzten Jahren hat dabei vor allem die Untersuchung wechselseitig
und total vertauschbarer Produkte von Gruppen einen breiten Raum einge-
nommen. Nach A. CAROCCA [17] heifen zwei Untergruppen A und B einer
Gruppe G wechselseitig vertauschbar, wenn A mit jeder Untergruppe von B
und B mit jeder Untergruppe von A vertauscht. Wenn sogar jede Untergrup-
pe von A mit jeder Untergruppe von B vertauscht, dann heiffen A und B
total vertauschbar. Ist dabei G = AB, so heifst G wechselseitig (total) ver-
tauschbares Produkt (der Untergruppen A und B).



6 Einleitung und Zusammenfassung

Eingefiihrt wurden die Konzepte wechselseitig bzw. total vertauschbarer Pro-
dukte 1989 von M. ASAAD und A. SHAALAN |[3] als natiirliche Verallgemei-
nerung normaler Produkte (das heift Produkte zweier Normalteiler) bzw.
zentraler Produkte. Tatséchlich sind diese Begriffe auch deutlich weitreichen-
der: Die symmetrische Gruppe vom Grad 3 ist total vertauschbares Produkt
ihrer 3- mit einer 2-Sylowuntergruppe, und im weiteren Verlauf dieser Ar-
beit werden wechselseitig vertauschbare Produkte auftreten, bei denen nicht
einmal Subnormalitét fiir einen der Faktoren gilt.

M. ASAAD und A. SHAALAN untersuchten die einleitende Frage fiir die
Uberauflésbarkeit endlicher Gruppen; auch in der vorliegenden Arbeit sei die
Endlichkeit aller betrachteten Gruppen vorausgesetzt. Genauer bewiesen die
Autoren in [3| das folgende Ergebnis:

Sei G = AB wechselseitig vertauschbares Produkt der tiberauflos-
baren Untergruppen A und B.

Ist G' nilpotent oder sind A und B total vertauschbar, dann ist
G dberauflosbar.

Dies war zugleich der Beginn intensiver Studien wechselseitig und total ver-
tauschbarer Produkte im Rahmen von Klassen von Gruppen und hinsichtlich
Struktureigenschaften allgemein, was zu zahlreichen Variationen und wesent-
lichen Erweiterungen der Resultate aus [3] fithrte (vgl. [1, 6, 7, 9-16, 20, 21]).
In [1] bewiesen M. J. ALEJANDRE, A. BALLESTER-BOLINCHES und J. COs-
SEY beispielsweise, dass auch die Core-Freiheit von AN B in G = AB fiir
die Uberauflésbarkeit der ganzen Gruppe hinreichend ist, wenn die Faktoren
A und B {iberauflosbar und wechselseitig vertauschbar sind; dieses Ergeb-
nis wird als ein Spezialfall von Korollar 6.3.2 in der vorliegenden Arbeit
erscheinen. Desweiteren gilt die Abgeschlossenheit unter der Bildung total
vertauschbarer Produkte G = AB nicht nur fiir die Klasse U aller iiberauf-
16sbaren Gruppen, sondern fiir eine beliebige geséttigte Formation ¥ O U: In
diesem Fall erhiilt man nach [10] sogar die Faktorisierung G¥ = A7 BY des
F-Residuums von G (das heifst des kleinsten Normalteilers von G mit zu F
gehorender Faktorgruppe).

Neben Formationen wurde bei diesen Studien ebenso der duale Klassentyp
in den Blick genommen, die Fittingklassen. Fiir wechselseitig vertauschbare
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Produkte bietet sich das in besonderem Mafe an: Diese stellen wie erwéhnt
eine Verallgemeinerung normaler Produkte dar, und Fittingklassen sind nach
Definition abgeschlossen unter der Bildung von Normalteilern und normaler
Produkte. In [13] wurden spezielle Fittingklassen konstruiert, welche auch
unter der Bildung wechselseitig vertauschbarer Produkte abgeschlossen sind.
Eine beliebige Fittingklasse hat diese Abschlusseigenschaft jedoch im Allge-
meinen nicht (vgl. [15]). J. C. BEIDLEMAN und H. HEINEKEN zeigten in [13|
aber, dass die Kommutatorgruppen A’ und B’ Subnormalteiler eines wech-
selseitig vertauschbaren Produkts G = AB sind, woraus man sofort ableitet:

Sei G = AB wechselseitig vertauschbares Produkt der Untergrup-
pen A und B und F eine Fittingklasse. (+)
Ist G in F enthalten, dann gehéren auch A" und B' zu .

In [15] wurde spéter bewiesen, dass auch die zu (+) duale Aussage gilt:

Sei G = AB wechselseitig vertauschbares Produkt der Untergrup-
pen A und B und F eine Fittingklasse. (++)
Gehoren A und B zu F, dann ist auch G' in F enthalten.

In der vorliegenden Arbeit wird die Untersuchung wechselseitig vertausch-
barer Produkte im Zusammenhang mit Klassen von Gruppen (genauer Fit-
tingklassen, Fittingformationen und geséttigten Formationen) weitergefiihrt,
was unter anderem FErweiterungen der vorgestellten Ergebnisse zur Folge
hat. Zuvor werden allgemeine Struktureigenschaften dieser Produkte stu-
diert, welche die Basis fiir die anschlieffenden Beweise bilden und auch fiir
sich von Interesse sind.

Kapitel 1 beinhaltet zunéchst einige Grundlagen zu Klassen von Grup-
pen. Als ein hilfreiches Resultat fiir spétere Teile der Arbeit erweist sich Satz
1.2.1, wonach das F-Residuum G7 einer (nicht notwendigerweise auflsba-
ren) Gruppe G beziiglich einer gesittigten Formation F mit dem groften
F-hyperexzentrischen Normalteiler von G zusammenfillt, wenn G¥ abelsch
ist. Der Grund ist, dass F-zentrale Hauptfaktoren von G bekanntlich von den
F-Projektoren gedeckt werden und sich letztere gerade als die Komplemente
zu G7 in G herausstellen.
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In Kapitel 2 werden wechselseitig (und total) vertauschbare Produkte
eingefithrt und verschiedene Beispiele diskutiert. Bestimmte Eigenschaften
dieser Beispiele zeigen Grenzen hinsichtlich spéaterer Fragestellungen auf, et-
wa zur Nahe wechselseitig vertauschbarer zu normalen Produkten: Beispiel
2.2.1 liefert wechselseitig vertauschbare Produkte G = AB mit Normaltei-
lern N und N derart, dass (AN N)(B N N) keine Untergruppe von G ist.
Fiir die Analyse der Vertauschbarkeit gewisser Untergruppen in wechselsei-
tig vertauschbaren Produkten G = AB ist Beispiel 2.2.3 aufschlussreich, wo
OP(A) und OP(B) (2,3 # p € P) nicht wechselseitig vertauschbar sind.

Kapitel 3 ist der Untersuchung allgemeiner struktureller Eigenschaften
wechselseitig vertauschbarer Produkte gewidmet.
In Satz 3.1.1 findet sich zunéchst ein Kriterium fiir die Existenz nichttri-
vialer m-Normalteiler (7 C P) von G = AB in einem der wechselseitig ver-
tauschbaren Faktoren A oder B. Dieses Resultat erweitert einen Satz von
J. C. BEIDLEMAN und H. HEINEKEN [12| und ist insbesondere fiir Induk-
tionsargumente von beweistechnischem Nutzen. Als direkte Konsequenz des
anschliefsenden Korollars 3.1.3 ergibt sich beispielsweise, dass im Fall eines
nilpotenten Schnitts der Untergruppen A und B zu jedem Primteiler p von
|A N BJ ein nichttrivialer p-Normalteiler von G in A oder B existiert; diese
Situation liegt bei den in Kapitel 6 diskutierten Gruppen G = AB stets vor,
wo AN B Core-frei in G ist.
Der Hauptsatz des néchsten Abschnitts (Satz 3.2.3) gibt eine Voraussetzung
an Primzahlmengen 7 und p an, unter der O™ (A) subnormal (und bei Dis-
junktheit von 7 und p sogar normal) in AO” (B) ist, wobei A und B wech-
selseitig vertauschbare Untergruppen einer Gruppe G seien. Diese Vorausset-
zung ist im wichtigsten Anwendungsfall 7 = {p} und p = {¢} fir Primzahlen
p und ¢ mit p > ¢ immer erfiillt. Das angefiihrte Resultat liefert zahlreiche
Moéglichkeiten, Subnormalteiler in wechselseitig vertauschbaren Produkten zu
finden, und spielt in vielen spiteren Beweisen eine Schliisselrolle (insbeson-
dere bei den Untersuchungen hinsichtlich Fittingklassen und -formationen,
die ja abgeschlossen unter der Bildung von Subnormalteilern sind). Als Fol-
gerung erhilt man aufserdem die Abgeschlossenheit der in [13] konstruierten
Fittingklassen unter der Bildung wechselseitig vertauschbarer Produkte.
Der nachfolgende Abschnitt beinhaltet eine bemerkenswerte Strukturaussa-
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ge zur Verwandtschaft wechselseitig vertauschbarer mit normalen Produkten.
Als Gradmesser fiir letztere kann dienen, wie grof Ng(A) in B wird (wenn A
und B wechselseitig vertauschbar sind). Satz 3.3.4 besagt diesbeziiglich, dass
Np(A) das nilpotente Residuum B von B enthiilt. Dieser Satz dualisiert ein
Ergebnis von J. C. BEIDLEMAN und H. HEINEKEN [14] zu total vertauschba-
ren Produkten: Hier ist BN in Cg(A) enthalten, was auf symmetrische Weise
die Nahe total vertauschbarer zu zentralen Produkten verdeutlicht. Insbe-
sondere in den Kapiteln 5 und 6 der vorliegenden Arbeit wird Satz 3.3.4 ins
Gewicht fallen, wo das Verhalten von Residuen wechselseitig vertauschbarer
Untergruppen studiert wird.

Genauer untersucht werden in dieser Arbeit wie angedeutet auch wechselsei-
tig vertauschbare Produkte G = AB, bei denen AN B Core-frei in G ist. Der
letzte Abschnitt von Kapitel 3 behandelt einige Eigenschaften einer solchen
Gruppe G = AB. Zu diesem Zweck wird die Untergruppe 7" von G definiert
durch die Forderung, T'/N sei der Core von (ANNBN)/N in G/N (fiir einen
minimalen Normalteiler N von G). Der Nutzen dieser Definition zeigt sich in
Induktionsbeweisen, weil die Faktorgruppe G /T wieder ein wechselseitig ver-
tauschbares Produkt zweier Faktoren mit einem Core-freien Schnitt ist. Als
hilfreiches Ergebnis erweist sich nun insbesondere Korollar 3.4.3, wonach A
oder B samtliche G-Hauptfaktoren unterhalb von T zentralisiert (bei geeigne-
ter Wahl von V). Dieses Resultat bildet die Basis fiir die Beweise in Kapitel 6
zu wechselseitig vertauschbaren Produkten und geséttigten Formationen; als
Folgerung liefert es aufterdem einen Satz von A. BALLESTER-BOLINCHES, J.
Cossey und M. C. PEDRAZA-AGUILERA [7] sowie J. C. BEIDLEMAN und
H. HEINEKEN [12].

In den Kapiteln 4, 5 und 6 findet schliefslich das Studium wechselsei-
tig vertauschbarer Produkte in Verbindung mit verschiedenen Klassen von
Gruppen statt.

Kapitel 4 nimmt diesbeziiglich zunéchst Fittingklassen J in den Blick und
dabei vor allem die zugehorigen F-Radikale (das F-Radikal Hg einer Gruppe
H ist der grofste Normalteiler von H, der zur Fittingklasse F gehort). Es
wird der Zusammenhang zwischen den F-Radikalen Ay, By und G in einem
wechselseitig vertauschbaren Produkt G = AB untersucht, was auf Erwei-
terungen der Ergebnisse (+) und (++) von Seite 7 fiihrt. Ein erster Schritt
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in diese Richtung sind die Inklusionen A’ N Gy < Ay und B’ N Gy < By,
welche man sofort aus der von J. C. BEIDLEMAN und H. HEINEKEN [13|
bewiesenen Subnormalitdt von A’ und B’ in G ableitet. Diese Inklusionen
verallgemeinern natiirlich die Aussage (+). Das Hauptziel von Kapitel 4 ist
es zu zeigen, dass sich das Resultat (++) auf ganz symmetrische Weise er-
weitern ldsst, ndmlich durch die Inklusion G’ N (A5, By) < G-

Hierfiir beginnt der erste Abschnitt mit einer Untersuchung der Gruppe
(Ag, By). Es wird die Gleichheit (Ag, By) = AyBg bewiesen, wonach das
Produkt AgBg schon eine Untergruppe von G ist. Genauer macht Satz 4.1.1
die erstaunliche Aussage, dass die F-Radikale A5 und Bg in einem wechsel-
seitig vertauschbaren Produkt G = AB nicht nur vertauschen, sondern sogar
ihrerseits wechselseitig vertauschbar sind.

Mit Hilfe dieses Resultats wird in Satz 4.2.1 dann gezeigt, dass G' N AgBs
ein in J enthaltener Subnormalteiler von G ist. Insbesondere gilt somit die
Inklusion G’ N AgBy < Gy, welche die Aussage (++) als Spezialfall bein-
haltet und die Inklusionen A’ NG5 < Ay und B’ N G5 < By wie gewlinscht
dualisiert.

Nach den befriedigenden Ergebnissen hinsichtlich Radikalen und Fitting-
klassen ist Kapitel 5 dem dualen Untergruppen- und Klassentyp gewidmet,
den Residuen beziiglich Formationen.

Das in Satz 4.1.1 aufgezeigte Verhalten der Radikale von wechselseitig ver-
tauschbaren Faktoren A und B motiviert zu Beginn die Frage, ob auch die
Residuen A% und BY beziiglich einer Formation F (wechselseitig) vertausch-
bar sind. Tatséchlich fiihren die Strukturresultate aus Kapitel 3 diesbeziiglich
zunéchst auf eine positive Aussage (Satz 5.1.1): Enthélt die Formation F die
Klasse N aller nilpotenten Gruppen, dann normalisieren sich die F-Residuen
A% und B¥ sogar (und sind damit insbesondere wechselseitig vertauschbar).
In Gegenbeispiel 5.1.3 wird dann aber ersichtlich, dass fiir eine beliebige
Formation J im Allgemeinen A7 BY # BYAY ist. Es liegt daher nahe, wei-
tere Abschlusseigenschaften einer Formation F zu ermitteln, welche die Ver-
tauschbarkeit von AY und BY in jedem wechselseitig vertauschbaren Produkt
G = AB garantieren.

In Satz 5.2.1 zeigt sich, dass hierfiir die Abgeschlossenheit von F unter der
Bildung von Normalteilern und normaler Produkte hinreichend ist, das heifst
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A7 BY stellt fiir eine Fittingformation F eine Untergruppe von G dar. Anders
als die zu J gehorenden Radikale Ay und Bg sind jedoch die Residuen A%
und B in dieser Situation im Allgemeinen nicht wechselseitig vertauschbar.
Ehe der Frage nach der Vertauschbarkeit von Residuen spéter noch alterna-
tive Antworten zugefithrt werden, erfolgt unter Anwendung von Satz 5.2.1
eine weitere Verallgemeinerung der Ergebnisse (4) und (++) von Seite 7
fiir Fittingformationen. Tatséchlich gelingt diese durch das Verhalten der
zugehorigen Residuen auf symmetrische Weise wie durch das Verhalten der
Radikale (vgl. Kapitel 4). Die Subnormalitidt von A" und B’ in G liefert
zunichst sofort die Inklusionen (A)Y < G¥ und (B)¥ < G7, welche die
Aussage (+) fiir eine Fittingformation F als Spezialfall beinhalten. Mit Hilfe
der Vertauschbarkeit von A% und B¥ wird in Satz 5.3.1 nun gezeigt, dass
auch die Inklusion (G')¥ < AYBY gilt. Diese erweitert das Resultat (++)
und dualisiert zugleich (A’)¥ < GY sowie (B')¥ < GY.

In Kapitel 6 werden wechselseitig vertauschbare Produkte schlieftlich im
Hinblick auf geséttigte Formationen untersucht.
Zunéchst greift der erste Abschnitt noch einmal die Frage nach der Ver-
tauschbarkeit von Residuen auf. Satz 6.1.1 gibt eine hinreichende Bedingung
an eine Formation F an, unter der AYBY in jedem wechselseitig vertausch-
baren Produkt G = AB eine Untergruppe ist; diese Bedingung ist fiir eine
gesittigte Formation F stets erfiillt.
Damit riickt die Analyse eines Zusammenhangs zwischen G und der Unter-
gruppe A7 B fiir eine gesittigte Formation F in den Blick. Ein bereits zitier-
tes Resultat aus [10] liefert G¥ = A7 BY, wenn F die Klasse U aller iiberauflos-
baren Gruppen enthélt und A und B total vertauschbar sind. Es ist bekannt,
dass ein wechselseitig vertauschbares Produkt G = AB mit AN B = 1 schon
ein total vertauschbares Produkt ist; in diesem Fall gilt also wieder die Gleich-
heit G¥ = AYBY fiir eine gesittigte Formation ¥ O U. Das Hauptziel von
Kapitel 6 ist eine Verallgemeinerung dieses Ergebnisses (Satz 6.3.1): Tatséch-
lich ist bereits die Trivialitit von (AN B)g anstelle der Trivialitdt von AN B
hinreichend (mit (AN B)¢ ist der Core von AN B in G bezeichnet). Die In-
klusion ATBY < G gilt (im Fall (AN B)g = 1) fiir eine gesiittigte Formation
F auch ohne die Voraussetzung F O U, wie sich in Satz 6.2.1 herausstellt.
Aus den angefithrten Resultaten ergibt sich insbesondere (Korollar 6.3.2),
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dass ein wechselseitig vertauschbares Produkt G = AB mit (AN B)g =1
genau dann zu einer gesittigten Formation F O U gehort, wenn dies auf
A und B zutrifft. Fiir den Spezialfall F = U ist Korollar 6.3.2 gerade der
Hauptsatz aus [1], desweiteren verallgemeinert dieses Ergebnis Sétze von J.
C. BEIDLEMAN und H. HEINEKEN [13]. Es wird auferdem dargestellt, wie
mit Hilfe der Resultate aus Kapitel 6 die Arbeit [9] deutlich verkiirzt werden
kann. Die Aussage von Korollar 6.3.2 gilt im Allgemeinen nicht mehr, wenn
die gesattigte Formation & nicht alle iberauflosbaren Gruppen enthélt oder
(ANB)g # 1ist. In Korollar 6.3.3 findet sich aber eine Erweiterung von Satz
6.3.1, die auch im Fall (AN B)g # 1 anwendbar ist.

Eine direkte Konsequenz des letztgenannten Korollars ist beispielsweise, dass
ein wechselseitig vertauschbares Produkt G = AB mit B € N genau dann im
Klassenprodukt NJF enthalten ist, wenn dies fiir A gilt (U C F eine gesittigte
Formation). Fiir F anstelle von NF ist die Aussage jedoch im Allgemeinen
falsch. Diese und weitere Beobachtungen zur Zugehorigkeit zu bestimmten
Gruppenklassen entnimmt man den Gegenbeispielen des letzten Abschnitts.
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Notation

Generalvoraussetzung in dieser Arbeit sei die Endlichkeit aller betrachteten

Gruppen.

Die verwendete Notation und Terminologie ist Standard und folgt bis
auf wenige Ausnahmen [19]; insbesondere steht X < G fiir eine echte Un-

tergruppe X einer Gruppe G. Alle in der vorliegenden Arbeit gebrauchten
Bezeichnungen, die von denen in [19] abweichen, sind nachstehend aufgelistet.

(Dabei seien X und Y Untergruppen einer Gruppe G und n € N.)

Fit(G)
Gn

X <G
XY

Fittinguntergruppe von G

(9" | g € G)

X ist ein Subnormalteiler von G

(XV]yeY)

kleinste Y-invariante Untergruppe von G, die X enthilt;
fir Y = G: normale Hiille von X in G

ﬂer XY

grofte in X enthaltene Y-invariante Untergruppe von G;
fir Y = G: Core von X in G

semidirektes Produkt von X mit Y

Diedergruppe der Ordnung 2n
symmetrische Gruppe vom Grad n
alternierende Gruppe vom Grad n
Kleinsche Vierergruppe






Kapitel 1
Klassen von Gruppen

Ein zentraler Aspekt dieser Arbeit ist, wie bereits in der Einleitung darge-
legt, das Studium wechselseitig vertauschbarer Produkte in Verbindung mit
bestimmten Klassen von Gruppen. Letztere sind Inhalt dieses Kapitels. Im
ersten Abschnitt werden zunéchst einige grundlegende Begriffe zusammen-
gestellt, ehe im zweiten Teil eine genauere Untersuchung von Gruppen mit
einem abelschen Residuum erfolgt.

1.1 Grundlegende Ergebnisse

Die in diesem Abschnitt aufgefiithrten Definitionen und Ergebnisse zu Klassen
von Gruppen finden sich bis auf Lemma 1.1.9 in [19], auf dieses Buch sei auch
fiir weitergehende Informationen verwiesen.

Gemafs [19, II Definitions (1.1)] ist eine Klasse von Gruppen X abgeschlos-
sen unter Isomorphie, fiir H € X und G = H gilt demnach stets G € X. Eine
zu X gehorende Gruppe wird im Folgenden auch X-Gruppe genannt. Ist in der
vorliegenden Arbeit eine Klasse von Gruppen in beschreibender Form ange-
geben, so werden anstelle der Mengenklammern runde Klammern verwendet.
Mit (H) wird die kleinste Gruppenklasse bezeichnet, welche die Gruppe H
enthalt.

Von den Klassen von Gruppen, welche in dieser Arbeit auftauchen werden,
sind die wichtigsten nachstehend aufgelistet.
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leere Klasse

Klasse aller (endlichen) abelschen Gruppen
Klasse aller endlichen Gruppen

Klasse aller (endlichen) nilpotenten Gruppen
Klasse aller (endlichen) auflsbaren Gruppen

S ®»Pme S

Klasse aller (endlichen) iiberauflésbaren Gruppen

Ist X eine Klasse von Gruppen und 7 eine Primzahlmenge, so wird mit X,
die Klasse aller Gruppen in X bezeichnet, deren Ordnung nur durch Prim-
zahlen aus 7 teilbar ist (im Fall 7 = {p} steht X, anstelle von Xyp).

Die folgende Definition beinhaltet unter anderem eine héufig verwendete
Operation, um aus zwei gegebenen Klassen von Gruppen eine weitere zu kon-
struieren (das Klassenprodukt). Aufserdem wird der fiir diese Arbeit ebenfalls
relevante Begriff der Charakteristik einer Klasse von Gruppen eingefiihrt.

Definition 1.1.1 ([19, IT Definitions (1.2),(1.3)]). Seien X und Y Klassen
von Gruppen.
(a) Thr Klassenprodukt XY ist wie folgt definiert:

XY = (H | H besitzt einen Normalteiler N € X mit H/N € Y).

Im Folgenden werden mitunter Potenzen X* (k € N) einer Gruppenklasse X
auftauchen; diese sind induktiv definiert durch

0XF = (2051,

beginnend mit der von der trivialen Gruppe erzeugten Klasse X° = (1). Eine
Gruppe in X? wird auch meta-X genannt, Gruppen in N? also beispielsweise
metanilpotent.

(b) Die Charakteristik von X ist die Menge

Char(X) ={peP| Z, € X}.

Das Klassenprodukt ist nicht assoziativ, fiir Gruppenklassen X, Y und Z
also im Allgemeinen (XY)Z # X(Y2). In [19, II Lemma (1.10)] sind jedoch
hinreichende Bedingungen angegeben, unter denen die Gleichheit (XY)Z =
X(YZ) gilt. In der vorliegenden Arbeit werden diese Bedingungen in den
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jeweiligen Situationen stets erfiillt sein; das entsprechende Klassenprodukt
wird dann einfach mit XYZ bezeichnet.

Unter den Abbildungen zwischen Klassen von Gruppen spielen die Ab-
schlussoperatoren eine besondere Rolle (vgl. [19, II Definitions (1.4)]). Im
Folgenden sind die in dieser Arbeit zitierten Abschlussoperatoren aufgefiihrt.

sX = (H | H ist Untergruppe einer Gruppe G € X)
S,X = (H | H ist Subnormalteiler einer Gruppe G € X)
NoX = (H | H besitzt Subnormalteiler K; € X (i € {1,...,r}) mit
H=(K,...,K,))
QX = (H | H ist epimorphes Bild einer Gruppe G € X)
RoX = (H | H besitzt Normalteiler N; (i € {1,...,7}) mit
H/N; € Xund _, N; =1)
E,X = (H | H besitzt einen Normalteiler N < ¢(H) mit H/N € X)

Eine Klasse von Gruppen X heiflt C-abgeschlossen (fiir einen Abschluss-
operator C), wenn die Gleichheit X = cX gilt. Durch ihre Abschlusseigen-
schaften lassen sich nun bestimmte Arten von Gruppenklassen definieren
- drei der wichtigen Typen (Fittingklassen, (Fitting)formationen, gesdttig-
te Formationen) werden im Folgenden vorgestellt. Diese drei Typen sind es
auch, in deren Rahmen wechselseitig vertauschbare Produkte in den Kapiteln
4, 5 und 6 dieser Arbeit studiert werden.

Fittingklassen

Definition 1.1.2 (19, II Definitions (2.8)]). Eine Fittingklasse ist eine Klas-
se von Gruppen, die S,,- und Ny-abgeschlossen ist.

Benannt sind Fittingklassen nach H. FITTING, der im Jahre 1938 zeig-
te, dass die Klasse N aller nilpotenten Gruppen abgeschlossen unter dem
Operator Ny ist. Von den auf Seite 16 vorgestellten Gruppenklassen ist &
eine weitere Fittingklasse, die Klassen A und U dagegen nicht (das Produkt
zweier iiberauflésbarer Normalteiler ist im Allgemeinen nicht tiberauflosbar).
Letztere Tatsache war es gerade, die M. ASAAD und A. SHAALAN wie in der
Einleitung dieser Arbeit erwdhnt zum Studium hinreichender Bedingungen
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fiir Uberauflosbarkeit in wechselseitig vertauschbaren Produkten (als Verall-
gemeinerung von normalen Produkten) motivierte (vgl. [3]).

Zu einer Fittingklasse F existiert in jeder Gruppe G das F-Radikal G.

Definition 1.1.3 (vgl. [19, IT Lemma (2.9)]). Sei G eine Gruppe und F eine
Fittingklasse. Das F-Radikal G5 von G ist die charakteristische Untergruppe

Gy = (K<9<G | K € 7).

Offensichtlich ist G5 der eindeutig bestimmte grofte F-(Sub)normalteiler von

G.

Es ist sofort einzusehen, dass fiir einen Subnormalteiler H von G die
Gleichheit Hy = H NG+ gilt. Beispiele fiir Radikale einer Gruppe G sind die
Fittinguntergruppe Fit(G) (im Fall F = N) oder der grofte w-Normalteiler
O:(G) von G (fir F=E,, 7 CP).

Das Klassenprodukt zweier Fittingklassen braucht im Allgemeinen keine
Fittingklasse zu sein; es ldasst sich aber ein spezielles Klassenprodukt defi-
nieren, welches in diesem Fall nach [19, IX Theorem (1.12)] wieder auf eine
Fittingklasse fiihrt.

Definition 1.1.4 ([19, IX Definition (1.10)]). Sei F eine Fittingklasse und
Y eine (beliebige) Klasse von Gruppen. Das Fittingprodukt F <Y von F mit
Y ist wie folgt definiert:

FoY=(H|H/HyecY).

Ist dabei Y = QY, dann gilt offensichtlich die Gleichheit FoY = FY. Dies
wird in der vorliegenden Arbeit immer der Fall sein, wenn Klassenprodukte
FY mit einer Fittingklasse F auftreten.

(Fitting)formationen

Das Augenmerk liegt nun auf den Abschlussoperatoren Q und Ry, welche als
duale Operatoren zu s,, und Nq betrachtet werden konnen. In diesem Sinne
ist der zu einer Fittingklasse duale Typ von Gruppenklasse eine Formation.
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Definition 1.1.5 (|19, II Definition (2.2)]). Eine Formation ist eine Klasse
von Gruppen, die Q- und Rg-abgeschlossen ist.

Alle auf Seite 16 aufgelisteten Klassen von Gruppen sind offensichtlich
Formationen, dagegen ist etwa die Klasse aller (endlichen) zyklischen Grup-
pen nicht Rg-abgeschlossen.

In Analogie zu Definition 1.1.3 wird das F-Residuum G” einer Gruppe G
beziiglich einer Formation JF eingefiihrt, welches das F-Radikal G (im Fall
einer Fittingklasse F) dualisiert.

Definition 1.1.6 (vgl. [19, II Lemma (2.4)]). Sei G eine Gruppe und F eine
Formation. Das F-Residuum G7 von G ist die charakteristische Untergruppe

GT=({N <G| G/N e F}.

Offensichtlich ist G der eindeutig bestimmte kleinste Normalteiler von G
mit F-Faktorgruppe.

Fiir eine Untergruppe H und einen Normalteiler N von G gilt natiirlich
(HN/N)¥ = HYN/N. Als Beispiel fiir ein Residuum einer Gruppe G kann
die Kommutatorgruppe G’ dienen (im Fall ¥ = A). Besonderes Gewicht hat
in dieser Arbeit (wie bereits einleitend erwéhnt) der Fall ¥ = N: Die nilpoten-
ten Residuen AN und BN zweier wechselseitig vertauschbarer Untergruppen
A und B einer Gruppe G zeigen ein bemerkenswertes Verhalten (vgl. Satz

3.3.4).

Wie schon bei Fittingklassen bewahrt das Klassenprodukt auch bei For-
mationen im Allgemeinen deren Abschlusseigenschaften nicht; die folgende
Modifikation dieses Produktes liefert im Fall zweier Formationen aber wieder
eine Formation (vgl. [19, IV Theorem (1.8)]) und dualisiert das Fittingpro-
dukt.

Definition 1.1.7 ([19, IV Definition (1.7)]). Sei F eine Formation und X
eine (beliebige) Klasse von Gruppen. Das Formationsprodukt X o & von X
mit F ist wie folgt definiert:

XoF = (H|H? €X).
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Es ist leicht einzusehen, dass unter der Voraussetzung X = s,,X die Gleich-
heit X oF = XF gilt. In der vorliegenden Arbeit wird dies bei fast allen Klas-
senprodukten XJF mit einer Formation F der Fall sein, einzige Ausnahme ist
die in Gegenbeispiel 6.4.3 diskutierte Situation.

Eine grofe Rolle spielen in dieser Arbeit Formationen, welche gleichzeitig
Fittingklassen sind.

Definition 1.1.8 (vgl. [19, IT Lemma (2.12)]). Eine Fittingformation ist eine
Klasse von Gruppen, die Fittingklasse und Formation ist.

Wie das folgende Lemma zeigt haben Fittingformationen die Eigenschatft,
dass die Residuenbildung eine Faktorisierung G = H K einer Gruppe G als
Produkt zweier Subnormalteiler H und K erhélt. Dieses Lemma ist eine
Erweiterung von [19, II Lemma (2.12)], wo die entsprechende Aussage fiir
Produkte von zwei Normalteilern bewiesen wird.

Lemma 1.1.9. Sei die Gruppe G = HK Produkt zweier Subnormalteiler H
und K von G und F eine Fittingformation.
Dann ist G¥ = HTK7

Bewers. Fiir einen Subnormalteiler X einer Gruppe Y erhélt man zunéchst

X/(XNnYI) = XYI/)Y9 es,(Y/YY) Cs,F =T und deshalb

X7 <y’ (%)

Selen nun
H:HQﬁHlﬁQHT:G

und
K=Ky <K, <.. 414K, =

Subnormalreihen von G durch H bzw. K. Der Beweis des Lemmas erfolgt
durch Induktion nach r 4 s. Der Fall » = 0 oder s = 0 ist klar mit der Beob-
achtung (*). Seien also r,s > 1. Dann ist H, 1 = HKNH,_ 1 = H(KNH,_;)
Produkt der Subnormalteiler H und K N H,_; mit den Subnormalreihen

H=Hy<H 4...4H,,4
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und
KﬁHrflzKoﬂHrflﬁKlﬁHrflﬁ...S]KsﬁHrflerfl.

Induktiv ist (H, 1) = HY(K N H,_1)7, und entsprechend gilt (K, ;)7 =
(K,_1 N H)7KY. Dabei ist G = H,_1K,_; Produkt der Normalteiler H,_;
und K, 1, also G7 = (H,_1)7(K,_1)” nach [19, II Lemma (2.12)|. Insgesamt
folgt wie behauptet

G7 = (H. )7 (Ko1)” = HY(K N H, ) (Ko)?

Y a7k, )T = HY (K, 0 HY KT Y HIKT.

Gesattigte Formationen

Definition 1.1.10 (|19, II Definitions (2.1)]). Eine gesdttigte Formation ist
eine Formation, die E4-abgeschlossen ist.

Von den zu Beginn von Abschnitt 1.1 aufgelisteten Formationen ist ledig-
lich die Klasse A nicht gesattigt.

Im Zusammenhang mit einer gesattigten Formation F tauchen F-Projek-
toren und deckende F-Untergruppen auf.

Definition 1.1.11 (19, III Definition (3.1),(3.5)]). Sei U Untergruppe einer
Gruppe G und X eine Klasse von Gruppen.
(a) U heift X-mazimal in G, wenn gilt:

(i) U € X, und
(i) st U<V <Gund V eX,soist U="V.

(b) U ist ein X-Projektor von G, wenn

UN/N X-maximal in G/N fiir alle N < G
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ist. Die Menge aller X-Projektoren von G wird mit Proj(G) bezeichnet.
(c) U ist eine deckende X-Untergruppe von G, wenn

U € Proj(V) fur alle U <V < @

ist. Die Menge aller deckenden X-Untergruppen von G erhélt die Bezeichnung
Covy(G).

Die Konzepte von X-Projektoren und deckenden X-Untergruppen wurden
von W. GASCHUTZ 1969 bzw. 1963 entwickelt. Beispiele fiir deckende X-
Untergruppen sind die p-Sylowuntergruppen einer endlichen Gruppe (fiir X =
§,) oder im Fall einer auflésbaren Gruppe deren Hall 7-Untergruppen (fiir
X = 8,). Tatséchlich waren diese Beispiele fir W. GASCHUTZ gerade die
Motivation fiir die Einfithrung von deckenden X-Untergruppen. In einer fiir
die Formationstheorie wegweisenden Arbeit zeigte er im Jahre 1963, dass in
jeder endlichen auflosbaren Gruppe deckende F-Untergruppen existieren und
eine einzige Konjugiertenklasse bilden, wenn J eine gesattigte Formation ist.
In diesem Fall fallen die deckenden F-Untergruppen auferdem genau mit
den F-Projektoren zusammen, wie W. GASCHUTZ 1969 (sogar fiir eine S-
Schunckklasse F) bewies (vgl. [19, IIT Theorem (3.21)]).

Bei einer nicht-auflésbaren Gruppe G geht die Konjugiertheit aller F-
Projektoren und die Gleichheit Proj4(G) = Covs(G) fir eine geséttigte
Formation & im Allgemeinen verloren. P. FORSTER zeigte 1984 aber (tat-
sachlich sogar wieder fiir eine E-Schunckklasse F), dass die Existenz von
JF-Projektoren erhalten bleibt.

Satz 1.1.12 (|19, IIT Theorem (3.10)]). Sei G eine (endliche) Gruppe und
F eine gesdttigte Formation.

Dann ist Proj4(G) # 0.

In der bereits erwdhnten Arbeit aus dem Jahre 1963 fiihrte W. GA-
SCHUTZ auch das Konzept einer lokalen Formation ein. Im selben Jahr bewies
er gemeinsam mit seiner Schiilerin U. LUBESEDER den folgenden berithmten
und bedeutenden Satz.

Satz 1.1.13 (|19, IV Theorem (4.6)]). Eine Formation ist genau dann ge-
sattigt, wenn sie lokal ist.
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Genauer wurde dieser Satz von W. GASCHUTZ und U. LUBESEDER 1963
zunéchst nur fiir ein auflosbares Universum bewiesen, im Jahre 1978 dann
aber von P. SCHMID auf alle endlichen Gruppen erweitert.

In der vorliegenden Arbeit wird von der lokalen Erklarbarkeit einer gesét-
tigten Formation intensiv Gebrauch gemacht, weshalb dieses Konzept kurz
vorgestellt wird.

Definition 1.1.14 (|19, IV Definitions (3.1)]). Sei f eine Abbildung, die
jeder Primzahl p eine (moglicherweise leere) Formation f(p) zuordnet (f
heifst Formationsfunktion).

(a) Ein Hauptfaktor H/K einer Gruppe G heift f-zentral, wenn

Autq(H/K) € f(p) fir alle Primteiler p von |H/ K|

ist. Andernfalls heilt H/K f-exzentrisch.
(b) Die durch f definierte lokale Formation ¥ = LF(f) ist die Klasse aller
(endlichen) Gruppen, deren sdmtliche Hauptfaktoren f-zentral sind.

Auf dieselbe Formation F = LF(f) wiirde es fiihren, wenn in 1.1.14 nur
die f-Zentralitat aller nicht-Frattini Hauptfaktoren einer Gruppe gefordert
wiirde. Offensichtlich ist fiir eine lokale Formation F = LF(f) aufserdem die
Gleichheit Char(F) = {p € P | f(p) # 0}. Letztere Menge wird der Triger
der Formationsfunktion f genannt.

Unter den lokalen Definitionen f einer Formation F = LF(f) gibt es
immer genau eine mit den folgenden beiden Eigenschaften:

(i) integriert (das heikt es gilt f(p) C F fiir alle p € P) und
(i) woll (das heifst es gilt f(p) = 8,f(p) fiir alle p € P).

Diese wird mit dem Groftbuchstaben F' versehen und heifst die kanonische
lokale Definition von F = LF(F') (vgl. [19, IV Theorem (3.7),(3.9)]).

Mit einer integrierten Formationsfunktion lédsst sich weiter definieren.
Definition und Bemerkung 1.1.15 (vgl. [19, IV, 6]). Sei f eine integrierte

lokale Definition der Formation & = LF(f).
(a) Ein Hauptfaktor H/K einer Gruppe G heifst F-zentral(ezzentrisch), wenn
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H/K f-zentral(exzentrisch) ist.

(b) Ein Normalteiler N einer Gruppe G heifst F-hyperzentral(exzentrisch),
wenn alle G-Hauptfaktoren unterhalb von N F-zentral(exzentrisch) sind.
Das Produkt aller F-hyperzentralen(exzentrischen) Normalteiler von G ist
die eindeutig bestimmte grofite F-hyperzentrale(exzentrische) normale Un-
tergruppe von G und wird mit Z5(G) (E5(G)) bezeichnet. Z4(G) heifst das
F-Hyperzentrum von G.

(c) Die obigen Begriffe sind wohldefiniert, da sie nicht von der speziellen Wahl
der Formationsfunktion f mit F = LF(f) abhéngen, solange diese integriert
ist.

Der Grund fiir die letzte Bemerkung ist die Tatsache, dass zwei integrierte
lokale Definitionen f und f von & = LF(f) = LF(f) die Gleichheit 8,f(p) =
8, f(p) fiir alle p € P erfiillen.

In dieser Arbeit werden insbesondere gesittigte (lokale) Formationen F
eine groke Rolle spielen, welche die Klasse U aller iiberauflosbaren Gruppen
enthalten (vgl. Kapitel 6). Dieser Abschnitt iiber grundlegende Ergebnisse zu
Gruppenklassen endet mit zwei sehr einfachen Beobachtungen, die in diesem
Zusammenhang hilfreich sind.

Beobachtung 1.1.16. Sei H/K ein Hauptfaktor einer Gruppe G und U die
(gesdttigte) Formation aller tiberauflosbaren Gruppen.
Ist H/K zyklisch, dann ist H/ K U-zentral.

Beweis. Eine (integrierte) Formationsfunktion u, welche die lokale Formation
U = LF(u) definiert, ist nach [19, IV Examples (3.4)] durch

u(p) = A(p — 1) fiir alle Primzahlen p

gegeben (wo A(p — 1) die Klasse aller abelschen Gruppen bezeichnet, deren
Exponent p — 1 teilt). Ist nun p die Ordnung des zyklischen Hauptfaktors
H/K von G, dann ist natiirlich Autg(H/K) € A(p — 1) = u(p), also H/K
U-zentral. O

Beobachtung 1.1.17. Sei H/K ein Hauptfaktor einer Gruppe G und seien
D und F gesdttigte Formationen mit D C F.
Ist H/K D-zentral, dann ist H/ K F-zentral.
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Beweis. Seien D bzw. F' die kanonischen lokalen Definitionen von D =
LF(D) bzw. § = LF(F'). Die Voraussetzung D C F impliziert [19, IV Pro-
position (3.11)] zufolge

D(p) C F(p) fiir alle Primzahlen p.

Damit ist die Behauptung offensichtlich. O



26 Kapitel 1. Klassen von Gruppen

1.2 Gruppen mit abelschem Residuum

Der in diesem Abschnitt vorgestellte Satz beleuchtet den Fall, dass das F-
Residuum G7 einer (nicht notwendigerweise aufldsbaren) Gruppe G beziiglich
einer gesattigten Formation F abelsch ist. Im weiteren Verlauf der Arbeit
wird vor allem auf Teil (c) des Satzes mehrfach zuriickgegriffen, wonach in
dieser Situation alle G-Hauptfaktoren unterhalb von G¥ F-exzentrisch in G
sind. Der Grund hierfiir ist, dass F-zentrale Hauptfaktoren von G von den
F-Projektoren gedeckt werden und sich letztere in Teil (a) des Satzes gerade
als die Komplemente zu G¥ in G erweisen.

Satz 1.2.1. Sei G eine Gruppe und F eine gesdattigte Formation.
Ist G¥ abelsch, dann gilt:

(a) G7 ist komplementierbar in G, und die folgenden vier Untergruppenty-
pen von G stimmen miteinander tiberein:

(1) die F-Projektoren von G

(2) die F-Supplemente zu G in G

(3) die Komplemente zu G% in G

(4) die deckenden F-Untergruppen von G,

(b) alle F-Projektoren (deckenden F-Untergruppen) von G sind konjugiert,
(c) G7 ist der grofite F-hyperexzentrische Normalteiler von G.

Beweis. (a) Nach dem in Satz 1.1.12 zitierten Ergebnis von P. FORSTER ist
Proj#(G) # 0. Sei E ein F-Projektor von G. Natiirlich ist dann G = EG7,
also E ein F-Supplement zu G7 in G.

G Fiir eine Untergruppe H von G mit G =
HGY und H € F wird nun gezeigt, dass der
Schnitt H N G7 trivial ist (was bedeutet, dass
jedes F-Supplement bereits ein Komplement zu
GY in G ist). Angenommen es sei H NG # 1.
Dann ist H N O,(GY) # 1 fiir einen Primteiler p
von |H NGY|. Bezeichnet F' die kanonische loka-
le Definition von F = LF(F), so ist p als Teiler
von |H| natiirlich im Tréger von F' enthalten.
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Die Zugehorigkeit von H zu F = LF(F') bedingt deshalb [19, IV Theorem
(3.2)] zufolge H € €,8,F(p) = €, F(p), so dass HF'®) eine p'-Gruppe ist.
Nach [19, A Proposition (12.5)] gilt bei deren Operation auf der abelschen
p-Gruppe P = O,(G”) via Konjugation die Zerlegung

P =[P, H"W] x Cp(H"®),

wobei die Komponenten dieser Zerlegung normal in G = HGY sind. Als
p-Normalteiler von H wird H N P dabei vom p/-Normalteiler H*®) von H
zentralisiert, weshalb 1 # H N P < Cp(HF®) ist. Fiir den Normalteiler
N = O, (GF)[P, H'P] von G gilt also N < G¥, und einen G-Hauptfaktor
G7/R mit N < R < G zentralisiert sowohl H¥® (wegen der Inn(G)-
Isomorphie G¥/N = Cp(HFP)) als auch natiirlich G¥. Mit C' = Co(G%/R)
folgt
Aut(GT/R) = G/C = H/(H N C) € QF (p) = F(p),

so dass G7 /R F-zentral ist. Dies bedeutet G7 < R < G7 und damit den end-
giiltigen Widerspruch. Tatséchlich ist also H NGY = 1, und das F-Residuum
G7 wird von jedem seiner F-Supplemente in G bereits komplementiert.

Im néchsten Schritt wird bewiesen, dass G
ein Komplement K zu GY in G eine decken- v
de F-Untergruppe von G ist. Sei dazu V ei-
ne Untergruppe mit K < V < G. Zu zeigen K
ist, dass K ein F-Projektor von V ist. Da sich ~ GY
V=VNG'’K = (VNGY)K als Produkt des
abelschen Normalteilers V NG und K schrei- V' G7
ben lésst, reicht es dazu nach [19, III Lemma 1
(3.14)] nachzuweisen, dass K eine F-maximale Untergruppe von V ist. Das
ist tatsichlich der Fall: Natiirlich ist K & G/GY € F, und fiir eine Unter-
gruppe U mit K < U <V und U € F lasst sich K = U folgern. Wegen
G = KG7 = UG7 ist U namlich ein F-Supplement zu G7 in G, so dass wie
bereits gesehen U N G¥ =1 und

K=KUNG)=UNKG" =U

gilt. Wie behauptet ist also jedes Komplement zu G¥ in G eine deckende
F-Untergruppe von G.
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Es bleibt zu bemerken, dass in jeder Gruppe deckende F-Untergruppen
natiirlich F-Projektoren sind.

Insgesamt folgt also, dass die vier genannten Untergruppentypen (1) bis
(4) von G miteinander iibereinstimmen und wie eingangs erwéhnt in G exis-
tent sind. Damit ist (a) gezeigt.

(b) Seien E; und Ey F-Projektoren von G. Der Beweis ihrer Konjugiert-
heit erfolgt durch Induktion nach |G|. O.B.d.A. darf dabei von G¥ # 1
ausgegangen werden (sonst ist £y = G = Fj). Sei N ein minimaler Nor-
malteiler von G mit N < GY. Dann ist (G/N)? = GY/N abelsch, und
natiirlich sind FyN/N und E;N/N F-Projektoren von G/N. Induktiv ist
E\N/N = (E;N/N)9N also

EN = (E;N)9 = EIN

fiir ein g € G.
G Zuniichst wird nun N < GY angenommen.
E\N Dann ist EyN = EJN < G, denn sonst wére
= FEJN T _ Fo_ F
22V N <G = EENNGT = (EyNGY)N, also
E, EiNG7 # 1im Widerspruch zu (a). Aukerdem
ist

E\N/(ELZNNGT)=2G/GT e T

und damit das F-Residuum (E;N)7 von E;N

1 als Untergruppe von G7 abelsch. Desweiteren
sind £ und EY nach (a) deckende F-Untergruppen von G, also F-Projektoren
von B1N = EJN. Induktiv sind £} und Ef (in E;N = EJN) konjugiert, was
die Konjugiertheit von F; und Fs (in G) impliziert.

Im Folgenden kann daher davon ausgegangen werden, dass N = G ein
minimaler Normalteiler von G ist. Dann ist N = GY eine elementarabelsche
p-Gruppe fir eine Primzahl p. Auferdem sind E; und Es nach (a) Komple-
mente zu G7 in G. Wegen G¥ -< G sind diese maximal in G: Fiir eine maxima-
le Untergruppe M; von G mit E; < M; (i € {1,2}) ist ndmlich M;NGT < G7
und M;NGT <4 @ (natiirlich wird M; NG7 von M; und der abelschen Gruppe
GY normalisiert, ist also normal in G = M;GY), so dass die Minimalitit von
GY tatsichlich M; NGY = 1 und M; = M; NG E; = (M; N GYE; = E;
bedingt.
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Sel nun
X/G? = Op/(G/G?).

Die Isomorphie G/GY 2 E; (i € {1,2}) liefert
dann, dass X N E; = Oy (E;) und

Oy (E))G7 = X = Oy(Fy)G” (%)

gilt.

Im Folgenden wird fiir beide ¢ € {1,2} die Gleichheit E; = Ng(Oy(E;))
gezeigt: Die Inklusion E; < Ng (O (E;)) ist klar. Wére weiter N (O ( ) =
G fiir ein i € {1,2}, dann wiirden sich der p-Normalteiler G¥ und der p'-
Normalteiler O, (E;) von G zentralisieren. Das ist aber unmoglich, wie sich
unter Betrachtung von F', der kanonischen lokalen Definition von ¥ = LF(F),
folgern lasst; 0.B.d.A. darf dabei ndmlich von p ‘ |E;| ausgegangen werden
(sonst wire Fy = O, (G) = Ey und nichts weiter zu zeigen), so dass p wegen
E; € F im Tréger von F enthalten ist. Wie in (a) erhélt man dann aus
E, € F = LF(F), dass E; € £,8,F(p) = EyF(p) gilt und E;/Oy(E;)
der Formation F'(p) angehort (vgl. [19, IV Theorem (3.2)]). Mit O, (E;) <
Cq(G¥) = C wiirde daher

Autg(G7) =2 G/C = E;/(E;NC) € QF (p) = F(p)

folgen, weshalb G¥ F-zentral wire. Dies wiirde auf G € 7 fiihren, ein Wider-
spruch zu G¥ # 1. Demnach ist fiir beide i € {1,2} also E; < Ng(Oy(E;)) <
G. Da E; und E, maximale Untergruppen von G sind, erhélt man wie be-
hauptet Ey = Ng(Opy(E1)) und Ey = Ng(Op (E2)).

Aus der Darstellung (x) von X und aus Oy (E;) NG¥ = E;NG7 =1
(1 € {1,2}) folgt, dass O,/ (£1) und O,/ (E5) Komplemente zum p-Normalteiler
G7 in X sind. Nach dem Schur-Zassenhaus Theorem (vgl. [19, A Theorem
(11.3)]) sind diese in G (genauer in X) konjugiert, was daher auch auf ihre
Normalisatoren E; und Ey zutrifft. Somit ist (b) bewiesen.

(c) Sei E5(G) der grofte F-hyperexzentrische Normalteiler der Grup-
pe G (vgl. Definition und Bemerkung 1.1.15). Der Beweis der Gleichheit
FE5(G) = GY erfolgt durch Induktion nach |G|. O.B.d.A. darf dabei wieder
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von G7 # 1 ausgegangen werden (sonst gehort G zu F und operiert auf jedem
Normalteiler F-hyperzentral, weshalb E5(G) = 1 = G7 gilt). Sei N ein mini-
maler Normalteiler von G' mit N < G¥. Ware N F-zentral, dann wire N im
F-Hyperzentrum Z5(G) und damit in jedem F-Projektor £ von G enthalten,
wie aus [19, IV Theorem (6.14)] folgt. Es wiirde also 1 # N < ENGY gelten,
ein Widerspruch zu (a). Daher ist N F-exzentrisch, und es lasst sich leicht
die Gleichheit Fy(G)/N = E(G/N) folgern. Da (G/N)? = G7/N abelsch

ist, erhdlt man nun induktiv
Es(G)/N = Es(G/N) = (G/N)’ = G N

und wie behauptet E5(G) = G7. Damit ist (c) und der ganze Satz bewiesen.
U

Bemerkung. Sei J eine gesittigte Formation und G eine Gruppe mit abel-
schem F-Residuum G7. Dass G¥ genau von den F-Projektoren von G kom-
plementiert wird und alle F-Projektoren konjugiert sind, ist der Inhalt von |8,
Theorem 4.2.17] (in Verbindung mit [8, Theorem 4.2.15]). Im Fall einer auf-
l16sbaren Gruppe G ist dies ein Ergebnis von E. SHULT: Er zeigte in [27] die
Komplementierbarkeit von G (und die Konjugiertheit aller Komplemente)
genau durch die deckenden F-Untergruppen von G (die in auflésbaren Grup-
pen nach dem in Abschnitt 1.1 diskutierten Resultat von W. GASCHUTZ ja
immer mit den F-Projektoren {ibereinstimmen).



Kapitel 2

Grundlagen zu wechselseitig
vertauschbaren Produkten

In diesem Kapitel werden wechselseitig (und total) vertauschbare Produkte
eingefiihrt. Auf die Vorstellung dieser Konzepte im ersten Abschnitt folgt im
néchsten Teil eine Diskussion verschiedener Beispiele. Einige Eigenschaften
dieser Beispiele werden fiir spétere Fragestellungen aufschlussreich sein, et-
wa zur Vererbung bestimmter Klassenzugehorigkeiten von wechselseitig ver-
tauschbaren Faktoren auf ihr Produkt (Beispiel 2.2.2) oder zur Vertausch-
barkeit gewisser Untergruppen der Faktoren (Beispiel 2.2.3). Der dritte Ab-
schnitt dient schlieflich dazu, einen Uberblick iiber frithere strukturelle Er-
gebnisse zu wechselseitig vertauschbaren Produkten zu geben, welche im Lau-
fe dieser Arbeit eine Rolle spielen werden.

2.1 Definition und Kriterien

Das Produkt AB zweier Untergruppen A und B einer Gruppe G ist ge-
nau dann selbst eine Untergruppe von G, wenn A und B vertauschen (das
heilt AB = BA gilt). Dies riickt die Analyse bestimmter Vertauschbarkeits-
eigenschaften von A und B in den Blick. In diesem Zusammenhang fiihrten
M. AsSAAD und A. SHAALAN [3] die folgenden Konzepte ein, welche spéater
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von A. CAROCCA (17| als wechselseitige (totale) Vertauschbarkeit bezeichnet
wurden.

Definition 2.1.1 (vgl. [3], [17, Definition 3.4]). Zwei Untergruppen A und B
einer Gruppe G heifsen wechselseitig vertauschbar, wenn A mit jeder Unter-
gruppe von B und B mit jeder Untergruppe von A vertauscht. Ist G = AB
und sind A und B wechselseitig vertauschbar, dann heift G wechselseitig
vertauschbares Produkt (der Untergruppen A und B).

Eine noch stéirkere Bedingung an die Vertauschbarkeit von Untergruppen
wird in der nachstehenden Definition formuliert.

Definition 2.1.2 (vgl. [3], [17, Definition 3.4]). Zwei Untergruppen A und B
einer Gruppe G heifen total vertauschbar, wenn jede Untergruppe von A mit
jeder Untergruppe von B vertauscht. Ist G = AB und sind A und B total

vertauschbar, dann heifst G total vertauschbares Produkt (der Untergruppen
A und B).

Wechselseitig vertauschbare Produkte verallgemeinern in natiirlicher Wei-
se normale Produkte (das heifst Produkte von Normalteilern). Dass dieser
Begriff tatsachlich sehr viel weitreichender ist, belegen etwa die Beispiele des
Abschnitts 2.2 (vgl. insbesondere die Diskussion in Beispiel 2.2.1). Der Frage
nach der Niahe wechselseitig vertauschbarer zu normalen Produkten wird in
dieser Arbeit immer wieder unter verschiedenen Blickwinkeln nachgegangen.

Typische Beispiele fiir total vertauschbare sind zentrale Produkte, dar-
iiber hinaus kann etwa auch die symmetrische Gruppe vom Grad 3 als total
vertauschbares Produkt (ihrer 3- mit einer 2-Sylowuntergruppe) verstanden
werden.

Offensichtlich ist jedes total ein wechselseitig vertauschbares Produkt,
umgekehrt gilt dies im Allgemeinen nicht (vgl. Beispiel 2.2.2). Schneiden sich
zwel wechselseitig vertauschbare Faktoren aber trivial, dann sind sie tatséch-
lich schon total vertauschbar, wie das nachstehende Lemma zeigt. Dessen
Beweis nutzt lediglich die Dedekind-Identitat und kann in [17] eingesehen
werden.
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Lemma 2.1.3 ([17, Proposition 3.5|). Seien A und B wechselseitig ver-

tauschbare Untergruppen einer Gruppe G. AB
Dann sind X < A und Y < B wechselseitig ver-
tauschbar, wenn X NY = ANB gilt; insbesondere A
sind A und B total vertauschbar, wenn ANB =1 XY
18t. X B
Y
ANB
1

Abschliefsend folgen noch Kriterien fiir die wechselseitige Vertauschbar-
keit von Gruppen. Mit deren Hilfe werden insbesondere die in Abschnitt 2.2
diskutierten Beispiele auf diese Eigenschaft hin iiberpriift.

Lemma 2.1.4. Seien A und B Untergruppen einer Gruppe G.
Dann gilt: A und B sind genau dann wechselseitig vertauschbar, wenn A mit
jeder zyklischen Untergruppe von B vertauscht und umgekehrt.

Beweis. Sei Y eine Untergruppe von B und ay € AY (mit a € A,y € Y).
Vertauscht A mit jeder zyklischen Untergruppe von B, dann gilt

ay € Aly) = (y)ACYA

und folgt AY C Y A, was bereits AY = Y A bedeutet. Eine entsprechende
Uberlegung fiir umgekehrte Rollen von A und B zeigt, dass die Vertausch-
barkeit mit allen zyklischen Untergruppen des jeweils anderen Faktors fiir
die wechselseitige Vertauschbarkeit von A und B hinreichend ist. Die Not-
wendigkeit dieser Bedingung ist trivial. O

Aus dem néchsten Kriterium fiir die wechselseitige Vertauschbarkeit von
Gruppen entspringt eine einfache Konstruktionsmoglichkeit, wie aus einem
bestehenden wechselseitig vertauschbaren Produkt ein weiteres gewonnen
werden kann (nédmlich durch eine normale Erweiterung, bei der die Aus-
gangsgruppe als Faktorgruppe auftaucht). Dieses Prinzip findet an einigen
Stellen in dieser Arbeit Anwendung, meist werden dabei zerfallende Erweite-
rungen mit Moduln der Ausgangsgruppen iiber endlichen Koérpern gebildet
(vgl. etwa Beispiel 2.2.3).
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Lemma 2.1.5. Seien A und B Untergruppen einer Gruppe G und N ein
Normalteiler von G mit N < AN B.

Dann gilt: A und B sind genau dann wechselseitig vertauschbar, wenn A/N
und B/N wechselseitig vertauschbar sind.

Beweis. Die Notwendigkeit der wechselseitigen Vertauschbarkeit von A/N
und B/N fiir die von A und B ist sehr leicht einzusehen. Gezeigt wird nun,
dass diese Bedingung auch hinreichend ist: Fiir eine Untergruppe Y von B
gilt unter letztgenannter Voraussetzung

(A/N)(YN/N) < G/N,

also

G > AYN = ANY = AY.

Auf entsprechende Weise folgt die Vertauschbarkeit von B mit allen Unter-
gruppen von A und somit die Behauptung. O

Lemma 2.1.5 fiihrt nicht nur auf ein Konstruktionsprinzip, wie aus einem
wechselseitig vertauschbaren Produkt G = AB ein neues gebildet werden
kann, sondern auch auf eine weitere Faktorisierung von G, bei der die Fak-
toren wieder wechselseitig vertauschbar sind.

Lemma 2.1.6. Sei G = AB wechselseitig vertauschbares Produkt der Un-
tergruppen A und B und N ein Normalteiler von G.
Dann ist G auch wechselseitig vertauschbares Produkt von AN und BN.

Beweis. Es ldsst sich einfach verifizieren, dass AN/N und BN/N wechsel-
seitig vertauschbar sind. Eine Anwendung von Lemma 2.1.5 liefert damit die
Behauptung. O
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2.2 Beispiele

Die erste Gruppe G, welche im Folgenden als wechselseitig vertauschbares
Produkt zweier Untergruppen A und B geschrieben wird, ist eine p-Gruppe
(p € P) aus [26]. In der zitierten Arbeit klassifiziert L. REDEI die endlichen
nicht-kommutativen Gruppen, deren samtliche echten Untergruppen abelsch
sind.

Beispiel 2.2.1. Eine solche Gruppe ist nach [26, Satz 7| auch durch nach-
stehende Présentation gegeben:

G=(z,y|a? =y =2,y = [z,y,2] = [z,y,9] = 1).

Hierbei sei p eine Primzahl und gelte 2 < I,m € N. Aus |26, Satz 8| lassen
sich die folgenden Eigenschaften von GG entnehmen:

(i) Die Ordnung von G ist p"*™*1 2 hat die Ordnung p' und y die
Ordnung p™.

(il) G" = ([z,y]) hat die Ordnung p (und ist natiirlich in Z(G) enthal-
ten).

(iii) Mit der Vertauschbarkeit von [z,y] mit x und y erhdlt man au-
fserdem

(@) = (@) = (z[z,y])" = 2”[z,y" = 2
und entsprechend (y?)* = y?, was auf (aP)(y?) < Z(G) fiihrt.

Ins Blickfeld dieser Arbeit kam die angegebene Gruppe G urspriinglich
beim Studium folgender Frage:

Ist in einem wechselseitig vertauschbaren Produkt G = AB fiir
zwei Normalteiler N und N das Produkt (AN N)(B N N) eine
Untergruppe von G?

Die Antwort féllt natiirlich positiv aus, wenn A oder B ein Normalteiler von
G ist. Tatséchlich war es auch gerade die bereits angesprochene Untersuchung
der Nahe wechselseitig vertauschbarer zu normalen Produkten, die diese Fra-
ge motivierte. Im Folgenden wird gezeigt, dass letztere aber im Allgemeinen
zu verneinen ist: Die diskutierte Gruppe G stellt ein Gegenbeispiel dar.
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Dazu werden die nachstehenden Normalteiler von G eingefiihrt:

N = (z)G,

N = (y)G".

Aus Ordnungsgriinden (vgl. (i) und (ii)) gilt dabei (z) NG' =1 = (y) NG,
wegen der Zentralitdt von G’ also
N = (z) x G
und N = (y) x G".

N Sei nun 7 ein Element der Ordnung p aus (y)
(etwa § = ypn%l). Da m > 2 gewahlt wurde und

@ oot
[(y)| = p™ ist, gilt

@) < W) < 2(0).

Desweiteren existiert in der elementarabelschen p-

Gruppe () x G’ natiirlich ein Element a mit

(@)(9) = ()& (= @) x G, (*)

beispielsweise a = gz, y]. Fiir dieses Element setze

A = (2){a).

(Man beachte, dass mit (§) und G’ auch (a) zentral in G ist, also A eine
Untergruppe von G darstellt.) Analog ldsst sich ein Element b € N N Z(G)
finden mit o(b) = p und (b) N (z) =1 = (b) N G’. Setze entsprechend

B = (y)(b)-

Fiir diese Untergruppen A und B von G gilt dann:
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(1) G = A(y) = (x) B, also insbesondere G = AB:
Wegen der Wahl von a ist

Entsprechend kann G = (z)B ‘ {y)

gepriift werden.

(2) A und B sind wechselsei-
tig vertauschbar:
A = (z){a) und B = (y)(b)

sind als zentrale Produkte zyklischer Gruppen natiirlich abelsch, womit
AnB<ABY G

folgt. Es lasst sich deshalb das Kriterium aus Lemma 2.1.5 anwenden, wonach
A und B schon dann wechselseitig vertauschbar sind, wenn dies auf A/(ANB)
und B/(A N B) zutrifft. Weil dabei

AY BN A= (2) (BN A)

gilt, ist A/(AN B) = (x(A N B)) zyklisch, und die Untergruppen dieser
Faktorgruppe sind genau die (z*)(A N B)/(AN B) mit k € N. Zu priifen ist
also

("B < G fiir alle k € N.
Im Fall (z*) = (z) wurde dies in (1) gezeigt. Ist dagegen (z*) < (z), so gilt

(o < @) € 2(0)

und folglich wieder (z*)B < G. Dass umgekehrt auch alle Untergruppen von
B/(AN B) mit A/(AN B) vertauschen (und A und B somit wie behauptet
wechselseitig vertauschbar sind), erhdlt man auf entsprechende Weise.
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(3) ANN = (z) und BN N = (y):
Nach Wahl von a ist a ¢ G’ = NN N, also a ¢ N. Wegen o(a) = p bleibt
blo# (a) N N =1, und damit gilt tatséchlich

ANN = (z)(a) "N = (z)({a) " N) = ().
Die Gleichheit B NN = (y) folgt analog.

Natiirlich sind die Untergruppen (z) und (y) von G nicht vertauschbar
(aus Ordnungsgriinden ist offensichtlich (z)(y) # (z,y) = G). Zusammenfas-
send ist somit gezeigt worden:

Es existieren wechselseitig vertauschbare Produkte G = AB der
Untergruppen A und B mit Normalteilern N und N derart, dass
das Produkt (AN N)(B N N) keine Untergruppe von G ist.

Diese Tatsache kann als Indiz dafiir gewertet werden, dass das Konzept wech-
selseitig vertauschbarer Produkte deutlich allgemeiner als das normaler Pro-
dukte ist.

Das folgende Beispiel wurde von A. BALLESTER-BOLINCHES, J. C.
BEIDLEMAN, J. COsSEY, H. HEINEKEN und M. C. PEDRAZA-AGUILERA
in [4] vorgestellt. Es ist aus zweierlei Griinden von besonderem Interesse:
Zum einen stellt es (wie im Folgenden dargelegt wird) ein wechselseitig, aber
nicht total vertauschbares Produkt mit einem Core-freien Schnitt der Fak-
toren dar. Zum anderen liefert es einen weiteren Aspekt zur Diskussion der
Néhe wechselseitig vertauschbarer zu normalen Produkten.

Beispiel 2.2.2 (vgl. [4, Example 1]). Sei

3

B = (:E,y | x?) = [ya$>$]>?/ = [y,l‘,fL']Q, [y’l,]?) - [’y,l‘,l‘]g = [yaxay] = 1>

Nach [4] hat B die Ordnung 3* und die (maximale) Nilpotenzklasse 3. Weiter
lésst sich aus [4] entnehmen:

(i) Alle Elemente aus B \ B’ haben die Ordnung 9. Auferdem gilt
|B'| =9 (wie Ordnung und Nilpotenzklasse von B bedingen), und B’ ist
elementarabelsch.
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(ii) B? hat die Ordnung 3 (und ist wegen des Exponenten 3 von B/B’
natiirlich in B’ enthalten).

(iii) B besitzt einen Automorphismus « mit
und  y* = y°.
Man kann leicht priifen, dass o(«) = 6 ist.

(iv) Fiir d = [y, 2][y~!, 27! gilt d* = d. Eine einfache Rechnung zeigt
aukerdem Np((d)) < B (so wird (d) etwa von z nicht normalisiert).

Sel nun

G =B (a)

das semidirekte Produkt beziiglich der na-
turlichen Operation von (o) auf B, und
setze

A= (a,d) Y (a) x (d).

Dann ist offensichtlich G = AB, und wei-
ter gilt:

(1) A und B sind wechselseitig vertauschbar:
Sei z € B\ (d). Ist o(z) = 3, dann ist (i) zufolge z € B’ und

(d)(z) = B'.

Im Fall o(z) > 3 liefert (ii) die Gleichheit (z3) = B? (# (d) nach (iv)), und
mit (i) folgt daher

(d)(2) = {d)(2"){z) = B'(2).
Stets ist demnach (d)(z) eine Untergruppe von B, welche B’ enthélt. Weil «

auf B/B’ einen Potenzautomorphismus induziert (man beachte x* = x? und
y* =y° = y* mod B’ wegen y* € B* < B'), ist somit
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eine Untergruppe von G. Man erhélt die Vertauschbarkeit von A mit allen
zyklischen Untergruppen von B, und es ist klar, dass umgekehrt auch der
Normalteiler B mit allen (zyklischen) Untergruppen von A vertauscht. Wie
in Lemma 2.1.4 gezeigt wurde, ist dies fiir die wechselseitige Vertauschbarkeit
von A und B bereits hinreichend.

(2) A und B sind nicht total vertauschbar, und es ist (AN B)g = 1:

Natiirlich wiirde (o) < A nur dann mit jeder Untergruppe von B vertau-
schen, wenn « ein Potenzautomorphismus von B wére. Als solcher miisste o
nach [18, Corollary 2.2.2.] aber B’ zentralisieren, doch nicht einmal o? tut
dies (es gilt 2*° = 271, also wird 1 # 2% € B’ von o? invertiert). Weil ferner
die Untergruppe AN B = (d) minimal und nicht normal in B ist (vgl. (iv)),

folgt (AN B)g = (d)p = 1 sofort.

Solche wechselseitig vertauschbaren Produkte G = AB mit (AN B)g =1
werden im weiteren Verlauf dieser Arbeit noch eingehend studiert, vor allem
in Kapitel 6 im Zusammenhang mit geséttigten Formationen. Die dortigen
Ergebnisse machen deutlich, dass sich diese Gruppen sehr dhnlich zu to-
tal vertauschbaren Produkten verhalten; tatséchlich sind ja (wie in Lemma
2.1.3 bemerkt) zwei wechselseitig vertauschbare Untergruppen A und B einer
Gruppe G schon total vertauschbar, wenn nicht nur der Core von AN B in
AB, sondern A N B selbst trivial ist. Dass dariiber hinaus aber auch wech-
selseitig vertauschbare Produkte G = AB mit (A N B)g = 1 existieren, die
nicht total vertauschbar sind (und die Untersuchung dieser Gruppen nicht
unter das Studium total vertauschbarer Produkte féllt), zeigt das diskutierte
Beispiel.

Fiir die Analyse dieser Produkte in Kapitel 6 wird auferdem die folgende
einfache Beobachtung von Interesse sein:

(3) GV ist nicht abelsch:

Es gilt ndmlich G = B, wie sich leicht verifizieren lisst: Die Inklusion
GN < B ist offensichtlich. Weil dazu o wie in (1) gesehen einen Potenz-
automorphismus auf B/B’ induziert, der die Elemente dieser Faktorgruppe

invertiert, kann ein G-Hauptfaktor B/R nicht zentral sein, und es folgt in
der Tat GN = B.
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Wie bereits erwdhnt gibt das vorliegende Beispiel zudem einen Hinweis
darauf, wie sehr wechselseitig vertauschbare Produkte mit normalen Produk-
ten verwandt sind. Ein Hauptsatz des néchsten Kapitels (Satz 3.3.4) besagt
diesbeziiglich, dass A vom nilpotenten Residuum B von B normalisiert wird
(wenn A und B wechselseitig vertauschbar sind). In diesem Zusammenhang
zeigt das diskutierte Beispiel Grenzen auf. Es gilt ndmlich:

(4) A wird von B’ nicht normalisiert:

Aus o(«) W6 erhilt man
(@) = Oa((a) x (d)) = Ox(A).

Wiirde B’ also A normalisieren, dann auch (a?). Dies hiitte zur Folge, dass
a3 auf B’ trivial operiert, was wie in (2) gezeigt aber nicht der Fall ist.

Das abschliefende Beispiel nutzt die im Zusammenhang mit Lemma 2.1.5
kurz diskutierte Konstruktionsmoglichkeit, aus einem bestehenden wechsel-
seitig vertauschbaren Produkt (hier der symmetrischen Gruppe S3) ein wei-
teres zu gewinnen (ndmlich durch eine Erweiterung, bei der ein S3-Modul
iiber einem endlichen Korper als Normalteiler und die S5 als Faktorgruppe
auftaucht).

Beispiel 2.2.3. Sei p eine Primzahl, p # 2,3, und F, der Kérper mit p
Elementen. Weiter sei

Sy=(r,y|a*=y*=12Y=27")

die symmetrische Gruppe vom Grad 3 und V ein treuer und irreduzibler Ss-
Modul iiber F,. Dabei hat V' die F,-Dimension 2 und enthélt (verstanden
als (y)-Modul) den trivialen (y)-Modul (der F,-Dimension 1) als Teil- und
Faktormodul.



42 Kapitel 2. Grundlagen

Schlieflich sei G
G=1[V]-S;

das zugehorige semidirekte Produkt mit

den Untergruppen 3 B
A= (x)V 2
und B = (y)V. v O*(B)
Natiirlich ist G = AB, und weiter gilt: ’ -
(1) A und B sind wechselseitig ver- )
tauschbar: '

Nach Lemma 2.1.5 ist dies dquivalent
zur wechselseitigen Vertauschbarkeit von A/V und B/V, also zu der von (z)
und (y) (als Untergruppen der Ss). Diese ist offensichtlich.

Abschliefsend werden noch zwei einfache Beobachtungen vorgestellt, auf
die im weiteren Verlauf der Arbeit zuriickgegriffen wird. Sie sind insbesondere
fiir das in Kapitel 5 und 6 stattfindende Studium von Residuen (beziiglich
Formationen) in wechselseitig vertauschbaren Produkten aufschlussreich.

(2) B™ ist nicht normal in G:

Nach Konstruktion von G ist BY eine echte Untergruppe von V und
natiirlich nicht trivial (wegen p # 2 wiirde y sonst V' zentralisieren). Die
Behauptung folgt aus der Irreduzibilitdt von V' als S3-Modul.

(3) OP(A) (= A) und OP(B) sind nicht wechselseitig vertauschbar:

Unter der gegenteiligen Annahme wiirde OP(B) insbesondere mit der
3-Sylowuntergruppe (r) < OP(A) von A vertauschen. Die Untergruppe
(r)OP(B) wire dann wie G p-abgeschlossen, wobei BN die (einzige) p-Sylow-
untergruppe von OP(B) ist und damit auch von (x)OP(B) wére (man beachte
p# 3 =|(x)OP(B) : OP(B)|). Es wiirde also

BN < (2)O*(B)

und folglich BN < (2)B = AB = G gelten, ein Widerspruch zu (2). So-
mit vertauscht OP(B) doch nicht mit jeder Untergruppe von OP(A), was die
Behauptung beweist.
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2.3  Uberblick: Frithere Ergebnisse

In diesem Abschnitt werden einige frithere Ergebnisse zur Struktur wech-
selseitig vertauschbarer Produkte zusammengestellt, welche fiir die weitere
Arbeit von Bedeutung sind und héufig zitiert werden.

Das erste Lemma beleuchtet, wie sich die wechselseitige Vertauschbar-
keit zweier Faktoren A und B auf Unter- und Faktorgruppen von G = AB

vererbt. Die Teile (a) und (b) sind in [13] zu finden, Teil (c) ist sehr leicht
einzusehen.

Lemma 2.3.1 (vgl. [13, Lemma 1|). Sei G = AB wechselseitig vertauschba-
res Produkt der Untergruppen A und B.

(a) Ist U < G, dann ist auch (UNA)(UNB) <G, undUNA und UNB
sind wechselseitig vertauschbar.

(b) Ist U Q G, dann ist auch (UNA)(UNB) JG.

(c) Ist N < G, dann sind AN/N und BN/N wechselseitig vertauschbar;
ist dabei AN B < N, dann sind AN/N und BN/N sogar total ver-
tauschbar.

Im néchsten Lemma wird deutlich, dass der Schnitt der wechselseitig
vertauschbaren Untergruppen A und B einer Gruppe G = AB besondere
Eigenschaften hat. Die Subnormalitdt von AN B in G (Teil (a)) wurde in [17]
gezeigt und wird in dieser Arbeit fortlaufend benutzt, meist ohne expliziten
Verweis auf Lemma 2.3.2. Teil (b) ist ein Ergebnis aus [13].

Lemma 2.3.2 ([17, Proposition 3.5], [13, Lemma 1]). Sei G = AB wechsel-
seitig vertauschbares Produkt der Untergruppen A und B.

(a) AN B ist subnormal in G.
(b) (AN B)Y/(AN B)g ist nilpotent.

Neben dem Schnitt AN B finden sich noch weitere interessante Beispiele
fiir Subnormalteiler eines wechselseitig vertauschbaren Produkts G = AB,
welche in den Faktoren A bzw. B enthalten sind. Dies beinhaltet der nach-
stehende Satz von J. C. BEIDLEMAN und H. HEINEKEN |[13].
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Satz 2.3.3 (|13, Theorem 1|). Sei G = AB wechselseitig vertauschbares
Produkt der Untergruppen A und B.
Dann sind A" und B' subnormal in G.

Der eben angefiihrte Satz kann als Indiz dafiir gewertet werden, dass eine
gewisse Verbindung von wechselseitig vertauschbaren zu subnormalen Pro-
dukten besteht. Noch deutlicher wird dieser Zusammenhang durch folgendes
Resultat aus [15].

Satz 2.3.4 (|15, Theorem 2|). Sei G = AB wechselseitig vertauschbares
Produkt der Untergruppen A und B.
Dann existieren Untergruppen L und M mat den folgenden Eigenschaften:

G
AM _
(i) A<L<A B <ME<B,
A
LB (i) ANB =LA M,
LM
L (i) L, M 4G,
Vel B
W (iv) G' < LBN AM = LM.
AN B
1

Satz 2.3.4 erlaubt die Aussage, dass Produkte G = AB zweier wechsel-
seitig vertauschbarer Untergruppen A und B nahe bei Produkten von Sub-
normalteilern liegen: Es existieren Subnormalteiler L bzw. M von G in den
Faktoren A bzw. B derart, dass das Produkt LM grofs genug wird, um ein
Normalteiler von G' mit einer abelschen Faktorgruppe zu sein. Es verwun-
dert nicht, dass dieses Resultat insbesondere in den Kapiteln 4 und 5 der
vorliegenden Arbeit zur Anwendung kommt, wo wechselseitig vertauschbare
Produkte im Rahmen von Fittingklassen und -formationen studiert werden
(die ja abgeschlossen unter der Bildung von Subnormalteilern sind).

Der Beweis von Satz 2.3.4 basiert vor allem darauf, dass die wechselseitig
vertauschbaren Untergruppen A und B die Deck-Meide Eigenschaft im Sin-
ne von [19, A Definition (10.8)] haben und bestimmte Hauptfaktoren ihres
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Produkts zentralisieren. Die letztgenannten Eigenschaften sind fiir die Un-
tersuchung wechselseitig vertauschbarer Produkte von grofer Bedeutung und
wurden von J. C. BEIDLEMAN und H. HEINEKEN in [13] bewiesen.

Satz 2.3.5 ([13, Lemma 1,2|). Sei G = AB wechselseitig vertauschbares
Produkt der Untergruppen A und B.

(a) Ist N ein minimaler Normalteiler von G, dann ist {ANN,BN N} C
{1,N}.

(b) Ist N ein minimaler Normalteiler von G mit ANN =1 und N < B,
dann ist A < Cg(N) oder B < Cg(N); ist N nicht-zyklisch, dann ist
A < Cg(N).

(c) Ist N ein minimaler Normalteiler von G mit ANN =1 = BNN, dann
ist A < Cg(N) oder B < Cg(N), und N ist zyklisch (von Primzahl-
ordnung).

Bemerkung. Die in diesem Abschnitt zusammengestellten Ergebnisse spie-
len in der Theorie wechselseitig vertauschbarer Produkte eine wichtige Rolle.
Es sei jedoch abschlieffend darauf hingewiesen, dass sie wechselseitig ver-
tauschbare Produkte nicht charakterisieren. Sei beispielsweise

B=(z,y|z*=y’=[z,y]=1)

G eine elementarabelsche Gruppe der Ordnung 9
und A = (a) < Aut(B) die zyklische Gruppe
der Ordnung 2 mit

B
(@) ¥ =x
Q@
— 4 und y® =y L
2 () . .
3 Das zugehorige semidirekte Produkt
G=[B]-A

besitzt offensichtlich alle in 2.3 aufgefithrten Eigenschaften (natiirlich aufser
denen aus Lemma 2.3.1): Die Inhalte von Lemma 2.3.2 und Satz 2.3.3 gel-
ten wegen AN B = A’ = B’ = 1 trivialerweise. Mit L = 1 und M = B
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finden sich desweiteren Untergruppen in A und B von der Art wie in Satz
2.3.4 angegeben. Auferdem sind sémtliche Hauptfaktoren von G zyklisch und
werden vom Faktor B = Fit(G) zentralisiert; damit sind auch alle Aussagen
von Satz 2.3.5 (Deck-Meide Eigenschaft der Faktoren, Zentralisation gewis-
ser Hauptfaktoren) erfiillt. Aber dennoch sind A und B nicht wechselseitig
vertauschbar; « ist kein Potenzautomorphismus von B, weshalb A = («) mit
manchen Untergruppen von B (etwa (xy)) nicht vertauscht.



Kapitel 3

Eigenschaften wechselseitig
vertauschbarer Produkte

Dieses Kapitel ist der Untersuchung struktureller Eigenschaften wechselseitig
vertauschbarer Produkte gewidmet. Die Ergebnisse bilden die Grundlage fiir
die anschlieffenden Studien hinsichtlich Klassen von Gruppen und sind auch
fiir sich von Interesse.

3.1 Existenz nichttrivialer m-Normalteiler

Zu Beginn wird ein Kriterium fiir die Existenz nichttrivialer m-Normalteiler
(m CP) von G = AB in einem der wechselseitig vertauschbaren Faktoren A
oder B vorgestellt (Satz 3.1.1). Dieses Resultat erweitert das Theorem 1 aus
[12] (vgl. Korollar 3.1.2), wo J. C. BEIDLEMAN und H. HEINEKEN zeigen,
dass (irgend)ein nichttrivialer Normalteiler von G in A oder B enthalten ist.
Tatséchlich stellen die Beweisideen von [12, Theorem 1| auch die Basis fiir
den Beweis des folgenden Satzes dar.

Satz 3.1.1. Sei G = AB wechselseitig vertauschbares Produkt der Unter-
gruppen A und B und 7 eine Primzahlmenge.
Ist (AN OL(G)(BNOL(G)) # 1, dann ist schon Or(Ag)Or(Bg) # 1 (das

heifit es existiert ein nichttrivialer m-Normalteiler von G in A oder B).
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Beweis. Angenommen die Behauptung sei falsch. Sei dann G = AB ein
wechselseitig vertauschbares Produkt mit (AN OL(G))(B N OL(G)) # 1, mit
0:(Ag)Ox(Bg) = 1 und mit minimaler Ordnung unter all diesen Gegen-
beispielen. Weiter sei NV ein minimaler w-Normalteiler von G (man beachte
O.(G) # 1). Die wechselseitig vertauschbaren Untergruppen A und B ha-
ben Satz 2.3.5 zufolge die Deck-Meide Eigenschaft. Nach Wahl von G' wird
der minimale Normalteiler N von A und B gemieden; in dieser Situation
ist |[N| = p fiir eine Primzahl p € 7, und 0.B.d.A. darf von A < Cg(N)
ausgegangen werden (vgl. wieder Satz 2.3.5). Fiir das betrachtete minimale
Gegenbeispiel gilt weiter:

(1) Es existiert ein G-Hauptfaktor K/N derart, dass K eine elementar-
abelsche p-Gruppe und K = (AN K)N = (BN K)N ist:
Wire R = (AN O,(G))(BNO.(G)) in N enthalten, so wiirde

1#R=(ANR)(BNR)C(ANN)(BNN)=1

gelten, ein Widerspruch. Also ist RN/N nichttrivial und desweiteren iden-
tisch mit ((AN/N)NOL(G/N))((BN/N)NO.(G/N)). Fiir die wechselseitig
vertauschbaren Faktorgruppen AN/N und BN/N bedingt die Wahl von G
daher

Or((AN/N)an)Ox((BN/N)gn) # 1.
Es existiert somit ein m-Hauptfaktor K/N von G, der von A oder B gedeckt
wird. Dabei ist Lemma 2.3.1 zufolge mit K auch (AN K)(B N K) ein 7-
Normalteiler von G und nichttrivial (sonst wiirden K und insbesondere K/N
von A und B gemieden). Nach Wahl von G gilt also AN K # 1 # BN K,

was
(ANK)N #N # (BN K)N
bedeutet. Aufgrund der Deck-Meide Eigenschaft von A und B bleibt damit
nur K
(ANK)N =K = (BN K)N. N

WEeil iiberdies AN K von N zentralisiert wird, ist »
AN K normal in (AN K)N = K mit einer zu N ANK

isomorphen Faktorgruppe. Man erhalt 1 T
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K'KP<ANK < A,

so dass der m-Normalteiler K’ K? von G trivial sein muss und K wie behauptet
eine elementarabelsche p-Gruppe ist.

(2) K/N ist zyklisch:
Angenommen K /N sei nicht zyklisch. Fiir die Untergruppe D = ANBNK
gilt [AN K : D| = p, wie man aus

1#4|ANK:D|=[(ANK)(BNK): BnK|||K:BNK| < N =p

A erhélt, und nach Annahme ist |[A N K| @
|K : N| > p. Folglich ist D nicht trivial,
wohingegen

Di=(ANBNK)s=ANBsNK

ANK ANB =ANBsNK =1
P
D ist (Bg N K ist ein in B enthaltener p-
Normalteiler von G). Weiter ldsst sich aus
P (AN B)a der wechselseitigen Vertauschbarkeit von
1 A und B ableiten, dass AN B eine quasi-

normale Untergruppe von A ist (das heift
mit allen Untergruppen von A vertauscht). Einem Resultat von R. MAIER
und P. SCHMID aus [25, Theorem| zufolge ist daher (AN B)/(AN B)4 in
Zs(A/(AN B),) enthalten, dem Hyperzentrum von A/(A N B) 4. Insbeson-
dere wird die p-Untergruppe D von AN B von allen p’-Elementen aus A (und
damit von deren Erzeugnis OP(A)) modulo (AN B) 4 zentralisiert. Dies fiihrt
auf

[D,OP(A)] < (ANB)aNK=(ANBNK)y=D4=1.

Also wird D und somit auch D4 von OP(A) zentralisiert. Dabei ist D <
D4 < AN K und wie gesehen D # D#, so dass wegen |[AN K : D| = p nur
D4 = AN K bleibt. Man erhilt

O"(A) < CA(ANK) = Ca(K/N),
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die letzte Gleichheit aufgrund der Inn(A)-Isomorphie

()
ANK = K/N.

Ganz analog lésst sich OP(B) < Cp(K/N) folgern. Insgesamt ist demnach
G/Cq(K/N) das Produkt zweier p-Gruppen, also selbst eine p-Gruppe. Der
p-Hauptfaktor K/N ist damit zentral in G, weshalb die Annahme |K/N| > p
falsch war und K /N in der Tat zyklisch ist.

(3) Das Gegenbeispiel existiert nicht:
Die Indizes von C4(AN K) und C4(N) in A teilen p — 1 (man beachte

AN K| W |K/N| @pund |N| = p), woraus

OP(A) < CA(ANK)NCy(N) = Ca((ANK)N) %) Ca(K)

folgt. Dieselben Argumente liefern O (B) < Cg(K), so dass G/Cg(K) als
Produkt von p’-Gruppen selbst eine p’-Gruppe ist. Insbesondere ist die ele-
mentarabelsche p-Gruppe K nach dem Satz von Maschke (vgl. [19, A Theo-
rem (11.5)]) als G/Cq(K)-Modul (iiber dem Korper mit p Elementen) voll-
standig reduzibel. Der Teilmodul N wird daher in K komplementiert von
einem (minimalen) Normalteiler N von G,

K=NxN.

Nach Wahl von G ist dabei AN K < (AN K)N und folglich aus Ordnungs-
griinden K = (AN K)N. Dies fithrt auf die Inn(A)-Isomorphien

N=K/(ANK) = N,
mit denen man
Ca(N)=Ca(N)=A

erhalt. A zentralisiert demnach K = N x N und insbesondere BNK . Letztere
Gruppe ist somit ein nichttrivialer w-Normalteiler von AB = G, der in B
enthalten ist. Dies widerspricht der Wahl von G.

Ein Gegenbeispiel kann also nicht existieren, und damit ist die Behaup-
tung bewiesen. O
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Bemerkungen. (a) Die Aussage von Satz 3.1.1 ist im Allgemeinen falsch,
wenn statt der Bedingung (AN O,(G))(B N O,(G)) # 1 nur die schwéichere
Forderung O,(G) # 1 gestellt wird. Sei beispielsweise

G = S3 x (z)
das direkte Produkt der symmetrischen Gruppe vom Grad 3,
So = (wy | a® =y = Lav —a7Y),
mit einer zyklischen Gruppe (z) der Ordnung 2. Setze

A - Sg
und B = (x)(yz).

Dann ist natiirlich G = AB, und die Untergruppen A und B sind wechselsei-
tig vertauschbar (sogar normal in G). Zwar ist O2(G) = (z) # 1, aber kein
echter 2-Normalteiler von G ist in A oder B enthalten.

(b) Ist AN O(G) # 1, so existiert zwar Satz 3.1.1 zufolge ein nichttrivialer
m-Normalteiler von G in A oder B, nicht aber zwangsldufig in A. Als Gegen-
beispiel kann jedes wechselseitig vertauschbare Produkt G = AB mit A # 1,
Ac = 1 und der Menge 7 aller Primteiler von |G| dienen (etwa G' = S,
A € Syl,(G) und 7 = {2, 3}).

Als Korollar zu Satz 3.1.1 erhédlt man wie schon erwahnt den folgenden
Satz von J. C. BEIDLEMAN und H. HEINEKEN [12].

Korollar 3.1.2 (|12, Theorem 1]). Sei G = AB (nichttriviales) wechselseitig
vertauschbares Produkt der Untergruppen A und B.
Dann ist AgBg # 1.

Beweis. Mit der Menge 7 aller Primteiler von |G| folgt die Behauptung direkt
aus Satz 3.1.1. O

Eine weitere offensichtliche, aber fiir spatere Beweise hilfreiche Konse-
quenz von Satz 3.1.1 ist die nachstehende.
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Korollar 3.1.3. Sei G = AB wechselseitig vertauschbares Produkt der Un-
tergruppen A und B, m eine Primzahlmenge und H ein Subnormalteiler von
G, der in A enthalten ist (etwa H = A" oder H= AN B).

Ist O(H) # 1, dann ist O(Ac)Ox(Bg) # 1.

Beweis. Nach Voraussetzung ist
1#£0:(H) < AN O,(G)

und somit Satz 3.1.1 anwendbar. O

Ein mogliches Fazit aus den Resultaten dieses Abschnitts ist, dass unter
gewissen Umstdnden durchaus vielerlei nichttriviale Normalteiler von G =
AB in den wechselseitig vertauschbaren Faktoren A oder B zu finden sind.
Ist beispielsweise A N B nilpotent, dann gilt O,(Ag)O,(Bg) # 1 fiir jeden
Primteiler p von |AN B| (vgl. Korollar 3.1.3). Diese Situation liegt etwa bei
den in Kapitel 6 diskutierten Gruppen G = AB vor, wo AN B Core-frei in G
ist. Die vorgestellten Ergebnisse werden dort von beweistechnischem Nutzen
sein.
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3.2 O"(A) ist subnormal in AO”(B)

Das Hauptergebnis dieses Abschnitts (Satz 3.2.3) beinhaltet eine Bedingung
an Primzahlmengen 7 und p, unter der O™ (A) subnormal (und bei Dis-
junktheit von 7 und p sogar normal) in AO”' (B) ist, wobei A und B wech-
selseitig vertauschbare Untergruppen einer Gruppe G seien. Der haufigste
Anwendungsfall ist der einelementiger Mengen 7 = {p} und p = {¢} fir
Primzahlen p und ¢ mit p > ¢. Die daraus resultierenden Moglichkeiten,
(Sub)normalteiler in wechselseitig vertauschbaren Produkten zu erhalten, er-
weisen sich fiir viele spitere Beweise als hilfreich. Insbesondere im Zusam-
menhang mit den unter der Bildung von Subnormalteilern abgeschlossenen
Fittingklassen und -formationen spielt das angefiihrte Resultat eine Schliis-
selrolle.

Um dieses Ergebnis vorzustellen, werden zuvor zwei einfache Hilfsaussa-
gen benotigt.

Lemma 3.2.1. Sei G eine Gruppe, © eine Primzahlmenge und H ein Sub-
normalteiler mit w-Index in G.
Dann ist O"(H) = O™(G).

Beweis. Nach Voraussetzung existiert eine Reihe

H:KrﬁKr,lﬁ...ﬁKIZG,

wobei stets K11 < K; und K;/K;1 eine m-Gruppe ist. We- K;
gen O™(K,;yq)char Ky < K; ist O™(K;11) < K; mit ei-
ner w-Faktorgruppe K;/O™(K;;1). Folglich gilt O™(K;) <
O™(K;41). Dabei ist natiirlich auch K;1/O™(K;) eine =- Kin
Gruppe und gilt deshalb O™(K;;;) < O™(K;). Man erhilt
die Gleichheit O™ (K1) = O™(K;) fir allei € {1,...,r—1}
und damit die Behauptung O™ (K1)

O™(H) = O7(K,) = 0"(K, 1) = ... = O"(Ky) = O%(G).
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Das néchste Lemma wird in den folgenden Abschnitten héufig benutzt
und hat mehr technischen Charakter. Dabei wird in groffem Mafse von der
Eigenschaft der Untergruppen A und B einer Gruppe G Gebrauch gemacht,
wechselseitig vertauschbar zu sein. Man beachte, dass aus diesem Grund auch
unter den gegebenen Voraussetzungen X < Aund AN B <Y < B das
Produkt XY eine Untergruppe von G ist (vgl. Lemma 2.1.3).

Lemma 3.2.2. Seien A und B wechselseitig vertauschbare Untergruppen
einer Gruppe G und w eine Primzahlmenge. Sei weiter X < A und AN B <
Y <B.

IstY subnormal in XY (=Y X ), dann wird O™(Y) von O™ (X) normalisiert.

Beweis. Sei x € X ein m-Element. Dann ist (2)Y eine Untergruppe von G
wegen der wechselseitigen Vertauschbarkeit von A und Y (vgl. Lemma 2.1.3),
und Y ist nach Voraussetzung ein Subnormalteiler mit 7-Index in (x)Y". Nach
Lemma 3.2.1 gilt daher

O™(Y) = O"((x)Y) < (1),

so dass O™(Y) von z und damit wie behauptet von O™ (X) = (z € X |
x m-Element) normalisiert wird. O

Bemerkung. Die Voraussetzungen aus Lemma 3.2.2 sind fiir X = A und
Y = AN B erfiillt. Fiir zwei wechselseitig vertauschbare Untergruppen A und
B einer Gruppe G und eine Primzahlmenge 7 gilt also stets

O™ (A) < Ng(O™(AN B)).

Nun kann der angekiindigte Hauptsatz dieses Abschnitts aufgezeigt wer-
den.

Satz 3.2.3. Seien A und B wechselseitig vertauschbare Untergruppen einer
Gruppe G und 7 und p Primzahlmengen derart, dass p kein Teiler von ¢ — 1
st fiir allep € m und ¢ € ™U p.

Dann ist O™ (A) subnormal in AO” (B).

Ist dabei m N p =0, dann ist O™ (A) sogar normal in AO” (B).
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Beweis. Setze A = O™ (A)(ANB) und B = O (B)(ANB). Die Untergruppen
A und B sind nach Lemma 2.1.3 wechselseitig vertauschbar. Ziel ist es nun,

A<<AB

zu zeigen. Dann ist ndmlich O™ (A) < A <1< AB und natiirlich O™ (A) < A.
Wie im ersten Teil des Satzes behauptet folgt dann O™ (A) << A(AB) =
AO” (B) mit einem Resultat von R. MAIER und H. WIELANDT (vgl. [23,
Theorem 7.7.1]).

Dabei ist A<<<A mit 7'-Index |A - fl|, so dass Lemma 3.2.1 zufol-
ge O"(A) = O™ (A) ist. Analog erhilt man O”(B) = O (B). Fiir die
wechselseitig vertauschbaren Untergruppen A und B gilt demnach A =
O™ (A) (AN B) und B = O”(B)(AN B). Um A<<AB zu sehen, darf im
Folgenden daher 0.B.d.A. von

A=A=0"(A)(ANDB),

. *
B=DB=0"(B)(ANDB) (*)
und aukerdem natiirlich von G = AB ausgegangen werden.
G
. : : : AR
Fiir den weiteren Beweis werden die AN
nachstehenden Normalteiler von G einge- A
fiihrt: BR
N = (AN B, R/ BN
R = ANNBX. N B

Die Subnormalitdt von A in G = AB ge-
winnt man nun in drei Schritten.

ANB

(1) AQ<QAN:
Nach Lemma 3.2.2 gilt zunéchst

O™ (4) < 07 (4) < No(O™9 (AN B)),
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und entsprechend ist O (B) < Ng(O™ P (AN B)). Insgesamt fiihrt dies auf
O (AN B) 107 (A)(ANB)OY (B) Y AB = G.

Als Erzeugnis von (7Up)-Subnormalteilern von G//O™?)( AN B) ist natiirlich
N/O™P) (AN B) selbst eine (7 U p)-Gruppe.

Weiter haben A und B nach Satz 2.3.5 die Deck-Meide Eigenschaft. Dabei
zentralisiert A jeden (wUp)-Hauptfaktor von G, den A meidet: Angenommen
A zentralisiere einen solchen Hauptfaktor H/K nicht. Aus Satz 2.3.5 folgt
dann, dass H/K zyklisch ist und von B zentralisiert wird. Ist ¢ € 7 U p die
Primzahl mit |H/K| = ¢, dann ist der Index von Cg(H/K) in G ein Teiler
von ¢ — 1. Die Wahl von 7 und p bedingt nun, dass neben B auch alle 7-
Elemente von G in C(H/K) enthalten sind. Es folgt G = AB 2 O™ (4)B =
Ce(H/K), so dass die Annahme A £ Ce(H/K) falsch war.

Sei nun O™ (ANB) =K, <K, ; <... <K, = N eine Reihe derart,
dass alle K;/K; .1 (mUp)-Hauptfaktoren von G sind. Dann lésst sich folgern,
dass AK;;; < AK; fir alle ¢ ist. Wird K;/K;;; ndmlich von A gemieden,
dann zentralisieren sich dieser (7 U p)-Hauptfaktor und AK; ;/K;;1 nach
obiger Beobachtung. Man erhalt

AKi 1/ Kip1 S (AK 0 [ Ki)) (K[ Kip) = AK K

und AK;;; < AK;. Im anderen Fall wird K;/K;;; von A gedeckt, so dass
AK,; 1 = AK,; und nichts weiter zu zeigen ist. Nun liefert die Reihe

A:AKTS]AKT,1 ﬂS]AKleN
wie behauptet die Subnormalitdt von A in AN.

(2) AN < AR:

Lemma 2.3.1 zufolge ist G/N total vertauschbares Produkt der Faktor-
gruppen AN/N und BN/N. Nach [14, Theorem 1| zentralisiert in einem total
vertauschbaren Produkt stets ein Faktor das nilpotente Residuum des jeweils
anderen Faktors. Insbesondere ist hier also

G/N > (AN/NYN(BN/N)N = ANNBY/N = R/N
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und R ein Normalteiler von G. Mit [14, Theorem 1] folgt weiter
AN/N < (AN/N)(BN/N)N = AR/N,
so dass tatsidchlich AN < AR ist.

(3) AR<KG:

A/(ANR) besitzt eine normale Hall 7- und B/(BNR) eine normale Hall p-
Untergruppe, da AN und BY in R enthalten sind. Aufgrund der Gleichheiten
() kénnen A bzw. B aber keine echten Normalteiler oberhalb von AN B mit
7'~ bzw. p'-Faktorgruppe besitzen. Also ist AR/R eine - und BR/R eine
p-Gruppe, so dass ihr Produkt G/R eine (7 U p)-Gruppe ist.

Die Aussage AR << G folgt nun wie in Schritt (1): In einer Reihe R =
K, <K, ;1 Q... <K, =G zentralisiert A jeden Hauptfaktor K;/K; ; von
G, den A meidet (K;/K;,4 ist eine (wUp)-Gruppe). Damit erhdlt man wieder
AK,; 1 < AK; fir alle ¢ und somit die Reihe

AR:AKT S]AKT,1 ﬁ S]AKlzG
Wie behauptet ist also AR 14 G.

Insgesamt liefern die obigen drei Schritte die Subnormalitdt von A in G.
Wie eingangs aufgezeigt ist damit der erste Teil des Satzes bewiesen.

Fiir die Primzahlmengen 7 und p gelte nun zusétzlich ¥ N p = @), und
fiir zwei wechselseitig vertauschbare Untergruppen A und B einer Gruppe
G setze wieder A = O™ (A)(A N B). Nach Lemma 2.1.3 gilt A0”(B) <
G, und wie eben gezeigt ist A ein Subnormalteiler von AO” (B). Weil die
Disjunktheit von 7 und p natiirlich O™ (O” (B)) = O’ (B) bedingt, fiihrt dies
nach Lemma 3.2.2 auf

0”(B) < N¢(O™ (4)).

Lemma 3.2.1 zufolge ist O™ (A) = O™ (A), und somit ist die Behauptung des
Satzes vollstdndig bewiesen. O
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Bemerkungen. (a) Seien p und ¢ Primzahlen mit p > ¢. Die Voraussetzung
an die Primzahlmengen 7 und p aus Satz 3.2.3 ist fiir 7 = {p} und p = {p, ¢}
erfiilllt. Fiir zwei wechselseitig vertauschbare Untergruppen A und B einer
Gruppe G ist demnach stets

Op/(A) << AO{p’Q}/(B)

und insbesondere
O¥ (A) A< AO7 (B).

Ist dabei p > ¢, dann erfiillen 7 = {p} und p = {q} auch die Zusatzbedingung
7N p =1, so dass Satz 3.2.3 zufolge

07 (4) 2 A07(B)

gilt.

(b) Eine Verallgemeinerung der Aussage O™ (A) << AO” (B) auf beliebige
Primzahlmengen 7 und p ist unmoglich, auch im Fall 7 = p. Ein Gegen-
beispiel ist jedes wechselseitig vertauschbare Produkt G = AB, bei dem A
kein Subnormalteiler von G ist, in Verbindung mit der Menge m = p aller
Primteiler von |G|.

(c) Erfiillen zwei Primzahlmengen 7 und p die Voraussetzung aus Satz 3.2.3,
aber ohne die Zusatzbedingung 7 N p = @, so ist die Aussage O™ (A) <
AO*(B) im Allgemeinen falsch. Als Gegenbeispiel kann die in Beispiel 2.2.1
diskutierte Gruppe dienen. Sie ist eine p-Gruppe (p € P) und lésst sich wie
gesehen derart als wechselseitig vertauschbares Produkt von Untergruppen
A und B schreiben, dass A = O¥ (A) nicht normal in AO? (B) = G ist.

(d) Ein spéateres Ergebnis dieser Arbeit wird es erméglichen, Satz 3.2.3 auf
paarweise wechselseitig vertauschbare Untergruppen Gy, ..., G, (r € N) einer
Gruppe G zu verallgemeinern (vgl. Korollar 5.2.2).

In vielen spéteren Beweisen wird Satz 3.2.3 vor allem dazu genutzt,
(Sub)normalteiler in wechselseitig vertauschbaren Produkten G = AB zu
finden. Dariiber hinaus liefert dieses Resultat auch Moglichkeiten, aus Ei-
genschaften der Faktoren A und B Riickschliisse auf deren Einbettung in ihr
Produkt G = AB zu ziehen. Eine solche Anwendung von Satz 3.2.3 ist Inhalt
des folgenden Korollars.
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Korollar 3.2.4. Sei G = AB wechselseitig vertauschbares Produkt der Un-
tergruppen A und B. Sei auflerdem AJ/A" eine p- und B/B' eine q-Gruppe
fiir Primzahlen p und q.

Ist p=q, dann ist A (und B) subnormal in G.

Ist p > q, dann ist A sogar normal in G.

Beweis. Da in auflésbaren Gruppen jeder maximale Normalteiler eine abel-
sche Faktorgruppe hat, ist unter den gegebenen Voraussetzungen A/AS =
OP' (A/AS) und B/B® = O7(B/B®), also A = OP (A)A% und B = O7 (B) B3,
Aus |7, Theorem 1] folgt dabei B® < Ng(A) < Ng(OP'(A)), und [7, Corollary
1] besagt A5 < G.

Ist nun p = ¢, dann gilt Satz 3.2.3 zufolge O (A) <<t AOP (B). Zudem
ist wie gesehen O (A) < ABS, also O (A) << AO” (B)B® = AB = G nach
|23, Theorem 7.7.1]. Mit A% < G folgt wie behauptet

A= 0V(A)AS<<4G,

und aus Symmetriegriinden ist auch B = Oi”/(B)BS <4(@.

Im Fall p > ¢ ist O”(A) < AO?(B) nach Satz 3.2.3. Mit derselben
Argumentation wie eben lasst sich nun A < G folgern. 0

Bemerkung. Allgemeiner lésst sich obiges Korollar natiirlich auch fiir
7, p C P anstelle von p, ¢ € P formulieren:

Ist A/A’ eine m- und B/B’ eine p-Gruppe fiir Primzahlmengen 7 und p, wel-
che die Voraussetzung aus Satz 3.2.3 erfiillen, dann ist A subnormal in G.
Ist dabei 7 N p = ), dann ist A sogar normal in G.

Diese Aussage kann genauso bewiesen werden wie Korollar 3.2.4, welches den
Spezialfall 7 = {p} und p = {¢} beinhaltet.

In [13] konstruierten J. C. BEIDLEMAN und H. HEINEKEN Klassen von
Gruppen (durch bestimmte Primzahlmengen), die abgeschlossen unter der
Bildung wechselseitig vertauschbarer Produkte sind (vgl. dazu auch die einlei-
tende Diskussion in Kapitel 4). Gemeinsam mit A. BALLESTER-BOLINCHES
und M. C. PEDRAZA-AGUILERA zeigten sie spéter in [5], dass die Abschluss-
eigenschaft dieser Gruppenklassen auch beziiglich Produkten G = G; - - - G,
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(r € N) von paarweise wechselseitig vertauschbaren Untergruppen Gy, ..., G,
bestehen bleibt.

Diese Ergebnisse erhélt man nun auch als Korollare zu Satz 3.2.3. Davor
muss der in [13] eingefiihrte Begriff einer p-spezialen Primzahlmenge (p € P)
vorgestellt werden.

Definition 3.2.5 (vgl. [13]). Sei p eine Primzahl. Die Primzahlmenge 7 heiftt
p-spezial, wenn p kein Teiler von g(q — 1) ist fir alle ¢ € 7.

Damit lésst sich der erste Klassentyp beschreiben, der abgeschlossen un-
ter der Bildung von Produkten paarweise wechselseitig vertauschbarer Un-
tergruppen ist.

Korollar 3.2.6 (|5, Theorem 2|). Sei G = Gy---G, (r € N) Produkt der
paarweise wechselseitig vertauschbaren Untergruppen Gy, ...,G, und 7w eine
p-speziale Primzahlmenge fir eine Primzahl p.

Sind G, ..., G, im Klassenprodukt §,E, enthalten, dann gilt das auch fir G.

Beweis. Sei ¢ € m. Nach Definition von 7 ist p von ¢ verschieden und kein
Teiler von g — 1, also gilt Satz 3.2.3 zufolge

O"(G;) < G;07(Gy)
fiir alle i, j € {1,...,7}. Daher wird O"'(G;) von [Tex O7(G;) normalisiert,

wobei G € §,E, die Gleichheit G;
[107 (@) =07 i
. L O¥(Gy)
bedingt. Somit ist
P
(OP(Gy) |i€{l,....r})

1
ein Normalteiler von (0¥ (G;),0P(Gy) | i € {1,...,r}) = G mit m-Faktor-
gruppe. Nach Voraussetzung sind O (G;) bzw. OP(G;) fiir alle i,j €
{1,...,r} normale p-Sylowuntergruppen von G; bzw. G; und als solche nach
[2, Corollary 1.3.3] miteinander vertauschbar. Insgesamt ist folglich

(O (Gy) lie{l,....r}) = _HOP’(G» =0"(G)

eine p-Gruppe und die Behauptung bewiesen. O
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Auf fast identische Weise kann mit Satz 3.2.3 auch beim folgenden in [5]
vorgestellten Klassentyp verifiziert werden, dass er abgeschlossen unter der
Bildung wechselseitig vertauschbarer Produkte ist. Dabei wird im Vorhinein
ein Ergebnis aus Kapitel 5 dieser Arbeit (Satz 5.2.1) zur Vertauschbarkeit
gewisser Untergruppen in wechselseitig vertauschbaren Produkten zitiert.

Korollar 3.2.7 ([5, Corollary 2|). Sei G = G1---G, (r € N) Produkt der
paarweise wechselseitig vertauschbaren Untergruppen G, ..., G, und 7 eine
Primzahlmenge, in der keine Primteiler von p(p — 1) auftauchen fir eine
Primzahl p.

Gehoren G, ..., G, zum Klassenprodukt €.8,, dann gilt das auch fir G.

Beweis. Sei ¢ € w. Nach Voraussetzung ist ¢ von p verschieden und kein
Teiler von p — 1, so dass Satz 3.2.3 zufolge

07(Gy) € G0 (G

fiir alle 4,57 € {1,...,7} gilt. Folglich wird [] ., 07 (G;) von O (G;) norma-
lisiert, wobei G; € £,§, natiirlich

G;
-
[To @) =07 O"(G)
qe™
bedingt. Daher ist T
1

(OP(Gy) |ied{l,...,r})

ein Normalteiler von (OP(G;), 0% (Gy) | i € {1,...,7}) = G mit p-Faktor-
gruppe. Dabei sind OP(G;) und OP(G,) fir alle 4,5 € {1,...,r} nach Vor-
aussetzung m-Gruppen und Satz 5.2.1 zufolge vertauschbar. Insgesamt ist
somit

(OP(Gy) |ie{l,...,r}) = HOP(GZ-) = 0P(@)

eine m-Gruppe und die Behauptung bewiesen. O
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Bemerkung. Die folgende alternative Argumentation im Beweis von Korol-
lar 3.2.7 kommt (unter Anwendung des Feit-Thompson Theorems, wonach
Gruppen ungerader Ordnung auflésbar sind) ohne den Vorgriff auf Satz 5.2.1
aus:

Nach Wahl von 7 ist 2 ¢ 7 und somit £,8, C 8. Mit den Untergruppen G;
und G; ist bekanntermafen auch ihr wechselseitig vertauschbares Produkt
G,G; auflosbar fiir alle ¢, j € {1,...,r} (vgl. etwa [17, Corollary 1]). Dies er-
moglicht eine Anwendung von |2, Lemma 1.3.2]: Demnach sind OP(G;) und
OP(G,) als normale Hall 7-Untergruppen von G; und G vertauschbar (was
im obigen Beweis mit Satz 5.2.1 begriindet wurde).
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3.3 B" normalisiert A, AN normalisiert B

Der Hauptsatz dieses Abschnitts (Satz 3.3.4) liefert einen bemerkenswerten
Aspekt zur mehrfach angesprochenen Diskussion der Ndhe wechselseitig ver-
tauschbarer zu normalen Produkten. Als Gradmesser fiir letztere kann die-
nen, wie grof Np(A) in B wird (wenn A und B wechselseitig vertauschbar
sind). Satz 3.3.4 besagt diesbeziiglich, dass Np(A) das nilpotente Residu-
um BY von B enthilt. Mit diesem Satz wird zugleich ein Ergebnis von J.
C. BEIDLEMAN und H. HEINEKEN [14] zu total vertauschbaren Produkten
dualisiert: Hier ist BY in Cp(A) enthalten, was auf symmetrische Weise die
Verwandtschaft total vertauschbarer mit zentralen Produkten unterstreicht.
Die Ergebnisse dieses Abschnitts geben insbesondere Aufschluss iiber das
Verhalten von Residuen beziiglich Formationen in wechselseitig vertauschba-
ren Produkten. Sie kommen daher vor allem in den Kapiteln 5 und 6 der
vorliegenden Arbeit zur Anwendung, wo dieses Verhalten untersucht wird.

Der Beweis von Satz 3.3.4 wird mit einigen Lemmata vorbereitet.

Lemma 3.3.1. Seien A und B wechselseitig vertauschbare Untergruppen
einer Gruppe G und F eine gesdttigte Formation.

Ist BY = O”(BY) fiir eine Primzahl p € Char(F), dann wird OP(A) von B
normalisiert.

Beweis. Setze A = OP(A)(A N B). Die Untergruppen A und B sind nach
Lemma 2.1.3 wechselseitig vertauschbar. Auferdem ist A << A mit p-Index
|A : A|, so dass Lemma 3.2.1 zufolge OP(A) = O?(A) und A = OP(A)(ANB)
ist. Um zu zeigen, dass OP(A) = OP(A) von B normalisiert wird, darf im
Folgenden daher 0.B.d.A. von

A=A=0FA)(ANB)

ausgegangen werden.

Aufgrund der Voraussetzung BY = O (BY) ist [B, BY] ein Normalteiler
von B mit p-Index in B?. Da p in der Charakteristik von F auftaucht, folgt
aus der Zentralitit der Faktorgruppe BY/[B, B7] ihre F-Hyperzentralitiit in
B. Dies fiihrt auf B = [B, BY] < B, wobei B’ A< AB gilt nach Satz 2.3.3.
Somit ist BY ein Subnormalteiler von AB.
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Die Subnormalitit von BY(AN B) in A
ABY bedingt nach Lemma 3.2.2 nun

0”(A) < Ne(0” (B7(AN B))).

Dabei ist B¥(A N B) ein Produkt zwei- B (AN B)

er Subnormalteiler, so dass aus Lemma

1.1.9 die Gleichheit ANB

(BT — O (B

OP (B’ (ANB))=0 (B{ YOP (AN B) y BYOY (AN B)
= B70" (AN B)
. Fp' )

folgt. Demnach wird B°O? (AN B) von 0" (AN B)

OP(A) und damit von A = OP(A)(ANB)

normalisiert. Auch A N B¥OP (A N B) ist normal in ABY: Dafiir ist nur
noch zu zeigen, dass der Normalisator dieser Untergruppe BY enthilt. Mit
Lemma 3.2.2 erhilt man zunéichst OP(B) < Ng(O (AN B)) und O (B) <
Ne(OP(AN B)), weshalb insgesamt

OP(B)N O¥(B) < Ng(AN B)

gilt. Dabei resultiert aus p € Char(F) die Inklusion BY < OP(B) (vgl. [19,
IV Corollary (4.3)]), und die Gleichheit B¥ = O (BY) liefert B¥ < O¥'(B).
Mit AN B normalisiert B7 natiirlich wie behauptet auch AN B0 (AN B).

Auf der Faktorgruppe BYO (AN B)/(ANBY0O" (AN B)) induziert A Po-
tenzautomorphismen: Fiir eine Untergruppe V mit ANBTOP (ANB) <V <
BTOY (AN B) gilt AV = VA aufgrund der wechselseitigen Vertauschbarkeit
von A und B. Es folgt

V =V(ANBYO"(ANB)) =VANBTO"(ANB) Q VA,

so dass V/(A N BYOP (AN B)) tatsichlich invariant unter der Operation
von A via Konjugation ist. Nach [18, Corollary 2.2.2.| zentralisiert jeder Po-
tenzautomorphismus die Kommutatorgruppe, hier ist demnach [A, (B7)] <
AN BTO”" (AN B) und A Q A(BY)'.

Sei nun (BY) = K, < K,_; <... < K; = BY eine Reihe derart, dass alle
K;/K;;, Hauptfaktoren von B sind. Die Voraussetzung B¥ = O (BY) im-
pliziert, dass BY/(BY) und damit simtliche K;/K;,; p-Gruppen sind. Nach
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dem Satz von Clifford (vgl. [19, B Lemma (7.1)]) sind diese B-Hauptfaktoren
als OP(B)-Moduln (iiber dem Korper mit p Elementen) vollstéandig reduzibel.

Wie oben dargelegt gilt BY < OP(B) <
Nea (O (AN B)), weshalb K;,,0” (AN B) <
K;OP (AN B) fiir alle i ist und sich auch
K;O" (AN B)/K;10” (AN B) als OP(B)-
Modul verstehen lasst. Dieser ist OP(B)-iso-
K; 110" (AN B) morph zu einem Faktormodul von K;/K;

und damit ebenso ein vollstéindig reduzibler
Ki OP(B)-Modul. Fiir ein beliebiges, aber festes
i mit K; 10" (AN B) < K;OP (AN B) sei

K,O” (AN B)

K;0" (AN B)/Ki10" (AN B) = PV,
j=1

eine Zerlegung in irreduzible OP(B)-Teilmoduln V;. Dabei ist V; fiir alle
j € {1,...,s} ein Hauptfaktor von AOP(B): Zunichst gilt die Inklusion
AN BYOP (AN B) < (BY)OY (AN B). Diese folgt aus AN B7OY (AN B) =
(ANBY)O" (ANB) = OP(ANBY)O” (ANB) und aus O?(ANBY) < OP(B7) <
(BY). Damit liegt V; zwischen AN BYO? (AN B) und BYOY (AN B). Weil
A auf der Faktorgruppe BZO? (AN B)/(AN B0 (AN B)) Potenzautomor-
phismen induziert, ist jeder der irreduziblen O?(B)-Moduln V; wie behauptet
ein Hauptfaktor von AO?(B).

Nach Lemma 2.1.3 kann AOP(B) als wechselseitig vertauschbares Produkt
von A und (A N B)OP(B) verstanden werden. Dabei meidet A mit der Fak-
torgruppe BYOP (AN B) /(AN BYOY (AN B)) auch simtliche Hauptfaktoren
V;. Da diese unterhalb von O (AN B)BY < (AN B)OP(B) liegen, werden sie
aufserdem natiirlich von (A N B)OP(B) gedeckt. Jeder Hauptfaktor V; wird
deshalb nach Satz 2.3.5 von A oder (AN B)OP(B) zentralisiert. Angenommen
(AN B)OP(B) zentralisiere einen dieser Hauptfaktoren. Dann erhélt man

[OP(B), K;)K; 1O (AN B) < K;O" (AN B),

also [OP(B), K;]K;+1 < K;. Aus der Normalitét von [OP(B), K;] K, 41 in B und
der Irreduzibilitit von K;/ K, als B-Modul folgt damit [O?(B), K;] < K;41.
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Als p-Hauptfaktor von B, den OP(B) zentralisiert, ist K;/K; 1 schon zentral
in B. Da p zur Charakteristik von F gehort, ist K; /K1 somit insbesondere
F-zentral in B. Dies steht im Widerspruch zu Satz 1.2.1, wonach B auf
BY/(BY) F-hyperexzentrisch operiert, also B-Hauptfaktoren zwischen (B7)
und B F-exzentrisch in B sind. Folglich werden alle Hauptfaktoren V; von
A zentralisiert. Damit zentralisiert A ganz K;O (AN B)/K;;,0" (AN B),
was AK;,; < AK; bedeutet. Dies ist im Fall K;, ;07 (ANB) = K,O” (ANB)
trivial und gilt somit fiir alle s € {1,...,r — 1}.

Insgesamt erhilt man die Reihe
A<QAB?Y = AK, < AK,_, <... < AK, = AB”.
Mit der Subnormalitit von A in ABY folgt nach Lemma 3.2.2 die Behauptung
BT = 0" (BY) < Ng(0"(A)).
O
Die Aussage von Lemma 3.3.1 wird spéter in Korollar 3.3.5 noch in einer
deutlich allgemeineren Form erscheinen.

Lemma 3.3.2. Seien A und B wechselseitig vertauschbare Untergruppen
einer Gruppe G und F eine gesdttigte Formation mit voller Charakteristik.
Dann ist A subnormal in AB7.

Beweis. Fir jede Primzahl p setze F(p) = €,F. Stets ist dann F(p) eine
gesittigte Formation mit voller Charakteristik und

Op’(B’f(p)) — B — Opl(B(f).

Dies hat zweierlei Konsequenzen. Zum einen lésst sich Lemma 3.3.1 an-
wenden, welches

OP(A) 9 AB"® (1)

liefert. Zum anderen resultiert aus B¥® = O (B¥) die Inklusion AB7®) <
AOP(B). Nach Satz 3.2.3 ist O (A) <9< AOP'(B), also insbesondere

O¥ (A) << AB®), (2)
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Gemeinsam fithren (1) und (2) auf
A= OP(A)OP (A) << AB¥® = AOY (BY)

fiir jede Primzahl p.

Fiir zwei (verschiedene) Primzahlen ¢ und r ist dabei
(AO7 (B?))(AO" (BY)) = AO"(BT)0" (BY)

eine Untergruppe von G aufgrund der wechselseitigen Vertauschbarkeit von
A und B. Mit einem Resultat von R. MAIER und H. WIELANDT (vgl. |23,
Theorem 7.7.1]) folgt deshalb die Behauptung

A< [JA0Y (B7) = 4 <H OP’(B?)> — AB7.

p€EP peP

O

Der bereits angekiindigte Hauptsatz dieses Abschnitts zeigt, dass A in
der Situation von Lemma 3.3.2 nicht nur subnormal, sondern sogar normal
in ABY ist. Bevor gleich dessen Beweis vorgestellt werden kann, ist noch ein
einfaches Lemma zu einer moéglichen Faktorisierung des nilpotenten Residu-
ums G einer Gruppe G nétig.

Lemma 3.3.3. Sei G eine Gruppe und p eine Primzahl.
Dann ist GN = (OP(G))NOP(GY).

Beweis. Es lisst sich leicht {iberlegen, dass 0.B.d.A. von OP(G™) = 1 ausge-
gangen werden darf. Zu zeigen ist also die Gleichheit

GN = (07(G)),

wenn GV eine p-Gruppe ist.
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Sofort ersichtlich ist die Inklusion (OP(G))N < GV, Wi- G
re dabei (OP(G))N eine echte Untergruppe von G%, dann
lieke sich ein (p-)Hauptfaktor GN/R von G mit (OP(G))N < Or(@)

R < G finden. Fiir diesen wiirde GN/R < Soc(OP(G)/R) <
Z(0OP(G)/R) gelten, die letzte Inklusion aufgrund der Nilpo-
tenz von OP(G)/R. Als p-Hauptfaktor von G, den OP(G) zen-

GN
tralisiert, wire G*/R schon zentral in G. Dies hitte GN < R
R < GN zur Folge, ein Widerspruch. Wie behauptet ist also ~ *
GN = (0P(G))N. 1 O

Nun sind alle Vorbereitungen getroffen, um den folgenden Hauptsatz zu
beweisen.

Satz 3.3.4. Sei G = AB wechselseitig vertauschbares Produkt der Unter-
gruppen A und B.
Dann gilt: BN normalisiert A, und AN normalisiert B.

Beweis. Angenommen die Behauptung sei falsch. Sei dann G = AB ein
wechselseitig vertauschbares Produkt mit BN £ Ng(A) und mit |G|+ |A||B|
minimal unter solchen Gegenbeispielen. Fiir diese Gruppe G = AB gilt:

(1) AG =1:

Fiir jeden Normalteiler N von G sind AN/N und BN/N wechselseitig
vertauschbar. Wiére ein nichttrivialer Normalteiler N < G in A enthalten,
dann wiirde die Wahl von G also

BYN/N = (BN/N)" < Nex(A/N)

und BN < Ng(A) bedingen. Dieser Widerspruch liefert Ag = 1, wie behaup-
tet.

(2) 1 # AN B ist eine p-Gruppe (p € P) mit O?(B) < Ng(AN B), und
es gilt Soc(G) < O,(G):

Die Untergruppen A und B schneiden sich nicht trivial; sonst wéren sie
total vertauschbar (vgl. Lemma 2.1.3), und es wiirde nach [14, Theorem 1|
im Widerspruch zur Wahl von G sogar BN < Cg(A) gelten. Aukerdem ist
mit Ag auch (AN B)g trivial und daher 1 # (AN B)% nilpotent (vgl. Lemma
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2.3.2). Somit existiert fiir einen Primteiler p von |(A N B)Y| ein minimaler
p-Normalteiler N von G. Aus der Wahl von G lésst sich folgern, dass AN/N
von BNN/N normalisiert wird, also BN < Ng(AN) gilt. Fiir einen (weite-
ren) minimalen Normalteiler N von G normalisiert BN entsprechend auch
AN. Dabei wird N nach Satz 2.3.5 von AN gemieden oder gedeckt, denn
G = AB kann als wechselseitig vertauschbares Produkt von AN und BN
verstanden werden (vgl. Lemma 2.1.6). Wire NN AN =1, dann wiirde BN
also AN N AN = A(N N AN) = A normalisieren, ein Widerspruch. Somit
ist AN < AN und daher |N| = |AN : A| als Teiler von |AN : A| = |N| ei-
ne p-Potenz (hierbei wurde berticksichtigt, dass A nach (1) einen minimalen
Normalteiler von G nicht deckt, so dass ANN =1 = ANN gilt). Wie behaup-
tet folgt Soc(G) < O,(G), und insbesondere ist der nilpotente Normalteiler
(AN B)% eine p-Gruppe.

Weil Lemma 3.2.2 zufolge OP(B) < Ng(OP (AN B)) ist und hier wie
geschen O (AN B) = AN B gilt, ist schlieklich (2) bewiesen.

(3) A = A,(AN B) (fur eine Primzahl ¢ und eine (jede) g-Sylowunter-
gruppe A, von A):

Sei A, fiir jeden Primteiler r von |A| eine beliebige, aber feste r-Sylow-
untergruppe von A, und setze fiir diese A(r) = A,(A N B). Stets ist nach
Lemma 2.1.3 dann A(r) eine Untergruppe von A, die mit B wechselseitig
vertauschbar ist. Ware A(r) < A fiir alle r, dann wiirde die Wahl von G
jeweils

B < Ne(A(r))

implizieren. Folglich wiirde BN auch (A(r) | r ‘ |A|) = A normalisieren, ein
Widerspruch. Wie behauptet existiert also eine Primzahl ¢ mit A(q) = A =

A,(ANB). G
Im Folgenden werden die Félle ¢ # pund ¢ = p A
unterschieden.
! B
Fall I: ¢ # p. AAB
Hier ist natiirlich O (A) = OP(A), und es gilt P
A= 07(A)(ANB) = 0?(A)(AN B) nach (3). 1
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Fiir das betrachtete minimale Gegenbeispiel erhélt man weiter:

(4) B ist eine ¢’-Gruppe:

Zunichst lisst sich ableiten, dass O (B)(A N B) Core-frei in G ist. An-
genommen O7 (B)(AN B) enthalte einen minimalen Normalteiler N von G.
Wie in (2) folgt dann induktiv BN < Ng(AN). Dabei ist mit O (A) schon
ganz A = O7(A)(A N B) ein Subnormalteiler von AOY (B) (vgl. Satz 3.2.3)
und somit insbesondere von AN < AOY(B). Weil |AN : A| = |N| wie in (2)
gezeigt eine p-Potenz ist, erhédlt man mit Lemma 3.2.1 insgesamt

OP(A) = OP(AN) < ANB™.

Als Untergruppe von OP(B) normalisiert BN nach (2) auch AN B und damit
ganz A = OP(A)(AN B). Dieser Widerspruch liefert (O (B)(AN B))g = 1,
wie behauptet.

Eine erneute Anwendung von Satz 3.2.3 zeigt im néchsten Schritt, dass
O7(B) und damit O7(B)(A N B) subnormal in BOY(A) = BA = G ist.
Nach Lemma 3.2.2 wird daher O9(O% (B)(A N B)) von O (A) normalisiert.
Deshalb gilt

S

(0707 (B))° = (0°(0 (B)) >

)
— (0%(0"(B)
< (0%(07 (B)(AN B)))°" ™ = 0907 (B)(AN BY)),

und (07(0%(B)))¢ ist ein in O7(B)(A N B) enthaltener Normalteiler von
G. Wie geschen ist somit O9(07(B)) = 1 und O (B) ein g-Subnormalteiler
von G. Als solcher muss O (B) aber wie behauptet trivial sein, da sonst im

)
)o@
(

Widerspruch zu (2) ein (minimaler) g-Normalteiler von G existieren wiirde.

(5) Das Gegenbeispiel existiert nicht in Fall I:
B ist (4) zufolge eine ¢’-Gruppe und A nach Lemma 3.3.2 subnormal in
ABX, woraus man mit Lemma 3.2.2 auf

BN = 01(BY) < Ng(07(A))

schlieRen kann. Weil auierdem wie in (2) gezeigt BN < OP(B) < Ng(AN B)
gilt, normalisiert B damit ganz A = O% (A)(AN B), was den endgiiltigen
Widerspruch in Fall I darstellt.
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Zu untersuchen bleibt somit noch
Fall IT: ¢ = p.

Entscheidend war in Fall I die Subnormalitdt von A in ABY und die
Konsequenz, dass O7 (A) von der ¢’-Gruppe BN normalisiert wird. Entspre-
chendes kann man nun fiir die p’-Elemente von B zeigen und desweiteren
die Faktorisierung von BN aus Lemma 3.3.3 nutzen. Es gilt nimlich:

(4)” (OP(B))N normalisiert A:
Wiére B = OP(B)(AN B), dann wiirde

(2)
14 (ANB)S = (AnNB)BAZ (4np)A< A

gelten und im Widerspruch zu (1) ein nichttrivialer Normalteiler von G in A
existieren. Also ist OP(B)(ANB) eine echte Untergruppe von B und aufserdem
wechselseitig vertauschbar mit A (vgl. Lemma 2.1.3). Die Wahl von G bedingt
daher

(OP(B)(AN B)™ < Ne(4),
was wegen (OP(B))N < (OP(B)(AN B))YN die Behauptung liefert.

(5)” Das Gegenbeispiel existiert auch nicht in Fall II:
Nach (2) und (3) ist A eine p-Gruppe. Aus der Subnormalitdt von A in
AB™ (vgl. Lemma 3.3.2) folgt mit Lemma 3.2.2 deshalb

OP(BY) < Ng(O¥'(A)) = Ng(A).

Gemeinsam mit (4)" und der Faktorisierung von BN aus Lemma 3.3.3 fiihrt
dies auf

BY = (0*(B))O?(BY) < Ng(A)
und somit auf den endgiiltigen Widerspruch in Fall II.

Ein Gegenbeispiel kann also nicht existieren, und damit ist die Behaup-
tung bewiesen. O
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Bemerkungen. Sei G = AB wechselseitig vertauschbares Produkt der Un-
tergruppen A und B.

(a) Das nilpotente Residuum B normalisiert A, wird aber umgekehrt von
A im Allgemeinen nicht normalisiert. Ansonsten wire BY ein Normalteiler
von G = AB, dies ist aber etwa in Beispiel 2.2.3 wie gesehen nicht der Fall.
(b) Satz 3.3.4 legt die Frage nahe, ob A nicht nur vom nilpotenten Residu-
um B, sondern vielleicht sogar von der Kommutatorgruppe B’ normalisiert
wird. Diese Frage ist aber im Allgemeinen zu verneinen, wie in Beispiel 2.2.2
gezeigt wurde.

Das folgende Korollar zu Satz 3.3.4 ist eine deutliche Verallgemeinerung
von Lemma 3.3.1. Es erweitert den Inhalt dieses Lemmas auf nicht-geséattigte
Formationen, lisst als Voraussetzung die Gleichheit B¥ = O™ (BY) (anstelle

von BT = O (BY)) fiir bestimmte Primzahlmengen 7 zu und liefert statt
BY < Ng(OP(A)) die stirkere Aussage B < Ng(A).

Korollar 3.3.5. Seien A und B wechselseitig vertauschbare Untergruppen
einer Gruppe G und F eine Formation.

Ist BY = O™ (BY) fiir eine Primzahlmenge © mit N, C F (etwa © C Char(F)
und F gesittigt), dann wird A von BY normalisiert.

Beweis. Die Voraussetzungen ergeben
Bf}r _ Oﬂ/(Bf}r) < OW’(BNW) < BN,
und somit folgt die Behauptung direkt aus Satz 3.3.4. U

Bemerkung. Anstelle von BY = O™ (BY) ist natiirlich auch die (in nicht-

auflosbaren Gruppen méglicherweise) schwéchere Voraussetzung
B7 = Or(BY) fiir alle p € '

hinreichend, welche B¥ = BN~ bedeutet.
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3.4 Eigenschaften bei Core-freiem Schnitt von
Aund B

Genauer studiert werden in dieser Arbeit auch wechselseitig vertauschbare
Produkte G = AB, bei denen AN B keinen nichttrivialen Normalteiler von G
enthélt. Dieser letzte Abschnitt von Kapitel 3 stellt einige Eigenschaften einer
solchen Gruppe GG = AB vor; darauf bauen schlieklich die Beweise in Kapitel
6 zu wechselseitig vertauschbaren Produkten und geséttigten Formationen
auf. Zu diesem Zweck wird im Folgenden fiir einen minimalen Normalteiler
N von G die Untergruppe T' = (ANNBN ) betrachtet. Der Nutzen zeigt sich
in Induktionsbeweisen: Wihrend die Ergebnisse von Abschnitt 3.4 Auskunft
iiber den Normalteiler T" geben, erlaubt die Induktionsannahme eine Aussage
iiber G/T, denn diese Faktorgruppe ist nach Definition von T wieder ein
wechselseitig vertauschbares Produkt zweier Faktoren mit einem Core-freien
Schnitt. Eine beispielhafte Demonstration dieser Argumentationsméglichkeit
findet sich am Ende des Abschnitts (Korollar 3.4.4).

Der erste Satz listet einige Eigenschaften von 7" und Cg(T') auf.

Satz 3.4.1. Sei G = AB wechselseitig vertauschbares Produkt der Untergrup-

pen A und B mit (AN B)g = 1. Sei weiter N ein minimaler Normalteiler
von G, und setze T'= (AN N BN)g (> N).
Ist T'# N, dann gilt:

(1) T ist eine elementarabelsche p-Gruppe fir eine Primzahl p.

Ist dabei N < B, dann gilt zudem (wobei C = Cq(T) gesetzt ist):

(2) BC/C ist eine p-Gruppe,
(3) T/(ANT) (= N) hat Ordnung p,
(4) AC/C ist im Klassenprodukt S,A enthalten,

(5) alle von p verschiedenen Primteiler von |AC/C| teilen p — 1,
(6) G/C ist p-abgeschlossen.
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Beweis. Der Beweis von Aussage (1) erfolgt in zwei Schritten. Zunéchst wird
gezeigt:

(1)’ N ist eine elementarabelsche p-Gruppe fiir eine Primzahl p:

Nach Satz 2.3.5 haben A und B die Deck-Meide Eigenschaft. Dabei ist
der Fall, dass N von A und B gedeckt wird, aufgrund der Voraussetzung
(AN B)g = 1 unméglich.

Wird N von A und B gemieden, dann ist Satz 2.3.5 zufolge |N| = p fiir
eine Primzahl p und nichts weiter zu zeigen.

Es bleibt der Fall zu untersuchen, dass N von einem der Faktoren A bzw.
B gemieden und vom anderen gedeckt wird. O.B.d.A. sei AN N = 1 und
N < B.Mit T < ANNB < B erhilt man dann ANT = ANBNT, weshalb
ANT subnormal in 7" ist. Auferdem hat (AN B)g = 1 nach Lemma 2.3.2
zur Folge, dass AN B und damit ANT = AN BNT nilpotent ist. Daher gilt

ANT < Fit(T). (%)

Als charakteristische Untergruppe von 7' < G ist Fit(7') normal in G, so dass
NNFit(T) =1 oder N < Fit(T) ist. Ware N NFit(7T) = 1, dann wiirde mit
T=ANNT = (ANT)N und der Inklusion (x) die Gleichheit

Fit(T) =T NFit(T) = (ANT)N NFit(T) © (ANT)(NNFit(T)) =ANT

folgen. Somit wire Fit(7) = ANT ein in AN B enthaltener Normalteiler von
G, also trivial wegen (AN B)g = 1. Es wiirde daher

T=(ANT)N =N

gelten, ein Widerspruch zur Voraussetzung T' # N. Demnach ist N < Fit(7),
weshalb N nilpotent und damit wie behauptet eine elementarabelsche p-
Gruppe fiir eine Primzahl p ist.

Mit Hilfe von (1)’ ldsst sich nun beweisen:
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(1) T ist eine elementarabelsche p-Gruppe:

Zunéachst gilt T'= (ANT)N = (BNT)N.
Da |N| wie in (1)’ gezeigt eine p-Potenz
ist, trifft dies folglich auch auf die Indizes
T : ANT| und |T : BNT| (welche |N| tei- ANT
len) zu. Weiter ist (ANT)(BNT) nach Lem-
ma 2.3.1 eine Untergruppe von G und daher BNT
|[ANT : ANBNT| = |(ANT)(BNT): BNT)|
als Teiler von |T" : B N T| ebenfalls eine p-
Potenz. Man erhélt, dass AN BN T ein Subnormalteiler von 7' mit p-Index
T:ANBNT|=|T:ANT||ANT : An BNT)|ist. Das bedeutet Lemma
3.2.1 zufolge

ANBNT

OP(ANBNT)=0"T)charT <G,

so dass OP(T') normal in G und in AN B enthalten ist. Wie (AN B)¢ ist also
auch OP(T) trivial und 7" eine p-Gruppe. Insbesondere ist nun N < Soc(7T') <
Z(T), woraus ANT < (ANT)N =T und BNT < (BNT)N =T folgt.
Dabei sind T/(ANT) und T/(B NT) isomorph zu Faktorgruppen von N,
also elementarabelsch nach (1)’. Folglich ist

T'TP < ANBNT und T'T? char T < G,

weshalb wieder blo 7"T? = 1 bleibt und T tatsachlich eine elementarabelsche
p-Gruppe ist.

G
AN
A Im weiteren Verlauf des Beweises sei nun
B N < B. Natiirlich ist dann auch T' = (ANNB)¢
in B enthalten. Aufserdem ist AN N = 1, denn
ANB sonst wire N < AN B im Widerspruch zur Vor-
T aussetzung (AN B)g = 1.
ANT
N
1
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(2) BC/C ist eine p-Gruppe (wobei C' = Cq(T)):

Aus der wechselseitigen Vertauschbarkeit von A und B lasst sich folgern,
dass AN B eine quasinormale Untergruppe von B ist (das heifft mit allen
Untergruppen von B vertauscht). Nach einem Ergebnis von R. MAIER und P.
SCHMID (vgl. [25, Theorem|) ist daher (ANB)/(ANB)p in Zo(B/(ANDB)p)
enthalten, dem Hyperzentrum von B/(A N B)g. Insbesondere wird jede p-
Untergruppe von AN B von allen p’-Elementen aus B (und damit von deren
Erzeugnis OP(B)) modulo (A N B)p zentralisiert. Weil A N7 nach (1) eine
p-Gruppe (und in AN B enthalten) ist, gilt also

[ANT,OP(B)| < (ANB)pNT =AgNBNT =AspNT =AcNT.

Die Untergruppe Ag N7 ist ein in AN B enthaltener Normalteiler von G und
deshalb trivial. Folglich wird ANT und damit auch (ANT)? = (ANT)A8 =
(ANT)% von OP(B) zentralisiert. Dabei gilt fiir den Normalteiler (AN T)%
von G entweder NN(ANT)Y =1 oder N < (ANT)¢. Wire NN(ANT)Y =1,
dann wiirde mit 7= AN NT = (ANT)N die Gleichheit

(ANT)Y = TN(ANT)Y = (ANT)NN(ANT)® = (ANT)(NN(ANT)®) = ANT

folgen. Somit wire A NT normal in G und in A N B enthalten, also trivial.
Es wiirde daher

T=(ANT)N =N
gelten, ein Widerspruch zur Voraussetzung T # N. Also ist N < (ANT)%,
und mit 7= (ANT)N < (ANT)Y < T folgt
OP(B) < Ca((ANT)®) = Ca(T) = C.
Wie behauptet ist BC'/C' eine p-Gruppe.

(3) T/(ANT) (= N) hat Ordnung p:
Natiirlich ist ANT normal in 7" (T ist abelsch nach (1)). Die Gleichheiten
T=(ANT)N und AN N =1 liefern dabei

T/(ANT)=(ANT)N/(ANT)=Z N/(ANTNN)=N.

Es bleibt zu zeigen, dass der minimale Normalteiler NV zyklisch ist. Unter der
gegenteiligen Annahme wére neben OP(B) (vgl. (2)) auch A in Cg(N) ent-
halten, wie man aus Satz 2.3.5 erhélt. Damit wére G/Cg(N) eine p-Gruppe,
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also der minimale p-Normalteiler N schon zentral in G und insbesondere
zyklisch. Dieser Widerspruch fiihrt auf die Behauptung | N| = p.

(4) AC/C ist im Klassenprodukt 8,4 enthalten:

G/C' ist wechselseitig vertauschbares Pro-
dukt der Faktorgruppen AC/C und BC/C.
Deshalb ist das Produkt (AC/C)(BC/C') eine
Untergruppe und (AC/C)" ein Subnormaltei- 4/~
ler von G/C (vgl. Satz 2.3.3). Dessen Index in
(AC/C)Y(BC/C) ist nach (2) eine p-Potenz.
Lemma 3.2.1 zufolge ist daher

A'BC

BC

C
OP((AC/CY) = OP((AC/C)(BC/C)) 4 (AC/C)(BC/C),

so dass OP((AC/C)") = OP(A")C/C von BC/C und natiirlich auch von
AC//C normalisiert wird. Folglich ist OP(A’)C' ein Normalteiler von G = AB,
womit auch

[07(A), T] = [O"(A)C, T

normal in G ist. Bei der Operation von A auf 7//(ANT) via Konjugation ist
die induzierte Automorphismengruppe (3) zufolge abelsch. Somit operieren
A" und insbesondere OP(A’) trivial auf T/(ANT'), weshalb

(OP(A),T] < ANT

gilt. Insgesamt erhélt man, dass [OP(A’), T] ein in AN B enthaltener Normal-
teiler von G ist. Nach Voraussetzung ist also [OP(A’),T] = 1 und OP(4’) <
Cq(T) = C'. In der Tat ist demnach (AC/C)’ eine p-Gruppe.

(5) Alle von p verschiedenen Primteiler von |AC'/C]| teilen p — 1:
Angenommen es existiere ein Primteiler ¢ von |AC/C|, ¢ # p, der p — 1
nicht teilt. Die Primzahlmengen m = {¢} und p = {p} erfiillen dann die Vor-
aussetzung aus Satz 3.2.3, mitsamt der Zusatzbedingung m N p = ). Fir die
wechselseitig vertauschbaren Faktorgruppen AC/C und BC/C' gilt demzu-
folge
O7(AC/C) < (AC/C)OP (BC/C).



78 Kapitel 3. Eigenschaften

Nach (2) ist dabei O” (BC/C) = BC/C, also gilt
07 (A)C/C = 07 (AC/C) < (AC/C)(BC/C) = G/C.
Mit O% (A)C' ist nun auch
07(4),T] = [07(A)C. T]

ein Normalteiler von G. Die Ordnung der von A auf T'/(A NT) induzierten
Automorphismengruppe teilt p — 1 nach (3). Weil ¢ kein Teiler von p — 1 ist,
operieren also alle g-Elemente von A trivial auf 7/(ANT), und es gilt

[O7(A),T] < ANT.

Insgesamt ist folglich [O7 (A),T] normal in G und in AN B enthalten. Es
bleibt wieder blof [09(A),T] = 1 und O%(A) < Cg(T) = C. Damit ist
AC/C eine ¢’-Gruppe, und ¢ kann kein Primteiler von |AC/C| sein. Dieser
Widerspruch liefert, dass samtliche Primteiler von |AC/C| aufser p tatséchlich
p — 1 teilen.

(6) G/C ist p-abgeschlossen:

Die Primzahlmenge 7 = {q € P | ¢ ‘ |AC/C| und q # p} ist p-spezial
(vgl. Definition 3.2.5): Jede Primzahl ¢ € 7 teilt p — 1 nach (5), folglich kann
p kein Teiler von ¢(q — 1) sein fiir alle g € .

AC Aus (4) und der Definition von 7 erhdlt man weiter, dass

T AC/C im Klassenprodukt §,E, enthalten ist. Dasselbe gilt
nach (2) fiir die p-Gruppe BC/C. Aus Korollar 3.2.6 folgt

AC nun, dass auch G/C als wechselseitig vertauschbares Pro-
P dukt von AC/C und BC/C zu 8,E, gehort. Da p nicht in 7
C enthalten ist, ist G/C somit wie behauptet p-abgeschlossen.
Damit ist der ganze Satz bewiesen. O

Als wichtige Konsequenzen fiir spétere Beweise erweisen sich die nach-
stehenden Aussagen zur Zentralisation der G-Hauptfaktoren unterhalb von

T.



Kapitel 3. Eigenschaften 79

Korollar 3.4.2. Sei G = AB wechselseitig vertauschbares Produkt der Un-
tergruppen A und B mit (AN B)g = 1. Sei weiter N ein minimaler Normal-
teiler von G mit N < B, und setze T = (AN N B)g (> N).

Ist' T # N, dann zentralisiert B simtliche G-Hauptfaktoren unterhalb von T .

Beweis. Ein Hauptfaktor H/K von G mit 1 < K < H < T ist nach Satz
3.4.1 eine p-Gruppe (p € P). Sei nun G

X/C = 0,(G/C), /
wobei wieder C' = Cg(T') gesetzt ist. Dann ist
XCq(H/K)/Cq(H/K) ein p-Normalteiler von X
G/Cq(H/K) (man beachte C' < Cg(H/K)),
also trivial (H/K ist ein p-Hauptfaktor). Dar-

tiber hinaus ist G/C Satz 3.4.1 zufolge p-abge-
schlossen und BC/C' eine p-Untergruppe. Ins-

P Co(H/K)

gesamt erhéalt man

C
BC/C < X/C < Co(H/K)/C

und damit die Behauptung, dass H/K von B zentralisiert wird. O

Eine &hnliche Aussage wie Korollar 3.4.2 liefert im Fall T = N das in
Satz 2.3.5 angefiihrte Ergebnis von J. C. BEIDLEMAN und H. HEINEKEN
[13]: Unter der Voraussetzung (AN B)g = 1 und T'= N < B ist natiirlich
AN N =1, und in dieser Situation gilt Satz 2.3.5 zufolge A < C(T') oder
B < Cg(T). Die beiden Félle T # N und 7' = N konnen daher wie folgt
zusammengefasst werden.

Korollar 3.4.3. Sei G = AB wechselseitig vertauschbares Produkt der Un-
tergruppen A und B mit (AN B)g = 1. Sei weiter N ein minimaler Normal-
teiler von G mit N < B, und setze T = (AN N B)g.

Dann zentralisiert A oder B samtliche G-Hauptfaktoren unterhalb von T.

Die abschlieffende Anwendung der Ergebnisse dieses Abschnitts demons-
triert, wie sich mit deren Hilfe in Induktionsbeweisen argumentieren lasst.
Es wird ein Satz von A. BALLESTER-BOLINCHES, J. COSSEY und M. C.
PEDRAZA-AGUILERA [7] sowie J. C. BEIDLEMAN und H. HEINEKEN [12]
abgeleitet.
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Korollar 3.4.4 (|7, Theorem 2], [12, Theorem 3 (2)|). Sei G = AB wechsel-
seitig vertauschbares Produkt der Untergruppen A und B mit (AN B)g = 1.
Sind alle Hauptfaktoren von A und B einfach, dann auch die von G.

Beweis. Der Beweis erfolgt durch Induktion nach der Ordnung von G = AB.
Korollar 3.1.2 zufolge existiert ein minimaler Normalteiler N von G in A
oder B; 0.B.d.A. sei N < B. Da sich die Voraussetzungen des Korollars
auf die Faktorgruppe G/T (mit T = (AN N B)g) ibertragen, sind nach
Induktionsannahme alle G-Hauptfaktoren oberhalb von 7" einfach.

Fiir einen G-Hauptfaktor H/K unterhalb von T existiert nach Korollar
3.4.3 eine Untergruppe X € {A, B}, welche H/K zentralisiert. Wird H/K
dabei von der Untergruppe Y € {A, B} \ { X} gemieden, so ist dieser Haupt-
faktor Satz 2.3.5 zufolge zyklisch. Andernfalls wird H/K von Y gedeckt und
ist isomorph zu einem Y -Hauptfaktor, also nach Voraussetzung einfach. Auch
alle Hauptfaktoren von G unterhalb von 7' sind folglich einfache Gruppen,
und die Behauptung ist bewiesen. O



Kapitel 4

Wechselseitig vertauschbare
Produkte und Fittingklassen

In den Kapiteln 4, 5 und 6 dieser Arbeit findet das Studium wechselseitig ver-
tauschbarer Produkte im Rahmen von verschiedenen Klassen von Gruppen
statt.

Kapitel 4 nimmt diesbeziiglich zundchst Fittingklassen in den Blick. Vor
dem Hintergrund der bereits mehrfach untersuchten Ndhe wechselseitig ver-
tauschbarer zu normalen Produkten bietet sich das in besonderem Malfse an,
denn Fittingklassen sind abgeschlossen unter der Bildung von Normalteilern
und normaler Produkte. Die Situation ist fiir wechselseitig vertauschbare Pro-
dukte G = AB jedoch eine andere: Dort vererbt sich die Zugehorigkeit zu
einer Fittingklasse im Allgemeinen weder von G auf A und B noch in die um-
gekehrte Richtung (vgl. [15]). (Eine Ausnahme bilden hier wie gesehen die
in [13] konstruierten Fittingklassen aus Korollar 3.2.6 und Korollar 3.2.7.)
Nichtsdestoweniger verhalten sich wechselseitig vertauschbare Produkte be-
ziiglich Fittingklassen “beinahe” wie normale Produkte. Mit der Subnorma-
litdt von A" und B’ in G (vgl. Satz 2.3.3) erhélt man nédmlich unmittelbar:

Sei G = AB wechselseitig vertauschbares Produkt der Untergrup-
pen A und B und F eine Fittingklasse. (+)
Ist G in F enthalten, dann gehoren auch A" und B’ zu F.

In [15] wurde gezeigt, dass auch die zu (+) duale Aussage gilt:
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Sei G = AB wechselseitig vertauschbares Produkt der Untergrup-
pen A und B und F eine Fittingklasse. (++)
Gehoren A und B zu &F, dann ist auch G' in F enthalten.

In diesem Kapitel wird das Verhalten der zu einer Fittingklasse JF ge-
horenden Radikale A, By und Gg in einem wechselseitig vertauschbaren
Produkt G = AB untersucht, was Erweiterungen der Ergebnisse (+) und
(4++) zur Folge hat. Diesbeziiglich liefert die Subnormalitét von A" und B’ in
G zunéachst sofort die Inklusionen A’ NGy < Ay und B’ N Gy < By, welche
natiirlich die Aussage (+) verallgemeinern. Die Symmetrie der Resultate (+)
und (++) fithrt nun auf die Frage, ob sich (4++) auf analoge Weise erweitern
lasst, ndmlich durch die Inklusion G’ N (A, By) < Gg. Das Hauptziel von
Kapitel 4 ist es zu beweisen, dass diese Frage positiv beantwortet werden
kann. (Die Ergebnisse dieses Kapitels wurden bereits in [16] publiziert.)

4.1 Ag5 und Bjs sind wechselseitig vertauschbar
(F Fittingklasse)

Hierflir behandelt der erste Abschnitt zunédchst die Gruppe (Ag, By). Im
folgenden Satz wird insbesondere die Gleichheit (A, By) = A5Bg gezeigt,
das heift das Produkt AgBg ist schon eine Untergruppe eines wechselseitig
vertauschbaren Produkts G = AB. Tatséachlich vertauschen Ay und Bg nicht
nur, sondern sind sogar ihrerseits wechselseitig vertauschbar.

Satz 4.1.1. Sei G = AB wechselseitig vertauschbares Produkt der Unter-
gruppen A und B und F eine Fittingklasse.

Dann sind A5 und Bg wechselseitig vertauschbar; insbesondere ist AxBy eine
Untergruppe von G.

Beweis. Im ersten (und groften) Teil des Beweises wird zunéchst gezeigt,
dass AgBg eine Untergruppe von G ist. Angenommen diese Behauptung
sei falsch. Sei dann G = AB ein wechselseitig vertauschbares Produkt mit
AgBg £ G fiir eine Fittingklasse F und mit |G|+ |A||B| minimal unter allen
Gegenbeispielen. Fiir diese Gruppe G = AB gilt:
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(1) A= A5(AN B) und B = B5(AN B):
Die Untergruppen A5(ANB) und B sind nach Lemma 2.1.3 wechselseitig
vertauschbar. Wire A5(A N B) < A, dann wiirde die Wahl von G also

(As(AN B))sBs < G
bedingen. Dabei ist aber A5(A N B) subnormal in A und deshalb
(Ag(A N B))SF = Ag(A N B) N Ag = Ag.
Folglich ware
AgBy = (A5(AN B))sBs < G
im Widerspruch zur Wahl von G. Also ist tatsichlich A = A5(A N B), und
analog folgt B = By(AN B).

(2) G = <A§, Bg):

Setze J = (Ag, By). Die Untergruppen JN A und JN B sind Lemma 2.3.1
zufolge wechselseitig vertauschbar. Ware J < (G, dann wiirde nach Wahl von
G deshalb

(JNA)F(JNB)s <G

gelten. Dabei ist aber natiirlich J < (J, AN B) L G, wegen der Normalitat
von J N Ain A also
(JﬂA)gZJﬂAgZAg

und entsprechend (J N B)g = Bg. Demnach wére
AgBg = (J N A)g(J N B)j}‘ <@,
ein Widerspruch. In der Tat ist daher J = G = (A, By).

G In jedem wechselseitig vertauschbaren Pro-
AM dukt G = AB existieren nach Satz 2.3.4 Unter-
ruppen L und M mit folgenden Eigenschaften:
A ;g SpP g g
LM (i) A<L<A B <M<B,
L
el B (i) ANB=LNM,
M
ANB (iii) L, M <4G,
1 (iv) G < LBNAM = LM.
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Fiir das betrachtete minimale Gegenbeispiel gilt damit weiter:
(3) Lf;M_f; = (LM)(; S] GI
Als Normalteiler von A erfiillt L die Gleichung Ly = L N Ag, so dass (1)

zufolge L Qrn Ay(ANB) = (LN A5)(AN B) = Ly(A N B) ist. Unter
Beriicksichtigung der Subnormalitét von L und M in G gilt somit

LyMg = Lg(M N (LM)5) = LsgM N (LM)5 = Ly(ANB)M N (LM)+
= LM N (LM)y = (LM)gchar LM <G,
also wie behauptet LgMg = (LM)5 < G.
(4) G/LgMy ist nilpotent:
Aufgrund der Normalitdt von LgMg in G ist AgMg = AgLgMg eine

Untergruppe von G. Wie in (3) lasst sich auferdem M = Ms(A N B) sehen,
so dass

AgMy < Ag(AN B)My 2 AM G

gilt. Natiirlich ist auch LM < AM. /
Folglich ist A /

—
(LM, Ag Ms] Ay T L7/ LB

< LM N AsMs LM |
— (LM N Ag) My As(T L
— (LN Ag) Mg M

= LgMy L

und Ay < Cg(LM/LyMyg). Analog M
erhélt man By < Cq(LM/LgMsg).
Nach (2) wird G von Ag und Byer- (AN|(B)g
zeugt, daher ist LM /LyMy zentral

in G/LyMsg. Weil die Faktorgruppe
G/LM abelsch ist, folgt damit die 1
Nilpotenz von G/LgMsy-.
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(5) G/LyMy ist eine p-Gruppe fiir eine Primzahl p:

Fiir jede Primzahl ¢ setze G(q) = G,LyMs, wobei G, eine ¢-Sylowunter-
gruppe von G sei. Dabei ist die Definition der Untergruppe G(q) wegen
der Nilpotenz von G/LsMg unabhéngig von der speziellen Wahl von G, €
Syl,(G). Angenommen es sei G(q) < G fiir alle ¢ € P. Da die Untergruppen
G(q) N A und G(q) N B nach Lemma 2.3.1 wechselseitig vertauschbar sind,
bedingt die Wahl von G dann jeweils

(Glq) N A)x(G(g) N B)y < G.
Die Nilpotenz von G/ LyMsy liefert natiirlich G(g) < G, was
(G(g)NA)g =G(q) N Ag
und (G(q) N B)s = G(q) N By bedeutet. Demzufolge ist
(G(q) N Ag)(G(q) N By) < G

fiir jede Primzahl ¢. Dabei gilt aber:

(i) (G(q) N A5)(G(q) N Bg) vertauscht mit (G(p) N A5)(G(p) N By) fiir
Primzahlen ¢ # p:

Der Grund dafiir ist, dass die Faktorgruppen dieser Produkte modulo
LyMg eine g- bzw. p-Gruppe sind und sich wegen der Nilpotenz von
G/LyMg daher zentralisieren.

(ii) G(q) N Ag vertauscht mit G(p) N By fiir Primzahlen ¢ # p:
Fiir die Gruppen (G(¢q) N Ay) M5 und L5(G(p) N By) folgt dies wie in
(i), also ist

G > (G(q) N Ag)MsLs(G(p) N By)
= (G(q) N Ag)LyM5(G(p) N By)
= (G(q) N A)(G(p) N By).

(iil) Ay = quP(G(q) N Ag) und By = quP(G(q) N Bg):
Dies erhilt man unmittelbar aus der Definition und Normalitat von

G(q).
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Insgesamt ist daher

¢ 2 [[(Ga) N As)(Glo) N Bs)

q€eP

DTG n A9 T[(G(a) N Bs)
qeP qeP

o AgBg

im Widerspruch zur Wahl von G. Tatséchlich existiert also eine Primzahl p
mit G(p) = G = G,LgMsg, und wie behauptet ist G/LyMg eine p-Gruppe.

(6) A= O"(A)ANB)und B = O (B)(AN B):

Nach (5) ist A/(LyMg N A) eine p-Gruppe. Dabei folgt unter Beriick-
sichtigung der Subnormalitit von AN B in G die Gleichheit LgMsN A =
Ly(MsNA) = Lyg(MygN AN B) = Ly(AN B)y = Ly, so dass also Ay =
OP' (Ag)Lg ist. Aus O (A)(A N B) << A schlieft man weiter OF' (Ag) <
(OP'(A)(AN B))g < Az und erhilt insgesamt

Ag = (O (A)(AN B))sLs. (

~—

Wire nun O (A)(AN B) < A, dann wiirde die Wahl von G auf
(O"(A)(AN B))sBs < G

fiithren (nach Lemma 2.1.3 sind die Untergruppen O” (A)(A N B) und B
wechselseitig vertauschbar). Wegen der Normalitdt von LyMg in G wére
dann aber auch

AgBs € (O” (A)(AN B))sLyBy
= (0" (A)(AN B))g(LgMs)Bs < G,

ein Widerspruch. Daher ist in der Tat A = O” (A)(AN B), und entsprechend
folgt B = O” (B)(AN B).

(7) Das Gegenbeispiel existiert nicht:
Fiir die wechselseitig vertauschbaren Untergruppen A und B gilt Satz
3.2.3 zufolge O¥ (A) <9< AOP' (B). Wegen der Gleichheiten aus (6) bedeutet
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das O (A) << AO¥ (B) © aup = G, und natiirlich ist auch A N B I4G.
Also ist
Ay 2 A2 0 (A)(ANB) €<,

und ganz analog erhdlt man By < B I<4G. Als Erzeugnis von F-Subnormal-
teilern ist nun G & (Ag, By) selbst in F enthalten, denn F ist eine Fitting-
klasse. Dann gehoren aber auch die Subnormalteiler A und B von G zu JF,
was zum endgiiltigen Widerspruch

AgBy = AB =G
fihrt.

Im Ganzen ist somit gezeigt worden, dass As5Bg in jedem wechselseitig
vertauschbaren Produkt G = AB eine Untergruppe darstellt. Damit lésst
sich nun in wenigen Schritten verifizieren, dass Ay und Bg tatsdchlich sogar
wechselseitig vertauschbar sind. Da AgBg < G gilt, ist ndmlich Lemma 2.3.1
anwendbar und liefert die wechselseitige Vertauschbarkeit der Untergruppen
A5BsN A und AgBsN B. Wegen der Subnormalitit von AN B in G ist dabei

AgByNA=A5(ByfNANB) =As(AN B)gy = Ag,

und auf entsprechende Weise folgt AgyBgN B = Bg. Die Behauptung ist nun
vollstandig bewiesen. O
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4.2 G'NAsBs < Gy

Sei G = AB wechselseitig vertauschbares Produkt der Untergruppen A und
B und ¥ eine Fittingklasse. Mit Hilfe der in Satz 4.1.1 aufgezeigten (wechsel-
seitigen) Vertauschbarkeit der F-Radikale Ay und By wird im nachstehenden
Satz nun (insbesondere) die Inklusion G'NA5Bs < G5 bewiesen. Diese erwei-
tert das Resultat (++) von Seite 82 und dualisiert zugleich die Inklusionen
A'NGy < Ay und B'N G5 < By.

Satz 4.2.1. Sei G = AB wechselseitig vertauschbares Produkt der Unter-
gruppen A und B und F eine Fittingklasse.

Dann ist G'NAgBg ein in F enthaltener Subnormalteiler von G; insbesondere
ngt G/ N Ang S Gg.

Beweis. Nach Satz 4.1.1 ist AgBgy < (. Seien nun L und M wie im Be-
weis dieses Satzes (vgl. Satz 2.3.4). Fiir diese Untergruppen erhdlt man
LB N AsBy = (LBN AN A5)By = (LN Ag)By = LgBg, das letzte
Gleichheitszeichen wegen der Normalitdt von L in A. Auf analoge Weise
folgt AM N AsBs = AgMs, und somit gilt

LM N AsyBy = LBNAM N A5By = LgBy N AsMg = Lg(Bgy N Ag) M.

Dabei ist ByN Ay = ByNAsN(ANB) = BsN(ANB)g = (AN B) 45 aufgrund
der Subnormalitdt von AN B in G. Insgesamt fiihrt dies auf die Gleichheit

LM N Ang = Lg(Bg N Ag)Mg{ = Lf{Mg{. (*)

Die Untergruppen Lg und Mg sind F-Subnormalteiler von G, was sich auf
ihr Produkt LgMg vererbt. Aus

G'N AsBy < LM N AyBy = LyM;

folgert man schlieklich die Behauptung, dass auch G'N A5Bg ein Subnormal-
teiler von G und in F enthalten ist. O



Kapitel 4. Fittingklassen 89

Bemerkung. Sei G = AB wechselseitig vertauschbares Produkt der Unter-
gruppen A und B und ¥ eine Fittingklasse. Vor dem Hintergrund von Satz
4.2.1 stellt sich die Frage, ob die Untergruppe AsBg selbst (und nicht nur
G’ N A5Bg) ein Subnormalteiler von G ist. Diese Frage ist aber im Allge-
meinen zu verneinen; so ist beispielsweise die symmetrische Gruppe G = 5,
wechselseitig vertauschbares Produkt der Untergruppen A = A und einer
(zur Diedergruppe Dg isomorphen) 2-Sylowuntergruppe B von G. Dabei ist
Fit(A) Fit(B) = V4B = B natiirlich nicht subnormal in G.

Eine Ausnahme bildet hier die Fittingklasse & = 8 aller auflésbaren Gruppen.
In jedem wechselseitig vertauschbaren Produkt G = AB ist [12, Theorem 4|
zufolge ndmlich Ag = GgsNA und Bg = GgN B, also AgBsg = (GsNA)(GsNB)
ein Normalteiler von G nach Lemma 2.3.1.






Kapitel 5

Wechselseitig vertauschbare
Produkte und Fittingformationen

Nach den vorherigen Untersuchungen hinsichtlich Radikalen und Fittingklas-
sen ist Kapitel 5 dem dualen Untergruppen- und Klassentyp gewidmet, den
Residuen beziiglich Formationen. Es beginnt in Abschnitt 5.1 mit einer Dis-
kussion der folgenden Leitfrage:

Sind die Residuen A¥ und BY zweier wechselseitig vertauschbarer
Faktoren A und B beziiglich einer Formation F (wechselseitig)
vertauschbar?

Ein Ergebnis des zweiten Abschnitts (Satz 5.2.1) besagt, dass die Vertausch-
barkeit der F-Residuen vorliegt, wenn JF eine Fittingformation ist. Dieses
Resultat wird im abschliefsenden Teil dazu genutzt, eine weitere Verallge-
meinerung der Aussagen (+) und (++) aus Kapitel 4 (vgl. Seite 81f.) fiir
Fittingformationen aufzuzeigen.

5.1 Diskussion: Vertauschbarkeit von Residuen

Die eben angefiihrte Leitfrage dieses Abschnitts (welche auch in spéteren Tei-
len der Arbeit wieder aufgegriffen wird) ist aus verschiedenen Griinden von
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Interesse: Zum einen fillt die Antwort nach Satz 4.1.1 fiir den dualen Unter-
gruppentyp, die zu einer Fittingklasse gehorenden Radikale, positiv aus. Zum
anderen motiviert das Verstdndnis wechselseitig vertauschbarer Produkte als
Verallgemeinerung normaler Produkte ohnehin die Untersuchung, ob charak-
teristische Untergruppen zweier wechselseitig vertauschbarer Faktoren (wie
im Fall zweier Normalteiler) miteinander vertauschen.

Tatséchlich ermdglichen die Strukturresultate aus Abschnitt 3.3 zunéchst
eine positive Antwort auf die vorgestellte Leitfrage.

Satz 5.1.1. Sei G = AB wechselseitig vertauschbares Produkt der Untergrup-
pen A und B und F eine Formation, welche die Klasse N aller nilpotenten
Gruppen enthdlt.

Dann normalisieren sich A7 und B7.

Beweis. Die Voraussetzung N C F und Satz 3.3.4 ergeben
AT < AN < Ng(B) < Ng(BY),

und entsprechend folgt BY < Ng(AY). O

Im Fall N C F sind die F-Residuen A% und BY nach Satz 5.1.1 insbe-
sondere also wechselseitig vertauschbar, und A% BY ist eine Untergruppe von
G = AB. Genauer ist A7BY in dieser Situation subnormal in G.

Korollar 5.1.2. Sei G = AB wechselseitig vertauschbares Produkt der Un-
tergruppen A und B und F eine Formation, welche die Klasse N aller nilpo-
tenten Gruppen enthdlt.

Dann ist AYBY ein Subnormalteiler von G.

Beweis. Satz 5.1.1 zufolge ist A7B% < G. Nach Voraussetzung ist A¥ < A’,
wobei A’ <G gilt (vgl. Satz 2.3.3). Ebenso ist B < B’ <<\ und daher
wie behauptet A7BY 94 G. O

Bemerkung. Ohne die Bedingung N C F an die Formation F ist (A7, BY)
im Allgemeinen kein Subnormalteiler von G, wie etwa die Klasse aller 3-
Gruppen und die symmetrische Gruppe S zeigen (die Gruppe Ss ist wech-
selseitig vertauschbares Produkt ihrer 3- mit einer 2-Sylowuntergruppe).
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Im weiteren Verlauf dieses Abschnitts wird nun aufgezeigt, was beziiglich
der Vertauschbarkeit von Residuen in wechselseitig vertauschbaren Produk-
ten nicht erwartet werden darf. Die im folgenden Gegenbeispiel vorgestellte
Gruppe taucht in einem anderen Zusammenhang auch in [15, Example (b)]
auf.

Gegenbeispiel 5.1.3. Es existiert ein wechselseitig vertauschbares Produkt
G = AB der Untergruppen A und B und eine Formation F derart, dass
AT BY keine Untergruppe von G ist.

Beweis. Sei P die extraspezielle Gruppe der Ordnung 27 vom Exponenten
3, gegeben durch die Prisentation

P=(z,y|a®=y’=1[z,y] € Z(P)).
P besitzt zwei Automorphismen « und § mit
=12 und y* =y !
sowie 2% =271 und ¢? =y.

Offensichtlich stellt («, 3) < Aut(P) eine elementarabelsche Gruppe der Ord-
nung 4 dar.

Sei nun aQ
G = 1P| (a, AL XTI
[P] - (e, B) /) % (85
das zugehorige semidirekte Produkt mit AN 2 B
den Untergruppen ; “\
@ P W
und B = (3, Z(P),y). \ |
7(
Nach Definition von o und [ ist dabei <P)
3
A= (0)2(P) (2 e
und B = (3)Z(P) x (y). N

Sofort ersichtlich ist die Gleichheit G = AB, und desweiteren gilt:
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(1) A und B sind wechselseitig vertauschbar:

Nach dem Kriterium aus Lemma 2.1.5 ist dies dquivalent zur wechsel-
seitigen Vertauschbarkeit von A/Z(P) und B/Z(P). Letztere ist leicht ein-
zusehen: A/Z(P) = ((a)Z(P)/Z(P)) x ({(x)Z(P)/Z(P)) besitzt als (echte
und nichttriviale) Untergruppen nur («)Z(P)/Z(P) und (x)Z(P)/Z(P); fiir
beide ist die Vertauschbarkeit mit B/Z(P) klar. Die entsprechende Aussage
folgt fiir vertauschte Rollen von A und B genauso.

Schlieflich sei
F = (H | alle 3-Hauptfaktoren von H sind nicht zentral).

Offensichtlich ist F eine Formation. Fiir die zugehorigen Residuen A und
BY der wechselseitig vertauschbaren Untergruppen A und B gilt dann:

(2) AY = (z) und B = (y):

Der minimale 3-Normalteiler (x) von A ist zentral und daher A% # 1.
Auferdem wird Z(P) vom Automorphismus « invertiert, so dass (a)Z(P)
eine nicht-abelsche Gruppe der Ordnung 6 und

ist. Man erhalt
1# A% < ()

und somit die behauptete Gleichheit A” = (x). Analog folgt BY = (y).

Natiirlich sind die Untergruppen (x) und (y) von P nicht vertauschbar,
das heikt das Produkt A% B7 ist keine Untergruppe von G. O

Bemerkungen. (a) Bei der eben konstruierten Gruppe G = AB gilt of-
fensichtlich AT = Z(A) und BY = Z(B). Die Zentren sind daher (neben
den Residuen) ein weiteres Beispiel fiir charakteristische Untergruppen zwei-
er wechselseitig vertauschbarer Faktoren, die im Allgemeinen nicht vertau-
schen.

(b) Fiir die Diskussion der Verwandtschaft wechselseitig vertauschbarer mit
normalen Produkten ist die angefiihrte Gruppe noch unter einem anderen Ge-
sichtspunkt aufschlussreich: Beide wechselseitig vertauschbaren Untergrup-
pen A und B sind hier nicht einmal Subnormalteiler von G = AB.
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Da die Leitfrage dieses Abschnitts fiir eine beliebige Formation F also im
Allgemeinen zu verneinen ist, liegt es nahe, weitere Abschlusseigenschaften
von JF zu ermitteln, welche die Vertauschbarkeit von A% und BY in jedem
wechselseitig vertauschbaren Produkt G = AB garantieren. Diesem Problem
werden in den folgenden Teilen der Arbeit verschiedene Losungen zugefiihrt.
Im Vorhinein sei schon erwéhnt, dass etwa die Formation F = §, (p € P)
die Voraussetzungen erfiillt, unter denen A7B% < G in allen wechselseitig
vertauschbaren Produkten G = AB gilt (vgl. Satz 5.2.1 oder Satz 6.1.1). In
Beispiel 2.2.3 wurde aber ein wechselseitig vertauschbares Produkt G = AB
behandelt, bei dem OP(A) und OP(B) nicht wechselseitig vertauschbar sind
(fiir p # 2,3). Zur Diskussion der (wechselseitigen) Vertauschbarkeit von
Residuen ldsst sich deshalb noch die nachstehende Aussage hinzufiigen.

Gegenbeispiel 5.1.4. Es existieren (S-, No- und Eg-abgeschlossene) For-
mationen F derart, dass A% und B¥ in jedem wechselseitig vertauschbaren
Produkt G = AB der Untergruppen A und B zwar vertauschbar, aber im
Allgemeinen nicht wechselseitig vertauschbar sind.
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5.2 A% und BY sind vertauschbar

(¥ Fittingformation)

In diesem Abschnitt werden erste mogliche Abschlusseigenschaften einer For-
mation F vorgestellt, welche A7B¥ < @ in jedem wechselseitig vertauschba-
ren Produkt G = AB sicherstellen. Eine hinreichende Bedingung ist nach
Satz 5.2.1, dass F eine Fittingformation ist. Vor dem folgenden Hintergrund
erscheint das plausibel: Wie im Zusammenhang mit Satz 2.3.4 diskutiert be-
steht eine gewisse Nédhe von wechselseitig vertauschbaren zu subnormalen
Produkten. Bei einem Produkt G = AB zweier Subnormalteiler A und B ist
die Vertauschbarkeit von A% und BY fiir eine Fittingformation J aber klar,
nach Lemma 1.1.9 gilt dann sogar G7 = A7 BY. Es verwundert deshalb auch
nicht, dass im Beweis von Satz 5.2.1 der Satz 3.2.3 eine Rolle spielt, wel-
cher wie in Abschnitt 3.2 angemerkt beim Auffinden von Subnormalteilern
in wechselseitig vertauschbaren Produkten hilft.

Satz 5.2.1. Sei G = AB wechselseitig vertauschbares Produkt der Unter-
gruppen A und B und F eine Fittingformation.
Dann ist AYBY eine Untergruppe von G.

Beweis. Angenommen die Behauptung sei falsch. Sei dann G = AB ein wech-
selseitig vertauschbares Produkt mit A”B? £ G fiir eine Fittingformation F
und mit |A| + |B| minimal unter allen Gegenbeispielen. Fiir diese Gruppe
G = AB gilt:

(1) Sind Ny, Ny <9 A mit A = N;N,, dann ist A = Ny(A N B) oder
A = Ny(AN B); dieselbe Aussage gilt auch fiir B:

Die Untergruppen N;(AN B) und B (i € {1,2}) sind nach Lemma 2.1.3
wechselseitig vertauschbar. Wére N;(A N B) < A fiir beide i € {1,2}, dann
wiirde die Wahl von G also

(Ni(ANnB)"BY <@

bedingen. Dabei ist N;(A N B) Produkt zweier Subnormalteiler von A und
deshalb
(Ni(ANB))” = (N)7(An B)”
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nach Lemma 1.1.9. Wegen (AN B)¥ < BY wiire folglich
(V)BT = (N;))°(An BY’B? = (N;(An B))’B? < G

fiir beide i € {1,2}. Weil aber Lemma 1.1.9 zufolge A% = (N;)7(Ny)7 gilt,
wére dann

A&"B? — (Nl)?<N2>3"B’J" — <N1>3"B?<N2>3" — B?<N1)3"<N2>3" — B&"A’J"’

also A7BY < @ im Widerspruch zur Wahl von G. Daher ist tatsichlich
A= Ni(ANB) oder A = No(AN B), und analog folgt dieselbe Aussage auch
fiir B.

Im wechselseitig vertauschbaren Produkt G = AB existieren nach Satz
2.3.4 Untergruppen L und M mit folgenden Eigenschaften:

G
AM
i) A<L<A B <MZ<B,
A
LB (i) AnB=LnNM,
LM
I (iii) L, M <4G,
e B
M (iv) G' < LBNAM = LM.
ANB
1

Fiir das betrachtete minimale Gegenbeispiel gilt dann weiter:

(2) A oder B ist subnormal in G:

Angenommen weder A noch B sei ein Subnormalteiler von G. Weil A/L
dann nichttrivial (und abelsch) ist, existiert eine Primzahl p mit A/L >
OP(A/L) = OP(A)L/L, also A > OP(A)L > OP(A)(AnN B). Nach (1) folgt
daraus

A=0"(A)(ANB),

und analog lésst sich eine Primzahl ¢ finden mit

B=07(B)(ANB).
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O.B.d.A. sei p > ¢. Dann ist Satz 3.2.3 zufolge O (A) <9 AOY (B) = AB =
G, und natiirlich ist auch AN B J<4G. Also gilt

A=O0"(A)(ANB)<<G,

was der obigen Annahme widerspricht und die behauptete Subnormalitit von
A oder B in G beweist.

(3) Das Gegenbeispiel existiert nicht:

Nach (2) darf 0.B.d.A. von A I< G ausgegangen werden. Somit handelt
es sich bei AM um ein Produkt zweier Subnormalteiler von G, und deshalb
gilt Lemma 1.1.9 zufolge (AM)¥ = AYM?. Dabei ist (AM)? char AM < G
und insgesamt folglich AYM7 = (AM)¥ < G. Gemeinsam mit der Inklusion
M7 < B7 fiihrt dies auf den endgiiltigen Widerspruch

ATBY =AM BY < G.

Ein Gegenbeispiel kann also nicht existieren, und damit ist die Behaup-
tung bewiesen. O

Bemerkung. Sei G = AB wechselseitig vertauschbares Produkt der Unter-
gruppen A und B und JF eine Fittingformation. Die Residuen AY und BY
sind nach Satz 5.2.1 zwar vertauschbar; es sei aber noch einmal an Gegenbei-
spiel 5.1.4 erinnert, wonach A¥ und BY in dieser Situation im Allgemeinen
nicht wechselseitig vertauschbar sind. Darin unterscheidet sich das Verhalten
dieser Residuen auch von dem der zu F gehorenden Radikale A5 und By (vgl.
Satz 4.1.1). Anders stellt sich die Sachlage natiirlich im Fall Char(F) = P
dar, wo [19, IX Lemma (1.8)] zufolge N C F gilt: Hier normalisieren sich A%
und BY nach Satz 5.1.1 sogar.

In Abschnitt 3.2 wurde angekiindigt, dass sich Satz 3.2.3 auf paarweise
wechselseitig vertauschbare Untergruppen Gy, ..., G, (r € N) einer Gruppe
G verallgemeinern lasst. Mit Hilfe von Satz 5.2.1 ist dies nun moglich.

Korollar 5.2.2. Seien Gy, ..., G, (r € N) paarweise wechselseitig vertausch-
bare Untergruppen einer Gruppe G und w und p Primzahlmengen derart, dass
p kein Teiler von q — 1 ist fir alle p € m und q¢ € wU p.

Dann ist O™ (G;) subnormal in Gi(IT= O (G;)) fiir jedes i € {1,...,r}.
Ist dabei 7N p =0, dann ist O™ (G;) sogar normal in Gi(ITj= O”(G)).

J
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Beweis. Sei i € {1,...,r}. Nach Satz 5.2.1 ist O”(G;)O”(G}) eine Un-
tergruppe von G fiir alle 5,k € {1,...,r}, und wegen der wechselseitigen
Vertauschbarkeit von G; mit G; und G vertauscht auch GiOpl(Gj) mit
G;0” (G},). Aufgrund der Wahl der Primzahlmengen 7 und p ist dabei stets
O™ (G;) << G;0”' (G;) nach Satz 3.2.3, woraus man mit [23, Theorem 7.7.1]

wie behauptet O™ (G;) <4< [T)_, G:0”(G;) = Gi(IT—, 07 (G;)) erhilt.
Ist zusétzlich 7N p = 0, dann ist fiir alle j € {1,...,r} Satz 3.2.3 zufolge
O™ (G;) < G,07(G;) und somit tatsichlich O™ (G;) < Gi(IT= 07 (G})).
U
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5.3 (G")7 < ABY

Ehe spéter noch alternative Antworten auf die Leitfrage nach der Vertausch-
barkeit von Residuen aufgezeigt werden, erfolgt in diesem Abschnitt unter
Anwendung von Satz 5.2.1 eine weitere Verallgemeinerung der folgenden Er-
gebnisse (vgl. die einleitende Diskussion in Kapitel 4).

Sei G = AB wechselseitig vertauschbares Produkt der Untergrup-

pen A und B und F eine Fittingformation.

Ist G in F enthalten, dann gehéren auch A" und B' zu F. (+)
Gehdren A und B zu F, dann ist auch G’ in F enthalten. (++)

Tatséachlich stellt sich heraus, dass sich diese Resultate durch das Verhal-
ten der F-Residuen auf symmetrische Weise erweitern lassen wie in Kapitel 4
durch das Verhalten der F-Radikale (F eine Fittingformation). Die Subnor-
malitdt von A" und B’ im wechselseitig vertauschbaren Produkt G = AB
(vel. Satz 2.3.3) liefert zuniéichst sofort die Inklusionen (A’)¥ < G¥ und
(B")7 < GY, welche die Aussage (+) als Spezialfall beinhalten. Mit Hilfe
der Vertauschbarkeit von A% und BY wird im nachstehenden Satz nun be-
wiesen, dass auch die Inklusion (G')7 < A BY gilt. Diese verallgemeinert die
Aussage (++) und dualisiert zugleich (4")7 < G7 sowie (B") < G7.

Satz 5.3.1. Sei G = AB wechselseitig vertauschbares Produkt der Unter-
gruppen A und B und F eine Fittingformation.

Dann ist (G')7 < ATBY.

Beweis. Nach Satz 5.2.1 ist A7B7 < G. Seien nun L und M wie im Beweis
dieses Satzes (vgl. Satz 2.3.4). Dann ist G’ < LM und daher

(G < (LM).
Wegen der Subnormalitit von L und M in G ist dabei
(LM)? = L7 M7,

wie eine Anwendung von Lemma 1.1.9 ergibt. Schlieflich ist L < A und
deshalb L7 < A%. Entsprechend gilt M¥ < BY, also

LTM¥ < AB7.
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Insgesamt folgt wie behauptet
(G < (LM)” =L7M7 < A7B7.
O

Bemerkung. Sei G = AB wechselseitig vertauschbares Produkt der Un-
tergruppen A und B und F eine Fittingformation. Vor dem Hintergrund
der Inklusion G' N A5Bg < G5 aus Satz 4.2.1 stellt sich die Frage, ob viel-
leicht auch die Inklusion G’ N GY < A7 BY gilt, welche die Aussage von Satz
5.3.1 in entsprechender Form sogar noch verschiarfen wiirde. Die Antwort
auf diese Frage fillt aber im Allgemeinen negativ aus; ein Gegenbeispiel fiir
die Fittingformation N aller nilpotenten Gruppen ist jedes nicht-nilpotente
wechselseitig vertauschbare Produkt zweier nilpotenter Untergruppen (etwa
die symmetrische Gruppe S3).






Kapitel 6

Wechselseitig vertauschbare
Produkte und gesattigte
Formationen

In diesem Kapitel werden wechselseitig vertauschbare Produkte schliefslich
in Verbindung mit geséttigten Formationen studiert. Abschnitt 6.1 greift zu-
nachst noch einmal die Frage nach der Vertauschbarkeit von Residuen auf
und hat zum Ergebnis, dass AYB¥ < G in jedem wechselseitig vertauschbaren
Produkt G = AB insbesondere dann gilt, wenn & eine gesittigte Formati-
on ist (Korollar 6.1.2). Damit riickt die Untersuchung eines Zusammenhangs
zwischen GY und der Untergruppe A7BY in den Blick, womit sich die an-
schliefenden Abschnitte 6.2 und 6.3 befassen. Daraus ergeben sich einige
Aussagen zur Vererbung bestimmter Klassenzugehorigkeiten von wechselsei-
tig vertauschbaren Faktoren auf ihr Produkt und umgekehrt. Was diesbeziig-
lich nicht erwartet werden darf, zeigen die Gegenbeispiele des abschliefenden
Abschnitts 6.4.
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6.1 A7 und B7 sind vertauschbar

(F gesiattigte Formation)

Der folgende Satz beinhaltet eine Bedingung an eine Formation F, welche die
Gleichheit AYBY = BYAY in jedem wechselseitig vertauschbaren Produkt
AB impliziert.

Satz 6.1.1. Sei G = AB wechselseitig vertauschbares Produkt der Unter-
gruppen A und B und F eine Formation mit Char(F) =7 C P.
Ist N, CF C &, dann ist AYBY eine Untergruppe von G.

Beweis. Da AJAY und B/BY rn-Gruppen sind (man beachte F C &), liefert
Lemma 3.2.1 die Gleichheiten

O7(A%) = O (A)
und O™(BY) = O™(B).
Mit Satz 5.2.1 folgert man daraus
O™ (ATYO™(BY) = O™(BY)0O™(AY). (1)

Desweiteren fiihrt die Voraussetzung N, C F auf
O™ (A7) < O™ (AN) < AN,

Nach Satz 3.3.4 normalisiert O™ (A7) daher B und somit die charakteris-
tischen Untergruppen O™(BY) sowie O™ (BY). Entsprechendes gilt fiir ver-

tauschte Rollen von A und B, das heif’t es ist
O™ (A7) < Ne(O™(B7)) N N (O™ (BY)) @)
und O™ (BY) < Ng(O™(A%)) N Ng(O™ (AY)).

Gemeinsam liefern (1) und (2) nun die Behauptung

/

ATBY = 0™ (AH O™ (A% O™ (BF)O™ (BY)
2 0™(A7)07(B%)0™ (A7)0 (BY)

/

@ o' (B9)0™(BT)O™(AT)O™ (A7) = BT A,
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Die wichtigste Konsequenz von Satz 6.1.1 ist die nachstehende.

Korollar 6.1.2. Sei G = AB wechselseitig vertauschbares Produkt der Un-
tergruppen A und B und F eine gesdttigte Formation.
Dann ist AYB¥ eine Untergruppe von G.

Beweis. Ist F eine gesittigte Formation mit Char(F) = 7 C P, dann ist die

Voraussetzung

N CFC&sr
aus Satz 6.1.1 stets erfiillt (vgl. [19, IV Corollary (4.3)]). Es bleibt nichts
weiter zu zeigen. O

Bemerkung. Sei G = AB wechselseitig vertauschbares Produkt der Unter-
gruppen A und B. Fiir eine geséttigte Formation F mit voller Charakteristik
liefert Satz 5.1.1 (wie fiir alle Formationen oberhalb der Klasse N aller nil-
potenten Gruppen), dass sich A7 und BY sogar normalisieren. Es sei aber
noch einmal auf Gegenbeispiel 5.1.4 verwiesen, wonach dies fiir gesittigte
Formationen beliebiger Charakteristik im Allgemeinen falsch ist.

Mit der Aussage von Korollar 6.1.2 schlieftt die Diskussion der Vertausch-
barkeit von Residuen wechselseitig vertauschbarer Untergruppen A und B
einer Gruppe G = AB. Stattdessen wird das Ergebnis A7B% < G fiir eine
gesittigte Formation F in den folgenden Abschnitten dazu genutzt, einen
Zusammenhang zwischen G¥ und A7 BY aufzuzeigen.
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6.2 Core-freier Schnitt von A und B:
ATBY < G7

Bei der Untersuchung der Frage, wie sich die Zugehorigkeit zweier total ver-
tauschbarer Untergruppen A und B zu bestimmten Klassen von Gruppen
auf ihr Produkt G = AB vererbt, bewiesen M. ASAAD und A. SHAALAN (3]
das folgende Ergebnis:

Seir G = AB total vertauschbares Produkt der Untergruppen A
und B.
Sind A und B in W enthalten, dann gehért auch G zu U.

Spéter zeigte R. MAIER [24], dass diese Vererbungseigenschaft nicht nur fiir
die Klasse U aller iiberauflésbaren Gruppen gilt, sondern fiir jede geséttigte
Formation & mit U C F. Dieses Ergebnis wurde in [10] erheblich verallgemei-
nert, wo A. BALLESTER-BOLINCHES, M. C. PEDRAZA-AGUILERA und M.
D. PEREZ-RAMOS das Verhalten der F-Residuen A%, B¥ und G7 in total
vertauschbaren Produkten G = AB studierten und folgenden Satz bewiesen:

Sei G = AB total vertauschbares Produkt der Untergruppen A
und B und F eine gesdattigte Formation, welche die Klasse U aller

tberauflosbaren Gruppen enthdlt.
Dann ist G¥ = ATB7.

Es ist bekannt, dass ein wechselseitig vertauschbares Produkt G = AB
mit AN B = 1 tatsdchlich schon ein total vertauschbares Produkt ist (vgl.
Lemma 2.1.3). Das Resultat von A. BALLESTER-BOLINCHES, M. C. PE-
DRAZA-AGUILERA und M. D. PEREZ-RAMOS liefert daher sofort:

Sei G = AB wechselseitig vertauschbares Produkt der Untergrup-
pen A und B und F eine gesdttigte Formation, welche die Klasse

W aller tiberauflosbaren Gruppen enthalt.
Ist ANB =1, dann ist G¥ = AYBY.
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Ziel der kommenden Abschnitte ist eine Verallgemeinerung dieses Er-
gebnisses (Satz 6.3.1): Tatséchlich reicht es, die Core-Freiheit anstelle der
Trivialitdt von AN B vorauszusetzen. Als Korollar erhélt man folgende Ver-
erbungseigenschaft: Im Fall (AN B)g = 1 gehort G genau dann zu &, wenn
dies auf A und B zutrifft (wobei G = AB ein wechselseitig vertauschbares
Produkt und F eine geséttigte Formation sei, welche die Klasse U enthélt).
Fiir den Fall ¥ = U ist letztere Vererbungseigenschaft gerade der Hauptsatz
aus [1]. Als Spezialfall erscheint auch dessen Erweiterung aus |13, Theorem 6],
wo J. C. BEIDLEMAN und H. HEINEKEN diese Vererbungseigenschaft fiir die
(gesattigte) Formation aller p-iiberauflésbaren Gruppen (p € P) bewiesen.

Wie spéater aufgezeigt wird, ist die Faktorisierung des F-Residuums
G7 = ATBY (in einem wechselseitig vertauschbaren Produkt G = AB mit
(AN B)g = 1) im Allgemeinen falsch, wenn die geséttigte Formation 3 nicht
alle iiberauflosbaren Gruppen enthélt. Ein weiteres Ergebnis (Satz 6.2.1) ist
aber, dass fiir eine beliebige geséttigte Formation F das Produkt A% B wei-
terhin eine Untergruppe von G7 ist. Insbesondere gehéren A und B folglich
stets zu F, wenn dies fiir G gilt.

Mit dem Beweis dieses ersten Hauptsatzes zu wechselseitig vertauschba-
ren Produkten G = AB mit (ANB)s = 1 im Zusammenhang mit geséttigten
Formationen soll nun mit der Ausfiihrung der vorgestellten Ergebnisse be-
gonnen werden.

Satz 6.2.1. Sei G = AB wechselseitig vertauschbares Produkt der Unter-
gruppen A und B und F eine gesdttigte Formation.
Ist (AN B)g = 1, dann gilt AYBY < GY.

Beweis. Der Beweis erfolgt durch Induktion nach der Ordnung von G = AB.
Korollar 3.1.2 zufolge existiert ein minimaler Normalteiler N von G in A oder
B; 0.B.d.A. sei N < B. Die Voraussetzungen des Satzes iibertragen sich auf
die Faktorgruppe G/T (mit T'= (AN N B)g): Die Untergruppen AT /T und
B/T sind wechselseitig vertauschbar, und ihr Schnitt (AT/T) N (B/T) =
(AN N B)/T ist nach Definition von T" Core-frei in G/T. Da |G/T| < |G| ist
(1 # N ist in T enthalten), gilt nach Induktionsannahme somit

(A7T/T)(B’T/T) = (AT/T)(B/T)” < (G/T)” = G'T/T,
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also
ATBY < G7T. (%)
Aus Korollar 3.4.3 und der Inn(G)-Isomorphie
TGY)GT = T/(T nG%)

leitet man desweiteren ab, dass A oder B jeden G-Hauptfaktor H/K mit
G7 < K < H < TG zentralisiert.

Wird H/K von A zentralisiert, dann induzieren G und B bei

F
der Konjugation auf diesem Hauptfaktor dieselbe Automorphis- BG
mengruppe. Insbesondere ist H/K ein F-zentraler Hauptfaktor

sowohl von G als auch von BGY. Wird H/K von B zentralisiert, ra?
so operiert B auf dieser Faktorgruppe F-hyperzentral. Dafiir H
muss lediglich bemerkt werden, dass der Primteiler von |H/K| K
als Teiler von |G/G”] in der Charakteristik von F auftaucht. Im G7

Ganzen erhilt man, dass TGY/GY ein F-hyperzentraler Nor-
malteiler von BGY/GY mit einer F-Faktorgruppe ist (letztere Aussage folgt

(*)
mit der Inklusion BY < GPT). Demnach ist schon BGY/GY in F enthalten.

Auf identische Weise lisst sich folgern, dass AGY /G zu F gehort (wenn
NG7/G7 von A gedeckt wird, also T < AGY ist) bzw. ANGY/NGY eine
F-Gruppe ist (wenn NG7/G7 von A gemieden wird).

ANGZ Im zweiten Fall gilt aber wieder
AG?,
BGT AGT)G7 =2 ANGT /NG € 7.
Insgesamt ist daher sowohl AGY/G7 als auch
NGT BGY/G7 in F enthalten, was gleichbedeutend
G7 mit der Behauptung A7 BY < G ist. O

Als Korollar zu Satz 6.2.1 erhélt man die folgende Vererbungseigenschaft.
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Korollar 6.2.2. Sei G = AB wechselseitig vertauschbares Produkt der Un-
tergruppen A und B und F eine gesdttigte Formation.

Ist im Fall (AN B)g = 1 die Gruppe G in F enthalten, dann gilt das auch
fur die Faktoren A und B.

Bemerkungen. Sei G = AB wechselseitig vertauschbares Produkt der Un-
tergruppen A und B und F eine geséttigte Formation.

(a) Gleichbedeutend mit Satz 6.2.1 ist natiirlich die Aussage, dass AYBY
stets eine Untergruppe von G7 (AN B)g ist.

(b) Die Aussage von Satz 6.2.1 ist im Allgemeinen falsch, wenn die Formation
F nicht gesattigt ist. Selbst die in Korollar 6.2.2 aufgefiihrte Vererbungsei-
genschaft geht dann verloren. Dies zeigen beispielsweise die Formation

F = (H | alle 3-Hauptfaktoren von H sind nicht zentral)

aus Gegenbeispiel 5.1.3 und ein direktes Produkt zweier Kopien der sym-
metrischen Gruppe Ss. Letzteres lasst sich als wechselseitig vertauschbares
Produkt von zwei zyklischen Untergruppen der Ordnung 6 verstehen, welche
sich natiirlich trivial schneiden. Anders als die ganze Gruppe gehoren aber
beide (zyklischen) Faktoren nicht zu .

(c) Die Vererbungseigenschaft aus Korollar 6.2.2 (und damit offensichtlich
auch die Inklusion ATB7 < G7 aus Satz 6.2.1) bleibt im Allgemeinen auch
dann nicht bestehen, wenn (A N B)g # 1 ist. Ein Gegenbeispiel findet sich
fiir jede geséttigte Formation F, welche nicht S,-abgeschlossen ist (etwa das
Klassenprodukt der Klasse N aller nilpotenten Gruppen mit der Formation
aus (b)). Dann existiert némlich eine F-Gruppe G mit einem Normalteiler
A, der nicht zu F gehort. Diese Gruppe kann als wechselseitig vertauschbares
Produkt von A und G verstanden werden.
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6.3 Core-freier Schnitt von A und B:
GT=A7B7 fir F DO U

Untersuchungsobjekte sind wieder wechselseitig vertauschbare Produkte G =
AB mit (ANB)g = 1. Nach Satz 6.2.1 ist das Produkt A7 B¥ der F-Residuen
von A und B eine Untergruppe des F-Residuums G¥ von G, wenn F eine ge-
sittigte Formation ist. Der angekiindigte Hauptsatz dieses Abschnitts besagt,
dass fiir gesattigte Formationen F oberhalb der Klasse U aller iiberauflosba-
ren Gruppen sogar die Gleichheit G¥ = ATBY gilt.

Satz 6.3.1. Sei G = AB wechselseitig vertauschbares Produkt der Unter-
gruppen A und B und F eine gesdttigte Formation, welche die Klasse W aller

tberauflosbaren Gruppen enthdlt.
Ist (AN B)g = 1, dann ist GT = ATBY.

Beweis. Angenommen die Behauptung sei falsch. Sei dann G = AB ein
wechselseitig vertauschbares Produkt mit (AN B)g = 1, mit G # AYBY
fiir eine gesattigte Formation & O U und mit minimaler Ordnung unter allen
Gegenbeispielen. In dieser Gruppe G schneiden sich die Untergruppen A und
B nicht trivial; sonst wire G = AB ein total vertauschbares Produkt (vgl.
Lemma 2.1.3) und daher [10, Theorem 4| anwendbar, wonach in dieser Si-
tuation G¥ = AT BY gelten wiirde (vgl. dazu auch die einleitende Diskussion
in Abschnitt 6.2). Auferdem impliziert (A N B)g = 1 nach Lemma 2.3.2,
dass 1 # AN B nilpotent ist. Fiir einen Primteiler p von |A N B| ist also
O,(AN B) # 1, was nach Korollar 3.1.3 schon die Existenz eines minima-
len p-Normalteilers N von G in A oder B garantiert; 0.B.d.A. sei N < B.
Fiir das betrachtete minimale Gegenbeispiel gilt nun weiter (wobei wieder
T = (AN N B)¢ gesetzt ist):

(1) G = ATBY(T N GY):

Die Faktorgruppen AT/T und B/T sind wechselseitig vertauschbar. Thr
Schnitt (AT/T)N(B/T) = (AN N B)/T ist nach Definition von T" Core-frei
in G/T. Auberdem ist |G/T| < |G|, denn T" enthélt N # 1. Die Wahl von G
bedingt folglich

GIT/T = (G/T)” = (AT/T)*(B/T)” = (A7T/T)(BT/T),
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also G¥T = AT BIT. Weiter ist Satz 6.2.1 zufolge A7BY eine Untergruppe
von G7. Insgesamt erhilt man die behauptete Gleichheit

GT=G"TnG" = A"B’TnG? = A7BH(TnGY).

(2) (G7Y < ATBY:

Zunichst wird nachgewiesen, dass A7BY normal in GV ist. Die Voraus-
setzung U C F impliziert A < A’, wobei A’ << @ gilt nach Satz 2.3.3.
Demnach ist A% ein Subnormalteiler von G und wird als solcher nach einem
Ergebnis von H. WIELANDT (vgl. [19, A Lemma (14.3)]) vom minimalen
Normalteiler N normalisiert. Auch A N T normalisiert natiirlich A%, so dass

T=ANNT = (ANT)N < Ng(A”)

gilt. Wegen T' < B ist die entsprechende Inklusion T' < Ng(BY) trivial. Mit
der Gleichheit aus (1) erhélt man somit tatséchlich

GS’“
FpF FRF Fy _ AF
ATRT A'BY QA'B(T'NGY) =G".
TNG? Desweiteren ist 7' (wie V) eine elementar-
abelsche p-Gruppe: Im Fall T' = N ist dafiir
nichts zu zeigen, und fiir T # N ist dies eine
1 Aussage von Satz 3.4.1. Weil (1) zufolge

G7JATBT = A7BY(T NG JATB? = (T nG7) /(T n A”B?)

gilt, ist mit 7" auch G¥/AYBY abelsch und (G7)" wie behauptet in AYB7
enthalten.

(3) Das Gegenbeispiel existiert nicht:

Seil=K, 94K, 1 <...< K, =TNG? eine Reihe derart, dass samt-
liche K;/K;;; Hauptfaktoren von G sind. Das Ziel ist es nun, fiir alle i die
Inklusion

K, < A’B7K,; 4

zu beweisen.
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Nach (2) ist dafiir nichts weiter zu zeigen, wenn (G7)" den Hauptfaktor
K;/ K1 deckt. Dann ist nimlich K; < (G7)' K;;; und damit tats#ichlich

)
K < (GNKi, < ABYK; 4.

Im weiteren Beweisverlauf darf also davon ausgegangen werden, dass K; /K,
von (G¥) gemieden wird. T

Es gilt dann die Inn(G)-Isomorphie
Ki(G7Y
Ki(G) [ Kia (G7) = K/ K, K. )
wonach K;(G7) /K, 1(GY) ein G-Hauptfaktor

zwischen (G7)" und G¥ ist. Als abelsches F- Kin(G7)
Residuum von G/(G7) ist G¥/(G7) dabei Kit
Satz 1.2.1 zufolge auch der grofste F-hyperex-

(G7)
zentrische Normalteiler von G/(G7)". Die Inn(G)-isomorphen Hauptfaktoren
Ki(G7Y/K; 1(G7) und K;/K;1 sind daher F-exzentrisch in G.

Nach Beobachtung 1.1.16 und Beobachtung 1.1.17 ist K;/K;,; somit ins-
besondere nicht zyklisch. Auferdem existiert nach Korollar 3.4.3 eine Unter-
gruppe X € {A, B}, welche K;/K;,; zentralisiert. Diese Eigenschaften von

K;/K;;1 konnen nach Satz 2.3.5 nur dann gleichzeitig erfiillt sein, wenn die
Untergruppe Y € {A, B} \ {X} diesen Hauptfaktor deckt.

Desweiteren hat X < Cg(K;/K;41) zur Folge, dass G und Y bei der
Konjugation auf K;/K;.; dieselbe Automorphismengruppe induzieren. Ins-
besondere ist K;/K;i 1 ein minimaler Normalteiler sowohl von G/K;; als
auch von Y K;,1/K;;1 und wird als solcher von Y7 gemieden oder gedeckt.

Y Kt Im ersten Fall gilt die Inn(Y")-Isomorphie
YK, YK )YPKi1 =2 K /K.
Ki Bei Y7K;/Y7K;,; handelt es sich dann um
. einen Hauptfaktor von Y K;,; oberhalb von
Y K (Y K;41)7. Folglich sind YK, /YK, und der
Kin 5  dazu Inn(Y)-isomorphe Hauptfaktor K;/Kj
(YKita)

F-zentral in Y K, 1. Wegen Autg(K;/K;y1) =
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Auty (K;/K;y1) bedeutet dies die F-Zentralitat von K;/K;,; als Hauptfak-
tor von G, der Tatsache widersprechend, dass K;/K;.; wie oben gezeigt F-
exzentrisch in G ist. Also wird K;/K;;; von Y7 nicht gemieden, sondern
gedeckt. Insbesondere gilt somit die zu beweisende Inklusion

K; < ABYK;.;.
Mit K; < AYBYK,,, ist nun fiir alle i auch die Gleichheit
ABIK, = A’BYK, 4

gezeigt. Unter Beriicksichtigung der Darstellung G = AYBY(T N G¥) von
G7 aus (1) erhilt man damit sukzessive

G7 = A'BY(TNG?) = A7BK,
=A'BYK,=... = AYBYK, = A"B7.

Das stellt den endgiiltigen Widerspruch zur Wahl von G dar.

Ein Gegenbeispiel kann daher nicht existieren, und somit ist die Behaup-
tung bewiesen. O

Ein Korollar zu Satz 6.3.1 ist wie schon erwéhnt die folgende Vererbungs-
eigenschaft.

Korollar 6.3.2. Sei G = AB wechselseitig vertauschbares Produkt der Un-
tergruppen A und B und F eine gesdttigte Formation, welche die Klasse U
aller tiberauflosbaren Gruppen enthdlt.

Im Fall (AN B)g =1 gehort die Gruppe G genau dann zu F, wenn dies fir
die Faktoren A und B gilt.

Bemerkungen. Sei G = AB wechselseitig vertauschbares Produkt der Un-
tergruppen A und B und ¥ eine gesittigte Formation mit U C F.
(a) Unter Betrachtung der wechselseitig vertauschbaren Faktorgruppen
A/(AN B)g und B/(A N B)g erhdlt man sofort die zu Satz 6.3.1 dquiva-
lente Gleichheit

G (AN B)g = ABY (AN B)g.
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(b) Nach Satz 6.2.1 ist im Fall (AN B)g = 1 das Produkt A”BY auch dann
eine Untergruppe von G7, wenn nicht jede iiberauflésbare Gruppe zur ge-
sittigten Formation J gehort. Die Gleichheit G = AYBY aus Satz 6.3.1
ist dann aber im Allgemeinen falsch, und sogar die in Korollar 6.3.2 aufge-
fiihrte Vererbungseigenschaft geht verloren. Dies zeigen etwa die geséttigte
Formation N aller nilpotenten Gruppen und die Gruppe G aus Beispiel 2.2.2.
Letztere ist wechselseitig vertauschbares Produkt zweier nilpotenter Unter-
gruppen A und B mit (A N B)g = 1, aber selbst nicht nilpotent. Genauer
ist wie gesehen G™ nicht einmal abelsch. Das verdeutlicht auch, dass die In-
klusion (G7) < AYBY aus Beweisschritt (2) zu Satz 6.3.1 (fiir die von der
geséttigten Formation F nur N C F genutzt wurde) lediglich in dieser spezi-
ellen Situation gilt (und nicht etwa allgemein fiir wechselseitig vertauschbare
Produkte G = AB mit (AN B)g = 1 und geséttigte Formationen F mit
Char(F) = P bewiesen werden kann).

(c) Die Aussage von Satz 6.3.1 und selbst die Vererbungseigenschaft aus Ko-
rollar 6.3.2 gelten im Allgemeinen auch dann nicht mehr, wenn (A N B)g
nicht trivial ist (vgl. dazu die Ergebnisse des folgenden Abschnitts 6.4). Im
kommenden Korollar 6.3.3 findet sich aber eine Erweiterung von Satz 6.3.1,
die auch im Fall (AN B)g # 1 anwendbar ist.

M. J. ALEJANDRE, A. BALLESTER-BOLINCHES und J. COSSEY 2004
sowie J. C. BEIDLEMAN und H. HEINEKEN 2005 wiesen die Vererbungsei-
genschaft aus Korollar 6.3.2 fiir manche Spezialfdlle von geséttigten Forma-
tionen F nach, welche die Klasse U aller iberauflosbaren Gruppen enthalten.
So ist Korollar 6.3.2 fiir den Fall ¥ = U gerade der Hauptsatz aus [1] und
fiir die geséttigte Formation JF aller p-tiberauflésbaren Gruppen (p € P) das
Theorem 6 aus [13]. Desweiteren beinhaltet Korollar 6.3.2 auch das Theorem
5 aus [13]. Hier untersuchen J. C. BEIDLEMAN und H. HEINEKEN Typen von
gesdttigten Formationen der Form F(X,) = £,8,X,. Dabei ist p eine Prim-
zahl, 7 eine bestimmte Primzahlmenge (deren Definition von p abhéngt) und
X, eine Formation mit A(p — 1) C X, C &, (wo A(p — 1) die Klasse aller
abelschen Gruppen bezeichnet, deren Exponent p — 1 teilt). Mit F(A(p —1))
gewinnt man so gerade die Klasse aller p-iiberauflosbaren Gruppen. Fiir diese
Typen von geséttigten Formationen beweisen die Autoren in {13, Theorem
5], dass ein wechselseitig vertauschbares Produkt G = AB mit (AN B)g =1
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zu F(X,;) gehort, wenn A und B in F(X,;) enthalten sind. Diese Aussage (und
die Riickrichtung) ergibt sich nun auch aus Korollar 6.3.2.

Tatsédchlich lasst sich sogar noch eine Verallgemeinerung von Satz 6.3.1
aufzeigen, welche eine Aussage iiber beliebige wechselseitig vertauschbare
Produkte G = AB mit einem auflésbaren Schnitt der Faktoren A und B
enthélt. Diese Erweiterung ist Inhalt des folgenden Korollars. Letzteres be-
leuchtet die Situation, dass (AN B)g in der Klasse N* (k € N) aller auflos-
baren Gruppen von nilpotenter Linge hochstens £k enthalten ist, und liefert
fiir den Fall k£ = 0 gerade die Aussage von Satz 6.3.1.

Korollar 6.3.3. Sei G = AB wechselseitig vertauschbares Produkt der Un-
tergruppen A und B und F eine gesdttigte Formation, welche die Klasse U
aller tiberauflosbaren Gruppen enthdlt.

Gilt (AN B)g € N* (k e N), dann ist GN'T = AN'TBN'T
Beweis. Nach Satz 6.3.1 ist zunachst

G7(ANB)g = A”B7 (AN B)g.

Dabei sind A¥ und B¥ Subnormalteiler von G, wie aus A < A’ << G und
BY 4 B'<A<G (man beachte A C F und Satz 2.3.3) folgt. Eine mehrfache
Anwendung von Lemma 1.1.9 mit der Fittingformation N* fiihrt nun auf die
behauptete Gleichheit

GV = (G (AN B)e)N = (GT(AN B)e)Y = (A”B(AN B)e)™
= (ATBYN' (AN B)e)N = (ATN(BI)N' = AN'IBN'T.

O

Bemerkungen. (a) In der Situation von Korollar 6.3.3 gehort insbesondere
also die Gruppe G = AB genau dann zu N*JF, wenn dies fiir die Faktoren
A und B gilt. Fiir alle & € N existieren aber Beispiele (vgl. das kommende
Gegenbeispiel 6.4.2), wonach diese Aussage im Allgemeinen falsch ist, wenn
(AN B)g statt in N* lediglich in N*1 enthalten ist.

(b) Allgemeiner lasst sich die Aussage von Korollar 6.3.3 (auf identische Wei-
se) natiirlich auch fiir eine beliebige Fittingformation anstelle von N* bewei-
sen.
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Als weitere Anwendung der Resultate aus Kapitel 6 lassen sich aufer-
dem einige der bekannten Beweise von fritheren Ergebnissen zu wechselsei-
tig vertauschbaren Produkten wesentlich vereinfachen. Im Folgenden wird
beispielhaft vorgestellt, wie mit Hilfe von Korollar 6.1.2 und Korollar 6.3.2
die Arbeit [9] deutlich verkiirzt werden kann. In dieser Arbeit beweisen A.
BALLESTER-BOLINCHES und M. C. PEDRAZA-AGUILERA die nachstehende
Aussage.

Satz (|9, Theorem A]). Sei G = AB wechselseitig vertauschbares Produkt der
Untergruppen A und B und F eine gesdttigte Formation, welche die Klasse

W aller tiberauflosbaren Gruppen enthalt.
Ist G’ nilpotent, dann ist G = AYBY.

Den Beweis dieses Satzes fithren die Autoren in fiinf Schritten aus. In den
ersten drei Schritten werden die gleich folgenden Lemmata 1, 2 und 3 gezeigt.
Einen ebenso grofsen Teil der Arbeit bilden dann die letzten beiden Schritte:
Die Vorstellung eines vierten Lemmas und schlieflich der eigentliche Beweis
des obigen Satzes.

Diese letzten beiden Schritte kénnen durch die Anwendung von Korol-
lar 6.1.2 komplett entfallen: In Lemma 3 wird gezeigt, dass unter den ge-
gebenen Voraussetzungen G7 = (A7, BY) gilt, und nach Korollar 6.1.2 ist

(A7 B7) = AYBY. Auch der Umfang der Schritte eins bis drei lisst sich
erheblich reduzieren.

Lemma 1 (|9, Lemma 1]). Sei G = AB ein (beliebiges) Produkt der Unter-
gruppen A und B und F eine gesdttigte Formation.
Ist G' nilpotent und G in F enthalten, dann gehéren auch A und B zu F.

Beweis. Eine metanilpotente geséttigte Formation ist S-abgeschlossen (vgl.
[19, IV Theorem (3.18)]), also nichts weiter zu zeigen (nach Voraussetzung
ist G € NA, so dass sich anstelle von F auch F N NA betrachten ldsst). O

Unter Anwendung von Korollar 6.3.2 wird auch der Beweis von Lemma
2 sehr einfach.
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Lemma 2 (|9, Lemma 2|). Sei G = AB wechselseitig vertauschbares Pro-
dukt der Untergruppen A und B und F eine gesdttigte Formation, welche die
Klasse W aller tberauflosbaren Gruppen enthdlt.

Ist G' nilpotent und gehoren A und B zu F, dann ist auch G in F enthalten.

Beweis. Angenommen die Behauptung sei falsch. Sei dann G = AB ein
Gegenbeispiel minimaler Ordnung. Da sich die Voraussetzungen des Lemmas
auf Faktorgruppen von G iibertragen und F gesattigt ist, stellt G natiirlich
eine auflosbare primitive Gruppe dar. Somit ist

Fit(G) = 0,(G) (p € P)

der einzige minimale Normalteiler von G. Wire dabei (AN B)g = 1, dann
wiirde sich Korollar 6.3.2 anwenden lassen und G € F liefern, ein Wider-
spruch. Folglich gilt

G' < Fit(G) < AN B,

und A und B sind normal in G. Bezeichnet F' die kanonische lokale Defini-
tion von F = LF(F), so erhilt man mit [19, IV Theorem (3.2)] und nach
Voraussetzung

A, BeF=LF(F)C&,8,F(p)=E,F(p).

Also sind AF® und B¥® normale p’-Untergruppen von G und somit trivi-
al. Demzufolge ist G/G’ als zentrales Produkt der F'(p)-Gruppen A/G’ und
B/G" selbst in F(p) enthalten, was den endgiiltigen Widerspruch

Ge§,F(p)=F(p) CF
bedeutet.

Ein Gegenbeispiel kann also nicht existieren, und damit ist die Behaup-
tung bewiesen. O

Um schlieflich den obigen Satz zu erhalten, muss nur noch Lemma 3
bewiesen werden.
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Lemma 3 ([9, Lemma 3|). Sei G = AB wechselseitig vertauschbares Pro-
dukt der Untergruppen A und B und F eine gesdttigte Formation, welche die
Klasse W aller tberauflésbaren Gruppen enthdlt.

Ist G' nilpotent, dann ist G = (A7, BY).

Der Beweis dieses Lemmas in [9] verwendet elementare Methoden, es ge-
hen natiirlich die Lemmata 1 und 2 dabei ein. Wie schon erwéihnt ist damit
unter Anwendung von Korollar 6.1.2 das Ergebnis der Arbeit [9] bereits voll-
standig bewiesen.
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6.4 Gegenbeispiele: Klassenzugehorigkeiten

Als M. J. ALEJANDRE, A. BALLESTER-BOLINCHES und J. COSSEY [1] die
Vererbungseigenschaft aus Korollar 6.3.2 fiir den Fall ¥ = U bewiesen hat-
ten, erhielten sie als Konsequenzen die folgenden beiden Aussagen iiber ein
Produkt G = AB der wechselseitig vertauschbaren Untergruppen A und B
(dabei wurde Konsequenz 1 urspriinglich von M. ASAAD und A. SHAALAN

[3] gezeigt).

Konsequenz 1 ([1, Corollary 1|). Gehirt A zu W und B zu N, dann ist G
in W enthalten.

Konsequenz 2 (|1, Theorem 2|). Sind A und B in U enthalten, dann gehort
G zu NU.

Weil die in [1] fiir den Fall F = U gezeigte Vererbungseigenschaft nach
Korollar 6.3.2 nun fiir alle gesdttigten Formationen JF gilt, welche die Klas-
se U enthalten, ist es eine naheliegende Frage, ob sich entsprechend auch
Konsequenz 1 und Konsequenz 2 auf den Fall einer (beliebigen) geséttigten
Formation F O U verallgemeinern lassen. Fiir beide Konsequenzen ist diese
Frage aber zu verneinen, wie die folgenden Gegenbeispiele belegen.

Gegenbeispiel 6.4.1. Fiir die gesdttigte Formation § = N? D U emistiert
ein wechselseitig vertauschbares Produkt G = AB der Untergruppen A und
B derart, dass A zu F und B zu N gehort, aber G nicht in F enthalten ist.

Beweis. Sei G = S, die symmetrische Gruppe vom Grad 4, A = Ay die
zugehorige alternierende Gruppe und B eine zur Diedergruppe der Ordnung
8 isomorphe 2-Sylowuntergruppe von G. Dann ist natiirlich G = AB, und
die Untergruppen A und B sind wechselseitig vertauschbar.

A gehort zu F und B zu N, aber G hat nilpotente Lange 3 und ist nicht
in F enthalten. ]

Bemerkung. Ist in der diskutierten Situation (G = AB ein wechselseitig
vertauschbares Produkt der Untergruppen A und B, B nilpotent) aber A in
N* enthalten mit & € N und k& > 3, dann gehort auch G zu N*. Genauer
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gilt sogar G™ = A fiir jede gesiittigte Formation ¥ O U (vgl. Korollar
6.3.3). In diesem Sinne erhélt man also auch eine positive Antwort auf die
obige Frage, wie sich Konsequenz 1 auf den Fall einer beliebigen gesittigten
Formation & O U iibertragen lasst.

Gegenbeispiel 6.4.2. Sei k € N. Dann existiert ein wechselseitig vertausch-
bares Produkt G = AB der Untergruppen A und B und eine gesdttigte For-
mation F O W derart, dass A und B in F enthalten sind, aber G nicht zu
NEF gehort.

Beweis. Sei p eine ungerade Primzahl und
Dy, = (z,y |2’ =y =1,2Y =27 ")

die Diedergruppe der Ordnung 2p. Fiir ein beliebiges, aber festes k£ € N
sei weiter G eine Gruppe, in der Dy, als Komplement zu Fj.;(G) auftritt
und p kein Teiler von |Fj1(G)| ist. Dabei bezeichne Fji1(G) den groften
Normalteiler von G mit nilpotenter Lange k + 1 (vgl. [19, VII Definitions
(6.9)]). Solch eine Gruppe ldsst sich nach [19, B Theorem (10.9)| konstruieren,
indem man (mit Dy, beginnend) k + 1 zerfallende Erweiterungen mit treuen
und irreduziblen Moduln iiber geeigneten Koérpern mit ¢; Elementen bildet
(g; von p verschiedene Primzahlen fiir alle ¢ € {1,... k+1}).

Setze nun a
A = (2)Fia(G) A
und B = (y) Fr11(G). » B
2

Dann ist natiirlich G = AB, und die Untergrup- Fr1(G)
pen A und B sind wechselseitig vertauschbar.

Schliefslich sei v

F=N§,8§, 1

die Klasse aller auflosbaren Gruppen H, bei denen H/ Fit(H) p-nilpotent ist.
Es lasst sich leicht sehen, dass F eine gesattigte Formation ist, welche alle
iiberauflosbaren Gruppen enthélt.
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Die Untergruppen A und B sind in 8,8, C J enthalten. Ihr wech-
selseitig vertauschbares Produkt G gehért aber nicht zu N*JF; sonst wiire
G/ Fp41(G) = Dy, € 8,8, also der p-Hauptfaktor (z) von Dy, zentral, was
aber natiirlich nur fiir p = 2 der Fall ist. O

Bemerkung. Bei der in Gegenbeispiel 6.4.2 fiir ein bestimmtes & € N kon-
struierten Gruppe G' = AB gilt offensichtlich (AN B)g = AN B € N1
so dass wie bereits erwihnt die Forderung (A N B)g € N* in Korollar 6.3.3
diesbeziiglich nicht abgeschwécht werden kann.

Wie gesehen impliziert also die Zugehorigkeit von A und B zu F im
Allgemeinen nicht, dass G in NF enthalten ist (G = AB ein wechselseitig
vertauschbares Produkt, J eine geséttigte Formation oberhalb der Klasse U).
Naheliegend ist nun die Frage, ob in diesem Fall aber G zur Formation FoN
(oder F o A) gehort. Diese Frage erscheint auch deshalb interessant, weil sie
wie in Kapitel 5 dargestellt fiir eine Fittingformation F positiv zu beantwor-
ten ist (in dieser Situation ist nach Satz 5.3.1 sogar G7°N < G7°4 < ATBY).
Das abschlieffende Gegenbeispiel zeigt allerdings, dass die Antwort im Zu-
sammenhang mit gesdttigten Formationen im Allgemeinen negativ ausfallt.

Gegenbeispiel 6.4.3. Es existiert ein wechselseitig vertauschbares Produkt
G = AB der Untergruppen A und B und eine gesdttigte Formation & O U
derart, dass A und B zu F gehdren, aber G weder in F o N noch in F o A
enthalten ist.

Beweis. Sei

G = S5 x (2)

die Gruppe aus Bemerkung (a) zu Satz 3.1.1 ({z) eine zyklische Gruppe der
Ordnung 2, S5 = (z,y | 22 = y* = 1,2Y = 27 !) die symmetrische Gruppe
vom Grad 3) mit den beiden zueinander isomorphen Normalteilern A = S
und B = (x)(yz). Weiter sei G eine Gruppe, in der G als Komplement zu
F5(G) auftritt. Dabei bezeichne F»(G) wieder den groften Normalteiler von
G mit nilpotenter Lange 2. (Zur Konstruktion einer solchen Gruppe vgl.
Gegenbeispiel 6.4.2.)
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Set
etze nun o
und B = éFQ(G). 2 2
Dann ist natiirlich G = AB, und A und B sind 5 (@) (G)
Normalteiler von G (also insbesondere wechsel- R(G)
seitig vertauschbar).
Schliefslich sei 1

F = N?7,

mit der bereits in Gegenbeispiel 5.1.3 betrachteten Formation

F = (H | alle 3-Hauptfaktoren von H sind nicht zentral).

Das Klassenprodukt & ist eine geséttigte Formation und enthélt alle {iber-
auflosbaren Gruppen.

Aus der Zugehérigkeit von A und B zu F folgt sofort, dass die Normal-
teiler A und B in & enthalten sind. Thr Produkt G ist aber weder eine & o N-
noch eine F o A-Gruppe; sonst wiirde G/F5(G) = G zu F o N oder Fo A
gehoren, doch GN = (' ist als nichttriviale 3-Gruppe natiirlich kein Element
von F. 0
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