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Kapitel 1

Einführung

Inhalt dieser Arbeit ist die makroskopische Beschreibung von Akustik und Fließver-
halten granularer Materie. Zunächst soll einführend ein Überblick gegeben werden,
der die vielfältigen Phänomene granularer Materie darstellt und die Motivation be-
gründet, diese in einer theoretischen Arbeit zu erforschen. Die Besonderheit des Ma-
terialverhaltens granularer Materie beruht auf der Fähigkeit den Aggregatzustand
ohne merkliche Temperaturänderung zwischen fest und flüssig zu wechseln. Die theo-
retische Beschreibung erfolgt in dieser Arbeit durch die hydrodynamische, also eine
makroskopische Theorie, die ein Fluid als kontinuierliches Medium beschreibt. Ob-
wohl die Fluidteilchen granularer Materie selbst schon makroskopische Körper sind,
kann die hydrodynamische Theorie, erfolgreich angewendet werden, sofern die be-
trachteten Längenskalen viel größer sind als der Korndurchmesser. Die Akustik ist
dabei von zentraler Bedeutung, da sie Einsicht in viele wichtige Materialparameter
gibt.

1.1 Granulare Materie

Granulare Materie besteht aus kleinen Partikeln, die zusammen einen makroskopi-
schen Körper formen. Beispiele sind etwa Sand, Pulverschnee, Geröll oder Glasku-
geln. Die Partikel sollen dabei größer als ein Mikrometer sein, da sonst Van-der-
Waals Wechselwirkung und Brownsche Bewegung eine Rolle spielen [1]. Medien mit
kleinerer Partikelgröße verlieren den typischen kohäsionslosen granularen Charakter.

Granulare Materie lässt sich keinem der drei üblichen Aggregatzustände zuord-
nen [2, 3]. Sie ist weder gasförmig, fest noch flüssig. Sie zeigt gleichwohl die Eigen-
schaften einer Flüssigkeit, obwohl die Bestandteile, etwa Mineralkörner aus Quarz
bei Sand, klassische Festkörper sind. Man denke etwa an das Rieseln von Sand in
einer Sanduhr oder den Abgang einer Lawine.

Ein weiteres Charakteristikum einer Flüssigkeit ist das Bilden einer horizontalen
Oberfläche im Schwerefeld. Auch granulare Materie zeigt prinzipiell dieses Merk-
mal, doch bleibt ihre Oberfläche bei Verkippen bis zu einem bestimmten Winkel
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6 KAPITEL 1. EINFÜHRUNG

stabil. Das Einsetzen der folgenden Bewegung wird als Überschreiten der Fließgren-
ze bezeichnet. Wird aber dem Sand etwas Wasser beigemischt, so ändert sich seine
Verhaltensweise. Er wird zunächst fester, was einem das Bauen von Sandburgen er-
laubt, bevor er bei steigendem Wassergehalt wieder Eigenschaften einer Flüssigkeit
annimmt.

Unter statischen Bedingungen ist Sand fest, fast ideal elastisch und so kann man
am Strand auf Sand bequem gehen. Zur Aufrechterhaltung des flüssigen Charakters
hingegen ist ständige Energiezufuhr etwa durch Schütteln nötig. Granulare Materie
ist stark dissipativ, d.h. makroskopische Bewegung geht schnell in innere Energie
über und Entropie wird erzeugt.

Ein weiteres Alltagsphänomen ist die Dilatanz. Eine Scherung, eine eigentlich
volumenlose Deformation, bedarf unbedingt einer Volumenvergrößerung. Dies zeigt
sich etwa beim Gehen auf nassem Sand durch das Entweichen des Wassers unter
den Füßen.

Eine Eigenschaft gasförmiger granularer Materie ist die Entmischung, d. h. das
Trennen großer und kleiner Bestandteile durch starke äußere Anregung, zu beob-
achten etwa in einer Müslipackung. Zuletzt sei als eindringlichstes Phänomen das
Verstopfen, engl. jamming, erwähnt, das plötzliche Aufhören des Fließens etwa beim
Ausschütten von Müsli aus der Verpackung.

Überraschungen erlebt man beim Entleeren von mit Granulat gefüllten Silos,
denn es versagt des öfteren unerwartet die strukturelle Integrität der Silokonstrukti-
on [4]. Im Baugewerbe werden bei der statischen Auslegung von Maximalspannungen
in Böden Fehler gemacht, wie der Einsturz des Kölner Stadtarchivs im März 2009
vermuten lässt [5].

Es sind dies die faszinierenden Besonderheiten eines scheinbar einfachen Materi-
als. Obwohl diese Eigenschaften aber schon seit langem bekannt sind, fehlt bis heute
eine allgemein akzeptierte Theorie zur ihrer Beschreibung.

Das Verständnis granularer Materie hat enorme praktische Relevanz, wann im-
mer größere Mengen von Sand und Kiesel verarbeitet, gelagert oder transportiert
werden müssen. Wichtiger noch ist ein grundlegendes Verständnis der damit verbun-
denen Bodenmechanik für die Bauphysik und Geologie. Das Abgehen von Lawinen
ist prinzipiell als Überschreiten der Fließgrenze zu verstehen und in einer vor kurzem
veröffentlichten experimentellen Arbeit wurde die Entstehung sekundärer Erdbeben
auf Eigenschaften granularer Materie zurückgeführt [6]. Die Frage nach der Stabili-
tät von auf Sand errichteten Bauwerken ist sprichwörtlich und historisch und hängt
von Fortschritten in der Physik granularer Materie entscheidend ab.

Wie ein Festkörper aus gitterartig angeordneten Atomen besteht, theoretisch
aber durch ein kontinuierlich verteiltes Medium beschrieben werden kann, so wer-
den wir zeigen, dass ein kontinuumsmechanischer Zugang ebenfalls den adäquaten
Rahmen zur Behandlung granularer Systeme bildet. Im gesamten Anregungsbereich,
für feste, flüssige und gasförmige granulare Materie, ist eine hydrodynamische Be-
schreibung möglich. Die einzelnen Partikel granularer Materie sind makroskopische
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Festkörper. Für sie und die granulare Materie, die sie bilden, sind die Gesetze der
Thermodynamik und Hydrodynamik anwendbar.

1.2 Granulare Akustik

In dieser Arbeit beschäftigen wir uns mit Situationen, in denen granulare Mate-
rie in Behältern eingeschlossen ist. Sie ist dann überwiegend fest und kann durch
akustische Methoden untersucht werden.

Schallwellen stellen ein gängiges Mittel in der zerstörungsfreien Werkstoffprü-
fung dar. Auch für granulare Materie ist solch eine Methode wünschenswert, um
beispielsweise das Auslösen von Erdbeben oder Lawinen durch Schallwellen zu ver-
stehen oder Einschlüsse im Boden mit Echoloten ausfindig zu machen.

In Abhängigkeit von der Wellenlänge erwarten wir unterschiedliche Mechanis-
men der Schallausbreitung. Bei im Vergleich zur Korngröße kleinen oder ähnlichen
Wellenlängen ist granulare Materie heterogen und Streuung überwiegt. Die unregel-
mäßige Struktur von Sandkörnern führt zum einen zu lokalen Dichteschwankungen
als auch zur Ausbildung sogenannter Kraftketten, entlang derer Schall propagiert.
Bei im Vergleich zur Korngröße großen Wellenlängen muss aber eine kontinuums-
mechanische Beschreibung möglich sein.

Tatsächlich wurde in jüngster Vergangenheit über die prinzipiellen Ausbreitungs-
mechanismen von Schallwellen in granularer Materie wieder diskutiert, ob diese et-
wa in einem effektiven Medium stattfinden oder über beobachteten Kraftketten als
chaotisch und somit diffusiv zu verstehen sind. Es wurden in Abhängigkeit von der
Wellenlänge Beiträge beider Mechanismen experimentell beobachtet [7]. Gestreute
Wellen propagieren dabei im Allgemeinen etwas langsamer, da der Pfad, den sie
nehmen länger ist.

Neben der Heterogenität granularer Materie wird vermutet, dass auch Rotati-
onsfreiheitsgrade der einzelnen Körner für die Schallausbreitung eine Rolle spielen
[8], da sie abhängig vom Reibungskoeffizient und der Feuchtigkeit die Kopplung von
Scher- an Transversalmoden und die dabei erzeugte Wärme beeinflussen [9].

Eine Probe granularer Materie kann nie identisch präpariert werden, da die Ver-
teilung der Kontakte sich ändert. Dies führt zum Begriff der Geschichtsabhängigkeit.
Aktuelle Eigenschaften, wie etwa die Schallgeschwindigkeit, sind abhängig von vor-
hergehenden Zuständen, da sich durch die Messung die Struktur des Korngerüstes
geändert hat. Jedoch müssen sich solche Änderungen auf makroskopischer Ebene
ausgleichen. Wir werden sehen, dass aktuelle Dichte und Spannung für die Ausbrei-
tung elastischer Wellen einen Satz vollständiger Variablen liefern. Die makrosko-
pischen Eigenschaften können durch Dichte und Spannung vollständig beschrieben
werden.

Neben Dispersion und linearer viskoser Dämpfung zeigt granulare Materie auch
nichtlineares Verhalten verschiedener Art. Neben den sogenannten „clapping con-
tacts” [10], einem mehrmaligen Öffnen und Schließen eines Kontakts durch Schall,
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der zu einer Amplitudenabhängigkeit der Schallgeschwindigkeit führt, ist die Ab-
hängigkeit der Schallgeschwindigkeit vom äußeren Druck [11, 12] die Hauptnichtli-
nearität granularer Materie. Aber auch die starke nicht-viskose Dämpfung [13] und
der sogenannte Softening-Effekt, eine Reduzierung des elastischen Moduls während
der Schallanregung, sind Beispiele für nichtlineares Verhalten [6].

Die Messung und das theoretische Verständnis von Schallgeschwindigkeit und
Schallabsorption ist ein Werkzeug zur Untersuchung von Struktur und mechanischen
Eigenschaften granularer Materie und daher von fundamentalem Interesse.

1.3 Theoretische Modelle

Um die makroskopischen Eigenschaften granularer Materie zu verstehen, gibt es ver-
schiedene Ansätze. In der von Ingenieuren sogenannten Bodenmechanik wird ver-
sucht, granulares Material durch geeignete konstitutive Gleichungen zu beschreiben,
die den Spannungstensor mit den Geschwindigkeitsgradienten verbinden. Durch sol-
che tensorwertige Funktionen ist die Anzahl von Materialparametern relativ hoch.
Durch anschließende Anpassung an experimentelle Daten werden diese dann be-
stimmt. Ein Beispiel eines solchen Modells sind so genannte hypoplastische Bewe-
gungsgleichungen [14]. Statische Probleme hingegen werden so durch die Elastizi-
tätstheorie anhand druckabhängiger „Materialkonstanten” zu verstehen versucht.

Einen weiteren Zugang bilden Experimente mit Glaskugeln von 0,5 bis 5 mm
Größe. Kugeln stellen zwar eine gewisse Idealisierung dar, dennoch handelt es sich
um granulare Materie und deren Reaktion auf einen äußeren Spannungszustand kann
sowohl mechanisch als auch photoelastisch vermessen werden. Diese Messungen erge-
ben starke Inhomogenitäten in der Verteilung der Kontaktkräfte einzelner Körner.
Es treten so genannte Kraftketten auf, entlang derer Schall bevorzugt propagiert
und werden für die heterogenen und nichtlinearen Eigenschaften von Schallwellen
verantwortlich gemacht [15].

Diese idealisierte granulare Materie wird dann numerisch in einer Vielteilchen-
rechnung betrachtet. Dabei werden die Kugeln in eine Kiste mit unnachgiebigen
Wänden gefüllt und durch einen Stempel unter Spannung gesetzt. Die Kraftüber-
tragung wird durch das Hertz-Mindlin Gesetz implementiert, wobei auch Reibung
zwischen den Kugeln und Dissipation bei Stößen berücksichtigt werden [16].

Im Falle schallartiger Anregungen liefern sowohl Experiment als auch numerische
Simulationen folgendes Resultat. Als Reaktion auf eine kurze mechanische Anregung
entsteht eine kohärente Wellenfront, gefolgt von chaotischen Oszillationen der viel-
fach gestreuten Wellen. Die relative Amplitude der beiden Signale hängt dabei stark
vom Verhältnis der Kugelgröße zur anregenden Wellenlänge ab. Für große Wellen-
längen kann granulares Material tatsächlich durch ein effektives Medium beschrieben
werden, bei kleinen Wellenlängen zeigt sich die granulare Struktur.
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1.4 Ziele und Aufbau der Arbeit

Es bestehen also formulierte Forschungsfragen. Zum einen sind die konkreten ex-
perimentellen Daten aus Abschnitt 1.2 theoretisch nachzuvollziehen, zum anderen
ist das prinzipielle Verhalten granularer Materie in einen theoretischen Rahmen zu
setzen. Das ganze Spektrum verschiedener Phänomene soll durch eine Theorie ab-
gebildet werden. Dies ist das Ziel der durch M. Liu und Y. Jiang in den Arbeiten
[17–20] gegebenen hydrodynamischen Theorie.

Hier sollen die akustischen Eigenschaften granularer Materie innerhalb dieser
Theorie erklärt werden. Wir bezeichnen sie im Folgenden als GSH für „Granular Solid
Hydrodynamics”. Die Bezeichnung soll auf die Beseitigung des scheinbaren Wider-
spruchs zwischen festem und flüssigem Verhalten granularer Materie verweisen. Die
wesentlichen Bestandteile dieser Theorie sind in der festen Phase das Verstehen der
Fließgrenze als thermodynamische Instabilität, in der flüssigen Phase das Konzept
der granularen Temperatur und die Ähnlichkeit zur Polymerphysik der relaxierenden
Verzerrungen.

Die Berechnung statischer Spannungsverteilungen durch diesen Ansatz war er-
folgreich [21]. Es kann gezeigt werden, dass die durch Scherung granularen Materi-
als erzeugte Anisotropie sowohl qualitativ als auch quantitativ mit experimentellen
Daten übereinstimmt [22]. Die Auswirkungen der induzierten Anisotropie auf die
Schallpropagation ist ein wichtiger Teil dieser Arbeit. Die Ergebnisse hierzu sind in
Abschnitt 4.5 dargestellt.

Auf Grundlage dieser Ergebnisse ist die Interpretation experimenteller akusti-
scher Eigenschaften möglich. Da wir von einem makroskopischen Standpunkt aus-
gehen, ist es klar, dass nur durch im Vergleich zur Korngröße großen Wellenlän-
gen verwertbare Ergebnisse erzielt werden können. So tritt etwa eine charakte-
ristische Abhängigkeit der Schallgeschwindigkeit vom umgebenden Druck auf, die
durch die herkömmliche lineare Elastizitätstheorie nicht verstanden werden kann
[23]. Die Schallgeschwindigkeit skaliert mit dem Umgebungsdruck wie P

1
6 . Innerhalb

der GSH-Theorie wird dieser Effekt aber wiedergegeben. Ferner werden nichtlineare
Effekte, also die Erzeugung von Harmonischen beobachtet [13], die qualitativ durch
die hydrodynamische Theorie verstanden werden können.

Daran anschließend diskutieren wir kurz theoretisch, was mit den granularen
Schallmoden am Punkt der Fließgrenze passiert. Die Fließgrenze, engl. yield, ist der
Verlust an permanenter Stabilität. Granulare Materie kann im Gegensatz zu Flüssig-
keiten Scherkräfte aufrechterhalten, aber nur bis zu einem bestimmten Maximalwert.
Dort verliert sie ihre elastischen Eigenschaften und plastische Verformung tritt ein.
Am Punkt der Fließgrenze bedeutet eine noch so kleine Störung eine enorm anwach-
sende Reaktion. Da Schallwellen aber elastische Störungen eines Mediums sind, sollte
die Schallausbreitung am Punkt der Fließgrenze prinzipiell nicht mehr möglich sein,
die Schallgeschwindigkeit verschwinden. Die Berechnungen zeigten jedoch, dass im
Rahmen der hier verwendeten Theorie die Ausbreitungsgeschwindigkeit zwar mit
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Annäherung an die Fließgrenze sinkt, im Allgemeinen aber endlich bleibt. Diese
Ergebnisse sind in Unterabschnitt 4.5.4 dargestellt.

Der zentrale Teil der Arbeit befasst sich mit der Dämpfungscharakteristik, d.h.
der Abhängigkeit der Dämpfung von Frequenz und Amplitude einer Schallwelle.
Das Konzept der granularen Temperatur führt zu einem völlig neuen nicht-viskosen
Dämpfungsmechanismus für Schall. Eine verallgemeinerte Wellengleichung wird in
Abschnitt 4.2 aus den makroskopischen granularen Gleichungen abgeleitet und die
Ergebnisse in den folgenden Unterabschnitten dargestellt. Als Hauptresultat steht,
dass die Dämpfung mit der vierten Potenz der Frequenz und dem Quadrat der
Amplitude skaliert.

Für die lineare amplitudenunabhängige Dämpfung bietet die GSH-Theorie einen
weiteren, nicht mit der herkömmlichen Viskosität zusammenhängenden Mechanis-
mus. Er hat sein Äquivalent in der Diffusion von Leerstellen oder Zwischengitter-
atomen der Festkörperphysik. Die Überlegungen hierzu sind in Unterabschnitt 4.4.2
dargestellt.

Ein weiterer interessanter Effekt ist das sogenannte Softening, eine zeitweise Her-
absetzung des elastischen Moduls [6]. Dieser Effekt ist in Zusammenhang mit dem
Überschreiten der Fließgrenze vermutlich der Auslöseimpuls für Sekundärerdbeben.
Eine Interpretation durch die GSH-Theorie bietet Unterabschnitt 4.4.3.

Kapitel 5 erklärt, wie das Phänomen unerwartet platzender Silos durch die GSH-
Theorie erstaunlich einfach theoretisch beschrieben werden kann. Die Relaxation der
Spannungen spielt dabei die entscheidende Rolle.

Zunächst beginnen wir aber in Kapitel 2 mit den Grundlagen der hydrodynami-
schen Theorie, wie sie in der theoretischen Physik verstanden wird. Diese Darstellung
erlaubt uns die später angegebenen Gleichungen zu verstehen und einzuordnen.

Ein solcher hydrodynamischer Zugang wurde von Y. Jiang und M. Liu vorge-
schlagen. Sie behandeln darin granulare Systeme als ein transient elastisches Mate-
rial durch Angabe eines expliziten Ausdrucks für dessen Energie. Insbesondere wird
mit diesem Ansatz das Auftreten der Fließgrenze durch eine thermodynamische In-
stabilität und damit im weitesten Sinne als Phasenübergang erklärt.

In Kapitel 3 wird der vollständige Satz der GSH-Gleichungen angegeben und
kurz erklärt.

Wellenausbreitung in granularer Materie soll hier durch einen hydrodynamischen
Zugang ungeachtet mikroskopischer Eigenheiten mit nur wenigen Materialparame-
tern beschrieben werden. Dabei bleibt die Komplexität der zugrunde liegenden Glei-
chungen überschaubar, sodass die Vorhersagen durch einfache Laborexperimente
überprüft werden können.



Kapitel 2

Hydrodynamische Theorie

Die Grundlage der hydrodynamischen Theorie bildet die Thermodynamik. Diese be-
schreibt den Gleichgewichtszustand von Systemen mit vielen inneren Freiheitsgra-
den, von denen aber nur wenige wie etwa die innere Energie, Dichte oder Magnetisie-
rung ausreichen, den Zustand des Systems zu charakterisieren [24]. Die Dynamik von
Systemen, bei denen die Abweichungen vom thermodynamischen Gleichgewichtszu-
stand in einem gewissen, noch zu spezifizierenden Maße klein bleiben, wird in der
Physik der kondensierten Materie Hydrodynamik genannt [25, 26]. Ihre Bewegungs-
gleichungen folgen aus Erhaltungs- und Bilanzgleichungen sowie Symmetrie- und
Invarianzprinzipien. Sie ist Teil der klassischen Feldtheorien und wurde mit Erfolg
auf gewöhnliche Fluide, Flüssigkristalle [27, 28], Supraflüssigkeiten [25, 29], elasti-
sche Festkörper und Polymere [30, 31] angewendet.

Die Kontinuumsmechanik und ihre Teilgebiete dagegen, genannt sei namentlich
die Rheologie, verzichten auf die Gleichgewichtsthermodynamik und kleine Abwei-
chungen davon und versuchen durch konstitutive Relationen die Felder der physika-
lischen Größen miteinander zu verbinden [32–34]. Auf die Struktur solcher Theorien
gehen wir im Kontrast zur hydrodynamischen Theorie in Abschnitt 2.7 kurz ein.
Zunächst folgen die Grundlagen der hydrodynamischen Theorie, die eine adäquate
Erweiterung der Navier-Stokes-Gleichungen darstellt.

2.1 Kontinuumshypothese und lokales Gleichgewicht

Im Gegensatz zur Punktmechanik und zur Vielteilchenphysik beschreibt die Hy-
drodynamik einen Körper nicht über seine mikroskopische Struktur und Einteil-
chenwechselwirkungen, sondern als kontinuierliches Medium. Die Konstituenten des
Mediums bezeichnen wir als Fluidteilchen. Sind diese klein gegenüber den typischen
Längenskalen eines Experiments, was wir stets annehmen wollen, so können wir das
Fluid als Kontinuum betrachten. Eine solche Längenskala ist etwa die Wellenlängen
einer Schallwelle.

Andererseits sollen die Fluidteilchen aber so groß sein, dass wir ihnen makrosko-

11



12 KAPITEL 2. HYDRODYNAMISCHE THEORIE

pische thermodynamische Eigenschaften wie etwa Druck und Temperatur zuordnen
können, die ja nur im Gleichgewicht definiert sind.

Diese beiden Anforderungen an die Größe der Fluidteilchen sind Vorraussetzun-
gen für die Anwendbarkeit der hydrodynamischen Theorie. Um diese Bedingungen
zu quantifizieren ordnen wir den Fluidteilchen eine charakteristische Zeit τ und eine
Länge λ zu. Die Zeit τ ist dabei die Zeitdauer zum Erreichen des lokalen Gleichge-
wichts, die Länge λ die Ausdehnung des Fluidteilchens. Geben wir äußeren Anre-
gungen des Systems die Zeit- und Längenskalen ω−1, bzw. k−1, so können wir die
obigen Bedingungen als

ωτ � 1 und kλ� 1 (2.1.1)

formulieren.
Die Hydrodynamik ist in diesem Sinn die Theorie kleiner Anregungen im lang-

welligen Limes [26].

2.2 Hydrodynamische Variablen und Fundamental-
relation

Mikroskopisch betrachtet besteht ein Körper aus typischerweise einem Mol Teilchen
mit einer entsprechend großen Anzahl von inneren Freiheitsgraden. Es ist expe-
rimentelle Tatsache, dass nach einer Störung des Systems die allermeisten dieser
Freiheitsgrade sehr schnell ihren Gleichgewichtswert wieder annehmen. Nur wenige
kollektive Anregungen, Moden genannt, relaxieren langsam. Für eine makroskopi-
sche Beschreibung reicht es, diese langlebigen Moden zu betrachten [28]. Genauer
betrachtet stellt man fest, dass diese langlebigen Störungen umso langsamer rela-
xieren, desto größer ihre Ausdehnung ist, also ω−1 →∞ für k−1 →∞, oder

lim
k→0

ω = 0. (2.2.1)

Die Existenz solcher Moden kann immer auf Erhaltungsgrößen oder gebrochene
kontinuierliche Symmetrien zurückgeführt werden. Letztere sind die sogenannten
Goldstone-Moden. Die zu einer Erhaltungsgleichung ∂tE +∇S = 0 mit Erhaltungs-
größe E und Strom S gehörende Lösung in Form der Dispersionsrelation ω = ω(k)
erfüllt gerade Gleichung (2.2.1). Wir wollen unter einer hydrodynamischen Varia-
blen ganz allgemein eine solche Größe verstehen, deren Relaxationszeit für langwel-
lige Störungen immer groß ist gegen eine mikroskopische Zeitskala. Diese Definition
schließt auch sogenannte langsame Variablen mit ein, für die limk→0 ω = konst = τ−1

s

gilt. Natürlich muss in diesem Fall τ � τs gelten, um die mikroskopische Zeitskala
von der kollektiven makroskopischen zu trennen. Flüssigkeitsgemische mit chemi-
scher Reaktion in denen sich die Konzentration der Stoffe langsam ändert sind ein
einfaches Beispiel einer solchen Variable.

Für den Fall eines gewöhnlichen Fluids sind die drei Erhaltungsgrößen Masse,
Impuls und Energie, kurz M , Gi und W , hydrodynamische Variablen. Für deren
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Dichten ρ = M/V , gi = Gi/V und w = W/V gilt im lokalen Gleichgewicht eine
thermodynamische Fundamentalrelation

s = s (ρ, gi, w) . (2.2.2)

Auf diese Weise führen wir analog zum Postulat der Entropiefunktion S für ho-
mogene Systeme [24] die Entropiedichte s ein. Wir wollen aber im Folgenden der
Gewohnheit halber die Energie als grundlegende Funktion betrachten, subsumieren
alle weiteren auftretenden hydrodynamischen Variablen unter xα und erhalten

dw = Tds+ µdρ+ vidgi + Fαdxα. (2.2.3)

Die konjugierten Größen T , µ, vi und Fα sind im Allgemeinen Funktionen der Va-
riablen selbst, T = ∂w

∂s

∣∣
ρ,gi,xα

= T (s, ρ, gi, xα), usw.

2.3 Gleichgewichtsbedingungen

Hydrodynamische Systeme sind zwar nach Annahme lokal, im Allgemeinen aber
nicht im globalen Gleichgewicht. Sie streben dieses aber an und, da die Entropie
im globalen Gleichgewicht maximal ist, produzieren die dabei auftretenden Ströme
selbst Entropie. Aus dieser Extremaleigenschaft können wir die sogenannten Gleich-
gewichtsbedingungen ableiten.

Im für uns relevanten Falle von Festkörpern ist eine der zusätzlichen hydrodyna-
mischen Variablen xα die Deformation, also ein Vektorfeld, das wir mit aα bezeich-
nen. Die Energie ist aber bzgl. homogener Deformationen invariant und so hängt
das Entropiefunktional zusätzlich von ∇iaα ab [26, 28]. ∇iaα wird als Deformati-
onsgradient bezeichnet. Dann gilt

dw = Tds+ µdρ+ vidgi + ψαid∇iaα. (2.3.1)

Extremieren wir das Entropiefunktional S =
∫
s dV unter den Nebenbedingungen

gegebener Energie, Masse, Impuls und Viererdrehimpuls [35, 36], so ergeben die
Euler-Lagrange-Gleichungen der Variationsrechnung die Gleichgewichtsbedingungen

∇iT = 0, ∂tvi +∇iµ = 0, vij :=
1

2
(∇ivj +∇jvi) = 0, ∇iψαi = 0, (2.3.2)

s. Anhang A.1. Die ersten drei gelten für ein Fluid, die vierte zusätzlich für einen
Festkörper. Die Größe ψαi ist dabei die konjugierte zum Deformationsgradienten
∇iaα, den wir im nächsten Abschnitt einführen. Sind diese Ausdrücke ungleich null,
so befindet sich das System nicht im Gleichgewicht und dissipative Ströme treten
auf. Man nennt die Gradienten ∇iT , vij und ∇iψαi daher thermodynamische Kräfte.
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2.4 Bilanzgleichungen und Standardprozedur
Für jede Erhaltungsgröße E in einem beliebigen raumfesten Volumen Ω gilt eine
Kontinuitätsgleichung der Form∫

Ω

∂tE dV = −
∮
∂Ω

S dA oder ∂tE + div S = 0. (2.4.1)

S ist der zur Größe E gehörende Strom. Sie besagt, dass die zeitliche Änderung der
Größe E in einem Volumen Ω durch einen Fluss durch die Oberfläche ∂Ω gegeben
sein muss.

Für ein gewöhnliches Fluid schreiben wir für die Erhaltungsgrößen der Massen-,
Impuls- und Energiedichte dementsprechend

∂tρ+∇iji = 0 (2.4.2)
∂tgi +∇iσij = 0 (2.4.3)
∂tw +∇iQi = 0, (2.4.4)

wobei ji, σij und Qi die noch zu bestimmenden Ströme sind. Für die Erhaltungsgröße
(Vierer-)Drehimpuls gibt man in der Regel keine eigene Gleichung an, vielmehr
lässt sich zeigen, dass seine Erhaltung auf die Äquivalenz von Massenstrom und
Impulsdichte ji = gi und die Symmetrie der Impulsstromdichte σij = σji führt [35].

Für die Entropiedichte geben wir eine Bilanzgleichung an. Sie enthält zusätz-
lich zur Struktur der Erhaltungsgleichung einen Produktionsterm R auf der rechten
Seite, den wir als R/T schreiben

∂ts+∇ifi =
R

T
. (2.4.5)

Er muss ebenso wie die Ströme in (2.4.2-2.4.4) noch spezifiziert werden. Das ge-
lingt, wie wir sehen werden durch zwei Forderungen: R ≥ 0 und R = 0 genau im
thermodynamischen Gleichgewicht.

Systeme mit spontan gebrochener kontinuierlicher Symmetrie, wie etwa Flüssig-
kristalle, Supraflüssigkeiten oder Festkörper erfordern weitere Variablen und Bewe-
gungsgleichungen [28]. Für Festkörper ist die Translations- und Rotationssymmetrie
gebrochen und die Koordinaten aα(ri) der Gitterpunkte am Ort ri bzw. deren Gra-
dienten ∇iaα werden als hydrodynamische Variablen genommen. Anschaulich ist
aα(ri, t) die Koordinate des Gitterpunktes am Ort ri, der vor einer Deformation am
Ort mit den Koordinaten aα war. Die Energie eines Festkörpers hängt aber nicht von
der absoluten Position aα ab, sondern nur von deren Ableitungen höherer Ordnung.
Der Einfachheit halber beschränken wir uns auf Abhängigkeiten erster Ordnung, al-
so ∇iaα, vgl. Gleichung (2.3.1). Eine Bewegungsgleichung für rein reaktive Systeme
folgte aus der kinematischen Tatsache, dass sich die Anfangskoordinaten mit der
Bewegung nicht ändern. Also d

dtaα = 0, wobei d
dt = ∂t + vk∇k die sog. materielle
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Zeitableitung bezeichnet, s. Anhang A.2. Sie gibt die Änderung einer Feldgröße an,
falls man sich mit einem Fluidteilchen in einer Strömung mitbewegt. In Festkörpern
bewegen sich Leerstellen und Zwischenatome im Gitter. Um die mit dieser Bewegung
verbundene Dissipation beschreiben zu können, betrachtet man allgemeiner [30]

d
dt
aα = Yα, (2.4.6)

wobei Yα ein dissipativer Strom ist mit entsprechenden Eigenschaften, vgl. Anhang
A.3. Damit ist einerseits eine Änderung der Anfangskoordinaten ∂taα 6= 0 ohne
Massenstrom ji ∼ vi = 0 möglich, andererseits ein Massenstrom ohne Änderung der
Anfangskoordinaten.

Wir wollen nun die Struktur der hydrodynamischen Gleichungen, d.h. die noch
unbekannten Ströme ji, σij und Qi sowie einen Ausdruck für die Entropieproduktion
ableiten. Dazu folgen wir der Standardprozedur [25, 26, 29], wie sie von Landau und
Khalatnikov bei der Ableitung der Gleichungen für suprafluides Helium entwickelt
wurde. Wir führen die Methode für Festkörper aus, nehmen also neben den Dichten
s, ρ und gi den Deformationsgradienten ∇iaα als Variable [30]. Dazu bildet man die
materielle Zeitableitung der Fundamentalrelation (2.2.3)

dw
dt

= T
ds
dt

+ µ
dρ
dt

+ vi
dgi
dt

+ ψαi
d∇iaα
dt

, (2.4.7)

und setzt darin die Bewegungsgleichungen (2.4.2, 2.4.3), (2.4.5) sowie (2.4.6) ein.
Man erhält den Ausdruck

∂tw +∇i (Tfi + µρvi − ψαiYα + vj (σij − Pδij)) =

R + (fi − svi)∇iT + (σij − Pδij − ρvivj − ψαj (∇iaα)) vij − Yα∇iψαi, (2.4.8)

s. Anhang A.3, wobei P = Ts + µρ + vigi − w. Aus dem Vergleich mit der Ener-
gieerhaltung (2.4.4) kann man den Energiestrom Qi und die Entropieproduktion R
ablesen. Die Divergenz in (2.4.8) muss die des Energiestroms sein und die rechte
Seite muss verschwinden, also

Qi = Tfi + µρvi − ψαiYα + vj (σij − Pδij) (2.4.9)
R = fDi ∇iT + σDij vij + Yα∇iψαi. (2.4.10)

Sofern die dissipativen Ströme fDi , σDij und Yα = Y D
α bekannt sind, sind damit die

unbekannten fi = svi − fDi und σij = −σDij + Pδij + ρvivj + ψαi∇jaα gefunden. Yα
ist, wie oben eingeführt, ebenfalls ein dissipativer Strom.

Wir erkennen, dass die Entropieproduktion (2.4.10) über die Gleichgewichtsbe-
dingungen (2.3.2) gegeben ist. Sie verschwindet aufgrund der hydrodynamischen
Konstruktion im globalen Gleichgewicht. Die Größen ∇iT , vij und ∇iψαi werden in
diesem Zusammenhang als thermodynamische Kräfte bezeichnet, die dadurch her-
vorgerufenen Ströme fDi ,σDij und Yα als dissipative Ströme.
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Dass der Ausdruck ∇iµ + ∂tvi aus (2.3.2) nicht als Kraft in R auftaucht, liegt
daran, dass es keinen dissipativen Massenstrom geben kann, denn es gilt ji = gi,
und für Systeme wie wir sie hier betrachten gi = ρvi [37].

Zur vollständigen hydrodynamischen Beschreibung eines Festkörpers fehlen noch
Ausdrücke für die dissipativen Ströme. Wir werden sie im folgenden Abschnitt gemäß
des Onsagerschen Prinzips konstruieren.

2.5 Entropieproduktion und Onsager-Relationen
Der Ausdruck für die Entropieproduktion, als Summe von Produkten aus thermo-
dynamischen Kräften Fi und dissipativen Strömen Ji wie in Gleichung (2.4.10) ist
direkte Folge der angewandten Standardprozedur. Es ist ferner für viele irreversible
Phänomene experimentelle Tatsache, dass dissipative Ströme lineare Funktionen der
Kräfte sind [38]. Im Gleichgewicht ist die Entropie maximal, auf dem Weg dorthin
gilt gemäß des zweiten Hauptsatzes stets R ≥ 0. Um beide Punkte zu erfüllen,
entwickeln wir die dissipativen Ströme nach den Kräften bis zur linearen Ordnung

Ji = LijFj. (2.5.1)

Die Koeffizienten Lij bezeichnet man als kinetische- oder als Transportkoeffizienten.
Die Entropieproduktion R = JiFi ist damit eine quadratische Form R = LikFiFk,
von der wir verlangen, dass sie positiv-semidefinit ist. Die Onsager-Relation ver-
bindet die Koeffizienten miteinander [38]. Aufgrund der Zeitumkehrinvarianz der
Entropieproduktion R, wir schreiben dafür zup(R) = 1, für positive Zeitumkehr-
parität, und definierter Zeitumkehrparitäten der Kräfte, z.B zup(∇iT ) = 1 und
zup(vij) = −1, gilt stets

Lij = zup(Fi · Fj)Lji, (2.5.2)

hier ohne Summation und zup(Fi · Fj) = zup(Fi) · zup(Fj), s. dazu Referenz [39].
Für die Komponenten der dissipativen Ströme in (2.4.10) erhalten wir fDi

σDij
Yα

 =

 κij γikl δiγ
−γikl ηijkl εijγ
δiγ −εijγ βαγ

 ∇jT
vkl

∇mψγm

 . (2.5.3)

Die dissipativen Charakteristika vieler Stoffe lassen sich durch die Diagonaleinträge
dieser Onsagermatrix verstehen, obwohl der Peltier- und Seebeckeffekt prominentes
Beispiel der Relevanz von Außerdiagonalelementen ist. Für isotrope Medien sind die
Transportkoeffizienten isotrop, d. h. zweistufige isotrope Tensoren sind Vielfaches
von δij, vierstufige von der Form aδijδkl + bδikδjl + cδilδjk mit beliebigen Skalaren a,
b und c. Betrachten wir nur Diagonaleinträge und isotrope Medien, so lässt sich die
Entropieproduktion (2.4.10) als

R = κ (∇iT )2 + η
(
v0
ij

)2
+ ζv2

ll + β (∇mψγm)2 (2.5.4)
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schreiben. Wir haben einen Wärmeleitfähigkeitskoeffizienten κ, da κij = κδij, einen
Leerstellendiffusionskoeffizienten β sowie aufgrund der Symmetrie von vkl zwei Zä-
higkeiten η und ζ. Hier und im Folgenden bezeichnet x0

ij = xij − 1
3
xllδij den spur-

losen Anteil eines Tensors. Die Semi-Positivität von R erfordert in diesem Fall
κ, η, ζ, β ≥ 0.

Die Transportkoeffizienten dürfen von den hydrodynamischen Variablen des Sys-
tems und ihren konjugierten, nicht aber von den thermodynamischen Kräften ab-
hängen. Eine solche Abhängigkeit würde der Beschränkung auf die lineare Onsa-
gertheorie widersprechen.

Wir besitzen nun ein vollständiges System von Differenzialgleichungen, um Fest-
körper und im Grenzfall ψiα → 0 gewöhnliche Fluide zu beschreiben. Um dieses
abzuleiten, haben wir die Variablen ρ, gi, w und ∇iaα identifiziert, ihre Bewegungs-
gleichungen mit der Thermodynamik kombiniert und die lineare Onsagertheorie ver-
wandt. Wir haben uns dabei auf kleine Abweichungen vom Gleichgewicht und im
letzten Schritt mit Gleichung (2.5.4) auf ein isotropes Medium beschränkt.

Die Eigenschaften eines konkreten Materials zerlegen sich in zwei Anteile, näm-
lich in einen dissipativen und einen reaktiven. Die Abhängigkeit der Transportkoeffi-
zienten von den hydrodynamischen Variablen bestimmen die dissipativen Charakte-
ristika, die Abhängigkeit der Energiedichte w von den hydrodynamischen Variablen
hingegen die dissipationsfreien Eigenschaften.

2.6 Isotrope Medien und Relaxation der Verzerrun-
gen

Hängen die physikalischen Eigenschaften eines Mediums nicht von der Raumrich-
tung ab, so bezeichnen wir es als isotrop. Bei fluiddynamischen Systemen denken
wir dabei etwa an die Kompressibilität, die im Falle eines isotropen Festkörpers
richtungsunabhängig ist. Die Energie eines solchen isotropen Mediums kann neben
den Dichten von Entropie, Masse und Impuls nur von den skalaren Invarianten des
Verzerrungstensors

uij =
1

2
(δij − (∇iak) (∇jak)) , (2.6.1)

abhängen und nicht von allen neun Komponenten des Deformationsgradienten wie in
Gleichung (2.4.7) [30, 32]. Der Verzerrungstensor ist symmetrisch und ein Maß für
die relative Längenänderung unter einer Deformation. Seine skalaren Invarianten
sind die Eigenwerte u1, u2 und u3. Als Variable können aber beliebige Kombina-
tionen davon verwendet werden. In der linearen Elastizitätstheorie bei isotropen
Festkörpern etwa wird für die Dichte der freien Energie f = 1

2
K∆2 +µu2

s angesetzt,
wobei ∆ = −Tr uij die negative Spur des Verzerrungstensors und u2

s = u0
iju

0
ij =

Tr (u2)ij −
1
3

(Truij)
2 das Quadrat des spurlosen Teils bezeichnet.

Durch Kombination der Bewegungsgleichungen für die Anfangskoordinaten (2.4.6)
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mit der Definitionsgleichung für die Verzerrungen (2.6.1) erhalten wir die Zeitent-
wicklung für uij. Beschränken wir uns auf Systeme in denen sowohl uij also auch
∇iYα klein bleiben, das ist für granulare Systeme wie wir sie später beschreiben
wollen quasi immer erfüllt, ist sie durch

d
dt
uij − vij −

[
1

2
∇jYi − uik (∇jvk)

]
−
[
i↔ j

]
= 0 (2.6.2)

gegeben. Sie verbindet die Gradienten des Geschwindigkeitsfeldes mit den Verzer-
rungen des Festkörpers. Um viskoelastische Fluide zu beschreiben, lässt sich die-
se Bewegungsgleichung verallgemeinern. Bei kleinen Frequenzen äußerer Störungen
verhalten sich viskoelastische Fluide wie gewöhnliche Newtonsche Fluide, die durch
die Navier-Stokes-Gleichungen beschrieben werden, bei großen hingegen wie Fest-
körper, für die zusätzlich Gleichung (2.6.2) gilt. Um nun diese transiente Elastizität
wiederzugeben, führt man auf der rechten Seite der Gleichung (2.6.2) einen zusätzli-
chen Strom Xij ein [30]. Er ist zusammen mit dem Strom Yα von dissipativer Natur
und kann durch die Standardprozedur und die Onsagerkonstruktion bestimmt wer-
den. Für isotrope lineare Medien etwa ergibt der Diagonaleintrag der Onsagermatrix
X0
ij ∼ −u0

ij/τ und Xll ∼ −ull/τ1, mit Materialparametern τ und τ1, was auf eine
Relaxationsgleichung

∂tuij ∼ −
1

τ
uij (2.6.3)

für die Verzerrungen führt. Damit ist die Beschreibung nicht-newtonscher Strö-
mungseffekte in polymeren Fluiden möglich [30, 31]. Ist die Relaxationszeit τ groß
gegen die Zeitskala der Störung, ist die rechte Seite der Bewegungsgleichung für die
Verzerrungen zu vernachlässigen und das System fest, im umgekehrten Fall kleiner
Relaxationszeiten verschwinden eventuell auftretende Verzerrungen unmittelbar, das
System bleibt flüssig.

Die Einführung des dissipativen Stroms Xij hat aber Konsequenzen für die Va-
riablen uij. Die Verzerrungen ändern nämlich ihren Variablentyp. Sie gehören jetzt
zur Gruppe der langsamen Variablen, da Bedingung (2.2.1) verletzt wird. Zweitens
lassen sich die Verzerrungen nicht mehr wie in Gleichung (2.6.1) auf das Koor-
dinatenfeld aα zurückführen. Dadurch ist die Definition eines Verschiebungsfeldes
Ui = ri − ai nicht mehr sinnvoll. Alle sechs Komponenten uij müssen als unab-
hängige Variable angesehen werden. Wir werden deshalb in den späteren Kapiteln
Wellengleichungen für die Verzerrungen anstatt wie in der Elastizitätstheorie üblich
für Verschiebungen. Das hat drittens zur Folge, dass sich die Gleichgewichtsbedin-
gungen ändern. Sie lauten nun πij = 0, siehe Anhang A.1, wobei die Größen πij die
konjugierten Variablen zu uij sind,

∂w

∂uij
= −πij (2.6.4)

und als elastische Spannungen bezeichnet werden. Die Spannungen treten als ther-
modynamische Kraft auf und versuchen das System in den unverzerrten Zustand zu
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bringen.
Viertens erzwingt die Einführung von Xij eine Zerlegung der Verzerrungen.

Durch die Relaxation stimmt die Gesamtverzerrung nicht mehr mit uij überein.
Die Differenz aus geometrischer, also kinematischer Gesamtverzerrung εij und der
elastischen uij bezeichnen wir als plastische Verzerrung pij, so dass

εij = uij + pij. (2.6.5)

Für εij gilt bei einer Deformation, die durch das Geschwindigkeitsfeld vi gegeben ist
dtεij = vij−εik∇jvk−εjk∇ivk. Die Gesamtverzerrung ist also die Summe aus einem
elastischen Anteil uij mit dem eine elastische reversible Energie verbunden ist und
einem plastischen irreversiblen Anteil pij, der zu Wärmeerzeugung führt.

Mit der Bewegungsgleichung (2.6.2) kann entsprechend Abschnitt 2.4 eine Stan-
dardprozedur durchgeführt werden, wir verzichten hier aber darauf und behandeln
gleich den verallgemeinerten Fall granularer Systeme in Kapitel 3.

2.7 Kontinuumsmechanik
Die Beschreibung makroskopischen Materialverhaltens geschieht heutzutage im In-
genieurwesen im Rahmen der Kontinuumsmechanik [32–34], welche die historisch
getrennten Gebiete der Elastizitätstheorie und Fluidmechanik vereinheitlicht dar-
stellt. Ihre Grundlagen wurden neben anderen von Euler und Cauchy erarbeitet,
der theoretisch mathematische Rahmen wurde durch Truesdell [40] und andere in
den 1960er Jahren gegeben.

Im Gegensatz zur hydrodynamischen Theorie, wie sie in diesem Kapitel bisher
vorgestellt wurde, verzichtet man in der Kontinuumsmechanik auf das lokale Gleich-
gewicht und kleine Abweichungen davon. Vielmehr verbindet man die Ströme der
Feldgrößen durch konstitutive Relationen miteinander. Die Kontinuumsmechanik ist
mathematisch äußerst anspruchsvoll, insbesondere durch Aufstellen tensorwertiger
Funktionen und zeitlich nichtlokaler Zusammenhänge. Durch Diskussion der lokalen
Beschreibung von Bewegung, Deformation, Kraft, Energie und Entropie erhält man
einen Satz von Bewegungsgleichungen für die Felder von Massendichte ρ, Kraft pro
Fläche σij, Energiedichte w usw. Gleichungen, die die Abhängigkeit dieser Felder
von den Zustandsvariablen angeben heißen konstitutive Relationen. Im Falle der
Impulsstromdichte σij müssen also neun Gleichungen für die neun Komponenten
gefunden werden. Eine Möglichkeit besteht darin, sie mikroskopisch abzuleiten, eine
andere sie durch Molekulardynamiksimulationen zu erhalten. Überwiegend ist jedoch
der phänomenologische Zugang. Anhand von Experimenten werden konstitutive Re-
lationen erraten und die erhaltenen mathematischen Beziehungen Invarianzprinzipi-
en, wie z.B. Kausalität und kovarianter Formulierung unterworfen. Beobachtet wird,
dass das aktuelle Materialverhalten vom zeitlich vorhergehenden Spannungszustand
abhängt. Die mathematische Struktur enthält deswegen Zeitintegrale, die das aktu-
elle Materialverhalten auf die Vergangenheit zurückführen. Für Polymere [31] setzt
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man in sogenannten linear-viskoelastisch Modellen [41] für die Impulsstromdichte

σij = −
∫ t

−∞
M(t− t′)vij(t′)dt′ (2.7.1)

an. M ist dabei die Gedächtnisfunktion. In der Bodenmechanik [42] werden u.a.
hypoplastische Modelle für granulare Medien verwendet. Sie sind von der generellen
nichtlinearen Form

∂tσij = Lijklvkl +Nij |vij| , (2.7.2)

wobei |vij| =
√
vijvij [43]. Die Materialtensoren Lijkl und Nij hängen dabei vom

aktuellen Spannungszustand ab.
Zum späteren Vergleich mit der hydrodynamischen Theorie granularer Materie,

der GSH-Theorie, wollen wir die in der Kontinuumsmechnik üblichen Bezeichnung
verschiedenen Materialverhaltens kurz einführen. Anhand der konstitutiven Relatio-
nen für den Spannungstensor werden verschiedene Materialklassen definiert.

1. Elastisch: Die Spannungen σij sind Funktionen der Verzerrungen εij, d. h.
σij = σij(εij, s, ρ, . . .).

2. Stokessches Fluid: Die Spannungen σij sind Funktionen der Geschwindigkeits-
gradienten ∂tεij, d. h. σij = σij(∂tεij, s, ρ, . . .).

3. Viskoelastisch: Die Spannungen σij sind Funktionen der Verzerrungen εij sowie
der Geschwindigkeitsgradienten ∂tεij, d. h. σij = σij(εij, ∂tεij, s, ρ, . . .).

Nach der Greenschen Definition kann aus der Impulsstromdichte ein hyperelasti-
scher Anteil extrahiert werden, welcher von einem Potential abgeleitet werden kann.
Genauer gesagt definiert die Existenz w = w(uij) ein hyperelastisches Material [44].

Viskoelastisch sind alle Materialien, deren aktueller Spannungszustand von der
Vergangenheit abhängt. Darunter fallen phänomenologische Modelle wie Newton-,
Maxwell-, Kelvin-Voigt-, und Zener- Festkörper mit den Verallgemeinerungen σ̇ +
pσ = k (u̇+ qu).

Bleibt nach der Belastung permanente Deformation spricht man von Plastizität.

2.8 Zusammenfassung

Wie in diesem Kapitel gezeigt, kann die Struktur der hydrodynamischen Gleichun-
gen, d. h. insbesondere die genaue Form der Stromdichten berechnet werden. Da-
durch vereinfacht sich die kontinuumsmechanische Beschreibung. Beispielsweise er-
zwingt die Einbeziehung der Thermodynamik, d. h. Energieerhaltung in Form des
lokalen Gleichgewichts und die linearen Onsager-Theorie etwa die Gleichheit der Vis-
kositäten η in der Impulserhaltung (3.1.15) und in der Entropieproduktion 3.1.24.
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Die Ableitung der hydrodynamischen Gleichungen beruht nur auf physikalischen
Grundprinzipien und liefert das Gerüst der Gleichungen. Eine einzige skalare Funk-
tion, nämlich die Energiedichte, legt zusammen mit den Transportkoeffizienten, die
Physik fest.

Die Kontinuumsmechnik verfügt über keine eigene Bewegungsgleichung für die
Verzerrungen, sondern verbindet die Impulsstromdichte direkt mit dem Gesamtver-
zerrungsfeld εij bzw. Geschwindigkeitsfeld vij = ∂tεij + . . .. Die relative Einfachheit
der Struktur hydrodynamischer Gleichungen wird also durch einen höheren Satz von
Variablen erkauft.

Beide Beschreibungen sind aber äquivalent. Die hydrodynamische lässt sich in
eine kontinuumsmechanische überführen und vice versa. Dazu kann in der GSH-
Theorie etwa das Feld uij und seine Zeitableitung ∂tuij durch konsequentes Einsetzen
in die Impulserhaltung eliminiert und ein entsprechender Integralkern identifiziert
werden.

Hydrodynamische Gleichungen sind immer lokal formuliert. Auf den Wechsel zur
Lagrangeschen Notation mit einer Referenzkonfiguration wird verzichtet. Insbeson-
dere sind alle Tensoren vom Eulerschen lokalen Typ.
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Kapitel 3

Granulare Hydrodynamik

In diesem Kapitel wird die hydrodynamische Theorie granularer Materie, wie sie
von M. Liu und Y. Jiang entworfen wurde, vorgestellt [20]. Sie ist eine Erweiterung
der in Kapitel 2 diskutierten hydrodynamischen Theorie von Festkörpern und po-
lymeren Fluiden. Befindet sich granulare Materie in Ruhe, so ist sie elastisch wie
ein Festkörper, bewegen sich aber ihre Körner, so wird sie wie Polymere transient
elastisch. Mit der Bewegung der Körner können wir in Analogie zum klassischen
idealen Gas eine granulare Temperatur Tg verbinden. Diese granulare Temperatur
quantifiziert den Übergang. Im ersten Abschnitt 3.1 leiten wir den vollständigen
Satz an Bewegungsgleichungen ab und im zweiten Abschnitt 3.2 diskutieren wir die
genaue Form der Energiedichte und der Transportkoeffizienten.

3.1 Polymerphysik und granulare Temperatur
Die hydrodynamische Theorie granularer Materie, die GSH-Theorie, ist eine Wei-
terentwicklung der hydrodynamischen Theorie viskoelastischer polymerer Fluide
[30, 31]. Diese sind wie auch granulares Material transient elastisch, d.h. sie zei-
gen abhängig von der Anregungsfrequenz elastisches oder plastisches Verhalten. Im
Gegensatz zu Polymeren kann granulare Materie, sofern sie in Ruhe ist, aber Span-
nungen aufrecht erhalten: Ein Sandhaufen bleibt formstabil. Erst durch äußere Stö-
rungen beginnen die Spannungen zu relaxieren, der Sandhaufen zu zerlaufen. Diese
durch Klopfen oder Schallwellen hervorgerufen Störungen führen zum Wackeln und
Gleiten der Sandkörner, sie verlieren den gegenseitigen Kontakt und erlauben so
den Spannungen sich abzubauen. Diese kleinskalige Bewegung der Körner können
wir analog zur kinetischen Gastheorie, mit einer granularen Temperatur Tg assozi-
ieren [45, 46] und setzen die Relaxationszeit τ der elastischen Verzerrungen invers
zu dieser Temperatur [19]

τ−1 ∼ Tg. (3.1.1)

Dies hat zur Folge, dass für verschwindende granulare Temperatur die Relaxations-
zeit divergiert und somit Sand fest wird, für große granulare Temperaturen hingegen

23
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wird die Relaxationszeit so klein, dass die elastischen Verzerrungen vernachlässigbar
werden. Wir gehen im Folgenden bei der Ableitung der Gleichungen aber systema-
tisch vor und beginnen mit dem allgemeinen Ausdruck der Energiedichte [20]

w = w(s, sg, ρ, gi, uij). (3.1.2)

Darin seien die granulare Entropie sg und die elastischen Verzerrungen uij vom Typ
langsamer Variablen, die eben eingeführte Temperatur Tg die zu sg konjugierte. Die
Variable ρ sei die Lagerungs- oder Packungsdichte granularer Materie. Die granula-
re Entropie sg repräsentiert dabei die mesoskopischen Freiheitsgrade der einzelnen
Körner, unter s subsumieren wir alle restlichen mikroskopischen Freiheitsgrade. Das
Energiedifferential schreiben wir deshalb, s [20], als

dw = Td (s− sg) + Tgdsg + µdρ+ vidgi − πijduij, (3.1.3)

wodurch die restlichen konjugierten Variablen T , µ, vi und πij definiert werden. Im
ersten Summand ziehen wir aus der Gesamtzahl der Freiheitsgrade die granularen
ab, im zweiten zählen wir sie wieder dazu. Die mikroskopischen Freiheitsgrade über-
wiegen die granularen bei weitem, deswegen gilt s� sg. In guter Näherung ist daher
s− sg ≈ s, so dass wir mit

dw = Tds+ Tgdsg + µdρ+ vidgi − πijduij (3.1.4)

fortfahren. Wegen Td (s− sg) + Tgdsg = Tds + (Tg − T ) dsg muss deswegen auch
Tg � T gelten. Dies lässt sich auch mikroskopisch verstehen. Die zur Temperatur
proportionale mittlere kinetische Energie granularer Teilchen ist wegen ihrer großen
Masse viel größer als die der Gasteilchen. Im Rahmen der GSH-Theorie ist die
granulare Entropie und Temperatur aber eine langsame Variable, die nicht unbedingt
dieser mesoskopischen Interpretation bedarf.

Die Gleichgewichtsbedingungen sind, siehe Anhang A.1,

∇iT = 0, ∂tvi +∇iµ = 0, vij = 0, Tg = 0, ∇iTg = 0, (3.1.5)

sowie
πij = 0 und ∇jπij = 0. (3.1.6)

Streng genommen gilt die erste der beiden letzten Bedingungen im Fall Tg 6= 0, die
zweite bei Tg = 0. Da wir jedoch gerade am Übergang des Mediums von fest, Tg = 0,
nach flüssig, Tg 6= 0, interessiert sind, berücksichtigen wir beide Gleichgewichtsbe-
dingungen als thermodynamische Kräfte.

Neben den Bewegungsgleichungen für Massen-, Impuls-, Energie- und Entropie-
dichte in der Form der Gleichungen (2.4.2)-(2.4.5) und der um den Relaxationsterm
Xij erweiterten Bewegungsgleichung für die Verzerrungen (2.6.2)

d
dt
uij − vij −

[
1

2
∇jYi − uik (∇jvk)

]
−
[
i↔ j

]
= Xij, (3.1.7)
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geben wir in Analogie und Konsequenz der obigen Zerlegung (3.1.3) für sg eine zur
normalen Entropiedichte äquivalente Gleichung an

∂tsg +∇iFi =
Rg

Tg
. (3.1.8)

Die Gesamtentropieproduktion ist dann R/T + Rg/Tg. Die Standardprozedur, s.
Anhang B, führt auf das folgende System von Bewegungsgleichungen

∂tρ+∇i (ρvi) = 0 (3.1.9)
∂t (ρvi) +∇jσij = 0 (3.1.10)

∂tw +∇iQi = 0 (3.1.11)

∂ts+∇i

(
svi − fDi

)
=
R

T
(3.1.12)

∂tsg +∇i

(
sgvi − FD

i

)
=
Rg

Tg
(3.1.13)

dtuij − vij + uik (∇jvk) + ujk (∇ivk) = Xij −
1

2
∇jYi −

1

2
∇iYj (3.1.14)

mit den Strömen

σij = PT δij + ρvivj + πij − πikukj − πjkuki − σDij − ΣD
ij (3.1.15)

Qi = Tfi + TgFi + µgi − Yiπij + (σij − PT δij) vj, (3.1.16)

wobei PT = Ts+ Tgsg + µρ+ vkgk − w und den dissipativen Strömen

fDi = κ∇iT und FD
i = κg∇iTg (3.1.17)

Yi = βP∇lπil (3.1.18)
Xij = βπ0

ij + β1πllδij − αvij (3.1.19)

σDij = ηv0
ij + ζvllδij + απij (3.1.20)

ΣD
ij = ηgv

0
ij + ζgvllδij. (3.1.21)

Die Raten R und Rg sind

R = fDi ∇iT + σDij vij + Yi∇jπij +Xijπij + γT 2
g (3.1.22)

Rg = FD
i ∇iTg + ΣD

ijvij − γT 2
g , (3.1.23)

sodass

R +Rg = fDi ∇iT + FD
i ∇iTg +

(
σDij + ΣD

ij

)
vij + Yi∇jπij +Xijπij. (3.1.24)

Diese Gleichungen bilden die Grundlagen der GSH-Theorie. Es sind zwölf Glei-
chungen für die zwölf Variablen (ρ, gi, s, sg, uij). Um mit dieser Theorie konkrete
Probleme lösen zu können, fehlen uns aber noch Ausdrücke für die Energiedichte
w und die Transportkoeffizienten

(
κ, κg, β

P , β, β1, α, η, ζ, ηg, ζg
)
, die wir im nächsten

Abschnitt geben.
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3.2 Granulare Energiedichte und Transportkoeffizi-
enten

Wir beginnen mit der Spezifikation der Energiedichte (3.1.2). Für ihre funktionale
Abhängigkeit von den Variablen gibt es keinerlei Einschränkungen, wir betrachten
aber im Folgenden anstatt der Energiedichte das Potenzial f̃ = f̃(T, Tg, ρ, gi, uij),
bezeichnen es in Analogie zur gewöhnlichen Thermodynamik als freie Energiedichte
und machen Ansatz, s. [20],

f̃ = w − Ts− Tgsg

=
g2
i

2ρ
+ f0(T, ρ) + f1(ρ, uij) + f2(ρ, Tg). (3.2.1)

Diese Summe besteht aus der gewöhnlichen freien Energie f0, einem Anteil f1 der
für die Speicherung elastischer Energie verantwortlich ist und einem Teil f2, der von
der granularen Temperatur abhängt. Für f1 setzen wir die in den Arbeiten [17, 18]
vorgeschlagene Energiedichte

f1 = B
√

∆

(
2

5
∆2 +

1

ξ
u2
s

)
(3.2.2)

an. Hierbei ist ∆ = −Tr uij die negative Spur des Verzerrungstensors und u2
s = u0

iju
0
ij

das Quadrat des spurlosen Teils. Die Kompression ∆ ist ein Maß für die relative
Volumenänderung einer Deformation, u2

s ein Maß für die Stärke einer volumenlosen
Deformation. Kohäsionslose granulare Materie kann nur bei positiver Kompression
∆ > 0 Energie speichern, für negative sei die Energie f1 = 0. Der Parameter B sei
abhängig von der Packungsdichte ρ gemäß

B(ρ) = B0

(
ρ− ρ∗lp
ρcp − ρ

) 3
20

, (3.2.3)

ρ∗lp wiederum durch ρlp =
(
11ρcp + 9ρ∗lp

)
/20 gegeben [20]. Dabei steht ρcp die dich-

teste granulare Packungsdichte, ρlp für die loseste. Die Größen B0, ξ, ρlp, ρcp sind
Materialparameter. Der Energiebeitrag f2 ist für die Beschreibung granularer Phä-
nomene reserviert, bei denen die granulare Temperatur die wesentliche Rolle spielt.
Für f2 folgen wir ebenfalls [20] und setzen

f2 = −ρbT 2
g /2 (3.2.4)

mit b = b0 (1− ρ/ρcp)a, so dass für moderate granulare Temperaturen wie sie durch
Schallwellen erzeugt werden dieser Beitrag immer quadratisch klein bleibt. b0 und a
sind weitere Materialparameter.

Aus dem Ausdruck für die freie Energie (3.2.1) erhalten wir die elastischen Span-
nungen

πij = − ∂f

∂uij
=
B
ξ

∆
3
2

((
ξ +

u2
s

2∆2

)
δij − 2

u0
ij

∆

)
, (3.2.5)
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die nicht mit der Impulsstromdichte σij zu verwechseln sind. Insbesondere gilt dann
πll = 3B

ξ
∆

3
2

(
ξ + u2s

2∆2

)
und π0

ij = −2B
ξ
∆

1
2u0

ij. Die genaue Form von f0 und f1 aus
(3.2.1) ist für diese Arbeit nicht relevant.

Die Spezifizierung der Transportkoeffizienten beginnen wir mit β und β1 aus
Gleichung (3.1.19). Wir machen für sie den Ansatz [19, 20]

β =
ξλTg

2B
√

∆
und β1 =

ξλ1Tg

3B
√

∆
(
ξ + u2s

2∆2

) . (3.2.6)

Dadurch können wir die am Anfang des Kapitels erwähnten Relaxationszeiten (3.1.1)
in der Bewegungsgleichung für die Verzerrungen (3.1.14) identifizieren. Es gilt ∂tuij ∼
Xij ∼ βπ0

ij + β1πllδij = λ1Tg∆δij − λTgu0
ij = 1

τ1
∆δij − 1

τ
u0
ij und daher

τ−1 = λTg und τ−1
1 = λ1Tg. (3.2.7)

Die Wahl (3.2.6) bewirkt also, dass der Spurteil bzw. der spurlose Teil innerhalb
typischer Zeiten τ1 und τ verschwinden, die invers proportional zur granularen Tem-
peratur sind. Für verschwindende granulare Temperatur Tg → 0 divergieren die
Relaxationszeiten, die Materie wird fest. Diese Variabilität der Relaxationszeiten ist
es, die den Unterschied zwischen polymerem und granularem Verhalten ausmacht.

Wir verlangen ganz allgemein, dass bei verschwindender äußerer Anregung, also
im Fall Tg → 0, die Gleichungen der GSH-Theorie in die eines Festkörpers übergehen.
Dies ist der Fall, wenn neben β und β1 auch α, ηg, ζg und κg in Gleichung. (3.1.17-
3.1.21) mit Tg verschwinden. Für den Transportkoeffizient α benutzen wir in dieser
Arbeit

α = α0
T̃

1 + T̃
, (3.2.8)

mit T̃ = Tg/Tn, wobei die Parameter Tn and α0 weitere Materialkonstanten sind.
Im Limes großer granularer Temperaturen gilt α = α0. Wie in der Arbeit [19] setzen
wir 3ζg = ηg und

ηg = η1Tg, (3.2.9)

sowie 11λ1 = λ, oder 11τ = τ1. Nach Wahl ist also die Relaxationsrate von Scher-
spannungen elf mal so groß als die von Normalspannungen. Die Abhängigkeit der
granularen Scherviskosität von Tg erfolgte in der Form (3.2.9) bereits in den Arbeiten
[45, 47]. Der Transportkoeffizient γ muss nicht notwendigerweise mit Tg verschwin-
den, da er zu gleichen Teilen γT 2

g aber mit unterschiedlichem Vorzeichen in R und
Rg auftaucht, vgl. (3.1.22,3.1.23) und so auf natürliche Weise verschwindet. Wir
setzen, gemäß [20],

γ = γ0 + γ1Tg (3.2.10)

mit einem konstanten Term γ0. Die Koeffizienten βP , κ, η und ζ seien konstant, die
granulare Wärmeleitfähigkeit wollen wir in dieser Arbeit vernachlässigen, κg = 0.
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Damit ist die Spezifikation der Energiedichte und der Transportkoeffizienten abge-
schlossen.

Fassen wir die Anzahl der Materialparameter zusammen. In den Ausdruck für die
freie Energie (3.2.2) gehen die Gesamtsteifigkeit B0 und eine dimensionslose Größe
ξ ein, sowie die Dichten der zufällig dichtesten ρcp und losesten ρlp Packungen. In
die Transportkoeffizienten gehen die zehn Größen γ0, γ1, βP , κ, η, ζ, η1, α0, Tn und
λ ein.

Die Materialparameter in der freien Energie sind für die reaktiven Eigenschaf-
ten des Materialverhaltens verantwortlich, die in den Transportkoeffizienten für die
dissipativen. Der Transportkoeffizient α bildet aber eine Ausnahme. Er geht nicht
in den Ausdruck für die Gesamtentropieproduktion ein und muss daher als reaktiv
bezeichnet werden.

Langsame Variablen wie hier Tg und uij existieren nur im Nichtgleichgewichts-
zustand. Solange sie aber relevant sind, behandeln wir sie wie echte hydrodynami-
sche bzw. thermodynamische Variablen. Insbesondere sind etwa thermodynamische
Stabilitätsbedingungen, die aus der konkreten Form der Energiedichte folgen, zu
beachten.



Kapitel 4

Granulare Akustik

Die im letzten Kapitel vorgestellte hydrodynamische Theorie granularer Materie
soll nun auf deren akustische Eigenschaften angewendet werden. Wir werden se-
hen, dass aus der Aufspaltung der Verzerrung in einen elastischen und plastischen
Anteil, aus der mit dem elastischen verbundene Energie, sowie aus dem Konzept
der Spannungsrelaxation und der granularen Temperatur, wichtige Merkmale der
granularen Akustik folgen. Dazu gehören die spannungsinduzierte Anisotropie, die
extrem starke Dämpfung und der sogenannte Softening-Effekt.

Aus der Bilanzgleichung der granularen Entropie lässt sich eine Gleichung für die
Zeitentwicklung der granularen Temperatur ableiten. Diese ist für die Physik gra-
nularer Materie fundamental und soll als erstes in Abschnitt 4.1 separat betrachtet
werden. Wir leiten dann in Abschnitt 4.2 aus dem Gleichungssystem (3.1.9-3.1.14)
eine verallgemeinerte Wellengleichung ab. Diese verwenden wir, um experimentel-
le Befunde des elastischen und des einsetzenden plastischen Verhaltens granularer
Materie zu interpretieren. Insbesondere zeigen wir in Abschnitt 4.5, dass die starke
Anisotropie spannungsinduziert ist und in Abschnitt 4.4, dass der starken Dämp-
fung ein nicht-viskoser, mit der granularen Temperatur verbundener, Mechanismus
zugrunde liegt.

4.1 Die Zeitentwicklung der granularen Temperatur
Beginnen wir mit der Bilanzgleichung der granularen Entropie (3.1.13) in der Form

Tg (∂tsg +∇i (sgvi − κg∇iTg)) = Rg = −γT 2
g + ζgv

2
ll + ηgv

2
s + κg (∇iTg)

2 , (4.1.1)

wobei v2
s = v0

ijv
0
ij wiederum das Quadrat des spurlosen Teils sein soll. Wir vernachläs-

sigen die Diffusion granularer Temperatur κg = 0 als einen gegenüber der Schallaus-
breitung langsamen Prozess und konzentrieren uns auf sinusförmige Scherwellen der
Form vx = vx(y), für die Ableitungen der Form vi∇i ≡ 0 verschwinden, so dass sich
obige Gleichung auf die gewöhnliche Differentialgleichung ρTg∂tσg = −γT 2

g + ηgv
2
s

für die Entropie pro Masseneinheit σg = sg/ρ = bTg reduziert. Die letzte Gleichheit

29
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folgt aus der expliziten Form der Energie f2 in (3.2.4). Verwenden wir nun noch
die Abhängigkeit der Transportkoeffizienten ηg und γ von Tg wie durch (3.2.9) und
(3.2.10) gegeben, so erhalten wir für die Zeitentwicklung der granularen Tempera-
tur eine nichtlineare gewöhnliche Differentialgleichung, die die Zeitentwicklung der
granularen Temperatur bei Schallanregung beschreibt,

∂tTg =
1

ρb

(
− (γ0 + γ1Tg)Tg + η1v

2
s

)
. (4.1.2)

Wir betrachten als einfaches Beispiel eine in y-Richtung laufende elastische Scherwel-
le der Frequenz ω, wie wir sie in Abschnitt 4.5.1 betrachten. Sie hat den Geschwindig-
keitsgradienten vxy = A sin (ωt+ ky0 + φ) , alle anderen Komponenten verschwinden
vij = 0, für i, j 6= x, y. Für die Amplitude A gilt A = U0ωk = U0ω

2/c, wobei U0 die
Anregungsamplitude gemessen in Metern, sowie c die Schallgeschwindigkeit ist. A
ist dabei eine Scherrate der Dimension s−1. Der Skalar v2

s ist in diesem Fall

v2
s = 2v2

xy = 2A2 sin2 ωt = A2 (1− cos 2ωt) ,

für ein geeignetes φ und der volumetrische Anteil vll = 0 verschwindet. Unter die-
sen Voraussetzungen ergibt die Lösung von Gleichung (4.1.2) die Zeitentwicklung
der granularen Temperatur beim Durchgang einer Schallwelle durch ein granulares
Medium. Sie ist in Anhang C.2 explizit dargestellt und durch eine Kombination von
Mathieu-Funktionen gegeben (C.2.3). Wir erhalten folgendes Verhalten. Ist das Me-
dium anfangs mit Tg(0) = 0 in Ruhe, so steigt die granulare Temperatur innerhalb
der Zeit z = 2τT√

1+(2AτA)2
auf den Saturationswert T satg = 1

2
γ0
γ1

(√
1 + (2AτA)2 − 1

)
,

wie in Abbildung C.2.1 dargestellt, an. τT = ρb
γ0

und τA =
√
γ1η1
γ0

sind charakteristische
Zeiten, deren Bedeutung i.F. klar wird.

Die granulare Temperatur Tg quantifiziert die Abweichung vom thermodynami-
schen Gleichgewicht. Sind die Scherraten klein, was wir mittels

A� 1

2τA
(4.1.3)

annehmen, bleibt auch die Abweichung vom Gleichgewicht und somit die Tempe-
ratur Tg klein. Wir können dann den Term ∼ γ1T

2
g in Gleichung (4.1.2) in guter

Näherung vernachlässigen, s. Anhang C.2. Die Gleichung wird dadurch linear und
somit analytisch lösbar. Gehen wir wieder von einem ruhenden Medium Tg(0) = 0
aus, so ist die Lösung durch

Tg = Tsat
1

1 + 4(ωτT )2

(
1− cos 2ωt− 2ωτT sin 2ωt+ 4(ωτT )2

(
1− e−

t
τT

))
(4.1.4)

mit Tsat = η1
γ0
· A2 gegeben. Den zeitlichen Verlauf für die normierte granulare

Temperatur zeigt Abbildung 4.1.1 für die für Schallwellen typischen Frequenzen
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Abbildung 4.1.1: Zeitentwicklung der granularen Temperatur Gleichung. (4.1.4)
mit Tg(0) = 0 für drei verschiedene äußere Frequenzen, ω = 1

10
2π150 kHz, ω =

2π150 kHz, ω = 10 ·2π150 kHz und τT = 10−5 s, sodass ωτT ≈ 1 (schwarz), ωτT ≈ 10
(blau) und ωτT ≈ 100 (rot).

ω ∈ { 1
10
, 1, 10} · 2π150 kHz, sowie τT = 10−5 s. Für kleine Frequenzen folgt die gra-

nulare Temperatur in Amplitude und Phase der angelegten äußeren Frequenz, für
große hingegen ist ein exponentieller Anstieg innerhalb der Zeit τT zu beobach-
ten und für moderate Frequenzen sehen wir einen sinusförmig modulierten Anstieg.
Dasselbe prinzipielle Verhalten zeigt auch die Lösung der nichtlinearen Gleichung
(4.1.2), vgl. Abbildung C.2.1. Wir wollen in dieser Arbeit aber den Übergang vom
elastischen zum teilweise plastischen Verhalten granularer Materie beschreiben. Für
kleine Scherraten im oben definierten Sinn dürfen wir uns also auf die lineare Tg-
Gleichung und ihre analytische Lösung beschränken. Der Übergang in den voll plas-
tischen Bereich erfordert dann die Behandlung der nichtlinearen Tg- Gleichung.

4.2 Verallgemeinerte Wellengleichung

In der gewöhnlichen Fluiddynamik wird die Wellengleichung aus der Kombination
von Massen- und Impulserhaltung abgeleitet [25], in elastischen Festkörpern aus der
Impulserhaltung und einer Bewegungsgleichung für das Verschiebungsfeld [26, 48].
Wir beschreiten aber einen dritten Weg, da sich in relaxierenden Medien, zu denen
auch granulare Materie gehört, das Verzerrungsfeld nicht mehr auf Verschiebungen
zurückführen lässt, vgl. Abschnitt 2.6. Da wir außerdem die Variable ρ für die Pa-
ckungsdichte reservieren wollen, die sich bei Wellenausbreitung in granularer Materie
nur langsam ändert, kombinieren wir die Bewegungsgleichung der Verzerrungen mit
der Impulserhaltung und der Gleichung für die granulare Temperatur.
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Unser Ziel ist die Beschreibung der Ausbreitung von Schallwellen im oder na-
he am elastischen, dissipationslosen Bereich. Um Materialkennwerte für granulares
Material mit akustischen Methoden zu erhalten, wird das Material üblicherweise in
einem Gefäß und Druck gesetzt und anschließend beschallt. Typische Werte für die
statischen Verzerrungen in solchen Experimenten sind u0,ij ≈ 10−4, die dynamische
Anregung findet dann bei uij . 10−4 statt, Frequenzen sind von der Größenord-
nung einiger hundert kHz, die Ausbreitungsgeschwindigkeit variiert zwischen 400m

s
und 800m

s . In diesem Wertebereich sind die relevanten reaktiven Terme in der Im-
pulsstromdichte σij (3.1.15) die elastischen Spannungen πij, die anderen sind um
mindestens einen Faktor zehn kleiner und wir dürfen sie vernachlässigen. In gleicher
Näherung vernachlässigen wir auch die konvektiven Anteile ∼ vk∇kuij und uik∇jvk
in der Bewegungsgleichung für die Verzerrungen (3.1.14) in den folgenden Kapiteln.

Verzichten wir im Moment auf die Einbeziehung der linear dissipativen Antei-
le der Impulsstromdichte, Terme mit ∼ η, ζ, sowie die Leerstellendiffusion ∼ βP ,
führt die Kombination der Impulserhaltung (3.1.10) mit der Bewegungsgleichung
für die Verzerrungen (3.1.14) zusammen mit den Transportkoeffizienten (3.2.6) auf
die verallgemeinerte Wellengleichung

∂2
t uih + λ∂t

(
Tg

(
u0
ih −

τ

τ1

∆δih

))
+

[
(1− α)2

2ρ0

(Nijklmn (∂jukl) ∂humn +Mijkl∂h∂jukl)

]
+

[
i↔ h

]
= 0 (4.2.1)

für das Verzerrungsfeld uih, wobei Mijkl =
∂πij
∂ukl

und Nijklmn =
∂2πij

∂ukl∂umn
. Die Schreib-

weise [i↔ h] bedeutet die Wiederholung des vorangehenden Terms mit vertauschten
freien Indizes i, h. Die reaktiven Eigenschaften werden durch die TensorenM und N
bestimmt, das Dämpfungsverhalten folgt aus dem Term ∼ Tg. Die granulare Tem-
peratur wiederum koppelt an die Geschwindigkeitsgradienten vij und somit an das
Verzerrungsfeld uij. Es existiert also eine Kopplung, so dass die Zeitentwicklung der
granularen Temperatur simultan gelöst werden muss. Für kleine Geschwindigkeits-
gradienten im Sinne von Abschnitt 4.1, also unter Vernachlässigung des Terms ∼ γ1,
wäre das

∂tTg = − 1

ρb

(
γ0Tg − η1

(
v2
s +

ζ1

η1

v2
ll

))
, (4.2.2)

wobei

v2
s =

1

(1− α)2

((
∂tu

0
ij

)2
+ λ2T 2

g u
2
s + λTg∂tu

2
s

)
(4.2.3)

vll = − 1

(1− α)

(
∂t∆ + 3λ

τ

τ1

Tg∆

)
, (4.2.4)

mit v0
ij = 1

(1−α)

(
∂tu

0
ij + λTgu

0
ij

)
. Die Gleichungen (4.2.1) und (4.2.2) bilden dann

ein gekoppeltes partielles Differentialgleichungssystem in den Variable Tg und uij.
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Bevor wir diesen Satz von Gleichungen lösen, geben wir aber ein Kriterium für die
Existenz von Schall. Propagation ist möglich, solange der reaktive Teil der Bewe-
gungsgleichung für die Verzerrungen viel größer ist als der dissipative. Aus (3.1.14)
und (3.2.7) lesen wir dafür die Bedingung |∂tuij| � |λTguij| ab. Bei kleinen Scher-
raten, s. Gleichung (4.1.3), U0ω2

c
= A � 1

2τA
erreicht die granulare Temperatur

höchstens den Sättigungswert Tsat = η1
γ0
·A2, so dass wir für die Existenz von Schall

daraus die Bedingung

X :=
λη1

γ0

U2
0ω

3

c2
� 1 (4.2.5)

ableiten können. Je kleiner also die Amplitude U0 und Frequenz ω der Schallwelle,
desto leichter propagiert diese.

Wir versuchen nun einen Störungsansatz für kleine, aber endliche Schallamplitu-
den und folgen Nayfeh und Mook [49], indem wir der Übersichtlichkeit halber einen
kleinen Parameter ε einführen und die Verzerrungen in der Form

uij = u0,ij + εu1,ij + ε2u2,ij +O(ε3)

entwickelt darstellen, analog für Tg. Wir denken hier beim Term nullter Ordnung
in ε an das statische Verzerrungsfeld in akustischen Experimenten, mit dem das
granulare Material vorkomprimiert wird. In erster Ordnung erhalten wir aus der
verallgemeinerten die vollelastische lineare Wellengleichung

∂2
t u1,ih +

[
(1− α)2

2ρ0

(M0,ijkl∂h∂ju1,kl)

]
+

[
i↔ h

]
= 0 (4.2.6)

Der Tensor M0,ijkl bestimmt dabei die Symmetrieeigenschaften bei Schallausbrei-
tung. Dies wird in Abschnitt 4.5 genauer diskutiert. Die Tg- Gleichung liefert erst in
zweiter Ordnung den physikalisch relevanten Beitrag

∂tTg2 = − 1

ρb

(
γ0Tg2 −

η1

(1− α)2

((
∂tu

0
1,ij

)2
+
ζ1

η1

(∂t∆1)2

))
. (4.2.7)

u0
1,ij und ∆1 sind die Lösungen der Wellengleichung erster Ordnung (4.2.6), die die

Zeitentwicklung von Tg2 in zweiter Ordnung bestimmen. Für die Wellengleichung
zweiter Ordnung wiederum erhalten wir

2ρ0∂
2
t u2,ih +

[
N0,ijklmn (∂hu1,mn) (∂ju1,kl) +M1,ijkl∂h∂ju1,kl +M0,ijkl∂h∂ju2,kl

]
+

[
i↔ h

]
+ 2ρ0λ

[(
u0,im +

(
1

3
− τ

τ1

)
∆0δim

)
∂tTg2

]
= 0. (4.2.8)

Darin sind die Tensoren N0 und M1 Terme der entsprechenden Entwicklung M =
M0+εM1+ε2M2, bzw.N = N0+εN1+ε2N2. Sie sind nichtlineare elastische Korrektu-
ren die die Berechnung von Harmonischen erlauben, wie sie tatsächlich in der Arbeit
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[13] beobachtet wurden. Unser Hauptanliegen ist aber die Interpretation der extrem
starken Dämpfung von Schall in granularer Materie. Diese sollte im Prinzip über den
Term ∼ ∂tTg2 möglich sein, der via (4.2.7) gegeben ist. Zusammen mit Gleichung
(4.2.7) ist (4.2.8) eine inhomogene Wellengleichung mit periodischer Inhomogeni-
tät, da die Lösung erster Ordnung beispielsweise stehende Wellen ∼ sin (ωt) cos (kx)
sind, die zu einem periodischen Tg führen. Die Lösung der Wellengleichung zweiter
Ordnung ist ebenfalls periodisch, wenn auch gestört, zeigt aber keine Dämpfung.

Der reguläre Störungsansatz lieferte zwar die linearen elastischen Gleichungen,
kann aber die Dämpfung nicht abbilden. Wir gehen deshalb einen anderen Weg und
lösen die nichtlineare Wellengleichung numerisch. Der Einfachheit halber vernach-
lässigen wir alle nichtlinearen elastischen Korrekturen der Ordnung ε. Sie führen wie
bereits erwähnt zur Erzeugung von Harmonischen. Wir lösen also das Gleichungs-
system

∂2
t uih + λ∂t

(
Tg

(
u0
ih −

τ

τ1

∆δih

))
+

[
(1− α)2

2ρ0

(M0,ijkl∂h∂jukl)

]
+

[
i↔ h

]
= 0

∂tTg = − 1

ρ0b

(
γ0Tg − η1

(
v2
s +

ζ1

η1

v2
ll

))
(4.2.9)

zusammen mit (4.2.3,4.2.4). Die Steifigkeiten M0,ijkl sind um den Faktor (1− α)2

reduziert. Damit können wir den in der Bodenmechanik bekannten Softening-Effekt
erklären. Dieser wird in Abschnitt 4.4.3 behandelt, vernachlässigen α zum jetzigen
Zeitpunkt aber.

4.2.1 Numerische Lösungen eines eindimensionalen Falles

Im eindimensionalen Fall einer Kompressionsmode uxx(x) ≡ u entlang x reduziert
sich das Gleichungssystem auf

0 = ∂2
t u− c2∂2

xu+ λc6∂t (Tgu) (4.2.10)

∂tTg = − 1

ρ0b

(
γ0Tg − c9η1 (∂tu)2 − c7η1λ

2T 2
g u

2 − c8η1λTg∂tu
2
)
. (4.2.11)

Dabei werden zur Abkürzung c2 = |M0,xxxx|
ρ0

, c6 = 2
3

+ τ
τ1
, c9 = 2

3
+ ζ1

η1
, c7 = 2

3
+ 9 ζ1

η1
τ2

τ21

und c8 = 2
3

+ 3 ζ1
η1

τ
τ1

eingeführt. Wir normieren das Gleichungssystem mittels

ū =
u

ψ
, T̄ =

Tg
Tsat

, t̄ =
t

ν
, x̄ =

x

µ
, (4.2.12)

wobei ψ = U0ω
c
, Tsat = A2 η1

γ0
, ν = 1

ω
und µ = c

ω
und erhalten

∂2
t̄ ū− ∂2

x̄ū+ c6X∂t̄
(
T̄ ū
)

= 0

∂t̄T̄ +
1

ρ0b

γ0

ω

(
T̄ − c9 (∂t̄ū)2 − c8XT̄∂t̄ū

2 − c7X
2T̄ 2ū2

)
= 0.

(4.2.13)
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Der ParameterX ist der Kleinheitsparameter aus (4.2.5),X = λη1
γ0

U2
0ω

3

c2
. Im Grenzfall

X → 0 reduziert sich obiges Gleichungssystem auf das entkoppelte

∂2
t̄ ū− ∂2

x̄ū = 0

∂t̄T̄ +
1

ρ0b

γ0

ω

(
T̄ − c9 (∂t̄ū)2) = 0.

(4.2.14)

Die erste Gleichung ist die gewöhnliche Wellengleichung, die zweite die granulare
Temperatur die durch die periodischen Lösungen der ersten erzeugt wird. Im Grenz-
fall sehr kleiner Anregungsamplituden U0, also X → 0, ist elastische ungedämpfte
Schallausbreitung möglich, da die erzeugte Temperatur nicht mehr an die elastische
Wellengleichung koppelt. Dies ist letztlich ein Resultat der genauen Abhängigkeit
der Transportkoeffizienten von Tg, vgl. dazu Anhang D. Nahe am elastischen Limit
können wir sicherlich den Term ∼ X2 vernachlässigen. Mit τT = ρb/γ0 haben wir
also

∂2
t̄ ū− ∂2

x̄ū+ c6X∂t̄
(
T̄ ū
)

= 0

∂t̄T̄ +
1

ωτT

(
T̄ − c9 (∂t̄ū)2 − c8XT̄∂t̄ū

2
)

= 0.
(4.2.15)

Wir wollen nun das abgeleitete Wellengleichungssystem (4.2.15) für zwei unter-
schiedliche experimentelle Situationen lösen, nämlich stehende Wellen und propagie-
rende Schallpulse. Da wir es mit einer nichtlinearen Wellengleichung zu tun haben,
wird die Dämpfung von Amplitude und Frequenz der Schallwelle abhängen. Uns
interessiert dabei das genaue Skalierungsverhalten.

Wir beginnen mit stehenden Wellen. Steifigkeit und Dämpfung von granularer
Materie kann in sogenannten Resonanzsäulenexperimenten bestimmt werden [50–
52]. Üblicherweise sind es erzwungene oder frei zerfallende Torsionsschwingungen.
Im ersten Fall wird ein Amplituden-Frequenz-Spektrum aufgenommen und aus der
Breite der Resonanzkurve die Dämpfung ermittelt, im zweiten Fall aus dem Ver-
hältnis aufeinander folgender Amplituden. In beiden Fällen können sowohl Umge-
bungsdruck also auch Amplitude variiert werden. Frequenz und Amplitude gehen in
unsere Theorie über die Parameter ω, τT und X ein.

Für die stehende Welle benutzen wir die Randbedingungen ū(0, t̄) = ū(2π, t̄) =
0 und T̄ (0, t̄) = T̄ (2π, t̄) = 0. Die Anfangsbedingungen seien ū(x̄, t̄0) = sin x̄,
∂t̄ū(x̄, t̄0) = 0 und T̄ (x̄, t̄0) = 0. Sie stehen für das Loslassen eines anfangs in
der Grundschwingung gespannten Materials mit offenen Enden. Eine verschwinden-
de Verzerrung an den Rändern entspricht dabei über die Spannungs-Verzerrungs-
Relation (3.2.5) einer verschwindenden Spannung. Dies entspricht der Situation in
Resonanzsäulenexperimenten.

Abbildung 4.2.1 zeigt die Maximalamplitude dieser stehenden Welle als Funktion
der Zeit für ω ∈ {50, 100, 150, 200, 250} · 2π103 kHz von oben links nach unten
links. Das letzte Bild unten rechts zeigt für die fünf vorhergehenden Frequenzen die
Anzahl der Perioden, nach denen die Amplitude auf die Hälfte abgefallen ist. Wir
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Abbildung 4.2.1: Amplitude einer stehenden Wellen als Funktion der Zeit für unter-
schiedliche Frequenzen ω. Genauer 50, 100, 150, 200 und 250 ·2π103 kHz von oben
links nach unten links. Unten rechts ist die Anzahl der Perioden für diese Frequenzen
aufgetragen, nach denen die Amplitude auf die Hälfte abgefallen ist. Sie folgt einer
ω−4- Abhängigkeit. Die Dämpfung skaliert also mit der vierten Potenz der Frequenz.
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Abbildung 4.2.2: Amplitude einer stehenden Wellen als Funktion der Zeit für un-
terschiedliche Anfangsamplituden U0. Genauer 50, 75 und 125 nm von oben links
nach unten links. Unten rechts ist die Anzahl der Perioden aufgetragen, nach denen
die Amplitude auf die Hälfte abgefallen ist. Sie folgt einer U−2

0 - Abhängigkeit. Die
Dämpfung skaliert also quadratisch mit der Anfangsamplitude.

erkennen in der durchgezogenen Kurve eine ω−4 Abhängigkeit. Die Halbwertszeit für
die Anfangsamplitude ist ein direktes Maß für die Dämpfung. Sie skaliert offenbar
mit der vierten Potenz der Frequenz.

Entsprechend zeigt Abbildung 4.2.2 den Zerfall der Amplitude als Funktion der
Anfangsamplitude für 50, 75 und 125 nm von oben links nach unten links. Das letzte
Bild unten rechts zeigt wiederum die Anzahl der Perioden, nach denen die Amplitude
auf die Hälfte abgefallen ist. Die durchgezogene Kurve zeigt eine U−2

0 - Abhängigkeit,
die Dämpfung skaliert also offenbar quadratisch in der Amplitude U0.

Zu bemerken ist, dass die Amplitude nicht exponentiell sondern algebraisch ∼
1/(1 + t̄) zerfällt. Dies beeinflusst jedoch nicht das gefundene Skalierungsverhalten
der Dämpfung mit ω4 und U2

0 .

In Bezug auf die Resonanzsäulenexperimente würde dies bedeuten, dass die Spit-
zenamplituden der höheren Harmonischen entsprechend ω4 schneller zerfallen müss-
ten. Es wäre interessant dies experimentell zu überprüfen.

Kommen wir nun zu den Schallpulsen. Sie werden zur Bestimmung der Materi-
aleigenschaften von granularer Materie häufig eingesetzt. Dabei wird das Frequenz-
spektrum eines Wellenzugs vor dem Durchgang durch granulare Materie mit dem
aufgezeichneten verglichen [13]. Auffällig ist die extrem starke Dämpfung. Ein an-
fangs um 500 kHz zentrierter Puls resultiert bereits nach wenigen Zentimetern in
einem um 50 kHz zentrierten [53]. Wir betrachten nun das aus den GSH- Gleichun-
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Abbildung 4.2.3: Wellenpaket in blau und induzierte granulare Temperatur Tg in rot
zu verschiedenen Zeiten mit w0 = 1, w̃ = 1

8
, X = 0.12 und ωτT = 10. Aufgetragen

sind die normierten Amplituden ū und T̄ . Die Breite des Paketes entspricht ca. 60µs.
Nach 100µs ist das Paket auf die Hälfte der Anfangsamplitude abgefallen.

gen abgeleitete Wellengleichungssystem (4.2.15) unter der Anfangsbedingung

u(x̄, t̄0 = 0) =
1√
πw̃

∫ ∞
−∞

e−(w−w0
w̃ )

2

eiw(x̄−t̄)dw (4.2.16)

und T̄ (x̄, t0) = 0. Dabei ist w0 die Zentralfrequenz und w̃ ein Maß für die Breite
des Gaußschen Pulses. Die Abbildungen 4.2.3 bis 4.2.7 zeigen das Wellenpaket in
blau wie es nach rechts propagiert und die induzierte granulare Temperatur in rot
für unterschiedliche Materialparameter und Anfangsfrequenzen. Alle Kurven sind
wie oben normiert, w0 = 1 entspricht der Frequenz ω = 2π150 kHz. Die Zeit ist
auf ω normiert, sodass t̄ = 1 etwa 1µs entspricht. Der Raum ist auf die Wellenzahl
normiert, sodass x̄ = 1 etwa einem Zentimeter entspricht. Abbildung 4.2.3 zeigt ein
Referenzwellenpaket mit w0 = 1, w̃ = 1

8
, X = 0.12 und ωτT = 10. Die normierte

Schallgeschwindigkeit ist eins, sodass das Maximum des Pakets der verstrichenen
Zeit in µs entspricht. Das Paket hat eine Breite von 60µs und fällt nach ca. 100 µs
auf die Hälfte der Ursprünglichen Stärke ab.

Die Abbildungen 4.2.4 und 4.2.5 zeigen Wellenpakete der halben und der dop-
pelten Frequenz. Die Dämpfung des ersten ist sehr viel schwächer als die des Refe-
renzpakets 4.2.3, die des zweiten mit der doppelten Frequenz sehr viel stärker. Die
Dämpfung wird verursacht und begleitet von einem starken Anstieg der granularen
Temperatur.

Als letztes untersuchen wir die Rolle des Parameters τT . Wie uns aus Abschnitt
4.1 bekannt ist, bestimmt er die Zeit, die vergeht, ehe Tg bei einer schallartigen
Anregung den Saturationswert Tsat erreicht. Wir wählen τT so, dass ωτT = 100,
also zehn mal größer als im Referenzfall. Die Folge ist, dass das Wellenpaket nicht
genug granulare Temperatur erzeugen kann um gedämpft zu werden. Dies ist in
den Abbildungen 4.2.6 und 4.2.7 zu sehen. Obwohl der Dämpfungsparameter X in
Abbildung 4.2.7 doppelt so groß ist wie in 4.2.6, beeinflusst das die Dämpfung kaum.
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Abbildung 4.2.4: Wellenpaket in blau und induzierte granulare Temperatur Tg in rot
zu verschiedenen Zeiten mit w0 = 1

2
, w̃ = 1

8
, X = 0.12 und ωτT = 10. Aufgetragen

sind die normierten Amplituden ū und T̄ . Die Breite des Paketes entspricht ca.
60µs, die Frequenz ist im Vergleich zum Referenzwellenpaket 4.2.3 um die Hälfte
reduziert.
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Abbildung 4.2.5: Wellenpaket in blau und induzierte granulare Temperatur Tg in rot
zu verschiedenen Zeiten mit w0 = 2, w̃ = 1

8
, X = 0.12 und ωτT = 10. Aufgetragen

sind die normierten Amplituden ū und T̄ . Die Breite des Paketes entspricht ca. 60µs,
die Frequenz ist im Vergleich zum Referenzwellenpaket 4.2.3 doppelt so groß.



40 KAPITEL 4. GRANULARE AKUSTIK

0 100 200
-1

0

1 t»0

0 100 200
-1

0

1 t»10

0 100 200
-1

0

1 t»20

0 100 200
-1

0

1 t»50

0 100 200
-1

0

1 t»100

0 100 200
-1

0

1 t»150

Abbildung 4.2.6: Wellenpaket in blau und induzierte granulare Temperatur Tg in rot
zu verschiedenen Zeiten mit w0 = 1, w̃ = 1

8
, X = 0.12 und ωτT = 100. Aufgetragen

sind die normierten Amplituden ū und T̄ . Die Breite des Paketes entspricht ca.
60µs, die Anstiegszeit für Tg auf den Saturationswert Tsat ist im Vergleich zum
Referenzwellenpaket 4.2.3 zehn mal so groß. Die Dämpfung bleibt auf niedrigem
Niveau, da das Paket schneller durch das Medium propagiert als Tg angeregt werden
kann.
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Abbildung 4.2.7: Wellenpaket in blau und induzierte granulare Temperatur Tg in rot
zu verschiedenen Zeiten mit w0 = 1, w̃ = 1

8
, X = 0.24 und ωτT = 100. Aufgetragen

sind die normierten Amplituden ū und T̄ . Die Breite des Paketes entspricht ca.
60µs, die Anstiegszeit für Tg auf den Saturationswert Tsat ist im Vergleich zum
Referenzwellenpaket 4.2.3 zehn mal so groß. Obwohl der Dämpfungsparameter X
doppelt so groß ist wie für das Paket 4.2.6, bleibt die Dämpfung niedrig.
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Selbst wenn Bedingung (4.2.5) für X verletzt wird, können Pulse genügend kur-
zer Zeitdauer dennoch propagieren. Ihre Dauer muss nur unter der Anstiegszeit τT
liegen. Der nichtlineare Term ∼ X∂t̄

(
T̄ ū
)
in (4.2.15) bleibt in diesem Fall klein, da

T̄ es tut. Zu beachten ist, dass der Term ∼ X2 in (4.2.13) nun nicht mehr vernach-
lässigt werden darf.

Wir haben in diesem Abschnitt eine verallgemeinerte nichtlineare Wellenglei-
chung abgeleitet und numerisch behandelt. Wir beschränkten uns auf den eindi-
mensionalen Fall und vernachlässigten reaktive Nichtlinearitäten. Wie wir in den
folgenden Kapiteln sehen werden, kommt es in dreidimensionalen Systemen zu reak-
tiver und dissipativer Kopplung von Moden. Schallenergie kann also beispielsweise
von Kompressions- in Schermoden übergehen, wodurch das Dämpfungsverhalten
modifiziert wird. Die Erzeugung von Harmonischen führt dazu, dass Schallenergie
außerdem in höhere Frequenzen transferiert wird. Als letztes sei daran erinnert, dass
die anfangs des Kapitels vernachlässigten linearen Terme ∼ η und ∼ βP natürlich
zusätzlich zu Dispersion und damit zu einem Zerfließen des Wellenpakets führen.

Dies alles sind jedoch Korrekturen, die vom starken Dämpfungsmechanismus via
Tg überlagert werden. Dieser führt dazu, dass die Dämpfung mit der vierten Potenz
der Frequenz und quadratisch in der Amplitude skaliert.

4.3 Die granulare elastische Energie
Wir wollen in diesem Kapitel einige Eigenschaften der granularen Energiedichte f̃
diskutieren, bevor wir mit der Schallpropagation fortfahren. Für moderate granulare
Temperaturen dominiert der f1- Term in der Energiedichte (3.2.2)

f1 = B
√

∆

(
2

5
∆2 +

u2
s

ξ

)
. (4.3.1)

Er ist eine Funktion der Verzerrungen und für die Speicherung elastischer Energie
verantwortlich. Bei isotropen Systemen mit elastischer Energie darf der Energieaus-
druck eine beliebige Funktion der skalaren Invarianten des Verzerrungstensors uij
sein. Diese sind [34]

Iu = Truij = u1 + u2 + u3 = −∆ (4.3.2)

IIu =
1

2

(
(Truij)

2 − Tru2
ij

)
= u1u2 + u1u3 + u2u3 =

1

3
∆2 − 1

2
u2
s (4.3.3)

IIIu =
1

6

(
(Truij)

3 − 3TruijTru2
ij + 2Tru3

ij

)
= det u = u1u2u3. (4.3.4)

Hierbei sind u1, u2 und u3 die Eigenwerte des Verzerrungstensors, ∆ die negative
Spur ∆ = −Tr uij und u2

s das Quadrat des spurlosen Teils u2
s = u0

iju
0
ij. Skalare der

Ordnung größer drei in uij können immer durch die drei Invarianten ausgedrückt
werden. So ist etwa Tr (uij)

4 = 5
9
∆4 + 3

2
u4
s + 2∆2Tru2 + 4

3
∆u3

III − 4
3
Tru2∆2 + 8

27
∆4.
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Die Energie (4.3.1) hängt aber nur von den ersten beiden Invarianten, bzw. von
∆ und us ab, allerdings in nichtlinearer Form mit der Potenz 5

2
. Für kleine Verzer-

rungen, wie sie bei Granulaten aus Quarz immer vorliegen, ist ∆ ein Maß für die
relative Volumenänderung einer Deformation und wird als Kompression bezeichnet,
u2
s ein Maß für die Stärke einer volumenlosen Deformation [48]. Der erste Sum-

mand ∼ ∆
5
2 in der Energie ist auf die Hertzsche Pressung zurückzuführen [54]. Die

Energie, die notwendig ist, um zwei sich in einem Punkt berührende Körper weiter
anzunähern, skaliert mit der Potenz 5

2
in der zugehörigen Verschiebung Ui. Da Ver-

zerrungen relative Verschiebungen sind und granulare Materie aus sich berührenden
Körnern besteht, haben wir so eine gute mesoskopische Begründung für die Potenz
5
2
. Der zweite Summand ∼

√
∆u2

s in (4.3.1) ist für die Speicherung von Energie bei
volumenlosen Deformationen verantwortlich, allerdings nur bei von null verschiede-
ner Kompression ∆. Er hat zur Konsequenz, dass granulare Systeme bei Scherung
immer expandieren [55].

Wie jede thermodynamische Energie muss auch die granulare Energie (4.3.1) ei-
ne konvexe Funktion ihrer Variablen sein [24]. Die Bedingung dafür ist die positive
Definitheit der zugehörigen Hesse-Matrix. Sie führt auf die sogenannten thermody-
namischen Stabilitätsbedingungen. Die Variablen sind im allgemeinen Fall anisotro-
per Systeme zunächst die Komponenten des Verzerrungstensors. Es genügt aber die
Konvexität bzgl. der Eigenwerte zu fordern, da man immer o. B. d. A. in das lo-
kale Hauptachsensystem transformieren kann. Stabilitätsbedingungen sind ja lokale
Bedingungen. Für die Energie (4.3.1) führt das auf

B > 0, ξ > 0 und
u2
s

∆2
< 2ξ. (4.3.5)

Interessanterweise können wir aber auch die Energie direkt als Funktion der Varia-
blen ∆ und us ansehen, Stabilität bezüglich dieser Variablen führt auf die gleichen
Bedingungen [18].

Durch die Energie (4.3.1) besteht ein eindeutiger Zusammenhang zwischen den
elastischen Verzerrungen uij und den Spannungen πij, wie wir ihn bereits in Glei-
chung (3.2.5) angegeben haben. Innerhalb der Stabilitätsgrenzen (4.3.5) kann diese
Spannungs-Verzerrungs-Relation umgekehrt werden [55]. Wir erhalten

u0
ij = −

π0
ij

2µ
, µ =

B
ξ

(
LP

B

) 1
3

:= −M0, 2L = 1 +

√
1− ξ

2

π2
s

P 2
(4.3.6)

Durch die nichtlineare Form der Energie sind die Steifigkeiten Mijkl =
∂πij
∂ukl

=

− ∂2f1
∂uij∂ukl

selbst vom momentanen Verzerrungszustand, bzw. von den äußeren Span-
nungen abhängig. Es gilt im Allgemeinen [55]

Mijkl =
B
ξ

√
∆

((
u2
s

4∆2
+

4

3
− 3

2
ξ

)
δijδkl − (δikδjl + δilδjk) +

1

∆
(uijδkl + uklδij)

)
.

(4.3.7)
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Wechseln wir aber in das System in dem der Verzerrungstensor diagonal ist, können
wir uij = u(i)δij schreiben. Die Größen ui sind die Eigenwerte. Die runden Klammern
sollen hier und im Folgenden bedeuten, dass nicht über den doppelt auftretenden
Index summiert wird. Der Steifigkeitstensor erhält dadurch die isotrope Form

Mijkl =
B
ξ

√
∆

(((
u2
s

4∆2
+

4

3
− 3

2
ξ

)
+

1

∆

(
u(i) + u(k)

))
δijδkl − (δikδjl + δilδjk)

)
.

(4.3.8)
Drücken wir gemäß (4.3.6) die Verzerrungen durch ihre entsprechenden Spannungen
aus, erhalten wir daraus [21]

Mijkl = −M0

(
a(ik)δijδkl − (δikδjl + δilδjk)

)
(4.3.9)

wobei aik =
(
ξπs
4LP

)2
+ 4−9ξ

6
− ξ(π0

i+π0
k)

2LP
und π0

i = πi − Pδij. Die Größen πi sind dabei
die Hauptspannungen gemäß πij = π(i)δij.

4.4 Granular gedämpfte Verzerrungswellen
Kehren wir nun zur Betrachtung des Wellengleichungssystems (4.2.9) zurück. Für
den eindimensionalen Fall (4.2.15) hatten wir herausgearbeitet, dass die Dämpfung
mit der vierten Potenz der Frequenz, sowie quadratisch in der Amplitude der Schall-
welle skaliert. In diesem Abschnitt geben wir dreidimensionale analytische Lösungen
der Wellengleichung (4.2.9) unter Verwendung einer effektiven granularen Tempera-
tur. Wir finden dabei das gleiche Skalierungsverhalten.

4.4.1 Starke frequenz- und amplitudenabhängige Dämpfung

Wie wir in Abschnitt 4.1 diskutiert hatten, folgt die granulare Temperatur Tg bei
schallartigen Anregungen für kleine Frequenzen in Amplitude und Phase der Schall-
welle und variiert dabei um den Wert Tsat. Für große aber folgt sie einem sinusförmig
modulierten Anstieg auf denselben Wert Tsat, vgl. Abbildung 4.1.1. Ist ωτT ≈ 10,
so ist der Saturationswert nach nur zwei bis drei Schwingungen erreicht. Der Rest
eines langen Wellenzugs oder eine kontinuierliche Schallwelle erfährt dann das Me-
dium bei einer effektive granularen Temperatur Tsat. Wir können daher Tg im Wel-
lengleichungssystem (4.2.9) als Parameter betrachten, dessen Stärke von Amplitude
und Frequenz der erzeugenden Schallwelle abhängt. Wir setzen also Tg = Tsat und
erhalten aus (4.2.9) die lineare Wellengleichung

∂2
t uih+

(1− α)2

2ρ0

(M0,ijkl∂h∂jukl +M0,hjkl∂i∂jukl)+Λ∂t

(
u0
ih −

τ

τ1

∆δih

)
= 0, (4.4.1)

wobei Λ = λTsat. Dies sind sechs Gleichungen für die sechs unbekannten Kompo-
nenten uij, die wir von nun an in einem Vektor zusammenfassen

uij = (u11, u22, u33, u23, u13, u12) . (4.4.2)
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Die akustischen Eigenschaften granularer Materie werden in sog. Triaxialzellen ver-
messen. Dort wird sie komprimiert und der Druck in den drei Raumrichtungen nach
Belieben eingestellt. Der Spannungszustand ist in diesen Versuchen homogen und
so wählen wir der Einfachheit halber das Koordinatensystem derart, dass der zu-
gehörige Spannungstensor diagonal ist πij = π(i)δij. Die Komponenten M0,ijkl des
Steifigkeitstensors sind dann durch (4.3.9) gegeben.

Vernachlässigen wir α für den Augenblick, erhalten wir für eine ebene Welle die
entlang x propagiert zwei reine Schermoden uxz = ūxz (0, 0, 0, 0, 1, 0) und uxy =

ūxy (0, 0, 0, 0, 0, 1) mit Dispersionsrelation k2 = ρω
M0

(iΛ− ω), wobei M0 = −B
ξ

(
LP
B

) 1
3

und eine gekoppelte Kompressionsmode der Gestalt

uij = (u11, u22, u33, u23, u13, u12) ei(ωt+kx) = ū (z̄, 1, 1, 0, 0, 0) ei(ωt+kx) (4.4.3)

mit einer komplexen Amplitude z̄, die zu einer Phasenverschiebung zwischen der
u11- Komponente und den Komponenten u22 und u33 führt. Diese letztere Mode wird
im elastischen Bereich zur normalen Kompressionsmode für Verschiebungswellen, s.
Kapitel 4.5. Die zugehörige Dispersionsrelation lautet

k2 =
3iρ0ω (Λ + iω)

(
3 τ
τ1

Λ + iω
)

MΛ + 3iM0,1111ω
, (4.4.4)

wobeiM =
(

1 + 6 τ
τ1

)
M0,1111+

(
1− 3 τ

τ1

)
(M0,1122 +M0,1133). Solange die Dämpfung

klein bleibt, gilt wie in Abschnitt 4.2 X =
U2
0ω

3

c2
λη1
γ0
� 1. Wir können in diesem

Fall die Wellenzahl (4.4.4) nach Potenzen von X entwickeln. Für den Real- und
Imaginärteil von k erhalten wir

Re k =
ω

c

(
1 +M1X

2 +O
(
X4
))

(4.4.5)

Im k =
ω

c

(
M2X +O

(
X3
))
, (4.4.6)

wobei c =
√
|M0,1111|

ρ0
und M1 = 1

24

(
3
(

1− 3 τ
τ1

)2

+ 2
(

1 + 3 τ
τ1

)
M

M0,1111
− M2

M2
0,1111

)
,

sowie M2 = −1
6

(
3
(

1 + 3 τ
τ1

)
− M

M0,1111

)
. Im elastischen, d. h. dissipationslosen Li-

mit X → 0, verschwindet der Imaginärteil und somit die Dämpfung, der Realteil
reduziert sich auf die elastische Lösung Re k = ω/c. Ferner erkennen wir, wenn wir
X einsetzen, dass der Imaginärteil, d. h. die Dämpfung mit ω4 und U2

0 skaliert. Wir
erhalten also bzgl. Frequenz und Amplitude das gleiche Skalierungsverhalten wie in
den numerischen Lösungen der nichtlinearen Wellengleichung aus Abschnitt 4.2.1.

Je kleiner Amplitude und Frequenz einer Schallwelle sind, desto mehr nähern
wir uns dem elastischen Bereich. In diesem Grenzfall werden die bisher vernachläs-
sigten newtonschen Viskositäten η und ζ aus der Impulserhaltung (3.1.10) wichtig.
Wir wollen ihren Einfluss hier zum späteren Abgleich mit experimentellen Daten
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angeben. Anstatt der Wellengleichung (4.4.1) erhalten wir jetzt unter weiterer Ver-
nachlässigung von α

∂2
t uih +

1

2ρ0

(
M0,ijkl∂h∂jukl

− η∂h∂j
(
∂tuij + Λuij +

((
1

3
− ζ

η

)
∂t∆ +

(
1

3
− 3

τ

τ1

ζ

η

)
Λ∆

)
δij

))
(
i↔ h

)
+ Λ∂t

(
u0
ih −

τ

τ1

∆δih

)
= 0. (4.4.7)

Für eine ebene Welle entlang x können wir in der Dispersionsrelation k = k(ω) der
Kompressionsmode uij ∼ (z̃, 1, 1, 0, 0, 0) zwei kleine Parameter identifizieren, wie
oben X und Y = 1

3

(
2 + 3 ζ

η

)
ω

|M0,1111|η, nach denen wir die Wellenzahl entwickeln. Y
skaliert linear mit der Frequenz ω. Wir erhalten

Re k =
ω

c

(
1− 3

8
Y 2 + M̄XY

)
+O

(
ω7
)

(4.4.8)

Im k =
ω

c

(
1

2
Y − 5

16
Y 3 +M2X

)
+O

(
ω5
)
, (4.4.9)

mit M̄ = 1
4

(
M

M0,1111
− 3

(
τ
τ1

+ 1
)
− 6

τ
τ1

(2+ ζ
η )

2+3 ζ
η

)
. Nur solange X und Y klein bleiben,

bleibt es der Imaginärteil und Schallausbreitung ist möglich.
Wir wenden nun die gewonnenen Ergebnisse auf experimentelle Daten an, um

die noch unbekannten GSH-Parameter zu bestimmen. Es ist klar, dass wir experi-
mentelle Resultate, bei denen Streuung überwiegt, nicht durch unsere Kontinuums-
theorie interpretieren können. Wir achten darauf, dass die Wellenlänge den Korn-
durchmesser um mindestens einen Faktor zehn übersteigt. In der Arbeit [13] wurde
nichtlineare und dissipative Schallausbreitung an unter isotropem Druck stehenden
Glaskugeln beobachtet. Die experimentellen Parameter waren wie folgt. Glaskugeln
von 0,6 - 0,8 mm Größe wurden in einem Zylinder von 25-60 mm Durchmesser und
60 mm Höhe unter einen Druck von 720 kPa gesetzt. Der Volumenanteil der Glasku-
geln betrug ϕ = 63%, die Schallgeschwindigkeit wurde zu c = 900m

s bestimmt. Bei
Frequenzen f zwischen 50 und 100 kHz betrug die Wellenlänge zwischen 6 und 18
mm, war dabei also stets um mindestens einen Faktor 10 größer als die Kugeldurch-
messer, sodass wir unsere Kontinuumstheorie anwenden dürfen. Die Schallamplitude
betrug U0 = 60 nm, was einer Verzerrung von 2 · 10−5 entspricht. Im Bereich zwi-
schen 100-150 kHz stellten die Autoren nun tatsächlich fest, dass die Dämpfung
mit ω4 skaliert. Wie üblich ist ω = 2πf . Darunter im Bereich 50-100 kHz fanden
sie eine schwächere nahezu quadratische Abhängigkeit des Dämpfungskoeffizienten.
Die quadratische Abhängigkeit können wir der normalen newtonschen Viskosität,
also dem führenden Term in (4.4.9) zuschreiben, die starke ω4- Abhängigkeit dem
granularen Dämpfungsmechanismus.
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Abbildung 4.4.1: Dämpfungskoeffizient α = Im k als Funktion der Frequenz. Punkte
repräsentieren die experimentellen Daten der Arbeit [13]. Im Bereich von 120-150
kHz skaliert die Dämpfung mit f 4 (rot), bei niedrigeren Frequenzen quadratisch
in f (grün). Dämpfung muss eigentlich mit der Frequenz f verschwinden, die rosa
Punkte wurden deswegen nicht berücksichtigt. Aus der roten Kurve erhalten wir
durch Anpassung an die GSH- Theorie γ0

λη1
= 1

80
.

Wir setzen nun τT = 1
3π

10−4s, sodass bei einer Frequenz von ω = 2π · 150 kHz

ωτT = 10. (4.4.10)

Drei Schwingungen des Wellenzugs aus dem obigen Experiment genügen dann, um
das Medium auf eine granulare Temperatur von Tsat anzuheben. In der Ableitung
der Wellengleichung, bzw. für die Tsat- Approximation, verlangten wir kleine Ge-
schwindigkeitsgradienten, d.h. mit den obigen Werten

A =
U0ω

2

c
= 6π2 1

s
� 1

2τA
=

γ0

2
√
γ1η1

, (4.4.11)

sowie für die Existenz von Schall X � 1,

U2
0ω

3

c2
=

3π3

25
10−3 1

s
≈ 3, 7 · 10−3 � γ0

λη1

. (4.4.12)

Der Imaginärteil der Wellenzahl ist die inverse charakteristische Zerfallslänge, die in
Abbildung 3 der Arbeit [13] als Funktion der Frequenz aufgetragen ist. Die experi-
mentellen Daten sind in Abbildung 4.4.1 reproduziert. Die letzten drei Messpunkte
zeigen die ω4- Abhängigkeit. Eine Anpassung der GSH-Theorie an sie liefert γ0

λη1
= 1

80
,

so dass Bedingung (4.4.12) erfüllt ist. Die elastischen Module wurden dabei über die
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angegebene Schallgeschwindigkeit und Dichte bestimmt. Das genau Vorgehen da-
zu ist in Abschnitt 4.5 beschrieben. Auf eine Anpassung der ebenfalls abgeleiteten
quadratischen Abhängigkeit der Dämpfung über die normale Viskosität verzichten
wir an dieser Stelle, da die Messung offenbar einen systematischen Fehler enthält.
Natürlich muss die Dämpfung mit der Frequenz verschwinden. In Abbildung 4.4.1
sehen wir, dass dies aber nicht so ist.

Zum Vergleich geben wir experimentelle Daten einer Messung an Sand. Die Auto-
ren der Arbeit [56, 57] führten entsprechende Messungen mit ω = 2π4 kHz, c = 200m

s
und U0 = 2 · 10−6 m durch. Daraus ergeben sich die Werte

U2
0ω

3

c2
≈ 10−3 1

s
(4.4.13)

U0ω
2

c
≈ 1

1

s
. (4.4.14)

Sie sind fast von der gleichen Größenordnung wie die obigen Werte (4.4.11, 4.4.12).
Das bestärkt die Bedingungen (4.4.11) und (4.4.12) für die Existenz von Schall. In
den Messungen wurde eine starke Dämpfung festgestellt. Das empfangene Signal
hatte nur noch eine Stärke von U0 = 8 · 10−9m. Dies deutet auf eine starke U0-
Abhängigkeit der Dämpfung hin, wie sie in der GSH-Theorie enthalten ist.

Für lineare Wellengleichungen wird der Qualitätsfaktor Q = Re k
2Im k

als Maß für
die Dämpfung definiert [58, 59]. Je größer der Imaginärteil von k, desto größer ist
die Dämpfung und desto kleiner ist die Qualität. Definieren wir das Verschwinden
eines Schallsignals bei einem Prozent seines anfänglichen Wertes, dann erlaubt ein
Qualitätsfaktor von zehn in etwa zehn Schwingungen. Für die experimentellen Werte
der Arbeit [13] mit Frequenz ω = 2π150 kHz ist die Schallamplitude von U0 = 60
nm dann bereits kritisch. Bei ω = 2π50 kHz dagegen wäre eine Amplitude von
U0 = 2 · 10−7 m möglich.

Wir wenden uns nun einer zweiten Klasse von Experimenten zu, den sog. Re-
sonanzsäulenexperimenten, wie sie in den Arbeiten [50–52] durchgeführt wurden.
Eine zylindrische Säule aus Sand wird dabei bis zur Resonanz in Torsionsschwin-
gungen versetzt. Aus der Eigenfrequenz und der Breite der Resonanzkurve können
die elastischen und anelastischen Eigenschaften von Sand gewonnen werden. Die
Abhängigkeit vom isotropen Umgebungsdruck P , der Packungsdichte ρ und der An-
regungsamplitude U0 war dabei von Interesse. Die Drücke variierten zwischen 200
und 800 kPa, die Dichte zwischen 1458 kg

m3 und 1670 kg
m3 , was beinahe den Werten

für die experimentell herstellbare loseste und dichteste Packung entspricht.
Die elastischen GSH-Parameter B0, ξ, ρlp und ρcp des in diesen Experimenten

verwendeten Sandes können mit den Methoden, wie sie in Kapitel 4.5, bzw. in der Ar-
beit [60] beschrieben sind, bestimmt werden. Für sehr kleine Anregungsamplituden
sind die dissipativen Effekte die mit der granularen Temperatur Tg der GSH-Theorie
zusammenhängen vernachlässigbar klein. Für die Torsionsschwingungen hier ist das
der Fall, wenn die Verzerrungsamplitude |uij| := γampl . 10−6. Die Abbildung 4.4.2
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Abbildung 4.4.2: Elastische Kompressions- und Scherwellengeschwindigkeiten cp und
cs als Funktion des äußeren Drucks. Symbole repräsentieren Messdaten aus der Ar-
beit [50], die durchgezogene Linie die GSH-Theorie. Daraus lassen sich die elastischen
Parameter (4.4.15) bestimmen.

zeigt die elastischen Kompressions- und Scherwellengeschwindigkeiten als Funktion
des äußeren Drucks für zwei verschiedene Dichten. Daraus bestimmen wir

B0 = 2, 9GPa, ξ = 1, ρlp = 0.54ρG, und ρcp = 0.63ρG. (4.4.15)

Dabei ist ρG = 2650 kg
m3 die Materialdichte des Quarzes aus dem der Sand besteht.

Für Verzerrungsamplituden γampl & 10−6 beobachten die Autoren der Arbei-
ten [50–52] nun eine amplitudenabhängige Dämpfung. Die Daten der Abbildung
10 b) aus [50] sind in Abbildung 4.4.3 reproduziert. Die Messpunkte zeigen das
Dämpfungsverhältnis D = Im k/Re k als Funktion der Verzerrungsamplitude γampl
bei verschiedenen Drücken. Für Verzerrungsamplituden γampl > 2 · 10−5 steigt das
Dämpfungsverhältnis D von D = 0.5% auf D = 3% bei γampl = 10−4 an. Die
Abhängigkeit vom Druck ist dabei eher gering.

Da wir den Parameter τT auf τT = 10−5 festgelegt haben sind die Resonanz-
säulenfrequenzen von etwa 60 Hz ziemlich klein. Wir befinden uns also im Bereich
ωτT � 1, sodass mit Sicherheit die granulare Temperatur in Amplitude und Phase
der äußeren Anregung folgt und um den Mittelwert Tsat variiert. Wir legen die Zy-
linderachse der Resonanzsäule in z-Richtung und gehen von isotropen äußeren Span-
nungen aus. Benutzen wir dann die Tsat- Näherung, die zur Wellengleichung (4.4.1)
führte, können wir aus der Dispersionsrelation für die Schermoden k2 = ρω

M0
(iΛ− ω)

das Dämpfungsverhältnis D = Im k/Re k = 1
2
X ableiten. Benutzen wir außerdem

ω =
√

M̃
ρ0
Re k =

√
M̃
ρ0

π
L
, wobei M̃ = B

ξ

(
P
B

) 1
3 das dem isotropen Druck entsprechende
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Abbildung 4.4.3: Dämpfungsverhältnis D als Funktion der Verzerrungsamplitude
γampl. Symbole repräsentieren Messdaten aus der Arbeit [50] für die Drücke 200
(Rauten), 400 (Dreiecke), 600 (Kreise) und 800 kPa (Quadrate), die durchgezogene
Linie die GSH-Theorie. Bis γampl = 2 · 10−5 bleibt die Dämpfung amplitudenun-
abhängig. Die newtonsche Viskosität η und die Leerstellendiffusion βP sind dafür
verantwortlich. Die amplitudenabhängige Dämpfung für γampl > 2 · 10−5 wird durch
den Tg- Dämpfungsmechanismus erklärt. Bei Amplituden von 10−4 erreicht die Ver-
zerrung Werte die mit der Vorspannung vergleichbar sind, Linearisierung wie wir sie
verwendet haben ist dann nicht mehr gültig.
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Schermodul ist und L die Höhe Resonanzsäule, so ergibt sich

D =

√
M̃

ρ

π

2L

λη1

γ0

· γ2
ampl. (4.4.16)

Das Dämpfungsverhältnis skaliert also mit dem Quadrat der Anregungsamplitude
γampl. Verwenden wir die elastischen Parameter (4.4.15), sowie P = 200 kPa und
L = 30 cm, so ergibt

λη1

γ0

= 103 (4.4.17)

den amplitudenabhängigen Teil von Abbildung 4.4.3 zwischen 10−5 ≤ γampl ≤ 10−4.
Rechts der gestrichelten senkrechten Linie werden die Anregungsamplituden mit
den statischen Verzerrungen vergleichbar. Die hier verwendete Linearisierung ist
dann nicht mehr in Ordnung. Diese Bereich müssten voll nichtlineare Rechnungen
abdecken. Der Wert (4.4.17) übersteigt den aus den Messungen [13], λη1

γ0
= 80 um

etwa eine Größenordnung. Es ist aber zu beachten, dass dort erstens Glaskugeln und
nicht Sand vermessen wurde und zweitens die Messmethode eine andere war. Dort
erhielten wir den Wert für λη1

γ0
aus der Anpassung an das ω4- Gesetz der Dämpfung,

hier aus dem U2
0 - Gesetz.

4.4.2 Amplitudenunabhängige Dämpfung

Die experimentellen Daten [50–52] zeigen, dass die Dämpfung bis zu Verzerrun-
gen von 2 · 10−5 amplitudenunabhängig bleibt, vgl. Abbildung 4.4.3. Die granu-
lare Temperatur scheidet also als Dämpfungsmechanismus aus. Die verbleibenden
dissipativen Terme in den GSH-Gleichungen sind diejenigen, die die newtonschen
Viskositäten η und ζ sowie den Term βP enthalten, der in klassischen Festkörpern
zur Erklärung der Diffusion von Leerstellen und Zwischengitteratomen herangezo-
gen wird. Wir wollen beide Effekte mitnehmen, belassen η und βP konstant, setzen
ζ
η

= 1
3
und kombinieren die Impulserhaltung (3.1.10) mit der Bewegungsgleichung

der Verzerrungen (3.1.14). Wir erhalten die Wellengleichung

2ρ0∂
2
t uij +

(
ρ0β

PM0,jklm∂t∂i∂kulm +M0,iklm∂j∂kulm

− η∂j∂k
((

∂tu
0
ik +

(βP
2
M0,knlm∂i∂nulm

)
+
(
i↔ k

)
− βP

3
M0,nolm∂n∂oulmδik

)
+
ζ

η

(
∂tunn + βPM0,nolm∂n∂oulm

)
δik

))
+

(
i↔ j

)
= 0, (4.4.18)

wobei ρ0 die gegebene Dichte und der TensorM0,ijkl durch den von außen angelegten
Druck gemäß (4.3.9) bestimmt ist. Die Lösungen dieser Wellengleichung ergeben am-
plitudenunabhängige Dämpfung. Für ebene Scherwellen, die entlang der z-Richtung
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propagieren, kann das gemessene Dämpfungsverhältnis D aus dem Quotienten von
Imaginär- zu Realteil der Wellenzahl k = k(ω) bestimmt werden. Wir erhalten

D =
πcs
4L

η + 2M̃ρ0β
P

M̃
, (4.4.19)

wobei L die Höhe der Resonanzsäule, cs =
√

M̃
ρ0

die Scherwellengeschwindigkeit und

M̃ = B
ξ

(
P
B

) 1
3 das GSH-Scherwellenmodul bei isotropem Druck ist. Würden wir βP

vernachlässigen und die gemessene Dämpfung von D = 0, 5% allein der Viskosität
η zuschreiben, erhielten wir η = 55Pa · s. Das ist sehr groß, wenn wir es mit der
Viskosität von Honig ∼ 10Pa · s vergleichen. Wir vertreten daher die Auffassung,
dass der Term βP wichtig ist für granulare Materie, dass er sogar für einen Großteil
der beobachteten amplitudenunabhängigen Dämpfung verantwortlich ist.

In gewöhnlichen Festkörpern wird er wie erwähnt mit der Diffusion von Leer-
stellen verbunden [30]. Wir hatten darüber bereits in Abschnitt 2.4 gesprochen. In
granularer Materie existieren sog. Kraftketten, wie sie durch die Arbeit [61] beschrie-
ben werden. Diese sind Aneinanderreihungen von Körnern in direktem Kontakt, die
ein Gerüst bilden und den Hauptteil der äußeren Spannung aufnehmen. Partikel die
nicht teilnehmen können sich aber dazwischen frei bewegen. Wir haben so, ähnlich
zur Leerstellendiffusion in Festkörpern, einen Massenstrom ohne Änderung des elas-
tischen Verzerrungsfeldes. Dieser mesoskopische Mechanismus erklärt, warum βP in
der granularen Physik wichtig ist. Schreiben wir die gemessen Dämpfung vollständig
βP zu, ergibt Gleichung (4.4.19) βP = 9 · 10−11 m2

Pa·s . Für gewöhnliche Festkörper gibt
Referenz [58] für die Dislokation- und Zwischengitteratomdämpfung, die ebenfalls
über βP beschrieben werden, einen Wert von D = 10−4, d. h. zwei Größenordnungen
unter dem granularen Wert.

Um nun zwischen den Effekten der newtonschen Viskosität und der Leerstellen-
diffusion zu unterscheiden, müssen wir auf akkumulierte plastische Deformationen
pij achten. Der Term βP steht nur in der Bewegungsgleichung für die Verzerrungen, η
hingegen nur in der Impulserhaltung und führt deswegen nicht zu plastischer Akku-
mulation. Wird also bei amplitudenunabhängiger Dämpfung Plastizität beobachtet,
müssen wir sie der Leerstellendiffusion zuschreiben. Zur Berechnung von pij für die
Resonanzsäulenversuche schauen wir uns die Lösung von stehenden Wellen der Form
u13 = u0e

−(Im ω)t cos(Re ω)t sin kz mit Re ω = ±kz
√

M̃
ρ0

und Im ω = 1
2
k2
zM̃βP an

und berechnen in niedrigster Ordnung in den Verzerrungen die akkumulierte Ver-
zerrung pij = εij − uij, vgl. Gleichung 2.6.5. Für eine frei zerfallende Schwingung
erhalten wir nach kurzer Rechnung

p13 =

∫ ∞
0

∂tp13dt = −u0W sin kz, (4.4.20)

mit W = 1
4
ρ0M̃

(
kzβ

P
)2, sobald das System wieder zur Ruhe gekommen ist. Für die

experimentellen Werte der Arbeit [50] und βP wie oben abgeschätzt βP = 9·10−11 m2

Pa·s
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Abbildung 4.4.4: Softening-Effekt. Normiertes effektives Schermodul G/G0 =
(1− α)2 als Funktion der Verzerrungsamplitude γampl. Symbole repräsentieren Mess-
daten aus der Arbeit [50] für die Drücke 200 (Rauten), 400 (Dreiecke), 600 (Krei-
se) und 800 kPa (Quadrate), die durchgezogene Linie die GSH-Theorie mit dem
Softening-Parameter α = α(Tg). Bei Amplituden von 10−4 erreicht die Verzerrung
Werte die mit der Vorspannung vergleichbar sind, Linearisierung wie wir sie verwen-
det haben ist dann nicht mehr gültig.

erhalten wir W = 5 ·10−5. Das ist ziemlich klein, sodass pij kaum zu beobachten ist.
Für getriebene Schwingungen allerdings, sagen wir wie hier bei f = 50 Hz und einer
Messzeit von 20s haben wir 1000 Schwingungen, sodass sich die plastische Verzerrung
zu beobachtbaren Werten akkumuliert. Es wäre interessant dies experimentell zu
überprüfen.

Die Behauptung, dass die Viskosität für Festkörper sehr groß sein muss, da die
Scherkraft zur Aufrechterhaltung einer stationären Scherströmung divergiert, ist
nicht richtig.Vielmehr ist der Grund für diese Divergenz, bei festkörperähnlichem
Verhalten wie bei Sand, die auftretende Elastizität, die durch die eigene Bewe-
gungsgleichung für die Verzerrungen (3.1.14) repräsentiert wird [30, 62]. Umgekehrt
verschwindet diese Bewegungsgleichung wieder für verschwindende Relaxationsrate
τ . Die Viskosität hingegen ist ein Maß für innere Reibung oder dissipativen Impul-
stransport, der für ideale, d. h. dissipationslose Festkörper verschwindet.

4.4.3 Der Softening-Effekt

Die Resonanzsäulenversuche [50–52] zeigen weiterhin, dass gleichzeitig zur Dämp-
fung das effektive Schermodul G = ρc2

s sich mit steigender Anregungsamplitude
reduziert. Diese Eigenschaft wird Softening-Effekt genannt und für die Auslösung
von Sekundärerdbeben verantwortlich gemacht [6]. Wie wir bereits in Abschnitt
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4.2 diskutiert hatten, liefert der Term (1− α)2 in Gleichung (4.2.9) die passende
Interpretation durch die GSH-Theorie. Dieser Term ist ein Außerdiagonalelement
der Onsager-Matrix und somit wesentlicher und prinzipieller Bestandteil der GSH-
Theorie. Die experimentellen Daten aus der Arbeit [50] sind in Abbildung 4.4.4
wiedergegeben, wobei das relative Modul G/G0 und G0 das rein elastische Modul
ist. Für Verzerrungen, die γampl = 2 ·10−6 überschreiten, wird das Softening sichtbar
und erreicht 10−20% bei Amplituden von 10−4, die mit der Vorspannung vergleich-
bar sind. Benutzen wir nun wieder die Tsat- Näherung und lösen Gleichung (4.4.1)
für die gegebene Geometrie und α wie in (3.2.8) angegeben, ist das relative Modul
G/G0 gerade durch

(1− α)2 =

(
1 + (1− α0)Tsat

Tn

1 + Tsat
Tn

)2

(4.4.21)

gegeben. Dabei ist hier Tsat = M̃
ρ0

π2

L2
η1
γ0
γ2
ampl mit M̃ , ρ0 und L wie oben. Für α0

verwenden wir den hypoplastischen Wert α0 = 0.78 um das korrekte Limit im Fall
von sehr großen Scherraten γ1Tg � γ0 sicherzustellen, s [19]. Der Wert

Tnγ0

η1

= 0.86
1

s2
(4.4.22)

erzeugt dann die durchgezogene Linie in Abbildung 4.4.4. Bei einer Verzerrungs-
amplitude von 10−4 erreicht das Softening eine Wert von α = 0, 08. Gleichung
(4.4.21) ähnelt einer empirischen Formel von Hardin und Drnevich [63] G/G0 =
(1 + γampl/γr)

−1 mit einer Referenzverzerrung γr.
Wir wollen den Wert für α noch mit dem vergleichen den Jia und Johnson für

Glaskugeln, die auch das Softening zeigen, gefunden haben [6]. Bei Drücken von 100
kPa und vergleichbaren Amplituden finden sie ein Softening von (1− α)2 = 0.95,
was α = 0, 03 entspricht. Obwohl von gleicher Größenordnung, zeigen Glaskugeln
offenbar ein geringeres Softening.

Wir haben in diesem Abschnitt die amplitudenunabhängige und amplituden-
abhängige Dämpfung sowie das zeitweise Herabsetzen des elastischen Moduls, das
Softening, von Schallwellen in granularer Materie durch die GSH-Theorie beschrie-
ben. Wir kommen nun zu den rein elastischen, d. h. dissipationslosen Eigenschaften
granularer Materie.

4.5 Induzierte Anisotropie

In diesem Abschnitt geben wir eine Interpretation der elastischen Eigenschaften gra-
nularer Materie. Dazu gehört die spannungsinduzierte Anisotropie. Obwohl granula-
re Materie durch ihren statistischen Charakter auf Längenskalen die die Korngröße
überschreiten als isotropes Medium anzusehen ist, zeigt sie dennoch anisotrope Ei-
genschaften wenn sie unter Druck gesetzt wird [7]. Wir sagen, die Anisotropie sei
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spannungsinduziert. Wie wir sehen werden, können wir durch den recht einfachen
Ausdruck für die elastische granulare Energie (3.2.2) experimentelle Befunde er-
staunlich gut wiedergeben. Die elastischen Eigenschaften hängen außerdem von der
Packungsdichte ρ ab, die durch den dichteabhängigen Koeffizienten (3.2.3) beschrie-
ben werden. Die Ergebnisse des folgenden Unterabschnitts sind in der Arbeit [60]
erschienen.

4.5.1 Elastische granulare Schallmoden

Wir wenden die folgenden Ergebnisse auf Schallgeschwindigkeitsmessungen an. Gra-
nulare Materie wird dazu unter äußeren anisotropen aber homogenen Druck gesetzt.
Piezoerreger und - empfänger erlauben dann die Messung von Schallgeschwindigkei-
ten verschiedener Polarisation und Ausbreitungsrichtung.

Die elastischen Eigenschaften der GSH-Theorie erhalten wir, wenn wir sämtliche
dissipativen Terme aus dem Satz der GSH-Gleichungen streichen. Insbesondere be-
deutet das Tg = 0 und daher α, τ−1, τ−1

1 , ηg, ζg = 0 , sowie η, ζ, βP = 0. Wir können
dann die Impulserhaltung (3.1.10) mit der Bewegungsgleichung für die Verzerrungen
(3.1.14) zu einer Wellengleichung für die Verschiebungen Ui kombinieren

ρ0∂
2
tUi +M0,ijkl∂

2
jkUl = 0. (4.5.1)

Die Verzerrungen hängen dabei über uij = 1
2

(∂iUj + ∂jUi) mit den Verschiebungen
Ui zusammen. Die Dichte ρ0 und die Steifigkeiten M0,ijkl sind die des statischen
Hintergrunds. Wir wählen das Koordinatensystem derart, das uij darin diagonal ist.
Der Tensor M0,ijkl ist dann durch den Ausdruck (4.3.9) gegeben. Ein Ebene-Welle-
Ansatz liefert das Eigenwertproblem

(
Kil − λ̄δil

)
Ul = 0 für den akustischen Tensor

Kil, wobei

Kil =
1

2

(
β̄(i) + β̄(l)

)
ninl − δil (4.5.2)

c2 =
ω2

k2
= −λ̄M0

ρ0

(4.5.3)

βi = 1−Q− ξπ0
i

LP
, Q =

3ξ

2
+

4

3
−
(
ξπs
4LP

)2

(4.5.4)

und ni = ki/k mit k =
∣∣∣~k∣∣∣ den sog. Richtungskosinus bezeichnet. Bei gegebenem

äußeren Druck und gegebener Dichte liefern die Eigenwerte λ̄ die Ausbreitungsge-
schwindigkeit, die dazugehörigen Eigenvektoren Ui die Polarisation. Die allgemeine
Lösung ist durch die Eigenwerte

λ̄1 = −1 und λ̄2,3 =
1

2

(
η̄ ∓

√
ζ̄ − 2

)
(4.5.5)
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mit η̄ =
∑3

i=1 β̄in
2
i und ζ̄ =

∑3
i=1 β̄

2
i n

2
i sowie die Eigenvektoren

U1 =

 n2n3

(
β̄2 − β̄3

)
n3n1

(
β̄3 − β̄1

)
n1n2

(
β̄1 − β̄2

)
 (4.5.6)

U2,3 =


n1

(
ζ̄ ∓

√
ζ̄
(
β̄1 + β̄1

)
+ β̄1β̄1

)
n2

(
ζ̄ ∓

√
ζ̄
(
β̄1 + β̄2

)
+ β̄1β̄2

)
n3

(
ζ̄ ∓

√
ζ̄
(
β̄1 + β̄3

)
+ β̄1β̄3

)
 , (4.5.7)

gegeben, solange β̄1 6= β̄2 6= β̄3 und der Wellenvektor nicht entlang einer der Haupt-
achsen der statischen Verzerrung uij, bzw. der Spannungen πij zeigt. Im Fall von
Propagation entlang der Hauptachsenrichtungen ist der akustische Tensor bereits
diagonal und die Eigenwerte können direkt abgelesen werden.

Für Propagation entlang der x-Richtung ist n1 = 1 und damit λ̄1 = β̄1 − 1
sowie λ̄2,3 = −1 mit entsprechenden Polarisationen U1 = (1, 0, 0), U2 = (0, 1, 0)
und U3 = (0, 0, 1). Die Moden sind also rein longitudinal oder rein transversal. Wir
können verallgemeinern und sagen, dass ebene Wellen, die entlang der Hauptachsen
des statischen Spannungsfeldes propagieren immer reine Moden sind. Man kann sich
mit der Methode der Extrema unter Nebenbedingungen davon überzeugen, dass die
Schallgeschwindigkeit in diesem Fall extremal ist, vgl. dazu Abbildung 4.5.4.

Diskutieren wir nun die Abhängigkeiten vom äußeren Spannungszustand. Ist
dieser isotrop, so gilt π0

i = 0, daher β̄1 = β̄2 = β̄3 und die Kompressions- bzw.
Schermode hat die Geschwindigkeit

cp =

√(
3

2
ξ +

4

3

)
B
ξρ

6

√
P

B
, cs =

√
B
ξρ

6

√
P

B
. (4.5.8)

Beide zeigen die für granulare Materie typische Hertz-Skalierung, nämlich c ∼
P

1
6 . Für einen uniaxialen und damit anisotropen Spannungszustand in dem die z-

Richtung ausgezeichnet sein soll gilt β̄1 = β̄2 sowie λ̄1 = −1 und λ̄2,3 = 1
2

(
η̄ ∓

√
ζ̄ − 2

)
mit η̄ =

(
β̄1 − β̄3

)
n2

1 + β̄3 und ζ̄ =
(
β̄2

1 − β̄2
3

)
n2

1 + β̄2
3 . Die Eigenwerte und damit

die Geschwindigkeiten hängen nur von der Projektion n1 von k auf die x-Richtung
ab. Sie sind deswegen rotationssymmetrisch. Die Kompressionswellengeschwindig-
keit entlang der z-Richtung, n1 = 0 hat die Gestalt

cv =

√(
Q+

π0
3

LP

)
B
ξρ

6

√
LP

B
, (4.5.9)

die der horizontalen Kompressionswelle, n1 = 1,

ch =

√(
Q+

π0
1

LP

)
B
ξρ

6

√
LP

B
. (4.5.10)
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Nur für verschwindende Scherung, d. h. π0
i ,πs → 0, L → 1 gehen diese in die erste

der Geschwindigkeiten (4.5.8) über. Anderenfalls ist die Hertz-Skalierung gestört.
Alle Schermoden, unabhängig von Ausbreitungsrichtung und Polarisation, haben in
uniaxialen Systemen die Geschwindigkeit

cs =

√
B
ξρ

6

√
LP

B
. (4.5.11)

Wir können diese Resultate nun auf die Daten aus der Messung [64] anwenden.
Dort wurden Glaskugeln unter uniaxiale Spannung gesetzt und die Kompressions-
sowie die Scherwellengeschwindigkeiten bei horizontaler und vertikaler Propagation
gemessen. Es wurden zwei Proben untersucht, von denen die eine durch „rain depo-
sition”, d. h. durch einfaches Schütten der Kugeln in den Behälter, die andere durch
eine „decompaction”- Prozedur hergestellt wurden. Im zweiten Fall wurde ein Gitter
nach der Befüllung langsam durch die Glaskugeln nach oben gezogen. Es entstanden
so Proben unterschiedlicher Packungsdichte ρ, wobei die zweitere weniger dicht war.

Da die gemessene Geschwindigkeit von der Präparationsmethode abhängt, wird
eine intrinsische mit dem Korngerüst verbundene Anisotropie (engl. fabric anisotro-
py) vermutet und häufig zur Erklärung herangezogen. Abbildung 4.5.1 zeigt nun die
gemessenen Schallgeschwindigkeiten als Funktion des angelegten vertikalen Drucks
πzz. Symbole repräsentieren gemessene Geschwindigkeiten, oben für die weniger dich-
te Probe φ = ρ

ρG
= 0.606 und unten für die dichtere φ = 0.643. Genauer bedeuten

Rauten vertikale Kompressionsmoden cv, Kreise sind horizontale Kompressionsmo-
den ch. Die restlichen drei sind Schermoden cs, eine davon propagiert vertikal (Qua-
drate), die anderen zwei horizontal, wovon eine vertikal polarisiert (Dreieck nach
unten) ist und die andere horizontal (Dreieck nach oben). Die durchgezogenen Kur-
ven repräsentieren die GSH-Theorie durch die Formeln (4.5.9, 4.5.10, 4.5.11). Dazu
verwenden wir die GSH-Werte

ξ =
3

4
, B0 = 5, 1 GPa , φlp =

ρlp
ρG

= 0.555 und φcp =
ρcp
ρG

= 0, 664. (4.5.12)

Diese reichen aus um das Spektrum elastischer Wellen in uniaxialen Systemen zu be-
schreiben. Eine intrinsische Anisotropie ist nicht nötig um experimentelle Befunde
zu interpretieren. Für die verbleibende Diskrepanz gibt es unterschiedliche Mög-
lichkeiten. Am wahrscheinlichsten sind entweder experimentelle Abweichungen vom
ideal uniaxialen Spannungszustand, d. h. πxx 6= πyy, oder die Schallgeschwindig-
keiten wurden nicht exakt entlang der Hauptachsenrichtungen gemessen. In einem
solchen Fall wären die allgemeinen Formeln (4.5.5-4.5.7) anzuwenden. Von theoreti-
scher Seite müsste die dritte Invariante in den Ausdruck für die elastische Energie
mit aufgenommen werden um die Entartung der Scherwellengeschwindigkeiten auf-
zuheben. Das wollen wir uns in Abschnitt 4.5.3 genauer anschauen. Zuvor wenden
wir die gewonnenen Resultate aber noch auf die statische Scherung an.
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Abbildung 4.5.1: Schallgeschwindigkeiten als Funktion des angelegten Drucks, ent-
nommen aus [7, 60]. Symbole repräsentieren gemessene Geschwindigkeiten als Funk-
tion des angelegten Drucks π33 für zwei unterschiedliche Präparationsmethoden, „de-
compaction” und „rain”. Sie entsprechen unterschiedlichen Packungsdichten φ = ρ

ρG
von φ = 0.606 und φ = 0.643. Genauer bedeuten Rauten vertikalen Kompressions-
moden cv, Kreise sind horizontale Kompressionsmoden ch. Die restlichen drei sind
Schermoden verschiedener Polarisation und Ausbreitungsrichtung, s. [7]. Durchge-
zogene Linien sind Resultate der GSH-Theorie. Für die gegebene granulare Energie
(3.2.2) gibt es bei uniaxialen Spannungsverhältnissen nur eine Scherwellengeschwin-
digkeit cs.
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Abbildung 4.5.2: Statische Scherung. Eine vertikale und horizontale Last deformiert
eine in x-Richtung unendliche Schicht der Höhe L. Im 1-2-3 Koordinatensystem ist
der Spannungstensor diagonal. Es ist um den Winkel τ̃ gegen das x-y-z Koordina-
tensystem verdreht.

4.5.2 Schallmoden bei statischer Scherung

Wir betrachten eine statische Scherung wie in Abbildung 4.5.2 und berechnen die
Geschwindigkeiten elastischer Wellen die senkrecht zur Richtung der Scherung pro-
pagieren. Wir wenden dazu die konkreten Ergebnisse aus Abschnitt 4.5.1 an.

4.5.2.1 Statische Lösung

Eine Schicht granularen Materials soll in x- und y-Richtung unendlich ausgedehnt
sein. In z-Richtung habe sie die Höhe L. In x-Richtung wird eine Scherkraft der Stär-
ke Ps > 0 pro Flächeneinheit angelegt in y-Richtung eine solche der Stärke Pv > 0.
An der Oberfläche z = L haben wir dann die Randbedingungen πxz(z = L) = −Ps
und πzz(z = L) = Pv. Am Boden z = 0 nehmen wir verschwindende Verschiebungs-
felder an Ui(z = 0) = 0. Ferner setzen wir aus Symmetriegründen Uy ≡ 0 und lassen
die übrigen Felder nur von z abhängen. Das mechanische Gleichgewicht verlangt bei
Vernachlässigung der Gravitation ∇jπij = 0, sodass die Spannungen πij konstant
sein müssen. Aus den Randbedingungen schließen wir, dass πxz = −Ps and πzz = Pv.
Die einzigen nicht verschwindenden Verzerrungskomponenten sind uxz = 1

2
∂zUx und

uzz = ∂zUz so dass ∆ = −uzz and u2
s = 2

3
u2
zz + 2u2

xz. Das mechanische Gleichgewicht
liefert dann die Lösungen

uzz = ∂zUz = −∆ = −
(
ξ

B
3Pv + q

2 (5 + 3ξ)

) 2
3

uxz =
1

2
∂zUx =

ξPs
2B

∆−
1
2 .
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wobei q = Pv

√
9− 3 (5 + 3ξ)

(
Ps
Pv

)2

. Integration ergibt die Verschiebungsfelder

Ux =
ξPs

B
√

∆
· z > 0

Uz = −∆ · z < 0,

mit ∆
3
2 = ξ

B
3Pv±q

2(5+3ξ)
, in Übereinstimmung mit den gegebenen Randbedingungen. Die

Scherwinkel α̃ und β̃, s. Abbildung 4.5.2 sind durch tan α̃ = ξPs
B
√

∆(1−∆)
und tan β̃ =

B∆
3
2

ξPs
gegeben. Thermodynamische Stabilität, s. (4.3.5), verlangt u2s

∆2 ≤ 2ξ was auf
die Bedingung

Ps
Pv
≤
√

3(3ξ − 1)

2 + 3ξ
≈ 0.5 für ξ=

5

3
(4.5.13)

führt. Für einen gegebenen vertikalen Druck von Pv = 100 kPa and ξ = 5
3
, B = 5

GPa entspricht dies einem Winkel von von α̃max = 0.05° und einer Verschiebung von
maximal Umax

x (z = 10 cm) ≈ 1
10

mm.

4.5.2.2 Hauptachsen

Zur Anwendung der Formeln (4.5.5-4.5.7) müssen wir in das Hauptachsensystem des
Spannungstensors transformieren. Im xyz-Koordinatensystem hat der Spannungs-
tensor die Gestalt

π̂xyz =


(3ξ+2)Pv−q

3ξ+5
0 −Ps

0 (3ξ+2)Pv−q
3ξ+5

0

−Ps 0 Pv

 .

Wir rotieren nun dieses System um einen Winkel τ̃ bis πij diagonal ist mit

R =

 cos τ̃ 0 sin τ̃
0 1 0

− sin τ̃ 0 cos τ̃

 .

Die Komponenten von π̂ im rotierten System erhalten wir durch π̂123
jl = (Rπ̂R−1)jl.

Die Eigenwerte sind dann

π2 =
(3ξ + 2)Pv − q

5 + 3ξ

π1,3 =
(6ξ + 7)Pv − q ∓ r

6ξ + 10
,

mit r =
√

(3Pv + q)2 + 4 (5 + 3ξ)2 P 2
s . Der Winkel ist durch τ̃ = arccos

(√
3Pv+q+r

2r

)
gegeben. Am Punkt der Fließgrenze, vgl. (4.5.13) ist τ̃ ≈ 33°.
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Abbildung 4.5.3: Elastische Schallgeschwindigkeiten in der statischen Scherung mit
Propagationsrichtung entlang z als Funktion des Verhältnisses Ps/Pv bei festgehal-
tenem Pv = 100 kPa. c1 ist eine reine Schermode in y-Richtung polarisiert, c2 und c3

sind gemischte Moden mit Polarisation in der xz-Ebene. Bei Ps = 0 gehen die Moden
in die des uniaxialen Falls über, wo wir zwei Schermoden gleicher Geschwindigkeit
und eine Kompressionsmode haben.

4.5.2.3 Elastische Moden

Wir können nun die Ergebnisse aus Abschnitt 4.5.1 anwenden. Abhängig von der
Scherkraft hat der ~k- Vektor von entlang z propagierenden Wellen unterschiedliche
Projektionen n1 = sin τ̃ und n3 = cos τ̃ auf die Hauptachsen (n2 = 0), s. Abbildung
4.5.2.

Entsprechend den Formeln (4.5.5-4.5.7) erhalten wir eine reine Schermode mit
Polarisation in y- Richtung und zwei gemischte Moden mit Polarisationen in der
xz-Ebene. Diese haben Geschwindigkeiten c2 = λ̄M0

ρ0
mit λ̄1 = −1 und

λ̄2,3 =
1

2

(
η̄ ∓

√
ζ̄ − 2

)
. (4.5.14)

Der Druck ist durch P = 9(1+ξ)Pv−2q
15+9ξ

und die Scherung durch π2
s = 2(3Pv+q)2

3(5+3ξ)2
+ 2P 2

s

gegeben. Abbildung 4.5.3 zeigt diese Moden für physikalische Werte des Verhält-
nisses Ps/Pv bis zur Fließgrenze, s. Gleichung (4.5.13), für einen gegebenen Druck
Pv = 100 kPa. c1 ist die reine Schermode, c3 eine gemischte Moden mit Polarisati-
on in der xz-Ebene und hauptsächlich entlang x und c3 ist die gemischte Mode in
der xz-Ebene mit Polarisation hauptsächlich entlang der z. Letztere ähnelt daher
einer Kompressionsmode. Bei verschwindender Scherung Ps = 0 erhalten wir den
uniaxialen Fall aus Abschnitt 4.5.1 mit zwei reinen Moden. Bei maximaler Scherung
beträgt der Geschwindigkeitsunterschied 5% für c1, 8% für c2 und 24% für c3.
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4.5.3 Scherwellenentartung und dritte Invariante

Wir kommen in diesem Abschnitt zurück zu den elastischen Schallmoden in un-
iaxialen Systemen. Wie wir am Ende des Abschnitts 4.5.1 gesehen hatten liefert
die GSH-Theorie mit der elastischen Energie (4.3.1) eine Scherwellenentartung. Un-
abhängig von Ausbreitungsrichtung und Polarisation haben Scherwellen immer die
gleiche Geschwindigkeit. Aus den experimentellen Daten [64], wie sie in Abbildung
4.5.1 gegeben sind entnehmen wir aber, dass die Scherwellengeschwindigkeiten ge-
ringfügig voneinander abweichen.

Wir zeigen nun, dass nur wenn wir die dritte Invariante des Verzerrungstensors
uij (4.3.4) in die granulare elastische Energie mitaufnehmen diese Entartung aufge-
hoben wird. Selbst dann gibt es nur zwei unterschiedliche Geschwindigkeiten.

Jede isotrope Energie kann als Funktion der drei Invarianten ausgedrückt wer-
den. Wir wählen der Anschaulichkeit und der Kontinuität zum bisherigen Energie-
ausdruck halber aber die Skalare ∆, us and uIII = det uij. Das Differential einer
solchen Energie w̃ ist dann eine Summe der Form

dw̃ = . . . d∆ + . . . dus + . . . duIII (4.5.15)

mit den Differentialen

d∆ = −δijduij (4.5.16)

dus =
1

us
u0
ijduij (4.5.17)

duIII =
1

3u2
III

(
3uimumj + 2∆uij +

(
2

3
∆2 − Tr u2

)
δij

)
duij. (4.5.18)

Deswegen können wir die Spannungen π̃ij = − ∂w̃
∂uij

ganz allgemein als

π̃ij = f̃1(∆, us, uIII)δij + f̃2(∆, us, uIII)uij + f̃3(∆, us, uIII)uimumj (4.5.19)

mit nicht genauer bestimmten Funktionen f̃i angeben. Genauso liefert das Diffe-
rential der Spannungen den Steifigkeitstensor M̃ijkl =

∂πij
∂ukl

in seiner allgemeinsten
Form

M̃ijkl = g1δijδkl + g2 (uijδkl + uklδij) + g3 (uimumjδkl + ukmumlδij)

+ g4 (δikδjl + δilδjk) + g5uijukl + g6 (uijukmuml + ukluimumj)

+ g7uimumjukmuml + g8 (ukiδlj + ukjδli + uliδjk + uljδik) (4.5.20)

mit nicht näher bestimmten Funktionen gi = gi(∆, us, uIII). Wechseln wir nun wie-
derum in das Hauptachsensystem des Verzerrungstensors uij = u(i)δij, lässt sich der
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Steifigkeitstensor in isotroper Form angeben

M̃ijkl =
[
g1 + g2

(
u(i) + u(k)

)
+ g5u(i)u(k) + g3

(
u2

(i) + u2
(k)

)
+g6

(
u2

(k)u(i) + u2
(i)u(k)

)
δij + g7u

2
(i)u

2
(k)

]
δijδkl[

g4 + g8

(
u(i) + u(j)

)]
(δikδjl + δilδjk)

:= g(i, k)δijδkl + h(i, j) (δikδjl + δilδjk) . (4.5.21)

Der akustische Tensor K̃il ∼ M̃ijklnjnk lässt sich damit als

K̃il ∼ (g(i, l) + h(i, l))ninl

+
(
g4 + g8

(
u(i) +

[
u2 + (u1 − u2)n2

1 + (u3 − u2)n2
3

]))
δil

= H(i, l)ninl +
(
g4 + g8

(
u(i) + udev

))
δil

schreiben, mit H(i, l) = g(i, l)+h(i, l) und udev(~n) = u2 +(u1 − u2)n2
1 +(u3 − u2)n2

3.
Für den uniaxialen Fall mit z als bevorzugter Richtung u1 = u2 6= u3 gilt H(1, 1) =
H(2, 2) = H(1, 2) und udev = u1 +(u3 − u1)n2

3 . Legen wir den Wellenvektor entlang
z, n3 = 1, n1 = n2 = 0, ist K̃ij gleich

K̂z =

 g4 + g8 (u1 + u3) 0 0
0 g4 + g8 (u1 + u3) 0
0 0 H33 + g4 + 2g8u3

 , (4.5.22)

legen wir ihn entlang x, n1 = 1, n2 = n3 = 0, gilt

K̂x =

 H11 + g4 + 2g8u1 0 0
0 g4 + 2g8u1 0
0 0 g4 + g8 (u3 + u1)

 , (4.5.23)

und legen wir ihn entlang y, n2 = 1, n1 = n3 = 0, haben wir

K̂y =

 g4 + 2g8u1 0 0
0 H11 + g4 + 2g8u1 0
0 0 g4 + g8 (u3 + u1)

 . (4.5.24)

Wir erinnern uns, dass die Eigenwerte des akustischen Tensors proportional zur
Schallgeschwindigkeit sind. Bei Propagation entlang z (4.5.22), haben wir, wie auf-
grund der Symmetrie zu erwarten, zwei identische Schermoden mit x- und y- Po-
larisation sowie eine Kompressionsmode. Bei Propagation entlang x (4.5.23) und
entlang y (4.5.24) haben wir jeweils Schermoden unterschiedlicher Geschwindigkeit.
Wir stellen fest, dass es zwei unterschiedliche Scherwellengeschwindigkeiten gibt,
denn

K̂z,11 = K̂z,22 = K̂x,33 = K̂y,33 6= K̂x,22 = K̂y,11. (4.5.25)
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Dies ist ein ganz allgemeines Resultat in das nur die Isotropie der Energie sowie die
Uniaxialität der äußeren Spannungen eingeht.

Der Term g8 stammt aus dem Differential der dritten Invarianten. Ohne ihn, das
heißt ohne die dritte Invariante mit in die Energie aufzunehmen, erhalten wir die
Scherwellenentartung zurück.

Da die bisherige Energie recht gute Übereinstimmung mit dem Experiment lie-
fert, sollte ein Term zur Aufhebung der Scherwellenentartung eine Korrektur sein,
etwa

w =
√

∆

(
∆2 + u2

s + ε
u3
III

∆

)
(4.5.26)

mit einem kleinen ε. Alle Terme in der Klammer sind dann von der Ordnung ∼ u2

und bei festem ε bleibt die Korrektur unabhängig von der Stärke von uij immer
klein.

4.5.4 Erreichen der Fließgrenze

Wir kommen noch einmal zu den uniaxialen Schallmoden zurück und diskutieren
kurz was passiert, wenn das statische Spannungsfeld den Punkt der Fließgrenze
erreicht. Das ist dann der Fall, wenn die Komponente π1 der Spannung von der
π3- Komponente soweit abweicht, dass π2

s

P 2 = 2
ξ
. Letztere Formel erhalten wir durch

Umkehrung von (4.3.5) mit Hilfe von (4.3.6). Am Punkt der Fließgrenze sind keine
weiteren elastischen Störungen und damit keine Schallwellen mehr möglich. Wir
erwarten c = 0.

Die Schallgeschwindigkeiten verringern sich an diesem Punkt, bleiben entgegen
der Erwartung aber endlich. Dies zeigt Abbildung 4.5.4, in der in jedem der acht
Bilder die drei Geschwindigkeiten ci gezeigt sind, die für den uniaxialen Fall den
Eigenwerten (4.5.5) entsprechen. Die z-Richtung sei dabei wiederum die ausgezeich-
nete. Die verschiedenen Bilder zeigen unterschiedliche Propagationsrichtungen, an-
gezeigt durch den Winkel δ zur xy-Ebene. Im ersten Bild oben links für δ = 0 findet
die Propagation also in der xy-Ebene statt, unten rechts in Richtung der z-Achse.
π1 ist konstant 100 kPa, π3 wird variiert. Die elastischen Parameter betragen B = 9
GPa, ξ = 5

3
und ρ = 1566 kg

m3 . Der jeweils obere Zweig gilt für π1/π3 < 1, der untere
für π1/π3 > 1. Die Kurve enden auf der linken Seite bei πs = 0 und auf der rechten
Seite bei der Fließgrenze π2

s/P
2 = 2

ξ
= 6

5
, angezeigt durch die vertikalen Linien. Die

Schallgeschwindigkeit bleibt also für alle Moden und Winkel selbst am Punkt der
Fließgrenze endlich.

Das ist möglich, da die Stabilitätsbedingungen (4.3.5) bzgl. der Verzerrungen
definiert sind und nicht bzgl. der Verschiebungen. Man kann zeigen, dass keine Su-
perposition ebener Verschiebungswellen, wie wir sie hier betrachten, einen Verzer-
rungszustand erreichen, der die Fließgrenze überschreiten würde.
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Abbildung 4.5.4: Geschwindigkeiten der uniaxialen Schallmoden ci als Funktion des
Verhältnisses π2

s/P
2 für verschieden ausgewählte Richtungen des Wellenvektors ge-

geben als Winkel δ zur xy-Ebene. π1 ist konstant 100 kPa. Der jeweils obere Zweig
gilt für π1/π3 < 1, der untere für π1/π3 > 1. Die Kurve enden auf der linken Seite
bei πs = 0 und auf der rechten Seite bei der Fließgrenze π2

s/P
2 = 2

ξ
= 6

5
angezeigt

durch die vertikalen Linien. Die Schallgeschwindigkeit bleibt selbst am Punkt der
Fließgrenze endlich. Die elastischen Parameter betrugen B = 9 GPa, ξ = 5

3
und

ρ = 1566 kg
m3 .
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Spannungsrelaxation im Silo

σxy
σyy

σyy σyy+ d
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Abbildung 5.0.1: 2D-Silos der
Breite B und der Höhe H.

In diesem Kapitel verlassen wir die granulare Akus-
tik. Die transiente Elastizität granularer Materie, die
die akustischen Eigenschaften maßgeblich bestimmt,
zeigt sich aber auch in anderen Anregungsbereichen.
Wir wenden uns dem Phänomen der platzenden Silos
zu. Beim Entleeren von mit Granulat gefüllten Silos
versagt des öfteren die strukturelle Integrität der Si-
lokonstruktion [4]. Neben einfachem Überladen und
Druckanstieg aufgrund von Gasentwicklung, wird der
Missbrauch des Silos für die Lagerung von Flüssigkei-
ten anstatt von granularer Materie für das Versagen
verantwortlich gemacht [65, 66]. In der DIN-Norm
zur Auslegung von Silos werden statische Spannun-
gen mit der Janssen-Formel abgeschätzt, dynamische
durch einen zusätzlichen Faktor von 1.15 [67, 68].
Wir zeigen in diesem Kapitel, dass der beim Ent-
laden aufgrund der Relaxation der Spannungen zu-
stande kommende Druckanstieg für das Versagen ver-
antwortlich gemacht werden kann. Der Relaxations-
prozess selbst ist eine Konsequenz der granularen Temperatur Tg, die durch das
Entladen angeregt wird.

Im statischen Fall kann der Druck am Boden eines Silos einen bestimmten Sät-
tigungswert nicht überschreiten. Es tritt der sog. Janssen-Effekt auf [22, 68]. Durch
den festen Zustand granularer Materie können Scherkräfte aufrecht erhalten und
so das Gewicht über die Seitenwänden getragen werden. Das Aufstellen des Kräfte-
gleichgewichts für eine Schicht granularer Materie innerhalb des Silos führt zu einem
exponentiellen Sättigungsverhalten für den Gesamtdruck am Boden [1]. Verflüssigt
sich aber der Zustand der Materie, wird der Druck hydrostatisch, d.h. proportional
zu Füllhöhe, was zu einem enormen Druckanstieg und damit zum Platzen des Silos
führen kann.
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Abbildung 5.1.1: Normierte vertikale Spannung πyy der verallgemeinerten Janssen-
Lösung (gestrichelt) und der numerischen FEM-Lösung (durchgezogen) als Funktion
der normierten Tiefe im Silo in der Mitte bei x = 0, links, sowie entsprechend
die normierte Scherspannung πxy rechts. Normal- und Scherspannung sättigen mit
zunehmender Tiefe. Numerische und verallgemeinerte Janssen-Lösung stimmen gut
überein.

5.1 Theoretische Beschreibung

Die physikalisch relevanten Gleichungen in der GSH-Theorie zur Beschreibung dieses
Phänomens sind die für die Relaxation der Verzerrungen (3.1.14) und die Impulser-
haltung (3.1.10). Die auftretenden Geschwindigkeiten für die Relaxationsprozesse in
Silos dürfen wir als klein annehmen, so dass zu jeder Zeit quasi-statische Bedingun-
gen herrschen, die zeitliche Änderung der Impulsdichte ∂tgi ist zu vernachlässigen.
Tatsächlich beobachten die Autoren [69], dass der Janssen-Effekt auch in dynami-
schen Situationen bestehen bleibt. Ein mit Granulat befüllter Glaszylinder wurde
mit unterschiedlichen Geschwindigkeiten aufwärts bewegt, während das Granulat
zurück blieb. Die gemessene Gesamtmasse zeigte die typische Janssen-Sättigung.
Vernachlässigen wir ferner die Terme der Leerstellendiffusion und Terme höherer
Ordnung in uij und Tg, so erhalten wir

∂tuij − vij = −1

τ

(
u0
ij +

τ

τ1

ullδij

)
(5.1.1)

∇jπij = ρGi. (5.1.2)

Gleichung (5.1.2) heißt mechanisches Gleichgewicht, Gi bezeichnet die Gravitati-
onskonstante. Zerlegen wir Gleichung (5.1.1) in den Spuranteil und den spurlosen
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Abbildung 5.1.2: Normierte Scherspannung πxy der verallgemeinerten Janssen-
Lösung (gestrichelt) und der numerischen FEM-Lösung (durchgezogen) als Funktion
der normierten Breite des Silos bei verschiedenen Höhen y, links, sowie entsprechend
die normierte vertikale Spannung πyy rechts. πxy hat einen nahezu linearen Verlauf,
πyy einen quadratischen. Numerische und verallgemeinerte Janssen-Lösung stimmen
gut überein.

Anteil, ergeben sich die Relaxationsgleichungen

∂t∆ = −vll −
3

τ1

∆ (5.1.3)

∂tu
0
ij = v0

ij −
1

τ
u0
ij. (5.1.4)

Eine Scherung ∼ u0
ij relaxiert also innerhalb der Zeit τ , eine Kompression ∆ inner-

halb von τ1. Aus der Arbeit [19] wissen wir, dass τ1 ca. elf mal so groß ist wie τ
und deshalb Scherungen sehr viel schneller relaxieren. Für einen Sandhaufen würde
die vollständige Relaxation ein Zerfließen bis auf eine Einkornschicht bedeuten. In
unserem Fall des Silos verhindern aber die festen Wände dieses Zerfließen. Eine auf-
tretende Relaxation der Kompression in (5.1.3) wird sofort durch einen Massenstrom
∼ vll kompensiert. Die Stärke der Kompression wird im Silo allein durch das über
einem Punkt liegende Gewicht bestimmt. Dieses wiederum hängt von der Stärke des
Janssen-Effekts ab, die wie wir sehen werden durch die Relaxation des spurfreien
Anteils (5.1.4) bestimmt wird.

Wir setzen unsere Betrachtungen also nur noch mit Gleichung (5.1.4) fort. Bei
einem starken Ausfluss sind die erzeugten Geschwindigkeitsgradienten und die gra-
nulare Temperatur Tg groß, so dass die Relaxationszeit τ sehr klein wird. Wir sehen,
dass der Term v0

ij in (5.1.4) vernachlässigbar klein wird und erhalten die reine Re-
laxationsgleichung ∂tu0

ij + 1
τ
u0
ij = 0, deren Lösung der exponentielle Zerfall

u0
ij = u0

0ije
− t
τ (5.1.5)
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ist. u0
0ij sei dabei die statische Verzerrung zum Zeitpunkt t = 0. Für den Skalar u2

s gilt
dann u2

s = u2
0se
−2 t

τ . Aus der Spannungs-Verzerrungs-Relation (3.2.5) können wir die
entsprechenden Spannungen berechnen. Sind sämtliche Scherspannungen ∼ u0

ij, us
wegrelaxiert nimmt das Medium den hydrostatischen Druck

πij = B∆
3
2 δij (5.1.6)

an. Wir sehen ganz allgemein, dass die Relaxation der elastischen Verzerrungen
uij zur Relaxation der entsprechenden Spannungen πij führt. Dies ist unmittelbare
Konsequenz der Bewegungsgleichung (3.1.14) für die Verzerrungen. Ferner gilt für
die Verhältnisse κ = πxx/πyy und m = πxy/πxx die Zeitentwicklung

κ(t) =
2ξ∆2 + u2

0se
−2 t

τ − 4∆u0
0xxe

− t
τ

2ξ∆2 + u2
0se
−2 t

τ − 4∆u0
0yye

− t
τ

→ 1 für t→∞ (5.1.7)

m(t) =
−4∆u0

0xye
− t
τ

2ξ∆2 + u2
0se
−2 t

τ − 4∆u0
0xxe

− t
τ

→ 0 für t→∞. (5.1.8)

5.2 Finite Elemente und verallgemeinerte Janssen-
Lösung

Wir betrachten nun eine 2D-Silo-Geometrie wie in Abbildung 5.0.1. Das Kräfte-
gleichgewicht (5.1.2) ist dann

∂xπxx + ∂yπxy = 0 (5.2.1)
∂xπxy + ∂yπyy = −ρg (5.2.2)

und stellt zusammen mit der Spannungs-Verzerrungs-Relation ein geschlossenes Glei-
chungssystem für das Verschiebungsfeld Ux ≡ U in x-Richtung und Uy ≡ V in
y-Richtung dar, wobei uij = 1

2
(∂iUj + ∂jUi) gilt. Unter den Randbedingungen ei-

ner freien Oberfläche am oberen Rand des Silos πyy = 0, des Amontons-Gesetzes
πxy = µfπxx and den Seitenwänden, sowie verschwindender vertikaler Verschiebung
V am Boden und horizontaler Verschiebung U an den Seitenwänden, erhalten wir
mit Hilfe der Methode der finiten Elemente numerische Lösungen für den relaxati-
onsfreien Fall. Die zugehörigen Spannungsfelder sind in den Abbildungen 5.1.1 und
5.1.2 in durchgezogener Linie dargestellt. Wir erkennen das anfangs des Kapitels
erwähnte Sättigungsverhalten in vertikaler Richtung in Abbildung 5.1.1.

Um nun zu verstehen welchen Einfluss die Spannungsrelaxation auf diese stati-
schen Lösungen hat, müsste eigentlich das Gleichungssystem aus Massen- und Impul-
serhaltung zusammen mit der Bewegungsgleichung für die Verzerrungen numerisch
gelöst werden. Wir gehen aber einen einfacheren Weg und verallgemeinern die phä-
nomenologische Janssen-Lösung für das Silo und sehen uns dann die Zeitentwicklung
der Spannungen an, die aus (5.1.5) resultiert.
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Janssen hat unter der Annahme πxx = kJπyy und des Amontons-Gesetzes πxy =
µfπxx für die vertikale Spannung die Beziehung

πyy = λρg
(

1− e
y−H
λ

)
(5.2.3)

abgeleitet [1, 68]. Darin ist λ = B/2µfkJ , die Größe kJ die sog. Janssen-Konstante,
µf der Amontons-Reibungskoeffizient und B die Breite des Silos. Die Sättigungs-
spannung ist offenbar πsat = λρg. Die Janssen-Vermutung wurde innerhalb der GSH-
Theorie bestätigt [21]. Die Janssen-Lösung beschreibt das Sättigungsverhalten für
die πyy-Komponente, lässt die anderen aber unbestimmt.

Aus Abbildung 5.1.1 rechts der numerischen Lösungen entnehmen wir, dass auch
die πxy- Komponente Sättigungscharakter hat. Ferner zeigt Abbildung 5.1.2 für πxy
eine lineare und πyy eine quadratische Abhängigkeit in x-Richtung. Wir verallgemei-
nern deshalb die Janssen-Lösung wie folgt

πyy = λρg
(

1− e
y−H
λ

) 1

n

(
1 + ᾱx2

)
(5.2.4)

πxx = kJπyy (5.2.5)

πxy = −λρg
(

1− e
y−H
λ

)
β̄x. (5.2.6)

Dabei sei ᾱ = ᾱ0
µf
µ0f

und n = 1
B

∫ B/2
−B/2 (1 + ᾱx2) dx = 1 + ᾱB2/12 ein Normie-

rungsfaktor, so dass die gesamte y-Kraft fy =
∫ B/2
−B/2 πyydx der der Janssen-Lösung

(5.2.3) entspricht. Der Parameter β̄ kann aus der Amontons-Randbedingung über
πxy(x = ±B/2) = ∓µfπxx(x = ±B/2) = ∓µfkJπyy(x = ±B/2) bestimmt werden,
β̄ =

kJµf
2Bn

(4 +B2ᾱ). Durch Anpassung an die numerischen FEM-Lösungen erhalten
wir ᾱ0 = 1.26 · 10−3. Für die numerischen Lösungen verwendeten wir die typischen
Werte ρ = 1560 kg

m3 , g = 9, 81m
s2 , B = 2m, H = 40m, µf = µ0

f = 0, 2 und ξ = 5/3. Die
Abbildungen 5.1.1 und 5.1.2 zeigen die gute Übereinstimmung der verallgemeinerten
Janssen-Lösung (5.2.4-5.2.6) mit den numerischen Lösungen.

Wir sind nun in der Lage den transienten Bereich der Spannungsrelaxation zu
beschreiben. Wie anfangs des Kapitels argumentiert, bleibt die verallgemeinerte
Janssen-Lösung bestehen. Der exponentielle Zerfall der Scherverzerrung (5.1.5) er-
zwingt aber den der Scherspannung πxy ∼ uxy = u0xye

− t
τ . Aus den Gleichungen

(5.1.7) und (5.1.8) sehen wir, dass die Konstanten kJ und µf sich nun entsprechend
κ und m zeitlich ändern, also kJ → κ und µf → m. Dies ergibt ein effektives

Amontons-Gesetz πxy = µeffπxx = µ0
fe
− t
τeff πxx, wobei µ0

f = 0, 2 der Amontons-
Koeffizient zur Zeit t = 0 sei, sowie τeff ≈ 0, 73τ und entsprechend ein effektives
Janssen-Verhältnis.

Die Parameter ᾱ, β̄ und m verschwinden für t → ∞, n und κ werden eins. Für
die y-Abhängigkeit der vertikalen Spannungskomponente gilt etwa

πyy ∼ λtρg
(

1− e
y−H
λt

)
, (5.2.7)
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Abbildung 5.2.1: Normierte vertikale Spannung als Funktion der normierten Tiefe
im Silo zu verschiedenen ansteigenden Zeiten. Die unterste Kurve zeigt das Sätti-
gungsverhalten bei t = 0, die oberste dick gezeichnete die hydrostatische Spannung.
Ein Druckanstieg um ein Vielfaches ist bei Relaxationsprozessen im Silo möglich.

mit einer zeitabhängigen effektiven Länge λt = B/(2mκ). Für sehr große Zeiten ist
dann

lim
t→∞

πyy = ρg (H − y) . (5.2.8)

Dies ist der hydrostatische Druck einer Flüssigkeit. Abbildung 5.2.1 zeigt diesen
Verlauf von der Sättigungslösung (unterste Kurve) bis zur fett gezeichneten hydro-
statischen Lösung. Entsprechend gilt in diesem Limes πxx = πyy und πxy = 0. Das
Granulat liegt also in vollständig verflüssigter Form vor, wie sie etwa in der Arbeit
[70] beobachtet wurde. Für die hier verwendeten realistischen Werte kann der Druck
also auf ein Vielfaches seines Sättigungswertes ansteigen, siehe Abbildung 5.2.1. Die
Abschätzung der DIN-Norm für den Druckanstieg mit dem Faktor 1,15 kann leicht
übertroffen werden.

5.3 Quasi-hydrostatische Lösung und Janssenkon-
stante

Wir wollen zum Abschluss des Kapitels eine besondere exakte Lösung der GSH-
Gleichungen für den statischen Fall im Silo geben. Nachdem der Entleerungsvorgang
gestoppt wurde, die granulare Temperatur Tg null und das System wieder statisch
ist, nimmt es vielleicht wiederum die Janssen-Lösung an. Es gibt dazu aber eine
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Alternative. Die Verschiebungsfelder U ≡ 0 und

V =
3

5

B
ρg

((ρg
B

(H − y)
) 5

3 −
(ρg
B
H
) 5

3

)
(5.3.1)

mit den daraus berechneten Spannungen

πyy =
B
ξ

(
ξ +

5

2

(
1− 1

d

))
∆

3
2 = ρg (H − y) (5.3.2)

πxx =

(
1 +

4d

5− 5d− 2dξ

)
πyy (5.3.3)

πxy = 0 (5.3.4)

lösen das mechanische Gleichgewicht (5.1.2). Der Parameter d bezeichnet dabei die
Dimension, also d = 2, 3. Wir nennen diese Lösung quasi-hydrostatisch, da die ver-
tikale Spannung πyy wie bei Flüssigkeiten linear mit der Tiefe wächst. Im Gegensatz
zu Flüssigkeiten gibt es aber einen Scheranteil πs 6= 0, da Normalspannungsdiffe-
renzen πxx 6= πyy vorhanden sind. Diese Lösung kann als das µf → 0 Limit der
Janssen-Lösung gesehen werden. Beim Annehmen dieser Lösung nach der vollstän-
digen Verflüssigung bliebe die vertikale Spannung unverändert. Es wäre interessant
experimentell zu überprüfen, ob diese oder die Janssen-Lösung angenommen wird.
Es ist aber zu beachten, dass die Verschiebungsfelder U = 0 und (5.3.1) die elas-
tische Deformation im Gravitationsfeld repräsentieren und sich von der plastischen
Gesamtverschiebung während der Relaxation unterscheiden.

Das Janssen-Verhältnis dieser Lösung für den 2D-Fall d = 2 und ξ = 5/3 ist

kJ =
πxx
πyy

= 1 +
4d

5− 5d− 2dξ
=

11

35
≈ 0, 31. (5.3.5)

Dies entspricht ziemlich genau dem Wert, den man aus den numerischen FEM-
Berechnungen über die Mittlung

kJ =
1

A

∫
A

πxx
πyy

dA ≈ 0, 31 (5.3.6)

erhält. Hier ist A = BH das 2D-Volumen. Für den zylindersymmetrischen 3D-Fall
liefern entsprechende FEM-Berechnungen einen Wert von kJ = 0, 4, was ebenfalls
mit der kJ - Formel (5.3.5) übereinstimmt. Es scheint also so, als ob das Janssen-
Verhältnis kJ universell ist, solange granulare Materie in Behältern eingesperrt ist
und nicht von der genauen Geometrie und der Form der Lösung abhängt.

Wir haben in diesem Kapitel gesehen, dass die in der GSH-Theorie enthalte-
ne Bewegungsgleichung für die Verzerrungen zur Spannungsrelaxation führt. Für
ein mit Granulat gefülltes Silo hat dies zur Konsequenz, dass die Janssen-Lösung
mit ihrem Sättigungscharakter für den Druck beim Entleeren in eine hydrostatische
übergeht. Der damit verbundene Druckanstieg ist eine plausible Erklärung für das
oft unerwartete Zusammenbrechen von Silos.
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Kapitel 6

Zusammenfassung

Diese Arbeit beschäftigt sich mit der Anwendung der hydrodynamischen Theorie
auf granulare Systeme. M. Liu und Y. Jiang haben eine solche, GSH genannte,
hydrodynamische Theorie entwickelt [19, 20]. Sie wird in dieser Arbeit auf akus-
tische Eigenschaften und Relaxationsphänomene granularer Systeme angewendet.
Ziel ist es die unterschiedlichen akustischen Eigenschaften, zu denen die spannungs-
induzierte Anisotropie, der Softening-Effekt und die starke nichtlineare Dämpfung
gehören, innerhalb dieser Theorie zu beschreiben. Dazu leiten wir aus dem Satz von
GSH-Gleichungen eine Wellengleichung ab und interpretieren damit aktuelle experi-
mentelle Befunde. Außerdem geben wir eine erstaunlich einfache Erklärung für das
Phänomen der unerwartet platzenden Silos.

Das Konzept der granularen Temperatur und die durch sie gesteuerte Relaxation
der Spannungen ist zentraler Bestandteil der Theorie und dieser Arbeit. Wir leiten
aus den GSH- Gleichungen einen neuen nicht-viskosen Dämpfungsmechanismus ab,
der es erlaubt die gemessene nichtlineare Dämpfung granularer Materie zu verstehen.

Eine Einführung in die vielfältigen Phänomene granularer Materie ist in Kapi-
tel 1 gegeben, ebenfalls ein Überblick über aktuelle Forschungsfragen im Bereich
der granularen Akustik. Die Besonderheit granularer Materie ist die Fähigkeit den
Aggregatzustand ohne merkliche Temperaturänderung von fest nach flüssig zu wech-
seln. Die Akustik ist zum Verständnis dieser Phänomene von zentraler Bedeutung,
das sie Einsicht in viele wichtigen Materialparameter gibt.

In Kapitel 2 stellen wir die hydrodynamische Theorie anhand des Beispiels von
newtonschen Fluiden, Festkörpern und Polymeren vor. Die hydrodynamische Theo-
rie ist eine makroskopische Theorie zur Beschreibung kondensierter Systeme im
Grenzfall kleiner Wellenlängen und Frequenzen. Die Standardprozedur, die wir an-
wenden und die zu einer expliziten Form der Bewegungsgleichungen führt, verwen-
det lediglich Erhaltungssätze, Symmetrieargumente, die irreversible Thermodyna-
mik und das Konzept der langsamen Variablen.

Im folgenden Kapitel 3 leiten wir die GSH-Theorie explizit ab. Sie ist eine Erwei-
terung der in Kapitel 2 diskutierten hydrodynamischen Theorie polymerer Fluide.
Der zentrale Bestandteil ist die Einführung der granularen Entropie als langsame

73
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Variable mit einer entsprechenden Bewegungsgleichung, sowie die durch sie gesteu-
erte Relaxationsrate für die elastischen Spannungen. Wir sind damit in der Lage die
transienten Eigenschaften granularer Materie zu beschreiben.

Kapitel 4 und 5 beinhalten die eigentlichen Ergebnisse dieser Arbeit. Wir wenden
die vorgestellte GSH-Theorie auf akustische Fragestellungen an. Dazu gehören die
starke frequenz- und amplitudenabhängige Dämpfung, der sog. Softening-Effekt und
die spannungsinduzierte Anisotropie.

Aus der Bewegungsgleichung für die granulare Entropie leiten wir in Abschnitt
4.1 eine für die granulare Temperatur Tg ab. Diese Temperatur ist ein Maß für
die Energie der mesoskopischen Freiheitsgrade der Sandkörner. Wir können damit
zeigen, dass Tg beim Durchgang einer Schallwelle durch ein granulares Medium ent-
weder einem sinusförmig modulierten Anstieg auf eine Temperatur Tsat folgt oder
aber in Amplitude und Phase der äußeren Störung folgt und dabei um denselben
Wert Tsat fluktuiert. In Abschnitt 4.2 geben wir das aus den GSH-Gleichungen fol-
gende nichtlineare Wellengleichungssystem an. Anhand von numerischen Lösungen
eines eindimensionalen Falles in Unterabschnitt 4.2.1 erkennen wir, dass gemäß der
GSH-Theorie die Dämpfung mit der vierten Potenz der Frequenz und quadratisch in
der Amplitude skaliert. Des weiteren sagen aber voraus, dass trotz hoher Frequenz
Schallpulse genügend kurzer Dauer dennoch nur schwach gedämpft propagieren kön-
nen. Das liegt an der endlichen Anstiegszeit von ca. 10−5 s der granularen Tempe-
ratur auf ihren Sättigungswert. Ein kurzer Puls hat nicht die Zeit eine relevante
granulare Temperatur zu erzeugen. Numerische Lösungen veranschaulichen diesen
Sachverhalt.

Wir geben dann, in Abschnitt 4.4 analytische Lösungen der GSH-Wellengleichung
für dreidimensionale akustische Fragestellungen. Das ist durch eine Näherung mög-
lich, in der wir die granulare Temperatur durch ihren Sättigungswert Tsat ersetzen.
Wir finden bzgl. Frequenz und Amplitude das gleiche Skalierungsverhalten wie für
den eindimensionalen Fall. Die abgeleiteten Ergebnisse werden mit aktuellen expe-
rimentellen Daten verglichen, wobei gute Übereinstimmung zwischen Theorie und
Experiment gefunden wird.

Das Softening, ein durch die Schallwelle verursachtes Herabsetzen des elastischen
Moduls, behandeln wir in Unterabschnitt 4.4.3. In der GSH-Theorie ist es direkte
Folge des Außerdiagonalelements α der Onsager-Matrix. Durch die in diesem Ab-
schnitt gegebene Abhängigkeit von α von der granularen Temperatur erzielen wir
ebenfalls gute Übereinstimmung mit dem Experiment.

Experimentelle Beobachtungen in Resonanzsäulenversuchen zeigen, dass unter-
halb einer bestimmten Anregungsamplitude die Dämpfung amplitudenunabhängig
bleibt. Diesen Bereich schauen wir uns in Unterabschnitt 4.4.2 an. In der GSH-
Theorie gibt es dafür zwei mögliche Ursachen. Eine davon ist die herkömmliche
newtonsche Viskosität, die andere hängt mit dem Transportkoeffizienten für die
Leerstellendiffusion zusammen. Durch ihn ist in klassischen Festkörpern ein Massen-
strom ohne Änderung des elastischen Gitters möglich. In granularer Materie erlaubt
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das Vorhandensein von Kraftketten, das sind Aneinanderreihungen von Körnern in
direktem Kontakt, dass die übrigen, sich nicht in dieser Kette befindlichen Körner,
sich ähnlich den Leerstellen frei bewegen können. Beide Terme führen zu amplitude-
nunabhängiger Dämpfung, aber nur der Mechanismus über die Leerstellendiffusion
führt zu Plastizität. Beide Interpretationen stehen offen und könnten durch zukünf-
tige Experimente widerlegt oder bestätigt werden.

In Abschnitt 4.5 diskutieren wir die rein elastischen Eigenschaften granularer
Materie. Dazu gehört die spannungsinduzierte Anisotropie und ihre Abhängigkeit
von der Packungsdichte. Wir können zeigen, dass die durch die GSH-Theorie gege-
benen Schallmoden experimentelle Befunde gut wiedergeben, ohne dass wir auf das
Konzept der „fabric anisotropy”, einer mit dem Korngerüst und durch die genaue
Präparationsmethode verbundenen Anisotropie, zurückgreifen müssen. Die Resulta-
te dieses Abschnitts sind teilweise in der Arbeit [60] erschienen, werden hier aber
ausführlicher dargestellt.

Im Unterabschnitt 4.5.2 wenden wir die abgeleitete Darstellung elastischer Schall-
moden auf ein statische Scherung granularen Materials an. Die Ergebnisse sind ana-
lytisch dargestellt und könnten experimentell überprüft werden.

Der folgende Unterabschnitt 4.5.3 enthält eine spezifische Diskussion über Scher-
wellen. Mit der in der GSH-Theorie bisher verwendeten Form der elastischen Energie
haben, bei uniaxialen Druckverhältnissen, alle elastischen Schermoden unabhängig
von ihrer Ausbreitungsrichtung die gleiche Geschwindigkeit. Experimentell beobach-
tet man aber Unterschiede in der Scherwellengeschwindigkeit, abhängig von Polari-
sation und Ausbreitungsrichtung. Wir können nun ganz allgemein zeigen, dass nur
wenn die dritte Invariante des Verzerrungstensors in den Energieausdruck aufge-
nommen wird, diese Entartung verschwindet, wobei aber selbst in diesem Fall sind
maximal zwei unterschiedliche Geschwindigkeiten möglich sind.

Im letzten Unterabschnitt 4.5.4 diskutieren wir was mit den elastischen Schall-
moden passiert, wenn das statische Spannungsfeld den Punkt der thermodynami-
schen Instabilität erreicht. Entgegen der Erwartung bleibt die Schallgeschwindigkeit
beim Erreichen endlich.

In Kapitel 5 verlassen wir die granulare Akustik und wenden uns dem Phäno-
men der unerwartet platzenden Silos zu. Dies geschieht beim Entleeren. Durch den
Entleerungsvorgang und die dabei auftretenden Scherströmungen wird granulare
Temperatur erzeugt. Diese führt wiederum laut GSH-Theorie zur Relaxation der
Spannungen. Im statischen Fall kann der Druck am Boden eines Silos unabhängig
von der Füllhöhe einen bestimmten Wert nicht überschreiten, da der Janssen-Effekt
einsetzt. Scherkräfte mit den Wänden fangen einen Teil des Gewichts ab. Durch
die Relaxation verflüssigt sich aber der Materialzustand und infolge dessen wird der
Druck hydrostatisch und kann den Sättigungsdruck um ein Vielfaches übersteigen.

Zusammenfassend können wir feststellen, dass die GSH-Theorie in der Lage ist
die unterschiedlichsten Phänomene granularer Materie zu fassen. Der hier beschrie-
bene Dämpfungsmechanismus über die granulare Temperatur ist direkte Folge der
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Bewegungsgleichungen und damit der Struktur der Theorie. Genauso fundamental
ist die Erklärung des Softening-Effekts, welcher auf einen nicht diagonalen Onsa-
gerkoeffizienten zurückzuführen ist. Die spannungsinduzierte Anisotropie ist direkte
Konsequenz der nichtlinearen elastischen Energie.



Anhang A

Hydrodynamische Methode

A.1 Gleichgewichtsbedingungen
Wir bedienen uns der Maximaleigenschaft der Entropie und maximieren das Entro-
piefunktional S =

∫
s dV unter den Nebenbedingungen gegebener Energie W =∫

w dV , Masse M =
∫
ρ dV , Impuls Gi =

∫
gi dV , Drehimpuls Li =

∫
εijkrjgk dV

und Booster Bi =
∫

(ρri − git) dV , vgl. [35]. Durch Einführung eines neuen Funk-
tionals H = S − λ1W − λ2M − λ3iGi − λ4iLi − λ5iBi erhalten wir die Lösung aus
δH = 0 [36] oder äquivalenterweise mit h = s − λ1w − λ2ρ − λ3igi − λ4ili − λ5ibi,
wobei li = εijkrjgk und bi = ρri − git

δ

∫
Ω

(s− λ1w − λ2ρ− λ3igi − λ4ili − λ5ibi) dV = 0. (A.1.1)

Dabei sind die λi Lagrangeparameter. Bezeichnen wir mit φi die thermodynamischen
Variablen φi = (w, ρ, gi, ai) und ist die Entropie wie im Falle eines Festkörpers durch
eine Beziehung der Form s = s(w, ρ, gi,∇iaα) gegeben, ergeben die Euler-Lagrange
Gleichungen ∂h

∂φi
− div

(
∂h
∂∇φi

)
= 0 das System

∂h

∂φ1

− div
(

∂h

∂∇φ1

)
=

1

T
− λ1 = 0 (A.1.2)

∂h

∂φ2

− div
(

∂h

∂∇φ2

)
= −µ

T
− λ2 − λ5iri = 0 (A.1.3)

∂h

∂φ3i

− div
(

∂h

∂∇φ3i

)
= −vi

T
− λ3i − εijkλ4jrk + λ5it = 0 (A.1.4)

∂h

∂φ4i

− div
(

∂h

∂∇φ4i

)
= −∇j

(
1

T
ψij

)
= 0. (A.1.5)

Durch das Bilden von zeitlichen und räumlichen Ableitungen ergeben sich daraus
die lokalen Gleichgewichtsbedingungen

∇iT = 0, ∂tvi +∇iµ = 0, vij =
1

2
(∇ivj +∇jvi) = 0, ∇iψαi = 0. (A.1.6)
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A.1.1 Isotrope Festkörper

Für isotrope Medien vereinfacht sich die letzte dieser Bedingungen. Die Energiedich-
te ist in diesem Fall nur eine Funktion des Eulerschen Verzerrungstensors uij, der
über die Beziehung

uij =
1

2
(δij − (∇iak) (∇jak)) (A.1.7)

definiert ist [30, 40]. Das Entropiedifferential lässt sich dann als ds = · · ·+ 1
T
πijduij =

2πjk (∇kai) d (∇jai) schreiben, was auf die Gleichgewichtsbedingung −div
(

∂h
∂∇ai

)
=

1
T
∇j (πjk (∇kai)) = 0 führt. Wir benutzen nun die polare Zerlegung des Deformati-

onsgradienten∇iaα in einen orthogonalen und symmetrischen Anteil∇iaα = RαiΞij,
wobei Rαi orthogonal, Ξij symmetrisch und über δij − 2uij = ΞikΞkj mit den Ver-
zerrungen uij verbunden ist. Die Rotationsmatrix Rαi transformiert dabei i.A. die
lokal bevorzugten Richtungen zurück in diejenigen des undeformierten Anfangszu-
standes. Für isotrope Medien gibt es aber keine bevorzugten Richtungen, so dass
wir Rαi = δαi wählen dürfen. Für die Gleichgewichtsbedingung erhalten wir

∇j (πjkΞki) = 0. (A.1.8)

Für Ξij kann eine Potenzreihe in uij angegeben werden, Ξij =
√
δij − 2uij = δij −

uij − 1
2
uikukj . . ., so dass sich in niedrigster Ordnung die Gleichgewichtsbedingung

auf
∇jπij = 0 (A.1.9)

reduziert.

A.1.2 Relaxierende Medien

Relaxieren die elastischen Verzerrungen uij, so können sie nicht mehr auf das Koordi-
natenfeld aα zurückgeführt werden und die Entropie hat die Form s = s(. . . , uij) mit
sechs unabhängigen Komponenten uij. Gleichung (A.1.5) ergibt dann entsprechend

∂h

∂uij
∼ πij = 0. (A.1.10)

Sie gilt für Polymere, aber auch für granulare Fluide im Fall Tg 6= 0.

A.1.3 Granulare Materie

Im Fall granularer Medien hat die Energiedichte die Form (3.1.2), woraus die Dar-
stellung s = s(. . . , sg) folgt. Da mit sg kein Erhaltungssatz verbunden ist, muss
wie im Fall der Verzerrungen (A.1.10) im globalen Gleichgewicht die konjugierte
Variable selbst verschwinden

Tg = 0. (A.1.11)



A.2. MATERIELLE ABLEITUNG 79

Ferner verwenden wir aus Analogie zur absoluten Temperatur die Gleichgewichtsbe-
dingung ∇iTg = 0. Sie steht nicht im Widerspruch zu (A.1.11) und es ist plausibel,
mit einem Gradienten in Tg einen dissipativen Strom zu verbinden.

A.2 Materielle Ableitung
In der Kontinuumsmechanik gibt es prinzipiell zwei Möglichkeiten eine Feldgröße
Φ zu beschreiben. Entweder gibt man die Größen als Funktion eines bestimmten
Ortes zu einer bestimmten Zeit an, etwa Φ = Φ (ri, t), oder man fragt, wie groß Φ
für ein Fluidteilchen ai während einer Bewegung Φ = Φ(ai, t) ist. Das Fluidteilchen
wird dabei durch seine Anfangskoordinate ai identifiziert. Entsprechend können zwei
Zeitableitungen definiert werden [34]. Die materielle Zeitableitung d

dtΦ(ai, t) = ∂Φ
∂t

∣∣
a

bei festgehaltenem Teilchen ai und die lokale Zeitableitung ∂
∂t

Φ(ri, t) = ∂Φ
∂t

∣∣
ri
. Wir

schreiben nun Φ = Φ(ri, t) = Φ(ri(ak, t), t) und meinen mit ri = ri(ak, t) den Ort ri,
an dem sich zur Zeit t das Teilchen ai befindet, welches zur Zeit t = 0 am Ort ai
war. Da Φ in dieser Darstellung von ai abhängt, kann die materielle Ableitung mit
Hilfe der Kettenregel in lokaler Form dargestellt werden

d
dt

Φ =
∂Φ

∂t

∣∣∣∣
ak

=
∂Φ

∂t

∣∣∣∣
ri

+
∂Φ

∂ri

∣∣∣∣
t

∂ri
∂t

∣∣∣∣
ak

=
∂Φ

∂t
+ vi

∂Φ

∂ri
=

(
∂

∂t
+ vi∇i

)
Φ.

A.3 Standardprozedur für Festkörper
Für Festkörper schreiben wir das Differential der Energiedichte w als

dw = Tds+ µdρ+ vidgi + ψαid∇iaα (A.3.1)

und die Bewegungsgleichungen für die Energiedichte, die Entropiedichte s, die Mas-
sendichte ρ, die Impulsdichte gi sowie für die Koordinaten aα in der Form

∂tw +∇iQi = 0
∂tρ+∇iji = 0

∂ts+∇ifi = R
T

∂tgi +∇jσij = 0
∂t∇iaα = − (∇ivk) (∇kaα)− vk∇k (∇iaα) +∇iYα,

(A.3.2)

wobei letztere aus dtaα = Yα folgt [30]. Man beachte die dortige umgekehrte Vorzei-
chendefinition. Ferner benutzen wir die Gleichheit von Massenstrom- und Impuls-
dichte ji = gi sowie die Symmetrie der Impulsstromdichte σij = σji. Die materi-
elle Zeitableitung dt = ∂t + vk∇k der Energiedichte folgt aus (A.3.1) und ergibt
dtw = Tdts+ µdtρ+ vidtgi + ψαidt∇iaα, oder

∂tw + vk∇kw = T∂ts+ µ∂tρ+ vi∂tgi + ψαi∂t∇iaα+

Tvk∇ks+ µvk∇kρ+ vivk∇kgi + ψαivk∇k∇iaα. (A.3.3)
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Setzen wir die Bewegungsgleichungen (A.3.2) darin ein, erhalten wir

∂tw = R− T∇ifi − µ∇igi − vi∇jσij − ψαi (∇kaα) (∇ivk) + ψαi∇iYα

+ Tvk∇ks+ µvk∇kρ+ vivk∇kgi − vk∇kw.

Die Produktregel rückwärts angewendet liefert

∂tw = R−∇i (Tfi) + fi∇iT −∇i (µgi) + gi∇iµ−∇j (viσij) + σij∇jvi

− ψαi (∇kaα) (∇ivk) +∇i (ψαiYα)− Yα∇iψαi +∇k (vkTs)− s∇k (Tvk)

+∇k (vkµρ)− ρ∇k (µvk) +∇k (vkvigi)− gi∇k (vivk)−∇k (vkw) + w∇kvk

oder

∂tw = −∇i (Tfi + µgi + vjσji − ψαiYα − vi (Ts+ µρ+ vkgk − w))

+R + (fi − svi)∇iT + (σij − vjgi − ψαj (∇iaα))∇jvi + (gi − ρvi)∇iµ

− (Ts+ µρ+ vigi − w)∇kvk − Yα∇iψαi.

Benutzen wir die Symmetrie von ψαj∇iaα, s. [30], sowie gi = ρvi und bezeichnen
wir, wie in der Hydrodynamik gewöhnlicher Fluide üblich, den Ausdruck Ts+µρ+
vkgk − w mit P , so können wir schreiben

∂tw +∇i (Tfi + µρvi − ψαiYα + vj (σij − Pδij)) =

R + (fi − svi)∇iT + (σij − Pδij − ρvivj − ψαj (∇iaα)) vij − Yα∇iψαi.

Vergleichen wir das mit dem Ausdruck für die Energieerhaltung in (A.3.2), können
wir den Energiestrom Qi und die Entropieproduktion R identifizieren

Qi = Tfi + µρvi − ψαiYα + vj (σij − Pδij) (A.3.4)
R = − (fi − svi)∇iT − (σij − Pδij − ρvivj − ψαi∇jaα) vij + Yα∇iψαi. (A.3.5)

Die Entropieproduktion ist eine Summe von Produkten aus thermodynamischen
Kräften und ihren zugeordneten Strömen. Da wir die Kräfte bereits kennen, vgl.
(A.1.6), schreiben wir

fDi = − (fi − svi) (A.3.6)
σDij = − (σij − Pδij − ρvivj − ψαi∇jaα) , (A.3.7)

wobei der Superskript D für dissipativ steht und bestätigen Yα als dissipativen Strom.
Bei bekannten dissipativen Strömen sind dann alle unbekannten Stromdichten in
(A.3.2) bestimmt.

Anmerkung Die Abhängigkeit der Energiedichte von gi ist aufgrund der Galilei-
Invarianz immer durch w = w0(s, ρ,∇iaα) +

g2i
(2ρ)

gegeben. Wegen gi = ρvi gilt

deswegen µ = ∂w
∂ρ

∣∣∣
s,gi,∇iaα

= ∂w0

∂ρ

∣∣∣
s,gi,∇iaα

− v2i
2

= µ0− v2i
2
und daher P = Ts+µ0ρ−w0.

Der Ausdruck P ist unabhängig von der Impulsdichte.



Anhang B

GSH-Standardprozedur

Die granulare Energiedichte ist w = w(s, sg, ρ, gi, uij), die granulare Entropie sg
und die Verzerrungen uij sind langsame Variablen, uij ist symmetrisch. Für das
Energiedifferential folgt

dw = Tds+ Tgdsg + µdρ+ vidgi − πijduij. (B.0.1)

Man beachte die Vorzeichenkonvention für πij, die sich gegenüber den Arbeiten
[30, 31] geändert hat. Die granularen Gleichgewichtsbedingungen sind, s. Abschnitt
A.1,

∇iT = 0, ∂tvi +∇iµ = 0, vij = 0, (B.0.2)
Tg = 0, ∇iTg = 0, πij = 0, ∇iπij = 0. (B.0.3)

Es gelten die Bewegungsgleichungen

∂tw +∇iQi = 0,
∂tρ+∇iji = 0,

∂ts+∇ifi = R
T
,

∂tgi +∇jσij = 0,
(B.0.4)

mit gi = ji = ρvi sowie

∂tsg +∇iFi =
Rg

Tg
(B.0.5)

und die Bewegungsgleichung für die Verzerrungen, Gleichung (12) in [30]

∂tuij = −vk∇kuij + vij +Xij −
[

1

2
∇jYi + uik (∇jvk)

]
−
[
i↔ j

]
(B.0.6)

mit Rαi = δαi, da wir ein isotropes Medium betrachten. Außerdem verwenden wir
hier gegenüber [30] für Yα die entgegengesetzte Vorzeichenkonvention. Die materielle
Zeitableitung der Energie (B.0.1) ergibt

dw
dt

= T
ds
dt

+ Tg
dsg
dt

+ µ
dρ
dt

+ vi
dgi
dt
− πij

duij
dt

(B.0.7)
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mit d
dt = ∂t + vk∇k. Mit den Bewegungsgleichungen (B.0.4) bis (B.0.6) folgt

∂tw = T

(
R

T
−∇ifi

)
+ Tg

(
Rg

Tg
−∇iFi

)
− µ∇igi − vi∇jσij

− πij
(
−vk∇kuij + vij +Xij −

[
1

2
∇jYi + uik (∇jvk)

]
−
[
i↔ j

])
+ Tvk∇ks+ Tgvk∇ksg + µvk∇kρ+ vivk∇kgi

− πijvk∇kuij − vk∇kw. (B.0.8)

Mehrmaliges Anwenden der Produktregel und Ausnutzen der Symmetrien von σij,
πij, uij und aufgrund der Rotationsinvarianz der Energie πikujk + πkiukj = (i ↔ j)
wie in [30], ergibt

∂tw = −∇i (Tfi + TgFi + µgi − Yiπij + vjσij − vi (Ts+ Tgsg + µρ+ vkgk − w))

+ (πkiukj + πjkuik) vij + (gi − ρvi)∇iµ

+R + (fi − svi)∇iT + σijvij − πijvij − πijXij

+Rg + (Fi − sgvi)∇iTg − Yi∇jπij

− (Ts+ Tgsg + ρµ− w)∇kvk − givi∇kvk − givk∇kvi. (B.0.9)

Führen wir zur Abkürzung PT = Ts+ Tgsg + µρ+ vkgk − w ein, so erhalten wir

∂tw = −∇i (Tfi + TgFi + µgi − Yiπij + (σij − PT δij) vj)
+ (πkiukj + πjkuki + σij − πij − givj − PT δij) vij

+R + (fi − svi)∇iT − Yi∇jπij − πijXij +Rg + (Fi − sgvi)∇iTg. (B.0.10)

Im Vergleich zu ∂tw +∇iQi = 0 identifizieren wir den Energiestrom

Qi = Tfi + TgFi + µgi − Yiπij + (σij − PT δij) vj (B.0.11)

und die Gesamtentropieproduktion

Rges = R +Rg = − (πkiukj + πjkuki + σij − πij − givj − PT δij) vij
− (fi − svi)∇iT + Yi∇jπij +Xijπij − (Fi − sgvi)∇iTg. (B.0.12)

Zur Entropieproduktion sollen nur die dissipativen Anteile der Stromdichten beitra-
gen. Wir definieren daher

fDi := − (fi − svi) (B.0.13)
FD
i := − (Fi − sgvi) (B.0.14)

σD,gesij := σDij + ΣD
ij := − (σij − PT δij − givj − πij + πkiukj + πjkuik) . (B.0.15)
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Die Ströme Xij und Yi sind per definitionem von dissipativer Natur. Um einen
Wärmeaustausch zwischen den Entropien sg und s zu ermöglichen, führen wir im
Ausdruck für Rges eine Null der Form −γT 2

g + γT 2
g ein [19, 20]. Wir können damit

folgende Aufteilung vornehmen

R = fDi ∇iT + σDij vij + Yi∇jπij +Xijπij + γT 2
g (B.0.16)

Rg = FD
i ∇iTg + ΣD

ijvij − γT 2
g , (B.0.17)

die in einem gewissen Maße willkürlich ist, jedoch eine zulässige Wahl innerhalb
der linearen Onsagertheorie darstellt. Die Wärme der ungerichteten granularen Be-
wegung kann durch die Terme γT 2

g in innere Freiheitsgrade übergehen. Die Terme
sind quadratisch, da sie einerseits als Produkt der Gleichgewichtsgröße Tg mit der
Kraft Tg verstanden werden können, zum anderen entsteht so mit sg ∼ Tg für die
granulare Temperatur aus (B.0.5) die gewünschte Relaxationsgleichung ∂tTg ∼ −Tg
für die langsame Variable Tg.

Wir nehmen granulare Systeme als intrinsisch isotrop an und beschränken uns
deshalb bei der Konstruktion der Onsager-Matrix auf isotrope Tensoren. Der iso-
trope Tensor zweiter Stufe ist δij, der dritter Stufe εijk und der vierter Stufe ∼
µ1δijδkl + µ2δikδjl + µ3δilδjk, s. [71]. Die Kräfte vij und πij und die entsprechenden
Ströme σDij und Xij sind symmetrisch. Wegen der Antisymmetrie von εijk ist etwa
εiklvkl = 0. Deswegen kann es keine Kopplungen durch Tensoren dritter Stufe geben.
Die Ströme

(
fDi , F

D
i , σ

D,ges
ij , Xij, Yi

)
sind mit den Kräften (∇iT,∇iTg, vij, πij,∇jπij)

über die Onsager-Matrix verbunden
fDi
FD
j

σD,geskl

Xmn

Yo

 =


κip K̃iq 0 0 Ñiv

Kjp κgjq 0 0 M̃jv

0 0 ηklrs α̃kltu 0
0 0 αmnrs βmntu 0
Nop Moq 0 0 βPov



∇pT
∇qTg
vrs
πtu
∇wπvw

 ,

wobei κip = κδip, κgip = κgδip usw. Bis auf vkl sind alle Kräfte positiv unter Zeitum-
kehr und da πij und vij unterschiedliche Zeitumkehrparität haben folgern wir

α̃tukl = −αkltu. (B.0.18)

Aufgrund der Symmetrie von σDij und Xij gilt für die isotropen Tensoren vierter
Stufe ηklrs, αkltu und βmntu eine der Form µijkl = µ(1)δijδkl + µ(2) (δikδjl + δilδjk)
entsprechende Darstellung. Die normale Temperatur T hat vernachlässigbaren Ein-
fluss auf die Transporteigenschaften, die durch die dissipativen Ströme quantifiziert
werden. Daher nehmen wir Kij = Nij = 0 an. Ein endliches Kij würde zudem der
Trennung von mikroskopischen und mesoskopischen Freiheitsgraden widersprechen.
Eigentlich müsste Mij, eine Kopplung von ∇iTg und ∇jπij, durchaus beobachtbar
sein, wir setzen Mij aber bis auf weiteres gleich Null, setzen außerdem η(1) = η′

2
,

η(2) =
(
ζ ′ − 1

3
η′
)
, sowie α(1) = α

2
, α(2) = 0 und β(1) = β

2
, β(2) = β1− 1

3
β und erhalten
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ηklrs =
η′

2
(δkrδls + δksδrl) +

(
ζ ′ − 1

3
η′
)
δklδrs

αmnrs =
α

2
(δmrδns + δmsδnr)

βmntu =
β

2
(δmtδnu + δmuδnt) +

(
β1 −

1

3
β

)
δmnδtu.

Für den dissipativen Impulsstrom σD,geskl ergibt sich somit

σD,geskl = η′v0
kl + ζ ′vrrδkl + απkl,

der dissipative Verzerrungsstrom wird

Xmn = −αvmn + βπ0
mn + β1δmnπuu.

Damit ist die Gesamtentropieproduktion gegeben durch

Rges = η′v0
klv

0
kl + ζ ′v2

rr + κ (∇iT )2 + βP (∇jπoj)
2 + βπ0

mnπ
0
mn + β1π

2
uu + κg (∇pTg)

2 .

Der Außerdiagonalterm mit αijkl verschwindet nach Konstruktion, weshalb wir ihn
als reaktiv bezeichnen müssen. Wir teilen den dissipativen Impulsstrom genauso wie
die Rate Rges in zwei Anteile σD,geskl = σDij + ΣD

ij auf, so dass wir den dissipativen
Impulstransport den Größen R und Rg zuordnen können. Wir machen dazu den
Ansatz η′ = η + ηg(Tg) und ζ ′ = ζ + ζg(Tg), so dass

Rges = R +Rg = . . .+ ηv0
klv

0
kl + ζv2

rr + ηgv
0
klv

0
kl + ζgv

2
rr + . . . (B.0.19)

So kann sg separat von s wachsen, je nach Verhältnis von η zu ηg. Der Einfachheit
halber teilen wir die anderen dissipative Ströme fDi , FD

i , Xij und Yi nicht granulare
und normale Anteile auf. Die Transportkoeffizienten η, ηg, ζ, ζg, κ, κg, βP ,β und β1

müssen positiv sein, über das Vorzeichen von α können wir keine Aussage machen.

Anmerkungen

• Obwohl R + Rg = 0 bzgl. γT 2
g , steigt dennoch ∂ts + ∂tsg, da die eigentliche

Entropieproduktion R
T

+ Rg
Tg

ist. R+Rg ist gerade T∂ts+Tg∂tsg = ∂tw. Energie
wird also nicht erzeugt, sie wechselt nur von der granularen Wärme in die
eigentliche Wärme.

• ∇jπij ist nur im Falle Tg = 0 eine Gleichgewichtsbedingung, für endliches Tg
jedoch nicht. In dem Maße aber, wie Tg verschwindet wird die Gleichgewichts-
bedingung ∇jπij wichtiger. Wir wollen gerade diesen Übergang von fest nach
flüssig beschreiben und nehmen deswegen beide Gleichgewichtsbedingungen
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∇jπij = 0 und πij = 0 in der Standardprozedur mit. Der Strom Yi = βP∇jπij
sollte für kleine Tg präsent sein, für große aber verschwinden, damit er in der
Gesamtentropieproduktion keine Rolle mehr spielt. Das sollte über βP möglich
sein

βP = βP0
1 + c

1 + ceT̃
mit T̃ =

Tg
Tn

und c� 1 (B.0.20)

In dieser Arbeit setzen wir aber βP konstant.
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Anhang C

Analytische Lösungen der
Tg-Gleichung

Wir geben in diesem Anhang Lösungen der Tg- Gleichung (4.1.2)

∂tTg =
1

ρb

(
− (γ0 + γ1Tg)Tg + η1v

2
s

)
. (C.0.1)

C.1 Stationäre Lösung
Die stationäre Lösung erhalten wir aus Rg = 0 oder ∂tTg = 0. Es gilt γT 2

g = ηgv
2
s

mit konstantem vs, also

Tg =
1

2

γ0

γ1

(√
1 + (2τAvs)

2 − 1

)
(C.1.1)

mit der charakteristischen Zeit τA =
√
γ1η1
γ0

.

C.2 Allgemeine Lösung der Tg- Gleichung
Im Allgemeinen ist vs zeitabhängig, so dass die Zeitentwicklung der granularen Tem-
peratur durch Gleichung (4.1.2)

∂tTg(t) =
1

ρb

(
− (γ0 + γ1Tg(t))Tg(t) + η1v

2
s(t)
)
. (C.2.1)

bestimmt wird. Wir nehmen hier ein zeitlich fluktuierendes Feld v2
s = A2 (1− cos 2ωt)

an, wobei A = U0ωk = U0ω
2/c. Gleichung (C.2.1) ist eine nichtlineare gewöhnliche

Differentialgleichung erster Ordnung vom Riccati-Typ, die analytisch behandelbar
ist [72]. Durch die Transformation Tg(t) = ρb

γ1

U̇(t)
U(t)

haben wir Ṫg = ρb
γ1

(
Ü
U
− U̇2

U2

)
. Ein-

setzen in (C.2.1) liefert die lineare Differentialgleichung Ü + 1
τT
U̇ −

(
τA
τT

)2

v2
sU = 0,

87
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Abbildung C.2.1: Allgemeine Lösung der Zeitentwicklung von Tg gemäß Gleichung
(C.2.4) mit Tg(0) = 0 sowie den Parametern τT = 10−5s, τA = 10−3s, U0 = 65 nm
und c = 700 m

s . Je nach äußerer Frequenz ω, zeigt Tg entweder einen exponentiellen
Anstieg ω = 10 · 2π · 150 kHz, einen sinusförmig modulierten Anstieg ω = 2π · 150
kHz oder ein Folgen von Tg mit der äußeren Frequenz für ω = 1

10
2π · 150 kHz.

wobei τT = ρb
γ0

und wie oben τA =
√
η1γ1
γ0

. Die erneuten Transformation U(t) =

V (t)e
− 1

2

∫ t
t0

1
τT

dt′
= V (t)e

− 1
2
t−t0
τT und X(x = ωt) = V (t) liefern die Mathieu-Gleichung

[73]

X ′′(x) + (δ − 2ε cos 2x)X(x) = 0 (C.2.2)

mit

δ = − 1

4 (ωτT )2 −
(
τA
τT

A

ω

)2

und ε = −1

2

(
τA
τT

A

ω

)2

.

Die allgemeine Lösung der Mathieu-Gleichung schreibt man als X = K1C(δ, ε, x) +
K2S(δ, ε, x) wobei K1 und K2 Konstanten und C die gerade, sowie S die ungerade
Mathieufunktion bezeichnet. Mit der Anfangsbedingung T (t = 0) = T0 und durch
Zurückrechnen der obigen Transformationen erhalten wir dann die Lösung für die
granulare Temperatur

Tg =
γ0

γ1

(ωτT )2 S ′0C
′ + ωτT

(
ϑC0S

′ − 1
2
S ′0C+

)
− 1

2
ϑC0S

ωτTS ′0C + ϑC0S
. (C.2.3)

Hierbei ist S ′ = ∂S
∂x
, C ′ = ∂C

∂x
, sowie S ′0 = S ′(δ, ε, 0), C0 = C(δ, ε, 0) und ϑ = 1

2
+ γ1
γ0
T0.

Für Tg(0) = T0 = 0 erhalten wir insbesondere

Tg =
γ0

γ1

ωτTS
′
0

(
2C ′ − 1

ωτT
C
)

+ 1
2
C0

(
2S ′ − 1

ωτT
S
)

1
ωτT

C0S + 2S ′0C
. (C.2.4)
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Für genügend kleine Anregungsfrequenzen ω kann man v2
s in Gleichung (C.2.1) als

konstant betrachten: v2
s = A2 = konstant. Für die Anfangsbedingung Tg(0) = 0

bekommen wir mit den obigen Transformationen bei konstanten vs die Lösung

Tg =
γ0

γ1

2
(
τT
z

)2 − 1
2

1 + 2 τT
z

coth t
z

, (C.2.5)

wobei z = 2τT√
1+(2AτA)2

. Mit limt→∞ coth t
z

= 1 erkennen wird, dass das ein zeitlicher

Anstieg auf den stationären Saturationswert (C.1.1)

T satg =
1

2

γ0

γ1

(2AτA)2

1 +
√

1 + (2AτA)2
=

1

2

γ0

γ1

(√
1 + (2AτA)2 − 1

)
(C.2.6)

ist. Denselben Saturationswert erhält man natürlich im Limes kleiner Frequenzen
aus der allgemeinen Lösung (C.2.4), was wir hier aber nicht explizit zeigen.

Für den Saturationswert T satg existieren zwei Limites. Für Scherraten A � 1
2τA

erhalten wir aus (C.2.6)

T ssat = Tsat =
γ0

γ1

τ 2
A · A2 =

η1

γ0

· A2. (C.2.7)

Der Saturationswert skaliert quadratisch mit der Scherratenamplitude A. Im entge-
gengesetzten Fall großer Scherraten A � 1

2τA
skaliert er linear mit der Scherraten-

amplitude

T lsat =
γ0

γ1

τA · A =

√
η1

γ1

· A. (C.2.8)

Schätzen wir die granulare Temperatur durch ihren Saturationswert ab, gilt für
das Verhältnis γ1T 2

g

γ0Tg
im Fall kleiner Scherraten γ1T 2

g

γ0Tg
= τ 2

A · A2 � 1, so dass wir in
guter Näherung den Term γ1T

2
g in Gleichung (4.1.2) vernachlässigen können. Diese

reduziert sich auf ∂tTg = 1
ρb

(−γ0Tg + η1v
2
s) und wird analytisch lösbar. Mit der

Anfangsbedingung Tg(0) = 0 und v2
s = A2 (1− cos 2ωt) wie oben erhalten wir

Tg = Tsat
1

1 + 4(ωτT )2

(
1− cos 2ωt− 2ωτT sin 2ωt+ 4(ωτT )2

(
1− e−

t
τT

))
. (C.2.9)

Diese Lösung sehen wir in Abbildung 4.1.1 für ω = 2π · 150 kHz für ωτ = 1
10
,

ωτ = 1 und ωτ = 10 als sinusförmig modulierten Anstieg auf den Sättigungswert Tsat
innerhalb der charakteristischen Zeit τT . Für kleine Frequenzen, die wir durch ωτT �
1 definieren folgt die Lösung eher Tg = Tsat (1− cos 2ωt) für große Frequenzen ωτT �
1 eher Tg = Tsat

(
1− e−

t
τT

)
.
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Anhang D

Elastisches Limit, γ und ηg

Die GSH-Gleichungen sollen bei verschwindender Anregungsamplitude in die der ge-
wöhnlichen Elastizitätstheorie übergehen um elastische Schallausbreitung und sta-
tische Spannungen zu ermöglichen. Die Geschwindigkeitsgradienten elastischer Wel-
len sind aber über die Bewegungsgleichung der granulare Entropie direkt an ein
Tg gekoppelt und so scheint es auf den ersten Blick schwierig Relaxation ∼ Tg bei
endlichen Geschwindigkeitsgradienten zu unterbinden. Die Abhängigkeit der Trans-
portkoeffizienten ηg und γ von der granularen Temperatur, wie durch (3.2.9,3.2.10)
gegeben, ohne einen möglichen η0 aber mit dem γ0- Term, führt aber zum gewünsch-
ten Resultat.

Um das zu sehen, schauen wir uns die Bewegungsgleichungen der Verzerrungen
im Limes verschwindender Scherraten an. Wir verzichten i. F. auf die geometrischen
Terme höherer Ordnung ∼ uik∇jvk und auf die Tensornotation. Im elastischen Fall
gilt für die Verzerrungen u und die Geschwindigkeitsgradienten v einfach ∂tu = v.
Für gegebenes, der Einfachheit halber konstantes, v liefert eine direkte Integration
mit u(t = 0) = u0 das Ergebnis

u = u0 + v · t. (D.0.1)

Die Verzerrung wächst linear mit der Zeit. In den GSH-Gleichungen ∂tu = v − 1
τ
u

relaxiert die Verzerrung aber mit der Rate 1
τ

= λTg. Durch die Wahl der Transport-
koeffizienten als ηg = η1Tg und γ = γ0 + γ1Tg gilt für kleine v

Tg =
η1

γ0

v2 ∼ v2, (D.0.2)

vgl. Abschnitt C.2, wohingegen mit einem η0, d.h. mit dem Ansatz ηg = η0 + η1Tg,
die Temperatur linear mit v skalieren würde Tg =

√
η0
γ0
v ∼ v. Entsprechend hätten

wir Tg =
√

η1
γ1
v ∼ v beim Ansatz ηg = η1Tg und γ = γ1Tg. Abhängig von der Wahl

von ηg und γ skaliert die granulare Temperatur also entweder linear oder quadratisch
mit den Geschwindigkeitsgradienten. Setzen wir den letzteren Ansatz für Tg in die

91
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Bewegungsgleichung der Verzerrungen ein, gilt ∂tu = v − λ
√

η1
γ1
vu, deren Lösung

mit der gleichen Anfangsbedingung u = 1
λ

√
γ1
η1

(
1−

(
1− λ

√
η1
γ1
u0

)
e
−λ

√
η1
γ1
vt
)

ist.

Im Limes kleiner Geschwindigkeitsamplituden gilt e−λ
√
η1
γ1
vt

= 1−λ
√

η1
γ1
vt+ . . . also

u = u0 +

(
1− u0λ

√
η1

γ1

)
vt+O(v2),

was von (D.0.1) abweicht. Verwenden wir stattdessen Gleichung (D.0.2) gilt ∂tu =
v − λη1

γ0
v2u mit der korrekten Lösung (D.0.1)

u = u0 + vt+O(v)2.

Wir müssen die Transportkoeffizienten also so wählen, dass die granulare Temperatur
für kleine Geschwindigkeitsgradienten quadratisch mit diesen skaliert. Da wir einen
Term η0 bereits ausgeschlossen haben, brauchen wir unbedingt den Term γ0 in der
Entwicklung von γ.
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