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Zusammenfassung

In dieser Arbeit werden die Eigenschaften verschiedener Funktionale von
(n—)Coalescents untersucht. Coalescents sind stochastische Prozesse, die
Werte in der Menge E der Partitionen der natiirlichen Zahlen annehmen,
wobei hier die Teilmengen, aus denen eine Partition besteht, Blocke genannt
werden. Ein stochastischer Prozess II = (II;);>0 mit Zustédnden in E heifit
Coalescent, falls er folgende Eigenschaften besitzt:

e Die Pfade von II sind cadlag.

e Uberginge von IT sind nur moglich durch Vereinigung von Blocken des
derzeitigen Zustandes.

e Fiir jedes n € N betrachte 1" = (Hﬁ”))tzo, die Restriktion von II
auf die Menge E,, der Partitionen von {1,...,n}. II™ ist ein Markov-
Prozess. Jeder Ubergang von n € E,, nach ¢ € E,, der durch Vereinigen
von (disjunkten) Mengen von k; > ... > k, > 2 der b Blocke von
n zu jeweils einem Block von ¢ und dem Beibehalten der restlichen
b—> icm ki Blocke von 7 entsteht, besitzt die identische infinitesimale
Rate A(b; k1, ..., km).

e II startet in der Partition ({i});en der natiirlichen Zahlen.

Der Prozess 1™ wird n-Coalescent genannt, ebenso jeder cadlag Prozess mit
Werten in E,, der identisch verteilt wie I ist. Die Vereinigung von einer
Menge von Blocken zu einem neuen Block in einem Ubergang von II (bzw.
1) wird Kollision genannt.

Das erste Beispiel eines solchen Prozesses wurde 1982 von Kingman (sie-
he [56]) vorgestellt. Der Kingman-Coalescent hat die Eigenschaft, dass fiir
n € N die einzigen moglichen Uberginge in 11 diejenigen sind, die ge-
nau zwei Blocke des Zustandes zu einem vereinigen und alle anderen Blocke
unverdndert lassen. Der Kingman-Coalescent lédsst also nur binére Kollisio-
nen zu. Ein weiterer Coalescent, der Bolthausen-Sznitman-Coalescent, wurde
1998 von Bolthausen und Sznitman (siehe [18]) im Zusammenhang mit der
Spin-Glass-Theorie in der Physik eingefiihrt. Beide Prozesse haben die be-
sondere Eigenschaft, dass zu jedem Zeitpunkt ¢t > 0 nur genau eine Kollision
stattfinden kann. Solche Coalescent-Prozesse nennt man auch Coalescents
mit multiplen Kollisionen. Unabhéngig voneinander fithrten Pitman und Sa-
gitov 1999 die Klasse aller Coalescents mit multiplen Kollisionen ein (siehe
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[71] und [75]). Pitman zeigte, dass die Verteilung eines Coalescents mit multi-
plen Kollisionen eindeutig durch ein endliches Maf§ A auf [0, 1] charakterisiert
werden kann. Man nennt Coalescents mit multiplen Kollisionen deshalb auch
A-Coalescents. Dieses Mafl A ist fiir den Kingman-Coalescent das Dirac-Maf3
in 0 und fiir den Bolthausen-Sznitman-Coalescent die Gleichverteilung auf
[0,1]. Alle Coalescents, die mehr als eine Kollision pro Zeitpunkt zulassen,
nennt man Coalescents mit simultanen multiplen Kollisionen.

Die Gesamtklasse aller Coalescent-Prozesse, die sowohl die Coalescents mit
multiplen Kollisionen als auch die Coalescents mit simultanen multiplen Kol-
lisionen beinhaltet, wurde unabhéngig voneinander von Mohle und Sagitov
und von Schweinsberg eingefiihrt (siehe [69] und [79]). Schweinsberg zeigte,
dass die Verteilung eines Coalescents eindeutig durch ein endliches Mafi =
auf dem unendlich dimensionalen Simplex

A= {(l‘i)z‘eN € RY|z; > @iy ZOV@'EN?Z% = 1}

i€EN

charakterisiert wird. Deswegen werden die Coalescent-Prozesse auch =-
Coalescents genannt.
Eine Klasse der =-Coalescents (bzw. der A-Coalescents) sind die Coalescents

mit Staub. Dies sind all diejenigen Coalescents, deren charakterisierendes
Mafl = bzw. A

< 00

=({0}) =0 und p_ ::/ Zx,M

A\{0} oN D ieN 3

respektive
A0} =0 und gy = / v A (dz) < oo
(0,1]
erfiillt. Dies ist dquivalent dazu, dass ein Coalescent Il genau dann ein
Coalescent mit Staub ist, falls P(S; > 0) > 0 fiir alle t > 0 gilt, wobei
Sy =limy oo = >0 1 1 {43y ist Block von m,} der Anteil der natiirlichen Zah-

len ist, die in IT bis zum Zeitpunkt ¢ > 0 nicht an einer Kollision teilgenom-
men haben (diese Grofe existiert nach der Kingman-Darstellung austausch-
barer Partitionen fast sicher). Sowohl der Kingman-Coalescent als auch der
Bolthausen-Sznitman-Coalescent sind keine Coalescents mit Staub.

Eine weitere Klasse der Coalescents, die eine Unterklasse der Coalescents
mit Staub sind, sind die Simple Coalescents, die von Bertoin und LeGall
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in [12] benannt wurden. Ein Coalescent ist ein Simple Coalescent, falls das
charakterisierende Mafl = bzw. A

- =(dx)
2({0}) =0 und p_o:= / =5 <™
A0} Dien T
respektive
A({0}) =0 und p_y:= / 7 2A(dz) < oo.
(0,1]
erfiillt.

Man kann einen beliebigen n-Coalescent als einen zufilligen Baum mit n
Blattern und zufilligen Kantenldngen auffassen. Diese n-Coalescent-Baume
werden in der zumeist biologischen Anwendung als approximatives Modell
des Stammbaums einer Stichprobe von n Individuen einer sehr grolen einge-
schlechtlichen Population mit nichtiiberlappenden Generationen aufgefasst,
die sich im biologischen Gleichgewicht befindet, d.h. deren Populationsgréfie
iiber die Zeit konstant bleibt. Die n Individuen der Stichprobe entsprechen
gerade den Blattern des Baumes, die Vorfahren den Knoten und der jiingste
gemeinsame Urahn (most recent common ancestor, kurz MRCA) entspricht
der Wurzel des Baumes. Fiir biologische Fragestellungen wird auf den n-
Coalescent-Baum eine neutrale Mutationsstruktur gesetzt, d.h. die Mutatio-
nen beeinflussen das Reproduktionsverhalten der Individuen nicht. Man setzt
diese Mutationsstruktur auf den n-Coalescent-Baum, indem man auf dessen
Zweigen gemif eines unabhéngigen homogenen Poisson-Punktprozesses mit
Intensitit » > 0 Mutationen (also Punkte des Poisson-Punktprozesses) setzt.
Die Mutationen werden im Sinne des Infinitely-Many-Alleles-Modell interpre-
tiert. Dies bedeutet, dass zwei Individuen der Stichprobe genau dann dieselbe
genetische Struktur besitzen, falls im Stammbaum auf den jeweils direkten
Wegen zum jilingsten Urahn exakt dieselben Mutationen liegen. Die geneti-
sche Struktur eines Individuums wird auch Typ genannt.

Im Rahmen dieser Arbeit werden bestimmte Kenngréfien von n-Coalescents
untersucht, sogenannte Funktionale. Ein Funktional ordnet jedem Pfad eines
n-Coalescents eine Kennzahl zu. Funktionale sind derzeit von starkem Inter-
esse in der (mathematischen) Coalescent-Theorie. Hier werden insbesondere
die Funktionale

e 7,, die Zeit zuriick zum jiingsten Urahn der n Individuen,

e F,, die Liange eines zufillig ausgewéhlten externen Zweiges,



e C die Anzahl der Kollisionen im Baum bis zum Ende eines zufillig
ausgewdhlten Zweiges und

e K, die Anzahl der verschiedenen Typen in der n-elementigen Stich-
probe

betrachtet fiir einen n-Coalescent I (mit Mutation) beziehungweise fiir
den durch II™ gegebenen Baum oder fiir eine Stichprobe von n Individuen,
deren Stammbaum durch I (und eine neutrale Mutationstruktur) gegeben
ist. Alle vier Funktionale sind fiir verschiedene Coalescents bereits gut un-
tersucht. Da im Rahmen dieser Arbeit die Asymptotik der Funktionale fiir
n — oo im Vordergrund steht, sei insbesondere auf die Ergebnisse fiir die
Asymptotik fiir n — oo von

e 7, im Kingman-n-Coalescent von Kingman in [57],

e 7, und F, im Bolthausen-Sznitman-n-Coalescent von Goldschmidt und
Martin in [42],

e 7,, B, und C%* in (bestimmten) Simple A-n-Coalescents von Gnedin,
Iksanov und Mohle in [39],

e FE, und C¢*" im Kingman-n-Coalescent von Caliebe, Krawczak, Neinin-
ger und Rosler in [22],

e K, im Kingman-n-Coalescent von Ewens in [31],

e K, im Bolthausen-Sznitman-n-Coalescent von Basdevant und Gold-
schmidt in [5] und

e K, in A-n-Coalescents mit A = 5(2 — a, ) von Berestycki, Berestycki
und Schweinsberg in [8] und [9], wobei 3(2 — a, «) die Beta-Verteilung
mit Parametern 2 — a und a bezeichnet und « € (1,2) ist,

hingewiesen.

Im Rahmen dieser Arbeit werden fiir diese vier Funktionale Verteilungsre-
kursionen in n aufgestellt bzw. zitiert (falls schon bekannt), die in allen =
oder zumindest in allen A-Coalescents gelten. Dies ist aufgrund der speziel-
len Struktur der Coalescentprozesse und des Mutations(-Poisson-)prozesses
moglich (auf Coalescent-Seite sind hier Natural und Temporal Coupling ge-
meint). Mit Hilfe dieser Verteilungsrekursionen werden die Aussagen
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e 7, —loglog(n) 4G, G (Standard-)Gumbel-verteilt,
e log(n)E, KA Exp(1),
o IO%C’Z“ N Upo,1], Up,1) Gleichverteilung auf [0, 1],

fiir n — oo fiir 7,,, £, und C*" in einem Bolthausen-Sznitman-n-Coalescent
gezeigt (das Konvergenzresultat fiir (E,),eny wurde mit anderen Methoden
bereits von Goldschmidt und Martin in [42] gezeigt). Dies wird mit einer Me-
thode gezeigt, die von Drmota, Iksanov, Mohle und Rosler in [27] verwendet
wurde, um die Asymptotik anderer Funktionale eines Bolthausen-Sznitman-
n-Coalescents zu untersuchen. Die Ergebnisse werden auf folgende Art und
Weise bewiesen: Aus der Verteilungsrekursion fiir das betrachtete Funktional
wird eine Differentialgleichung einer erzeugenden Funktion aufgestellt, deren
n-ter Koeffizient eine Verteilungsgréfie von 7,, FE, oder CS* ist, etwa ein
Moment oder die wahrscheinlichkeitserzeugende Funktion. Mittels Singula-
ritdtsananlyse kann man nun diese Koeffizienten fiir grole n € N asympto-
tisch bestimmen (zur Singularitétsanalyse siche etwa [33]) und daraus die
Verteilungskonvergenz zeigen.

Fiir Z-Coalescents IT mit Staub betrachte fiir jedes n € N die Restriktion I1(™
auf die Partitionen E,, von {1,...,n}. Sei K, die Anzahl der verschiedenen
Typen in einer n-elementigen Stichprobe, deren Stammbaum durch den n-
Coalescent I1™ mit Mutationsprozess (Mutationsrate r > 0) gegeben ist. Die
Stichproben seien aufsteigend in n ineinander enthalten und die Mutationen
seien so gesetzt, dass sie auf den gemeinsamen Zweigen der (Stamm-)B&aume
110 und ™Y fiir jedes n € N pfadweise iibereinstimmen. In dieser Arbeit
wird die Asymptotik von (K, ),en fiir n — oo analysiert. Hierzu wird ein
verwandtes Funktional, die Anzahl M, der externen Zweige von I1( mit
mindestens einer Mutation, betrachtet. Fiir beliebige =-Coalescents II wird

M, o
— / re " S,dt
n 0

fast sicher und in LP, p > 1, fiir n — oo gezeigt. Dazu wird der Zusammen-
hang zwischen den Lingen der externen Zweige von II™ und dem Anteil S,
der nicht kollidierten Blocke {i} in II; fiir ¢ € N (hier geht die Kingman-
Darstellung fiir austauschbare Partitionen ein) und das starke Gesetz der
groflen Zahlen fiir gewichtete i.i.d. Zufallsvariablen von Cuzick aus [25] ver-
wendet.



Fiir Coalescents mit Staub wird gezeigt, dass (K, /n),en dieselbe LP-
Asymptotik wie (M, /n),en besitzt. Fiir Simple Coalescents wird dies
zusitzlich fiir die fast sichere Asymptotik gezeigt. Dies wird unter Verwen-
dung der fiir beliebige =-Coalescents und beliebiges n € N giiltigen Unglei-
chung

0< K, — M, <C,

fir das Funktional C,, die Anzahl der Kollisionen in II", gezeigt. Fiir
(Cp)nen wird dann C,/n — 0 in LP, p > 1 bewiesen, falls I ein Coale-
scent mit Staub ist und zusétzlich fast sichere Konvergenz, falls Il sogar ein
Simple Coalescent ist. Diese Aussagen tiber (C),)neny werden mit Hilfe der
Poisson-Konstruktion von =-Coalescents von Schweinsberg aus [79] bewie-
sen.

Somit gilt fiir =-Coalescents mit Staub auch

K, o
— — / re " S,dt
n 0

fir n — oo in LP, p > 1; fiir Simple Z-Coalescents gilt diese Konvergenz
zusédtzlich fast sicher. Die Grenzvariable fooo re "Sydt wird allgemein und
in speziellen Coalescents (mit Staub) analysiert. Dazu wird verwendet, dass
fiir einen Coalescent mit Staub der Prozess (—log(S;)):>o0 eine Modifikation
besitzt, die ein Subordinator mit exponentieller Vernichtung ist, d.h. ein Sub-
ordinator, der nach einer exponentialverteilten Wartezeit nach oo springt.
Die Hauptergebnisse und -argumentationen dieser Arbeit finden sich in den
gemeinsamen Publikationen [35] und [36] des Autors mit M. Mohle sowie in
dem eingereichten Manuskript [34] des Autors. Diese Ergebnisse sind in der
vorliegenden Arbeit durch Zitation gekennzeichnet. Kapitel (bzw. Teilkapi-
tel), die zum groflen Teil diesen Arbeiten entstammen, sind zusitzlich an
ihrem Anfang durch Zitation gekennzeichnet.

Die Gliederung der Arbeit ist die folgende: In Kapitel 1 werden die Grundla-
gen der Coalescent-Theorie vorgestellt, die in den weiteren Kapiteln benctigt
werden. In Kapitel 2 werden die betrachteten Funktionale eingefithrt und
die jeweiligen Rekursionen aufgestellt. Kapitel 3 enthélt die Ergebnisse zum
Funktional 7,, der Zeit zuriick zum jiingsten Urahn eines n-Coalescents. In
Kapitel 4 werden die Ergebnisse fiir F,,, die Lange eines zufillig ausgewéahlten
externen Zweiges eines n-Coalescents, gezeigt und in Kapitel 5 diejenigen fiir
Ce*t die Anzahl der Kollisionen vor dem Ende eines zufillig ausgewihlten
externen Zweiges eines n-Coalescents. Kapitel 6 beschéftigt sich mit dem



Funktional K, der Anzahl der Typen einer Stichprobe der Griofle n, deren
Genealogie durch einen n-Coalescent mit Mutation gegeben ist.



Notation
o [n]:={1,...,n}fiirn €N, [0]:=0, [o0] :=N.
e a, ~ b, fiir n — o0o: lim,,_,s =1 fiir reelle Folgen (an)nen, (bn)nen.
e b, = O(a,) fiir n — 0o: (by/an)nen ist beschriankt.
e 0;; = 1{;1(4): Kronecker-Symbol von 4 und j.
e sign(-): Signum-Funktion.
e s(k,j): Stirling-Zahlen erster Art zu den Parametern k,j € N, k < j.
e S(k,j): Stirling-Zahlen zweiter Art zu den Parametern k,j € N, k < j.
e [ Gammafunktion.
e Beta(a,b): Betafunktion zu den Parametern a > 0, b > 0.
e F ®G: die von F x G erzeugte o-Algebra fiir o-Algebren F,G.
e 1 ® v: Produktmafl zweier Mafle p und v.
o v(dx) := f(x)u(dx): v hat u-Dichte f.
e J,: Dirac-MaB in a € Q fiir Messraum (2, F).
e [(a,b): Beta-Verteilung zu den Parametern @ > 0 und b > 0.
e Bin(n,p): Binomialverteilung zu den Parametern n € N und p € [0, 1].

e Poiss()\): Poisson-Verteilung zum Parameter A > 0.
° i, % Gleichheit bzw. Konvergenz in Verteilung.

o 1% fast sichere Konvergenz.
e % stochastische Konvergenz.
e [E: Menge der Partitionen von N.

e [E,: Menge der Partitionen von {1,...,n}, n € N.



pn : E — E,: natiirliche Restriktion.

Prm : E, — E,,: natiirliche Restriktion (n,m € N, m <n).
Diag:=({i})ien: triviale Partition aus E.
Diag,:=({i},...,{n}): triviale Partition aus E,

In| fiir n € E oder n € E,: Anzahl der Blécke von 7.

A = {(xi)i€N|xi > 21 >0VieN Y o < 1}: unendlich dimen-
sionaler Simplex.

2| i= ey 2 fiir v € AL

A*:={xeA|lz| =1}

(z,2) =Y,y a7 fiir z € A

H-1 = Jav(00..0) |x|% fiir ein endliches Maf} = auf A.

L 2(dz) ¢ . . -
f_g = fA\{(0,0,...)} Toa fir ein endliches Maf = auf A.



1 Coalescent-Prozesse

In diesem Kapitel werden die fiir die Fragestellungen dieser Arbeit nétigen
Begriffe und Methoden aus der Coalescent-Theorie vorgestellt.

1.1 Grundlagen

In dieser Arbeit werden stochastische Prozesse betrachtet, die Werte in der
Menge E der Partitionen der natiirlichen Zahlen oder in der Menge E,, der
Partitionen von [n] := {1,...,n}, n € N annehmen (es wird [0] := @ und
[oo] := N gesetzt).

Notation 1.1.1 Sein € E, (n € E). Setze n = (Ay,...,Ax) fir k € [n]
(fir k € NU {oo}), wobei Ay,..., A (A1, As, ..., falls es unendlich viele
Klassen gibt) die Klassen der n erzeugenden Aquivalenzrelation sind. Die
Klassen sind in aufsteigender Reihenfolge ihrer kleinsten Elemente sortiert.
Die Klassen Aq,..., Ay (A1, As, ..., falls es unendlich viele Klassen gibt)

werden als Blocke der Partition n bezeichnet.
Es folgen einige wichtige Definitionen und Eigenschaften von E,, und E.

Definition 1.1.2 (Restriktionen wvon Partitionen) Fir n € N st die
natiirlichen Restriktion p, : E — E, als Einschrinkung der Partitionen aus
E auf die Menge [n| definiert, d.h. firn = (Ay,...,Ax) € E (k darf den
Wert oo annehmen) gilt

pn(n) = (A NV [n])icik), Ainm)20-

Des Weiteren betrachte Partitionen n = (Ay,...,A;) € E, n™ =
(Bi,...,By,) € E, firn € N und eine Menge M C [n]. Sei auferdem
m € [n]. Dann sind die Restriktionen pyr, pny und ppm definiert durch

par(n) = (A 0 M )ieig,aionizos Pra(n™) := (Bi 0 M i) Binvrzo

Notation 1.1.3 (Diagonale Relation)
Diag := ({i} : i € N) € E und Diag,, := ({i} : i € [n]) € E,, fiirn € N.
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Bemerkung 1.1.4 (Topologie und o-Algebren auf B, und E) Fir jedes n €
N wird die Menge E,, mit der diskreten Topologie versehen, also sind alle
ihre Teilmengen offen. Man identifiziert e € E mit (p,(€))nen und somit
E als abgeschlossene Teilmenge von X,enE,. Die Menge X,enE, wird mit
der Produkttopologie versehen. Nun wird & mat der auf E zurickgezogenen
Spurtopologie O der Topologie auf X,enE, versehen. Diese ist gerade die
grobste Topologie auf E, beziiglich der alle Restriktionen p,, n € N, stetig
sind. Desweiteren gibt es eine Metrik auf &, die O erzeugt und beziiglich der
E polnisch ist (Metrik siehe [6, S.7]).

Als o-Algebren werden die von den offenen Mengen erzeugten o-Algebren

gesetzt, also &, = p(E,) auf E, und £ := B(O) auf E.

Bemerkung 1.1.5 Im Sinne der Identifikation von E mit einer Teilmenge
von XnpenE, kann man die Restriktionen p,, n € N, auch als kanonische
Projektionen von E nach E, bezeichnen.

Definition 1.1.6 Sei || fir n € E bzw. n € E,, die Anzahl der Blicke von
n. || bildet nach NU {oco} bzw. [n] ab und ist messbar.

Nun lasst sich die Klasse der Coalescent-Prozesse definieren, deren Kigen-
schaften der Gegenstand dieser Arbeit sind.

Definition 1.1.7 FEin Coalescent-Prozess 11 := (11;);>0, kurz Coalescent, ist
ein stochastischer Prozess mit Zustandsraum (E, E) und Startverteilung dpiag
sowie folgenden Figenschaften:

1) Die Pfade von 11 sind cadlag.

2) Uberginge sind nur méglich durch Vereinigung von Blocken des derzei-
tigen Zustandes.

3) Fiir jedes n € N ist (p,(I1;));>0 ein Markov-Prozess. Jeder Ubergang
von n € B, nach £ € B,,, der durch Vereinigen von (disjunkten) Men-
gen von ky > ... >k, > 2 der b := |n| Blicken von n zu jeweils
einem Block von § und dem Beibehalten der restlichen r :=b—>_,_ k;
Blicken von n entsteht, besitzt die infinitesimale Rate A(b; k1, ..., kn).
Ein solcher Ubergang heifit (b;ky, ..., ky,)-Kollision.

Bemerkung 1.1.8
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e Da fiir jedes n € N der Prozess (p,(Il}))i>0 ein Markov-Prozess ist, ist
auch (Ily)¢>0 Markov’sch. Dies folgt aus dem Setzen der Produkttopo-
logie (und der zugehirigen o-Algebra) auf E bzw. X,enE,.

e Bedingung 3 aus dem vorhergehenden Satz impliziert, dass I1; fiir jedes

t > 0 eine austauschbare Partition von N ist, d.h. dass p,(11;) Loo
pn(Ily) fiir jedes n € N und o € S,, gilt, wobei o in natirlicher Weise
auf B, wirkt (siehe etwa Bemerkung nach [79, Definition 19]). Dies
bedeutet, dass p,(Il;) fir jedes n € N eine austauschbare Partition
von [n] st fiurt > 0. Es gilt sogar (pn(11;))i>0 < (0 0 pu(I1}))e>0 fiir
alle n € N. Dies bezeichnet man auch als die Austauschbarkeit des
Prozesses I1 (bzw. (pn(I1})1>0))-

e Man bezeichnet in einer (b;ky, ..., kn)-Kollision jede der Vereinigun-
gen von k; Blicken, i € [m|, zu einem neuen Block als eine Kollision,
d.h. eine (b;ky, ..., ky)-Kollision besteht aus m Kollisionen.

Die Verteilung einer austauschbaren Partition von N l&sst sich mittels der
Kingman’schen Darstellung beschreiben (siehe etwa [55], [56]. Ein schoner
Beweis findet sich in [2, Proposition 11.9, S.88]). Es wird die Formulierung
der Kingman-Darstellung aus [72, Theorem 2.2, S.43] verwendet.

Satz 1.1.9 (Kingman’sche Darstellung) Sei n eine austauschbare Parti-
tion von N. Sei n € N wund seien Bl,;, i € N, die absteigend ge-
ordneten Mdchtigkeiten der Blocke von pn(n), wobei Bl,; = 0 gesetzt
wird, falls p,(n) weniger als i Blocke hat. Dann existieren die Grenzwerte
A; = lim, o Bl,,;/n fast sicher fir jedes i € N. Die bedingte Verteilung
P,(-|(A;)ien) entsteht bedingt (A;)ien durch Sampling aus einer Verteilung
mit nach Grifle geordneten Atomen (A;)ien-

Bemerkung 1.1.10 Man gewinnt eine zufdillige Partition n von N durch
Sampling aus einer Verteilung @, indem man eine i.i.d. Folge von Zufalls-

variablen X1, Xo, ... mit X, 4 Q erzeugt und die Partition n beziiglich der
zufilligen Aquivalenzrelation

firi,7 € N bildet. Fine genauere Beschreibung des Samplings aus Satz 1.1.9
findet man in [72, S.43].
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Die Klasse aller Coalescent-Prozesse wurde unabhéngig voneinander von
Mohle und Sagitov [69] und Schweinsberg [79] eingefiihrt.

Da ein Coalescent cadlag Pfade auf dem polnischen Raum E besitzt, be-
stimmt die Angabe der infinitesimalen Raten die gesamte Verteilung des
Prozesses. Die Raten lassen sich mittels endlichen Maflien = auf dem unend-
lich dimensionalen Simplex

A= {($i)i€N eR" T 2 Tig1 EOViEN’in = 1}

ieN
eindeutig beschreiben.

Bemerkung 1.1.11 A st eine abgeschlossene Teilmenge der Men-
ge [0,1]N, wenn diese mit der Produkttopologie versehen —wird
([0, 1) wird mit der Topologie der euklidischen Norm versehen). Somit
ist A kompakt. Auf A wird die Spurtopologie gesetzt und als o-Algebra
die zugehorige Borel’sche o-Algebra gesetzt. Aus Notationsgrinden wird
Zo = liaonE gesetzt. Der Punkt (0,0,...) € A wird mit 0 bezeichnet.
Desweiteren sei fiir v € A

x| = Zzi, (x,2) = fo
ieN ieN
definiert und A* := {z € Al|z| =1}.

Aus [79, Theorem 2 u. Proposition 4] stammt folgende Charakterisierung der
Coalescent-Prozesse.

Theorem 1.1.12 Es gibt genau dann einen Coalescent-Prozess 11
(auf einem geeigneten Wahrscheinlichkeitsraum (Q, F, P)) mit den  Ei-
genschaften aus 1.1.7, falls die Ubergangsraten die Form

)\(bakla7km) =

r m l —

r k; 1\ Eo(dx)

[ X () TTet Mottt ) 25 et )
=0 17 Fimy1 Jj=1 =1

fir ein endliches Maff = auf A besitzen, wobei b € N, m € [b], ky > ... >

km > 2, ki,....kyn € N und b > Zie[m] k; sowie r == b — Zie[m} k; gilt.

Das Maj$ = ist durch die Raten eindeutig bestimmt. Man nennt einen sol-

chen Prozess auch Z-Coalescent oder Coalescent mit simultanen multiplen
Kollisionen.
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Fiir die Teilklasse der Coalescentprozesse, die nur Ubergénge von 7 € E nach
¢ € E zulassen, die durch Vereinigen einer Menge von k1 > 2 Blocken von
1 entstehen, kann man die Raten eines Coalescent-Prozesses auch eindeutig
durch ein endliches Maf A auf ([0, 1], BN|0, 1]) beschreiben. Die Klasse dieser
Prozesse wurde unabhéngig voneinander von Pitman [71] und Sagitov [75]
eingefiihrt. Nach [71, Theorem 1] gilt

Theorem 1.1.13 Es gibt genau dann einen Coalescent-Prozess 11 (auf ei-
nem geeigneten Wahrscheinlichkeitsraum (Q, F, P)) mit den FEigenschaf-
ten aus 1.1.7 und nur einer mdéglichen Kollision pro Ubergang (d.h.
Ak, .o k) = 0 falls m > 2), falls es ein endliches Mafi A auf [0, 1]
gibt mit

Ab; kp) = / 272 (1 — )M A(d2) fir ky,bEN, b>k >2.  (2)
[0,1]

Das Maf$ A ist eindeutig durch die Raten bestimmt. Man nennt einen solchen
Prozess A-Coalescent oder Coalescent mit multiplen Kollisionen.

Natiirlich 1asst sich jeder A-Coalescent als =-Coalescent auffassen. Aus der
Darstellung der Raten aus Theorem 1.1.12 erh&lt man folgende Beschreibung
der A-Coalescents als =-Coalescents.

Bemerkung 1.1.14 Fin Z-Coalescent ist genau dann auch ein A-
Coalescent, wenn = auf ([0,1],0,0,...) konzentriert ist. Dann gilt A(A) =
=(A,0,0,...). Dies folgt direkt aus der Darstellung der Raten in Theorem
1.1.12.

Der bekannteste A-Coalescent ist der Kingman-Coalescent mit A = gy, dem
Punktmaf in 0, der nur bindre Kollisionen, d.h. (2)-Kollisionen zulésst. Die-
ser Coalescent ist der Grundstein der Coalescent-Theorie und wurde in [56]
eingefithrt. Ein weiterer gut untersuchter A-Coalescent ist der Bolthausen-
Sznitman-Coalescent mit A = Upyj, der Gleichverteilung auf [0, 1] aus
[18]. Der Bolthausen-Sznitman-Coalescent liegt in der Klasse der Beta-
Coalescents; dies sind A-Coalescents mit A = §(a,b), a,b > 0, wobei 5(a,b)
die Beta-Verteilung mit Parametern a, b bezeichnet. Fiir a = 1,b = 1 erhilt
man einen Bolthausen-Sznitman-Coalescent.

Eine Klasse von Z-Coalescent-Prozessen, die keine A-Coalescents sind, d.h.
die mit positiver Wahrscheinlichkeit Ubergéinge mit mehreren (simultanen)
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Kollisionen besitzen, ist die Familie der (Zwei-Parameter-) Poisson-Dirichlet-
Coalescents, d.h. die Familie von =-Coalescents, deren Verteilung charakte-
risert wird durch =Z(dz) = (z,2)PD,g(dz), wobei PD,y eine 2-Parameter
Poisson-Dirichlet-Verteilung fir 0 < o < 1 und 6 > —a« ist (Informatio-
nen zu dieser Verteilung finden sich etwa in [73] und [44]). Diese Klasse von
Coalescents wurde zuerst fiir die Parameter-Paare a = 0, 6 > 0 in [76] be-
schrieben.

Eine weitere Klasse von Coalescents sind die Dirac-Coalescents, die durch
E =9, fuir x = (x1,29,...) € A\ {0} charakterisiert werden bzw. fiir
z € ((0,1],0,0,...) auch durch A = d,,. Diese beinhaltet den star-shaped
Coalescent mit A = 0y, bei dem nach einer Exp(1)-verteilten Wartezeit alle
Singletons zu einem Block kollidieren. Den mit Abstand einfachsten Coale-
scent erhélt man allerdings, wenn man fiir = das Nullmaf§ auf A wéhlt.
Ein hierzu gehorender Coalescent Il erfiillt II; = Diag fast sicher fiir alle
t € [0,00), es gibt also iiberhaupt keine Uberginge. Dieser Coalescent ist
eigentlich uninteressant, allerdings gelten fiir ihn einige Eigenschaften nicht,
die fiir alle anderen Coalescents gelten. Daher wird dieser Spezialfall in dieser
Arbeit nicht betrachtet, d.h. fiir alle betrachteten =-Coalescent-Prozesse gilt

=(A) > 0.

Bemerkung 1.1.15 Sowohl der Kingman-Coalescent als auch der
Bolthausen-Sznitman-Coalescent  wurden bereits —eingefiihrt, bevor die
gesamte Klasse der A-Coalescents und der Z-Coalescents durch Sagitov,
Pitman (A-Coalescents) sowie durch Mdéhle und Sagitov, Schweinsberg
(Z-Coalescents) eingefiihrt wurde.

Fiir die in dieser Arbeit diskutierten Fragestellungen lohnt es, die Klasse
aller =-Coalescent-Prozesse in zwei Unterklassen aufzuteilen. Diese Unter-
scheidung héngt vom Anteil der Singletons von II; an N ab. ¢ € N heifft
Singleton von II;, t > 0, falls {i} ein Block von II; ist.

Definition/Satz 1.1.16 (Anteil der Singletons) Sei Il ein Z-Coalescent auf
einem Wahrscheinlichkeitsraum (0, F, P). Dann ezistiert fir beliebigest > 0

n—oo M
i€[n]

) 1
Sy := limsup — E 1{{@} st Block von pn(Ht)} )
und es gilt

1 .
Sp = JE{}O n Z 1{{2} ist Block von p,(I1;)} P-fast sicher. (4)
i€[n]
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S; heifit Anteil der Singletons von 11;.

Beweis: Sei t > 0. Da %Zie[n] 1{{2} ist Block von p,,
n € N gilt, existiert S; € [0,1]. Nach Bemerkung 1.1.8 ist II; eine austausch-
bare Partition von N. Somit gilt mit der Kingman’schen Darstellung aus Satz
1.1.9 mit den dort eingefiihrten Zufallsvariablen (A;);en (diese existieren fast
sicher), dass bedingt (A4;);en die Verteilung von II; durch Sampling aus einer
Verteilung mit Atomen (A;);en entsteht. Daraus folgt, dass bedingt (A;);en
fast sicher alle ¢ € N, die nicht in einem Block mit Frequenz A; > 0 fiir ein
J € N liegen, Singletons sind. Somit kommt bedingt (A;);en fast sicher ein
Anteil von 1-3 ", A; Singletons in II; vor. Die Frequenzen (A;);en existieren
fast sicher, es gilt also mit der Notation aus Satz 1.1.9

() } € [0, 1] fiir alle

.1 .
7111—{20 n Z 1{{2} ist Block von p,(I1;) } — 1 - ZAi fast sicher.

i€[n] i€eN
Dies zeigt die Behauptung. a

Mehr Informationen zum Prozess (S;):>o werden in Abschnitt 2.3 gegeben.
Nun kann man folgende Klassen von Coalescentprozessen einfiihren.

Definition 1.1.17 (Coalescents mit/ohne Staub) Ein =-Coalescent 11 hat
Staub bzw. heiffit Coalescent mit Staub (ohne proper frequencies), falls

P(S; > 0) > 0 fir alle t > 0. (5)

Ansonsten heifst I1 ein Coalescent ohne Staub bzw. staubfrei (mit proper fre-
quencies).

Diese Unterscheidung lasst sich durch Bedingungen an das Maf§ = (im Fal-
le eines A-Coalescents an das Mafi A) charakterisieren. Diese Charakteri-
sierung stammt aus [71, Theorem]| (A-Coalescent) und [79, Proposition 30|
(=-Coalescent).

Lemma 1.1.18 Ein Z-Coalescent ist genau dann ein Coalescent mit Staub,
falls

Z({0}) = 0 und pi_y == / =) _ (6)

A\{0} (iﬂa SU)
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Ein A-Coalescent ist genau dann ein Coalescent mit Staub, falls

A{O}) = 0 und pi_y == / + 1A (dx) < 0. (1)

(0,1]
Fiir einen =- oder A-Coalescent ohne Staub setze man p_1 = oo.

Nun lassen sich die oben eingefiihrten Coalescent-Prozesse auf diese beiden
Klassen aufteilen.

Beispiele 1.1.19

a) Der Kingman-Coalescent und der Bolthausen-Sznitman-Coalescent
sind Coalescents ohne Staub.

b) Beta-Coalescents (A = B(a,b)) sind fir 0 < a <1, b> 0 staubfrei und
haben fir a > 1,b > 0 Staub. Fira>1,b>0 gilt p_1 =1+ a%l

c¢) Jeder E-Coalescent mit =(dz) = (z,z)v(dx) fir ein endliches Maf§ v
auf A hat Staub.

d) Alle Poisson-Dirichlet-Coalescents und Dirac-Coalescents haben Staub.
Fiir den (v, 8)-Poisson-Dirichlet-Coalescent ist ji—y = 1 und fiir = = 0,
gilt py = lef/(c,c).

Beweis: zu b): Fiir A = §(a,b) mit a,b > 0 gilt A({0}) = 0 und

B 1 / a_2(1 )b_ld B %) falls a < 1,
M_I_Beta(a,b) . * T %:1+%<oo falls a > 1,

wobei Beta die Beta-Funktion bezeichnet.

zu a): Der Bolthausen-Sznitman-Coalescent ist ein (1, 1)-Coalescent; somit
folgt die Aussage aus b). Fiir den Kingman-Coalescent ist A({0}) =1 # 0
nicht erfiillt.

zu c): Es gilt 2({0}) = 0-v({0}) = Ound py := [, (g |2[v(dz) < v(A) < 00.
zu d): Fiir einen Poisson-Dirichlet-Coalescent hat = die Dichte 2 — (x,x)
bzgl. einer Poisson-Dirichlet-Verteilung, somit folgt die Aussage aus c). Da
PD, ¢ ein Wahrscheinlichkeitsmaf ist, dessen Masse auf A* konzentriert ist,

folgt
o1 = / |m|:(dx) :/ 1dPD,y = 1.
A\{0} (7, 7) *

Im Falle eines Dirac-Coalescents mit = = 4., ¢ € A\ {0} hat = keine Masse

in 0 und es gilt pu_; = (LC‘C) < 0. O
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Eine Unterklasse der Coalescents mit Staub sind die Simple Coalescents,
erstmals benannt von Bertoin und LeGall in [12]. Diese sind durch folgende
Bedingung definiert.

Definition 1.1.20 (Simple Coalescent) FEin =-Coalescent heifst Simple
Coalescent, falls

< 00. (8)

=H{0}) =0 und p_g := /A\{O} iidi))

FEin A-Coalescent heifit Simple Coalescent, falls

AOY) = 0 und iy = /(0 ) < o ()

Aus Satz 1.1.19 ¢) folgt, dass Simple Coalescents immer Staub haben. So-
mit sind alle Coalescents ohne Staub auch keine Simple Coalescents, etwa
der Kingman-Coalescent oder der Bolthausen-Sznitman-Coalescent. Es fol-
gen einige Beispiele fiir Simple Coalescents, wobei die Bedingungen (8) bzw.
(9) analog zu Beispiel 1.1.19 nachgerechnet werden kénnen.

Beispiele 1.1.21

a) Poisson-Dirichlet-Coalescents und Dirac-Coalescents sind  Simple
Coalescents. Fiir = = (z,2)PDgayg gilt p—o =1, fir 2 = 6., c € A\ {0},
gilt p—z = (c,c)™".

b) Ein Beta-Coalescent ist genau dann ein Simple Coalescent, falls A =

B(a,b) mit a > 2 und b > 0. In diesem Fall gilt 1o = %

1.2 n-Coalescents, Natural Coupling und Temporal
Coupling

Betrachte fiir festes n € N fiir einen beliebigen (=-)Coalescent-Prozess (11;):>0
die Einschrankung

H(n) — (Hgn))tzo = (pn(Ht))tZO

auf [n] bzw. E,,. Man nennt jeden cadlag Prozess mit derselben Verteilung wie
1™ einen (Z-)n-Coalescent ((p,(I1;))¢o selbst ist aufgrund der Stetigkeit der
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Restriktionen p, cadlag). n-Coalescents tauchen in natiirlicher Weise schon
bei der Definition 1.1.7 in Eigenschaft 3 auf. Aus Definition 1.1.7 erhélt
man sofort, dass ein n-Coalescent ein Markov-Prozess mit Zustdnden in E,,
ist, Startverteilung dpi,g, und die Ubergangsraten aus (1) (E-n-Coalescent)
bzw. aus (2) (A-n-Coalescent) besitzt. Jeder n-Coalescent besitzt folgende
Eigenschaft.

Satz 1.2.1 (Natural Coupling) Sei = ein endliches Maf auf A. Seienn € N
und m € [n]. Betrachte einen Z-n-Coalescent II'™ und einen Z-m-Coalescent
1™ Sei M C [n] mit |M| = m. Dann gilt

mit phy =10 ppar, wobei v 2 M — [m] die messbare Abbildung ist, die den
1-t grofsten Wert von M auf v abbildet.

Beweis: Sei (II;);>0 ein Z-Coalescent, es gilt also (pn(I1;))i>0 L 1™ und

(pm(T0))izo = T, Es gilt auch (p, 5 (T"))i20 £ (o (I1)) 1o fitr jedes
M C [n]. Da (II;);>o austauschbar ist, gilt auBerdem (r o pp(Il;))s>0 <

(pm(I1;) )¢>0, also insbesondere

(0 prar ()0 £ (70 par (T))iz0 = (T™) 0. 0

Bemerkung 1.2.2 Da II™ jedes n € E,, nur hichstens einmal als Zustand
annehmen kann und E,, endlich ist, endet (fast) jeder Pfad im absorbierenden
Zustand ([n]).

(H§”>)t20 ist ein cadlag Markov-Prozess mit endlichem Zustandsraum E,,. So-
mit gilt die starke Markov-Eigenschaft fiir die (fast sicher endliche) Stoppzeit
T,, des ersten Sprungs in 110" . Dies fiihrt zu einer weiteren Eigenschaft eines
n-Coalescents.

Satz 1.2.3 (Temporal Coupling) Sei = ein endliches Maf$ auf A. Fiir jedes
n € N sei I™ ein Z-n-Coalescent. Sei T, die Wartezeit auf den ersten
Sprung in II™ . Dann gilt

(r'o H%?H)tzo L (1™, (10)
wobei
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o M eine von (II'™), ey unabhingige Zufallsvariable mit M < |H§Z)\ ist.

o 1" die Abbildung ist, die eine Partition n = (Ujenr, As)jep von [n], die
durch Vereinigen von Mengen My, ..., M, der Blicke (A, ..., Ax) von
H%) entsteht, auf die Partition von (k] mit den Blocken (M, ..., M)
abbildet (in Reihenfolge der kleinsten Elemente).

Dies bedeutet anschaulich, dass sich der Prozess (H%?H)tzo wie ein M-

Coalescent wverhdlt. Gegeben H%LL) sind (H%)th)tzo und (Hi"))ogtgn un-
abhdngig.

Beweis: Nach der starken Markov-Eigenschaft ist (H(TZ ) ¢)t>0 ein Markov-

Prozess mit Start in H%i ) und denselben Ubergangsraten wie I1(". Diese

Ubergangsraten sind dieselben wie im Prozess (HEM))QO, wenn man die
jeweiligen Zustandsrdume mittels der Abbildung 7’ identifiziert, da in bei-
den Prozessen die Ubergangsraten nur von der Anzahl der jeweils zu ei-
nem neuen Block zu vereinigenden Blécke der Partition vor einem Ubergang
abhéngen und bei identischer Anzahl von zu vereinigenden Blocken gleich
sind. Dies folgt aus Eigenschaft 3 aus Definition 1.1.7 und der Definiti-
on des n-Coalescents. Des Weiteren stimmen nach Identifizierung der Zu-
standsrdume durch 7’ auch die jeweiligen Startverteilungen iiberein. Also
gilt (10), da die Verteilungen der Prozesse durch Raten und Startverteilung
eindeutig bestimmt sind. Die starke Markov-Eigenschaft bewirkt auch, dass

gegeben H%Z ) die Prozesse (H(TZ )+t)t20 und (HE"))OStSTn unabhéngig sind. O

1.3 Poisson-Konstruktion eines =-Coalescent

Nach Schweinsberg [79] ist es moglich, fiir jedes endliche Maf§ = auf A einen
=-Coalescent mittels eines geeigneten Poisson-Punktprozesses zu konstruie-
ren. Dies ist eine Verallgemeinerung der Pitman’schen Poisson-Konstruktion
fir A-Coalescents mit A({0}) = 0 [71]. Die Konstruktion ist im Grunde
die Kingman-Paintbox-Konstruktion [57] fiir austauschbare Partitionen. Auf
dhnliche Weise lédsst sich auch das Bernoulli-Sieb aus [40] konstruieren. Die
Poisson-Konstruktion eines =Z-Coalescents wird in den folgenden Kapiteln
hiufig benutzt, weswegen sie hier explizit, wenn auch leicht umformuliert,
aus [79, Kapitel 3] angegeben ist:

Sei = ein endliches Maf3 auf A. Sei £ das o-endliche Mafl auf dem Messraum
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(10, 00) x N, B([0, 00)) ® Q),,cn ©(No)) definiert durch £ := A o) ® L, wobei

P.(A)
L(A) .= =0 1
( ) /A (.Z'.%' d.T +az Z {z(i,j)eA}

1€N jEN,j>1i

mit
o A€ Quenp(No),

o fiir v € A ist P, die gemeinsame Verteilung einer Folge von i.i.d. Zu-
vallsvariablen (f-(w))l-eN auf Ny mit P(gf’”) = j) = x; fir j € N und

7

P =0)=1—|a],

o fiir 4,5 € N sei 2(i,7) := (2(4,7)r)ken die durch z(i,j); = 2(4,7); = 1
und z(i, j)r = 0 sonst definierte Folge und

a = Z({0}).

Betrachte nun einen Poisson-Punktprozess ¥ auf einem geeigneten Wahr-
scheinlichkeitsraum (€2, F, P) mit Intensitdtsmafl £. U besteht also aus
zufilligen Punkten der Form (T, X) = (T, (X;);en) € [0,00) x Nij. Definiere
zunéchst die Menge

A, = {z € N{|z; = z; # 0 fiir mindestens ein Paar {i,j} C [n]}.

Es gilt L(A,) < oo und somit £([0,¢] x A,) < oo fiir t > 0. Somit hiufen
sich die t-Koordinaten der Punkte von ¥ N ([0, 00) x A,,) fast sicher nicht in
[0, 00) und lassen sich total ordnen. Ordne die Punkte von ¥ N ([0, c0) x A,,)
in der t-Koordinate als ¥, := (T, X)),y also derart, dass

{(TD, XD))i e N} =0 N ([0,00) x 4,) und i <j & TW <TU),

Um aus U einen =-Coalescent (I;);> zu konstruieren, konstruiert man fiir
jedes n € N zunichst pfadweise den stochastischen Prozess 1" = (H,E”))tzo
mit Zustandsraum E,wie folgt:

Setze H = Dlagn Betrachte nun W/,. Der Prozess 11 soll nur zu den Zeit-

punkten TW 7@ . den Zustand Wechseln kénnen. Fiir 2 € N betrachte den
Zustand von H(T()l) bestehend aus den Blocken (By, ..., By). Um die Partiti-
on H,EF(Z> zu bestimmen, Vereinigt man fiir jedes k € N alle Blocke B, j € [kl

fiir deren Indizes j X = k gilt. Alle Blécke mit Index j und X =0
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werden nicht vereinigt.

Hat man nun pfadweise II™ fiir jedes n € N konstruiert, so ist II eindeutig
bestimmt durch p,(II;) = 1™ fiir ¢ > 0 und alle n € N. Ein derart konstru-
ierter =-Coalescent heiffit durch den Poisson-Punktprozess ¥ konstruierter
(2-)Coalescent, kurz PP P-(=-)Coalescent.

Im Falle eines Simple Coalescent ldsst sich 1T auch direkt pfadweise aus dem
Poisson-Punkt-Prozess ¥ konstruieren. Da in diesem Fall

v(dz) == (z,2) '2(dr)

ein endliches Maf auf A ist, gilt sogar L(NY') < oo und somit £([0,¢] x N}) <
oo fiir jedes ¢t € [0,00). Somit hdufen sich sogar die t-Koordinaten aller
Punkte von W nicht. Betrachte wiederum ¥ = (T, X®)),_y, die in der
t-Koordinate geordneten Punkte von W. Dann konstruiere (Il;);>¢ pfadweise
folgendermaflen:

Konstruktion 1.3.1
1) Starte mit 11, = Diag.
2) Uberginge sind nur méglich zu den Zeitpunkten T T3

3) Um Ilpw zu konstruieren, vereinige alle Blocke B; von pw_, deren
Indizes j X](l) = k fir dasselbe k € N erfillen. Fir Indizes j mit

Xj@ = 0 mache nichts.

Bemerkung 1.3.2 Man sieht anhand dieser Poisson-Konstruktion, dass
sich ein Simple Coalescent auf folgende Weise verhdlt: Nach jeweils einer fast
sicher positiven Wartezeit springt der Simple Coalescent zum ndchsten Zu-
stand. Ist dies der absorbierende Zustand N, so bleibt der Prozess fiir immer
dort. Man nennt die Klasse der Simple Coalescents deswegen auch Jump-
Hold-Coalescents.

Da bei der Poisson-Konstruktion eines Simple Coalescents L ein endliches
Maf ist und ebenso £ auf [n,n + 1) x N endlich ist, kann man den Poisson-
Prozess ¥ noch genauer analysieren. Betrachtet man die Konstruktion eines
Poisson-Punktprozesses in [58, S.23], so kann man ¥ oBdA als eine Ver-
einigung unabhéngiger Poisson-Punktprozesse (¥,,),cny mit jeweiligem In-
tensitatsmafl L, auffassen, wobei L, fiir n € N die Einschrankung von
L auf [n,n + 1) x NY ist. Setze m = L([n,n + 1) x NJ) = L(N}). Fiir
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jedes n € N ldsst sich ¥,, nun wie in [58, S.23] als eine zufillige Men-
ge auffassen, die aus den Werten von Zufallsvariablen Yi,,...,Yz, , ge-

bildet wird, wobei Z, < Poiss(m) und (Y;,)ien eine von Z, unabhéngige

ii.d. Folge von Zufallsvariablen ist mit Y}, 2 L/m. Es gilt also ¥ =
Unen ¥ = {(Yin)|n €N, i € [Z,]}. Betrachtet man nun die Projektion
p : [0, oo) x NY — NI auf die z-Koordinate definiert durch p(t,z) = =,
so erhélt man ,0(\1/) = {X|(T, X) € U} als die Werte einer i.i.d. Folge von
Zufallsvariablen mit jeweiliger Verteilung £/m.

Ordnet man nun die Punkte von W in der t-Koordinate als W' =
(T®, X@));cn, so bleibt aufgrund der Produktgestalt von £ (und damit
auch von £,,) zumindest die Folge (X¥);cy = p(¥’) i.i.d.. Die Verteilung von
X st wiederum

Pywy = L/m = /APJ;((‘Z";.

Anhand dieser Integraldarstellung der Verteilung von X = (X1) jen sieht

man, dass fiir festes i € N die Zufallsvariablen (X ]@)jeN austauschbar sind.
Es existiert also nach dem Satz von de Finetti (etwa [59, Satz 12.26]) ein
zufilliges MaBl QU auf Ny mit

Pix®),c QM) =(@M)()  mit
P(QY({j})jen € ) = v()/v(A), (11)

wobei die Verteilung von @® nicht von 7 € N abhéingt und die Verteilung von
Q" ({0}) eindeutig durch (11) bestimmt ist (via Gegenereignis). Schlieflich
ist Q) messbar beziiglich der terminalen o-Algebra erzeugt von (X ](-i))jeN,
also ist die Folge (Q™);cy eine i.i.d. Folge zufilliger Mafle auf Ny.

In der Poisson-Konstruktion eines Simple Coalescent wird nun der Poisson-
Punkt (7™, X®) fiir i € N betrachtet. Betrachte den zugehorigen Schritt
3 der Poissonkonstruktion 1.3.1. Man kann diesen auch folgendermaflen in-
terpretieren: Fiir jeden Block A; von Ilpw)_ = (A44,..., Ap) werfe einen Ball
j € [b] auf Késten 0,1,.... Die Bélle werden derart geworfen, dass Ball j
Kasten X J(-i) trifft. Vereinige nun jeweils alle Blocke, deren Bille zusammen
in einen Kasten 1,2, ... gefallen sind (Blocke mit Béllen in Kasten 0 werden
nicht vereinigt). Bedingt Q® sind die Zufallsvariablen (X j@)je[b} ii.d. mit
Verteilung Q, d.h. die Bille werden unabhiingig geworfen und jeder Ball
trifft Kasten k& € Ny mit Wahrscheinlichkeit Q¥ ({k}). Somit ist Schritt 3
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bedingt auf Q¥ nichts anderes als ein klassisches Bélle-auf-Késten-Werfen,
vergleiche hierzu etwa die Arbeit [53] von Karlin oder den Uberblicksartikel
[38], bei dem man nach den Wiirfen all diejenigen Blocke zusammenfasst,
deren Bille in demselben Kasten k # 0 gelandet sind. Ohne Bedingen kann
man das Bille-auf-Késten-Werfen in Schritt 3 auch als Werfen auf Késten
mit zufélligen Trefferwahrscheinlichkeiten auffassen.

Nun betrachtet man fiir n € N nur die Poisson-Konstruktion 1.3.1 fiir den
Simple n-Coalescent I1™. Der einzige Unterschied ist, dass nun hochstens n
Bille geworfen werden. Betrachte nun Schritt 3 der Konstruktion von IT1(™
bedingt auf Q¥ = (zg,zy,...) fiir # € A und xp = 1 — |z| (fasse Q¥ als
Wabhrscheinlichkeitsvektor auf ). Die Anzahl der Kollisionen, die durch Schritt
3 unter der Bedingung Q¥ = (g, x1,...) erzeugt werden, wird durch die
Anzahl O der belegten Kasten im Bille-in-Késten-Modell mit den n > b
geworfenen Béllen X1( ), e ,an und der Treffer-Wahrscheinlichkeit z fiir
Kasten k € Ny nach oben abgeschitzt (b ist die Anzahl der Blécke direkt vor
Schritt 3). Dies ist klar, da nur dann eine Kollision entsteht, wenn mindes-
tens 2 Bélle in einen Kasten mit Index k # 0 geworfen werden und nur so
viele Bille geworfen werden, wie Blocke unmittelbar vor 7 vorhanden sind,
somit hochstens die genannten n Bélle. Aus [53, Theorem 8, S.395] erhélt
man fiir festes v € A

E(O) =) (1-(1—-z)"), OF ~E(O) (12)

n
1€Ng

P-fast sicher fiir n — oo. Somit erhélt man folgendes Konvergenzergebnis
fiir die Anzahl der Kollisionen, die durch einen Poisson-Punkt (T(i),X (i))
ausgelost werden.

Satz 1.3.3 [34] Sei Il ein Simple PPP-=-Coalescent mit erzeugendem
Poisson-Prozess . Sei n € N und sei C(= C{(TD, X)) die Anzahl
der Kollisionen 1m n-Coalescent in Schritt 3 der Poissonkonstruktion 1.5.1
durchgefuhrt fur einen beliebigen Poisson-Punkt (T®, X)) von . Des Wei-

teren sei Vi\" = D keng | {3 ielnl: X;):k} die Anzahl der verschiedenen in

(X]@)jew vorkommenden Werte. Es gilt i < v und

C(Z V@
lim — i -
n—oo N n—soo N

= 0 P-fast sicher.
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Beweis: Mit den Uberlegungen direkt vor diesem Lemma erhilt man C3) <
17420 Zeige nun lim,,_, % = ( fast sicher.

Sei z € A und 2p = 1 — |z|. Bedingt auf Q¥ = (xg,x,...) ist v =
ZkeNo 1{3 seln: X;.i):k} gerade Oy, ’ und man erhélt

(9) (@)
P(lim W _ 0) = E(P(lim Yoo _ 0/Q)Y)

n—oo N n—oo 1
(x)
_ / P(iim 27— )/142)
A\{o} "o N v(A)
(12) / .1 " v(dz)
= P(lim — 1—(1—2;)")=0 . 13
o PO 300 (=) =0 (13

Stelle }LZENO(I —(1=z)") = fNo ﬂm\yo(di) als Integral beziiglich

des ZahlmaBles uy, auf Ny dar. Dann folgt mit dem Satz fiir majorisierte
Konvergenz

1—(1— )"

T Bl Ul

n—oo J, n

HNg (dl) = 07

da0<1—(1—2a)" < na; fiir i € Ny aufgrund der Bernoulli-Ungleichung
und die Folge (z;);en, integrierbar beziiglich puy, ist. Somit gilt

1
P(lim — E (1—(1—=z)")=0)=1,
n—oo N,
1€Np

da dies eine wahre Aussage ist. Das Ergebnis des Gleichungssystems (13) ist
also P(lim,,_, %

=0) = 1, was zu zeigen war. O
Ein Simple PP P-Coalescent besitzt eine gut handhabbare Struktur. Fiir
spatere Analysen von Simple Coalescents stellt sich somit die Frage, ob man
jeden (Simple) Coalescent IT als einen PP P-Coalescent auffassen kann, d.h.
ob man einen passenden Poisson-Punktprozess konstruieren kann, so dass Il
der dazugehorige PP P-Coalescent ist. Dies ist zumindest fiir bestimmte Sim-
ple Coalescents moglich. Um dies zu zeigen, zeigt man zunéchst eine weitere
Besonderheit bei der Poisson-Konstruktion eines =-Coalescents.

Bemerkung 1.3.4 Se:i Il ein Z-PP P-Coalescent mit erzeugendem Poisson-
Punktprozess ¥, fir den =Z({0}) = 0 gilt. Betrachte das Intensititsmafi L
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von U, genauer das Maf L auf NY. Dieses ist in diesem Fall eine Mi-
schung tber das (nicht notwendigerweise endliche) Maf v(dz) = % von

gemeinsamen Verteilungen P,, v € A, von i.i.d. Zufallsvariablen (fi(x))ieN

mit jeweiligem Zustandsraum Ny. Hat nun Pé(z) Masse x; > 0 in i € Ny
1

(setze xy = 1 — |x|), so kommt dieser Wert nach dem Borel-Cantelli-

Lemma fast sicher unendlich oft in (5@)3»61\1 vor und nach dem starken

j
Gesetz der groffen Zahlen gilt limn_,ooizje[n} 1{5(1)_.} = x; fast sicher.
j =17

Gilt dagegen Pg(z)({i}) = 0, so kommt dieser Wert fast sicher nicht in
1

der Folge (fj(-x))jeN vor. Daraus folgt, dass das Mafs L nur Masse auf

den Mengen Anosingle = {a € Ni|a; # 0 fiir alle j € N} und Agingle =
{a € N0N| lim,, oo % Zje[n] Lig;=0y > 0} hat. Dieselbe Aussage gilt auch, wenn
man in den beiden Mengen a; = 0 (a; # 0) mit a; = k (a; # k) fir k € N
austauscht. Aposingle st eine messbare Menge. Ist 11 ein Simple Coalescent,
so gilt sogar

Px (Anosingle)

(z,z) E(dz) = /1{zem}u(dw) =v(AY) (14)

L(Anosingle) == /

fir das (im Falle eines Simple Coalescents) endliche Maff v(dx) = i(:d;)).

Lemma 1.3.5 Betrachte einen Simple =-Coalescent II mit
P(S; > 0) =1 fir allet > 0. (15)

Dann lisst sich ein Poisson-Punkt-Prozess W' aus I1 konstruieren, so dass I1
ein durch V' konstruierter PP P-Coalescent ist.

Beweis: Die Anzahl |I1;| der Blécke von II; ist monoton fallend in ¢. Somit
ist (15) dquivalent zu P(S; > 0V ¢ > 0) = 1. Sei zunéchst 11 schon ein PP P-
Coalescent mit zugehorigem Poisson-Punktprozess W auf (2, F, P). Konstru-
iere nun V', ohne ¥ zu verwenden.

Notiere alle Sprungzeiten 77 < T, < ... von II. Spriinge kénnen nur durch
Punkte von ¥ ausgelost werden. Da der Coalescent nach (15) zu jedem
Zeitpunkt fast sicher unendlich viele Blocke hat, fiihrt auch jeder Poisson-
Punkt von ¥ nach Bemerkung 1.3.4 zu mindestens einer Kollision. Somit gilt
T, = T fiir die Variablen T, i € N, von .

Betrachte nun Iy, , und Il fiir ¢ € N auf der Einsmenge ' :=
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{S: >0V t>0}. I, , bestehe aus Blocken (A;) ey und Ily, aus Blocken
(Bk)ken- Beide Partitionen haben durch Bedingung (15) fast sicher unend-
lich viele Blocke. In der Poisson-Konstruktion entstehen die Blocke (Bg)ren
aus den Blocken (A;);en, indem man alle Blocke A; mit X ]@ =[fireinl €N
vereinigt und die entstandenen Blocke nach den kleinsten Elementen sortiert.
Betrachte die Partition 7 von N mit den Blocken Cy := {j € N|A; C By}.
Dann gilt fast sicher fiir jedes k& € N entweder Cj := {j € N|4; C By} =

{j = N’XJ@ = l} fir ein [ € N oder Cy, = {k}, wobei im zweiten Fall X]@ =0
fir A; = By, gilt. Dies folgt aus Bemerkung 1.3.4, da fiir fast alle w € Q ei-

ne Zahl in X®(w) = (X;i)(w))jeN entweder unendlich oft oder gar nicht
vorkommt. Die (Cy)ren lassen sich aus IT konstruieren. n = (Cr)ren ist die
Partition von N, die durch die zuféllige Aquivalenzrelation

m~mVmeNudm~nm#n & XV =X"—=]cN

definiert wird. Da (X,(f))neN austauschbar ist, ist 7 eine austauschbare Parti-
tion. Somit existieren nach der Kingmandarstellung die asymptotischen Fre-
quenzen Ay = lim,_,o %, wobei (Cp)ren die Blocke von 1 geordnet
nach absteigender Michtigkeit bezeichnet. Es gilt des Weiteren (Ag)ken =
(QW({k}))ren fast sicher fiir das zufillige MaB Q@ aus (11), da nach dem

starken Gesetz fiir austauschbare Zufallsvariable aus [30]

C
tin ST = i 57 1440y = 748D

jEn

fiir k € N gilt. Hier ist zu beachten, dass sowohl (A;);ey als auch (Q®W({I}))ex
nach GroBe absteigend geordnet sind. Aus (Ag)ren = (QW(1))en folgt auch
— Yien Ai = QU ({0}) fast sicher Somit lisst sich Q) fast sicher aus II

rekonstruieren. Definiere nun Y — [ falls j € Cy(w) mit |C)(w)| > 1 und

Yj(z) := 0 sonst. Dann wird 1 nach Konstruktion auch P-fast sicher durch die
Relation

m~mVmeNund m~nm#n < YV =YD =]ecN

beschrieben. Des Weiteren ist (Y;-(i)) jen austauschbar, dies folgt aus der Aus-

tauschbarkeit von 7. Es gilt auch

lim = 37 10y = Q)

J€[n]
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nach Konstruktion. Somit ist nach dem Satz von de Finetti Y := (Y-(i)) jeN

J
bedingt i.i.d. beziiglich Q¥ und somit gilt X @ L2y, Im Allgemeinen muss
aber nicht X = Y@ gelten, da auf {QW({j}) = QW ({j'})} fiir j,j' € N
die Werte nicht iibereinstimmen miissen. Des Weiteren ist nach Konstruktion
(Y®),cx eine i.i.d. Folge unabhingig von (T})sey. Also gilt

Vo= {(T,YD))ieN} L v

und nach Konstruktion ist IT auch ein durch ¥’ erzeugter PP P-Coalescent.
Sei nun II ein beliebiger Simple Coalescent, der (15) erfiillt. Dann lésst sich
U” analog aus II konstruieren und ist nach obiger Konstruktion (es gehen nur
Verteilungs-, keine Pfadeigenschaften ein) ein Poisson-Punktprozess mit den
gewiinschten Eigenschaften. a

Bemerkung 1.3.6

a) Betrachtet man im Beweis von Lemma 1.3.5 die Konstruktion einer
der Variablen Y9, i € N, so sieht man, dass diese Konstruktion funk-
tioniert, da der Coalescent 11 wvor dem i-ten Sprung oo-viele Blécke
hat. Die Konstruktion funktioniert insbesondere auch, falls nach dem
Sprung nur noch endlich viele Blicke oder keine Singletons mehr vor-
handen sind (bei endlich vielen Blocken sind nur endlich viele Py
grasser als 0). Dies bedeutet, dass man das Verhalten von I1 zum Zeit-
punkt T; (etwa Anzahl Blocke nach dem Sprung, Anzahl der Kollisio-
nen) genauso bestimmen kann wie in einem PP P-Coalescent, falls vor
dem Sprung fast sicher unendlich viele Blicke vorhanden sind. Bedin-
gung (15) muss dafiir nicht erfillt sein.

b) Lemma 1.5.5 ist eine Variante von [71, Proposition 24 fiir die beschrie-
benen Simple =-Coalescents. Die Aussage lisst sich auch fiir Coale-
scents mit Staub und P(S; > 0) =1 fiir alle t > 0 zeigen, nur wird in
diesem Fall die Argumentation etwas unhandlicher (lduft aber analog),
da man den ,,groflen” PP P-Coalescent nicht direkt konstruieren kann.
Im Rahmen dieser Arbeit ist nur die Frage, ob man einen Simple Coale-
scent immer als PPP-Coalescent auffassen kann, relevant. Deswegen
wird hier darauf verzichtet, mehr zu zeigen.

Es lohnt sich fiir spatere Anwendungen, die Zufallsvariable

¢ = inf {t € [0,00)|S, = 0}
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zu untersuchen (setze inf () := o0). Fiir Coalescents ohne Staub gilt ( = 0
fast sicher. Fiir Simple Coalescents besitzt (S;);>¢ cadlag Pfade, dies folgt aus
Bemerkung 1.3.2. Des Weiteren ist (S;);>o monoton fallend. Somit gilt fiir
Simple Coalescents {¢ < t} = {S; = 0} fiir alle t > 0, also ist ( eine Stoppzeit
beziiglich (o(Sy,u < t))i>0 (und damit auch beziiglich (o(IL,,u < t)):>0).
Mit Hilfe der Poisson-Konstruktion lassen sich weitere Eigenschaften von (
zeigen.

Lemma 1.3.7 Sei I = (Il;)i>0 ein Simple =-Coalescent und sei ( :=
inf {t > 0|S; = 0}. Dann gilt

a) ¢< Exp(v(A*)), wobei Exp(0) := 6o,

b) auf [0,¢) lasst sich I1 als ein Z'-PPP-Coalescent (II})o<i<c mit
E(dx) = l{zga-y2(dx) auffassen und

c) fiir die Anzahl C'© der Kollisionen von (p,(I1;))i>0, die zum Zeitpunkt
¢ stattfinden, gilt Cr(f)/n — 0 fast sicher fiir n — oo.

Beweis: OBdA sei II ein PPP-Coalescent erzeugt durch den Poisson-
Prozess U = {(T"W, X()|i € N} auf (Q,F, P). Da II ein Simple Coalescent
ist, benutze man die direkte Poisson-Konstruktion von Il aus ¥ mit den in
diesem Kapitel beschriebenen Eigenschaften. Betrachte die Menge Agjyg1e aus
Bemerkung 1.3.4. Erfiillt der Coalescent vor dem Zeitpunkt 7 noch S; > 0
fir alle t < T®, so wird er nach Poisson-Konstruktion genau dann P-fast
sicher S; > 0 fiir alle T < t < TG+ erfiillen, falls X®) € A, P-fast
sicher gilt. Dies sieht man mit folgender Argumentation ein: (Il;)y<;cpe)
ist aufgrund der Struktur von ¥ unabhingig von X®. Somit bleibt von
den Singletons von Il;¢)_ ein Anteil von lim,, % Zje[n} 1{X§i):0} in Il
iibrig, also gilt nach Bemerkung 1.3.4 fast sicher genau dann S;u) > 0, falls
X0 e Agingle gilt (und somit S; > 0 mindestens bis zum néchsten Sprung
des Prozesses).

Aus dieser Argumentation folgt ¢ = < TW mit H =
inf {Z € N|X @) ¢ Anosingle}- Da U ein Poisson-Punktprozess ist, lésst
sich die Verteilung von ¢ nun leicht bestimmen. Es gilt mit (14)

P(C > 1) = P(W A1 ([0.1] % Aposingie)| = 0) = ¢ 7,

also gilt L Exp(v(A*)). Dies gilt als reine Verteilungseigenschaft auch in
einem beliebigen =-Coalescent, also gilt a).
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Vergleiche nun die zwei eingeschréankten Poisson-Punktprozesse ¥y := ¥ N
([0, 00) X Aposingte) und Wy := W N ([0, 00) X (NY\ Aposingte)). Y1 und ¥y sind
unabhingig, insbesondere ist ¥y ein Poisson-Punktprozess auf R x NY mit
IntensitétsmaB Aoy @ L' mit L'(+) := [ %E’ (dz) (vergleiche mit Bemer-
kung 1.3.4).

Sei nun IT" der aus ¥y konstruierte PP P-Coalescent. ¢ hangt nur von ¥, ab
und ist somit von II" unabhéngig. Des Weiteren gilt IT; = II, fiir alle 0 <t < ¢
nach Konstruktion. Also gilt b).

Aus Bemerkung 1.3.6 a) folgt auch, dass sich % fiir jeden =-Coalescent
pfadweise wie in einem PP P-Coalescent berechnen ldsst. In einem Simple
PP P-Coalescent gilt nach Satz 1.3.3 lim,, C’ff) /n = 0 P-fast sicher fiir die

Anzahl der Kollisionen beim i-ten Sprung T®. Da {limneN ol /n = O} eine
Einsmenge ist fiir alle ¢ € N, folgt mit dem Satz von der totalen Wahrschein-
lichkeit (bedinge auf die Mengen {¢ = T®}, i € N) auch lim,en cO/n =0
P-fast sicher. a

Bemerkung 1.3.8

e Das Lemma zeigt insbesondere, dass jeder Simple Coalescent mit
E(A*) = 0(= v(A*)) Bedingung (15) erfiillt.

o Die Eigenschaften von ¢ gelten auch fiir Coalescents mit Staub. Dies
wird spdter in Satz 2.53.8 gezeigt.

1.4 Der Block-Zihlprozess

Fiir bestimmte Fragestellungen zum n-Coalescent ist es nicht notig, den
gesamten n-Coalescent zu untersuchen. Oft geniigt es, nur den Block-
Zahlprozess (]HE")DQO eines n-Coalescents 1™ zu untersuchen. Dieser Pro-
zess hat die folgenden Eigenschaften.

Satz 1.4.1 [36] Sei n € {2,3,...}, und I ein Z-n-Coalescent. Setze
Zo = lgagopE und a = Z({0}), also = = ady + Zo. Dann ist der
Block-Zihlprozess (|T1y|)=0 von I ein Markov-Prozess mit Zustandsraum
([n], o([n])) und Startverteilung o,. Der Prozess ist ein reiner Todesprozess
mit absorbierendem Zustand 1. Die Ubergangsraten

PO = k
gu = lim (I | = k)

, n,keNk<n,
tN\O t

30



(n)
und die totale Rate g, = limpy M = Zke[n_l] gni des Block-
Zihlprozesses haben die Form

gnk_a( )1{k =n— 1}+/ ank] — ))a TL,]{?EN,]{?<TZ, (16)

g = a(0)+ [ (1-a-l) - X @ )2 )
(2) /A . (z,7)

mzt fnkj(l') = Zzl ..... jEN Z Ny, jEN W(l — |$|)k_jl'?11 .. JIZJ

i<+ <l ny+-- +n —n k+3

und hyj(x) = ( (1 |x|)" I3 iyeijen Ty oy, Ist I ein A-Coalescent,

verschleden

so lassen sich die Raten auch als

Gk = (k . 1) 4 LT A=A, (18)
g = /[01] 1—(1—w)"—nu(l—u)"! Aldu) (19)

02
fir k € [n — 1] schreiben.

Beweis: Es geniigt, die Rosenblattbedingung fiir Raten aus [21] nachzuwei-
sen. Die Rosenblattbedingung ist eine hinreichende Bedingung dafiir, dass
eine Funktion eines Markov-Prozesses wieder ein Markov-Prozess ist und sie
gibt auch die Raten des neuen Prozesses an. Wir betrachten I unter der
Abbildung | - |. Fiir die Rosenblattbedingung muss man hier nachweisen,
dass fir n,l,k € N, k <1 <mn,n € E, mit |n| = [ die Summe Z‘g&e& Qe

von Ubergangsraten (ne VO 1 nur von [, nicht aber von der Wahl von 7
mit [ Blécken abhingt (fir £ € E,, gilt ge¢¢ = —qe, wobei ¢¢ die totale Rate
von II™ an der Stelle & bezeichnet). Dies zeigt man so: Man sieht, dass nur
dlejenlgen Raten g,¢ ungleich 0 sein konnen, bei denen £ durch Vereinigen
von einer oder mehrerer Mengen von Blocken von n entsteht. Betrachte nun
auch die i-Coalescents 1) := (pm(H( )))t>0 fir ¢ € [n]. Nach Bedingung 3
aus Definition 1.1.7 ist die Rate fiir beliebige Ubergange von einer Partition
mit [ Blocken zu einer Partition mit k Blocken, bei denen jeweils gleich grofie
Mengen von Blb'cken zu jeweils einem Block vereinigt werden, identisch in
allen Prozessen I1®) fiir i € {I,...,n}. Vergleicht man nun n € E, mit || = [
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mit Diag; € E;, so folgt

Z dne = Z Qne = Z dDiag;¢>5

§€E |¢|=k E€Ey, |¢|=kn—¢ §Ely, €=l

wobei n — & bedeutet, dass & aus 1 durch Vereinigung von Blocken von 7

entsteht (hier werden der Einfachheit die Raten von I1), 4 € [n], immer mit

qee fiir ¢,€ € E; bezeichnet). Die Summe ) cer, gpiag,e héngt offensichtlich
l&l=k

nicht von der Wahl von n € E,, ab. Also ist nach der Rosenblatt-Bedingung

(|H§")|)t>0 ein Markovprozess mit Raten g, = Z‘gel]&}é Qne fiir ein n € E,, mit
> E

In| = I. Alle anderen Aussagen bis auf die expliziten Darstellungen der Ra-
ten folgen sofort aus der Definition des Prozesses als Anzahl der Blocke eines
n-Coalescents.

Die Darstellung (17) der totalen Rate des Block-Zéhlprozesses eines =-
Coalescents findet sich in [79, Gleichung 70]. Analog findet man die explizite
Darstellung von g,,;. Definiere dazu Xi($) = Zje[n] 1{§§m):i} fiir « € Ny, wo-
bei (gj(x))jEN ii.d. Zufallsvariablen sind mit P(éx) =1i) =ua; fiiri € N
und P({%x) =0) = 1—|z| fiir v € A (€@ taucht auch in Kapitel 1.7
auf). Sei (Ay, ..., 4;) eine Partition von [n]. Sei Part((é’i(x))ie[n]) die durch
die Aquivalenzrelation

i~iVieNundi~jizj <& =640

fiir 4, j € N definierte Partition von [n]. Betrachte die Darstellung der Raten
von I1™ aus Theorem 1.1.12 (ab jetzt werden die Raten qne fiir n,§ € E,
wieder als A(n; ki, ..., k) fiir geeignete Argumente wie in Definition 1.1.7
geschrieben). Durch Vergleich mit der Definition von Part((f‘i(x))ie[n]) erhélt
man, dass fir n € N, ki > ... > ky, > 2,7 € Nomit n =7+ 37, o k; fiir
die Rate A(n; ki, ..., ky)

Ak, k)

= algmoip2) + / P(Part(({i(x))ie[n}):(Al,...,Al)>
A

gilt, wobei eine Partition (Ai,...,A4;) mit [ = m + r und {|A;|]i € [I|}
{k1,... km,1,...1} gewdhlt wird. Summiert man (20) iiber alle n =
(A1,...,A;) € E, mit genau k Blocken, erhélt man auf der linken Seite
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von (20) nach der Rosenblattbedingung ¢,,. Auf der rechten Seite von (20)
zieht man die Summe als Vereinigung in den Integranden und erhé&lt

P U {Partl€ien) =1} ) = P(XE+ 3 1oy = B).
=1

77€]En,|77|:k

da fiir jede 0 in (§(z))ie[n] jeweils ein Block von Part((@(z))ie[n]) entsteht, fiir

jede andere Zahl ¢ € N aber nur ein Block entsteht, wenn diese in (fi(x))ie[n]
mindestens einmal vorkommt. Die beschriebene Summation von (20) liefert

also fir n € Nund k € [n — 1]

e = () lemnn [ PO+ D 1000y = 1) T 21

da der erste Summand aus (20) bei der Summation fiir alle Partitionen vor-
kommt, die genau zwei Blocke vereinigen (k = n — 1 bzw. m = 1,k = 2);
dies sind (}). Man erhélt

(@) — k) = =k = =J
P(Xo +21{X§”)21} _k> B ZP<XO _k_]’zl{&mzl} _j>

jE[k]
= YN Px? =k, XY >1VIel, X =0V ieN\I)
i< i
n! ' ,
= 5 1— |z k—J.r;ll‘__x;L‘]’
]EZ[’C]ZIVZ ,Z (k_j)!nll-..nj!< ‘ |) 1 J

i1 <-<ij nyte- Fnj=n— (k—3)

wobei - die Anzahl der Moglichkeiten ist, dass die Zufallsvariablen

k j)'n 1.
(éx), o (z)) Jewells n; mal den Wert 4; und £ —j mal den Wert 0 annehmen.
Dies Zeigt Darstellung (16).

Im Fall eines A-n-Coalescents finden sich die Formeln fiir die Raten g,, und
gnk 10 [71, S. 1886]. Sie lassen sich aber auch direkt aus den Raten im Z=-
Coalescent-Fall vereinfachen, da in diesem Fall = auf ([0, 1],0,0, . ..) konzen-
triert ist. Somit trigt fiir die Raten g,; nur der erste Summand f,;; in (16)
zum Integral bei und es gilt fo1 = (") (1 — w)* 'u""*1. Dies zeigt (18),
da (z,z) = 2% gilt fiir z € ([0, 1],0,0,...). (19) folgt analog aus (17). O
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Bemerkung 1.4.2 Die totalen Raten des Block-Zihlprozesses (|H£n)|)t20 ei-
nes n-Coalescents 11" sind auch die totalen Raten von II™ | da in beiden
Fillen einfach alle Ubergangsraten gny, k € [n — 1], bzw. gye, 0, € B,
addiert werden, um die totale Rate zu erhalten. Da aber die Raten g,
k € [n— 1], gerade derart aus Summation der Raten von I1™ entstehen,
dass jede Rate von TIU™ in genau einer Berechnung einer Rate Gnp auf-
taucht, sind die totalen Raten beider Prozesse gleich. Anschaulich ist das
auch klar, da die totale Rate der Parameter der Ezxponentialverteilung ist,
die die Verteilung der Wartezeit auf das erste Ereignis im n-Coalescent bzw.
im Block-Zdihlprozess ist. Dies zeigt insbesondere, dass die Wartezeit T, auf
den ersten Sprung in I auch die Wartezeit auf den ersten Sprung im
Block-Zdhlprozess (|H£n)|)t20 ist. Um T,, zu untersuchen, geniigt es also, nur
den Block-Zihlprozess zu untersuchen.

Bemerkung 1.4.3 Mit den Raten gni, k € [n — 1], und g, aus Satz 1.4.1
lassen sich die Ubergangswahrscheinlichkeiten der Sprungkette (X;(gn))keNo des
Block-Zihlprozesses |11 := (|H§n)|)t20 angeben. Es gilt

gl

PO =1\ = k) = "

firk e n],l€[k—1] und i € N.

1.5 Der n-Coalescent als zufilliger Baum

Man kann den n-Coalescent in folgender Weise als einen zufélligen Graphen
mit zufilligen Kantenlingen auffassen. Sei I ein n-Coalescent. Betrach-
te die verschiedenen nacheinander angenommenen Zustande mq, ..., € E,
der Sprungkette von II. Dann ist die Menge der verschiedenen Blocke von
7, ..., Tr die Menge der Knoten des Graphen. Zwischen zwei dieser Blocke
A und B gibt es genau dann eine Kante, falls A C B und B als Block des n-
Coalescents durch Kollision von mehreren Blocken entstanden ist, zu denen
A gehort, oder wenn dieselbe Bedingung fiir getauschte Rollen von A und B
gilt. Die Linge dieser Kante ist die Aufenthaltszeit, wihrend der II™ den
Block A besitzt, falls A C B ist; andernfalls ersetze A durch B. Fasse den so
konstruierten Graphen als einen Baum mit Wurzel Block [n] auf. Die Blétter
des Baumes sind alle Knoten mit Grad 1, dies sind gerade die externen Kno-
ten, also die Blocke {i}, i € [n]. Alle Kanten des Baumes werden mit der

Richtung ausgestattet, die zur Wurzel zeigt, d.h. dem Zeitverlauf in (H,E”))tzo
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folgend. Man kann aus den Pfaden des zufélligen Baumes die Pfade des n-
Coalescents rekonstruieren, somit ist die Darstellung als Baum dquivalent zur
Darstellung als partitionswertiger Prozess. Im Folgenden werden die Kanten
dieses Baumes als Zweige und die externen Knoten als Blétter bezeichnet.
Die Kanten, die an einen externen Knoten, also an ein Blatt anschliefen, hei-
Ben externe Zweige. Der i-te externe Zweig ist derjenige, der an Blatt ¢ € N
anschliefft. Andere Zweige heiflen interne Zweige.

Betrachtet man II™ als zufilligen Graphen, so lisst sich eine anschauli-
che Reformulierung von Natural Coupling (siehe Satz 1.2.1) und Temporal
Coupling (siehe Satz 1.2.3) finden. Sei M C [n]. Natural Coupling ldsst sich
jetzt folgendermaflen umformulieren: Bildet man den Unterbaum des durch
1™ gegebenen Baumes, der von den Blittern {i} fiir i € M erzeugt wird
(d.h. man fithrt die oben beschriebene Konstruktion nur fiir die Zustidnde
mNM,... 7m0 M in der Restriktion p, p(II™) durch), so ist dieser verteilt
wie der Baum eines |M|-Coalescents mit denselben Raten (nach Umnum-
merierung). Temporal Coupling lisst sich im durch I gegebenen Baum
so formulieren: Schneidet man den Teil des Baumes ab, der der Entwick-
lung von (H§”’)t20 in der Zeit von 0 bis einschliesslich des ersten Sprunges
entspricht, so ist der verbliebene Teilbaum genauso verteilt wie der Baum
eines I-Coalescents, wobei [ die Anzahl der Blocke von II(™ nach dem ersten
Sprung ist.

1.6 Der n-Coalescent als stochastisches Modell

Sein € N. Im letzten Abschnitt 1.5 wurde gezeigt, dass man den n-Coalescent
als einen zufilligen Baum auffassen kann. Dies fithrt anschaulich zu der fiir
die Anwendung wichtigsten Interpretation der n-Coalescent-Prozesse. Ein n-
Coalescent lésst sich als ein (approximatives) Modell fiir den Stammbaum
einer Stichprobe von n Individuen aus einer sehr grofien haploiden (= einge-
schlechtlichen) Population mit nicht iiberlappenden Generationen auffassen,
deren GroBe iiber die Zeit konstant bleibt (unter bestimmten Bedingungen
an die Population und ihrer zu Grunde liegenden Reproduktionsstruktur).

Kingman fiithrte 1982 den Kingman-n-Coalescent in [57] als ein approxima-
tives Modell fiir den Stammbaum einer n-elementigen Stichprobe einer sehr
grofien Population (Populationsgroie N >> n) ein, deren Reproduktionsme-
chanismus durch ein Wright-Fisher-Modell mit fester Populationsgrofie N
gegeben ist. Préziser formuliert betrachtet man fiir jedes feste N € N mit
N > n eine Population mit der festen Gréfle von N Individuen zu den Zeit-
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punkten/Generationen z € Z. Generation z + 1 besteht aus den Kindern der
Individuen aus Generation z, die Individuen aus Generation z werden aufler-
halb der eigenen Generation nicht betrachtet. Betrachte nun die N Individuen
aus Generation z € Z. Diese reproduzieren sich nach den Regeln eines Wright-
Fisher-Modells, d.h. jedes Individuum aus Generation z+1 wéhlt sich zuféllig
seinen Elter/Vorfahr aus den Individuen der Generation z aus. Aquivalent
bedeutet dies, dass die N (nummerierten) Individuen {1,..., N} der Gene-

ration z jeweils eine Anzahl Kinder v(*) = (ufz) s I/](\?)) bekommen, wobei

die Verteilung von V](\',Z) eine symmetrische Multinomialverteilung mit Para-
metern N und N ! ist. Die Art der Nummerierung der Kinder ist im Prinzip
unwichtig; ziehe die Nummern etwa einfach aus [IN] ohne Zuriicklegen. Die
Reproduktion jeder Generation z soll unabhéngig von den Reproduktionen
aller anderen Generationen vonstatten gehen, also ist ((9)).cz i.i.d.. Damit
sind die Vorfahren jedes Individuums in jeder vorhergehenden Generation
definiert. Nun betrachtet man fiir eine feste Generation z € 7Z, etwa z = 0,
n Individuen, etwa die Individuen [n]. Bilde nun den E,-wertigen Prozess

(R&N))%N, dessen Zustand RYY) durch die Aquivalenzrelation
1~ j < 1,7 haben gemeinsamen Vorfahr in Generation z — n

gegeben ist. Einen solchen Prozess nennt man auch diskreten n-Coalescent.
Dann gilt (siche [57, S.31])

fir N — 0o, wobei II™ einen Kingman-n-Coalescent bezeichnet. Anschau-
lich fasst man also bei der Approximation die Verwandtschaftsbeziehungen
von N Generationen in eine Zeiteinheit des n-Coalescents zusammen.

Das Wright-Fisher-Modell ist ein wichtiges Modell in der Populationsgene-
tik, auch da es mathematisch sehr gut analysierbar ist (und auch ausfiihrlich
analysiert wurde). Es existiert eine Vielzahl von alternativen Populations-
modellen einer haploiden Population mit iiber die Generationen konstanter
Populationsgrofie. Betrachte etwa die Klasse der Cannings-Modelle, dies sind
Populationsmodelle mit folgenden Eigenschaften:

a) feste Populationsgrosse N € N,

b) nicht iberlappende Generationen,
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¢) austauschbare Kinderzahlen v(*) := (V}Z), . ,y](\f)) fiir jede Generati-

on z € Z, wobei (v*)).ez eine iid. Folge ist. 1

{0,...,N} an fur [ € [N] und z € Z.

nimmt Werte in

a) bedeutet >y, v#) = N fiir alle z € Z. Das Wright-Fisher-Modell ist ein

spezielles Cannings-Modell.

Wihle n € N und betrachte fiir jedes N > n ein Cannings-Modell mit Repro-

duktionsstruktur (v*™),cz. Bilde nun zur Stichprobe [n] wie im Falle des

Wright-Fisher-Modells fiir jedes N > n den diskreten n-Coalescent (REN)),;ZO.

Dann gilt nach [69, Theorem 2.1, S. 1551], dass unter den Voraussetzungen
_ Varef™)

[ thA)OO CN = 0 mit CN = N1

0,N 0,N
i BN )y (),
® |IMMN o Nk1+...+kj,jCN

k2 2k 22,

existiert fiir alle j € N, ky,...,k; € N mit

wobei () = z(z —1)---(z — k+ 1) fir x € R, &k € N das absteigende
faktorielle Produkt ist, fiir n — oo

(R{), im0 =TI (22)
gilt, wobei II(™ ein eindeutig bestimmter Z-n-Coalescent ist. Anschaulich
fasst man beim Grenziibergang die Verwandtschaftsbeziehungen in [n] von
~ |cy'] Generationen im Cannings-Modell in einer Zeiteinheit von 1™ zu-
sammmen. Durch spezielle Wahlen der Cannings-Modelle fiir N € N kann
jeder Z-n-Coalescent I1™ mit Z(A) = 1 als Grenzprozess in (22) vorkommen
(Andert man in (22) zusétzlich die Zeitskalierung geeignet, kann sogar jeder
E-n-Coalescent als Grenzprozess vorkommen).
In vielen Féllen wird der Stammbaum der Stichprobe [n], also der dis-
krete n-Coalescent, fiir grofe N gut durch den Kingman-n-Coalescent ap-
proximiert. Kingman zeigt in [57, S. 35], dass falls die Cannings-Modelle
limy_ oo Var(z/fo’N)) = 0% < oo erfiillen und VfO’N) nur endliche Momente
besitzt, der Stammbaum der Stichprobe immer noch durch den Kingman-
Coalescent approximiert wird (anstatt N Generationen muss man aller-
dings 072N Generationen zu einem Zeitschritt zusammenfassen). In [63]
findet sich folgendes Kriterium (Mohle’s lemma) fiir die Konvergenz von
Cannings-Modellen im Sinne von Gleichung (22) gegen den Kingman-n-

Coalescent. Falls limy_, E((V§O7N))2)/(N2CN) = 0 gilt, so gilt auch (22) mit
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einem Kingman-n-Coalescent I1™ (es gilt fiir Stichprobengréfe n > 3 sogar
Aquivalenz). Dieses Kriterium ldsst sich veranschaulichen: cy ist die Wahr-
scheinlichkeit, dass im Cannings-Modell fiir Populationsgréfie N zwei zufillig
ausgewéhlte Individuen in einer Generation z einen gemeinsamen Vorfahr in
der vorhergehenden Generation z — 1 besitzen und E((V£O7N)>2) /N? ist die
Wahrscheinlichkeit, dass drei zuféllig ausgewéhlte Individuen in Generation
z einen gemeinsamen Vorfahr in Generation z — 1 besitzen. Das Kriterium
vergleicht nun einfach diese beiden Wahrscheinlichkeiten miteinander.
Folglich wird gerade in biologischen Anwendungen der Kingman-n-
Coalescent als Standard-Stammbaum verwendet, da in vielen Reprodukti-
onsmechanismen ein einzelnes Individuum nur mit geringer Wahrscheinlich-
keit extrem viele Kinder bekommen kann, wobei extrem viele Kinder etwa
v L pN fiir N = oo und p € (0,1] bedeuten kann. Betrachtet man aber
Modelle mit solchen ,,extremen” Reproduktionsmechanismen, diese kénnen
etwa bei maritimen Lebewesen vorkommen, so ist der Kingman-n-Coalescent
keine gute Approximation des diskreten n-Coalescents (vergleiche hierzu [3],
[19] oder [45]). In solchen Féllen ist es sinnvoller, den Stammbaum der Stich-
probe durch einen geeigneten Z-Coalescent zu approximieren, siehe etwa [29]
oder fiir statistische Fragenstellungen [15].

Im Rahmen dieser Arbeit werden meist der Bolthausen-Sznitman-Coalescent
oder Coalescents mit Staub betrachtet. Der Bolthausen-Sznitman-n-
Coalescent taucht in einigen Anwendungen und mathematischen Modellen
auf. Bolthausen und Sznitman fithren ihn in [18] im Zusammenhang mit der
Spin-Glass-Theorie ein. Der Bolthausen-Sznitman-Coalescent lédsst sich auch
aus der Genealogie des Continuous-State-Verzweigungsprozesses von Neveu
konstruieren (sieche [13]), der ebenfalls im Bereich der Spin-Glass-Theorie
eine Rolle spielt. Anschaulich lisst er sich (nach Transformation der Zeitska-
len) als ein approximativer Verwandtschaftsbaum einer Stichprobe von Spin-
Konfigurationen im CREM (continuous random energy model) von Bovier
und Kurkova [20] auffassen. Ein Uberblick zu diesen und verwandten (physi-
kalischen) Modellen, in denen der Bolthausen-Sznitman-n-Coalescent in ver-
schiedener Form auftaucht, findet sich in [6, Kapitel 6.2 und 6.3]. Ein weiteres
mathematisches Modell, dass ebenso in Verbindung mit Spin-Glass-Modellen
steht, ist das System von verzweigenden Brown’schen Bewegungen mit ne-
gativem Drift aus [10]. Hier taucht (im fast kritischen Fall) der Bolthausen-
Sznitman-n-Coalescent als Grenzwertprozess von Stammbé&umen einer Stich-
probe von n Brown’schen Bewegungen auf. Der Bolthausen-Sznitman-n-
Coalescent taucht in [81] als Grenzprozess I von diskreten n-Coalescents
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wie in (22) auf, wobei fiir N > n das Canningsmodell durch N-faches Zichen
ohne Zuriicklegen aus den Nachkommen eines geeigneten Galton-Watson-
Bienaymé-Verzweigungsprozesses entsteht (hier wird das Canningsmodell nur
fiir die Generationen 0, —1,. .. definiert).

n-Coalescents mit Staub tauchen etwa als Grenzprozesse fiir diskrete n-
Coalescents in Populationen auf, in denen einzelne Individuen mit moderater
Wahrscheinlichkeit sehr viele Kinder bekommen kénnen. In [29] werden be-
stimmte Cannings-Modelle mit Populationsgrofle N > n vorgestellt, die mit
gewisser Wahrscheinlichkeit einem Individuum erlauben, pN Kinder zu be-
kommen (p € (0,1) NQ, pN muss im Modell ganzzahlig sein, also geht man
am besten auf eine geeignete Teilfolge tiber). Die diskreten n-Coalescents
mancher dieser Modelle erfiillen (22) derart, dass II™ ein A-n-Coalescent ist
mit A = ¢dg mit ¢ > 0 und d € (0,1]'. Ein Dirac-Z-n-Coalescent lisst sich
auch als Grenzprozess von verzerrten Canningsmodellen wie in [47, Beispiel
5.2] gewinnen, wenn man diese geeignet mit dem trivialen Cannings-Modell
mischt (im trivialen Canningsmodell bekommt jedes Individuum genau ein
Kind). Analog zu Beispiel 1.1.19 ist II™ in diesen Féllen (A = cd4 fiir ¢ > 0,
d € A geeignet) die Restriktion eines Coalescents mit Staub auf [n] (sogar
eines Simple Coalescents, vergleiche Beispiel 1.1.21). In [47, S.550] taucht
ein weiterer Simple Coalescent auf, der Kingman-Dirichlet-Coalescent, dessen
charakterisierendes MaBl = die Form Z(dx) = (z, z)v(dx) fir ein Wahrschein-
lichkeitsmafl v auf A besitzt (v kann iiber die Kingman-Dirichlet-Verteilung
definiert werden). Auch in anderen Modellen, etwa dem Modell fiir Populatio-
nen in einem rdumlichen Kontinuum von Barton, Etheridge und Véber aus [4]
oder den verallgemeinerten Insel-Cannings-Modellen aus [85], tauchen Sim-
ple Coalescents als Grenzprozesse von Stammbaumprozessen auf (siehe [4,
Theorem 3.7, S.176] und [4, S. 204] sowie [85, Proposition 4.1, S.280] und [85,
Beispiel 5, S.281-286]). Die Klasse der §(2 — a, a)-Coalescents fiir a € (0, 1),
dies sind nach Beispiel 1.1.19 Coalescents mit Staub, lassen sich wiederum
aus der Genealogie von a-stabilen Continuous-State-Verzweigungsprozessen
konstruieren, siche [16].

Bemerkung 1.6.1

e Fs gibt noch weitere Modelle, in denen der Bolthausen-Sznitman-n-
Coalescent oder ein n-Coalescent mit Staub vorkommt. Hier wurden

!Eine Verallgemeinerung der Modelle aus [29], so dass auch =-n-Coalescents mit si-
multanen multiplen Kollisionen als Grenzwertprozess vorkommen kénnen, findet sich in

[77].
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nur solche Modelle vorgestellt, fiir die der betreffende n-Coalescent als
ein Stammbaum aufgefasst werden kann, d.h. die Genealogie von Indi-
viduen/Elementen aus irgend einer Population beschreibt.

e Fine Finfiihrung tiber die biologische prendung der n-Coalescents fin-
det sich in [46], [84] oder [87]. Einen Uberblick tiber die mathematische
Analyse der A-Coalescents liefert [6].

Da der n-Coalescent als Approximation des Stammbaums der Individuen
aus einer n-elementigen Stichprobe in einem Populationsmodell einer sehr
groflen Population verwendet werden kann, benutzt man auch in rein mathe-
matischen Anwendungen die biologische Terminologie, also bezeichnet man
N als die Population, [n] als Stichprobe und alle i € [n] respektive i € N als
Individuen. Die Wurzel des Baumes wird auch als der jiingste gemeinsame
Urahn (most recent common ancestor, kurz MRCA) bezeichnet.

1.7 Coalescent mit Mutation

Sei TI™ ein ZE-n-Coalescent. TI™ wird als Modell fiir den Stammbaum der
Stichprobe [n] einer unendlich grofien Population N angesehen (vgl. Kapitel
1.6). Ein realistisches Modell einer Population, besonders im Hinblick auf
genetische Fragestellungen, muss auch einen Mutationsmechanismus bein-
halten. Sei dazu n € N und II gegeben. Dann setze bedingt II™ auf den
Kanten des durch I1™ gegebenen Baumes Punkte eines auf diesen Kanten de-
finierten Poisson-Prozesses Mu™ mit Intensititsrate r > 0, der unabhéngig
von II™ ist. Fiir diese Zwecke betrachten wir jede (gerichtete) Kante des
Graphen als halboffenes reelles Intervall der Form [0,1), wobei [ die Lénge
der Kante ist. Jeder Punkt wird als Mutation bezeichnet. Man nennt r auch
die Mutationsrate. Im Folgenden wird ein n-Coalescent mit Mutation als
(II™, Mu™) geschrieben.

Sei nun IT ein =-Coalescent und 1™ := (p,(I1;);>0) fiir n € N. Betrachtet
man die Folge der durch (II(™), ey gegebenen Biaume und auf diesen jeweils
durch Poisson-Punktprozesse Mu™ gegebene Mutationen, dann sollte auch
die Mutationsstruktur (pfadweise) konsistent sein, d.h. dass die durch Mu™
gesetzten Mutationen auf dem von p,,(Il;);>, m € [n| gegebenen Baum pfad-
weise identisch sind mit den durch Mu™ gesetzten Mutationen auf dem von
1™ gegebenen Unterbaum, der nur von den Blittern {i}, i € [m] erzeugt
wird (in der auf Seite 35 beschriebenen Weise). Eine solche Mutationsstruk-
tur wird hier pfadweise konsistent genannt. Eine Moglichkeit, eine pfadweise
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konsistente Mutationsstruktur auf (II™),,cy zu konstruieren wird im Folgen-
den beschrieben.

Betrachte einen =-Coalescent IT und eine Folge (P;);en von homogenen i.i.d.
Poisson-Punktprozessen auf [0, o) mit Intensitdtsrate r > 0, die unabhéngig
von II sind. Fiir jede endliche Teilmenge M C N mit m := max M setzt man
auf folgende Weise die (Mutations-)Punkte auf den durch (pps(I1;))i>0 gege-
benen Baum. Dieser Baum ist pfadweise der durch M erzeugte Unterbaum
des von T1™) erzeugten Baums (Konstruktion siehe wieder Seite 35). Auf
diesen von I10™ erzeugten Baum setzen wir pfadweise Mutationen wie folgt.
Setze zunéchst fiir jedes i € [m] auf den i-ten externen Zweig mit Linge B
die Punkte von P; aus |0, E,(ﬁ)) in Richtung des jeweiligen externen Zweiges.
Sei nun [ eine innere Kante des Baumes. Sei A der Anfangsknoten von I. Die

Lénge von [ betrigt f—«, wobei « := inf {t € [0,00)| A ist Block von Him)}

und S := sup {t € [0, 00)|A ist Block von Hgm)}. Dann setze als Mutationen

langs I die Punkte von P, auf [a, ), wobei a := min{A}. a ist also das
Individuum mit der kleinsten Nummer aus Block A. Auf diese Weise liefert
(Pi)ien eine pfadweise konsistente Mutationsstruktur auf (II(™),ex.

Im Rahmen dieser Arbeit werden nur =-Coalescents mit pfadweise konsis-
tenter Mutationsstruktur betrachtet, diese werden kurz (Z-)Coalescent mit
Mutation genannt.

Bemerkung 1.7.1 [34] Ist 11 ein Coalescent mit Mutation, besitzt 11 also
eine pfadweise konsistente Mutationsstruktur mit Mutationsrate r > 0, so
lasst sich daraus ein Familie von homogenen i.i.d. Poisson-Punktprozessen
(P))ien auf [0,00) mit Intensititsrate r > 0 konstruieren. Dies erreicht man,
indem man fir alle n € N die Mutationen auf den Zweigen der durch
((pn(I1))i>0)nen gegebenen Biume in derselben Weise riickwirts auf [0, 00)N
anordnet wie in der eben beschriebenen Konstruktion. Dadurch erhdlt man
auf der i-ten Kopie von [0,00) aus [0,00)N nur Punkte/Mutationen eines ho-
mogenen Poisson-Punktprozesses mit Intensitdtsrate r bis zu einem zufdlligen
Zeitpunkt T;, ndmlich dem Zeitpunkt, an dem das Individuum i zum ersten
Mal mit einem Indiwviduum 7 mit 7 < 1 kollidiert oder 11 den absorbieren-
den Zustand ([0o]) erreicht. T; kann auch endliche Werte annehmen. In die-
sem Fall setzt man auf [T;,00) Punkte nach einem unabhingigen homoge-
nen Poisson-Punktprozess auf [0,00) mit der gleichen Intensititsrate. Auf-
grund der Eigenschaft von Poisson-Punktprozessen, auf disjunkten Mengen
unabhdngige Punkte in diesen Mengen zu generieren, sind die so zusammen-
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geklebten Punktprozesse wiederum unabhdingige Poissonprozesse auf [0, 00).
Man kann also oBdA annehmen, dass ein Coalescent mit Mutation bzw. mit
pfadweise konsistenter Mutationsstruktur auf die vor dieser Bemerkung be-
schriebene Art und Weise konstruiert worden ist.

Fasse nun den von I1™ gegebenen Baum als Stammbaum der Stichprobe [n]
auf. Die Mutationsstruktur kann auf verschiedene Weisen interpretiert wer-
den. Im Rahmen dieser Arbeit wird die Mutation immer als neutral angese-
hen, d.h. die Mutationen haben keinen Einfluss auf die Reproduktionsstruk-
tur. Mathematisch entspricht dies der Unabhéngigkeit von 1™ und Mu®™.
Welchen Einfluss haben nun die Mutationen auf die genetische Struktur der
Stichprobe bzw. wie bestimmt man die genetische Struktur der Stichpro-
be? Grundsétzlich geht man davon aus, dass jedes Individuum einen Typ
besitzt. In genetischen Fragestellungen ist dies meist die Struktur des gesam-
ten Genoms oder eine bestimmte Kombinationen von Ausprigungen (Alle-
le) mehrerer Gene/Loci im Genom. Diese Typen werden durch Mutationen
verdndert. Im Rahmen dieser Arbeit werden zwei Mutationsmodelle betrach-
tet. In jedem dieser Modelle bestimmt man den Typ eines Individuums aus
der Stichprobe [n] zum Beobachtungszeitpunkt ¢ = 0, indem man den Weg
vom Blatt ¢ zur Wurzel (jiingster Urahn bzw. MRCA) verfolgt und bei jeder
Mutation auf diesem Weg den Typ auf die im jeweiligen Modell beschriebe-
ne Weise verdndert. Liegt eine Mutation auf mehreren Wegen, so verédndert
sie den Typ jedes Individuums, auf dessen Weg sie liegt, immer auf dieselbe
Weise. Interpretiert man die Knoten im Baum als Reproduktionsereignisse
in der Vergangenheit und die Zweige als Vorfahren (und die Lénge als die
Dauer zwischen Geburt und Reproduktion, vgl. Abschnitt 1.5), so ist dieses
Vorgehen einleuchtend, wenn man annimmt, dass jedes Individuum seinen
Typ an alle Nachkommen vererbt. Hier werden zwei Modelle betrachtet,

o das Infinitely-Many-Sites-Modell (siehe [54]) und
e das Infinitely-Many-Alleles-Modell (siehe [24])

Im ersten Modell nimmt man an, dass jede Mutation einen anderen Ab-
schnitt/Locus des Genoms betrifft und diesen verdndert. Der Typ eines In-
dividuums wird dann durch die Angabe der im Genom dieses Individuums
mutierten Abschnitte/Loci angegeben. Im zweiten Modell nimmt man an,
dass der Typ bei jeder Mutation so verdndert wird, dass ein neuer Typ ent-
steht, der davor nicht in der Population vorgekommen ist. Beide Modelle
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verdndern also bei jeder Mutation den Typ der betroffenen Individuen. Das
Infinitely-Many-Sites-Modell beinhaltet mehr Information als das Infinitely-
Many-Alleles-Modell. Ignoriert man im Infinitely-Many-Sites-Modell die An-
gabe, welche Loci mutiert wurden und unterscheidet nur, ob die Individuen
sich hinsichtlich mutierter Loci unterscheiden, so erhélt man das Infinitely-
Many-Alleles-Modell.
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2 Funktionale von n-Coalescents

2.1 Funktionale von n-Coalescents

Sei n € N und sei II™ ein Z-n-Coalescent. Viele der Fragestellungen iiber
n-Coalescents sind Fragestellungen iiber Funktionale dieser Prozesse. Auf-
grund der Interpretationen des n-Coalescents als partitionswertigen Markov-
Prozess, als zufilligen Graphen und/oder als Stammbaum der Stichprobe [n]
lassen sich Funktionale definieren und untersuchen, die Fragestellungen aus
dem jeweiligen Bereich wiedergeben. Funktionale sind derzeit von starkem
Interesse im Gebiet der Coalescent-Theorie. Als Funktional wird hier eine
Abbildung bezeichnet, die jedem Pfad von II(™ eine Zahl zuordnet. Einige
interessante Funktionale sind in den néchsten zwei Definitionen beschrieben,
wobei die Funktionale danach geordnet sind, ob sie von der Mutationsstruk-
tur abhéngen. Fiir die prisentierten Funktionale werden mitunter verschie-
dene Definitionen gegeben, diese sind synonym.

Definition 2.1.1 (Funktionale von n-Coalescents)
Sein € N und 11 ein Z-n-Coalescent. Definiere

1) J, := min{k € N|X, = ([n])} als die Anzahl der Springe der Sprung-
kette (X)ken von ™ bis zum Erreichen des absorbierenden Zustands

([n]),

2) C, als die Anzahl der Kollisionen in 11" bzw. die Anzahl der Nicht-
Blitter-Knoten im durch TI™ gegebenen Baum,

3) Ly, als die Gesamtlinge aller Zweige des durch I gegebenen Baumes
bzw. die Gesamtlinge dieses Baumes,

4) Tp :=inf {t € [0, 00)[I™ = ([n])} als die Absorptionszeit von T1™ | die

Héhe des durch TI™ gegebenen Baumes bzw. die Zeit zuriick bis zum
gingsten Urahn (MRCA),

5) E, als die Linge eines zufdllig ausgewdhlten externen Zweiges bzw.

n

EYW .= inf {t € [0,00)i ist kein Singleton von HE")}

als die Linge des i-ten externen Zweiges,
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6) C< als die Anzahl der Kollisionen im durch TI™ gegebenen Baum vor
dem Ende eines zufillig ausgewdhlten externen Zweiges und

7) Lert = Zie[n] EY als die Summe der Lingen aller externer Zweige.

Definition 2.1.2 (Funktionale von n-Coalescents mit Mutation)
Sei (TI™), l\/lu(”)) ein =-n-Coalescent mit Mutation. Betrachte das Infinitely-
Many-Sites- oder das Infinitely-Many-Alleles-Modell. Definiere

1) Seg, als die Gesamtzahl der Mutationen auf dem durch II™ gegebenen
Baum (im Infinitely-Many-Sites-Modell auch die Anzahl der verschie-
denen mutierten Loci (segregating sites) in der Stichprobe [n]),

2) Seg®™ als die Gesamtzahl der Mutationen auf den externen Zweigen

des durch TI™ gegebenen Baumes,

3) M, als die Anzahl der externen Zweige, die mindestens eine Mutation
tragen,

4) N, als die Anzahl der Zweige, die mindestens eine Mutation tragen,

5) K, als die Anzahl der in der Stichprobe [n| vorkommenden verschiede-
nen Typen und

6) K, (i) als die Anzahl der Typen, die von genau i Individuen der Stich-
probe [n] getragen werden (i € [n)).

Es git K, = > ... K,(i) und man nennt (K,(1),...,K,(n)) das

i€[n] TN
vollstindige Allelfrequenz-Spektrum (complete allele frequency spectrum,).

Bemerkung 2.1.3

e Die zufillige Auswahl des externen Zweiges fiir die Funktionale E,
und/oder C* ist natirlich unabhdingig von 11,

o [ir bestimmte Coalescents konnen diese Funktionale auch sinnvoll fir
den Gesamt-Coalescent auf N definiert werden. In diesem Fall wird ein
solches Funktional auf dieselbe Weise, nur ohne den Index n notiert.
Etwa existiert fir alle Coalescents die externe Zweiglinge

EW = inf {t € [0, 00)|i ist kein Singleton von II,}

von Individuum i auch im Gesamt-Coalescent (siehe Kapitel 2.3).
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o Fir A-Coalescents gilt J, = C,,, da jeder Sprung im Coalescent genau
eine Kollision beinhaltet.

e Die Anzahl der Typen ist fiir die feste Stichprobe [n] definiert. Auf-
grund der Austauschbarkeit von Coalescent-Prozessen ist aber die An-
zahl der Typen in einer beliebigen n-elementigen Stichprobe identisch
wie K, verteilt. Auch das vollstindige Allelfrequenz-Spektrum einer sol-

chen Stichprobe hat dieselbe Verteilung wie (K, (1),..., K,(n)).

Viele dieser Funktionale wurden bereits analysiert und es existieren Ergeb-
nisse - seien es Rekursionen in Verteilung, Verteilungseigenschaften oder die
Asymptotik der Funktionale fiir n — oo. Die Anzahl der Kollisionen C),
wird in [26], [28], [34], [36], [39], [41], [48] und [49] behandelt. Fiir Poisson-
Dirichlet-Coalescents mit Parametern o« = 0 und 6 > 0 wird die Anzahl J,
der Spriinge in [62] behandelt. Die Gesamtlinge L, des durch II™ gegebenen
Baumes wird in [7], [9], [26] (Analyse einer Teillinge von L,), [27], [37], [60]
(hier implizit, vergleiche [7]), [62], [66], [68], [84, S.21-23] und [87] analysiert
und die Zeit 7, zuriick zum jiingsten Urahn in [35], [39], [42], [57], [62], [64]
und [80]. Zur externen Zweiglinge E, finden sich Ergebnisse in [17], [22],
35, [37], [39] und [51]. Das Funktional C¢*" wird in [22], in [35] und in [39]
analysiert und das Funktional L& in [37], [68] und [51].

Fiir Funktionale von n-Coalescents mit Mutation gibt es ebenfalls viele Er-
gebnisse. Die Gesamtzahl Seg, der Mutationen wird in [8], [9], [26], [27],
[37], [66], [68] und [88] untersucht, die Anzahl K, der Typen und/oder das
vollsténdige Allel-Frequenzspektrum wird in [5], [8], [9], [31] (Ewens Sampling
Formel), [34], [36] und [67] untersucht. Die Funktionale M,, und N,, werden
in [34] und [36] untersucht. Segt”* wird schlielich in [37] und [68] untersucht.
Hier sei noch auf [61] hingewiesen, dort werden verschiedene Ergebnisse vor-
gestellt, die mit diesen Funktionalen von n-Coalescents mit Mutationen zu-
sammenhéngen.

Im néchsten Abschnitt wird deutlich, dass in der biologischen Anwendung
insbesondere die Funktionale 7,,, L,, E,, S, und K,(1),..., K,(n), K, sowie
Set und Lt von Bedeutung sind. In Tabelle 1 sind asymptotische Resultate
fiir einige der Funktionale aus den Definitionen 2.1.1 und 2.1.2 aufgelistet.
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2.2 Interpretation der Funktionale im Modell

Vom rein mathematischen Standpunkt aus ist die Analyse der Funktionale
aus 2.1.1 und 2.1.2 eines n-Coalescents I1(™ lohnend, da die Funktionale
wichtige Kenngroflen der betrachteten Markov-Prozesse oder Baume wie-
dergeben (oder als Hilfsfunktionale eine wichtige Rolle bei der Analyse
anderer Funktionale spielen). C, + n ist etwa die Anzahl der Knoten im
von I erzeugten Baum und 7, die Eintrittszeit in den absorbierenden
Zustand ([n]) des Markov-Prozesses I1™. Fasst man den n-Coalescent wie
in Abschnitt 1.6 als Approximation des Stammbaums einer n-elementigen
Stichprobe aus einer (sehr grofien) Population auf, so lassen sich viele der
betrachteteten Funktionale auch im (meist) biologischen Populationsmodell
interpretieren. Fiir diese betrachtet man immer einen n-Coalescent mit
neutraler Mutation wie in Abschnitt 1.7. Die Zeit 7, zuriick zum jiingsten
Urahn und die Gesamtlinge L, des durch II™ gegebenen Baumes lassen
Riickschliisse auf die Grofle des gesamten Stammbaums zu, vergleiche
etwa [46, 1.9.1 u. 1.9.2] oder [87, S.75]. Dies ist insbesondere fiir die
genetische Struktur der Stichprobe von Bedeutung, da die Struktur des
Baumes Auswirkungen auf die Struktur der Mutationen hat (die Position
von Mutationen auf den Zweigen ist zwar unabhingig von I1™ dennoch
verdndert sich etwa die Anzahl der Mutationen, wenn sich die Zweiglingen
dndern). 7, gibt die Zeitspanne an, in der sich die genetische Verwandtschaft
der Stichprobe tiberhaupt verdndern kann (=~ |7,/cy| Generationen im zu
Grunde liegenden Cannings-Modell fiir groBe N € N, vergleiche Kapitel 1.6).
Die Lange E, eines zufilllig ausgewahlten externen Zweiges wird dagegen
als ein Maf} fiir die genetische Einzigartigkeit eines zuféllig ausgewéhlten
Individuums aus der Stichprobe angesehen, vergleiche [17] und [74]. Auch
hier ist der Zusammenhang zur Mutationsstruktur entscheidend, denn die
externe Zweiglinge F,, ist die Zeit, in der Mutationen den (genetischen) Typ
des ausgewéhlten Individuums im Vergleich zu den Typen der restlichen
Stichprobe (genauer: dem Typ des nichsten Verwandten) verdndern kénnen.
Analog lisst sich L™ die Gesamtlinge aller externer Zweige von I1(™),
interpretieren als die Zeit, in der Mutationen auftreten koénnen, die die
genetische Struktur genau eines Individuums verdndern. Aufgrund der
Unabhéngigkeit von Mutationsprozess und n-Coalescent kann man z.B.
Resultate iiber die externe(n) Zweiglinge(n) nutzen, um Aussagen iiber
erwartete Anzahl von Mutationen auf diesem (diesen) Zweig(en) zu machen.
Ein solches Vorgehen wird etwa im Test auf Neutralitit von Mutationen
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in [37] verwendet (der Stammbaum der Stichprobe wird dort durch den
Kingman-n-Coalescent gegeben), um die Eigenschaften der dort verwendeten
Teststatistik zu bestimmen.

Betrachte nun die Funktionale S,, die Anzahl der Mutationen, und S&*
die Anzahl der Mutationen auf den externen Zweigen, im n-Coalescent mit
Mutation. Im Infinitely-Many-Sites-Modell ist S,, die Anzahl der Loci in der
genetischen Struktur der Stichprobe, die durch Mutation verdndert wurden
(also die segregating sites) und S¢* die Anzahl der Loci, die nur fiir jeweils
ein Individuum verdndert wurden. Diese Funktionale sind auch jenseits der
unmittelbaren Interpretierbarkeit interessant. Beispielsweise wird in [37] aus
S, und S eine Teststatistik fiir den Test auf genetische Neutralitit der
Mutationen gebildet, in [83] wird ein anderer Test fiir Neutralitdt unter
Verwendung von .5,, vorgeschlagen.

Eine Sonderstellung nimmt das vollstdndige Allelfrequenzspektrum
(Kn(1),...,K,(n)) und dessen Summe, die Anzahl K, der verschiede-
nen Typen in der betrachteten m-elementigen Stichprobe, ein. Die Werte
dieser Funktionale lassen sich direkt aus der Stichprobe zum Zeitpunkt 0
bestimmen, sind also beobachtbar. Bei S, und S%* geht dies nur genau
dann, wenn man die Genstruktur/den Typ des jiingsten Urahns kennt;
die Werte aller anderen vorgestellten Funktionale konnen nicht aus der
Stichprobe zum Zeitpunkt 0 bestimmt werden. Auch das vollstandige Allel-
frequenzspektrum und die Anzahl der verschiedenen Typen sind zuvorderst
gut interpretierbare Kenngroflen der genetischen Struktur der Stichprobe
und dadurch der Gesamtpopulation. Da diese gut beobachtbar sind, eignen
sie sich besonders gut dazu, durch statistische Verfahren Riickschliisse
auf den zu Grunde liegenden n-Coalescent oder die Mutationsrate ziehen.
Wird der Stammbaum der Stichprobe gut durch den Kingman-n-Coalescent
approximiert, so wird in [43] eine Methode vorgestellt, mit deren Hilfe man
etwa die Mutationsrate oder die Verteilung der Zeit 7, zuriick zum jiingsten
Urahn aus den Werten von K, und S, schitzen kann (weitere Quellen siehe
(15, S. 440]).

Ahnliche statistische Methoden, die zu Grunde liegende Parameter des
n-Coalescents und/oder des Mutationsprozesses aus den Werten der
Funktionale schétzen, sind noch nicht allzu gut untersucht, wenn der
Stammbaum nicht durch den Kingman-n-Coalescent approximiert wird.
Einige (bemerkenswerte) Pionierarbeit zu den statistischen Methoden in
einem Nicht-Kingman-Setting findet sich in [15] und [82] sowie [29] und [77].
Die Tatsache, dass statistische Modelle fiir Nicht-Kingman-n-Coalescents
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bislang wenig untersucht wurden, liegt hauptséichlich daran, dass die
Anwendung von Nicht-Kingman-n-Coalescents als Stammbédume erst vor
weniger als 5 Jahren aufkam bzw. fiir viele Anwendungen der Stammbaum
der Stichprobe gut durch einen Kingman-n-Coalescent approximiet wird
(vergleiche Abschnitt 1.6). Andererseits ist es natiirlich auch schwieriger,
anstatt etwa nur die Mutationsrate aus den beobachteten Daten zu schétzen,
zusétzlich noch das Mafl = des zu Grunde liegenden Coalescent-Modells zu
schétzen (vergleiche [15]).

2.3 Der Anteil (S;):> der Singletons als stochastischer
Prozess und die externen Zweiglingen

Sei IT ein =-Coalescent und 1™ := (p,,(I1;)s>0). In Definition 1.1.16 wurde
der Prozess (S;)i>o des Anteils der Singletons an allen Individuen in IT ein-
gefiithrt. Aus dem Verhalten von (S;);>0 lassen sich viele Eigenschaften von
IT lesen, ebenso Eigenschaften einiger der Funktionale aus den Definitionen
2.1.1 und 2.1.2. Dies gilt insbesondere im Hinblick auf deren Asymptotik fiir
n — oo. Somit lohnt es sich, die Eigenschaften von (S;);>o zu beschreiben
und zu analysieren.

Offensichtlich ist (.S;)s>o monoton fallend. Es gilt Sy = 1, da der Coalescent
in Diag startet. Der Prozess ist trivial fiir Coalescents ohne Staub, da fiir
diese S; = 0 fast sicher fir alle t > 0 gilt. (S)i>0 hat fiir jeden Coalescent
eine Beziehung zu den externen Zweiglangen (Eﬁi))ie[n] von I1(™ und auch zu
den externen Zweiglingen (E®);cy, von II. Die externen Zweiglingen sind
in Definition 2.1.1 definiert worden als

EW .= inf {t € [0, 00)[i ist kein Singleton von HE")} und

EY .= inf {t € [0, 00)|i ist kein Singleton von II,} .

Satz 2.3.1 Sei I1 ein =-Coalescent und fiir n € N sei I1™ = (p,,(TI;);0).

Fiir die externen Zweiglingen (Eéj))je[n] von ™ respektive (EY)) ey, von I1
und den Anteil (Si)i>o der Singletons von I gilt fiir i € [n] respektive i € N:

a) EY = sup {t € [0,00)[i ist Singleton von Hl(fn)},
E® = sup {t € [0,00)|i ist Singleton von II,} und lim,,_, EY — g0,
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b) {Er(f) < t} C {z ist kein Singleton von Hg")} = {Eﬁf) < t},
{E(i) < t} C {i ist kein Singleton von I1;} C {E(i) < t} fiirt > 0.

c) (Eéj))je[n] ist austauschbar, (EY) ey ist austauschbar.
d) EO L Exp(u_y), wobei Exp(oco) := d.

6) [36/ St = llmn_)oo % ZJE[’VL] 1{E7(Lj)>t} = hmn_mo % ZJE[H] ]'{E'(j)>t}

= limy, 00 = > jeln] 1{E(j)2t} fast sicher.

f) P(ED > ty,...,E® > 1) = E([]cp Sy,) fiir k € Nund ty, ... ), €
0, 00).

Beweis: zu a): Hat II'” oder II, i nicht als Single-
ton, so gilt dies auch fiir alle Hgl) respektive Il  mit
' > t. Also sind {t € [0, 00)|i kein Singleton von HE”)} und
{t € [0,00)]i kein Singleton von II;} Intervalle in R mit oberer offener
Grenze co. Somit folgt

inf {t € [0,00)]i kein Singleton von Hﬁ”)}
= sup {t € [0, 00)]i Singleton von HE”)}

und die analoge Aussage fiir den Gesamt-Coalescent I1. Es gilt ferner, dass
falls i Singleton in II; oder in HE"M) ist (k,n € N, t € [0,00)), i auch Single-
ton in HE"’ ist. Somit gilt E’ff) > E’T(Lllk > F® > (. Also existiert lim,_, o E’S)
fiir alle ¢+ € N. Sei I definiert auf einem Wahrscheinlichkeitsraum (€2, F, P)
und sei w € Q. Angenommen lim, .. B (w) > E®(w), dann gibt es ein

gl()i) ) . (w) fiir alle n € N und damit auch
von I ) ()1 (w) ist. Dies ergibt den Widerspruch EW(w) > B (w) +e, also
gilt lim, oo EY) = E®,

zu b): folgt direkt aus der Definition der beteiligten Grofien bis auf

{z' ist kein Singleton von Hg")} = {E,(f) < t}. Hier folgt wiederum die In-

€ > 0, sodass 7 ein Singleton von II

klusion ,,C”sofort, zu zeigen ist nur noch { i ist kein Singleton von kan)} )
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EY = t}. Um dies zu zeigen, verwende, dass jeder Pfad von I1™ eine cadlag

Treppenfunktion mit endlich vielen Spriingen ist. Es folgt aus

to .= E® = sup {t € [0,00)]i ist Singleton von HS”} ;

dass 7 kein Singleton von Hgg)ﬁ fiir jedes € > 0 ist. Die beschriebenen Pfadei-

genschaften von II erzwingen dann, dass ¢ auch kein Singleton von H,E”) ist.
zu c): folgt direkt aus der Austauschbarkeit von II bzw. I1(").

zu d): OBdA sei II ein PP P-=-Coalescent konstruiert durch einen Poisson-
Punktprozesses V. Fiir alle € > 0 gilt

{i ist kein Singleton von I} C {E® <t} C {i ist kein Singleton von IT;;}.

Somit geniigt es, P(i ist kein Singleton von II;) = 1 —e #-1* fiir alle ¢ > 0 zu
zeigen. Da Il austauschbar ist, geniigt es, dies fiir 7 = 1 zu zeigen. Nach der
Kingman’schen Darstellung fiir austauschbare Partitionen (siche Satz 1.1.9)
folgt

P(1 ist Singleton von II;|S;) = S;

fast sicher und somit P(1 ist Singleton von II;|S; = 0) = 0. Also ist
P({1 ist Singleton von II;} N {S; = 0}) = 0. Auf der Menge {S; > 0} sieht
man anhand der Poisson-Konstruktion, dass 1 genau dann ein Singleton von
IT; ist, wenn keine Punkte von ¥ in der Menge

Aggl(t) = [0, ¢] x {a € Ny|a, = a;j #0 firein 1 #j € N}

liegen (vergleiche Bemerkung 1.3.4). Falls keine Punkte in Aggl (t) liegen, so
ist 1 Singleton von II;. Es folgt

P( {|x11 nAY (1)) = o} n{S, = 0})
< P({1 Singleton von II,} N {S; = 0}) = 0,

also insgesamt

coll coll

P10 AD, (1) = 0) = P( {|\11 N AY (1)) = 0} n{S, > 0})
= P(1 ist Singleton von II;).

Diese Wahrscheinlichkeit wird im Beweis von [79, Proposition 30] berechnet,
es gilt
P(|\I/ N AL 1)) = o) = eht,

coll
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Daraus folgt die Behauptung.

zu e): Betrachte S; = limy, o = > i) 1{{j} ist Block von n™}- Mit b) folgt
das erste Gleichheitszeichen. Das zweite Gleichheitszeichen ist die Bemerkung
nach [79, Lemma 40]. Das dritte Gleichheitszeichen folgt dann mit b) und
d), da sich die Indikatoren auf beiden Seiten des Gleichheitszeichens nur auf
(abzéhlbar vielen) Nullmengen unterscheiden.

zu f) Nach b) und d) gilt

p(E(l) >t,..., BE® > telStyy -5 S,)

= P( ﬂ {7 ist Singleton von Iy, } |Si,, ..., St ) fast sicher.  (23)
1€[k]

Gilt nun S;, = 0 fiir ein ¢;, ¢ € [k], so gilt auch S;, = 0 und es folgt
0 < P( ﬂ {7 ist Singleton von II;, } |St,, ..., St,)

i€[k]
< P(i ist Singleton von I, | S, ..., S ) =0

fast sicher, da fiir die fast sicher nicht negativen bedingten Wahrscheinlichkei-
ten P(i ist Singleton von II;, | Sy, ..., Sy, ) und P(i ist Singleton von I, |St, )
nach Definition

/ P(i ist Singleton von I, |Sy,, ..., S, )dP
{st.=0}

= / P(i ist Singleton von 11y, |S;, )dP
{st.=0}

© / S, dP =0
{su=0}

gilt, wobei (x) wiederum aus der Kingman-Darstellung fiir austauschbare
Partitionen folgt. Es gilt also

P(ED >ty,... . E® > 1,]8,,,....8,)=0=]] S
1€[k]
fast sicher auf {S;, = 0 fiir ein i € [k]}.
Auf der Menge {S;, >0,...,S; > 0} ldsst sich die bedingte Wahrschein-

lichkeit (23) aufgrund der Austauschbarkeit der (E®);cy fast sicher folgen-
dermaflen beschreiben (dies ist verwandt mit der Kingman-Darstellung von
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I, ..., IL,):

Ziehe zu jedem Zeitpunkt ¢; aus (t1,...,t) eine Kugel aus einer Urne U;
mit abzéhlbar unendlich vielen Kugeln, von denen ein Anteil von S;, Ku-
geln weil sind (=Singletons) und der Rest schwarz ist. Die Ziige sind un-
abhéngig. Die Wahrscheinlichkeit (23) entspricht nun der Wahrscheinlich-
keit, zu jedem Zeitpunkt 4, ...ty eine weile Kugel zu ziehen, also Hie[k] S, -
Die Unabhéngigkeit der Ziige im Urnenmodell entspricht der Eigenschaft,
dass auf der Menge {S;, >0,...,S;, > 0} zu jedem Zeitpunkt ¢;, i € [k],
unendlich viele Singletons vorhanden sind. Somit beeinflusst das Verhalten
eines oder mehrerer (endlich vieler) Individuen zum Zeitpunkt ¢; nicht den
Anteil der Singletons zu den anderen Zeitpunkten. Es gilt also auch auf
{Sy, >0,...,5;, > 0} und somit fast sicher

P(E(l) > tl, e ,E(k) > tk‘Stly cee 7Stk) = H Sti' (24>
1€[k]

Integriert man diesen Ausdruck, folgt f). a

Bemerkung 2.3.2 Das Urnenmodell aus dem vorangegangenen Beweis
lasst sich auch mittels des Darstellungssatzes von de Finetti (siehe et-
wa [59, Satz 12.26]) rechtfertigen: Bedingt auf das zufillige Mafi Q =
limy, o0 + > icin) Om (fast sicher existent, siche [59, Bemerkung 12.27]) sind

die Zufallsvariablen (EW)ien i.i.d. mit ED) L Q. Zusammen mit S; =
Q((t,00)) fast sicher fiirt > 0 (vergleiche Satz 2.3.1 €)) folgt mit der Turmei-
genschaft der bedingten Erwartung die Richtigkeit des obigen Urnenmodells.

Bemerkung 2.3.3 [39, Proposition 3.1] enthdlt eine Version von Satz 2.5.1
d) fiir Simple A-Coalescents (in [39] wird eine Zusatzbedingung an A gestellt,
der Beweis von Proposition 3.1 funktioniert aber auch ohne diese). Die Aus-
sage fir Z-Coalescents mit Staub findet sich in [68, Proposition 2]. Implizit
findet man Satz 2.5.1 d) schon im Beweis von [79, Proposition 30].

Mit Hilfe dieser Eigenschaften lassen sich fiir =-Coalescents mit Staub fol-
gende Aussagen iiber (S;);>0 zeigen.

Satz 2.3.4 Sei Il ein Z-Coalescent mit Staub und (S;)i>o der zugehorige
Anteil der Singletons. Dann gilt

1-(1—|zD" =

)
a) E(S]) = e Havey —aa =) firt > 0, n € Ny. Insbesondere gilt
E(St) = ej‘lt.
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b) Sy — 1in L' fiirt — 0

Beweis: zu a): OBdA sei IT ein PP P-Coalescent mit erzeugendem Poisson-
Punktprozess ¥. Aus Satz 2.3.1 f) erhélt man

E(S))=P(EY >t ... E® >1).
Aus (23) erhilt man durch Integration

P(EW >t ... E® >¢)=P({1},...,{k} sind Blécke von II,)
= P {lwnafuml=o0}p) = P(wn (| A% 1) =0)

coll
ic[k] i€ (k]

mit Aiio)”(t) :=[0,¢]x{a € Nij|a; = a; # 0 fiir mindestens ein i # j € N}, i €

N (vergleiche Beweis von Satz 2.3.1 d)). Nun gilt

U Ai?”(t) = [0,#]x{a € Ny|a; = a; # 0 fiir mindestens ein i € [k],i # j € N}
1€[k]

und mit den Maflen £, L aus der Poissonkonstruktion (siehe Kapitel 1.7)

i _ ) i)
PN (| AD(0)] = 0) = e “ Ve Acan@)
i€k
—(—lap*

—_— . . B L "
e—tL({aGNo\alfa‘ﬁéO fiir mindestens ein ie[k].izjeN}) _ o tavoy T ea _(dx),

da fiir das Mafl P, aus der Poisson-Konstruktion

P.({a € Ny|a; = a; # 0 fiir mindestens ein i € [k],i # j € N})
= 1—P,({a € Nj|a; # a; fiir alle i € [k],i # j € N mit a; # 0})
= 1 (ol

gilt. Die Giiltigkeit dieses Gleichungssystems sieht man leicht ein, wenn man
P, als gemeinsame Verteilung von i.i.d. Zufallsvariablen (fj(x)) jen (vergleiche
Kapitel 1.3) auffasst. Nach dem Borel-Cantelli-Lemma folgt, dass jeder Wert
j € Nmit P(" = j) > 0 von unendlich vielen fj(x)’s angenommen wird
(vergleiche Bemerkung 1.3.4). Somit kann a; # a; fiir alle j # i mit a; # 0
nur dann gelten, falls a; = 0 ist. Anschaulich lidsst sich die eben berech-
nete Wahrscheinlichkeit auch in der Poisson-Konstruktion des Coalescents
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wiederfinden. Hat der Coalescent unendlich viele Blocke, dann kollidiert der
j-te Block fast sicher nur dann nicht fiir einen Poisson-Punkt (7, X), wenn
X; =0 gilt.
zu b): Es gilt mit Satz 2.3.1 d) und f) mit £ = 1 (oder mit Teil a) dieses
Satzes 2.3.4)

E(S;—1)=FE1—-8)=1—¢e"" =0 fir t — 0. O

Bemerkung 2.3.5 Die Aussage E(S;) = e *-' qus Satz 2.3.4 a) folgt somit
auch direkt aus Satz 2.3.1 d) und f).

Fiir Coalescents mit Staub ist (—log(S;))i>o (bzw. eine zugehorige cadlag-
Modifikation) ein Subordinator mit exponentieller Vernichtung. Ein solcher
Prozess ist auf folgende Art definiert.

Definition 2.3.6 (Subordinator mit exponentieller Vernichtung) Ein nume-
rischer stochastischer Prozess X = (Xi)i>0 heifft Subordinator mit exponen-
tieller Vernichtung, falls Xy = Yy 4+ 00 - Lip<yy fiirt > 0, wobei Y := (Yy)1>0
ein Subordinator (mit cadlag Pfaden) und T eine Exp(a)-verteilte Zufalls-
variable unabhdngig von Y ist mit o > 0. Hier wird als Konvention oo-0 = 0
gesetzt und T = oo fir « = 0. Fir a = 0 st X = Y ein ,,norma-
ler”Subordinator. o heifit die Vernichtungsrate von X. Ist d die Drift und
p das Lévy-Maf$ von Y, so sind die Verteilungen von X durch das Tri-
ple (d, p, ) eindeutig bestimmt (da cadlag). Man nennt X einen (d,p,a)-
Subordinator. Fir d =0 heifst Y driftfrei, in diesem Fall nennt man auch X
driftfrei.

Bemerkung 2.3.7 Auch die Verteilung einer nicht negativen, numerischen
Zufallsvariablen X ist eindeutig durch ihre Laplace-Transformierte ¢ : n —
E(e7X), n €[0,00), bestimmt, da die Zufallsvariable e~ nur Werte in [0, 1]
annimmt und somit in Verteilung eindeutig durch ithre Momente bestimmt ist.
Ferner wird aus Stetigkeitsgrinden (0) = lim,\ 0 1(n) gesetzt.

Satz 2.3.8 [36] Sei Il ein =-Coalescent mit Staub. Es existiert eine Modi-
fikation X = (X;)i>0 von (—log(Sy))i>0, die ein (d, p,«)-Subordinator ist
mat

e d=0 (also X driftfrei),

e das Lévy-Maf p ist die Einschrankung auf (0,00) des Bildmajfes von v
unter der Abbildung x — —log(1 — |z|) und
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o o =v(A*), wobei v(dz) := z72A(dx).

Der Laplace-FExponent des zu X gehdrenden Subordinators ist

B (el
() = /A o @),z (25)

Desweiteren gilt fiir die Laplace-Transformierte ¢, von X, t > 0,

I

Ui(n) = B(SY) = e @) = Tim g, B(1 - (Z)") firt,n>0,  (26)
n—o00 n

wobei g, die totale Rate im Zustand n des Block-Zihlprozesses (|pn(11i)|)i>0

ist und I, verteilt ist wie der Zustand nach dem ersten Sprung im Block-

Zihlprozess.

Bemerkung 2.3.9 Die Darstellung ¢,(n) = lim,_e0 g, E(1 — (&2)7) fir
t,n > 0 stammt aus [68, Lemma 0].

Beweis:(von Satz 2.3.8) Dies ist eine Verallgemeinerung von [71, Proposi-
tion 26], dort wird die Aussage fiir A-Coalescents gezeigt. Der Beweis der
Verallgemeinerung verlauft analog zu [71, Proposition 26].

Sei zunéchst Y := (Y})i>0 ein driftfreier Subordinator mit Lévy-MaBl p de-
finiert wie in obigem Satz und T eine von Y unabhéngige Zufallsvariable
mit 7 < Exp(v(A*)). Setze Xy = Y; + 00 - Iyp<y fiir t > 0. Sei @ der
Laplace-Exponent von Y. Dann gilt fiir die Laplacetransformierte ¢, von X;

¢t(77) _ E(e_nXt> _ e—tz/(A*)E(e—nYt) — o tW(AT)+2 () (27)

fir n > 0. Fiir n = 0 gilt 1,(0) = lim,o¢; = e 42", Rechne nun den
Laplace-Exponenten von ®’ explizit aus. Es gilt nach dem Transformations-
satz fiir Mafle und mit dem Lévy-Mafl p = v, _155(1—|2) von Y’

Vo= [ 1@ = [ 1 vt

A\(Aa*u{0})

fiir n > 0. Daraus erhélt man

Gi(n) = e A avarugop 1Ol v(dn)
_ et Jargoy 1= (1=l v (dz) fiir n > 0.
e~ (A fiir n = 0.

o7



Durch Vergleich von (1) mit dem 7n-ten Moment von S, fallt
vi(n) = E((e)") = B(S}) = E(e”"*5) (28)

fir n € Nund ¢t > 0 auf. Da S, und et fiir alle t > 0 Zufallsvariablen mit
Werten in [0, 1] sind, sind auch die Verteilungen dieser Zufallsvariablen (und
damit auch die Verteilung von X;) eindeutig durch ihre Momente bestimmt.
Insbesondere gilt deshalb

—log(S;) £ X, fiir alle ¢t > 0, (29)

P(—1log(S;) = 00) = P(X; = 00) = 1 — e (&7, (30)

Betrachte den Prozess (Z:)i>0 = (—log(St))i>o fir einen =-Coalescent mit
Staub. Es wird nun gezeigt, dass eine Modifikation dieses Prozesses exis-
tiert, die ein Subordinator ist. Dazu kann man analog zu [52, Lemma 15.11]
vorgehen. Zunéchst zeigt man fiir t5 > ¢, >0

P(Zy, — Zy, € -|Fy,) = P(Z,—, € -) P-fast sicher auf{Z;, < oo}  (31)

fir s := o(Z;,t < ), also die bedingte Unabhéngigkeit und die Stationaritét
der Zuwichse von (Z;);>o. Betrachte den Zuwachs —log(S:,) + log(Sy,) fiir
ty > t; > 0 auf der Menge A := {Z;, < oco}. Auf dieser gilt S;, > 0, somit
gilt dort 37,1, 1{{1} ist Block von p,(ITy,) } ™ Sy, -n fast sicher fiir n — oo.

Also hat I1;, unendlich viele Singletons auf A (fast sicher). Des Weiteren gilt
—1log(S,,) + log(Sy,) = —log(S,,/S;,) auf A. Alle folgenden Uberlegungen
betreffen nur die Menge A.

St, /Sy, hdngt nur vom weiteren Verhalten der (unendlich vielen) Singletons
von II;, zum Zeitpunkt ¢ ab. Betrachte (pa, (Ili,+¢))i>0 fiir jedes n € N,
wobei M,, := {i € [n]|{i} ist Block von p,(Il;,) } die Menge der Singletons
von py,(I1;,) ist. (pa, (114, 44) )0 ist nach Natural Coupling und der Markov-
Eigenschaft von II wieder ein =-|M,|-Coalescent (nach Umnummerierung)
auf A, der bedingt M, unabhingig von (II,)o<u<¢, ist. Sei nun (M., )ren
eine streng isotone Teilfolge von (M,,),eny mit M, | = k fir alle £k € N.
Dann ist (I1});>0, definiert iiber die Werte der Restriktionen (px(I1}))i>0 =
' (p My, (I, 44)i>0 fiir alle £ € N, ein =-Coalescent, wobei ' eine endliche
Menge M C N ordnungserhaltend auf [|M|] abbildet. Es gilt fiir den Anteil
S; der Singletons in I} nach Konstruktion

Sy - Sy, = Sy4¢ P-fast sicher (auf A) V¢ >0,
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somit auch g

Syt = S—t2 P-fast sicher (auf A). (32)

t1

Nach Konstruktion ist II" unabhéngig von (I1,)o<u<t,, also ist der Zuwachs
Zy,—Zy, = —log(St, )+1og(St, ) unabhéngig von (I1,,)p<u<t, , also insbesondere
von Fi,. (32) liefert die gewiinschte bedingte Stationaritdt der Zuwichse.
Insgesamt folgt (31).
Bisher wurde gezeigt, dass (Z;):>o dieselben eindimensionalen Verteilungen
wie ein (0, p, )-Subordinator besitzt und die Zuwachsbedingung (31) erfiillt.
Des Weiteren ist (Z;);>o monoton steigend, da (S;):>o monoton fallend ist.
Betrachte nun ¢ := inf {¢|Z; = co}. Da

{Ziye <00} C{( >t} C{Z; < o0}

fiir alle € > 0 aufgrund der Monotonie von Z, folgt ¢ < Ezp(a) aus (30).
Definiere fiir ¢ > 0 das Wahrscheinlichkeitsmaf3

P,(-):=P(Z; € -|Z; < 0).

Alle MaBle P, t > 0, haben nur auf [0,00) Masse. Mit Hilfe der
Gedéchtnislosigkeit der Exponentialverteilung und der Eigenschaft (31) von
Z folgt Py x P, = Psyy, d.h. (P;);>0 ist eine Faltungshalbgruppe. Somit exis-
tiert nach dem Kolmogoroft’schen Fortsetzungssatz ein monoton wachsen-
der Markov-Prozess V' := (V;);>0 mit unabhéngigen stationéren Zuwiéchsen,
Startzustand 0 und eindimensionalen Verteilungen (P):>o. Da (Z;)i>0 sto-
chastisch stetig ist, iibertrégt sich die stochastische Stetigkeit auf V' via

P(Z; > ¢)

P(V, = P(Z Z, < — 7
(t>€) <t>€|t<OO)_P(Zt<OO)

fiir ¢t — 0. Es geniigt die stochastische Stetigkeit in 0 zu zeigen, da V' un-
abhéngige und stationdre Zuwichse besitzt (etwa [78, S.4]). Sei nun 7" eine
Exp(a)-verteilte Zufallsvariable, die unabhéngig von Y ist. Betrachte den
Prozess (V, + oo - 1{T/§t})t20. Vergleicht man nun

Z = (Zil{z,c00) + 00 - {7,200} Jtz0 mit (Vi + 00 - 1<y} )e>0,

so sieht man mit (31), dass beide Prozesse dieselben endlich dimensiona-
len Verteilungen haben. Somit kann man Z auffassen als einen stochastisch
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stetigen Prozess V' mit unabhéngigen stationdren Zuwéchsen, der zu einem
exponentialverteilten Zeitpunkt 7", der von V' unabhéngig ist, auf oo gesetzt
wird (vergleiche etwa [52, Theorem 6.10]). V' besitzt nach [78, Theorem 11.5]
eine cadlag-Modifikation, die ein Subordinator ist. Ersetze V' durch diese.
Dann ist (V; + oo - 1{T§t})t20 die gewiinschte Modifikation von Z, also ein
Subordinator mit exponentieller Vernichtung. Das Tripel (d, p,«), das die
Verteilung der cadlag-Modifikation von Z charakterisiert, ist eindeutig durch
die Verteilung von Z; bestimmt. Diese wurde aber schon berechnet und es
gilt 7, <x 1, wobei X aus dem am Anfang des Beweises betrachteten Sub-
ordinators X mit exponentieller Vernichtung stammt, der genau die im Satz
geforderten Verteilungseigenschaften besitzt. Schliefflich ist in (26) der ers-
te Teil die schon in (27) berechnete Laplace-Transformierte von X; und die
zweite Gleichung ist [68, Lemma 6]. O

Bemerkung 2.3.10 /36] Fiir Simple Coalescents ist das Lévy-Mafl p der
Subordinator-Modifikation X von (—log(S:))iso endlich, da nach dem wvor-
angegangenen Satz 2.3.8

p((0,00)) = v({z € Al —log(l — |z|) € (0,00)})
= v(A\(ATU{0})) Spp <00

gilt. Sei' Y der zu X gehorige driftfreie Subordinator mit Lévy-Mafl p. Y ist
ein zusammengesetzter Poisson-Prozess (compound Poisson process) mit

Yo=Yl
)

i€[NV{
wobei N' := (N])i>o ein homogener Poisson-Prozess mit Intensitit f =
v(A\ (A*U{0})) und ny,n}, ... von N unabhdngige i.i.d. Zufallsvariable mit
Verteilung n) 4 %p sind, dies folgt etwa aus [11, Proposition 2 u. Korollar

3. Man kann eine analoge Darstellung fir X angeben. Sei dazu o = v(A*)
die Vernichtungsrate von X. Es qilt

Xp= > n (33)

1E€[N¢]

wobei N = (Ny)i>o ein homogener Poisson-Prozess mit Intensitit o + =
f_o st und my,M2, ... von N wunabhdngige i.i.d. Zufallsvariable mit Ver-

4

teilung m M%Qp’ sind, wobei p' das durch p' = p 4+ ads definier-

te MafS auf (0,00] ist. Um dies einzusehen, fasse zundchst die Menge

60



U, = {(T/,n))]i € N, T; i-ter Sprungzeitpunkt von N'} als einen Poisson-
Punktprozess auf [0,00) x (0,00] mit Intensititsmafl Aoy ® p auf (p wird
hier als Maf auf (0, 00] aufgefasst). Den Sprungzeitpunkt T', an dem X nach
oo springt, kann man als das Infimum aller Werte der ersten (t-)Koordinate
eines von Wi unabhdngigen Poisson-Punktprozesses Vo auf [0,00) x (0, 00]
mit IntensititsmafS Aoy ® a0 auffassen. Dann ist Wy U Wy nach dem
Superpositionstheorem [58, S.16] wiederum ein Poisson-Punktprozess auf
[0, 00) x (0, 00] mit Intensititsmaf Aoy ® p und es gilt

X = > 7. (34)

(Tm)eT 1LV, T<t

Man kann analog zur Argumentation auf Seite 22 (n)ryew,uw, als Folge
von i.i.d. Zufallsvariablen auffassen. Ordnet man nun (n)ryew,uw, in T
aufsteigend als (T;,m;)ien, so bleibt aufgrund der Produktstruktur des Inten-
sitatsmafes von Wi U Wy die Folge (1;)ien i.1.d. mit my = n fir ein belie-
biges (T,n) € Wy U Wy, Nach dem Abbildungssatz [58, S.18] fiir Poisson-
Punktprozesse ist die Projektion {T|(T,n) € V1 U Wy} auf die erste Koordi-
nate von Wy U Wy ein Poisson-Punktprozess auf [0,00) mit Intensititsmaf
P ((0,00]) - Ap,oe) = M2 - Apoo) (H—2 = a + B). Mit anderen Worten ist
also N := (Ny)eso definiert durch Ny = [{T|(T,n) € U, Uy, T < t}| fiir
t > 0 ein homogener Poisson-Prozess mit Intensitit pi—o. (Ni)i>0 und (0;)ien
sind nach Konstruktion (Produktstruktur des IntensititsmajSes) unabhingig.
Schreibt man nun (34) in Termen von (Ny)i>o und (1;)ien um, erhdlt man
Darstellung (33) von X.

In diesem Fall gilt aufSerdem

p'(A) = p(ANR) + al{ceny
v({z € Al —log(1 —|z]) € AN (0,00)}) + V(A")1{occay
= v({z € Al —log(l - |z|) € A})
fir A € B((0,00]), also ist p' die Einschrinkung auf (0,00] des Bildmafes
von v(dx) unter der Abbildung x — —log(1 — |z|).
Somit ist auch X ein zusammengesetzter Poisson-Prozess, falls man fir die
zu summierende 1.i.d. Folge numerische Zufallsvariablen zuldsst. In diesem

Fall wird der Prozess X (im Rahmen dieser Arbeit) auch ein numerischer
zusammengesetzter Poisson-Prozess genannit.

Fiir einige =-Coalescents mit Staub wird nun mit Hife von Satz 2.3.8 und
Bemerkung 2.3.10 die cadlag-Modifikationen X von (— log(St)):>0 analysiert,
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die Subordinatoren mit (oder ohne) exponentieller Vernichtung sind.

Beispiel 2.3.11 (Dirac-Coalescents)[36] Aus Beispiel 1.1.21 ist bekannt,
dass jeder Dirac-Coalescent, also ein =-Coalescent mit = = 6. fir ¢ €
A\ {0}, ein Simple Coalescent ist. X ist in diesem Fall ein zusammen-
gesetzter Poisson-Prozess, der genau dann oo annehmen kann, falls o 1=
v(A*) = (¢,¢) Mieary > 0 ist, also falls ¢ € A*. Das Lévy-Maf auf
(0,00) des zugehdrigen Subordinators ohne exponentielle Vernichtung ist
p = (c,e) 0 10ga|ep), falls ¢ ¢ A*; ansonsten ist p das Nullmaf. Somit
ist X ein (0, p, a)-Subordinator. Der Laplace-Exponent des zugehirigen Sub-
ordinators ohne exponentielle Vernichtung ist

®(n) = (c;e) (1= (1= [e])")L{cgasy, 1> 0. (35)

Liegt ¢ € A*, so nimmt X nur die Werte 0 und oo an und springt nach einer
Exp(a)-verteilten Wartezeit von 0 nach oo. Gilt ¢ ¢ A*, so ist X selbst
ein Subordinator ohne exponentielle Vernichtung mit dem oben angegebenen
Lévy-Mays.

Beispiel 2.3.12 (Beta-Coalescents)[36] Sei 11 ein Beta-Coalescent mit A =
B(a,b) fir a > 1,b > 0, also ein =-Coalescent mit Z(A,0,0...) = A(A)
fir alle A € B([0,1]). Aus den Beispielen 1.1.19 und 1.1.21 folgt, dass 11
ein Coalescent mit Staub und fir a > 2 sogar ein Simple Coalescent ist. Da
E(A*) =0 (und damit auch v(A*) =0) ist, ist X ein gewohnlicher Subordi-
nator, es gibt also keine exponentielle Vernichtung (bzw. die Vernichtungsrate
ist 0). Somit ist X ein (0, p, 0)-Subordinator. Das Lévy-Maf p hat die Dichte
y — (Beta(a, b)) (1 —e¥)*3(e7¥)", y € (0,00), beziiglich Ao, dies folgt
aus

N ua—l(l _ u)b—l
Beta(a,b)

A0 =01 == [ A,

wenn man im Integral die Substitution uw = 1 — e~ vornimmt. Der Laplace-
Ezxponent von X ist

1 Y1 — (1 —wu)"
d(n) = 1 —u)td >0, (36
) = B | e w0 (9
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wobei man dies mit Hilfe von 1 — (1 —w)" = Y22 (") (=1)""'u’ und den

i

Rechenregeln fiir Beta- und Gammafunktionen auch als

1 > i . )
O(n) = —1)*! Bet —2,b
W = gy (1) Bestari =2
a+b—1= (1 S a—2+47
= — - — > 0.
a—1 Zl(z>( ) ],Hla+b—2+j’ nz0

darstellen kann. Insbesondere gilt

(1) = (a+b—1)/(a—1), D2) = (a+20—1)/(a—1). )

(37
Fiir spezielle Wahl der Parameter kann man die Darstellung von ®(n), n > 0,
stark vereinfachen. Es gilt etwa fiir einen (2 — p, p)-Coalescent (p € (0,1)

) I R

1_pi:1 iJ\1—1 (1-=pT+1Cn+1)

Beispiel 2.3.13 [36] Sei = konzentriert auf A* (d.h. Z(A) = Z(A*)) mit
p_1 < oo. Beispiele fiir Coalescents zu solchen Maflen sind die in Beispiel
2.3.11 behandelten Dirac-Coalescents mit Punktmasse von = in A*, insbe-
sondere der sternférmige Coalescent, oder die Poisson-Dirichlet-Coalescents.
Unter dieser Bedingung ist

a=v(A") = L:x: |m|::c
=47 /A\{O} (%w)u(d ) /A\{O} (x’m)~<d )

dh. a =9 = pu_1 < oo, also ist 11 ein Simple Coalescent. X ist somit
ein Subordinator mit exponentieller Vernichtung mit Vernichtungsrate o und
ein zusammengesetzter numerischer Poisson-Prozess. Das zugehdrige Lévy-
Maf$ p ist das Nullmaf (vergleiche Bemerkung 2.3.10) und der zugehirige
Laplace-Ezxponent @ erfillt ®(n) = 0 fir allen > 0. Also gilt wie im Falle der
Dirac-Coalescents mit Masse in A*, dass X nur die Werte 0 und 1 annimmt
und nach einer Exp(a)-verteilten Wartezeit von 0 nach oo springt.

2.4 Rekursionen fiir Funktionale [35], [36]

Die Eigenschaften Natural Coupling (Satz 1.2.1) und Temporal Coupling
(Satz 1.2.3) eines n-Coalescents II™ zeigen, dass man in dem von I1(™ gege-
benen Baum Teilbdume finden kann, die selbst m-Coalescents sind (m € [n]).
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Dies kann man ausnutzen, um Verteilungsrekursionen fiir die Funktionale von
110 zu finden.

Satz 2.4.1 [35],/36] Fiir n € N sei I ein =-n-Coalescent. Sei I,, eine
Zufallsvariable, die verteilt ist wie der Block-Zihlprozess von 1™ direkt nach
dem ersten Sprung, d.h. P(I, = k) = gni/gn fir k € [n — 1] und die Raten
Ink und g, des Block-Zihlprozesses. I,, habe jeweils die unten beschriebenen
Unabhdngigkeiten. Dann gilt fiir die Funktionale 1, und C,

a) 1 =0 und TniTn‘i‘TIn,
b) Cy =0 und Cp LV, +C;.
firn € {2,3,...}, wobei in

a) die Zufallsvariablen I,,, T,, unabhdngig von 7o, ..., 7,1 sind, I, und T,

unabhdngig sind und T, L Exp(gy,).

b) 1,,V, unabhingig von C,...,Cy,_1 sind sowie V,, verteilt ist wie die
Anzahl der Kollisionen in II™ | die im ersten Sprung von II™ stattfin-
den.

Beweis: Beide Rekursionen werden dadurch bewiesen, dass man den Coale-
scent am ersten Sprung stoppt und jeweils die Beitrdge zum Wert des be-
treffenden Funktionals des n-Coalescent-Baumes vor und nach dem ersten
Sprung bestimmt. Hierzu verwendet man Natural und Temporal Coupling.
Sei immer IT1™ ein Z-n-Coalescent.

zu a): Die Wartezeit T}, bis zum ersten Sprung von II™ ist Exp(g,)-verteilt,
da dies auch die Wartezeit auf den ersten Sprung im zugehorigen Block-
Zahlprozess ist. Es gilt 7, = T,, + 7/, wobei 7" die Absorptionszeit in ([n])

des Prozesses (H(TZ )+t)t20 ist. Nach Temporal Coupling gilt 7/ 4 71, da

der in T,, gestartete Block-Zahlprozess (|H%LL ) |)e>0 genauso verteilt ist wie
der Block-Zahlprozess eines I,,-Coalescents. Des Weiteren zeigt die starke
Markov-Eigenschaft, dass T}, sowohl von der Sprungkette von II1(™ als auch
von allen weiteren Aufenthaltszeiten in II™ unabhéngig ist. Also sind T},, 7/
unabhéngig und a) ist gezeigt.

zu b): Analog zu a) erhélt man C,, = V,, + C”, wobei C’ die Anzahl der Kol-
lisionen in (Hg ) ¢)t>0 ist. Nach Temporal Coupling sind V/,, (H% ) L ¢)t>0 und
damit auch V,, C’ unabhéngig bedingt H(TZ ), wobei H(TT:L ) £ I, gilt. Es gilt

o2 (', analog zu a) wiederum nach Temporal Coupling. Dies zeigt b). O
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Bemerkung 2.4.2 Fiir A-Coalescents gilt V,, = 1 fir n € N\ {1}, somit
vereinfacht sich dort die Rekursion aus dem wvorigen Satz 2.4.1 zu C7 = 0
und C,, = 1+ Cy,, wie sie etwa in [27, Gl. 29, S. 1415] zu finden ist. Die
Verteilungsrekursion fir (7,)nen findet sich auch in [62, S. 9].

Fiir A-n-Coalescents betrachten wir nun die Lénge FE, eines zufillig aus-
gewithlten externen Zweiges und die Kollisionen C¢** bis zum Ende dieses
ausgewahlten Zweiges.

Satz 2.4.3 [35] Sei 11 ein A-n-Coalescent fiirn € N. Sei x™ := (Xj(gn))keNo
die Sprungkette des Block-Zihlprozesses (|H§n)|)t20 und sei rpy = P(Xgn) =
k) = g;—: fir k € [n], n € N und die Raten gni, gn des Block-Zihlprozesses.
Es gilt

a) Ot =0 und O 2 min{i € {0,...,n — 2}|B,_; = 0},
b) By =0 und E, 4 get;T(n), n€{2,3,...},

¢c) P(C'=0) = 1 —Z? 213n1 T und
{ (Cemt ; ) — Z: 21]711 P(Cext == ]-)/rnj; k S [n — 2]7 n c
2.3},

wobei Ty, ..., T, unabhingige Zufallsvariablen mit T, 2 Exp(g) firl € N
sind, die unabhdngig von (ngn))keNo und C* sind und B, . .., B, Bernoulli-
Zufallsvariablen, die bedingt auf x™ unabhingig mit bedingten Erfolgswahr-
scheinlichkeiten

(n) X — 1
P(Bn 1_1|X0 » X1 ,) = H_T, ZE{O,,TL—2}

i
sind.

Beweis: Nach Definition gilt C¥** = 0 und fiir n > 2 nimmt C&** Werte
in {0,...,n — 2} an. Betrachte II™. Es gilt C°** > i fiir i € {0,...,n — 3}
genau dann, wenn der zufillig ausgewéhlte externe Zweig nicht an den ersten
i Kollisionen in II™ teilnimmt. Nach Bemerkung 1.1.8 ist H ) fiir jedes

t > 0 eine austauschbare Partition von [n], also ¢ o I1(") L I, wobei
o € S, in natiirlicher Weise auf E,, wirkt. Somit lisst sich bedingt ¥ die
Wahrscheinlichkeit von {C* > i} in folgendem Urnenmodell berechnen:
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1. Wihle aus einer Urne mit n weilen (unnummerierten) Kugeln (die
Blocke {i}, ¢ € [n]) eine Kugel aus und nummeriere diese mit 0 (das
Individuum, dessen externen Zweig zufillig ausgew#hlt wurde).

2. Ziehe n — X§”) + 1 Kugeln aus der Urne (die Anzahl der an der ersten
Kollision beteiligten Blocke) und lege eine weifle Kugel wieder zuriick,
die mit 1 nummeriert ist (der neu entstandene Block). Es befinden sich
nun X§"> Kugeln in der Urne (die Anzahl der Blocke nach dem ersten
Sprung in I1(™)).

3. Ziehe Xﬁ”) —Xgn) +1 Kugeln aus der Urne (die Anzahl der an der zweiten
Kollision beteiligten Blocke) und lege eine weifle Kugel wieder zuriick,
die mit 2 nummeriert ist (der neu entstandene Block). Es befinden sich
nun Xg’“‘) Kugeln in der Urne (die Anzahl der Blocke nach dem zweiten
Sprung in I1(™)).

Die Wahrscheinlichkeit P(C¢** > i|x(™) entspricht der Wahrscheinlichkeit,
dass sich nach 7 + 1 Ziehungen aus der Urne die Kugel mit Nummer 0
noch in der Urne befindet. Sei B,,_; fir i € {0,...,n — 2} die Bernoulli-
Zufallsvariable, die genau dann 1 ist, wenn die mit ¢ nummerierte Kugel
nach dem (i + 1)-ten Zug noch in der Urne ist. Diese sind nach Konstruktion
bedingt x™ unabhingig. Aus dem Urnenmodell liest man

( Xz‘n) -1 )
z(n) - Xz('j-)l +1 _ Xz(i)l —1

P(Buoi =1]x§" ") =

( X ) X
N

fiir i € {0,...,n — 2} ab. Betrachte nun die Bernoulli-Variablen B,_; fiir
i €{0,...,n— 2}, die jeweils genau dann 1 sind, wenn die mit 0 nummerierte

Kugel nach dem (i + 1)-ten Zug noch in der Urne ist. Diese Zufallsvariablen
sind zwar nicht mehr unabhéngig, es gilt aber

min{ie{0,...,n—2}]§n,i20}imin{iG{O,...,n—Z}]Bn,i:O}.
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Man erhilt nun aus dem Urnenmodell
Ccert < min{ie{0,...,n—2}|£~3n_2~:0}
<L min{i € {0,...,n—2}: B,_; = 0}.

Dies zeigt a), denn C¢** = 0 folgt nach Definition.
Betrachtet man F,, die Linge des zufillig ausgewéhlten externen Zweiges, so
gilt nach Definition

ext
&

E,=) T firne{23,. .}, (38)

k=0

wobei bedingt y ™ fiir die Wartezeit T}, vom k-ten bis zum (k+1)-ten Sprung

des n-Coalescents T} < Tx<n) gilt mit unabhéngigen T; < Exp(g;) fur i €
k

sind bedingt x(™ unabhingig. Dies zeigt b), F; = 0 gilt nach Definition.

Zeige nun die Verteilungs-Rekursion fiir (C¢), oy. Fiir k € {0,...,n — 2}

erhilt man mit a)

P(C’ff:t =k) = PB,=B,.1=-=B, 411 =1,B, +=0)
(n) k=1 _ (n)
_ X L Xip1 — 1
N E<<1 (n) ) H (n) )
Xk i=0  Xi
k=1 () ko ()
_ Xz'+1_1)_ ( Xz'+1—1>
n E<H (n) E H (n) )
i=0  Xi i=0  Xi

Somit hat C¢** die Verteilungsfunktion

2 2] (o)
J@ -1
POt <) = Y P =k) = 1-B(] O| o) 69)
k=0 1= i
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fiir x € [0,n—2]. Aus (39) folgt mit Temporal Coupling und den Sprungketten

.....

ex .]_1 Xi —1 n . n .
PO = k) = YR(E S T Y =) PO =)
j=2 =1 Xi
n—1 . k=1 _(5)
= —E([]*5—) Ped” =)
j=2 i=0  Xi
n—1 .
= S L pest s - ke {0 2
- n (] > - )rnj7 6{,...,”— }.
j=2
Also gilt
nflj_l
P(C¥" =0) = 1-P(C >0) = 1— ni 40
(et = 0) €' >0 = 1=3 0
und
n—1 i1
PC =k) = Y L= P(C# =k —1)r,y,  ke{l,...,n—2}. (41)

n

[|
)

j
Korollar 2.4.4 [35] Fiir n € N sei [1™ ein A-n-Coalescent. Betrachte E,,,
die Linge eines zufillig ausgewdhlten externen Zweiges des durch 11 gege-
benen Baumes (die Auswahl erfolgt unabhdingig von 11 ). Sei I, eine Zufalls-
variable fir n € N, die verteilt ist wie der Block-Zihlprozess von II™ direkt
nach dem ersten Sprung, d.h. P(I, = k) = gni/gn =: Tx fiir k € [n — 1] fir
die Raten g, gni des Block-Zihlprozesses von II™. Dann gilt
E, =0 und E, £ T,+B.E;,, ne{23,..} (42)
wobet T, 4 Exp(g,), T, unabhingig von B, E; ist, B, bernoulliverteilt ist
mit P(B, = 1|I,) = (I, — 1)/n und, bedingt auf I,,, die Zufallsvariablen B,
und Ep, unabhdngig sind.

Beweis: Es wird die Notation aus dem Beweis von Satz 2.4.3 benutzt. Aus
Satz 2.4.3, dem Urnenmodell aus dem Beweis von Satz 2.4.3 sowie (38) erhélt
man fiir n € {2,3,...}

Cflmt
E,= Y Th=T.+By, Y T (43)
k=0 ke[Cert]
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mit B,, = 1jcert2) Bernoulli-verteilt mit bedingter Erfolgswahrscheinlichkeit
(n) _
P(B, = 1]x\") = X1 (hiingt nur vom ersten Sprung ab) und der Warte-

zeit T, auf den ersten Sprung in I mit 7, 2 Exp(g,). Wie in Satz 2.4.1
folgt mit der starken Markov-Eigenschaft, dass T}, unabhéngig von x™ und
Tl, TQ, ... ist. Dadurch ist T}, auch unabhéngig von B, Zke[cgwt} Tk

Betrachte nun die Zufallsvariable B, Zke[cm] T, k- Zeige, dass diese verteilt

ist wie BnEX(n) mit B,, und Ex(n> unabhéngig bedingt Xﬁ"). Zeige zunachst
1 1

B> peiose Te = BuE (. Bedingt B, = 0 ist dies offensichtlich. Es bleibt
n 1 ~
zu zeigen, dass bedingt {B, = 1} die Zufallsvariable ;oo Tk verteilt ist

wie Ex<n). Betrachte dazu den Prozess (Hé? ) +t)t>o, der nach Temporal Coup-
1 " -

ling ein Xg")—Coalescent ist. Nun ist 34 c e T}, bedingt {B, = 1} gerade
der Anteil der Lange des ausgewihlten externen Zweiges FE,,, der im durch
(H(T n) +)t>0 gegebenen Teilbaum des durch 1™ gegebenen Baumes liegt. Die-
ser Anteil ist bedingt {B,, = 1} auch die Lénge eines externen Zweiges von

(H% )+t)t20, da die Sprungkette dieses Prozesses gerade (X/(Jfl)ieNo ist und
die Wartezeiten von Sprung zu Sprung (Tj41)ken, sind. Bedingt auf Xg") und
{B,, = 1} sieht man, dass dieser Anteil sogar die Linge eines zuféillig und un-
abhingig von (H(T ") ¢)t>0 ausgewdhlten externen Zweiges des X1 )_Coalescents
(H%i )+t)t20 ist; dies kann man dem Urnenmodell aus dem Beweis von Satz

2.4.3 entnehmen. Somit gilt nach Satz 2.4.3 bedingt auf " und {B, =1},
dass Zk;e[cezt] T}, identisch verteilt ist wie Ex(n). Integriert man iiber beide
n 1

Bedingungen {B, = 1} und {B, = 0}, so folgt B> ;¢ cen T, £ B.E WO

falls B, und E O unabhéngig bedingt Xn ) definiert sind. Durch Verglelchen
der Vertellungen und (Un)Abhéngigkeiten in (43) mit (42) folgt (42). O

Bemerkung 2.4.5 Fir FE, im Kingman-n-Coalescent taucht Rekursion
(42) schon in [37, S. 694, Gl. 6] und in [22, S. 246, Gl. 1] auf.

Aus den Rekursionen aus Satz 2.4.1 und Korollar 2.4.4 lassen sich auch Re-
kursionen fiir andere Verteilungsgréfien wie z.B. erzeugende Funktionen oder
Momente aufstellen. Diese sind fiir die spéatere Analyse der Asymptotik von
cert B, und 7, von entscheidender Bedeutung.

In [27, S. 1406, Gl. 2] (oder auch [66, S. 753, Gl. 2.5]) wird fur n € {2,3,...}
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die Rekursion
L, 20T, + L,

fiir die Gesamt-Baumlénge L,, betrachtet, wobei T}, und I,, wie in Satz 2.4.1
definiert sind (fiir den Kingman-n-Coalescent findet sich die Rekursion be-
reits in [37, S. 695]). Aus dieser Rekursion wird in [27] eine Rekursion der
Momente von (L, ),en hergeleitet. Analog ldsst sich auch eine Rekursion fiir
die Momente von 7, aufstellen. Fiir n € N und j € Ny sei p := E(77) das
j-te Moment von 7,. Analog zu [27, S. 1407] erhdlt man aus der Rekursion

aus Satz 2.4.1 a) die Startbedingung ugj ) = 0 und die Rekursion

/"Lq(fi]) = Z Tnku(]) + T(]) n Z 27] < N07 (44>
k€n—1]

wobel

ri) = (j>E(TfL) rnk,u,(cj_i)

% ! k:e[;—u
und r,, = P(I, = k) mit I, verteilt wie in Satz 2.4.1 gilt. Diese gilt (wie
auch die zu Grunde liegende Verteilungsrekursion fiir 7,,) sogar fiir die Zeit
T, zurlick zum Urahn in beliebigen =-n-Coalescents.
Auch fir die Rekursion aus Satz (42) fir die zuféllig ausgewihlte externe
Zweiglange F, in einem A-n-Coalescent ist es sinnvoll, eine Rekursion fiir
die Momente von E, aufzustellen. Fiir die Momente v := E(E?) von E,,
7 € Np, in einem A-n-Coalescent gilt

vy) = E(E)) = E(T,+ B.EL)")
: +Zo<z> (25
= B(T]) + Z ( > S° P, = RE(B.EY ™| L = k)
=0 ken—1]
— B(TY) + (i)E(TjL) 3 mkk;lE@i‘i),
=0 ke[n—1]

da B, bedingt auf {I,, = k} Bernoulli-verteilt ist mit Erfolgswahrscheinlich-
keit (k — 1)/n und von E;, unabhéngig ist. Man kann ebenso fiir die j-ten
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Momente VT(LJ ) von E,, in einem A-n-Coalescent die Rekursion

. k—1 ¢ (i .
Vg) = Z T'nk n V,gj) + T,(g), n 2 27] € N07 (45>

aufstellen, wobei

. . N k=1 G
A= BT+ > (Z)E(T;) > .

i€[j—1] ke[n—1]

Man kann die Restterme Tgij ) und ﬁ(lj ) auch wieder in Termen der Momente
von T, respektive E, ausdriicken, analog zum Vorgehen in [27]. Indem man

27, Lemma 3.1] fiir o, = g, (v, in dortiger Notation) anwendet, erhélt man

9 = Ly (46)
9n

fiir n > 2 und 5 € N. Fiir die Restterme fr(lj ), n > 2, gilt folgendes Analogon
zu [27, Lemma 3.1].

Lemma 2.4.6 Fiir den Restterm 7 firn € {2,3,...} und j € N aus (45)
qilt »
70 = L -1 (47)
In

Beweis: Vergleicht man Rekursion (44) mit Rekursion (45), so wird in letz-
terer nur an zwei Stellen der zusétzliche Faktor % eingefiigt. Zusammen

mit T}, 2 Exp(g,) ermoglicht dies, den Beweis von [27, Lemma 3.1] einfach
Schritt fiir Schritt analog fiir das hier zu beweisende Lemma durchzufiihren.
O

Bemerkun% 2.4.7 Auf den ersten Blick erscheint es nicht sinnvoll, die
Restterme rS) und 79 in (44) und (45) abzuspalten. Da die beiden Rekur-
sionen aber bis auf die Restterme sehr einfach sind, wird es in spdteren Ana-
lysen maglich sein, die Restterme zundchst zu ignorieren, die Rekursionen
ohne die Restterme zu verwenden und aus den dortigen Ergebnissen analoge
Ergebnisse fiir die ,,richtigen” Rekursionen zu finden.
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SchlieBlich ist es auch fiir das Funktional C¢** ratsam, eine weitere Rekursion
aufzustellen, diesmal allerdings fiir die erzeugenden Funktionen s — F (scﬁxt)
fir n € {2,3,...} mit s € C. Fiir diese folgt mit der Verteilungsrekursion fiir
Ce*t in einem A-n-Coalescent aus 2.4.3 ¢) BE(s“™) = 1 und

E(s“") = P(C=0)+ Y PC&=k)s*

ken—2]

= P(CS=0)+ Y Z'—Pcm k= 1)1y s

ke[n—2] j=k+1

1
Tnj Z P(Cs™ =k —1) s

k

n—1 .

= POt =0)+s> 1=

Jj=2 keli—1]
n—1 .
- 1 ext
— P(Cet =) +SZ‘7TW B(s55™) (48)
=2

fir s € Cund n € {3,4,...}, wobei P(C,, = 0) aus (40) berechnet wird.

Es lassen sich noch weitere Rekursionen fiir andere Kenngrofien der Verteilun-
gen der betrachteten Funktionale aufstellen. Da solche aber in dieser Arbeit
nicht benotigt werden und analog hergeleitet werden konnen, wird hier auf
weitere Rekursionen verzichtet. Es findet sich etwa in [35, Bemerkung 4, S.5]
(hierzu auch [35, Anhang, S.24-26]) eine Rekursion fiir die charakteristische
Funktion von 7,.

Betrachtet man nun n-Coalescents mit Mutationen, so besitzt auch der die
Mutationen steuernde Poisson-Punktprozess durch die Unabhéngigkeit der
Punkte auf verschiedenen Zweigen eine zur Coupling-Struktur des Coale-
scents passende Struktur. Somit kann man ebenso Rekursionen fiir Funktio-
nale von n-Coalescents mit Mutation finden. In dieser Arbeit wird die Anzahl
K, der Typen in der Stichprobe [n] untersucht, die folgende Verteilungsre-
kursion erfiillt.

Satz 2.4.8 [36] Fiir n € N sei II'™ ein Z-n-Coalescent mit Mutation. Sei
r >0 die Mutationsrate und g,, gni seien die Raten des zu II™ gehorenden
Block-Zihlprozesses aus Satz 1.4.1 (k € [n—1]). Dann gilt fir die Anzahl K,
der Typen in der Stichprobe [n] die Verteilungsrekursion

Ki=1und K, £ By(Kp1+1)+(1—By)K;,, ne{23,...}, (49)
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wobet B, eine Bernoulli-verteilte Zufallsvariable ist, die unabhdingig von
(Ko, ..., Ky_1,1,) ist mit Verteilung

nr

P(B,=1) = 1-P(B,=0) = , neN,
gn +nr
und I, eine von (Ko, ..., K, 1) unabhdngige Zufallsvariable ist mit Vertei-
lung
rap = P(I,=k) = & pkeNkeln—1]
9n

d.h. I, ist verteilt wie (|H§")Dt20 nach dem ersten Sprung.

Beweis: Rekursion (49) ist dquivalent zu P(K; = 1) = 1 und

n—1

nr Jn
P(K,=k) = PK,1=k—-1 WP (K =k
(Ko =B) = Py = k= 1)+ S P =) (50

fir n € {1,2,...} und k € [n] (die zweite Summe lduft erst ab k, da
P(K; =k) =0 fir i € [k — 1]). Zeige nun (50).

Im n-Coalescent mit Mutation kommen zwei Arten von zustandséndernden
Ereignissen vor: Mutationen und Kollisionen. Fiir n € N sei oBdA I :=
(pn(Iy))>0 fiir einen =-Coalescent 11, dessen Mutationsstruktur definiert ist
tiber eine Familie (P;);eny von homogenen Poisson-Punktprozessen auf [0, co)
mit Intensistétsrate r» wie in Kapitel 1.7. Betrachte nun das zeitlich erste Er-
elgms dass im Verlauf des n-Coalescent mit Mutation eintritt. Die Wartezeit
WY auf die erste Mutation, die auf den externen Zweig i € [n] fallen kann,
also auf den ersten Punkt in P;, ist Fxp(r) verteilt. Somit ist die Wartezeit
W, auf die erste Mutation, die auf irgendeinen externen Zweig fallen kann,
das Minimum dieser n unabhéngigen Wartezeiten, also W, 4 Exp(nr). Die
Wartezeit auf die erste Kollision 7;, (es kann mehrere simultane Kollisionen
geben) ist unabhéngig von W,, und es gilt T}, 4 Exp(g,), da dies gerade die
Wartezeit auf den ersten Sprung in (|H§n) |)i>0 ist. Somit ist das erste Ereignis
im Verlauf des Prozesses mit Wahrscheinlichkeit P(W,, < T,,) = nr/(g, +nr)
eine Mutation und mit Wahrscheinlichkeit P(W,, > T,) = g,/ (gn + nr) eine
Kollision. Es gilt also

P(K, =k) = (P(K, = kW, <T,)nr+ P(K,, = k|T,, > W,)gn)/(gn + nr),
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da {T,, = W, } eine Nullmenge ist.
Berechne zunidchst P(K, = k|W, < T,). Mit Hilfe der Zufallsvariablen

(W,&i))ie[n] lasst sich dies auch als

P(K, = k|W, <T,)
= Y P(K,=kWD <T,)P(WY < T,|W, <T,) (51)
i€[n]

schreiben. Fiir ¢ € [n] betrachte das Ereignis {K,, = k} unter der Bedingung
{Wﬁi) <T n} Dann tritt die erste Mutation auf dem zu i € [n] gehdrenden

externen Zweig vor der ersten Kollision ein. Das Individuum ¢ in der Stich-
probe [n] hat also einen von allen anderen Individuen in [n] verschiedenen
Typ. Um dann K,, = k zu erhalten, muss die Anzahl der verschiedenen Ty-
pen unter den restlichen n — 1 Individuen genau k — 1 betragen. Streicht man
nun den i-ten externen Zweig aus dem von I1(™ gegebenen Baum, so verhilt
sich nach Natural Coupling der restliche Baum wie ein (n — 1)-Coalescent,
somit P(K, = k|W\" < T,) = P(K,_1 = k — 1). Da dies fiir jedes i € [n]
gilt, folgt aus (51) P(K,, = k|W,, <T,) = P(K,,-1 =k —1).

Betrachte nun das Ereignis { K, = k} unter der Bedingung {W,, > T,,}. Das
erste Ereignis ist nun eine Kollision. Da hier keine Mutation vor dem Kol-
lisionsereignis stattfindet, muss fiir das Eintreten von {K, = k} die Anzahl
der Typen unter den Blécken von H(TZ ) genau k betragen, also die Anzahl der
verschiedenen Typen in der Stichprobe [n] (der Typ eines Blockes wird ge-
nauso wie der Typ eines Individuums bestimmt, es wird aber nur der von 11
erzeugte Baum ab Zeitpunkt T, betrachtet). (H% ) +)t>0 ist nach Temporal

Coupling ein Xg")—Coalescent (wenn man die Blécke von 110 zum Zeitpunkt

T,, mit [x\"] identifiziert), wobei x{" die Anzahl der Blécke nach dem ersten
Sprung von I1( ist. In diesem Sinne ist die Anzahl der Typen unter den
Blocken von H%LL ) gerade die Anzahl der Typen in [Xﬁ”)] von (H(TZ ) Le)es0- Es
gilt also

P(K, = kT, < W, x\" =i) = P(K; = k).
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Xﬁ"’ ist unabhéngig von T, und W, (starke Markov-Eigenschaft und Un-

abhingigkeit von W, und I1™). Also gilt
P(K, =k|T,, <W,)

= Y PUK = KTy < W, X = PO = ilT, < W)

= D P(E = RPOE = 1) = 3 P = Kr

wobei es geniigt, nur von k bis n — 1 zu summieren, da wiederum P(K; =
k) =0 fiir ¢ € [k — 1] gilt.

Bemerkung 2.4.9 [36] Die Beweisfiihrung des wvorangegangenen Satzes
verliuft analog zum Beweis der Verteilungsrekursion fiir das vollstindige
Allelfrequenz-Spektrum  fir n-Coalescents aus [67, Theoreme 3.1, 5.1]
(Méhle’s  recursion). Eine zu dieser Rekursion fir das wvollstindige
Allelfrequenz-Spektrum dquivalente Rekursion fir die zugehorigen erzeugen-
den Funktionen findet sich in [65, Gl 4], dort wird die Rekursion allerdings
nur fiir A-n-Coalescents betrachtet. Betrachte die erzeugenden Funktionen
fn(s) = E(sf"), n e N und s € C, mit fi(s) = s. Aus Rekursion (50) erhilt
man firn € {2,3,...}

(gn +n1) fu(s) = (gn +nr) Y P(K, =

ke(n]

= Y wrP(Kyy =k —1)s" +gnZZP i = k1St
= nTanl +gn Z rnzZP

1€[n—1] keld]

i€[n—1]

also die zu (50) dquivalente Rekursion

(gnt+nr)fu(s) = nrsfa_1(s)+ Z gk fr(s), ne{2,3,...},seC. (52)

ke[n—1]
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(52) gilt fiir beliebige =-n-Coalescents. Fir A-n-Coalescents lisst sich (52)
auch leicht aus Mohle’s recursion fir die erzeugenden Funktionen des
vollstindigen Allel-Frequenz-Spektrums aus [65, Gleichung 4] gewinnen, in-
dem man dort s, = --- =8, = S setzt.

Mit Hilfe der Rekursion (50) lassen sich die Wahrscheinlichkeiten P(K,, = k)
fir k € [n] rekursiv berechnen. Es gilt z.B. fiir die Wahrscheinlichkeit P(K,, =
n), dass alle Individuen in [n] verschiedene Typen haben, die Rekursion

(gn +nr)P(K, =n)=nrP(K,-1=n—-1), ne{2,3,...}

und damit

- ir rinl
P(K,=n) = — = = —, néeN. 53
( ) 1_£ gi +r Hizg(gi + W) ( )

1=

Auch aus der Rekursion (52) fiir die erzeugenden Funktionen f,(s) = E(s%»)
fir n € {2,3,...} und fi(s) = s lisst sich eine weitere Rekursion bilden.

Bildet man in (52) die j-te Ableitung f,(ﬂ ) nach s und wendet man die Leibniz-
Regel an, erhélt man die Rekursion

(90 + 1) fP(s) = nr(sf () + IS (9) + D0 o) (54)
k€n—1]

fir n € {2,3,...}, j € N und s € C (fiir 7 > n ist die Rekursion trivial,

néimlich 0 = 0). Nun ist f(s) = > on;(k);P(K, = k)s*, wobei (k); =

k(k—1)---(k—j+ 1) das absteigende faktorielle Produkt von k beziiglich

J € N bezeichnet. Es gilt lim,_,; f,(lj)(s) = E((K,);) und somit folgt aus (54)
fiir s — 1 die Rekursion

(gn+nr)E((Kyn);) = nr(B(Kn-1))+iE(Kn-1);-0))+ Y gnkE((Kk);) (55)
ke[n—1]

firn € {2,3,...} und j € N, wobei E((K;);) = d;1 (Kronecker-Symbol) ist.
Insbesondere erhalt man fiir j = 1, also fiir £(K,,), die Rekursion
(gn +nr)E(K,) = nr(B(Ku-) + 1)+ Y g B(K) (56)
ke[n—1]
firn € {2,3,...}.
Auch Rekursion (55) lasst sich fiir bestimmte Werte leicht 16sen. Fiir j = n
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erhilt man (g, +nr)E((K,),) = n*rE((K,_1)n_1), woraus man die geschlos-
sene Formel

B = [[— = 0

st gi+ir [lia(git+ir)’
folgern kann. Diese folgt allerdings auch direkt aus E((K,),) = n!P(K, = n).
Aus allen in diesem Kapitel vorgestellten Rekursionen lassen sich fiir klei-
ne bis moderate n € N die Verteilungen/Momente der zugehorigen Funk-
tionale direkt und explizit berechnen. Fiir manche =-Coalescents (bzw. A-
Coalescents) lasst sich aus den vorgestellten Rekursionen die Asymptotik der
betreffenden Funktionale fiir n — oo bestimmen. Dies wird in den folgenden
Kapiteln beschrieben.

Bemerkung 2.4.10 Auch fiir andere Funktionale eines n-Coalescents 1™
lassen sich mit den in diesem Kapitel vorgestellten Methoden Rekursio-
nen aufstellen. Die Rekursionen fir das vollstindige Allel-Frequenzspektrum
(Kn(1),...,Kn(n)) und fir die Gesamt-Baumlinge L, wurden bereits
erwihnt, fiir die Anzahl Seg, der Mutationen auf dem durch 11 gegebenen
Baum findet sich eine Verteilungsrekursion in [66, Gleichung 2.3]. Die Me-
thoden, mit denen alle vorgestellten Rekursionen aufgestellt werden, wurden
bereits in [43, Kapitel 3] beschrieben.
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3 7, die Zeit zuriick zum jiingsten Urahn [35]

In diesem Abschnitt wird 7,,, die Zeit zuriick zum jiingsten Urahn der Stich-
probe [n] bzw. die Absorptionszeit in ([n]) fiir einen =Z-n-Coalescent betrach-
tet (n € N). Fir dieses Funktional sind viele Ergebnisse bereits bekannt.
Fiir 7,, im Kingman-n-Coalescent hat schon Kingman selbst in [57, Gl. (5.9)]
bewiesen, dass 7,, — 7 in Verteilung konvergiert fiir n — oo, wobei 7 die
Lebesgue-Dichte

t — Z(—l)mgm(Qm — e 9t t>0,

m=2

besitzt mit g, = (”21) die totale Rate im Zustand m des Blockzéhlprozesses
des Kingman-m-Coalescent. 7 hat die Laplace-Transformierte

> 0
E(e?) = 1- -H™@2m—1)——r, 0,
(@) = 1= (rem =T, 02

dies korrigiert einen Fehler auf [57, S.37] (die Reihe in [57, Zeile , S.37] kon-
vergiert nicht). Dieses Ergebnis lasst sich auch leicht aus der Rekursion fiir 7,
aus Satz 2.4.1 a) folgern. Mit der Notation aus Satz 2.4.1 gilt im Kingman-
n-Coalescent I, = n — 1 fiir n € N, da jede Kollision binér ist und es keine
simultanen Kollisionen gibt. Somit erhédlt man aus der Rekursion die Darstel-
lung 7,, = >0, T, fiir n € N, wobei Ty, ..., T, unabhéngige Zufallsvariablen

mit 7, < Exp(d;) sind, da nach Formel (18) g; = () die totale Rate im
Zustand ¢ des Block-Zahlprozesses des Kingman-n-Coalescents ist. Das Kon-
vergenzresultat kann nun mit Standardmethoden gezeigt werden.

Im sternférmigen n-Coalescent (A = d;) gilt 7, < Exp(1) fir alle n € N, da

gn = A(]0,1]) = 1 nach (18) gilt. Insbesondere gilt 7, < Exp(1) fir n — oo.
Fiir andere Coalescent-Prozesse scheint die Analyse der Asymptotik von 7,
schwieriger zu sein, da sich die Rekursion fiir (7,,),en nicht soweit vereinfachen
lisst. Man weifl allerdings fiir II™ = (p,,(II;))¢>o fiir einen Z-Coalescent 11,
dass 7,, monoton in n steigt und dass 7, — 7 :=inf{t > 0 : [II;| = 1} € [0, 0]
fast sicher fiir n — oo (etwa [79, S. 40] fiir Z-Coalescents oder [71, Gl. 31] fiir
A-Coalescents). Es gilt E(7) < oo, falls der Coalescent nicht im Unendlichen
bleibt (comes down from infinity), siehe etwa den Beweis von [79, Proposition
32].

Fiir verschiedene Unterklassen der Simple A-n-Coalescents ist 7,, nach
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[39] asymptotisch normal, asymptotisch stabil oder asymptotisch (skaliert)
Mittag-LefHler verteilt (nach geeigneter Normierung). Ein Klasse von A-n-
Coalescents, in der 7, asymptotisch normal ist, sind die Beta-n-Coalescents
mit a > 2,b > 0 (siehe [39, Beispiel 4.1]). Ein schwaches Gesetz der groBen
Zahlen fiir (7,,)nen in Poisson-Dirichlet-n-Coalescents findet sich in [62, Theo-
rem 4.1]. Im folgenden Kapitel wird die Asymptotik fiir n — oo von 7, fiir
den Bolthausen-Sznitman-n-Coalescent untersucht (A = X qj). Aus [42, Pro-
position 3.4] ist bekannt, dass im Bolthausen-Sznitman-Coalescent

7. — loglogn % 7 fiir n — 0o (57)

gilt, wobei 7 (Standard-)Gumbel-verteilt ist. Dieses Resultat wurde in [42]
mit Hilfe des dort analysierten Zusammenhangs zwischen dem Bolthausen-
Sznitman-Coalescent und zufélligen rekursiven Badumen bewiesen. Im
néchsten Kapitel wird dieses Resultat auf andere Weise, ndmlich unter Ver-
wendung der Rekursion (44) fiir die Momente von (7,,)nen bewiesen.

3.1 7, im Bolthausen-Sznitman-n-Coalescent [35]

Um die Rekursion (44) fiir 7, fiir den Bolthausen-Sznitman-n-Coalescent
verwenden zu konnen, miissen wir zunichst die totale Rate g, im Zu-
stand n des Block-Zahlprozesses und die Verteilung des ersten Sprungs des
Block-Zahlprozesses, also die Verteilung von X§”) im Bolthausen-Sznitman-n-
Coalescent bestimmen. Nach (18) gilt fiir die Raten des Block-Z#hlprozesses
des Bolthausen-Sznitman-Coalescents

n n—k—1 k-1
gn - / Uu 1—u du
* (k - 1) [0,1] ( )

n

= (k:)Bem(”_k’k) T —Rm—k+1)

fir n € N, k € [n], somit

n 1
P T D TSSOl sV

ke[n—1] ken—1] ke[n—1
(58)
und damit (siehe Korollar 1.4.3)
n n n
s = PO = ) = Ink (59)

Jn (n—1(n—-k)(n—k+1)
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fir n € N, k € [n]. Betrachte fiir die j-ten Momente (ug))neN von (7, )nen
und die Restterme 7’ aus (44), j € Ny, die erzeugende Funktionen

> o0
,Uj(S) = Zﬂg)gn und rj(s) = Zgnrgj)5n~
n=2 n=2

Die beiden Funktionen p; and r; sind analytisch auf
D:={seC: |s| <1},

dies wird in diesem Kapitel bewiesen. Es wird sogar gezeigt (vergleiche etwa
die folgenden Gleichungen (64) und (69)), dass p; und r; analytisch fortsetz-
bar auf C\ [1, 00) sind, dies wird allerdings fiir die Zwecke dieser Arbeit nicht
bendtigt.

Bemerkung 3.1.1 Im Folgenden werden gewdhnliche Differentialgleichun-
gen mit komplexen Argumenten betrachtet. Alle vorkommenden Funktio-
nen sind aber holomorph auf dem jeweils betrachteten Gebiet, somit kann
man diese Differentialgleichungen wie reelle Differentialgleichungen behan-
deln bzw. sie als Differentialgleichungen von Potenzreihen auffassen.

Es werden auch komplexe (Weg-)Integrale von holomorphen Funktionen ver-
wendet. Der Einfachheit halber werden nur die Grenzen des Weges, lings
dessen integriert wird, angegeben (Der Weg muss natirlich vollstindig in
einem Holomorphiegebiet des Integranden liegen).

Lemma 3.1.2 (Rekursion fir die erzeugende Funktion p;) [35] Die erzeu-

genden Funktionen pyg, i1, ... gentiigen der Rekursion
js [ -t -

; = dt eN,seD 60

1 (s) 1—s /0 t(—log(1—1t)) J ° ’ (60)

mit Startbedingung jo(s) = s?/(1 —s), s € C\ {1}. Insbesondere gilt

s 3 t
ls) = 1—3/0 G- 0led-n " *=P

Beweis: Der Beweis ist nahezu identisch zum Beweis von [27, Lemma 4.1]
und wird hier mit geringfiigigen Modifikationen ausgefiihrt.
Sei 7 € N und s € D. Definiere zunéchst die Hilfsfunktion

a(s) := Zl m =1+ w —log(1l —s) (61)

[e’e)
k=
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fir s € D. Multipliziert man Rekursion (44) mit 2= und setzt (59) ein,
erhdlt man

—1 —1 n—1 .
(J E () r)
rnk ,U/k + n n

ken—1]
1 ( /) n-1 (J)
_ (J ])
'+ Z (n—k n—k—i—l) n * Z k(k+1)
ken—1] ke[n—1]

Multipliziert man diese Rekursion mit s” und summiert iiber n € {2,3,...},
so erhélt man

t = n
[e%] ) n—1 (J)
n—1 [l
= ry’s” + s
n=2 n n=2 k=1 k(k + 1)
*1y(t) s s* - () n—k
o RS S D
/0 t — k(k+1) i
S . t
= [+ el (62
0

wobel man den ersten Summanden in der letzten Zeile aus

“n—-1 > L § & N S ri(t)
HDen — (4) — (4)yn—1 _ J

E r,)s" = E Wy — = E Wt dt = / ——=dt

e n:2g n /0 n:2g o ¢

erhélt. Differenziert man nun Gleichung (62) nach s erhélt man die Differen-
tialgleichung

() = 28~ Tty s) + sy o)

oder die dquivalente Darstellung

(s) = (1 +s-a'(s))p;(s) +75(s)
J s(1 —a(s)) '

Setzt man in diese Gleichung a(s) und d'(s) = —s
erhilt man

1 — s 2log(1 — s) ein, so
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/ pi(s) ri(s)
: = — . 63
#(s) s(1—s) (1—s)log(l—s) (63)
Alle Losungen der homogenen Differentialgleichung f'(s) = f(s)/(s(1 — s))
haben die Form f(s) = ¢s/(1 — s) mit ¢ € C. Somit erhélt man durch
Variation der Konstanten fiir die inhomogene Differentialgleichung (63) mit
Startwert 1;(0) = 0 die Losung

S

pi(s) = o) (69)
wobei . )
ci(s) = /o t(—lo;;(l —) dt. (65)

(60) folgt nun mit 7;(t) = ju;_1(t), dies ist eine Anwendung von [27, Lemma
3.1, Gl. (7)] mit o, := g, = n — 1 (bzw. (46)). Schliefllich gilt py(s) =
Doy st =82/(1— ). a
Um die erzeugende Funktion p;, j € N, genauer zu analysieren ist es wegen

(64) ratsam, zunéchst die Funktion ¢; zu analysieren. Aus Lemma 3.1.2 und
(64) erhélt man die Rekursion

[ C'—1(t) .
ci(s) = ]/ J dt, jeN,s€ D, 66
f o TN~ loal 1) o
fiir die Funktionen ¢y, ¢o, . .. mit Anfangsbedingung ¢q(s) = s, s € C. Substi-
tuiert man ¢t = 1 — e~ in (66) (dies ist entlang jedes Weges in D moglich),
so erhélt man eine weitere Rekursion, ndmlich

log(1—s) .. 1— e ¥
ci(s) = j/ %du, jeEN,seD. (67)
0
Fiir die Funktion ¢; erhélt man insbesondere
log(1—s) 1 —e U
ci(s) = / du, seD. (68)
0 u

Daraus lésst sich eine Reihendarstellung fiir ¢; herleiten.

Lemma 3.1.3 [35] Die Funktion c; hat die Reihendarstellung

(log(1 — s) .
— IZ AT , jeENy,seD. (69)
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Beweis: Dies wird mittels Induktion tiber j € Ny gezeigt. Da ¢y(s) = s, ist
(69) fitr j = 0 erfiillt. Sei nun (69) fir j — 1 mit j € N erfiillt. Mit (67) und
der Induktionsvoraussetzung folgt dann

—log(1—s) . 1 — e u
ci(s) = j/ —C]_l( € >du
0

U
—log(1—s) o (_u)kl
= 3 —(7 —1)! —
j/o U= g
k=1
(%) I~ (_1)k ~log(1=e) k—1
= _]!Zk!kj—l i u"du
k=1

= (=DF (= log(1 — s))* (log(1 — 5))
- _J!; ‘ kZ AT

wobei fiir (x) die vorkommende Potenzreihe gliedweise integriert wird. O

Bemerkung 3.1.4 Die Reihendarstellung (69) zeigt insbesondere, dass c;
fir jedes j € N in D holomorph ist und auf C\ [1,00) holomorph fortsetzbar
ist. Somit sind auch p; und r; in D holomorph und auf C\ [1,00) analytisch
fortsetzbar. Die Rekursion ist dazu geeignet, c;(s) mit moderatem Zeitauf-
wand numerisch zu approximieren.

Mit Hilfe der eben bewiesenen Reihendarstellung ist es moglich, eine explizite
Formel fiir die Momente von 7; zu finden.

Satz 3.1.5 [35] Sein € N und j € Ny. Dann gilt fir das j-te Moment von
T tm Bolthausen-Sznitman-n-Coalescent

k+1

B(rl) =gt ) - Z k),

1€[n—1] ke[z

wobei s(i, k) die absolute Stirling-Zahl erster Art mit Parametern i,k ist, also
die Anzahl der Permutationen von [i|, die genau k Zykel haben (i, k € N, k €

[i]).

Beweis: Aus (64) und (69) erhélt man

1s o= (log(1 — s))*
s 5~ (ogl1 =)

nils) = 9 % ke
=1
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Setzt man die Darstellung

gl ()P S s (—1)k+t
Mj(s) - S—lz ki ZES(Zak) - ]_—SZZ_'Z ki S(ka)

1 ik i=1 " keli]
_ l - Si _ - dl] n
= (X)X Fd =2 ( X )
=1 i=1 n=2 ie[n—1]
mit (—1)k+
-1 .
di;j = j! % s(i, k)
ke(i]

Durch Koeffizientenvergleich mit der Reihendarstellung p;(s) =7, ud s
erhéilt man die explizite Darstellung uﬁf ) = Zie[n_l] d;;/i!, also die Behaup-
tung. O

Bemerkung 3.1.6 Satz 3.1.5 ermdglicht es, E(7l) fiir kleine oder mittel-
grofse Werte von n in nicht allzu groffer Rechenzeit zu errechnen. Fiir groffe
n € N st diese Formel aufgrund der Verwendung von Stirling-Zahlen sehr
rechenintensiv und auch numerisch nicht allzu stabil.

Um das asymptotische Verhalten von 7,, zu analysieren, kann man eine weite-
re, auf den ersten Blick unzugénglichere Rekursion fiir die Funktionen (¢;),en,
verwenden. Diese erm0glicht es, das Verhalten von ¢;(s) nahe der Singularitét
s = 1 genauer zu analysieren, welches entscheidend fiir das asymptotische
Verhalten der j-ten Momente ist.

Lemma 3.1.7 [35] Die Funktionen co,cy,... erfillen die Rekursion

0 = 5 (o )

ke(i]

—log(1—s) .
+/ e “(—logu)’ du, jeN;seD, (71)
0
mit Anfangswert co(s) = s, s € C\ {1}.
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Beweis: Partielle Integration von Gleichung (68) ergibt

—log(1—s) 1 — et
c(s) = / ¢ du
0

u

log(1—s)
= [(1—e)logu], log(1=3) —/ e “logudu
0

1 log(1—s)
= sloglog1 —/ e “logudu,
0

also ist (71) erfiillt fur j = 1. Fiir beliebiges j € {2, 3, ...} erhélt man (wieder)
durch partielle Integration von (67)

—log(1—s) . 1 — e u
e(s) = J / Gal—e™)
0

u
— 1 log(1—s) ; tos(1=2) / —u\,—u
= [jejo1(1 —e ™) logul, —J ¢ (1 —e™)e "logudu.
0

Aus (69) folgt

lim e 1 (1 = ¢7)(log(u))* = lim(— kzk"f] (log(u))¥) =0

fiir alle k£ € N. Aus (66) erhélt man zusétzlich

¢j1(s) = (J = Degj—a(s) /(1 — 5)(—log(1 — s))),

also insbesondere (I —e™) = (j— Dejo(1 —e™)/(e™u). Mit beiden
Uberlegungen ergibt sich

1 —log(1—s) logu
— 70y —1 (1 —¢e ") du.
— U )/0 o Gi-2(l—e™) du

Eine weitere partielle Integration des letzten Integrals zusammen mit
ol —e™) = (j —2)cj3(l —e™™)/(e "u) liefert analog

1 j 12
- _o(s)( log1 )
1—s (2)CJ 2(3)<0g 1

. —log(1—s) 1 2
—i—(‘]) (7 — 2)/ o8 ucj_3(1 —e ") du.
0

2 U

ci(s) = jej—a(s) loglog1

ci(s) = jecj1(s)loglog
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Durch weiteres (7 — 3)-faches partielles Integrieren des jeweils auftretetenden
Integrals erhélt man schlieSlich

j—1

J L \*
ci(s) = Z (k) (—1)k+1cj_k(s)<loglog - s)
k=1
—log(1—s) —1 j—1
+j / (sl 4 ey du.
0 u

und das Lemma folgt mit c¢o(s) = s durch eine weitere partielle Integration
des letzten Integrals. a

Lemma 3.1.7 ermoglicht es nun, ¢; in der Néhe der Singularitdt s = 1 asym-
ptotisch zu entwickeln.

Lemma 3.1.8 [35] Sei j € Ny. Fiir s — 1 in D gilt

o) = 3o (2) (et ) s 000 st 1))

=0

wobei (M;)ien, definiert ist durch
m; = / (—logu)e “du, icNy. (72)
0

Insbesondere gilt ¢1(s) — log(—log(1 — s)) — my = fiir s — 1 in D.

Beweis: Fiir j = 0 stimmt die Aussage, da ¢y(s) = s und my = 1. Zur
Vereinfachung der kommenden Terme setze x := —log(1l — s) und zeige die
dquivalente Darstellung

J

; o log?
ci(s) = Zml(z> logj*ZaH—O( °8 x), s— 1in D,

et
1=0

der Behauptung durch Induktion nach j. Nach Lemma 3.1.7 gilt

els) = > (i)(—lfﬂcjk(s) log z + / (-~ loguietdu.  (73)

kelj]
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Es gilt
log? x

/ e “(—logu)’ du = mj—/ e (—logu) du = mJ+O< ) (74)
0 x

Um dies zu sehen, zeigt man mit partieller Integration zunéchst fiir die
Stammfunktion

/ e~ (—logu)’ du = —e~"(—logu)! + j / e "(—log(u)y tu"du

und stellt dann fest, dass fiir Wege v im Holomorphiegebiet des Integran-
den, die zusitzlich in der Halbebene {z € C|R(z) > R(z)} verlaufen (R(z)
bezeichnet den Realteil von z € C),

/ “(—log(u) 1du‘ <le” ‘”|/| — log(u u™t |du
v

und somit [ e (—logu) du = O (k’fix) gilt.
Setzt man nun (74) in (73) ein, erhélt man

cj(s) = Z (2) (=) n(s) log" @ 4+ m; + O<10§ £U>

kels]

. | j
- Z (2) (=1 ;g (s)logh o + (=1) T log? @ +m; + O(log x)

6;13
kelj-1]

Sei die Aussage fiir j — 1 mit j € N gezeigt. Dann gilt

c;(s)

Z . )k iz km log/ zx+0<10gj—kx> log*
= k: — ’ er

kelj— i
1 g log? x
+(=1)""" log?  +m; + O< )
el’
— J j—i J = k41 IOgj T
= mil log’ " x Z . (=1)"" +m,; +O< " )
=0 kelj—il
=1
J .
log?
= Yo (! 0(FET) s
1 er
=0



Bemerkung 3.1.9 Die Konstante m; = [°._a'exp(—z — exp(—a)) dw ist
gerade das i-te Moment der (Standard-)Gumbelverteilung mit Dichte x +—
exp(—z — exp(—z)), x € R. Insbesondere ist mg = 1, my = v (wobei vy die
Eulerkonstante ist) und my = 72 /6 + 2.

Die Funktion f(s) := loglog ﬁ, die in Lemma 3.1.8 auftaucht, unterscheidet
sich von g(s) := log(2 log 1) nur um f(s) — g(s) = log s. log s verschwindet
fir s — 1 in D. Also gilt g(s) = O(f(s)) fir s — 1 in D. Verwendet man
dies und log s = O(1 — s) fiir s — 1 in D, ergibt sich folgendes Korollar aus
Lemma 3.1.8.

Korollar 3.1.10 /35] Fir j € Ng und s — 1 in D gilt
J

) = Yo (1) (1 (e 1))+ 00 ) (e 1))

1=0

wobei (m;)ien, wie in (72) definiert ist.

Bemerkung 3.1.11 Diese asymptotische Darstellung von c;(s) fir s — 1
. D hat gegeniiber der Darstellung aus Lemma 3.1.8 unter anderem den
Vorteil, dass die Funktion g(s) :=log(log =) eine Taylor-Entwicklung um
0 besitzt, nimlich g(s) = 35+ 2% + g5 4.

Mit Hilfe der Darstellung von ¢; aus Korollar 3.1.10 kann man eine asym-
ptotische Darstellung der j-ten Momente von 7, fiir n — oo aufstellen, in-
dem man die Koeffizienten der erzeugende Funktion p; (also die zu berech-
nenden Momente) mittels den Methoden der Singularitdtsanalyse aus [32]
néherungsweise bestimmt. Hier wird analog zur Bestimmung der Asymptotik
der Momente der Gesamtlange L,, des durch einen Bolthausen-Sznitman-n-
Coalescent gegebenen Baumes in [27] vorgegangen.

Bemerkung 3.1.12 Grob gesprochen wversucht die Singularititenanalyse,
die Koeffizienten einer erzeugenden Funktion (aufgefasst als holomorphe
Funktion) mittels Cauchy-Integralformel zumindest approximativ zu berech-
nen, nur dass das Cauchy-Integral anstatt iiber einen Kreis tiber eine soge-
nannte Hankel-Kurve gebildet wird. Eine umfangreiche Beschreibung dieser
Methode findet sich in [33, Kapitel VI].
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Satz 3.1.13 (Momente von 7, im Bolthausen-Sznitman-Coalescent)[35]
Betrachte T, in einem Bolthausen-Sznitman-n-Coalescent fiir n € N. Das
j-te Moment von T, erfillt

E(r)) = Zj:mi (j) (loglogn)'~" + O<M>, n — 0o,

— 7 logn

wobei m;, i € Ny, wie in (72) definiert ist. Insbesondere gilt

2

E(Tﬁ) ~ (log log n)j und Var('rn) _T + O<

(loglogn)?
- ) BN )

logn
fiir n — oo.
Bemerkung 3.1.14 Hier und in allen folgenden Analysen von erzeugen-

den Funktionen bzw. Potenzreihen verwende [s"]f(s) als Schreibweise fir
den Koeffizienten von s™ in einer Potenzreihe f, d.h. fir f(s) = >, fas"

gilt [s"]f(s) = fn.

Beweis:(von Satz 3.1.13) Nach Korollar 3.1.10 und (64) erhilt man fiir j €
No

1—s

~ () (o (o)) 0 (ot 1)) 0

1=

pis) _ ¢(s)
1

fir s — 1 in D. Wendet man [32, S. 225, Theorem 2| mit den Parametern
a =7 :=0und J§ := j (in dortiger Notation) auf den O(:)-Term auf der
rechten Seite von (76) an, so sicht man, dass der n-te Koeffizient h,, der
Potenzreihendarstellung des O(-)-Terms h,, = O((loglogn)’/n) fiir n — oo
erfiillt. Des Weiteren erhdlt man durch Anwendung der Erweiterung von [32,
Theorem 3B, S. 230] fiir die modifizierten Parameter o := —1, 7 := 0 und
0 € Ny aus Satz 7.0.1

[s"] . ! <log <élog | i S))5 = (loglogn)’+0O (%), n — oo.

Somit erhélt man aus (76), dass der n-te Koeffizient der Potenzreihe 11;(s)
J

[s"]p;(s) = Z m; (‘Z) (loglogn)?~" + O(M>, n — oo, (77)

P logn
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erfiillt, was die gewiinschte Momentenformel zeigt. Die Darstellung des Er-
wartungswertes folgt sofort, und mit den Werten fiir mgy, m; und moy aus
Bemerkung 3.1.9 gilt

Var(r,) = [s"]a(s)

= (loglogn)? + 2vloglogn + ~v* +

— ([ (s))*

o O((log log n)2>

6 logn
log lo
—(loglogn—i-”y—i- O(ﬂ))2
logn
2 (loglogn)?
= o=l
6 + O logn )
wobei v die Euler-Konstante ist. O

Bemerkung 3.1.15 Gleichung (77) in obigem Beweis ist faktisch [32, Ko-
rollar 6, S. 2530/, wiederum mit modifizierten Parametern o = —1 und

v :=0.

Die nachfolgende Tabelle zeigt Erwartungswert, zweites Moment und Varianz
fiir 7,, fiir einige n € N, ausgerechnet mit Hilfe der expliziten Momentenformel
aus Satz 3.1.5. Zum Vergleich sind auch die asymptotischen Néherungen fiir
diese Groflen aus Satz 3.1.13 angegeben.

Tabelle 2: Erwartungswert, zweites Moment und Varianz von 7,

n | E(1,) E(7?) Var(7,)
110 0 0
211 2 1
3|3=1.25 u_ 975 L_ 11875
4| 2 1.388880 | 1~ 3.203704 i3 1.274691
5| L1 1482639 | S0~ 3524884 10039, 1 396666
6 | LT~ 1552361 | 514099 3 771616 10595231 5 1 361791
10 | = 1.723214 ~ 4.405107 ~~ 1.435641
100 | ~ 2.256059 ~ 6.662353 ~ 1.572549
200 | =~ 2.374378 ~ 7.226326 ~ 1.588656
300 | ~ 2.437855 =~ 7.538955 ~ 1.595816
400 | ~ 2.480663 ~ 7.753821 ~ 1.600134
500 | =~ 2.512697 ~ 7.916765 ~ 1.603119
oo | ~loglogn+~ | ~ (loglogn + )% + %2 ~ %2 ~ 1.644934
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Aus Theorem 3.1.13 wird zunéchst ein starkes Gesetz der groflen Zahlen fiir
(Tn)nEN gefolgert.

Satz 3.1.16 (Starkes Gesetz der groflen Zahlen fir t,)[35] Sei 11 ein
Bolthausen-Sznitman-Coalescent und II'™ := (p,(I1;))s>0. Fiir 7,, in T1™ gilt
7o/ loglogn — 1 fast sicher.

Beweis: Zeige zunichst 7,/E(7,) & 1 fiir n — oo. Aus (75) erhilt man
E(r,) ~ loglogn und Var(r,) = = + O(%) fir n — oco. Mit der
Tschebyscheff-Ungleichung folgt fiir € > 0

Pl — B(r)] > B(r)) < (eB(r) (% + o(Lo8Loen)”

6 ) =0 (78)

logn
fiir n — oo, also 7,/ E(7,) — 1 stochastisch fiir n — oo.
Betrachte nun die Teilfolge ny := |exp(exp(k))], & € N, von N. Hier gilt
analog zu (78)

S Pl — Bl 2 eB(m) < Y(eBlm,) 200

keN keN

fiir geeignete Konstanten Cy,Cy > 0, da E(7,,) ~ k fiir & — oo nach (75).
Nach dem Borel-Cantelli-Lemma gilt somit 7, /F(7,, ) — 1 sogar P-fast
sicher fiir k& — oco. Nun ist (7,),eny pfadweise monoton steigend, also auch
(E(Tn))nen. Man erhélt die obere und untere Grenze

Tﬂk E(Tnk) Tn Tnk+1 E(Tnk+1)
E(tn) E(Tnn) — E(m) = E(ma,) Era,)

von 7,/ E(7,). Aus Satz 3.1.13 weifl man aber E(7,, ., ,)/E(1,,) ~ (k+1)/k ~
1, also gilt 7,/ E(7,,) — 1 fast sicher auch fiir n — co. Wieder mit E(7,) ~
log log n fiir n — oo folgt die Behauptung. a

n € {ng, ..., Ng1},

Skaliert man nun 7,, gar nicht, sondern zentriert es nur, so erhélt man sogar
Konvergenz gegen eine nicht degenerierte Verteilung.
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Bemerkung 3.1.17 Das folgende Resultat wurde schon in [42, Proposition
3.4, S. 729] bewiesen, dort allerdings mit anderen Methoden, ndmlich der
Konstruktion des Bolthausen-Sznitman-Coalescents tiber zufillige rekursive
Bdume.

Satz 3.1.18 (Verteilungskonvergenz von zentriertem t,) [35] Fir 1, im
Bolthausen-Sznitman-n-Coalescent gilt

— loglogn 4 -

fiir n — oo, wobei T eine (Standard-)Gumbel-verteilte Zufallsvariable mit
Verteilungsfunktion x +— exp(—exp(—x)), x € R, ist.

Beweis: Aus Bemerkung 3.1.9 ist bekannt, dass E(7") = m; fiir « € N ist mit
m; aus (72). Aus Satz 3.1.13 folgert man fiir & € Ny

( et - togtogn)*-

- i (j) (im (‘Z)(loglogn)J 2+0((k’%°i”)j)> (= log log )"~

=0 i=0

_ ZW(-) loglognk’i( > ’H+0<%)

J=1

log 1
_ mHO(M),
logn

E((r, — loglogn)

QM?T

also insbesondere lim,,_,+, E((7,, —loglogn)*) = my, fiir k € Ny. Somit konver-
gieren alle Momente von (7, —loglogn),en gegen die Momente der Gumbel-
Verteilung. Nun sind die Momente m;, @ € Ny, der Gumbel-Verteilung nicht
negativ und es gilt > 2 m;t' /il = E(e'™) = '(1—t) < oo fiir t € Rmit ¢ < 1.
Also folgt mit [14, Theoreme 30.1, 30.2] aus der Konvergenz der Momente
die Konvergenz in Verteilung. O

Bemerkung 3.1.19 Die asymptotischen Resultate fiir T, sind potentiell
auch fir Biologen interessant (siehe Kapitel 2.2). Da der Bolthausen-
Sznitman-Coalescent im Unendlichen bleibt (stays infinite, siehe etwa [80,
Proposition 11]), war es zu erwarten, dass 1, — oo fast sicher fir n — oo
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gilt. Allerdings fiihrt fiir Fragen in der Prazis die sehr langsame Divergenz-
geschwindigkeit von loglogn dazu, dass der Bolthausen-Sznitman-Coalescent
ein Grenzfall ist, der ,,fast” nicht im Unendlichen bleibt. Es gilt fiir alle prak-
tischen Fragen loglogn < 6 (Fir n = 10", die ungefihre Anzahl der Atome
im Universum, erhdlt man loglogn ~ 5.2). In gewisser Weise legen also die
asymptotischen Ergebnisse fir (T,)nen nahe, dass man fir praktische Fra-
gen annehmen kann, dass der Bolthausen-Sznitman-Coalescent doch nicht
im Unendlichen bleibt.
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4 F,, die Lange eines zufillig ausgewéihlten
externen Zweiges

In diesem Kapitel wird das Funktional F,,, also die Léange eines zufillig aus-
gewihlten externen Zweiges eines n-Coalescents 11" genauer analysiert, ins-
besondere im Hinblick auf die Asymptotik. Fiir einige Male = sind asym-
ptotische Resultate bekannt. Aus Satz 2.3.1 d) ist bekannt, dass die Lénge
E® des externen Zweiges des Individuums i € N in einem Z-Coalescent 11
exponentialverteilt mit Parameter p_; ist. Des Weiteren besagt Satz 2.3.1
a), dass fiir die Lange Er(f) des externen Zweiges von Individuum ¢ im zu II
gehorenden n-Coalescent (py,(I1t))i>0
lim E) = g

n
n—o0

gilt. Aufgrund der Austauschbarkeit der (Ei(é)N) (Satz 2.3.1 ¢)) gilt E Wipg,,
da das zuféllige Auswéahlen unabhéngig vom Coalescent II stattfindet. Somit
erhédlt man das Konvergenzresultat

d

E, % ED L Bop(u )

fiir n — oo. Dieses Konvergenzresultat ist nicht degeneriert, falls p_; < oo
gilt, also fiir Z-Coalescents mit Staub. Das Konvergenzresultat findet sich
etwa in [68, Proposition 2], vergleiche dazu Bemerkung 2.3.3.

Fiir die biologische Anwendung (vergleiche Kapitel 1.6) ist meist der
Kingman-Coalescent von Bedeutung. Deswegen verwundert es nicht, dass
die Asymptotik der externen Zweiglangen fiir den Kingman-Coalescent be-
reits ausgiebig analysiert wurde. Fiir die mathematische Behandlung sei hier
insbesondere auf [22] hingewiesen. Dort wird fiir den Kingman-Coalescent
gezeigt, dass

nE, % F, E hat Dichte 2 8/(2+ )% x>0,

Zum Beweis dieser Aussage wird in [22] die Darstellung E,, 2 kcizt T, 1 in

einer Version fiir charakteristische Funktionen verwendet, wobei C** die Kol-
lisionen im n-Coalescent vor dem Ende des ausgewéhlten externen Zweiges
sind und Ty, ..., T, unabhingige, auch von C¢** unabhingige Zufallsvariable
sind mit 7, < Exp((})) fiir i € {2,...,n}. Diese Darstellung ist die Dar-
stellung von F,, aus Satz 2.4.3 b) fiir den Kingman-n-Coalescent. Hier sei
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daran erinnert, dass die Sprungkette (X](ﬁn)>k€N des Block-Zihlprozesses des

Kingman-n-Coalescents X,gn) =n—Fk fir k € {0,...,n — 1} erfiillt und die

zugehorigen totalen Raten g; 4 (;) fiir ¢ € [n] sind.

4.1 FE, im Bolthausen-Sznitman-n-Coalescent [35]

Betrachtet man fiir n € N die Lénge FE, in einem Bolthausen-Sznitman-n-

Coalescent I1( | so ist die Darstellung E,, 2 kcfg Tx(n> aus Satz 2.4.3
k

a) durch dic Abhéngigkeiten zwischen der Sprungkette (x\™)ien, von I
und dem Funktional C¢*' nicht mehr gut dazu geeignet, das asymptotische
Verhalten von F,, fiir n — oo zu analysieren. Es bietet sich an, analog zur
vorangegangenen Analyse von 7,, der Zeit zuriick zum ersten Urahn, vorzu-
gehen. Aus Rekursion (45) fiir die j-ten Momente von E,, wird eine Differen-
tialgleichung fiir die erzeugende Funktion der j-ten Momente gebildet. Aus
der erzeugenden Funktion wird mittels Singularititsanalyse das j-te Moment
asyptotisch bestimmt und dann aus der Momentenkonvergenz fiir alle j € N
auf die Verteilungskonvergenz der (F,),en fiir n — 0o geschlossen.

Setzt man in die Rekursion (45) fiir v = E(E?), n,j € N, die passenden
Werte fiir den Bolthausen-Sznitman-Coalescent ein, also die totale Rate g,, =
n—1im Zustand n € N des Block-Z&hlprozesses eines Bolthausen-Sznitman-
n-Coalescent und die Verteilung (rni)rejn—1 = ((nfl)(n,z)(n,kﬂ))ke[n_u des

ersten Sprungs dieses Prozesses (siche (58) und (59)), so erhélt man

. E—1 . ,
G) _ G) | =()
U 2. =D —Fn—kt1)*F (79)

ke[n—1]

fir n € {2,3...} und j € Ny mit Restterm

. 4 ' 4 E—1 .
“0) . R(TY T\ g(Ti (i)
R UL S e e i K
i€[j—1] ke[n—1]
wobei T}, < Exp(n —1). Fur j € Ny betrachte die erzeugenden Funktionen
vi(s) = Z vWs® und  7(s) = Z(n — 1)FWgn, (80)
n=2 n=2

Aus Gleichung (47) erhéilt man mit g, = n — 1 die Formel 7y’ = j(n —

1)*11/7(3'_1) und damit 7;(s) = jv;_1(s), j € N.
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Lemma 4.1.1 (Rekursion fir die erzeugenden Funktionen v;)[35] Fir
den Bolthausen-Sznitman-Coalescent erfiillen die erzeugenden Funktionen
Vo, V1, ... die Rekursion

vi(s) = js/os t(l_t)’zj_—llétg)(l_t)) dt, jeN,seD, (81)

mit Anfangsbedingung vo(s) = s?/(1 —s), s € C\ {1}. Insbesondere gilt

s t
n(s) = 3/0 1= 0 log1 1)) dt, seD. (82)

Bemerkung 4.1.2 Auch hier werden Differentialgleichungen mit komplezen
Argumenten betrachtet (und komplexer Integration). Von Integrationswegen
in Wegintegralen werden wieder nur Anfangs- und Endpunkt angegeben.

Beweis: Es wird wieder die Funktion

log(1 — s)
= 1 —log(1l — _
;nn—i-l og( S>+ S

aus (61) verwendet. Man erhélt unter Verwendung von (79)

6 VJ(5> _ = (j) n
83 S N nz;(n D
[e%¢} n—1
= Z (n—1) (Z —1 ,/(J)_,_T(J))Sn
—~ k:l (n—1)( )(n—k—i—l)k "
S o n—k
= (n—1)FWs" 4 >
nz Z n;-l (n—Fk)(n—Fk+1)
_ 9 Vj( )
= 5(s) +als)s? oo L,
also

V;(S) - Vj(8> fj(8> ' (83)



Die Losungen der homogenen Differentialgleichung f/(s) = f(s)/s haben die
Form f(s) = ds, d € C. Somit hat die Losung der inhomogenen Differenti-
algleichung (83) mit Anfangswert v;(0) = 0 nach Variation der Konstanten
die Gestalt v;(s) = sd;(s) mit

Y A E10))
di(s) = /0 e i

Um das gewiinschte Ergebnis zu bekommen, setze 1 —a(t) = (1—1¢)(—log(1—
t))/t und 7;(t) = jv;_1(t) ein. O

Bemerkung 4.1.3 [35] Aus obigem Lemma erhdlt man, dass d; die Rekur-

di(s) = j/os = t>?ill()(;)(1 ) dt, jeN,seD, (84)

mit Anfangsbedingung do(s) = s/(1 —s), s € C\ {1} erfillt. Per Induktion
nach j weist man analog zu Lemma 3.1.3 die Rethenentwicklung

(—log(1l —s) ,
d;(s) —J'Z 0 ), jeNy,seD,

nach. Somit ist d; und damit auch v; fiir j € N holomorph auf D und ana-
lytisch fortsetzbar auf C\ [1,00).

Aus der erzeugenden Funktion v; ldsst sich leicht eine explizite Darstellung
der j-ten Momente von F, zeigen, wie sie schon in (3.1.5) fiir die j-ten
Momente von 7,, aufgestellt wurde.

Satz 4.1.4 (explizite Darstellung der Momente von E,) [35] Sein € N und
j € Ny. Betrachte E,,, die Linge eines zufillig ausgewdhlten externen Zweiges
in einem Bolthausen-Sznitman-n-Coalescent. Dann gilt fiir das j-te Moment
von E,

, J! s(n—1,k)
BE) = —L S
( n) (TL _ 1)[ ke[z_” kJ ’

wobei s(i, k) die absolute Stirlingzahl erster Art mit Parametern i,k bezeich-
net.
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Beweis: Der Beweis lauft analog zum Beweis von 3.1.5 und ist sogar einfa-
cher. Setzt man in

vi(s) = j!sZ%ZS,—;s(i,k;) _ j!st—:Z%s(i,k)
k=1 =k i=1 kel
B > j! s(n—1,k)\ ,
N Z((n—l)' kI )

Ein Koeflizientenvergleich mit der Darstellung v;(s) = >, Vi) sm liefert die
gewiinschte Darstellung. a

Satz 4.1.4 liefert fiir kleine bis moderate n € N eine gut benutzba-
re/berechenbare Darstellung der Momente von E,,. Um das asymptotische
Verhalten der Verteilungen von (E,).en zu analysieren, ist die Momenten-
formel allerdings nicht gut geeignet, da die Stirling-Zahlen fiir grofe n € N
schlecht handhabbar sind. Somit ist es wieder ratsam, die Koeffizienten der
erzeugenden Funktion v; asymptotisch zu entwickeln und dann das asympto-
tische Verhalten dieser Koeffizienten, also der Momente, zu betrachten. Dazu
wird wiederum Singularitdtsanalyse verwendet, aber in einer schon auf die
spezielle Form von v; angepassten Version aus [70] (die aber auf [32] zuriick
geht).

Satz 4.1.5 (Asymptotik der Momente von E,) [35] Sei j € Ny. Im
Bolthausen-Sznitman-n-Coalescent hat das j-te Moment von E, die asym-
ptotische Entwicklung

, ! ; 1
E(E}) = ) <1+ i —i—O( 5 >>, n — oo,
log’ n logn log”n
wobei k; = j((j +1)/2 =), j € Ng und vy die Eulerkonstante bezeichnet.
Insbesondere gilt
1 1 1

dVar(E,) = O
logn und Var(Ey) log2njL (

E(E,) ~ .
(En) log®n
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Bemerkung 4.1.6 Es gilt ko = 0, k1 = 1 — v = VO(2) und x; =
G+ UO1) + Ky fir j € N, wobei ¥ = T"/T' die Psi-Funktion, also
die logarithmische Ableitung der Gammafunktion bezeichnet. Einige Figen-
schaften der Psi-Funktion finden sich in [1, S. 258/259].

Beweis:(von Theorem 4.1.5) Der Beweis verlduft analog zu [70, Theorem
2.1]. Alle vorkommenden Funktionen werden als Potenzreihen aufgefasst und
alle O-Terme gelten fiir n — oco. Es werden fiir o, p > 0 die Formel [70, Gl

(19)]

0 1 o on! V()
e e =y F(oc)logpn<1+ log n +O(1og2n)> (85)

fiir das asymptotische Wachstum der Koeffizienten sowie die Formel [70, GI.
(20)]

b”LASPKQcﬁ - igp;(14—0(%>> (86)

fiir das asymptotische Wachstum der Koeffizienten bei Integration der erzeu-
genden Funktion F(s) = > 7, s"n%/(log” n), o, p > 0 verwendet. Dazu wird
noch die asymptotische Entwicklung der Summe aus [70, Gl. (16)] verwendet,
wobei man WU (1) — ¥(®(2) = 1 verwendet (etwa [1, Stichpunkt 6.3.2]): Fiir
p,q >0 gilt

n—2

n p+q 1
= 1 :
lo pk:log (n—k) logp+qn( T logn +O<10g2n)> (87)

Nun zum Beweis des Satzes. Wegen v;(s) = sd;(s) gentigt es,

k=2

s"d;(s) = — (1 + +O<—>>, eN, 88
[s"]d;(s) log’ 1 log 1 logZn J (88)
zu zeigen, da Multiplikation mit s nur die Indizes der Koeffizienten der Po-
tenzreihe d; um 1 verschiebt. Die Gleichung (88) wird per Induktion {iber
J € N gezeigt. Mit (85) erhdlt man

"] ! = o) o).

(1 —1)2(—log(1—1)) logn log®n
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Integriert man 9% ) iiber t und verwendet man die Integraldarstel-

—tlog(l—t
lung (84) fiir dy, so erhédlt man

n _ n ° t
) = 6 | ey
1 N wO)(2) N O<;>,

logn  log’n log® n

da Integrieren einer Potenzreihe jeden Koeffizient [s"] an die Stelle von [s""!]
verschiebt und einen Vorfaktor (n + 1)~! ~ n~! hinzufiigt. Wegen ¥(?(2) =
1 —7 =k gilt (88) fiir j = 1.

Sei (88) fiir j — 1 gezeigt. Betrachte (85), genauer

i ! )

= +
(1 —1t)(—log(1—1)) logn  log*n log® n

Es gilt

[£"]

jdj—1(t) _ . n—k 1
Ty B A L s e sy

_ G- =Dk, 1
— Z j<10gj1k + 10gj kﬂ 1 +O<logj+1k)> .

ken—2]

) PO (1) 1
'(log(n — k) * log®(n — k) o O(log?’(n - k:))>

n—2

B 4! J1e©(1)
N log/ 1 k1 —k +21 I~ L log?(n — k +
0g og(n —k) < log og“(n — k)

=2
n—

7
[}

x>

2

j!ﬁj—l j!l{j_l\lj(o)“_) n
+ . + . + 0( . )
; log’ klog(n — k)~ +— log’ k log®(n — k) log/™n

wobei man jd;_1(t)- (75 (—log(1—1t))) als Cauchyprodukt zweier Reihen der
Form bit! 4+ byt + ... und ast? +ast® +. .. auffasst und die Induktionsvoraus-
setzung und obigen Spezialfall von (85) einsetzt. Wendet man (87) auf jede
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dieser vier Summen an, so ergibt sich
Jjdj—1(t)
(1 —¢)(—log(l —1))

4 n J . n
— 1\ (0)
T logi n (1 * logn> T <1)1ogj+1

[£"]

+ ! +0(—
.li‘i D E— - . a
n s 1log]“n log'™%n

= jl—
J log’ n

n K, 1
S Ty +o( ))
J log]n< logn log®n

Analog zum Induktionsanfang integriert man nun %
verwendet (84). Dies ergibt

; <1+”‘I’(O)(1)+““+O< )

logn log” n

nach ¢ und

)

ds(s) = 17 [ Gy (1o L),

= : +

o (1—=1t)(=log(1—1)) log’ n logn log® n
da die Integration asymptotisch nur fiir einen Faktor n~! im n-ten Koeffizi-
enten der Potenzreihe sorgt (siche Induktionsanfang). Also gilt (88) fiir alle
J € N und dies zeigt die gewiinschte Darstellung der Momente. Inshesondere

gilt

Var(E,)
B log22n(1 * loljgzn * O(log12n)) a (lo;n<1 * 1:gln * O(log12n)))2
= o g ) g (1 g Ol
- 1og12n+0(1og13n)' -

Die folgende Tabelle wurde mittels der Momentenformel aus Satz 4.1.4 be-
rechnet; zum Vergleich sind die asymptotischen Werte aus Satz 4.1.5 ange-
geben.
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Tabelle 3: Erwartungswert, zweites Moment und Varianz von FE,,

n | E(E,) B(E?) Var(E,)
110 0 0
211 2 1
3|3=0.75 5-1.25 = 0.6875
4 | 2~ 0.638889 19322 0.953704 e~ 0.545525
5| B~ 0572017 | B 0.789931 gg§g~ 0.461697
6 | 101 (528056 | 1897~ 0.684231 | 5253839 1 () 405389
10 | = 0.431647 ~ 0.474437 ~ (0.288112
100 | ~ 0.228368 ~ 0.133230 ~ 0.081078
200 | =~ 0.198537 ~ 0.098752 ~ 0.059335
300 | ~ 0.184283 ~ 0.084057 ~ 0.050097
400 | ~ 0.175300 ~ 0.075413 ~ 0.044683
500 | ~ 0.168891 ~ 0.069543 ~ 0.041019
oo | ~ 1/(logn) ~2/log’n ~ 1/log*n

Aus der Asymptotik der Momente von FE,, aus Theorem 4.1.5 lasst sich leicht
folgende Verteilungskonvergenz zeigen.

Satz 4.1.7 (Verteilungskonvergenz von E,,) [35] Firn € N sei E,, die Linge
eines zufdllig ausgewdhlten externen Zweiges in einem Bolthausen-Sznitman-
n-Coalescent. Dann gilt

E,logn — Exp(1)

in Verteilung fiir n — oo.

Beweis: Nach Theorem 4.1.5 gilt lim,, ., E((E,logn)?) = j! fiir j € Nj.
Aus der Konvergenz der Momente folgt etwa mit [14, Theoreme 30.1,30.2]
die Konvergenz F, logn — FExp(1l) in Verteilung mit n — oo, da das j-te
Moment einer Exp(1)-verteilten Zufallsvariable gerade j! ist . O

Satz 4.1.7 lasst sich auch ohne Analyse erzeugender Funktionen probabi-
listisch zeigen, indem man den Zusammenhang zwischen dem Bolthausen-
Sznitman-Coalescent und zufilligen rekursiven Baumen ausnutzt (siche [42]).
Der folgende Beweis stammt von C. Goldschmidt und M. Maohle (und findet
sich in [35]).

Beweis: (alternativer Beweis fiir Satz 4.1.7) Sei II ein Bolthausen-Sznitman-
Coalescent und E,, die externe Zweigldnge eines zufillig ausgewihlten Indi-
viduums im zugehorigen n-Coalescent (py, (11;))i>0. Aus der Austauschbarkeit
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von (Eff)),-e[n] aus Satz 2.3.1 d) folgt E, £ EY, da die Auswahl des betrach-

teten Zweiges unabhéngig von II ist. Betrachte P(E,, > t) = P(E,(LI) > t) fiir
t > 0. Dies ist die Wahrscheinlichkeit, dass das Individuum 1 zur Zeit ¢t noch
Singleton von p,(I1;) ist (vgl. Satz 2.3.1 b)).

Betrachte nun einen zufélligen rekursiven Baum mit n nummerierten Kno-
ten. Setze Knoten 1 als Wurzel. Ordne jeder Kante dieses Baumes eine vom
Baum unabhéngige Exp(1)-verteilte Zufallsvariable zu, diese Zufallsvaria-
blen sollen auch unabhéngig voneinander sein. Bilde nun auf folgende Art
und Weise einen E,-wertigen Prozess (BS;):>o:

1) Nach Ablauf der ersten exponentialverteilten Zufallsvariable schneide
die zugehorige Kante vom Baum ab und fiige alle Nummern des abge-
schnittenen Unterbaums zu dem Knoten hinzu, von dem dieser Unter-
baum getrennt wurde und der noch an der Wurzel héngt.

2) Betrachte nur noch den Baum, der an der Wurzel hangt.

3) Nach Ablauf der néchsten exponentialverteilten Zufallsvariablen, die

dem (verkleinerten) Baum zugeordnet ist, verfahre analog zu Schritt 1
(und Schritt 2).

4) Fahre mit dieser Prozedur fort, bis die Wurzel isoliert ist, d.h. bis alle
Knoten zur Wurzel hinzugefiigt wurden.

5) Setze BS; fiir jedes t > 0 als die Partition, deren Blocke aus den Zahlen
bestehen, die der zum Zeitpunkt ¢ betrachtete Baum aus den vorange-
gangenen Schritten an jeweils einem Knoten tragt.

[42, Proposition 2.2] besagt, dass (BS;);>o ein Bolthausen-Sznitman-n-

Coalescent ist. Also ist F5" 4 E,, verteilt wie die Zeit bis zum ersten Schnitt,
der im zufilligen rekursiven Baum ein Kind von der Wurzel trennt. Somit
ist F, bedingt auf die Anzahl K(1,n) der Kinder der Wurzel des rekursi-
ven Baumes verteilt wie das Minimum von K(1,7n) unabhéngigen, Fxp(1)-
verteilten Zufallsvariablen, also Exp(K (1, n))-verteilt. Als Formel heifit dies
E, < Tran,n €{2,3,...}, wobei T, T5, . . . Zufallsvariable mit E; < Exp(7),
i € N, sind und K(1,n) eine von Tj,...,T, 1 unabhingige Zufallsvariable
ist, die wie die Anzahl der Kinder der Wurzel in einem zufilligen rekursiven
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Baum verteilt ist. Aus der rekursiven Konstruktion eines zufilligen rekursi-
ven Baumes erhélt man K(1,1) =0 und

K1n) £ L+ -+1L1, nef{23,.. .},

wobei Iy, Iy, ... unabhéngige Bernoulli-Variable mit P(I, = 1) =1/k, k € N
sind. Somit hat man E(K(1,n)) =32, ., 1/k ~logn und Var(K(1,n)) =
> kepn-1)(1/k)(1 = 1/k) ~ logn fiir n — co. Die Tschebyscheff-Ungleichung
zeigt

P([K(1,n) —log(n)| = elog(n))

1 2
< WE((K(l,n) —log(n))*)
o (Var(K(1,m)) + (B(K(1,n)) — log(n))?)
log*(n)e
1
~ WV@T(K(LH)) — 0

fiir n — oo, also gilt (log(n)) 'K (1,n) — 1 stochastisch. Benutzt man nun
die Eigenschaft, dass fiir eine Exp(1)-verteilte Zufallsvariable X und a > 0

die Zufallsvariable X/a < Exp(a) erfiillt, so sieht man

42 _h

Ey

Also gilt nach dem Satz von Slutsky (logn)E, < (logn)K(1,n)" 1Ty 4T
Dies zeigt die gewiinschte Aussage. a
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5 (' die Anzahl der Kollisionen bis zum
Ende eines zufillig ausgewidhlten externen
Zweiges

Sei T1(™ ein n-Coalescent. Betrachte das Funktional C¢*, also die Anzahl der
Kollisionen in II™, die bis vor dem Ende eines zufillig ausgewéhlten exter-
nen Zweiges stattfinden. Dieses Funktional steht in engem Zusammenhang

mit der Lénge E, eines zufillig ausgewihlten externen Zweiges (bei Auswahl

desselben Zweiges), betrachte hierzu die Gleichung £, 2 kcfgt Tx<n) fiir
k

n € {2,3,...} aus Satz 2.4.3 b). Wie in Kapitel 4.1 beschrieben, wird in [22]
diese Formel benutzt, um fiir £, im Kingman-n-Coalescent die Verteilungs-
konvergenz von nFE, fiir n — oo nachzuweisen. Um dies zu erreichen wird
in [22, Gl. 5] auch ein Konvergenzresultat fiir C** beweisen, im Kingman-
Coalescent gilt

et n & B(1,2)

fiir n — oco. Fiir den sternférmigen Coalescent dagegen ist das Funktional
Ce*t = 0 trivial fiir alle n € N, da dort alle externen Zweige nach der-
selben Exp(1l)-verteilten Wartezeit in einer einzigen Kollision enden. Fiir
Simple A-n-Coalescents wurde in [39, Proposition 3.1] mit Hilfe der Poisson-
Konstruktion C7* — G(4=;) in Verteilung fiir n — oo gezeigt, wobei G(£=")
die geometrische Verteilung auf Ny mit Parameter 5=t ist. Der dortige Be-
weis wird zwar nur fiir eine Unterklasse der Simple A-Coalescents gefiihrt,

funktioniert aber auch fiir die gesamte Klasse dieser A-Coalescents.

5.1 C¢" im Bolthausen-Sznitman-n-Coalescent [35]

Um C¢* im Bolthausen-Sznitman-n-Coalescent zu analysieren, geht man
analog zu den Kapiteln 3 und 4.1 vor, d.h. iiber einen Erzeugende-
Funktionen-Ansatz. Hier wird allerdings nicht die erzeugende Funktion der

j-ten Momente, sondern die erzeugende Funktion f(s,t) := Z E(s%" )t
n=2

fiir s € [0,1] und ¢ € [0, 1) benutzt, also eine erzeugende Funktion erzeugen-
der Funktionen. Fiir diese gilt folgendes Lemma.
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Lemma 5.1.8 [35] Sei s € [0,1] und t € [0,1). Es gilt

f(s,t) = /0 i —1u)2 11__;;((13) du, (89)

wobei a(-) die in (61) definierte Funktion ist.

Beweis: Aus der Rekursion (48) fiir die erzeugende Funktion s — E(s%")
und mit 75 = n/((n— 1)(n— j)(n—j + 1)), n €N, j € o — 1], erhilt man

bei Differentiation von f nach ¢

fls,t) = > (n—1E(%" )"
n=2
0 n—1 .
= Y -)(PE =0 +sd T LB (7))
n=2 Jj=2
= ) (n—1PC = 0)"?
n=2
> ext . > tni]
+5Y (j— 1E(sY )72 . .
2 2 i)
_ Z(n_l) (Cemt tn 2—|—S(l Z ] _1 C;Ii 42
n=2 Jj=2
1 —a(t)
= (1 - t)2 + Sa(t)ft(57 t)a
wobei das letzte Gleichheitszeichen aus
Z(n _ 1) (Cext )tn 2
n=2
n—1
= Zn—l( ) rnj>t"2
n
n=2 7j=2
% JZZ n;H (n=J)n—j+1)
1 a(t) 1 —af(t)




folgt, hier wird die Formel fiir P(C* = () aus Satz 2.4.3 ¢) verwendet (und
die Potenzreihendarstellungen von (1 — ¢)™2 und a(t)). Lost man das erste
Gleichungssystem im Beweis nach f;(s,t) auf, so erhdlt man

1 1—a(?)

fst) = AT —saq)

Durch Integration und mit der Anfangsbedingung f(s,0) = 0 folgt die
gewiinschte Aussage. O

Aus der erzeugenden Funktion f ldsst sich wiederum die Asymptotik der
Momente folgern. Im Gegensatz zur Analyse der Funktionale 7,, und F,, wird
hier auf eine explizite Darstellung der Momente von C* verzichtet, da C&**
in der Anwendung keine grofie Rolle spielt (siche Kapitel 2.2).

Satz 5.1.9 (Asymptotik der Momente von C¢) [35] Betrachte C** im
Bolthausen-Sznitman-n-Coalescent fiir n > 2. Die Momente von C<** be-
sitzen die asymptotische Darstellung

k

1 n kOO (K 4 2) 1
E ext\k - = 1 v o \wv e k‘ N
(<Cn ) ) k‘—f—l]ogkn( + logn _}_O(loan))7 <

wobei WO die Psi-Funktion, also die logarithmische Ableitung der Gam-
mafunktion ist. Insbesondere gilt E(C™') ~ n/(2logn) und Var(Ce) ~
n?/(121og®n).

Beweis: Differenziert man Darstellung (89) der erzeugenden Funktion f =
f(s,t) aus dem vorigen Lemma k-fach nach s und vertauscht (k-fache) Dif-
ferentiation und Integration, so erhélt man

(%)kf(s,t) = A%(%)k%du

"1-a(u)  (a(w)"
= k!/o 1w (1= sa(u) ™ du, 0<s,t<1.(90)

Das Vertauschen von Integration und Differentiation ist nach dem Lebes-
gue’schen Differentiationslemma erlaubt, da fiir festes k € Nund 0 <t < 1
die Funktion f; : (0,1) x (0,t) — R, gegeben durch

1—a(u)  (a(w)"
(1 —u)? (1 — sa(u))k+1’

fr(s,u) =
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die Bedingung |fi(s,u)] < 1/((1—uw)?(1—s)" ) fir0<s<lund 0 <u <t
erfiillt (es gilt 0 < a(u) < 1 fiir 0 < w < 1) und die majorisierende Funktion
u +— ¢/(1 —u)? (fiir ¢ > 0 geeignet) integrierbar beziiglich des Lebesgue-
Mafles auf (0,¢) ist. Da sich f(s,t) fiir festes ¢ auch als Potenzreihe in s

auffassen lésst, kann man (%)k f(s,t) auch durch gliedweises k-faches Diffe-

renzieren berechnen. Macht man dies und verwendet die Differentiationregeln
fiir wahrscheinlichkeitserzeugende Funktionen, so erhélt man

<%)kf(s,t) + Z E((C=t), - chxuk)tnA? (91)

wobei (z)y = x(z —1)--- (x — k+ 1) das absteigende faktorielle Produkt fiir
x € Rund k € N ist. Lasst man s 1 in (90) und (91), so erhélt man

iEWimt)’c)’fnl = k!/Ot (1_1u)2<1i(s()u))kd“’

n=2

wobei man Summe und Grenzwert hier nach dem Satz von Lebesgue fiir
Integrale/Summen vertauschen darf. Differenziert man diese Gleichung in ¢
und multipliziert dann mit #2, so sieht man

fult) = f_o}n—l)E((Oz“)k)t“ - 0() (1)

Setzt man hier
a(t) _ t 1
T—a() _ (- t)(—log(i—1))

ein und verwendet den binomischen Lehrsatz, so folgt

2 k ) .
flt) = kl(%—t) iz_;(?)((l—t)(—ioga—t))) SOAN

k k i ti+2
- M (z’)“” (1= 6)2(~ log(1 — 1))’

=0

Um aus fj die (faktoriellen) Momente, also die Koeffizienten zu bestimmen,
werden wie im Beweis von Satz 4.1.5 die Formeln aus [70] verwendet. Wende
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nun (85) an, dies zeigt

(n—DE(C™ ) = [t"]f(t)
ke o2 1
_ k,z ( ) [t ](1 — 1) 2(—log(1 — t))!

i=0
k nitl (0) (5
= <k) I'(i + 2)log’ n<1+l\1} IOE;: : +O<log12n>>
(0)
- ng—n(H%W(@))a

fiir n — oo, wobei man fiir das letzte Gleichheitszeichen alle ,,storenden”
Terme in den O-Term packt. Das Ergebnis wird mit 1/(n — 1) multipliziert,
also

B(C) = e (14 PR (LY

k+1logkn logn log® n

fiir n — oo. Es gilt
k
Ce:r:t ZS k’ ] Cext) ) (92>

wobei S(k,j) die Stirling-Zahl zweiter Art mit Parametern k, j bezeichnet.
Die Aussage des Satzes folgt nun aus (92), wenn man alle Summanden
aus (92) bis auf den k-ten Summanden in den O-Term zusammenfasst und
S(k,k) = 1 einsetzt. Die Darstellung der Varianz erhélt man analog zum
Beweis von Satz 4.1.5 aus der asymptotischen Darstellung der Momente. O

Aus der asymptotischen Darstellung der Momente ldsst sich ein Konvergenz-
resultat in Verteilung folgern, da bei entsprechender Skalierung die Momente
von C* fiir n — oo konvergieren.

Satz 5.1.10 (Verteilungskonvergenz von skaliertem C<**)[35] Betrachte C<*
i einem Bolthausen-Sznitman-n-Coalescent fiir n € N. Fiir n — oo gilt

logn eat d,
C K U[071]7
wobei Uy 1) die Gleichverteilung auf [0, 1] ist.
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Beweis: Aus Satz 5.1.9 erhilt man

lim E((logncgﬂ>k) ~ i 2 Eceyy = L BUY), ke,

falls U eine Zufallsvariable mit U < Ujp,1) ist. Aus der Konvergenz der Mo-
mente folgt wieder mit [14, Theoreme 30.1, 30.2] auch die Konvergenz in
Verteilung. a
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6 K,, die Anzahl der Typen in einer n-
elementigen Stichprobe

Fiir n € N betrachte eine Stichprobe von n Individuen, deren Genealogie
durch einen =-n-Coalescent mit Mutation unter dem Infinitely-Many-Alleles-
Modell beschrieben wird. In diesem Kapitel wird das Funktional K,,, die An-
zahl der verschiedenen Typen, die in der Stichprobe vorkommen, untersucht.
Hier ist besonders die Asymptotik von (K, ),en fiir n — oo von Interesse.
In Abschnitt 2.4 wurde die Verteilungsrekursion (49) fiir (K, ),en bewiesen.
Diese Rekursion ermoglicht es, fiir festes n € N die Verteilung von K,, ex-
plizit zu bestimmen. Da die Rekursion recht kompliziert ist, ldsst sich nur
in Spezialféllen eine einfache, geschlossene Formel fiir die Verteilung von K,
angeben. Im Falle des Kingman-Coalescents (A = dy) und des sternférmigen
Coalescents (star-shaped coalescent, A = ¢;) lassen sich solche Formeln fin-
den. Diese ermoglichen es auch, die Asymptotik von (K, )nen fiir n — oo zu
bestimmen.

Im gesamten Kapitel 6 wird die feste Stichprobe [n] betrachtet, deren Ge-
nealogie durch einen n-Coalescent mit Mutation gegeben ist.

6.1 K, im Kingman-/sternférmigen n-Coalescent mit
Mutation [36]

Betrachte zunéchst die Anzahl K, der Typen in der Stichprobe [n], wenn
der Stammbaum/die Genealogie der Stichprobe durch einen Kingman-n-
Coalescent mit Mutation gegeben ist. In Bemerkung 2.4.9 wurde bereits
darauf hingewiesen, dass sich die Rekursion (49) aus der Rekursion fiir das
vollstandige Allelfrequenzspektrum (K, (1),..., K,(n)) (moehle’s recursion)
gewinnen l&sst. Im Falle des Kingman-n-Coalescents kann man sogar aus der
Rekursion fiur (K,(1),...,K,(n)) eine geschlossene Formel fiir die Vertei-
lung von (K, (1),..., K,(n)) fur festes n € N folgern. Diese explizite Formel
ist die Ewens-Sampling-Formel (siehe [31]), ein Grundpfeiler der mathema-
tischen Populationsgenetik. Sie besagt fiir (K,(1),..., K,(n)) im Kingman-
n-Coalescent mit Mutation und Mutationsrate r > 0, dass

n! 2r\ ki 1
P(Kn(1) = ky, ..., Kn(n) = k) = ol 11 <7> i
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fiir k... ko € No mit 3700 ik = nund [z], == z(z+ 1) (z+1-1)
das aufsteigende faktorielle Produkt mit Parametern z € R und [ € N.
Aus der Ewens-Sampling-Formel lésst sich iiber den Zusammenhang K, =
> icin) Kn(@) die Verteilung von K, fiir alle n € N bestimmen und daraus
die Verteilungsasymptotik von (K, )pec fiir m — oco. Allerdings ermoglicht
es Rekursion (49), diese Asymptotik auch direkt ohne den Zusammenhang

zum vollstdndigen Allelfrequenzspektrum zu bestimmen.

Satz 6.1.1 (Anzahl der Typen im Kingman-n-Coalescent)[36] Fir n € N
betrachte einen Kingman n-Coalescent mit Mutation (Mutationsrate r > 0).
Fiir die Anzahl K,, der Typen in der Stichprobe [n] gilt

a) K, 2 > e Bi fir unabhingige By, Bs,... mit B;

Bin(1 i e N.

4

2r )
) 2r4i—1/7

b) P(K, = k) = (2r)*s(n,k)/[2r],, k € [n], wobei [2r], := 2r(2r +
1)---(2r + n — 1) das aufsteigende Produkt und s(n,k) die absolute
Stirlingzahl erster Art mit Parametern k und n bezeichnet, also die
Anzahl der Permutationen von [n] mit genau k Zykeln.

c) E(K,= 2
Var(K,) = 2

P (2r +4)7t ~ 2rlogn und
P i(2r +4) 72 ~ 2rlogn.
d) (K, —2rlogn)/v/2rlogn KA N(0,1).

Beweis: Im Kingman-n-Coalescent kollidieren bei jeder Kollision genau 2
Blocke und es gibt keine simultanen Kollisionen. Somit gilt in der Rekursion
(49) P(I, =n—1) =1, g» = g1 = (3) und g,; = 0 fiir ¢ € [n — 2]. Dies
vereinfacht Rekursion (49) zu

Kn i Bn(anl + 1) + (1 - Bn)anl i Bn + anl
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fir n € N, wobei B,, von K,,_; unabhingig ist und B, = Bm(l o +nr) =

Bin(1, %fﬁ) Aus dieser Rekursion folgt a). Fiir k € [n] erhdlt man aus a)
P(K,=k) = P(ZBi:k)— Z [[pB=1]]PB =
i€[n] n,|T|=k i€T i¢T
v 2 Ly 1)
[27],,
TC[nl,|T|=k

_ g:]) S [[6-1-= ) s(n, k),

TC[n),|T|=k i¢T

da der Koeffizient von z* in

n

(@)= [[ (e~ (i~ 1) = S (~1)"s(n, 1)’

1€[n] =0
einerseits (—1)""*s(n, k), andererseits
O ) (RISSUNISUES Sy ()
TC[n),|T|=k i¢T TCn),|T|=k ig¢T

ist. c¢) folgt sofort aus a), die Approximationen fiir n — oo sind Stan-
dard. Da K, eine Summe unabhéngiger Bernoulli-Variablen ist und nach
c) Var(K,) — oo fir n — oo gilt, ist die Lindebergbedingung erfiillt und es

gilt

(K, — B(K,))//Var(K,) % N(0,1)
fiir n — oo. Daraus folgt d) mit Hilfe der asymptotischen Abschitzungen fiir
Erwartungswert und Varianz aus c). O

Bemerkung 6.1.2 Die Aussagen iber (K,)nen aus dem vorangegangenen
Satz 6.1.1 sind bekannt und lassen sich auch in der klassischen Arbeit [31]
von Fwens finden.

Fiir den sternférmigen n-Coalescent, n > 2, erhélt man fiir die in Rekursion
(49) (und allen abgeleiteten Rekursionen) vorkommenden Groen I, g, und
gnk (k € [n —1]) die Werte P(I, = 1) = 1 und somit ¢,; = ¢, = 1 und
gk = 0 fur k € {2,...,n — 1}. Somit vereinfacht sich z.B. Rekursion (52) zu

(L+nr)fu(s) =nrsfan_1(s) +s, n€{2,3,...}, s€C,
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und die Rekursion (56) zu E(K;) =1 und

nr E(K) nrE(K,_1)
= E(K,_ 1 — =14 —- 2,3,...}.
1—|—n7’( ( 1)+ )+1+nr + 14+ nr ne{ }

E(Kxy)

Aus letzterer Rekursion lésst sich per Induktion die geschlossene Formel
E(K,) =nr/(1+7r)+1— Hie[n] ir/(1+ir) fiir n € N ableiten. Diese und wei-
tere Ergebnisse finden sich in [67, Abschnitt 4]. Insbesondere wird dort unter
Benutzung eines geeigneten Martingals gezeigt, dass K, /n im sternférmigen
n-Coalescent fiir n — oo fast sicher gegen eine (1, 1/r)-verteilte Zufallsvaria-
ble konvergiert. Diese Konvergenz lasst sich auch mittels anderer Methoden
beweisen, wie in Abschnitt 6.5 gezeigt wird.

6.2 K, in Beta-n-Coalescents

Fiir bestimmte Beta-n-Coalescents mit Mutation (Mutationsrate r > 0),
namlich die (2 — «, a)-n-Coalescents fiir 1 < a < 2, wurde in [8] (und
[9]) das vollstandige Allel-Frequenzspektrum (K, (1), ..., K, (n)) untersucht.
Die Klasse der 3(2 — a, a)-Coalescents mit 1 < a < 2 ist staubfrei (Bei-
spiel 1.1.19). Ein solcher (2 — a, a))-Coalescent ldsst sich in der Genealo-
gie eines a-stabilen Continuous-State-Verzweigungsprozesses (CSBP) finden
(siehe [16, Theorem 2.1, Bemerkung 2.2]) und ist auch in einen a-stabilen
Continuous Random Tree (CRT) einbettbar (siehe [9, Theorem 1]). Diese
Zusammenhénge ermdglichen es, ein schwaches Gesetz der groflen Zahlen fiir
(Kp)nen aufzustellen. Nach [9, Theorem 9] gilt

K . _ 2 . o
(1) », ra<a 1) F(z +a—2)
n2-« i!

fir £ € N und n — oco. Im Beweis dieses Theorems ergibt sich auch

K _
n ﬂ)roz(oz DI (@)
n2-o 2 —«

fiir n — oo (vergleiche hier auch [8, Theorem 1.9] und die diesem Theorem
vorangestellte Erlduterung).

Der ,,Grenzfall” der hier betrachteten Familie von g-Verteilungen fiir o« — 1
ist B(1, 1), also die Gleichverteilung auf [0, 1]. Der zugehorige A-n-Coalescent
ist der Bolthausen-Sznitman-n-Coalescent. Fiir diesen muss K, (und das
vollsténdige Allel-Frequenz-Spektrum) mit anderen Methoden untersucht
werden; dies wird in Kapitel 6.6 beschrieben.
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6.3 Mutierte Zweige in Coalescents mit Staub und
Mutation [34], [36]

In der Klasse der Coalescents mit Staub und Mutation ist es abgesehen vom
sternformigen Coalescent weitaus komplizierter, mit der Rekursion (49) um-
zugehen. Um das asymptotische Verhalten von K, fiir n — oo zu untersu-
chen, sind Methoden, die die Rekursion (49) nicht verwenden, angenehmer
zu handhaben.

Im Folgendem werden zwei Moglichkeiten vorgestellt, die Asymptotik von
K,, zu untersuchen. Beide analysieren das Funktional M,, des n-Coalescents
aus Definiton 2.1.2, das einfacher zu handhaben ist und ,nahe“ an K, liegt
fiir grofie n € N. Hier sei nochmals die Definition der Funktionale M, (und
N,,) gegeben.

Definition 6.3.1 (Anzahl der mutierten (externen) Zweige) Sei
(H("),Mu(”)) ein. n-Coalescent mit Mutation. Betrachte das Infinitely-
Many-Sites- oder das Infinitely-Many-Alleles-Modell. FEin Zweig des von
1™ gegebenen Bauwmes heifit mutiert, falls mindestens eine Mutation von
Mu™ aquf diesem Zweig liegt. Setze

o N, als die Anzahl der mutierten Zweige des von II™ gegebenen Bau-
mes.

e M, als die Anzahl der externen mutierten Zweige des von 11" gegebe-
nen Baumes.

Bemerkung 6.3.2 Sei Il ein =-Coalescent mit pfadweise konsistenter Mu-
tationsstruktur gegeben durch eine Familie von Poisson-Punktprozessen
(P)ien auf [0,00). Dann gilt fir M,, die Anzahl der mutierten externen
Zweige des durch (p,(I1;))>0 gegebenen Baumes,

My = Z 1{\Pm[0,E§f))|>0}' (93)

1€[n]

Sei = ein endliches Maf8 auf dem unendlichdimensionalen Simplex A. Fiir
n € N sei zunéchst (II™, Mu™) ein Z-n-Coalescent mit Mutation und Mu-
tationsrate r > 0. Die Mutationen werden hinsichtlich des Infinitely-Many-
Alleles-Modell interpretiert. Betrachte nun M,, im durch (II™), Mu(")) gege-
benen Baum mit Mutation. Erfiillt = Bedingung (6), ist also II™ ein Z-n-
Coalescent mit Staub, so kann man die Asymptotik der Verteilungen von
(M) pen fiir n — oo iiber die Momentenmethode bestimmen.
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Satz 6.3.3 [36] Sei = ein endliches Maf$ auf A, das (6) erfullt. Firn € N
sei (1107, Mu(™) ein Z-n-Coalescent mit Mutation und Mutationsrate r > 0.

Dann gilt M, /n LM fiir n — oo fiir eine reelle Zufallsvariable M. M ist
eindeutig durch die Momente

k

E(MY) = E(H(1 . e*’”E‘“)), keN,

i=1

bestimmt, wobei B fiiri € N die Linge des i-ten externen Zweiges in einem
=-Coalescent 11 ust.

Beweis: Sei n € N. Die Mutationen auf den externen Zweigen des durch I1("
gegebenen Baumes werden bedingt 1™ durch den von II™ unabhingigen
homogenen Poisson-Punktprozess Mu™ mit Rate r > 0 gesetzt. Bedingt auf
die Langen (E,(f))ie[n} der externen Zweige der Individuen i € [n] sind die Mu-
tationen auf verschiedenen Zweigen somit unabhéngig und auf einem Zweig
der Lénge Eff) befindet sich mit Wahrscheinlichkeit e="#% keine Mutation.
Fiir festes j € N gilt fiir die (Gegen-)Ereignisse B,,; :=,,externer Zweig i in
1™ ist mutiert”

P(B,iN---NB,;) = E(P(B.1N- mBn,j|E,<}>,...,Eg>))
= BE(P(Bu|EY) - P(Bu|EY))
(1- —TE“>---<1—e-’“E%”>> (94)
E((1—e ™) (1 - e

Il
&

—_

fiir n — oo, da nach Satz 2.3.1 a) die externen Zweiglingen in II™ gegen die
externen Zweiglangen in IT konvergieren (Grenzwertbildung und Erwartungs-
wert diirfen nach dem Satz von der majorisierten Konvergenz mit Majorante
1 vertauscht werden). Mit M, = >, 15, , erhdlt man

i€[n] i1,y €[]

Fiir festes n € N sind die Ereignisse (B,,,;)ic[n) austauschbar, dies folgt aus der

Austauschbarkeit von (Eff))ie[n] (siehe Satz 2.3.1 ¢)). Somit sind all diejeni-
gen Summanden E(1p,, ---1p,, ) aus (95) gleich P(B, 1N N B, ), die als
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Erwartungswert eines (n-fachen) Produkts von genau j verschiedenen Indi-
katoren entstehen. Zahle diese gleichen Summanden ab. Es gibt genau S(n, j)
Moglichkeiten, welche j nicht leeren Teilmengen von Indikatoren im n-fachen
Produkt jeweils identisch sein sollen (S(n, j) ist die Stirling Zahl zweiter Art
zu den Parametern n und j) und es gibt (n); ;= n(n —1)---(n —j + 1)
Moglichkeiten, welche verschiedenen Indikatoren aus (1p,,)iem als Faktor
jeweils einer dieser 7 Teilmengen zugeordnet werden. Fasst man nun die iden-
tischen Summanden aus (95) zusammen, so ergibt sich

E(My) = > S(k,j)(n);P(Buy N0 Byy).
JEK]

Teilt man diesen Ausdruck durch n* und betrachtet man den Grenziibergang
n — 00, erhélt man fiir alle k£ € Ny

im B((22)) = 3 sk tim Wap(s,,0-005,))

n—o00 n “
JE[K]

= lim P(B,yN---NByy)

n—0o0

= B((1—e") (1= ) =

Fiir die Folge (i )ken, gilt fiir jedes m € Ny

5 ()cm - ()

J=0 J=0
M N\* M, \™
= ame((22) (1-2)") 2 0
n—00 n n

Somit ist hier das Hausdorff’sche Momentenproblem losbar, d.h. es gibt eine
Zufallsvariable M mit eindeutig bestimmter Verteilung, M € [0, 1] fast sicher
und Momenten E(M*) = ., k € Ny. Es gilt E((M,/n)?) — E(M) fiir
n — oo fiir alle j € Ny. Aus der Momentenkonvergenz folgt M, /n M , da
auch M, /n € [0,1] fast sicher fiir alle n € N gilt. O

Nach Satz 2.3.1 gibt es Zusammenhénge zwischen dem Anteil S; der Single-

tons in II; fiir ¢ > 0 und den externen Zweigldngen. Dies ermdglicht es, die
Grenzvariable M aus Satz 6.3.3 genauer zu beschreiben.
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Korollar 6.3.4 [36] Die Zufallsvariable M aus Satz 6.3.3 erfillt

M i/ re "S5, dt.
0

Beweis: Sei k € Nund g : R¥ — R definiert durch g(t) := (—1)ke "t +t)
fir t = (ty,...,tx) € R*. Fiir 2,y € R* wird die Notation z < y (z < y) fiir
x; <y (z; <y;) Vi€ [k] verwendet. Setze

ak
h(t) = ———q(t) = —rltitette) S ),

(1) = 5 galt) = 1*e
Fiir v = (z1,...,2),y = (Y1, ..., yx) € R mit x < y setze
AVg = Z (=) ohg(erzy + (1 — ey, - - - entr + (1 — ex)yr).

€1,..,ex€{0,1}
Mit £ := (EW, ..., E®) erhilt man
E(MY) = E((1- e-rE(”) - *E“’)) - E(A&)
Rk Rk

Durch mehrfaches Anwenden des Satzes von Fublm folgt

L00) [ tePetan @) = [ wop(e >0

E(M*)

—~
*
~

/k rke—r(t1+~~+tk)E(Stl - Sp) Ne(dty, ..., dty)
R

wobei (x) mit Hilfe von Satz 2.3.1 f) folgt. Somit stimmen die Momente der
Zufallsvariablen M und fooo re~"tS, dt iiberein. Da beide Zufallsvariablen fast
sicher nur Werte in [0, 1] annehmen, sind ihre Verteilungen gleich. O

Bemerkung 6.3.5 Analog zu Satz 6.3.3 lassen sich auch die Asymptotik der
Linge Lt aller externen Zweige und die der Anzahl Seg®™" aller Mutationen
auf allen externen Zweigen fir =-Coalescents mit Staub bestimmen. Man
erhdlt analog fiir diese Funktionale, dass bei Skalierung mit n~1 schwache
Konvergenz gegen fooo f(t)Sydt vorliegt, wobei man f(t) = 1 respektive f(t) =
r setzt. Diese Resultate finden sich in [68, S. 2166, S. 2168].

118



Das Konvergenzresultat aus Korollar 6.3.4 lésst sich durch andere Methoden
sogar fiir beliebige =Z-Coalescents in einer stirkeren Form beweisen. Sei dazu
IT ein =Z-Coalescent mit Staub und Mutation. Fiir jedes n € N betrachte
™ = (p,(I1;))s>0, die Mutationen auf dem durch II™ gegebenen Baum
werden wie in Kapitel 1.7 pfadweise konsistent wie in II gesetzt. Betrachte
nun M, in diesem n-Coalescent mit Mutation.

Satz 6.3.6 [3/] Sei Il ein =-Coalescent mit Staub und Mutation mit Muta-
tionsrate r > 0. Fiir n € N betrachte M,, im n-Coalescent 1™ = (p,,(I1;))s>0
mat Mutation. Es gilt

M, * . .
— — / re”"'Sydt fast sicher und in LP (p > 1) fiirn — oo.  (96)
n 0

Um diesen Satz zu beweisen verwendet man das starke Gesetz der groflen
Zahlen fiir gewichtete i.i.d. Zufallsvariablen aus [25].

Satz 6.3.7 Seien  (Aw)icmnen, S reelle  Zufallsvariablen — mit
SUDjcninen |[Ain| < 00 fast sicher und 37, Am/n — S fast sicher
fiir n — oo. Seien X1, Xo, ... i.i.d. integrierbare Zufallsvariablen unabhdingig
von (Ain)icin)nen- Dann gilt

1
— E A X; — S E(Xy) fast sicher fiir n — oo.
n

i€[n]

Beweis: Theorem 1.1 und Bemerkung (v) aus [25] zeigen

1
— E Ain(X; — E(X;)) — 0 fast sicher fiir n — oc.
n

1€[n]

Die Aussage folgt, da

1 1 . ..
- Z A E(X;) = E(Xl)ﬁ Z A, — E(X;)S  fast sicher fir n — oco. O

i€[n] i€[n]

Beweis:(von Satz 6.3.6) Nach Bemerkung 1.7.1 kann man IT als Coalescent
mit pfadweise konsistenter Mutationsstruktur gegeben durch homogene i.i.d.
Poisson-Punktprozess (P;);en auf [0,00) mit Intensitdtsrate r > 0 auffassen
(siche Bemerkung 1.7.1). Somit haben die Mutationen auf dem i-ten exter-

nen Zweig von II™ genau die Positionen der Punkte von P, auf [O,Eff)).
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Betrachte die Anzahl MT(f) der externen Zweige, die bis zum Zeitpunkt
t > 0 (ausschlieflich t) mindestens eine Mutation tragen. Zeige zunéchst

Mv(zt)/n I3 fot re "S,du fiir n — oco. Sei dazu
o t;:=jt/k fir 0 <j <k,

= 1{t]-_1§Ei(")<t]-}

o A = 1{tk71§E§n)} fir n € N,i € [n] und

o Y,V = 1nnosyso fiir i € N0 < j < k.

Yi(j ) zeigt an, ob sich mindestens ein Punkt (eine Mutation) von P; auf [0, ;)
befindet. Fiir jedes feste j € {1,...,k} ist (Y(j))ieN ii.d. mit

EYY=P(BN[0,t)]>0)=1—¢"4.

Betrachte MY = 3 t})|>0}, die Anzahl der externen Zwei-

i€[n] 1{|Pm[o,min{E§j)
ge von I1( | die mindestens eine Mutation vor dem Zeitpunkt t tragen. Fiir
jeden externen Zweig i von II, der die Linge s mit tji1 < s <t fiir ein
J € [k — 1] hat, ist Yi(j ) eine obere Schranke und Y;(j Y eine untere Schranke
fir 1{p,n[o,s)}>0}- Fiir einen externen Zweig 7 der Linge s mit ¢,_; < s ist

Yi(k) eine obere und Yi(k_l)

eine untere Schranke fiir 1¢p,njo,min{s,})|>0} (DUr
Mutationen bis zum Zeitpunkt ¢ spielen fiir M,(Lt) eine Rolle). Summiert man
jeweils die oberen und unteren Schranken auf, so erhélt man eine obere und

eine untere Schranke fur MS). Diese Schranken sind

Am'Y;(j) Mr(bt) Am,Y;(jfl)
L

jE[k] i€[n] j€[k] i€[n]

Fir j € [k — 1] ist (Ainj)icinnen unabhingig von (Y-(j))ieN und durch 1

7

beschrankt. Fiir n — oo liefert somit Satz 6.3.7 fiir j € [k — 1]

Ay YY) fy 4
> T B YIS, - Sy)

i€[n]

tj
= (1—e)(S,_, —5S,) = / re”"™(Sy,_, — Si;)du und
0
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A VIV g .
Z JTZ f_) E(}/l(] 1))(5’%‘71 - Stj)

i€[n]
tj—1
= (]‘ - ertj_l)(st]'—l - Stj) - / Te_ru(stj—l - Stj)dua
0

da nach Satz 2.3.1 e) S;;_, — 5y, fast sicher der Anteil derjenigen externen
Zweige (E™);cy von II ist, die mindestens Linge ¢;_; besitzen, aber kiirzer
als ¢; sind. Fiir j = k liefert dasselbe Argument

Ain Y(k) a.s b
Z il BCS / re ""Sy, ,du und
n

1€[n] 0

Ain Y(k_l) a.s Pt
E k—l —>/ re_”‘Stkildu.
n

i€[n] 0

Aus (97) erhélt man so fiir n — oo nach Umsortieren beziiglich S, j €

(0,....k},

M(t)
/ o Z St] 1H{tj—1<u<t; }dU > lim sup ——

n
jelk] n—00

M(t) tp—1
> liminf — > / re "™ Z St 14, <u<t;ydu fast sicher. (98)
0

n—oo n £
Jelk]

Jeder Pfad von (S;);>0 ist monoton fallend in ¢ und nimmt nur Werte in [0, 1]
an, hat also hochstens abzéhlbar viele Sprungstellen/Unstetigkeitsstellen.
Man erhélt somit

Z Stj—ll{tj71§u<tj}7 Z Stj 1{tj—1§u<tj} — Sy

J€lk] JEk]

fiir A-fast alle u € [0,¢) fiir & — oo, da diese Konvergenz zumindest fiir alle
Stetigkeitsstellen ¢ von (S;);> gilt. Fiir & — oo erhélt man mit dem Satz der
majorisierten Konvergenz aus (98)

' MO (t) t
/ re ™S, du > limsup —— > lim inf —— > / re” " Sudu (99)
o 0

N300 n n—o00 n
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fast sicher mit Majorante re~"". (99) gilt fast sicher, da auBerhalb der Ver-
einigung der (abzéhlbar vielen) Ausnahmemengen der Ungleichungen (98)
fiir verschiedene Werte von k diese Ungleichungen fiir alle Parameterwahlen
stimmen, somit erhalten sie sich auch bei der Grenzwertbildung. Dies zeigt
fir ¢ > 0 die fast sichere Konvergenz von MY /n gegen f(f re "S,du fir
n — 00.

Betrachte nun % Fiir jedes t > 0 zerlege

M, MY M, — MY
™ m T n

(100)

M, — M,St) ist die Anzahl der mutierten externen Zweige des durch (Hi") )0
gegebenen Baumes, die keine Mutation bis zum Zeitpunkt ¢ (¢ ausschlief3-
lich) aufweisen, somit gilt 0 < (M, — My))/n < St(n), wobei St(") =

%Zie[n] 1 { EDs t} der Anteil der Singletons von Hg" an allen n Individuen

ist. Fiir jedes ¢ > 0 gilt nach der Kingman-Darstellung (siche Satz 1.1.9)
lim,, o0 St(n) = S; P-fast sicher. Satz 2.3.4 a) liefert

E(St) = 6_”‘1t —0

fiir t — oo. Also gilt Sy — 0 in L! fiir ¢ — oo. Da (S;)s>0 monoton fallend ist,
gilt diese Konvergenz auch fast sicher (es gibt eine fast sicher konvergente
Teilfolge, benutze dann Monotonie). Dies zeigt

(t) (t)
0 < liminf u < lim sup u < Sy — 0 P-fast sicher
n—00 n n—00 n
fiir ¢t — oo. Die gewiinschte fast sichere Konvergenz M,,/n — fooo re " Sydu
fiir n — oo folgt damit durch Grenziibergang in (100) fiir n,t — oo, da nach
(99) fiir jedes t > 0 MT(Lt)/n — f(f re”"S,du P-fast sicher fir n — oo gilt
und f(f re ™S, du — fooo re” ™S, du fir t — oo gilt. Da (M, /n),eny wegen
0 < M,/n <1, n €N, beschrinkt und damit gleichgradig integrierbar ist,
gilt diese Konvergenz auch in L? (p > 1). a

Bemerkung 6.3.8 Fiir Coalescents ohne Staub gilt S; = 0 fast sicher fir

alle t > 0. Somit gilt in diesem Fall nach Satz 6.3.6 M, /n — 0 fast sicher
und in LP (p > 1) firn — oo.
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Fiir Coalescents mit Staub lasst sich ebenfalls die Verteilung der Grenz-
variablen M := fooo re”"S, bestimmen. Aus Satz 2.3.8 ist bekannt, dass
fiir einen Coalescent mit Staub eine Modifikation (X3);>0 von (—log(S:))i>0
existiert, die ein Subordinator mit exponentieller Vernichtung ist. Somit
gilt M < r [ e Xtdr fiir den Prozess (X;)i»0, da die verwendete
cadlag-Modifikation (vgl. [78, Theorem 11.1, Theorem 11.5]) jeden Pfad
an hochstens abzéhlbar vielen Stellen, ndmlich den Unstetigkeitsstellen von
(S¢)e>0 verandert, der Ubergang zur Modifikation somit keinen Unterschied
bei der Integration bewirkt. Ist X ein (0, p, @)-Subordinator, so ist der Pro-
zess X definiert durch X, := rt + X, fiir t > 0 ein (r, p, @)-Subordinator,
d.h. ein Subordinator mit exponentieller Vernichtung, exponentieller Ver-
nichtungsrate o und Drift » > 0. Der Laplace-Exponent d des zu X
gehorenden Subordinators (ohne exponentielle Vernichtung) ist definiert

durch ®(n) = ®(n) + rn fir n > 0. Somit ist auch M < r e~ Xt dt
fiir den (r, p, a)-Subordinator X. Solche exponentiellen Integrale von Sub-

ordinatoren mit Drift und exponentieller Vernichtung werden in [23] ana-
lysiert. [23, Proposition 3.1] liefert folgende Formel fiir die Momente von

ML fooo re Tt Xeqr L fooo e~ Xedt.

Bemerkung 6.3.9 [36] Betrachte fir einen Coalescent mit Staub den Anteil
(Sp)i=0 der Singletons. Sei r > 0. Fir die Zufallsvariable M = [ re™"S,
(siehe Satz 6.3.3 und Satz 6.3.6) gilt

r* k!
(r+a+®1)2r+a+®(2)---(kr+a+ o(k))’

E(M*) = keN,

(101)
wobei ® der Laplace-FExponent des Subordinatoranteils der cadlag-
Modifikation von (—log(St))i>0, o die exponentielle Vernichtungsrate und
r > 0 die Mutationsrate ist. Insbesondere erhdlt man

Var(M) = E(M?) — (E(M))?

272 r’
r+a+®1)(2r+a+®2) (r+a+d(1))?
22(r 4+ o+ B(1)) — r2(2r + a + B(2))

(r+a+®(1)2(2r + a + ®(2))

) : o
T T Fat ()2 tat @) /A\{O} (2.0) —\42), (102)
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da o +20(1) — P(2) = fA\{O} |z|?/(z, 2)=(dz) (vergleiche Satz 2.5.8). Fiir
A-Coalescents gilt fA\{O}%E(dx) = A(A\ {0}), da in diesem Fall die
Masse von = auf ([0,1],0,0,...) liegt und (z,x) = 23 sowie |x| = x; fiir
z € ([0,1],0,0,...) gilt. Somit gilt

7,2

V(M) = G RO Er T a T o)

A(AN {0}). (103)

Fiir Simple Coalescents kann man die Verteilung von M zusétzlich iiber eine
stochastische Fixpunktgleichung charakterisieren.

Bemerkung 6.3.10 /36] Fir Simple Coalescents mit Mutation (Mutations-
rate v > 0) gilt fiir die Zufallsvariable M = [~ re™"'Sydt ((Si)iso ist der
Anteil der Singletons von 11)

4

M L B+ A(l-B)M, (104)

wobei A und B wunabhdingig sind, beide unabhdngig von M sind, B L
B(1, p—o/7) und 1 — A verteilt ist wie die Einschrinkung auf (0, 1] des Bild-
mafles von vy = v/u_y unter der Abbildung | -|: A\ {0} — (0,1], z — |x|.
Die Verteilung von M ist durch (104) eindeutig bestimmdt.

Beweis: Fiir Simple Coalescents ist nach Bemerkung 2.3.10 (X;);>0 =
(—log(St))t>0 ein numerischer zusammengesetzter Poisson-Prozess. Es gilt
also

Nt
Xt - Z Ni, t > 07
i=1
wobei N := (Ny)i>o ein homogener Poisson-Prozess mit Intensitit p_o und
1,72, ... von N unabhéngige i.i.d. Zufallsvariable mit Verteilung n; < Hp—/2

sind mit p' = p+ a - s, Wobei p das Lévy-Maf des zu X gehorenden Sub-
ordinators ohne exponentielle Vernichtung ist und a die Vernichtungsrate
von X ist. Seien auBerdem 77 < Ty < ... die Sprungzeiten von N (OB-
dA wird angenommen, dass diese verschieden sind, dies stimmt auch immer

auBerhalb einer Nullmenge). Dann gilt T;, — T; 4 Exp(p_y) fir ¢ € Ny
und (Tj11 — T})ien, sind unabhiingig (Ty = 0). Fiir S; = et gilt somit
S, = e~ Ziem ™ fiir alle ¢t mit N, = n (n € Ny), also mit ¢t € [T,,,T,41). Es
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folgt

|

/ e 'S dt = i
0 =0

_ /OTl
- (1-
(1-

Tig1
/ re S, dt
—0 YT
2

,
T T3
re "t dt 4+ e ™ / re "t dt + e M / re "tdt 4+ - --
T1 T2

—TTl) + 6—771 (e—rTl _ e—rTg) + 6—7]1—772 (e—'rT2 _ e—rTg) 4o

e
e—TT1> + e—ﬁle—TTl .
((1 — e )y 4o (o) _ omr(TTh)y L )
— B+ A(l-B)M,
mit A:=e™, B:=1—¢"" und
M = (1-— e—T(Tz—Tl)) L (6—r(T2—T1) _ e—T(T:s—Tl)) 4.

A und B sind unabhéngig, da 71 und 7T} unabhéngig sind. Ebenso sind A
und B von M unabhingig, da (m,T1) von (Tix1 — T;)ien und 19,73, ... un-
abhéngig ist.

Bestimme die Verteilungen der Variablen A, B und M. Betrachtet man den
Prozess N, der in 0 startet und an den Zeitpunkten 77 := T, — T, i € N,
um +1 springt, so ist dieser wieder ein homogener Poisson-Prozess mit Inten-
sitdt p_o. Somit ist X’ := (X])¢>o definiert durch X/ := Zie[N{] n;+1 identisch
verteilt wie X. Fiihrt man die zu obigem Gleichungssystem gehérenden Um-
formungen analog fiir fooo re~""=Xi dt durch, so ergibt die dritte Umformung

gerade M, also folgt M 2 M. Fir B ergibt sich fiir z € (0, 1)

_log(1 —x)) _q _$)u;2’

P(B>z)=P(T; >
.

somit B < B(1, u—o/r). Fiir die Verteilung von A erhilt man fiir z € (0, 1]

P(1= A< 2) = Pl < —log(1 = 2)) = /(0. log(1 = =)

= (fa e A= log(1 — Jz]) € (0, ~ log(1 ~ )]} )

-2

— iu({x € Allx| € (O,Z]}),
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da p' nach Bemerkung 2.3.10 die Einschriankung auf (0, co] des Bildmafles
von v unter z — —log(1l — |z|) ist.

In [86, Theorem 1.5] wird gezeigt, dass durch Gleichung (104) die Verteilung
von M eindeutig bestimmt ist, da A(1 — B) fast sicher nur Werte in (0, 1)
annimmt (dies entspricht Fall T auf [86, S. 754]). O

Bemerkung 6.3.11 Aus [86, Theorem 1.5] erhdlt man auch, dass die Ver-
teilung von M fiir einen Simple Coalescent mit Mutation gerade die stati-
ondre Verteilung des Prozesses (Yy)nen, 5t, der rekursiv durch Yy := 0 und
Y1 = A,(1 — B,)Y,, + B, definiert wird, wobei ((Ay, By))nen, €ine Folge
von i.i.d. Zufallsvariablen mit (Aq, By) L (A, B) ist (A, B definiert wie in der
vorangegangenen Bemerkung). Durch Iterieren der Rekursion erhdlt man

n—1 i—1
ZBmlHA1— ) L3 B [[4;0-B)), neN,
j=n—i =0 7=0
und somit M = ZZ o Bi HZ L A;(1— By). O

Einige Beispiele, in denen die Verteilung von M fiir bestimmte Coalescents
mit Staub explizit ausgerechnet wird, finden sich in Kapitel 6.5.

6.4 Anzahl der Kollisionen und deren Beziehung zu

anderen Funktionalen in Coalescents mit Staub
und Mutation [34], [36]

Sei wiederum IT ein Z-Coalescent mit Mutation, dessen pfadweise konsistente
Mutationsstruktur durch homogene i.i.d. Poisson-Punktprozesse (P;);en auf
[0, 00) mit Intensitdtsrate r > 0 gegeben ist. Betrachte fiir n € N die Funk-
tionale M,, N, und K, in dem durch 1™ := (p,(I1;));>0 gegebenen Baum
mit der durch (P;);eny induzierten Mutationsstruktur. Es sei daran erinnert,
dass M,, die Anzahl der mutierten externen Zweige, N, die Anzahl der mu-
tierten Zweige in diesem Baum sind und dass K, die Anzahl der Typen in
der Stichprobe [n] ist, wenn deren Genealogie durch II™ und (P;);cy gegeben
ist. Es gilt fiir alle n € N die Ungleichung

M, < K, < N, + 1. (105)

Die erste Ungleichung folgt daraus, dass ein Individuum i € [n] auf jeden
Fall einen Typ trégt, den kein anderes Individuum tréagt, falls auf den i-ten

126



externen Zweig eine oder mehrere Mutationen fallen. Die zweite Ungleichung
folgt daraus, dass einerseits jeder Typ in der Stichprobe [n], der nicht der ur-
spriingliche Typ des jiingsten Urahns (MRCA) der Stichprobe ist, durch eine
Mutation entsteht, andererseits mehrere Mutationen auf demselben Zweig
genau denselben Effekt auf die Anzahl der Typen haben wie eine einzelne
Mutation auf diesem Zweig. Man kann aus Ungleichung (105) die Unglei-
chungen

o
IA

= Anzahl interner mutierter Zweige + 1
< Angzahl interner Zweige +1 = C,

folgern, da jede Kollision im n-Coalescent bis auf die letzte Kollision, die
dem jiingsten Urahn (MRCA) der Individuen aus [n] entspricht, genau einen
internen Zweig erzeugt (interne Zweige entstehen immer auf diese Weise).
Will man die Asymptotik von (K, ),en in einem Coalescent mit Staub und
Mutation untersuchen, erscheint es mit den Ergebnissen aus dem vorangegan-
genen Kapitel und obigen Ungleichungen sinnvoll, zunéichst die Asymptotik
von (Cy)nen fiir n — oo zu untersuchen. Um Aussagen iiber die Asymptotik
von (Cp)pen fiir n — oo machen zu kénnen, bendtigt man einige techni-
sche Lemmata. Dafiir benotigen wir die in (16) und (17) eingefiihrten Raten

Gny gk (k € [n — 1]) des Block-Zahlprozesses (|H§”)|)t20.

Lemma 6.4.1 [36] Fiir n € {2,3,...} sei I ein Z-n-Coalescent und = =
ady + Zo, wobei Z¢({0}) = 0. Fir n € N sei I,, verteilt wie die Anzahl der
Blicke von TI™ nach dem ersten Sprung. Dann gilt

o0

g.E(n—1I,) = a<g> +/A <n|:r;| S a-a —xl-)”)>M. (106)

= (z,2)
Beweis: Wihle n € {2,3,...} fest. Da der Beweis #dhnlich wie der Beweis

von Satz 1.4.1 verlduft, wird die dortige Notation verwendet. Sei also Xi(x) =

> e 1 =) fiir i € Ny, wobei (€1”);en i.i.d. Zufallsvariablen sind mit

PEW =) = 2 fﬁriGNundP(§§m):O):1—|x| fir x € A.
Den ersten Summanden in (106) erhélt man, wenn man in ¢,E(n — I,,) =
> kefn—1)(n — k)gni Darstellung (21), ndmlich

B n (z) S = EO(dx)

127




einsetzt und nur den ersten Summanden aus (21) betrachtet. Dies lésst sich
auch anschaulich deuten, da sich TI™ mit Wahrscheinlichkeit a = Z({0})
wie ein Kingman-n-Coalescent verhélt, also in diesem Fall I,, = n — 1 und
gn = (3) ist. Setzt man den zweiten Summanden aus (21) in g,E(n—1,,) ein,

erhalt man

2 (”_k)/ P(XS” +i1{><§z)21} ), %'

ke[n—1] A i=1
Dies ist aber (vergleiche wieder (21)) genau g, E(n—1I,,), falls man die GréSen
statt in einem =Z-n-Coalescent in einem Zy-n-Coalescent betrachtet. Um (106)
zu zeigen, kann man also a = 0 annehmen; dies wird auch getan.

Zeige nun (106). Fiir ein gegebenes z € A betrachte die Zufallsvariablen
(X)ieny- Es gilt X £ Bin(n,x;) fiir alle i € Ny und 2%, X = n.
Bemerke

P(IX <1})
1€N
= PXT=n)+> Y PXP =n-1,X,=1,... X" =1)

1€[n] i15--igEN
7’1<<2l

= x5+ Z <7> zp! Z Tiy - Ty, (107)

l€[n] i1 yeeyi €N
alle verschieden

wobei fiir das letzte Gleichheitszeichen verwendet wird, dass das Ereignis
{X(()I) =n—-01LX;=1... ,XZ-(II) = 1} bedeutet, dass aus den Werten der

i.i.d. Zufallsvariablen (£);en genau n—I Werte 0 sind und die Werte iy, . .., 4,
von jeweils genau einer Zufallsvariable angenommen werden.
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Es gilt wieder mit (106)

9.E(1,)
. =old
= > kgu = > / X( +Zl{xz>>l} ) (0;5)
ke[n—1] ken—1] )
Zo(dx)
/Ake;l] kP( +Zl X k) (z,)

). (108)

_ / (B(x+ Z 1 {x§z>21}) —nP (X + Z Lxoy = 1)) i‘;(‘ix))
_ / ( B(X) +ZP ) > 1) —nP(ﬂ{X@ <1}>) (x("f

)
Zieht man diesen Term von (siehe [79, Gl. (70), S.36] mit a = 0)

w s g0 5 )

D] 5eeey i €N
alle verschieden

Y

ab, erhilt man

-

(I) (z)
guE(n — I,) = / <n — B(X P(X® > 1)) .
A ; (z,z)
Setzt man dann E(Xégc)) =n(l — |z|) und P(Xi(m) >1)=1—(1— ;)" ein,
so erhélt man das gewiinschte Ergebnis. a

Bemerkung 6.4.2 Fir A-Coalescents wurde Lemma 6.4.1 bereits in [80,
Lemma 3] bewiesen.

Fiir n € {2,3,...} sei nun V,, die Anzahl der Kollisionen beim ersten Sprung
von II™ und V; = 0. Ist TI™ ein A-n-Coalescent, so gilt V,, = 1 fiir alle
n > 2, da bei jedem Sprung genau eine Kollision stattfindet. Fiir jeden =-n-
Coalescent I1™ gilt

Vo= Xgn) - an)v (109)
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wobei x{" die Anzahl der Blécke und S\ die Anzahl der Singletons in IT(")
nach dem ersten Sprung ist. Fiir E(V},) gilt folgendes Lemma.

Lemma 6.4.3 [36] Fir n € {2,3,...} sei II" ein Z-Coalescent mit = =
ady + Zo, wobei Zo({0}) = 0. Betrachte V,, in TI™. Dann gilt

9.E(V,) ( ) /Z (1 (1— )" — na(1— 2y )= d2) * 11

(, )

Beweis: Sei n € {2,3,...}. Die Variablen (£*);ey und (X™);en, seien defi-
niert wie im Beweis von Lemma 6.4.1. Analog zum Beweis von Lemma 6.4.1
erklart sich der erste Summand der rechten Seite von (110) dadurch, dass
sich 1™ mit Wahrscheinlichkeit a wie ein Kingman-n-Coalescent verhilt
und dort V,, = 1 sowie g, = (72‘) ist. Nehme nun wiederum a = 0 an.

Aus der Darstellung der Raten A\(n, ky,... k) firm € [n], ky > ko > -+ >

km > 2 mit 37, ki < naus (1) bzw. ihrer Reformulierung (20) mit Hilfe

der von (£

. )ien) erzeugten Partition Part((fi(x))ie[n]) (sieche Beweis von Satz

1.4.1) folgt
(n) B P( UT]EEnvn hat s Singletons {Part((gi(x))ie[n]) = 77})
P(S]" =s) =
Gn
P(Xéz) —+ Zfil 1{X7L(z):1} = S)

9n

fir s € {0,...,n—2}, da die totalen Raten von II®™ gerade den to-
talen Raten des zugehorigen Block-Zéahlprozesses entsprechen und X(()x) +
Yool { X@:l} nicht den Wert n — 1 annehmen kann. Damit erhdlt man

g.E(S") =
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Zieht man diese Grofle von der Darstellung von gnE(Xgn)) = ¢,E(I,,) aus

(108) ab (die vorkommenden Summen konvergieren absolut, man kann also
gliedweise subtrahieren), erhalt man via (109)

[1]

O(dﬂf)
(z, )

gE(V,) = /A f:P(X}” > 2)

und das Lemma folgt aus P(Xi(x) >2)=1—(1—a)" —na;(1 — ;)" da
Bemerkung 6.4.4 Fir A-n-Coalescents reduziert sich (110) fiir n € N\ {1}
auf

GE(V,) = /[ H<1—<1—:c>”—m<1—x>“>$‘i” s

x
also E(V,,) =1, was natiirlich schon aus V,, = 1 fiir A-Coalescents folgt.

Korollar 6.4.5 [36] Sei Il ein E-Coalescent mit Staub. Betrachte die Varia-
blen I,, und V,, fiir 1™ := (p,(I1,));>0. Dann gilt

lim E(n — I,)/E(V,,) = cc.

n—oo

Beweis: Definiere die Hilfsfunktion H : N — R durch

- =(dx)
H(n) = / I —(1—x)" , ne&N,
A\{0} 2 ( ) (z,z)

Mit 0 <1—(1—x;)" < nz; fir n € Nund z; € [0, 1] (Bernoulli-Ungleichung)
erhdlt man

0 < H(n) Sn/ |x|E(dx) = nH(1) < oo,

A\{0} (z, )

da H(1) = p_1 < oo in einem (n-)Coalescent mit Staub ist. Die linke Seite
von (106) lasst sich beziiglich der Hilfsfunktion H umschreiben als g,E(n —
I,) = nH(1) — H(n). Aus (110) erhdlt man 0 < g,E(V,) < H(n) (E hat
keine Masse in 0, also a = 0). Somit gilt

E(n —1,) - nH(1)—H(n)  nH(1)

EV,) = H@m  Hn) "
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Zu zeigen ist also nur noch lim,, ., H(n)/n = 0. Fiir einen =-Coalescent mit
Staub ist das Mafl p definiert durch p(dz) := (|z|/(x, x))=(dx) endlich und
besitzt keine Masse in 0. Man erhélt

M = x x
o= )

wobei f,(z) == > 2 (1 — (1 —2;)")/(nlz]) fir n € N und z € A\ {0}.
Wiederum mit 0 < 1 — (1 — ;)" < na; fiir x; € [0,1] gilt 0 < f,, < 1 fiir alle
n € N. Konvergiert nun f, punktweise fiir n — oo gegen die Nullfunktion
auf A\ {0}, so gilt H(n)/n — 0 fiir n — oo nach majorisierter Konvergenz,
was die gewiinschte Aussage zeigt. Die punktweise Konvergenz von f,, gegen
0 bleibt zu zeigen. Sei dazu € A\ {0} und uy das Zahlmafl auf N. Es gilt

o

1—(1—az)"
2| folz) = > ——— = /hnduN,

=1

wobei h,, : N — R durch h, (i) := (1—(1—x;)")/n definiert ist. Offensichtlich
gilt h, — 0 punktweise fir n — oo, da 0 < h,, < 1/n fiir alle n € N. Des
Weiteren ist h, (i) < z; =: h(i) fur alle n € N. h ist integrierbar beziiglich des
ZiahlmaBes puy ([ hdpuy = Y o) 2 < 1). Somit folgt f,(z) — 0 fiir n — oo
aufgrund majorisierter Konvergenz. O

Diese Vorarbeiten ermdoglichen es nun, folgenden Satz zu beweisen.

Satz 6.4.6 [36] Sei Il ein Coalescent mit Staub. Sei II™ := (p,,(I1;))>0. Fiir
n € N betrachte C,,, die Anzahl der Kollisionen in II'™. Es gilt C,,/n — 0 in
LP (p>1).

Beweis: Sei II ein =-Coalescent und 1™ := (p,(II;));>0. Aus der Vertei-
lungsrekursion fiir (Cy,)nen aus Satz 2.4.1 b) erhélt man die Rekursion

E(Cy) =0und E(C,) = E(V,) + Y E(Ci)rux fiir n > 2, (111)

ken—1]

wobel T = Gnk/Gn, Nk € N k < n und V, die Anzahl der Kollisionen
beim ersten Sprung von I ist. Zeige nun C,/n — 0 in L' durch Wider-
spruchsbeweis in Analogie zum Beweis von [40, Proposition 3]. Ein dhnliches
Argument wird auch in [50, S. 219] verwendet.

Angenommen es géibe ein € > 0 mit E(C,,) > ne fir unendlich viele n € N.
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Wiéhlt man dann € noch kleiner, so gilt fiir jedes feste ¢ > 0 sogar die Un-
gleichung E(C,,) > en + ¢ fiir unendlich viele n € N (fiir dasselbe ). Sei n,
das kleinste n, fiir das diese Ungleichung gilt. n. erfiillt n. — oo fiir ¢ — oo.
Fir k < n,. gilt E(Cy) < €k + ¢, woraus mit Rekursion (111)

enc+c < E(Cp) = EVi)+ Y. musE(Ch)

k€[ne—1]

< BE(Vp)+cte Y krag = E(Vi)+c+eE(L,)

k€[n.—1]
folgt. Die Konstante c kiirzt sich auf beiden Seiten und man erhilt
eE(n. —1,,) < E(V,,).

Lasst man ¢ — oo, erhdlt man den gewiinschten Widerspruch, da E(n —
I,)/E(V,) — oo fiir n — oo nach Korollar 6.4.5. Es gibt also fiir alle ¢ > 0 ein
no = no(e) € N, sodass F(C,)/n < ¢ fiir alle n > ng und somit C},/n — 0 in
L' fiir n — oo. Da €= € [0,1] fiir alle n € N ist, folgt daraus sogar C,,/n — 0
in L? fir alle p > 1. O

Betrachtet man nur die Klasse der Simple Coalescents, so kann man zeigen,
dass diese Konvergenz zusétzlich sogar fast sicher gilt. Um dies zu tun, be-
nutzt man die Poisson-Konstruktion des Coalescents, die im Fall eines Simple
Coalescents besonders gut handhabbar ist (vgl. Abschnitt 1.3).

Satz 6.4.7 [3/] Sei 11 ein Simple Z-PPP-Coalescent. Sei T1™ =
(pn(I1y)s>0). Fiir n € N betrachte C,,, die Anzahl der Kollisionen in 1™,

Dann gilt

C, _
— — 0 fast sicher fiir n — oo.
n

Beweis: Sei ¥ der Poisson-Punktprozess, durch den II konstruiert wird. Jede
Kollision in IT wird durch einen Poisson-Punkt (T, X)), I € N, von ¥ (bzw.
der in der ersten Koordinate geordneten Menge V') erzeugt. Fiir jedes j € N
teile (), auf in die Anzahl der Kollisionen, die durch die ersten j; Punkte
(TW, x®) .. (T, X)) von ¥ erzeugt werden und in diejenigen, die von
anderen Punkten erzeugt werden. Um die zweite Anzahl zu untersuchen, ist
es hilfreich, die Zufallsvariablen

7

BY) .—
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fir 7,7 € N zu definieren. Um (B}j))ieN zu analysieren beno6tigt man die
Eigenschaften von (X®);cy. Aus (11) in Kapitel 1.3 ist bekannt, dass fiir
einen Poisson-Punktprozess ¥, der einen Simple PP P-Coalescent erzeugt,
(X®);ey eine ii.d. Folge ist. Zusitzlich ist (Xj@)jeN fiir jedes i € N aus-
tauschbar, also bedingt i.i.d. beziiglich eines zufilligen MaBes Q¥ auf N
mit bedingter gemeinsamer Verteilung (Q®¥)N. Des Weiteren ist (Q®);en
iid. und Q@ ist messbar beziiglich der von X erzeugten o-Algebra.
Durch mehrfaches Anwenden des Satzes von Fubini folgt, dass fiir fes-

)

tes 7 € N auch (B'(j))ieN = (1{X(1)'“X(j)0})'EN austauschbar und be-

dingt i.i.d. beziiglich Q... QY mit ij ) Bernoulli-verteilt mit Parameter

[Tiey PG = 01QW) = Tl QP({0}) bedingt anf QW, ..., QU ist.
Wendet man nun das starke Gesetz der grofien Zahlen fiir austauschbare
Zufallsvariable aus [30] an, so erhélt man

s B
] AN H Q™ ({0}) fast sicher fiir n — oo. (112)
n

kelj]

Teile nun C,, auf in die Anzahl der Kollisionen, die durch die ersten j Punk-
te von ¥ erzeugt werden und in diejenigen, die von anderen Punkten er-
zeugt werden. Sei O die Anzahl der Kollisionen in 110 die durch den i-ten
Poisson-Punkt verursacht werden. Aus Satz 1.3.3 ist 0 < Cff) < Vn(i) fir
n € N bekannt, wobei V"’ die Anzahl der verschiedenen von (X ,ff))ke[n} er-

zeugten Zahlen aus Ny ist. Nach j Poisson-Punkten besitzt ng) hochstens

| VASRNEUT /4 S >y B,(Cj) Blocke, da jeder Block von Hgt‘)j) entweder

a) durch eine Kollision entsteht, die durch einen der ersten j Poisson-
Punkte verursacht wird oder

b) ein Singleton(-Block) {i} ist mit ¢ € N, fiir den Xi(l) # 0 ist fiir min-
destens ein [ € [j] oder

¢) ein Singleton(-Block) {i} ist mit i € N, fiir den X" = 0 fiir alle € [j]
gilt,

wobei sich die Anzahl der Blocke, die a) oder b) erfiillen, nach oben durch
V) 4+ VY abschitzen lisst und die Anzahl der Blocke, die c) erfiillen,
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gerade > ,_, B,(gj ) ist. C,, ist somit nach oben beschrénkt durch

C, < C£1)+"'+C£Lj)+vn(l)+"'+Vn(j)+ ZBl(cj)_l
ke(n]
< Q(Vrfl) 4+t Vn(j)) + Z Blij) —1,
ke(n]

da I € N Blocke héchstens | — 1 Kollisionen haben kénnen. Aus Satz 1.3.3
erhélt man limnﬁoo(Vn(l) /n) = 0 P-fast sicher fiir jedes i € N. Zusammen mit
(112) folgt

C C
< liminf =% < 1 n < (k)
0 < liminf — < limsup s H Q" ({0})

e e kel

fast sicher fiir alle j € N. (Q®);cy ist eine i.i.d. Folge zufilliger MaBe mit
P(QM{0}) = 1) = 0 (siehe (11), = erfiillt (8), also haben Z und somit
auch v keine Masse in 0 € A). Dies zeigt, dass es ein € > 0 gibt mit
P(QW({0}) < 1 —¢) > 0. Somit zeigt das Lemma von Borel-Cantelli,
dass P(limsup,_., {Q”({0}) <1—¢€}) =1 fiir ein € > 0. Es gilt folglich
[Tee, Q¥ ({0}) = 0 fast sicher, dies zeigt die Behauptung. O

Dieses Ergebnis gilt auch fiir beliebige Simple =-Coalescents.

Korollar 6.4.8 Sei IT ein Simple Coalescent und TI™ := (p,(I1;));>0. Be-
trachte C,, im n-Coalescent TI™ . Dann gilt

C
— — 0 fast sicher fiir n — oo
n

Beweis: Ist II ein Simple =-Coalescent, der die Bedingung (15), also P(S; >
0) = 1 fiir alle t > 0 erfiillt, so folgt aus Satz 1.3.5, dass II schon ein
PPP-Coalescent ist. Dann folgt die Behauptung direkt aus dem voran-
gegangenen Satz. Sei also (15) nicht erfiillt. Betrachte die Zufallsvariable
¢ =inf {t € R[S, = 0}. Lemma 1.3.7 b) besagt, dass man (II;)o<;<¢ als einen
E'-PPP-Coalescent II' mit Z'(dx) := 1{z¢a-}=(dx) auffassen kann. Sei Cj,
die Anzahl der Kollisionen in (p,,(II}))o<t<¢. Dann gilt

Co < Cp+CO + I -1

mit C'9 definiert als die Anzahl der Kollisionen zum Zeitpunkt (. Dies gilt,
da C/ + i gerade die Anzahl der Kollisionen bis zum Zeitpunkt ¢ in II
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ist und sich nach ¢ hochstens |Hé”)\ — 1 Kollisionen ereignen koénnen, da ein
Coalescent mit [ Blocken hochstens [ — 1 Kollisionen haben kann. Es gilt
zusétzlich

v <o+ 09+ >

1/ o
i Singleton von 1™\
1€[n] { ¢ }

da jeder Nicht-Singleton-Block durch eine Kollision entstehen muss. Aus den
Satzen 6.4.7 und 1.3.7 erhélt man

C! oy
N — 0 fast sicher fiir n — oo,
n

da die Anzahl der Kollisionen in einem Teil-Coalescent hochstens so grofl
ist wie die Anzahl der Kollisionen in einem , kompletten” Coalescent. Nach

Definition gilt lim,, % Zie[n} 1 {l Singleton von H(cn)} =S¢ fast sicher. Es gilt

S¢ = 0, da fiir Simple Coalescents (.S;);> rechtsstetig ist. Also gilt mit obigen
Abschétzungen

' (©)
2(C, +Cn) + Zie[n] 1{z‘ Singleton von H?”}

< —0

Ch
n n

fast sicher fir n — oo. O

6.5 K, in n-Coalescents mit Staub und Mutation [34],
[36]

Im letzten Abschnitt wurde die Gleichung

< K, — M,

0 <

Cn
- " (113)
fiir die betreffenden Funktionale eines beliebigen Coalescents mit Mutati-
on hergeleitet. Diese ermoglicht es, mit Hilfe der Konvergenzresultate fiir
(M,/n)nen (Satz 6.3.6) und (C,/n)nen (Satz 6.4.6 bzw. Korollar 6.4.8) fir
n — oo die Aymptotik von (K,)nen fiir n — oo zu bestimmen. In die-
sem Abschnitt sei, falls nicht explizit anders angegeben, II ein Z-Coalescent
mit pfadweiser Mutationsstruktur gegeben durch eine Familie von Poisson-
Punktprozessen (P;);en auf [0,00). Die Funktionale M, K, und C,, werden
im durch I = (p,,(IT));>0 gegebenen Baum mit der durch (P;);cy induzier-

ten Mutationsstruktur definiert.
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Satz 6.5.1 [34], [36] Sei Il ein =Z-Coalescent mit Staub und Mutation (Mu-
tationsrate r > 0). Fir n € N betrachte K, die Anzahl der Typen in der
Stichprobe [n], wobei die Genealogie von [n] durch IT (bzw. (p,(II))i0) und
die zugehorige Mutationsstruktur gegeben ist. Es gilt

K, & )

— —>/ re "'Sydt in LP (p > 1) fiir n — oc. (114)

n 0
Ist 11 sogar ein Simple Coalescent, so gilt diese Konvergenz zusdtzlich fast
sicher.

Beweis: Aus Satz 6.3.6 erhéilt man Yo — [ re™Sydt in LP (p > 1) und
fast sicher fiir n — oco. Des Weiteren gilt 0 < (K, — M,)/n < C,/n — 0
fiir n — oo in LP, p > 1, nach Satz 6.4.6 und fiir Simple Coalescents auch
fast sicher nach Korollar 6.4.8. Also hat (K, /n),en dasselbe asymptotische
Verhalten in LP, p > 1, wie (M,,/n)nen fiir n — oo; fiir Simple Coalescents
gilt dies auch fiir die fast sichere Asymptotik. a

Verzichtet man auf die oben genannten Voraussetzungen, d.h. darauf, dass
K, in (pn(Il;))i>o fiir n € N definiert wird und betrachtet K, in beliebi-
gen =-n-Coalescents mit Mutation, so erhédlt man zumindest noch schwache
Konvergenz.

Korollar 6.5.2 [36] Fir n € N sei (II'W, Mu™) ein Z-n-Coalescent mit
Staub und Mutation mit Mutationsrate r > 0. Sei K,, die Anzahl der Typen
in der Stichprobe [n], dere Genealogie durch (II™, Mu'™) bestimmt ist. Dann
qilt

Kn > — t . . .

— re”""Sydt in Verteilung fiir n — oo. (115)

n 0
Beweis: Folgt entweder durch Coupling direkt aus (114) oder analog zum
Beweis von (114) aus den Sétzen 6.3.3, 6.3.4, 6.4.6 und dem Satz von Slutsky.

Bemerkung 6.5.3 [36] Wegen K, — M,, < N,, — M,, < C,, fir allen € N
gelten die Resultate (114) und (115) auch fir die Funktionale (Ny,)nen, wobei
N, die Anzahl der mutierten Zweige des von II" erzeugten Baumes ist.
Fir K, (1), die Anzahl der verschiedenen Typen, die genau einmal in der
Stichprobe [n] vorkommen, gilt M, < K,(1) < K, fir alle n € N, da jeder
mutierte externe Zweig einen Typ erzeugt, der genau einmal in der Stichprobe
vorkommt (die zweite Ungleichung ist offensichtlich). Somit gelten (114) und
(115) ebenso fir (K,(1))nen-
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Bemerkung 6.5.4 Die Momente der Grenzvariablen K = fooo re " Sdt
werden in der Bemerkung 6.3.9 charakterisiert. Fir Simple Coalescents

erfillt die Verteilung von K eine Fixpunktgleichung, siehe dazu Bemerkung
6.3.10.

Bemerkung 6.5.5 Analog zum Beweis von Korollar 6.5.2 (Variante ohne
Coupling) wird in [68, Kapitel 4 u. 5] gezeigt, dass sich die Funktionale
(L&) ,en (Gesamtlinge aller externer Zweige) und (Seg™),en (Anzahl der
Mutationen auf allen externen Zweigen) bei Normierung mit n=' asympto-
tisch gleich (in Verteilung) verhalten wie die ebenso normierten (Ly)nen bzw.
(Seg,, )nen (vergleiche Bemerkung 6.5.5, dort sind auch die Grenzvariablen

explizit angegeben).

Fiir einige Mafle = wird nun die Grenzvariable K := fooo re”"S;dt genauer
analysiert. Dies ist eine Weiterfithrung der Beispiele 2.3.11, 2.3.12 und 2.3.13.
Sei dazu X die Subordinator-Modifikation von (—log(S;))t>0 (mit exponen-
tieller Vernichtung) und sei ® der zugehorige Laplace-Exponent und « die
Vernichtungsrate von X.

Beispiel 6.5.6 (Dirac-Coalescents)[36] Fiir ¢ € A\ {0} definiere = = 0,
und betrachte einen =-Coalescent I1. 11 ist ein Simple Coalescent mit p_1 =
(c,c)™t, somit konvergieren %, % und % P-fast sicher und in LP, p > 1,
fiir n — oo gegen K. Nach (35) sind ®(1) = |c|/(c,c)lfjqr1y und ®(2) =
c|(2—|c|)/ (¢, €)Lqjej1y und somit gilt mit der exponentiellen Vernichtungsrate
o = (¢,¢) M1y¢=1y nach Bemerkung 6.3.9

r r

E(K) = = 116
B = e T i (116)
und analog
r?lef?/(c, )
Var(K) = ( +ﬂ>2(2 n C‘(2_|C|)). (117)
T )BT e

Da 11 ein Simple Coalescent ist, lisst sich die Verteilung von K auch wie in
Bemerkung 6.3.10 iiber die Fizpunktgleichung K < B + (1—|eh(1 - B)K
eindeutig beschreiben, wobei B eine von K unabhingige, B(1,((c,c)r)™")-
verteilte Zufallsvariable ist. Fir den Fall ¢ € A* lisst sich K noch genauer
beschreiben, dies wird vm tberndchsten Beispiel 6.5.9 behandelt.
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Beispiel 6.5.7 (Beta-coalescents)[36] Sei A = (a,b) mita > 1,b > 1 und
IT ein A-Coalescent. Nach Beispiel 1.1.19 ist 11 ein Coalescent mit Staub.
Also konvergieren M, /n, K,/n und N,/n firn — oo in LP, p > 1, gegen
K, M,/n auch fast sicher. Im Fall a > 2 ist I1 nach Beispiel 1.1.21 sogar
ein Simple Coalescent, also konvergieren in diesem Fall M, /n, K, /n und
N, /n auch fast sicher gegen K. In Beispiel 2.3.12 wurde gezeigt, dass die
Vernichtungsrate o = 0 erfillt und somit X selbst ein Subordinator (ohne
exponentielle Vernichtung) ist. Aus (37) erhdlt man ®(1) = (a+b—1)/(a—1)
und ®(2) = (a+2b—1)/(a—1) fir den zugehdrigen Laplace-Exponenten @,
somit nach Bemerkung 6.3.9 und insbesondere Gleichung (103)

T 7“2

E(K) = ——— wund Var(K) =

4 el (r + 2l)2(2p 4 at2ioly’

da A(A\ {0}) = 1. Falls IT ein Simple Coalescent ist, erfillt K nach (104)
die Verteilungs-Fizpunktgleichung K LB+ A(l — B)K, wobei A und B
unabhingige Zufallsvariable sind, die unabhingig von K sind. (1 — A) ist
Bla — 2,b)-verteilt und B ist B(1, p_o/r)-verteilt mit p_o = %
(siehe Beispiel 1.1.21).

Bemerkung 6.5.8 Fulls die Behauptung von Basdevant und Goldschmidt
auf [5, S. 495] stimmt, dann zeigt das vorangegangene Beispiel (hier wird
die Notation aus [5] verwendet), dass die dort definierte Zufallsvariable Cy
gerade wie K verteilt ist.

Beispiel 6.5.9 [36] Sei = konzentriert auf A*, d.h. Z(A) = Z(A*) und sei
p_1 < o0o. Sei Il ein =Z-Coalescent. Beispiele von Coalescents zu solchen Ma-
fen sind die in Beispiel 2.3.11 behandelten Dirac-Coalescents mit Punktmas-
se von = in A*, insbesondere der sternformige Coalescent, oder die Poisson-
Dirichlet-Coalescents. Aus Beispiel 2.3.13 ist bekannt, dass 0 < o = p_q =
l_o < 00 und dass der zum Subordinator mit exponentieller Vernichtung X
gehorige Subordinator der konstante Nullprozess ist, also auch ¢(n) = 0 fir
alle n > 0 gilt. Also konvergieren M, /n, K,/n and N,/n fast sicher und in
LP, p>1, fiirn — oo gegen K. K hat die Momente

E(K7) =31/ ((r+a+0) - (jr+a+0)) = j1/(1+(n—z/r)) -+ (j+(p-2/7))),

7 € N, und ist durch diese eindeutig bestimmt. Durch Momentenvergleich
erhdlt man, dass K 4 B(L, u_so/r) ist.
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Bemerkung 6.5.10 Beispiel 6.5.9 verallgemeinert die Konvergenzaussage
fir K,/n fir n — oo aus [67, Abschnitt 4], dort wurde der Fall des

sternformigen Coalescents A = dy behandelt. Fir diesen gilt K 4 B(1, %)

6.6 K, im Bolthausen-Sznitman-n-Coalescent

In diesem Abschnitt wird das Funktional K,, die Anzahl der Typen in
der Stichprobe [n], deren Genealogie durch einen Bolthausen-Sznitman-n-
Coalescent mit Mutation gegeben wird, betrachtet. In einem Bolthausen-
Sznitman-Coalescent 1T gilt fiir den Anteil (S;);>0 der Singletons von II fast
sicher S; = 0 fiir alle ¢ > 0, da ein Bolthausen-Sznitman-Coalescent nach
Beispiel 1.1.19 keinen Staub besitzt. Geht man zur Analyse von (K,,)pey im
Bolthausen-Sznitman-Coalescent analog zur Analyse im Falle der Coalescents
mit Staub aus den vorangegangenen Kapiteln 6.3, 6.4 und 6.5 vor, liefert die
Normierung mit % nur das folgende triviale Konvergenzresultat fiir (K,),en.

Satz 6.6.1 Fir K, die Anzahl der Typen in [n] im Bolthausen-Sznitman-
n-Coalescent mit Mutation gilt

K, 4
— 50

n
fiir n — oo.

Beweis: OBdA sei Il ein Bolthausen-Sznitman-Coalescent und II(" =
(pn(I1;))t>0. Alle Funktionale werden in diesen n-Coalescents betrachtet.

Es wird wieder K,, = M, + (K,, — M,,) zerlegt und 0 < K,, — M,, < C,, aus
(113) fiir alle n € N verwendet, wobei M,, die Anzahl der mutierten exter-
nen Zweige und C, die Anzahl der Kollisionen in I ist. Es geniigt nun,

M, /n % 0 und % L0 fiir n — 0o zu zeigen, da mit obiger Abschéitzung
aus % % 0 auch % 40 folgt und damit nach dem Satz von Slutsky
die Behauptung.

Nach Bemerkung 6.3.8 gilt M, /n — 0 fast sicher fiir n — oo, da der
Bolthausen-Sznitman-Coalescent keinen Staub hat. Somit gilt insbesondere

M,
= 20 fiir n— oo, (118)
n
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Zeige nun C,,/n 0 fiir n — oco. Bs gilt nach [28, Theorem 1.1] oder [49,
Theorem 1], dass

1 2
(mg—mcn — logn — loglogn END'S (119)
n

fir n — oo, wobei —X die (Standard-) stetige Luria-Delbriick-Verteilung
hat, also die charakteristische Funktion E(eX) = exp(—n|t|/2+itlog [t|) fiir
t € R besitzt. Durch Skorohod-Coupling (siehe etwa [52, Theorem 4.30, S.79])
existieren auf einem geeigneten Wahrscheinlichkeitsraum verteilungsgleiche
Kopien (Cy)nen, X von (Cy)nen, X, fiir die diese Konvergenz sogar fast sicher
gilt. Fiir diese fast sicher konvergente Folge (é’n)neN gilt somit insbesondere
% — 0 fast sicher fiir n — co. Somit folgt durch das beschriebene Coupling
auch o

= 0 fiir n — . (120)
n

Dies zeigt die Behauptung. O

Bemerkung 6.6.2 Aus dem Skorohod-Coupling fiir (Cy)nen und dem Kon-
vergenzresultat (119) folgt auch

Mcn —1 (121)
n

stochastisch fiir n — oo.

Satz 6.6.1 folgt auch direkt aus dem Resultat von Basdevant und Gold-
schmidt aus [5, Theorem 1.1], welches besagt, dass

log(n)

K, — r stochastisch fiir n — oo (122)

gilt, wobei r die Mutationsrate ist. Mit dem Satz von Slutsky folgt Satz 6.6.1
sofort aus (122).

Bemerkung 6.6.3 In [5] wird nicht nur die Asymptotik von (K, )nen,
sondern auch die Asymptotik des wvollstindigen Allel-Frequenzspektrums
(Kn(1),...,Ky(n)) fir n — oo mit Hilfe der ,,fluid limit”-Technik unter-
sucht. Es gilt




fiir k > 2 und n — oo sowie

log(n)

n

K,(1) 5 r
fiir n — oo.

Man kann natiirlich auch versuchen, trotzdem einige der in den vorangegan-
genen Kapiteln verwendeten Methoden und Ergebnisse auf die Analyse von
(Kp)nen im Bolthausen-Sznitman-Coalescent zu tibertragen, mit dem Unter-
schied, dass anstatt der Normierung n~! eine schwiichere Normierung verwen-
det wird. Etwa lésst sich aus den Ergebnissen fiir die externen Zweigléingen
im Bolthausen-Sznitman-Coalescent sehr leicht eine asymptotische Darstel-
lung fiir den Erwartungswert der Anzahl M,, der mutierten externen Zweige

fiir n — oo ableiten.

Korollar 6.6.4 [35] Fir n € N betrachte einen Bolthausen-Sznitman-n-
Coalescent mit Mutation und Mutationsrate r > 0. Dann gilt fir die Anzahl
M,, der mutierten externen Zweige

EM,) =r —I—T(l—v—r)Lz—l—O( n ), n — oo,

logn log“n log®n

wobei v die Euler-Konstante ist.

Beweis: Betrachte M, = ;. 15,,, wobel B,;, i € [n], das Ereignis ist,
dass der i-te externe Zweig im n- Coalescent mutiert ist. Es gilt P(B,,;|Er i))

1— e "B Pofast sicher, wobei E die Lénge des i-ten externen Zweiges ist
(vergleiche mit dem Beweis von Satz 6.3. 3) Damlt erhélt man aufgrund der

Austauschbarkeit von (E}(Li))le[n] und F,, = 2 Y fiir die Léange FE,, eines zufillig
ausgewélten externen Zweiges des betrachteten n-Coalescents

= Y PB.) = Y E(1-e) = nE(1—e ).
i€[n] i€[n]
Mit x — %:(,2 <l—e?*<g-— §$2 + %:CS fiir x € [0, 00) folgert man
) - ) < PO < pm) - D + D)
Aus Theorem 4.1.5 erhdlt man E(E,) 1/logn + (1 — ~)/log*>n +

O(1/log’n), E(E?) = 2/log’n + O(1/log’n) und E(E?) = O(1/log*n),
woraus das Korollar folgt. O
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Fiir die Analyse der Asymptotik von (K,),eny im Bolthausen-Sznitman-
Coalescent ist dieses FErgebnis bzw. die weitere Analyse der Asymptotik
von (M, )nen nicht unmittelbar lohnend. Aus (122) geht hervor, dass man
schwicher als n~!log(n) normieren muss, um sinnvolle Aussagen iiber die
schwache Asymptotik von (K, ),en im Bolthausen-Sznitman-Coalescent zu
erhalten. Allerdings gilt nach (121), dass n~!log(n)C, fir n — oo nicht
verschwindet (in Verteilung). Somit funktioniert es hier eben nicht, nur
die Asymptotik von (M, ),eny mit entsprechender Normierung zu bestim-
men und iiber die Zerlegung K, = M, + (K, — M,) und die Abschétzung
0 < K,, — M,, < C,, zu erhalten, dass (K, ),en dieselbe Asymptotik besitzt.
Man miisste in diesem Fall die Asymptotik der Differenzen (K,, — M, )nen
fir n — oo direkt analysieren anstatt nur (C,)neny zu analysieren. Somit
erscheint es sinnvoller, zunéchst andere Methoden zu verwenden, um die
Asymptotik von (K,),en zu analysieren. Man kann etwa versuchen, aus der
Rekursion (49) (oder aus einer daraus abgeleiteten Rekursion) analog zum
Vorgehen in den Kapiteln 3.1, 4.1 und 5.1 direkt Informationen iiber das
asymptotische Verhalten der Verteilungen von (K, ),eny zu gewinnen. Hier
bietet es sich wieder an, geeignete erzeugende Funktionen zu verwenden. Be-
trachte die erzeugende Funktion fx der Erwartungswerte (E(K},))nen, also

ZE L teC | < 1. (123)

Es gilt fx(0) = E(K;) =1 und

f1(0) = B(K2) 'Z (4r +1)/(2r + 1)

(die zugehorigen Raten des Block—Zéihlprozesses eines Bolthausen-Sznitman-
n-Coalescents sind g, =n — 1 und g,x = m firn e Nk € [n—1]).
Aus 0 < E(K,) < nfolgt |fx (t)] < do2 nlt|"! =1/(1 - |t])? < oo fiir

|t] < 1. fx hat also mindestens Konvergenzradius 1.

Lemma 6.6.5 Betrachte fiir jedes n € N das Funktional K, in einem
Bolthausen-Sznitman-n-Coalescent mit Mutation und Mutationsrate r > 0.
Die erzeugende Funktion fx ist Losung der gewohnlichen Differentialglei-
chung

fre@) = bi(t)fx(t) + ba(t), teC, 0<|t| <1 (124)
mit

1 r r

h(t) = 1—t rt —log(1 —t) und bo(t) = (1 —1¢)3(rt —log(1 — 1))
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firt e C mit 0 < |t| < 1.

Beweis: Sei n € N, ¢t € C mit 0 < [tf|] < 1 und seien g, = n — 1 die
totale Rate in Zustand n und g,; = n/((n —i)(n —i+ 1)), 7 € [n — 1],
die Ubergangsraten von n nach ¢ des Block-Z&ahlprozesses eines Bolthausen-

Sznitman-n-Coalescents. Es wird wieder die Hilfsfunktion a aus (61) verwen-
det, also

log(1 — )

— 1 —log(l—t¢
;kk+1 og(l =)+ —

Es gilt einerseits

In T b )i
S (1 Yo —>E(Kn)t”
n=1 n

= (1 +r th / fK dCC
Verwendet man andererseits Rekursion (56), also

(gn+nr)E(K,) = nr(1+ E(K,—1))+ Z gni B (K;), ne€{2,3,...},

i€[n—1]
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so erhélt man mit F(K;) =1

— vt (PO B )+ Y ng<Kz>)t”
n=2 ie["_l]
— Zt”+rzE n—1)t" +2; [Z] (n—i n—z+1)
tn—i
— Zt"JrrZE n— 1t"+ZE Zl(n—i)(n—i+1)
= r— (t) +tfr(t)a(t)
- () (rt* + ta(t)) .

Somit gilt

(L +7)tfr(t) /fK ) dx = 77
Differenziert man diese Gleichung in ¢, so erhélt man

(L4 7) (fx(t) + L5 (1) = fx(t)

= ﬁ + (Ot +ta(t) + fr(t)(2rt + alt) +td (1)),

bzw. dazu adquivalent
(rt(1—t)+t—ta(t)) frc(t) = 2rt—r+a(t)+ta'(t))fr(t)+ ﬁ

Es gilt a(t) + ta'(t) = —log(1 — t) and t(1 — a(t)) = —(1 —t) log(1 — ¢). Fiir
t€C,0< |t| <1,ist der Faktor rt(1—t)+t—ta(t) = (1—1t)(rt —log(l—1t))
auf der rechten Seite nicht Null. Man kann also Gleichung (125) durch diesen
Faktor dividieren und erhélt dadurch die zu zeigende Differentialgleichung
(124) mit

+ [ (t) (rt* + ta(t)) .

. (125)

2rt —r+a(t) + ta'(t)
rt(1—t) +t(1 —af(t))

2rt —r —log(l—t) 1 r
(1—t)(rt —log(1—¢t)  1—t rt—log(l—1¢)

bi(t)
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B r/(1—t)?2 B r
W) S T i —a@) | =07t —log(1 =) ’

Bemerkung 6.6.6 (Ldsung der Differentialgleichung fiir fix ) Definiere fiir
0 < |t| < 1 die Funktion B(t) := f(f bi(x) dx. Die Differentialgleichung (124)
mit der Anfangsbedingung fi(0) = 1 besitzt die eindeutige Lisung

¢
fr(t) = eB(t)/ by(2)e B@ dx, 0 < |t| < 1.
0

Dies st einfach die Standard-Lésung der inhomogenen linearen Differenti-
algleichung in Abhdngigkeit der Funktionen by und by (Losung der homoge-
nen Gleichung und Variation der Konstanten). Leider ist diese Lisung nicht
explizit” genug, um daraus direkt eine Formel fir die Asymptotik der Ko-
effizienten der Potenzreihendarstellung von fi herleiten zu kénnen.

Um mehr Informationen iiber die Verteilung von K, fiir grofle n € N als
nur den Erwartungswert zu erhalten, lohnt es sich, die erzeugende Funktion
fu(s) = E(s%), s € C, zu betrachten. Aus (52) ist bekannt, dass f, die
Rekursion fi(s) = s und

(gn +n1) fu(s) = nrsfn_1(s) + Z nk fr(8), ne€{23,...},se€C,

ke[n—1]

erfiillt. Betrachte nun die erzeugende Funktion
e(s,t) == Y fa(s)t", s,t €C, |s| <1, Jt| < L. (126)
n=1

Es gilt e(s,0) = 0. Aus |f.(s)] < E(|s|%") < |s| fiir |s| < 1 erhélt man, dass
die erzeugende Funktion (126) als Reihe zumindest fiir s,¢ € N mit |s| < 1
und [t| < 1 konvergiert. Als néchstes wird eine Differentialgleichung fiir e
aufgestellt.

Lemma 6.6.7 Betrachte die Funktionale (K,)nen fiir jedes n € N in einem
Bolthausen-Sznitman-n-Coalescent mit Mutation und Mutationsrate r > 0.
Die zugehirige erzeugende Funktion e aus (126) erfillt die inhomogene Dif-
ferentialgleichung

ei(s,t) = ci(s,t)e(s,t) + cofs,t), s,teC,ls| <1,0< |t <1, (127)
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mit
1 r(1 — 2st + st?)
t(1—1t) (1—t)(rt(1—st)— (1 —t)log(l — 1))

c(s,t) =

sowre
rst

t) =
elst) = A T T =D logd = 1)
fir s,t € C mit |s| <1 und0 < |t| < 1.

Beweis: Dieser Beweis verlauft analog zum Beweis von Lemma 6.6.5. Wie
dort beschrieben gilt fiir n € N im Bolthausen-Sznitman-n-Coalescent fiir die
totale Rate g, im Zustand n des Block-Zahlprozesses g, = n — 1 und fiir die
Raten gk, k € [n — 1], gilt gox = n/((n — k)(n — k 4+ 1)). Seien s,t € C mit
|s] <1 und 0 < |t| < 1. Es gilt einerseits

Zlgn—i—m’fn (s)t" = Z(l—l—r—%)fn(s)t”

n=1 n=1

_ (1+T)an(s)t”—/0 S () du
= (1+r)e(s,t)—/0 Mdu.

u

3

Andererseits liefert hier Rekursion (52)

Z% (gn + nr) fr(s)t" = rst—l—z (m’sfn 1(s) + Z gmfi(s))t”

n=1 1€[n—1]
] & tnf’i
= t — t" (s)t - ;
rs +7’S;f 1(5) +Zzlf(8) n;d(n—z)(n—z—i—l)

= rst+ rste(s,t) + e(s,t)a(t)
mit der Hilfsfunktion a aus (61). Man erhélt aus diesen Gleichungen also

(14 r)e(s,t) — /Ot @ du = rst+rste(s,t) + e(s, t)a(t).

Differentation nach t ergibt

e(s,t)

(L+7)es,t) — ;
= rs+rse(s,t) +rstes,t) + es, t)a(t) + e(s, t)a'(t),
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bzw. dquivalent dazu
1
(1+7r —rst—al(t))e(s,t) = (rs +d(t)+ z)e(s, t) +rs.

Der Vorfaktor von e;(s,t) ist # 0, da 1 — a(t) € (0,1) fir ¢ mit |¢t| € (0,1).
Teile die Gleichung durch diesen. Mit a’(t) +1/t = —t~2log(1 —t) folgt dann,
dass e wie gewiinscht die Differentialgleichung (127) erfiillt mit

rs+a(t)+ 1/t
1+ r—rst—a(t)
rs —t 2log(1 —t)
r(1—st) +log(l —¢)(1 —1/t)
rst? —log(1 —t)
rt2(1 — st) — t(1 —t)log(1l —t)
1 r(1 — 2st + st?)

t1—1t) (1—t)(rt(l—st) — (1 —t)log(l — 1))

c(s,t) =

und
rs
t) =
e2(s,1) 1+r—rst—a(t)
B s
r(1—st) +log(l —¢)(1 —1/t)
rst

rt(1 —st) — (1 —t)log(l —t)
O

Bemerkung 6.6.8 (Ldsung der Differentialgleichung fiir e) Sei C(s,t) :=
fg c1(s,z)dx. Die Losung der inhomogenen linearen Differentialgleichung

(127) ist
t
e(s,t) = eC(s’t)/ ca(s,2)e" ) d. (128)
0

Auch hier hilft die generische Form der Ldésung nicht sofort dabei, die Koef-
fizienten der Potenzreihendarstellung von e zu bestimmen (bzw. deren Asym-
ptotik).

Es sollte prinzipiell moglich sein, aus der Differentialgleichung (127) Aussa-
gen iiber das asymptotische Verhalten von (K,,),ey im Bolthausen-Sznitman-
Coalescent zu treffen, wie es in den Kapiteln 3.1, 4.1 und 5.1 fiir die Funk-
tionale (7,,)nen, (Fn)neny und (C<),cn getan wurde. Allerdings lisst sich die
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dort verwendete Technik der Singularitdtsanalyse hier nicht direkt verwen-
den, da die Darstellung (128) der erzeugenden Funktion e nicht die geeignete
Form hat bzw. die Form nicht explizit genug ist, um die Technik analog an-
zuwenden.

Als néchsten Schritt zur Bestimmung der Verteilungsasymptotik von (K}, ),en
fiir n — oo konnte man versuchen, die Darstellung (128) explizit auszurech-
nen bzw. andere Formen der Singularitdtsanalyse zu suchen, die direkt auf
(128) anwendbar sind. Eine weitere Moglichkeit konnte es sein, dhnlich wie
im Beweis von Satz 5.1.9 aus der erzeugenden Funktion e andere Vertei-
lungsgrofien (etwa Momente) abzuleiten. Diese haben vielleicht angenehmere
Eigenschaften wie die erzeugende Funktion e. Es ist geplant, die Verteilungs-
asymptotik von (K, ),en im Rahmen einer Publikation weiter zu untersuchen
(falls dies gelingt...).
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A Anhang

Satz 7.0.1 (Degenerierter Fall von Theorem 3B aus [32]) Fiir den n-ten
Koeffizienten der Potenzreihendarstellung von

1 1 1
f(z):= log( log(—— ))5, ze D, § €Ny,
1-— 1—=2
qilt
" B 5 (log log n)5
2']f(2) = (loglogn)’ + O+ 27 )
fiir n — oo.

Beweis: Man geht analog zum Beweis der Theoreme [32, Theorem 3A, 3B]
vor. f ist holomorph auf der geschlitzten Ebene C\ [1,00). Sei n € N. Alle
im Beweis vorkommenden O-Terme sind fiir n — oo bestimmt. Benutze nun
die Cauchy-Integralformel

f(z)

n 1
1) =55 | s

271

fiir die zu einem Kreis um 0 mit Radius kleiner 1 homotope Hankelkurve
Tn = U?:l Vn.i gegeben durch

Y= {z=1-L|t=¢? 0e[-Z,2]},
Tn2= {z=1+5]te(0,n]},
Tn,3 = ngz! VA+n? R(z) <2},

Tn,a = Z:1+tnz|t€[07n]}

wobei R(z) den Realteil von z € C bezeichnet. Anschaulich ist 7,3 ein
Kreisbogenstiick des Kreises mit Radius v/4 + n=2 um 0. Der restliche Weg
Uicq1.2.4) Tni 18t eine rechts offene Schleife um [1, 2] mit Abstand 1 Ein Bild
der Kurve =, findet sich in [32, Abbildung (2a)]. Es gilt

= Mdz =0((2™),

y n+1
211 Yn 2

da der Term |z|"*! fiir groBe n das Verhalten des Integrals bestimmt. Be-

trachte nun r,, := 271” s Zanz Substituiere z = 1 —|— im Integral r,
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und setze w,, als die nach rechts offene Schlaufe im Abstand 1 um [0, n], also

Wn = Ui€{1,2,4} Wp,i M1t

wag = {t=—e’]0€[-F 3]},
Wpo= {t=u+1i|uel0,n]},
wWpa= {t=u—1i|uel0n].}

Dann gilt durch diesen Integrationsvariablen- und damit verbundenem Inte-
grationswegwechsel

1 fa+7)
B 27m'n/ (1 + 1)”+1dt

.\ t\—n—
= 27rm/ —log 1log( ?)> (1+—) Lt

- L [ (o (1+t) "—1i(2)(_10g(1+%))k(10g10g(_%))‘“’fdt
1 (loglog(—2))° §\ /—log(1+L)\*
- Lo e 2 () o) )

Definiere den Integranden dieses Integrals als

(loglog(—% 0
gn(l) = (ltg)é1g+ n+1< +Z( )<lcigiTl(+))>>

ke[d]

und !, als den Teil des Weges w,,, auf dem || < (logn)? gilt, also
wh = {t € w, | |t| < (logn)®}.

Auf w, \w], beinhaltet der Integrand g, den Faktor ((1+£)~""!) der Ordnung
O(e‘CIOgQ”) fiir ¢ > 0 geeignet. Alle anderen Faktoren und die Wegléinge von
wyp, haben hochstens Ordnung O(n), deswegen macht man nur einen Fehler der
(exponentiellen) Ordnung O(e~(¢1og” n=16m)) " wenn man r,, durch L, gn(t)dt
approximiert Dieser kann Vernachléissigt werden, approximiere also ;n durch
f gn(t)dt. Entlang der Kurve /,, also fiir t € /!, gilt nun mit —t = re'®
fiir r > 0 und ® € [—m, )

n’

al) 1< |t <log*(n), [t <1, 1—L<i4ij<i4l<yyloem
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a2) le7t| = e R < e

a3) |log(—t)| = |log(r) + i®| < (log(r)? + 72)2 <, Cloglog(n) fiir C > 0
geeignet, also auch

a4) lff’g((; g) € D fiir n grof} genug,

ab) mit al)

1

‘ log (1—1—%)‘ < (max {| log(1 — %)|, log(1 + IOgQ#)}Q—Hrz) =00).

Hierbei bedeutet <,,, dass die Ungleichung fiir alle n > ny fiir ein geeignetes
ng € N gilt. Des Weiteren gilt entlang w/,

(1 + f) T e*t(l + O(M», (129)

n n

siehe etwa [33, Gl. 19, S. 382], der O(+)-Term auf der rechten Seite hangt nicht
von t ab (den O(+)-Term kann man noch genauer bestimmen, hier geniigt aber
diese Abschétzung). Betrachte nun

<1og log (— ?))6 = (loglog(n))° <1 + m log <1 — 1?(%;&2)))5' (130)
log(—t)

Fiir n so grof3, dass Toaln) < D gilt, existiert die Potenzreihendarstellung

log (1_10g(—t)> _ i(—l)’“‘llog(—t)’“

log(n) — log(n)Fk

log(—t) — (=D og(—t)"!
Tog(n) (H; log(n)" 1k ) (s

Hier ldsst sich mit den Abschétzungen a3) und a4)

oo (4 2 it )| = S o
_ o(%) (132)
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gewinnen, wobei der erste O(-)-Term via Abschétzung mit der geometrischen
Reihe bestimmt wird. Aus (131) und (132) folgt

(- o) s

Setzt man nun Gleichung (133) in (130) ein, so erhélt man

(1og1oz (= 3))" = togtoatr*(1+0(r5))

loglog(n))’
— (loglog(n))’ O((—). 134
(oglog(m)* + O( =428 ¢ (134)
Da die Linge der Kurve !, gerade 2log®(n) +  ist, folgt durch die vorher-
gehenden Abschétzungen

/w/ gn(t)dt

n

(10 10 (—%)) —t og(n 4
[[ G o)
)
() o) _ )))dt

(4 2 (ogogt s 7 omme

log(n)

_ /w (_t)_le_t<loglog<_ ?>>5dt+O<(log(n))6<loglog( n))’ )

n

wobei der O(-)-Term durch das Abschétzen des Integrals durch den maxi-
malen Integranden und die Lénge des Integrationsweges w;, folgt. r,, weicht
von diesem Ergebnis nach obigen Uberlegungen nur um einen exponentiell
kleinen Fehler ab, also gilt ebenso

= o , (—t)’le’t<1oglog ( - %))iﬁ + O(

211

(log(n))°(log log(n))‘5>
- :

(135)
Setzt man nun (log log(n))? —i—O(M) in (135) ein, wobei der O(+)-Term

log(n)
unabhéngig von t in w!, ist, so erhélt man

Tn =

(loglog(n))? + O(Lemlaety
/wg (—t)e!
+O<(log(n))‘a(loglog(n))‘» (136)

n

27
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Integriert man nun —s— nicht nur iiber w’, sondern iiber die Hankelkurve

e n
W = w1 Uwy Uws mit

wy = {t=u+ilueR, >0}
wy = {t=u—ilueR, >0},

so unterscheiden sich die Werte der beiden Integrale nur um einen exponen-
tiell kleinen Fehler (vergleiche den Ubergang von w, zu /). Somit kann man
in (136) w;, einfach durch " ersetzen, der zusétzliche Fehler verandert den
O(:)-Term nicht. SchlieBlich folgt durch Einsetzen von 5= [ (—t)"'e~'dt =

21

['(1) =1 (siche etwa [89, S. 245]) in (136) die Darstellung

o = (oglog(o))’ + O 1EEIEY o Qos) g lostu)y

oglog(n))?
= (loglog(n))6+0<%>.

Somit hat man die Behauptung

n 1 ()
M1 (2) = rat o L

= (loglog(n))® + O(M

log(n) ) +0@27)

oglog(n))?
= (10g10g(n))5+0<%>

gezeigt. O
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