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Kapitel 1

Einleitung

1.1 Kalte Gase in Prototypen von Wellenleitern

In einem Gas (hinreichend vieler) massebehafteter Teilchen, die der Bose-Statistik
geniigen und deren Gesamtzahl erhalten bleibt, gibt es eine kritische Temperatur,
unterhalb derer eine makroskopische Zahl dieser Bosonen sich im gleichen Quan-
tenzustand befindet. Dieses Phanomen wurde durch Einstein vorhergesagt [1] und
wird als Bose-Einstein-Kondensation bezeichnet. Bose-Einstein-Kondensate (BEC)
konnten 1995 in Systemen aus Alkali-Gasen beobachtet werden ([2],[3]).

Im Rahmen von Experimenten im Bereich der Tieftemperaturphysik konnen neben
ultrakalten Neutronen ([4], [5]) auch Bose-Einstein-Kondensate dazu verwendet wer-
den, das Verhalten von Materiewellen in Wellenleitern zu untersuchen. Hierzu sind
Experimente in hohlen optischen Wellenleitern durchgefihrt worden ([6], [7], [8], [9],
[10], [11]). Auch durch evaneszente Lichtfelder um diinne Wellenleiter, in denen blau-
und rotverstimmte Moden tiberlagert werden, konnen Atome gefangen und kontrol-
liert werden ([12], [13], [14], [15]). Sog. “atomic cladding waveguides” (ACWG),
welche die Wechselwirkung einer Wolke von Atomen mit evaneszenten Lichtwellen
im dielektrischen Wellenleiter an dessen Oberfliche ausnutzen, ermoglichen Expe-
rimente auf der Skala von einigen hundert Nanometern [16]. Weiterhin kénnen mit
Hilfe von Laguerre-Gauss-Laserstrahlen Atomfallen erzeugt werden ([17], [18]). Es
stehen also verschiedene Arten von Wellenleitern fiir Materiewellen zur Verfiigung.
Dann ergibt sich die Frage, welche Effekte auftreten, wenn sich solche Wellenlei-
ter kreuzen oder verzweigen. Hierzu sind umfangreiche theoretische Untersuchungen
durchgefihrt worden ([19], [20], [21], [22], [23], [24], [25], [26], [27]). Insbesonde-
re konnen Deformationen von Wellenleitern wie Kriimmungen oder Verzweigungen
zum Auftreten lokalisierter Moden fithren [28].

Die lokalisierten Zustédnde beruhen auf Interferenzeffekten und treten daher in der
klassischen Punktmechanik nicht auf. Die Energien dieser Moden liegen unterhalb
der Anregungsschwelle €,;, > 0, oberhalb derer die Moden propagieren kénnen. Der
Wert der Anregungsschwelle hiangt von der Geometrie des Wellenleiters ab. Im Fal-
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le von Materiewellen konnen die lokalisierten Zustéinde mit einer endlichen Anzahl
bosonischer Teilchen besetzt werden, die allerdings bei repulsiver Wechselwirkung
zwischen den Teilchen auf einen kritischen Wert N, begrenzt ist [29]. In dieser Arbeit
werden gebundene Zustande in drei fiir Krimmungen und Verzweigungen repra-
sentativen Typen von Quantenwellenleitern betrachtet. Unter Quantenwellenleitern
sollen hier Wellenleiter verstanden werden, in denen die Teilchen, die sich in ihnen
befinden, eine thermische de-Broglie-Wellenlange );, haben, die vergleichbar zur
transversalen Ausdehnung der Wellenleiter ist. Im ersten Falle besteht der Quan-
tenwellenleiter aus vier sich im rechten Winkel schneidenden Armen, so daf} sich die
Form eines Kreuzes C ergibt. Der zweite Typ, im Folgenden £ genannt, hat die Form
eines L, im Falle eines Quantenwelleiters vom Typ T liegt die Form eines T vor.
Diese Wellenleiter sind in Abb. 1.1 dargestellt. Ein schematischer Vorschlag, wie ein
Wellenleiter vom Typ C optisch erzeugt werden kann, findet sich in Anhang F. Im
Folgenden sollen charakteristische Eigenschaften von lokalisierten Materiewellen in
solchen Quantenwellenleitern untersucht werden.

Im Gegensatz zur klassischen Punktmechanik existieren propagierende Losungen der

Schrodingergleichung nur oberhalb der Anregungsschwelle fiir Materiewellen D

xt
welche von den Parametern des Wellenleitertyps I' € {C, £, T} abhingt. Darunter
bleiben die Zustande lokalisiert und die Wellenfunktionen weisen einen exponentiel-
len Abfall auf. Um diese lokalisierten Zustande fiir kalte Atomgase zu untersuchen,
kann man von einem Hartree-Ansatz fiir den Vielteilchen-Zustand ausgehen, also

einem symmetrisierten Produkt der Einteilchen-Orbitale:
r
\I!(G)(r(l),r@), oy ) = O (M@ () @) (p (N (1.1)

wobei N die Zahl der Teilchen bezeichnet. Die Normierungsbedingung lautet dann:
[ w0 2@, N2 = [ @O0 [ @O =1 (12)
r r r

Vereinfacht wird der Spezialfall der Kontaktwechselwirkung zwischen zwei Teilchen
angenommen:

Ara h?

Ulr—1')= -

0 —r)=yg,- 8O 1) (1.3)

Mit der effektiven Wechselwirkungskonstante

B Arh’a,

. : 1.4
g - (1.4)

wobei m die Masse und a4 die s-Wellen-Streuldnge der Atome darstellt, 148t sich der
Erwartungswert des Vielteilchen-Hamiltonoperators

o L N N ) ()
H:Z—%vr(]‘)‘i‘g Z U(I‘ — T )+VT (I') (15)
j=1 151

J



KAPITEL 1. EINLEITUNG 3

Abbildung 1.1: Drei Prototypen von Wellenleitern mit gebrochener Translations-
symmetrie. 1) Kreuzférmiger Wellenleiter C, dessen Arme einen rechteckigen Quer-
schnitt aufweisen. 2) L-formiger Wellenleiter £. 3) T-férmiger Wellenleiter 7 . Die
jeweiligen Breiten- und Hohenparameter werden mit w,, w, und w, bezeichnet.
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bezogen auf den Vielteilchen-Zustand \I/(GF) (™, r@ . r™) angeben als:
N h? 1
Ay = [ ¢ {1 + VOO0 N, [ O]

(1.6)
Die Minimierung dieses Erwartungswertes unter der Nebenbedingung

[ O =1 (1.7)

und eine Divison durch N ergeben dann die Gross-Pitaevskii-Gleichung zur Bestim-
mung des optimalen Einteilchen-Orbitals 11 (r) im Wellenleiter T' € {C, £, T} [30]:
h? drh%a,

(=37 VD0 + (= ) T O ) 6O = 0 (1
Hierbei ist /&) ein zur Erhaltung der Normierungsbedingung eingefiithrter Lagrange-
Parameter, der mit dem chemischen Potential identifiziert werden kann, siehe GI.
(4.12).

Zur Vereinfachnung soll der Spezialfall der harten Wénde angenommen werden, d.h.
es soll gelten:

() - Oifrel
Vr (r){ coifr ¢ T (1.9)

An solchen harten Wéanden gelten dann Dirichlet-Randbedingungen:

Y (1) |rear = 0 (1.10)

Bezogen auf eine Langeneinheit L und Energieeinheit ¢, = % werden folgende
Skalierungen eingefithrt: rq — ro/L, piv) — p\& fer, ay — as/L und w) — w /L
fir a € {z,y,z}. Fir die Wechselwirkungskonstante gilt dann mas = 8

ler L3] — 8mas.

1.2 Zwei- oder dreidimensionaler Laplace-
Operator?
Es soll nun kurz erlautert werden, wann die Verwendung von zwei- oder dreidimen-

sionalen Laplace-Operatoren sinnvoll ist [31]. Im Einteilchen-Fall N = 1 reduziert
sich die Gross-Pitaevskii-Gleichung auf die Schrodinger-Eigenwertgleichung :

Hyt§(r) = ESV¢0(r) (1.11)
h? 9
Hin = T4
k 2mv
v »?

o2 T o T o2
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Fir groBe Hohenparameter w(") > max(w(, w< ) liefert der transversale Anteil
;; 5.7 des Hamiltonian Hy;, einen Verschwmdenden Beitrag, so dafl der Laplace-
Operator effektiv zweidimensional wird. Einige theoretische Arbeiten zu Materie-
wellen in Wellenleitern beschranken sich auf solche planaren Geometrien, z.B. ( [20],
[21], [22], [23], [25], [26], [27], [28], [32]). Dies beschreibt allerdings nicht einen rea-
listisch diinnen Film.
Um diesen Sachverhalt zu verdeutlichen, kann man sich den diinnen Film als Kasten
mit den Breitenparametern w,, w, und dem Hohenparameter w, < min(w,, w,) vor-
stellen. Wenn die kinetische Energie eines Teilchens klein im Vergleich zum Abstand
der Energieniveaus ET(L )ny n.=2 E,(i)ny n.—1 ist, kann die Bewegung in dem Niveau
n, = 1 als effektiv zweidimensional betrachtet werden. Die Energie des Teilchens
kann geschrieben werden als:

hZ 2
70 _go <7T> (1.12)

Ng My, Nz=1 Nz Ny 2m w
z

wobei Efi)ny der Eigenwert des zweidimensionalen kinetischen Energie-Operators
in einer planaren Geometrie fiir w, — oo ist:

72 LT\ 2 2
52, - [(mz)y s (o 13
2m |\ wy Wy

Mit steigender Filmdicke gilt dann ET(L )n a1 = E( ) .

Die Beziehung (1.12) gilt fiir ein einzelnes Teilchen N = 1. Da fiir eine Teilchenzahl
N > 1 die Gross-Pitaevskii-Gleichung nichtlinear ist, ergibt sich hier der Wert von
ug) fiir einen endlichen Wert w{") nicht notwendigerweise aus dem planaren Fall
durch eine einfache Addition des Beitrags aus der z-Richtung, vgl. Gl. (1.12). Daher
ist fiir die folgenden Betrachtungen eine volle dreidimensionale Rechnung notwendig
(33].







Kapitel 2

Lokalisierte Moden von
Materiewellen in den

Verzweigungsbereichen der
Wellenleiter C. L. T

In den Wellenleitern C, £, T bilden sich unterhalb der Anregungsschwelle fir Mate-
riewellen e T € {C, L, T} lokalisierte Zustande aus [34]. In diesem Abschnitt wer-
den die Symmetrien und Energiewerte dieser lokalisierten Moden im Einteilchen-Fall
diskutiert. Ferner wird dargestellt, wie sich die Variation der Breitenverhaltnisse der
Arme auf die Lokalisierungsldangen und die Energie der Orbitale auswirkt.

2.1 Symmetrieklassifizierung der lokalisierten Mo-
den

Im Wellenleiter C haben die Arme alle einen rechteckigen Querschnitt. Die Anre-
gungsschwelle fir Materiewellen([28], [29]) (unterhalb derer die Moden in die Arme
hinein exponentiell abfallen) wird dann durch die Breitenparameter wéc), wéc) und

den Hohenparameter w(©) des Wellenleiters bestimmt:
eg) L

T
S + == (2.1)
€L [max (wg(cc), wg(,c)) (wgc))
ﬁ2

mit €, = 5 7. Die lokalisierten Zustande mit Energien unterhalb dieser Anregungs-
schwelle werden mit dem in Anhang A beschriebenen iterativen Verfahren bestimmt.
Ausgehend von einer Startverteilung 4, (r;70), welche zur Anfangszeit 7y auf den
Subdoménen 4; C C vorgegeben werden, lassen sich fiir j € {0,1,2,3,4} Konfigu-
rationen v 4, (r; 7,,) zu den Zeiten 7, finden geméf der Rekursionsvorschrift:
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Tar1 = Tant+ATforn=0,1,2,3,... (2.2)
4
w.Aj (I', Tn+1> = Z ~/.A dgr/’C.A]',Al (r7 I'/; AT) ¢Al (r,; Tn)
=0 l

Die Ausdriicke fiir die Kernel-Funktionen K4, 4, lassen sich fiir kurze Zeiten aus
dem auf der Doméne C definierten Warmeleitungskern explizit herleiten und sind in
Anhang A angegeben.

Wie in Anhang A beschrieben, ergibt sich die gesuchte Grundzustandsmode w(()c)(r)

zum Energieeigenwert E(()C) durch:

O ——L

e dr (Tl
Die diedrische Punktgruppe Dy, umfafit alle Symmetrieoperationen, welche das Ge-
biet C invariant lassen. Sie besteht aus acht diskreten Symmetrieoperationen: der
Identitdt E und der Inversion I, den Drehungen um 7« an der x—, y—und z-Achse,
bezeichnet mit Cy(x),Co(y), Co(z), sowie den Spiegelungen an den zy—,zz—und
yz—Ebenen, bezeichnet mit o(zy), o(zz) und o(yz).
Da sich die Symmetrieeigenschaften des Wellenleiters C auf den Warmeleitungs-
kern iibertragen, bleibt dieser unter den genannten Symmetrieoperationen invari-
ant.Wenn die Wellenfunktion wgm) (r) zur Zeit 7 = 0 eine Darstellung der Gruppe

(2.3)

Dsy, ist, so werden die iterierten Wellenfunktionen wgm) (r,7,) ihre urspriingliche
Paritat +1 beibehalten, d.h. ihre Symmetrie dndert sich nicht [33]. Die Symmetrie-
eigenschaften des Wellenleiters vom Typ I'" € {C, £, T}, sieche Abb. 1.1, iibertragen
sich auf die jeweilige Grundzustandsmode.

Hierbei bezeichnet v € {A,, Biy, Bag, Bsg, Au, Biu, Bau, Bs,} die irreduziblen Dar-
stellungen von Dsyy,. Zunéchst sollen die Betrachtungen auf Moden mit gerader Pa-
ritdt unter Spiegelung an der xy—Ebene bei 2z = 0 beschrankt werden, Moden un-
gerader Paritdt unter Spiegelung an dieser Ebene werden in Anhang E besprochen.
Auflerdem wird 0.B.d.A. fir die Breiten der Wellenleiter wg(,c) < w:gc) angenomimen.

Neben dem Grundzustand existieren weitere gebundene Zustande v € { B, Bay, B3y }

mit Figenwerten E(()CW) > e,(z?. Diese Energieeigenwerte gehoren also zum Punktspek-
trum des Hamiltonoperators Hy;, auf der Doméane C, obwohl sie iiber der Anregungs-
schwelle egi) der Zustande mit A,-Symmetrie liegen, welche in diesem Energiebereich
ein kontinuierliches Spektrum aufweisen.

Im Falle der A,-Symmetrie ist die Mode wéaq(r) invariant unter allen Symme-
trieoperationen der Gruppe Dsy. Sie hat keine Knotenlinien und fallt in den Ar-
men exponentiell ab. Auflerdem bleibt sie fiir alle Verhiltnisse der Armbreiten w‘)
und wéc) lokalisiert. Thr Energieeigenwert liegt unterhalb der Anregungsschwelle,

©)

0 < E(()ag < &, . Bei dieser Mode handelt es sich um den hochsymmetrischen

Grundzustand 1/1(()0)(1“) = éﬁglg(r) zum Hamiltonoperator Hy;, auf der Doméne C.
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Im Falle der B;,-Symmetrie weist die Mode @/J(()%lg(r) eine ungerade Paritat unter
Spiegelung an der xz—und yz—Ebene auf:

O (y,2) = Bh,< ,y,2) (2.4)
C
w((),%lg<x7y7 Z) = 7% ,Big ('Ia_ya Z)

Diese Mode weist zwei Knotenflichen auf, die mit den Symmetrieebenen = = 0 und

y = 0 zusammenfallen. Sie ist fiir alle w{®) nur in einem bestimmten Wertebereich
w®

der Breitenverhaltnisse /@ﬁcél < k© < 1lokalisiert mit x©) = “%5 und /ic B ~ (.89,

) w

vgl. ndchsten Abschnitt (2.2). ’

Lokalisierte Moden gibt es auch im Falle der Bs,-Symmetrie. Die Mode % B, (T)
besitzt gerade Paritéit bei Spiegelung an der xz—Ebene und ungerade Paritiat bei
Spiegelung an der yz—Ebene:

77/}033 (w,y,z) = ¢0B3u( x,y,z) (2'5)
Q/JOB;M(I Y,z ) - ¢0,Bgu(x7 —y,Z>

Diese Mode weist eine Knotenflache auf die mit der Symmetrieebene y = 0 zu-

sammenfillt. Sie ist (unabhingig von w(©)) fiir Breitenverhiltnisse x(©) < /i((:c) Baw

lokalisiert, wobei /ﬁﬁ%m ~ 0.63 , vgl. nichsten Abschnitt (2.2). Ahnliche Ergebnisse
wurden von Nazarov [35] und Amore [36] gefunden. Der Fall der Bs,-Symmetrie
ergibt sich aus der Bsz,-Symmetrie durch Austausch der Koordinaten x und y.

Als néchstes werden zwei Teilgebiete von C betrachtet, die T-férmige Unterdoméne
7T und die L-férmige Unterdoméne L, siche Abbildung 1.1:

T = {(z,y,2)€Clx>0} (2.6)
L = {(z,y,2)€Cl (=20 A(y=0) }
Die Doméne T besteht aus der Halfte der Doméne C, die Doméne £ aus einem Vier-

tel. Dadurch ergeben sich fiir die jeweiligen Breiten- und Hohenparameter folgende
Beziehungen:

w® = w = (2.7)
2w75£) = wéﬂ = wéc)
wa) = ng) = wg(cc)

Der Grundzustand w(()z:) (r) zu Hy;pn auf der Doméne £ fallt mit der lokalisierten Mode
@/}é% ” (r) zusammen, falls die Wirkung des Operators Hy;, auf Wellenfunktionen mit
einem Tréger identisch mit £ beschréankt ist:

067 (1) = U, (Dlrec (2.8)
Da die Knotenebenen x = 0 und y = 0 zum Rand 0L von L gehoren, sind die
Dirichlet-Randbedingugen durch " ( ) erftllt. Innerhalb von £ weist die Mode
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@Z)(()E) (r) keine Knoten auf. Thr Energieeigenwert E(()E) = Eé%lg liegt unter der zur

Domaéne £ gehérenden Anregungsschwelle, Eéc) < Ei?, vgl. nachsten Abschnitt

(2.2).

Auf gleiche Weise fallt die lokalisierte Mode wé% ., (r) mit dem Grundzustand i (r)
zu Hy;, zusammen, falls sie auf die Doméne 7 beschriankt bleibt und Hy;, nur auf
einem Trager identisch mit 7 wirkt. Die Funktion

() = 0, () et (2.9)

erfilllt am Rand 07 von T die Dirichlet-Randbedingungen und ist innerhalb von 7

frei von Knoten. Thr Energieeigenwert E(() ) = EéC];B liegt unter der zur Doméne T

gehorenden Anregungsschwelle, Eé ) < gg).

In Abbildung 2.1 wird der hochsymmetrische Grundzustand auf der Doméne C fiir

w©
zwei verschiedene Breitenverhaltnisse x(©) = (c) gezeigt. Das Maximum liegt bei

ry = (0,0,0). Die Mode erfillt die Dlrlchlet Randbedmgungen und fallt in den
Armen exponentiell ab.

In Abbildung 2.2 wird der Grundzustand auf der Doméne L fiir zwei verschiedene
(£)
Breitenverhéltnisse (&) = w([) gezeigt. Das Maximum liegt im Zentrum des Eck-

bereichs des Wellenleiters L’ "Die Mode erfiillt die Dirichlet- Randbedingungen und
féllt in den Armen exponentiell ab.

In Abbildung 2.3 wird der Grundzustand auf der Doméne 7T fiir zwei verschiedene
(T)
Breitenverhéltnisse x(7) = wm gezeigt. Das Maximum liegt im Zentrum des Ver-

zweigungsbereichs des Wellenlelters T". Die Mode erfiillt die Dirichlet-Randbedingungen
und fallt in den Armen exponentiell ab.

2.2 Energie und Lokalisierungslange der lokali-
sierten Moden

In Abbildung 2.4 wird fir die drei Typen von Wellenleitern T" € {C, T, L} das Ver-

héltnis des Energieeigenwertes zur Anregungsschwelle, also E(()F) /ag), fir kM =1

dargestellt Im Limes w(F) —> 0 gilt E” — D Im Limes w® — oo finden wir

EY =0.659 xe9 und B = 0.929 x5, vgl. ([19], [25], [36], [37], [38]), wo diese
Werte im Rahmen planarer Rechnungen festgestellt wurden. Wéhrend die Energie-
werte fiir realistisch diinne Filme von der Hohe des Films und den Verhaltnissen der
Armbreiten abhdngen, s. Abb.(2.4, 2.5, 2.6, 2.7), sind die Lokalisierungslédngen von
w{Munabhingig, s. Abb. 2.8, da in den Armen und in geniigend weiter Entfernung
vom zentralen Bereich Ay die Schrodinger-Eigenwertgleichung separabel ist. Falls
die Wellenleiter ungleiche Armbreiten aufweisen, also w{") # w{"), vgl. Abb. 1.1, ist
die Abklinglénge des exponentiellen Abfalls kleiner in Armen mit kleinerer Breite,

siche Abb. 2.9 und Abb. (2.1, 2.2, 2.3).
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Abbildung 2.1: Der lokalisierte hochsymmetrische Grundzustand Q,D(()c) (r) im zentra-
len Kreuzungsbereich des Wellenleiters C fiir verschiedene Breitenparameter. Die
obere Abbildung zeigt den Fall wg(cc) = wl(lc) = wgc) = 2L , die untere zeigt den Fall
w€ = w® = 2L und wéc) = 0.6w®). In beiden Fillen wird die Mode in der Ebene

z = 0 gezeigt. Die Lénge wird in Einheiten von L gemessen.
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Abbildung 2.2: Der lokalisierte Grundzustand wéﬁ) (r) im Bereich der Ecke eines
L-formigen Wellenleiters L fiir verschiedene Breitenparamter. Die obere Abb. zeigt
den Fall w{f) = wz(f) = L und w{¥) = 2L, die untere Abb. w{®) = L, w®) = 2L und
w?(f) = 0.95w?). In beiden Féllen wird die Mode in der Ebene z = 0 gezeigt. Die
Lange wird in Einheiten von L gemessen.
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Abbildung 2.3: Der lokalisierte Grundzustand Qﬁéﬂ (r) im Verzweigungsbereich des
T-formigen Wellenleiters T fiir verschiedene Parameterwerte. Die obere Abb. zeigt
den Fall w(") = L, wéﬂ = 0.6L und w7} = 2L , die untere Abb. w?(f) = 1.2L,
w(") = L und w{7) = 2L. In beiden Fillen wird die Mode in der Ebene z = 0
gezeigt. Die Lange wird in Einheiten von L gemessen.
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Abbildung 2.4: Das Verhéltnis Eér) / 5;? des Eigenwertes E((]F) zur Anregungsschwel-
le 555), welche mit der lokalisierten Grundzustandsmode w(()r) (r) in der jeweiligen
Wellenleitergeometrie I' € {C, T, L} korrespondiert, dargestellt als Funktion des
Hohenparameters w"), wobei feste Breitenparameter w{") = w{")angenommen wer-

den. Die Lange wird in Einheiten von L gemessen.
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Abbildung 2.5: Der Eigenwert E\") der lokalisierten Grundmode (r) in der
C-formigen Wellenleitergeometrie in Abhéangigkeit vom Verhéltnis der Breitenpara-
meter £ = w{@ /wl® fir die Hohenparameter: w(®) = L (schwarz), w() = 2L
(rot), w®) = 4L (blau). Die Energie wird in Einheiten von £, gemessen.
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Abbildung 2.6: Der Eigenwert E(()E) der lokalisierten Grundmode wéﬁ) (r) in der L-
formigen Wellenleitergeometrie in Abhangigkeit vom Verhaltnis der Breitenparame-
ter k(%) = w(® /wlf) fir die Hohenparameter: w'®) = L (schwarz), w{®) = 2L (rot),
w*) = 4L (blau). Dargestellt ist der Bereich x©) > k(%) ~ 0.89, fiir kleinere Wer-

te von k(X existiert kein lokalisierter Grundzustand w((f) (r). Die Energie wird in
Einheiten von €7 gemessen.

Abbildung 2.7: Der Eigenwert E(()T) der lokalisierten Grundmode 1[)[()T) (r) in der
T-férmigen Wellenleitergeometrie in Abhéngigkeit vom Verhéltnis der Breitenpara-
meter x(7) = wz(/T) Jw{T) fiir die Hohenparameter: w(") = L (schwarz), w(7) = 2L
(rot), w7 = 4L (blau). Die Energie wird in Einheiten von £, gemessen.
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Abbildung 2.8: Inverse Lokalisierungslinge als Funktion des Hohenparameters w‘)

fiir eine symmetrische kreuzformige Doméne C mit den Parameterwerten w(®) =
€) =927,

wy .
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Abbildung 2.9: Inverse Lokalisierungslangen 1/ Aér) entlang der Achse e, (rote Kur-
ve) und 1/A") entlang der Achse e, (blaue Kurve) der Wellenleiter I' € {C, L, T}
als Funktion der jeweiligen Breitenverhiltnisse <) = w1 /w(" fiir den Hohenpa-
rameter w(") = 2L. In der obersten Abb. ist w(®) = 2L, in der mittleren Abb. ist
w¥) = L, in der unteren Abb. w(") = L. Falls k®) < x(¥) ~ 0.89 existiert kein lo-
kalisierter Grundzustand " (r), falls k7 > k(7) ~ 1.26 existiert kein lokalisierter
Grundzustand wéT) (r). Die Liangen werden in Einheiten von L gemessen.






Kapitel 3

Analytisches Modell zur Erklarung der effektiven
Bindung in den Wellenleitern C,L,T

Das Auftreten der lokalisierten Zustinde kann durch Einfithrung effektiver Pseu-
dopotentiale verstanden werden, die sich durch die Integration der Schrodinger-
Eigenwertgleichung in x— und z—Richtung ergeben [34]. Daraus resultiert eine eindi-
mensionale Schrodingergleichung, die unter Beriicksichtigung der Randbedingungen
der jeweiligen Wellenleitergeometrien gelost werden kann. Aus den Bindungsstarken
der effektiven Pseudopotentiale 148t sich besser verstehen, warum in der kreuzférmi-
gen Wellenleitergeometrie die lokalisierten Zustinde im Intervall 0 < x(©) < 1 von
Breitenverhéaltnissen existieren, wahrend in der L-férmigen Geometrie die Breiten-
verhéltnisse nur wenig vom symmetrischen Fall £(®) = 1 abweichen diirfen.

3.1 Effektive Bindung im Wellenleiter C

Zu einer Diskussion der Frage, warum sich im zentralen Kreuzungsbereich Ag lo-
kalisierte Zustdnde ausbilden, wéahrend sich in der klassischen (Punkt-)Mechanik
Teilchen innerhalb von C frei bewegen kénnen, wird das effektive Pseudopotential
betrachtet, in welchem sich ein Teilchen an verschiedenen Punkten einer der Symme-
trieachsen, beispielsweise der y -Achse, befindet. Da in den Armen die Schrédinger-
Eigenwertgleichung separabel ist, 1alt sich hier die Wellenfunktion schreiben als

(()c) (r) = f) (ry) qbéc) (y). Diese Form legt es nahe, das Skalarprodukt der Wel-
lenfunktion mit einer passenden Gewichtsfunktion w(f) (r) zu bilden, welche in den
einzelnen Teilbereichen A; unabhéngig von der y -Koordinate ist und am Rand den
Dirichlet-Randbedingungen gentigen soll:

O (r)=0ifr e ac (3.1)

Dann ergibt sich aus Gleichung (1.11):
o) L,
[ “dn L "z 09 () [<08 - (02 4+ 02) — Bl (1) = 0 (3.2)

19
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Mit Hilfe der neuen Funktion

[e%s) L.
D)= [ dr [ dz vl @)l () (3.3)
ergibt sich das eindimensionale Schrodinger-Eigenwertproblem:

=05 + VIO )] o (v) = BV () (3.4)

mit einem effektiven Pseudopotential, welches durch die transversale kinetische Ener-
gie erzeugt wird:

2 da [5 dz ) (v) (—02 a%f)(r)
N [ da [5 de W() ' (r)

Im Falle des symmetrischen Kreuzes mit den Paramterwerten w(®) = wéc) =wl) =

(3.5)

2L 1aBt sich die raumliche Variation des transversalen Anteils w(f) (r) der numerisch
berechneten Wellenfunktion 1/1(()6) (r) in guter Naherung schreiben als:

() = Oyl — L) $raa(rr) + O (L= |y)) o (ry) (3.6)
r = (z,9,2) and r; = (x,2)
mit
Y1o4(ry) = ajcos <27TL ) coS (272 z) (3.7)
N T
Yros(r) = cosh? (%) s (QLZ Z) ’

wobei A die numerisch bestimmte Lokalisierungslénge der Wellenfunktion @/)((Jc) (r)
darstellt.

Wie in Abb. 3.1 gezelgt ergibt sich dann ein ndherungsweise topfformiges effektives
Pseudopotential VL ( )

(©)
Vi for |yl < L
‘/(C) 1.0 , 3.8
L) { 5:(5) for |y| > L (3:8)

© = = limjye0 VO > Vfg > 0 die Anregungsschwelle in den Armen

wobei €,
Ay, Ay ist. Da durch die sprunghafte Anderung der Randbedingungen beim Uber-
gang von den Armen in den zentralen Bereich und die damit verbundene Ausdehnung

der Wellenfunktion fiir alle kreuzférmigen Doménen C die Bezichung 5;(,,,? > Vfg gilt,

ist das effektive Pseudopotential Vfc)(y) immer attraktiv und hat eine endliche Bin-
dungsstéarke

. 3.9
AR NE T .
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e -

EE R

Abbildung 3.1: Effektives eindimensionales Pseudopotential Vfc)(y) als Funktion

der y—Koordinate fiir ein Teilchen in den Armen und dem zentralen Bereich des
Wellenleiters C. Lange und Energie werden in Einheiten von L und e, gemessen.
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Daher existiert immer ein gebundener Zustand gerader Paritat. Es ist also der
Sprung der transversalen kinetischen Energie, der fiir die Lokalisierung eines Teil-
chens im zentralen Bereich A, der kreuzférmigen Geometrie sorgt. Um das asympto-
tische Verhalten des lokalisierten Zustandes zu beschreiben, 148t sich das effektive
Pseudopotential vereinfachend durch ein §-Potential ersetzen:

VJEC)@) N VL(Q) _ ggi) _ %5@) (3.10)

Daraus ergibt sich fiir die Wellenfunktion des gebundenen Zustandes:

300 = L e (19
0 (y)—ﬁ p( A) (3.11)

Fiir den Zusammenhang zwischen Energie und Abklinglange 148t sich dann angeben:

c o 1
E¥ =9 _ 1 (3.12)
Diese Beziehung wird durch die numerischen Rechnungen bestatigt.
Vorbedingung fiir ein solches vereinfachtes Modell ist die Relation A > L, welche
aber im Fall der (symmetrischen) Kreuzgeometrie in den numerischen Rechnungen
erfiillt ist.

3.2 Effektive Bindung im Wellenleiter £

©
Die Breitenparameter im Falle des Wellenleiters £ sind gegeben durch w(*) = w?

2
©
Z(f) = w% = L,, der Hohenparameter nimmt den gleichen Wert an, w) =

w{*) = 2L,. Fiir ein Teilchen, welches sich beispielsweise auf der z-Achse befindet,
siehe Abb. 3.2, ergibt sich mit einem Potentialtopfmodell wie im vorigen Falle ein
eindimensionales Schrodinger-Eigenwertproblem:

L, und w

<32+ VIO @) 66 0) = BP0 1
Der Trager von gbéﬁ)(x) ist in diesem Falle auf die Halbachse = > 0 beschrankt, wobei
das effektive Pseudopotential, Gl. (3.5), nun den Abfall der transversalen kinetischen
Energie bei x = L, beschreibt:
oo for x =0
Viﬁ)(iv) = VL(%) for 0 <z < L, (3.14)
&tfcf) for L, < x

Hierbei wird die Konstante VL(%) < 5%) eingefithrt, da die transversale kinetische

Energie im zentralen Bereich A, einen endlichen Wert annehmen kann. Um den
Grundzustand als Losung des Schrodinger-Eigenwertproblems auf der Halbachse
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Vf’:)(x)
Wi b
£
‘ VJ_,O X
Wy
v Y
! X
i - Wy

Abbildung 3.2: Effektives eindimensionales Pseudopotential Vfﬁ) () als Funktion
der z—Koordinate fiir ein Teilchen im Eckbereich des L-formigen Wellenleiters L.
Lange und Energie werden in Einheiten von L und €; gemessen.
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x > 0 zu finden, kann dquivalent der niedrigste Eigenzustand ungerader Paritit auf
der ganzen reellen Achse —oo < & < oo gesucht werden. Damit ergibt sich fiir z > 0
der Ansatz:

©) a, sin(qz) for 0 <z < L, (3.15)
by () = . _a—L,
a, sin(qL,)exp ( 5 ) for L, < x

Aus diesem Ansatz ergibt sich die Losung des Schrodinger-Eigenwertproblems, falls
gilt:

c o 1 c
Der Ansatz ist stetig bei x = L,. Damit auch die Ableitung bei x = L, stetig ist,
muf} gelten:

1
gcos(qL,) = 3 sin(qL;) (3.17)
Aus den beiden Stetigkeitsbedingungen ergibt sich dann:

Ly
= —qL,cot(qL,) (3.18)

By
2
+(aLo)’ = L (=) - VID)

(3)
A
Damit — cot (¢L,) > 0 ist, muB gelten § < gL, < m. Daraus folgt, dafl eine Lésung

der beiden Gleichungen fiir die Unbekannten ¢ und %, und damit ein gebundener

Zustand, nur existieren kann, falls fiir die Bindungsstarke gilt:

c C 0 (3.19)
bi) = L/ E(xt) - VL(,O) >3

Dieses Modell legt nahe, dafl wenn sich das Verhéltnis der Breitenparameter x©) =
(£)

“¥~ von oben einem kritischen Wert k") anndhert, die Bindungsstirke abnimmt,
w

bis sie bei £{*) den kritischen Wert Z erreicht.
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3.3 Effektive Bindung im Wellenleiter 7T

Das effektive Pseudopotential im Wellenleiter 7 nimmt je nach Armachse eine un-
terschiedliche Form an, die sich aus den beiden zuvor betrachteten Fallen der Wel-
lenleiter C und £ ergeben. Wenn der Wellenleiter 7 entlang der y-Achse durchlaufen
wird, ergibt sich ein effektives Pseudopotential VL(T) (y) wie im Falle des Wellenlei-
ters C, siehe Abb. 3.3. Man erhalt also wieder ein effektives Pseudopotential in der
Form eines Topfes, vgl. Abb. 3.1. Entlang der z-Achse allerdings ergibt sich ein ef-
fektives Pseudopotential VL(T) (x) wie im Falle des Wellenleiters £, siche Abb. 3.4.
In dieser Richtung liegt also bei x = 0 wieder eine harte Wand vor, vgl. Gl. (3.14).
Der Grundzustand ergibt sich dann wieder als der niedrigste Eigenzustand ungera-
der Paritdt fir ein attraktives topfformiges effektives Pseudopotential entlang der
ganzen reellen Achse —oco < x < 0.

Entlang der y-Achse ist also wie im Falles des Wellenleiters C jede positive Bin-
dungsstirke des effektiven Pseudopotentials hinreichend fiir das Auftreten eines
lokalisierten Zustandes. Hingegen muf3 entlang der z-Achse wieder eine minimale
Bindungsstarke b(f) > 7 vorliegen, so daf} lokalisierte Zustande nur vorliegen, falls

(7)
das Verhiltnis der Breitenparameter x(7) = “v nicht zu grof ist.

Wy
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Abbildung 3.3: Effektives eindimensionales Pseudopotential VL(T)(y) als Funktion
der y—Koordinate fiir ein Teilchen im zentralen Bereich des T-férmigen Wellenleiters
7. Lange und Energie werden in Einheiten von L und € gemessen.
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Abbildung 3.4: Effektives eindimensionales Pseudopotential VL(T) (x) als Funktion
der z—Koordinate fiir ein Teilchen im zentralen Bereich des T-férmigen Wellenleiters

7. Lange und Energie werden in Einheiten von L und € gemessen.






Kapitel 4

BEC-Grundzustand in
Verzweigungsbereichen der

Wellenleiter C, L, T

Die lokalisierten Moden in den verschiedenen Wellenleitergeometrien konnen durch
eine endliche Zahl von Teilchen besetzt werden [34]. In diesem Kapitel sollen die
Profile der Orbitale gezeigt und einige ihrer charakteristischen Eigenschaften dis-
kutiert werden. Insbesondere werden die Abhéngigkeiten der Lokalisierungslange
und des chemischen Potentials von der Teilchenzahl untersucht sowie das Verhaltnis
von Wechselwirkungsenergie zu kinetischer Energie. Hierbei ergeben sich deutliche
Unterschiede zum Fall eines harmonischen Fallenpotentials. Auch die Existenz der
lokalisierten Orbitale fiir verschiedene Breitenverhéltnisse der Arme bei endlichen
Teilchenzahlen wird untersucht.

4.1 Splitting-Methode fiir die Gross-Piaevskii-
Gleichung

Wir betrachten nun das Vielteilchen-Problem in drei Dimensionen. Analog zum
Einteilchen-Fall kann die volle Gross-Pitaevskii-Gleichung gelost werden, indem der
folgende Diffusionsprozefl mit der Diffusionszeit 7 betrachtet wird:

_887_1/)(1«,7—) = [Hyin + Up(r, 7)) ¢(r, 7) (4.1)

Das selbstkonsistente Potential U, (r, 7) lautet unter Beriicksichtigung der richtigen
Normierung [39]:

r,7)Y(r,7)t
Uple7) = N it
gN = (N —1)gs, (4.2)

29
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mit g, = %. Fiir grofe Diffusionszeiten wird Uy(r, 7) zeitunabhéngig. Den ge-

suchten normierten Grundzustand erhélt man im Limes langer Diffusionszeiten 7:
P(r,7)

= lim 7 4.3
wolr) = A VI () 2d3 43)

Mit ¢ (r,7) = (r|¢»(7)) und unter Verwendung des Zeitordnungsoperators 7, kann
die Diffusionsgleichung in eine nichtlineare Integralgleichung umgeschrieben werden:

[0() = Trexp |- [ dr! (Higa + Us(7))] 17 = 0) (14)

Fiir groBe Diffusionszeiten wird der Wechselwirkungsterm U, (r, 7) von 7 unabhén-
gig. Bei einer gegebenen Anfangskonfiguration ¢ (r,0) zur Zeit 7 = 0 lassen sich
damit numerisch Konfigurationen v (r,7,) zu spateren Zeitpunkten 7, mit n =
{0,1,2,3,...} und 7,.1 = 7, + A7 finden. Hierzu approximiert man das Integral
fiir kleine At als:

|9 (Tot1)) = exp [=ATHyin — ATUy (1) [$(70)) (4.5)

Wie sich zeigt, ist die kinetische Energie in den hier betrachteten Wellenleitergeome-
trien wesentlich grofler als die Wechselwirkungsenergie, im Gegensatz zu harmoni-
schen Fallenpotentialen. In diesem Fall 1483t sich vorteilhaftes ein Splitting-Verfahren
anwenden, welches in Anhang B ndher beschrieben wird. Unter Verwendung des
Magnus-Theorems 148t sich zeigen, da$ fir n € {0,1,2,3, ...} gilt (siche Anhang B):

exp {—%Uw(m)} o exp [—QHM”} o exp —MJUw(Tn)} o

[V(Tnt1)) = o exp [—%Hkm)} o exp [—fUl/,(Tn [U(T)) (4.6)
+O(AT?||Uy ()| * + AT Hyin|[*)

Um von einer Funktion ¢ (r, 7,,) zum Zeitschritt 7 = 7,, auf die Funktion ¢(r, 7,,41)

zum Zeitschritt 7 = 7,1 zu schlieen, werden also (in der kreuzférmigen Doméne
C) folgende Schritte durchgefiihrt:

d(r,m) = P(r) (4.7)
Tor1 = Tot+ AT forn=0,1,2,..

W, 7) e*%Uwvwr )

D (e 1) = /d3r'K r,r’, )1/) (¢ 1)
¢(H) (r, Tn) _ efM—TUU, r,7n) HI (r, Tn)
(e, 1,) = /d3r’K (r r,T)w ED(r' 7,)

_ AT r.T
w(r’TrH-l) = e 5 Uw(7n)¢(1)(rv7_n)
/AT

Die Wirkung des Einteilchen-Wérmeleitungskerns K (r,r’, 57) auf die Funktionen

YT (r, 7,,) und YU (r, 7,,) wird in Anhang A beschrieben.
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4.2 Profile der Hartree-Orbitale

Aus den Rechnungen ergibt sich, dal auch fir das Vielteilchen-Problem lokali-
sierte optimale Gross-Pitaevskii-Orbitale in allen drei Wellenleitergeometrien I' €
{C, L, T} existieren. Die Zustdande niedrigster Energie weisen in der jeweiligen Geo-
metrie wiederum keine Knoten auf und zeigen das gleiche Verhalten wie im Einteil-
chen-Problem. Die Zusténde bleiben fiir 1 < N < NI lokalisiert, wobei NI eine
kritische Teilchenzahl bezeichnet, die von der Streuldnge a; der Bosonen und den
Breiten- und Hohenparametern der Arme abhéngt. Die kritische Teilchenzahl ist
also die maximale Zahl von Bosonen, die im zentralen Bereich A, gefangen wer-
den kénnen. In den Abb.(4.1, 4.2, 4.3, 4.4) werden Profile der optimierten Orbitale
™ (r) des Hartree-Grundzustandes im Wellenleiter I' € {C, £, T} fiir verschiedene
normierte Teilchenzahlen N/N(I) gezeigt. In allen Fallen nimmt die Abklinglinge
des exponentiellen Abfalls in die Arme mit steigender Teilchenzahl zu. Die Position
des Maximums wird in allen Féllen durch die Teilchenzahl nicht merklich beeinflufit.
Die kritische Teilchenzahl N(*) steigt mit wachsendem Hohenparameter w(") linear
an, sieche Abb. 4.5.

4.3 Eigenschaften der Hartree-Orbitale

Nach Berechnung des optimierten Gross-Pitaevskii-Orbitals ) (r) 148t sich der zu-
gehorige Lagrange-Parameter ugp, welcher sich aus der Erhaltung der Norm der Wel-

lenfunktion ergibt, durch das Skalarprodukt mit dem adjungierten Orbital {@U(F) (r)r
aus Gleichung (1.8) berechnen [40]:
@) _ Blin (V) +2E3) (N)

int

= 4.8
/‘I’N N Y ( )

wobei die Wechselwirkungsenergie gegeben ist durch

N(N-1)
2

B8 (N) = IR [ o ) (49)

wnt

und die kinetische Energie durch
Ef (V) = N [ @5 [p00)]' Bt D). (4.10)
Mit der Gesamtenergie
EO(N) = By (N) + Eip) (V) (4.11)
148t sich zeigen, daf} gilt [33]:

u$ = EO(N) - EO(N = 1) (4.12)
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N/N© = 0.9
N/N© = 0.5
N/N© =0.1

Abbildung 4.1: Profil des GP-Orbitals %© (r) des lokalisierten Hartree-
Grundzustandes im zentralen Bereich des Wellenleiters C fiir verschiedene Teilchen-
zahlen N/N(©): schwarze Kurve N/N©) = 0.1, rote Kurve N/N©) = 0.5, blaue
Kurve N/N©) = 0.9. Die Moden wurden berechnet fiir w(¢) = w@(,c) = w© = 2L.
Die Langen werden in Einheiten von L gemessen.
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Abbildung 4.2: Profil des GP-Orbitals ) (r) des lokalisierten Hartree-
Grundzustandes im Eckbereich des Wellenleiters L fiir verschiedene Teilchenzahlen
N/N®): schwarze Kurve N/N) = 0.1, rote Kurve N/N¥) = 0.5, blaue Kurve
N/N{® = 0.9. Die Moden wurden berechnet fiir w®) = w{) = L, w{®) = 2L. Die
Langen werden in Einheiten von L gemessen.
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Abbildung 4.3: Profil entlang der Achsenrichtung e, des GP-Orbitals ¢(7) (r) des
lokalisierten Hartree-Grundzustandes im Verzweigungsbereich des Wellenleiters 7
fiir verschiedene Teilchenzahlen N/N(7): schwarze Kurve N/N{7) = 0.1, rote Kurve
N/N{T) = 0.5, blaue Kurve N/N{7) = 0.9. Die Moden wurden berechnet fiir w(7) =

()

=L, ng> = 2L. Die Léangen werden in Einheiten von L gemessen.
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Abbildung 4.4: Profil entlang der Achsenrichtung e, des GP-Orbitals ¢(7) (r) des
lokalisierten Hartree-Grundzustandes im Verzweigungsbereich des Wellenleiters 7T
fiir verschiedene Teilchenzahlen N/N(7): schwarze Kurve N/N{7) = 0.1, rote Kurve
N/N{T) = 0.5, blaue Kurve N/N{7) = 0.9. Die Moden wurden berechnet fiir w() =
wl(/fr) =L, wg) = 2L. Die Léangen werden in Einheiten von L gemessen.



KAPITEL 4. BEC-GRUNDZUSTAND 36

(N{-1) 8rag
150 }

No N

100"

o~ WD
0 5 10 15

Abbildung 4.5: Kritische Teilchenzahl N{') — 1 als Funktion des Hohenparameters
w fiir die kreuzformige Geometrie C (blaue Kurve), T-formige Geometrie 7~ (griine
Kurve) und L-férmige Geometrie £ (rote Kurve). Die Parameterwerte lauten: w(®) =
w?(f) =20, w) = wg) = L und w®) = wéﬁ) = L. In Wellenleitern mit 7-
formiger Geometrie sind die Orbitale am starksten lokalisiert, vgl. Abb. 4.8. Der
Hohenparameter w") ist in Einheiten von L angegeben.

Das heifit, dem Lagrange-Parameter uﬁ? kommt tatsachlich die Bedeutung eines che-

mischen Potentials zu. In Abb. 4.6 wird das Verhéltnis von Wechselwirkungsenergie
Efﬁt) zu kinetischer Energie E,(Cf,)L im Wellenleiter C fiir verschiedene Parameterwerte
w) gezeigt. Selbst fiir groBe Teilchenzahlen dominiert die kinetische Energie, im
Gegensatz zu kalten Gasen in harmonischen Fallen, wo die kinetische Energie bei
groflen Teilchenzahlen N im Verhéaltnis zur potentiellen und Wechselwirkungsener-
gie vernachlassigbar ist ([40], [41]). Die Thomas-Fermi-Approximation [30] ist also
fiir die hier untersuchten Wellenleiter%eometrien ungiiltig.

Die Lokalisierungslangen )\g)z und A ]5 )y, also die Abklingldngen des exponentiellen
Abfalls in den Armen entlang der Achsen e, und e, im Wellenleiter I' € {C, L, T},
sind definiert durch:

V) (ry + se,)
PO (rar)

AV, = —lim In : (4.13)

a € {z,y}

Dabei bezeichnet r); eine passende Referenz-Position, z.B. dort, wo der Betrag
‘Lb(m (r)‘ sein Maximum erreicht, siche Abb. (4.1, 4.2, 4.3, 4.4). Die Lokalisierungs-

linge in den Wellenleitern I' € {C, £, T} ist in den schmaleren Armen kleiner.

In Abb. 4.8 werden die inversen Lokalisierungslangen 1/ )\g)x und 1/ )\g)y gegen die
()
Teilchenzahl fiir verschiedene Verhéltnisse der Breitenparameter £ = “s gezeigt.
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Abbildung 4.6: Das Verhéltnis E.°) / E,(CST)L als Funktion der Teilchenzahl N/N(© fiir
den lokalisierten Hartree-Grundzustand im Wellenleiter C. Die Kurven beziehen sich
auf feste Breitenparameter w®) = wéc) = 2L, aber verschiedene Hohenparameter:
w®) = L (schwarze Kurve), w©) = 2L (rote Kurve), w©) = 4L (braune Kurve),

w) = 8L (grime Kurve).

z

Die griine Kurve zeigt den Fall gleicher Breiten () = 1 mit w(®) = 2L, w{®) = L,
w(") = L fiir den Héhenparameter w{") = 2L. Die roten Kurven beziehen sich auf
die Breitenverhaltnisse x(©) = 0.8, K®) = 0.95, x(7) = 0.8. Die Lokalisierungsléingen
in dem jeweils breiteren Arm fallen linear mit wachsender Teilchenzahl N ab und
divergieren bei der kritischen Teilchenzahl N, Die Lokalisierungslingen in den
schmaleren Armen variieren deutlich schwécher mit der Teilchenzahl.

In Abb. 4.9 werden die Funktionen 53(61;) — ug\? als Funktion der Teilchenzahl fiir
die Wellenleiter I' € {C, £, T} mit den gleichen Breitenverhéltnissen wie im Falle der
inversen Lokalisierungslangen gezeigt. Auch hier ergibt sich eine lineare Abnahme,
wobei fiir N — N das chemische Potential gegen die Anregungsschwelle liuft,

ug) — eg). Das chemische Potential folgt dabei dem Skalierungsgesetz

r r 2
r r - r '
pvLx, = iy ¢

Diese lineare Abnahme von ,ug\l;): N, — ug\l;) steht dabei im Gegensatz zum Skalie-

rungsverhalten puy oc N % des chemischen Potentials in einer harmonischen Falle
[30], welches mit kleinen Abweichugen auch in flachen gauiférmigen Fallenpotentia-
len gilt [42], wobei die harmonische bzw. gaulformige Falle eine endliche Fallentiefe
V1 besitzen sollen. Sie konnen daher maximal bis zu einer kritischen Teilchenzahl N,
besetzt werden, welche von den konkreten Fallenparametern abhangt. Ein solches
gauBiformiges Fallenpotential
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Abbildung 4.7: Die Funktion ¢ (N) = | -£2¥=N—EN_a]g Funktion der normierten Teil-

HUN=N,—HUN=1
chenzahl N/N,. fir: (i) ein gauBférmiges Fallenpotential [42] (rote Linie), (ii) ein
harmonisches Fallenpotential endlicher Tiefe (griine Linie), (iii) das unkonventionel-
le Fallenpotential in der kreuzféormigen Doméne C (schwarze Linie). Der Wert N,
bezeichnet die maximale Teilchenzahl in der jeweiligen Falle.

V(ir)=W [I—exp (—1;2—3/2—22” (4.15)

202 205 202

fithrt fiir grofle Teilchenzahlen auf ein chemisches Potential der Form

W(N) = po(NV) [1 = (“éN >)] , (4.16)

wobei der Term po(N) mit dem Fall eines parabolischen Potentials korrespondiert:

15Ng, 2/5
N) =V, 4.17
to(N) ! (16%\/5\/'1%03,02) ( )

Das Skalierungsverhalten in den unterschiedlichen Fallen ist in Abb. 4.7 dargestellt,
wobei fir das endliche parabolische und das gauBférmige Potential die in [42] an-
gegebenen Parameter verwendet wurden: a, = 2.75nm (Streuldnge von Natrium),
Vi =4uK, o, = 0y = 3um, o, = 380,.

In Abb. 4.10 werden die inversen Lokalisierungslédngen 1/ A@C und 1/ Aﬁ)y als Funk-

()
tion der Breitenverhiltnisse k1) = “4 fiir die Teilchenzahlen N = 0.25N) und

N = 0.5N") gezeigt. Im Gegensatz zum Einteilchen-Fall existieren gebundene Zu-
stdnde im Wellenleiter C nur noch bis zu einer kritischen unteren Grenze, k() (N) <
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<€), welche mit der Teilchenzahl N ansteigt. Auch im Wellenleiter £ steigt das kri-
tische Breitenverhéltnis mit der Teilchenzahl an, x(*) (N) < x*). Im Wellenleiter
T gibt es nun ebenfalls eine mit wachsender Teilchenzahl zunehmende kritische un-

tere Grenze, wahrend die obere Grenze mit wachsender Teilchenzahl kleiner wird,
/le) (N) < &7 < /ﬁg) (N).
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Abbildung 4.8: Die inversen Lokalisierungsldngen 1/ /\E\Qr und 1/ )\g)y entlang der
Achsen e, und e, als Funktion der Teilchenzahl N/N{" des Hartree-Grundzustandes
eines BEC, welches im Kreuzungs- bzw. Verzweigungsbereich der drei Grundtypen
von Wellenleitern I' € {C, £, T} lokalisiert ist. Alle Abb. beziehen sich auf den
Hoéhenparameter w) = 2L. Die griinen Kurven (S) beziehen sich auf den Fall
symmetrischer Breitenparameter wér) = w1, alle roten Kurven (A) beziehen sich
auf einen asymmetrischen Fall w{") < w{". 1). Wellenleiter C : w® = 2L, wl® =
0.8w(®.2) Wellenleiter £ : wl) = L, w{®) = 0.95w{®).3) Wellenleiter T : w(") = L,
wéﬂ = O.Swg). In allen Abb. werden die Langen in Einheiten von L gemessen.
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Abbildung 4.9: Das chemische Potential ug)als Funktion der Teilchenzahl N des
Hartree-Grundzustands eines BEC, welches im Kreuzungs- bzw. Verzweigungsbe-
reich der drei Grundtypen von Wellenleitern I € {C, L, 7T} lokalisiert ist. Alle Abb.
beziehen sich auf den Hohenparameter w{") = 2L. Die griinen Kurven (S) beziehen
sich auf den Fall symmetrischer Breitenparameter w(r) = w(" alle roten Kurven

(A) beziehen sich auf einen asymmetrischen Fall w (0) < wi, F) 1). Wellenleiter C :
w = 2L, w( ) = 0.8w(¢).2) Wellenleiter £ : w(®) = L, w(ﬁ) = 0.95w(").3) Wellen-
leiter T : wg) L, w(T) = 0.8w7). In allen Abb. wird die Energle in Einheiten von
£, gemessern.
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Abbildung 4.10: Inverse Lokalisierungslangen 1/ A§5>y (rote und orangefarbene Kur-

ve) und 1/ /\5\1;)1 (blaue und hellblaue Kurve) des Hartree-Grundzustandes in den
Quantenwellenleitern I" € {C, £, T} fiir verschiedene Verhéltnisse der Breitenpara-
meter £ = w{" /w{". Die gezeigten Kurven beziehen sich auf die Teilchenzahlen
N = 025N® und N = 0.5N). Hier bezeichnet N die kritische Teilchenzahl
des jeweiligen Wellenleiters mit ) = 1. Die Hohenparameter sind in allen Féllen
w) = 2L, die Breitenparameter lauten w(®) = 2L, w(®) = L, w(") = L. Die Linge
wird in Einheiten von L gemessen.



Kapitel 5

Erklarung der Skalierungsgesetze
im Rahmen eines
eindimensionalen Modells

In diesem Kapitel soll ein eindimensionales analytisches Modell fiir das Vielteilchen-
Problem diskutiert werden [34]. Wie bereits in Abschnitt (3.1) erldutert, 1afit sich
der Abfall der kinetischen Energie beim Ubergang von einem der Arme in den zen-
tralen Bereich A in einem eindimensionalen Modell durch ein é-Potential —24(z)
beschreiben, welches zu folgender Sprungbedingung bei x = 0 fiihrt:

0.0(2) 228" = —=30(0) (5.1

Analog 1483t sich nun auch der Vielteilchen-Fall behandeln, d.h. das eindimensio-
nale Schrodinger-Eigenwert-Problem, Gl. (3.4), wird um einen nichtlinearen Term
erweitert:

2

3@ 6@ + (N = 1) g l6(@) 6(x) = pvé()  (5:2)
Die Konstante g, beschreibt die Starke des repulsiven Wechselwirkungspotentials
zwischen zwei Teilchen, und py ist das chemische Potential, welches die Erhaltung

der Norm sicherstellt,

62 4e

| dalo@)? =1 (53)
Die Differentialgleichung 148t sich als Erhaltungssatz umformulieren:
x # 0 (5.4)
~u)? + I (- ) @ = 0

Um diese Gleichung zu lésen, 148t sich folgender Ansatz aufstellen, der von der
Amplitude Ay, der Lokalisierungslange Ay und dem Shift-Parameter sy (so dafl die

43
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Amplitude der Wellenfunktion bei x = 0 endlich bleibt) abhangt:

An
r) = ————— 5.5
o0 = e 55
sy > 0
)\N > 0

Eingesetzt in Gl. (5.4) fithrt dieser Ansatz, auf

WN-1-9 s g2 1 (5.6)

e = S =

Die Parameter sy und Ay sind auch durch die Sprungbedingung, Gl. (5.1), und die
Normierungsbedingung miteinander verkniipft:

SN . )\l
coth </\N> = 3 (5.7)
1
Ay =
20y (3 - 1)

Unter Verwendung von Gl. (5.6) 148t sich Ay durch die Parameter A und g, aus-
driicken:

A
AN = 1_(1\77—1)99\ >0 (5.8)
4
AN
exp (—SN> = 2 !
AN L+l

Fir N — 1 gilt Ay — A+ 0. In diesem Grenzfall weisen die Amplitude Ay und das
Parameterverhéltnis $X beide eine Singularitdt auf. Fiar $X > 1 und [z] # 0 1aBt
sich zeigen:

. An o 26Xp<—§\—1\’ exp(—if‘
I Gy~ A Do er 1) (5.9)

so daf} sich wieder das Ergebnis des Einteilchen-Falles ergibt.
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Fiir eine wachsende Teilchenzahl N (pro Querschnitt w, x w,) wichst die Lokalisie-
rungslange Ay, bis sie bei einer kritischen Teilchenzahl N, divergiert:

N.=1+

1
v (5.10)

Diese kritische Teilchenzahl N, hiangt von der Lokalisierungslange A fiir ein Teil-
chen und der effektiven Wechselwirkungsstéirke g fiir zwei Teilchen ab und legt die
maximale Kapazitit des lokalisierten BEC-Grundzustandes fest. Da der Ubergang
von dem lokalisierten Zustand zu einer delokalisierten Mode plotzlich ist, sollte sich
diese maximale Teilchenzahl N, prazise feststellen lassen.

Wird die Wechselwirkungskonstante g, durch die kritische Teilchenzahl N, ersetzt,
so findet man folgendes Skalierungsgesetz fiir die Lokalisierungslidnge Ay:

A
AN = —x—1 (5.11)

Im Bereich 1 < N < N, erhdlt man dann fiir das chemische Potential py :

1
MUN = Egt — )\T (512)
N

Bei der kritischen Teilchenzahl N, erreicht das chemische Potential die Anregungs-
schwelle, limy_,n, un = €xt.
Die beiden Skalierungsgesetze Gl. (5.11) und GI. (5.12) geben sehr gut das Ver-
halten der Lokalisierungsldange und des chemischen Potentials wieder, wie es in der
numerischen Auswertung gefunden wurde, siche Abb. 4.8 und 4.9.
Das chemische Potential py 148t sich durch die Energie des Grundzustandes E(N)
ausdriicken als:

uy =FE(N)—E(N—1) (5.13)

Damit erhalt man :

=2
Y%

2 (5.14)

E(N) = E()+ i i,

mit

1
(1) = pver = &0 — 55 (5.15)
Aus Gleichung (5.12) ergibt sich dann:
1 N(N—1) r_1
E(Ny=NE1)+(N,—1) =" (1 _3"% 5.16
(N) = N E(1)+( >A2(NC_1)2( o (5.16)

Die Werte aus diesem analytischen Ausdruck stimmen (unter Verwendung der nume-
risch berechneten Lokalisierungsldnge im Einteilchen-Fall) gut mit den numerischen
Werten der Gesamtenergie iiberein, siche Abb. 5.1.
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Abbildung 5.1: Numerisch berechnete Gesamtenergie (schwarz) und Gesamtener-
gie aus der analytischen Gleichung (rot) fiir eine kreuzférmige Doméne C mit den
Parameterwerten w(¢) = wéc) =w®) =2L

Diese Gesamtenergie sollte sich im Experiment als release energy, die Energie der
Teilchen nach Abschalten des Fallenpotentials, beobachten lassen. Im Falle eines
idealen wechselwirkungsfreien Bosegases gilt N, — 0o, so dafl erwartungsgemafl gilt
EO (N)=N E(1).

Im Rahmen des eindimensionalen Modells kann auch das Verhaltnis von kinetischer
und Wechselwirkungsenergie betrachtet werden. Allgemein gilt:

Eyin(N) + Einy(N) = E(N) (5.17)
Erin(N) + 2E;n:(N) = Nun (5.18)

Daraus ergibt sich fiir grole N > 1:

E. (N 1
lim int(N)

= 1
N-Ne Epin(N) 1+3E (1) A2 (5.19)

Setzt man die numerischen Werte fir £(1) und A aus der symmetrischen Kreuzgeo-

metrie C fir wgc) > L ein, so ergibt sich limy_,x, gkm((%)) = 1+3El(1)A2 ~ 0.15, in guter

Ubereinstimmung mit den numerisch erhaltenen Werten, Abb. 4.6. Es zeigt sich al-
so auch in dem eindimensionalen analytischen Modell, daf§ die kinetische Energie
iiber die Wechselwirkungsenergie dominiert und die Thomas-Fermi-Naherung nicht
angewendet werden kann, im Gegensatz zu einem harmonischen Fallenpotential [30].



Kapitel 6

Binare Mischung

In diesem Abschnitt soll ein bindres Kondensat, bestehend aus zwei Arten bosoni-
scher Atome, betrachtet werden, wobei fir die Massen m4 > mp gelten soll [34].
Die Streuparameter lauten [30]:

Arh3a
gaa = 4 (6-1)
ma
Arhap
9BBp = ——————
mp
1 1
gap = 2mh’aap (+)7
ma mp

Es sei N4 die Zahl der bosonischen Atome der Sorte A und Ng = N — N4 die Zahl
der bosonischen Atome der Sorte B. Der Grundzustand eines bindren BECs kann
dann als Verallgemeinerung des Hartree-Grundzustandes, welcher das BEC einer
einzelnen Atomsorte charakterisiert, dargestellt werden:

N = Nj+ Np (62)
Ua(ry,re, . tn) = Ya(r)pa(re) - - alrn,)Us(rn,+1)¥B(CN,12) - - ¥B(EN, 4 N5)

Es miissen nun die optimalen Hartree-Orbitale 14 (r) and ¢ 5(r) gefunden werden,
welche den Erwartungswert des Hamilton-Operators des wechselwirkenden Bosega-
ses minimieren, unter Beriicksichtigung der Erhaltung der Teilchenzahlen N4 und
Npg. Das heif3t, es mufl die Normerhaltung erfiillt sein:

LdrawP=1= [ drva@)® (6.3)

Die Orbitale 1 4(r) and ¥ 5 (r) missen allerdings nicht orthogonal sein. Der Hamilton-
Operator H = Hy;, + H;,; des Systems lautet:

47



KAPITEL 6. BINARE MISCHUNG 48

Nag N
I 2 L _ 2
szn - nzz:l ( 2mA) v . ]%;AJrl ( 2mB) Vr
Na

Hyp = 3 2> UM, —r)+3 ¥ UBD(r, —ry) (6.4)

n,n'=1 nn/=Njs+1

n#n’ N N n#n’

+ f > UAB(r, — 1)
n=1 n’:NA—l—l

mit den Kontaktwechselwirkungen:

U(AA) (rn - rn’) - gAA5 (rn ry
UPBB(r, —ry) = gppd®(r, — 1,

)

) (6.5)
U(AB)(rn —ry) = gAB5(3 (r, —ry)

(r

In Abhéngigkeit von den noch unbekannten Orbitalen 14(r) und ¥g(r) und den
zwei Lagrange-Parametern g, up zur Normerhaltung der Orbitale und dem FEr-
wartungswert des Hamiltonoperators bezogen auf den Vielteilchen-Zustand, Gl. 6.2,
lautet das Energie-Funktional:

F {¢L('>’¢A(')a¢TB(')7¢B<')§MA7/~LB] = (H — ptaNa — upNp)

Na derlﬁL(I') { 2mA MA} Ya(r) + Np derwg(r) { 2:123 Vi ’uB} ¥(r)
= +944 [dPr Na(Na — D[pa(r)|* + 282 [ dPr Np(Np — 1)[¢p(r)|*

+gap [ d7r NaNp|a(r)]® [¥s(r)[?

(6.6)
Die beiden Bedingungen
OF = 0
8yl (r)
(6.7)
§F _ _
s = U

fithren auf ein 2 x 2-System gekoppelter Hartree-Gleichungen zur Bestimmung der

optimalen Orbitale ¥4 (r), ¥ p(r)

[Hakin + (Na—1)gaa |[¥a(®)|? + Npgap|vp(r)|?] Ya(r) = patha(r) (6.8)

[HBkin + Nagaplta(r)]? + (Np — 1) ggp |¢p(r)*] ¥p(r) = pss(r)

Hierbei bezeichnen H 4 i, und Hp g, die Hamilton-Operatoren fiir ein einzelnes A-
bzw. B-Atom:

_ZmA r (6 9)
h2 2 m .
Hppin = =572V = maHAkin
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Daraus ergibt sich, daf3 die leichtere Atomsorte die grofiere Anregungsschwelle in
den Armen A4; C C, Abb. 1.1, hat:

Ext,B ma

=4 (6.10)

Ext,A mp

Um die gekoppelten Gleichungen (6.8) zu losen, wird analog zum Ein-Moden-Fall
eine passende Diffusionsgleichung betrachtet:

_;ﬂ/’(r, 7) = [Hyin + Uy(r, )] 9(r, 7), (6.11)

blr,7) = w;g 3 1 (6.12)
und

H s jin 0
Ak ] (6.13)

Hk:' = m
=0 map,

Wegen des exponentiellen Abfalls der Funktionen 9 4(r,7) und ¢p(r,7) fir wach-
sende Diffusionszeiten 7 mufl im Wechselwirkungsterm wieder explizit die richtige
Normierung beachtet werden:

(6.14)
(NA_?%AAW(&TQ)F’ Npgap ¢a(r,m)vh(r,7)
Uw<r T) _ fc Br'|Ya(r ,TT)‘ \/fc d37“/|1li,4(r’,7’)|2 \/IA d3’r‘/|1liB(I‘/,T)|2
’ Nagas ¢(r,7)Y) (r,7) (Ng—1)gpglts(r,r)?
Ve @ loat o[ dvea e ol Nl

Fiir groBe Diffusionszeiten wird Uy (r, 7) unabhdngig von 7. Die gesuchten Hartree-
Orbitale sind fiir grofie Diffusionszeiten gegeben durch:

Ya(r) = lim Yalr, 7) (6.15)
T fedr e, )P
Yp(r) = lim Vp(r, 7)

e dr s, T

Bei der Berechnung der Orbitale kann wieder das Splitting-Schema, Gl. (4.7), ver-
wendet werden. Aus den gekoppelten Gleichungen (6.8) ergeben sich wie im Einteilchen-
Fall die Lagrange-Parameter ps and pp:

(6.16)
pa = /d3 (r)Hapintha(r) + (Na — 1)9AA|¢A(I')|4+NBQAB|wA(r)|2|¢B(r)|2}

pe = /d3 (r)Hp kintp(r) + (Np — 1)QBB|¢B(1“)|4+NA9AB|¢A(T)|2|¢B(T)|2]
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Dann gilt:
Napia + Nppip = Epin (Na, Np) + 2B (N4, N), (6.17)

wobei die Wechselwirkungsenergie gegeben ist durch:
Hallal g s alipa(r)[* + F2EE g plihp (r)]*

Bint (Na, Np) = [ d'r (6.18)
¢ +NaNpgap|ta(r)]?[¢s(r))?

und die kinetische Energie durch:
Ein (N, Np) = /C d*r [NAYL(0) Hagintoa(r) + Npvh(r)Hp pintbs(r)|  (6.19)

Die Gesamtenergie ist die Summe dieser beiden Energien:
E (Na,Np) = Eyin (Na, N) + Eini (Na, Np)

Ferner gilt die Identitét:

E(NA,NB)—E(NA—l,NB) = UA (620)
E(Na,Ng) —E(Na,Ng—1) = pusp

Da die Atome der Sorte A und B unterscheidbar sind, gibt es zwei verschiedene
chemische Potentiale in der bindren Mischung.

Der Operator der kinetischen Energie ist diagonal in dem Unterraum, welcher durch
die Indizes der Atomsorten v, v’ € {A, B} aufgespannt wird. Daraus ergibt sich:

[K(r,r’;AT) 0 1

7A7Hk7,n
re
r 0 K (r,1'; 24 A7)

IJ) v,V =

(6.21)

/. mAa

Die Warmeleitungskerne K (r,r’; A7) bzw. K (r, 'y A AT) fiir kurze Zeiten AT sol-

len dabei wie in Abschnitt (A) beschrieben auf die Funktionen ¢ 4(r, 7) and ¢ (r, 7)
wirken. Die Lokalisierungslangen A4 und Ap sind dabei wie im Einteilchen-Fall als
Abklinglangen des exponentiellen Abfalls der Orbitale 14 (r) und ¥ 5(r) gegeben. Sie
hangen sowohl von den Breiten- und Hohenparametern des Wellenleiters als auch
von den Teilchenzahlen und der Starke der Wechselwirkungsterme ab.

Untersucht wurde beispielhaft ein bindre Mischung bestehend aus ®"Rb - und ?*Na-
Atomen (das heifit :n% = g—g ~ 3.78), wobei das Verhéltnis der Wechselwirkungspara-
meter gegeben ist durch gaa : gap : gpp = 1: 1.7 : 2 [43]. Die Rechnungen wurden
im symmetrischen Wellenleiter C mit den Parametern w(®) = w?(f) = wl® = 2L
durchgefiihrt. Als Einheit der Masse wurde mpg, als Einheit der Linge L und als

Einheit der Energie ¢, = % gewahlt, so dafl sich die Anregungsschwellen der

2
gesamte Teilchenzahl N = Ny + N = (1 + %—g) x N wurde fur feste Verhéalt-
Na

N; erhoht. Sobald ein Paar von kritischen Teilchenzahlen

2 N
Atome der Sorten A und B ergeben als €, 5 = € X % and €4 = %—iam,g. Die

nisse der Teilchenzahlen
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(N; A, IV B) erreicht wird, delokalisieren die schwereren A-Atome, welche hier fiir
jedes Verhaltnis der Teilchenzahlen immer die groflere Lokalisierungslange aufwei-
sen, siche Abb. 6.1. Das chemische Potential p4 erreicht im kritischen Bereich die
Anregungsschwelle ¢,; 4 der A-Atome von oben, siehe Abb. 6.2. Es findet also ein
plétzlicher entmischender Quanteniibergang statt. Jenseits dieses Ubergangs wird
die Wechselwirkung zwischen den Atomen A und B vernachlassigbar. Die Lokalisie-
rungslinge Ap und das chemische Potential yp erfahren einen Sprung bei Np = N7,
Na
Ubergangs im Intervall Nip < Np < N.p Werte wie im Falle einer Atomsorte
an, siehe Abb. 4.8 und 4.9. Hierbei bezeichnet N, p die kritische Teilchenzahl fiir
den Fall einer lokalisierten Grundzustands-Mode, die nur mit Atomen der Sorte
B gefiillt ist. Wird die bindre Mischung (fiir harmonische Potentiale) im Rahmen
der Thomas-Fermi-Approximation betrachtet, so wird der kritische Punkt des Ent-
mischungsiibergangs nicht durch das Verhéltnis der Anregungsschwellen, sondern
durch die Relationen der Wechselwirkungsparameter (und der Teilchenzahlen) be-
stimmt [30]. Wenn in diesem Falle eine kleine Zahl von A-Atomen zu einer Wolke
aus B-Atomen hinzugefiigt wird, wobei fir die Anzahl der Atome Ny < Np gelten
soll, so gehen je nach Stiarke der Wechelwirkungsparameter die A-Atome entweder
an die Oberflache der Wolke aus B-Atomen oder tief in das Innere der Wolke [30]. Im
Falle der kreuzférmigen Fallengeometrie C liegt flir alle untersuchten Teilchenzahl-
verhéltnisse das Maximum beider Atomwolken im Zentrum, wobei die Profile nach
auBen hin exponentiell abfallen, siehe z.B. Abb. 6.3. Es liegt eine starke raumliche
Uberlappung der Wolken vor.

welcher vom Mischungsverhaltnis abhangt. Beide Groflen nehmen jenseits des
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Abbildung 6.1: Quantentibergang der Entmischung des bindren BEC bestehend aus
2Na- und 8"Rb-Atomen in einem kreuzformigen Wellenleiter C mit gleichen Breiten-
parametern w(¢) = wg(lc) w®) = 2L. Das Verhiltnis der Wechselwirkungsparameter
lautet gaa : ga : g = 1 : 1.7 : 2 | das Massenverhaltnis ist mA = 87 . Die Abb.
zeigen die jeweiligen Lokahslerungslangen 1/A4 und 1/Ap , Wenn die Tellchenzahl
N =Ny + N = (N—B + 1)Np bei festen Verhéltnissen der Teilchenzahlen N4 : Np
erhoht wird. Die Mischungsverhaltnisse N4 : Ng der Teilchenzahlen N4 und Npg lau-
ten: Ny : Ng =1:3 (rote Kurve), Ny : Ng =1:1 (blaue Kurve), Ngy: Ng =3:1

(gritne Kurve). Die Léngen werden in Einheiten von L gemessen.
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Ng/Ncg
Na:Ng=3:1
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Abbildung 6.2: Die chemischen Potentiale 14 and pp des bindren BEC, wenn die
Teilchenzahl N = N4+ Ng = (%—;+1)N B bei festen Verhaltnissen der Teilchenzahlen
Ny @ N erhoht wird. Die Massen und Wechselwirkungsparameter sind die gleichen
wie in Abb. 6.1 Es bezeichnen €, p = €, X %2 und e, 4 = Z—i@xt,g die jeweiligen
Anregungsschwellen fiir Atome mit Massen m,4 und mpg. Die I;éngen werden in

Einheiten von L gemessen, die Energie in Einheiten von ¢, = Imp IZ -
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Abbildung 6.3: Die Profile ]@bgj)(r)P und |LZ)§3C) (r)|? entlang der Achse e, des Grund-
zustandes der Gross-Pitaevskii-Orbitale in einer bindren Mischung aus A- and B-
Atomen bei einem Mischungsverhéltnis Ny : Ng = 1 : 10 und einem Fiillverhéltnis

Np/N}p = 0.9. Die Massen und Wechselwirkungsparameter sind die gleichen wie in
Abb. 6.1.



Kapitel 7

Zusammenfassung

In dieser Arbeit geht es um die Untersuchung lokalisierter Vielteilchenzusténde kal-
ter Bosegase in verschiedenen Prototypen von Quantenwellenleitern: Erstens einem
Wellenleiter C mit einer kreuzférmigen Geometrie, zweitens einem Wellenleiter £ mit
zwei Armen in der Form eines L und drittens einem Wellenleiter 7 mit drei Armen
in der Form eines T, Abb. 1.1. In diesen Wellenleitern wurde die dreidimensionale
Gross-Pitaevskii-Gleichung numerisch gelost. In dem Losungsverfahren wurden eine
analytisch bestimmte Approximation des Warmeleitungskerns fiir kleine Zeitschritte
AT sowie ein Splitting-Verfahren zur Berticksichtigung der Wechselwirkung zwischen
den Teilchen verwendet.

In den verschiedenen Wellenleitern treten dann in Abhéngigkeit von den Verhéltnis-
sen k1) der Armbreiten lokalisierte Hartree-Zustinde auf. Die Energie-Eigenwerte
der lokalisierten Grundzustande liegen unterhalb der geometrieabhidngigen Anre-
gungsschwelle eg), I' € {C,L, T}, oberhalb derer die Teilchen im Wellenleiter pro-
pagieren kénnen. Die lokalisierten Moden konnen mit einer endlichen Teilchenzahl N
besetzt werden. Die Atome eines kalten Bosegases konnen also im zentralen Bereich
der Wellenleiter-Geometrien I' € {C, L, T} gefangen werden. Dieser Mechanismus
beruht auf Effekten der Interferenz und nicht auf Kréften, die durch ein dufleres Po-
tential hervorgerufen werden. Bei repulsiver Wechselwirkung zwischen den Bosonen
ist diese Teilchenzahl allerdings auf eine kritische Teilchenzahl N, beschrankt, bei
der die Moden delokalisieren.

Fiir den Einteilchen-Fall existieren in der kreuzféormigen Geometrie C lokalisierte
Zusténde fiir alle Verhaltnisse £(€)der Armbreiten, Abb. 2.9. Im L-férmigen Wellen-
leiter £ hingegen treten die lokalisierten Zustande nur fiir kleine Abweichungen vom
symmetrischen Fall w{f) = w@(f) auf, wobei das untere kritische Breitenverhaltnis
der Arme durch £©) ~ 0.89 gegeben ist. In der T-formigen Doméne T gibt es keine
untere Schranke, aber eine obere Schranke x{7) =~ 1.26, ab der keine lokalisierten
Zustédnde mehr auftreten. Im Vielteilchen-Fall existieren auch in den Wellenleitern
C und 7T untere Schranken, unterhalb derer sich keine lokalisierten Zustdnde bil-
den. Die Werte der unteren Schranken nehmen mit wachsender Teilchenzahl N zu,

95
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wahrend der Wert der oberen Schranke im Wellenleiter 7 abnimmt, Abb. 4.10.
Fiir kleine Werte des Hohenparameters w() liegt die Einteilchen-Energie Eér) im

Bereich der Anregungsschwelle, lim_ ) Eé” — & Abb. 2.4. Fiir grofle Werte

xt >
des Hohenparameters w!), das heiBt, wenn niherungsweise Translationsinvarianz
in z-Richtung vorliegt (planarer Grenzfall), konnten fiir die Einteilchen-Energie die
Ergebnisse fritherer Arbeiten bestatigt werden.
In den Wellenleitern fallt die transversale kinetische Energie eines Teilchens entlang
einer der Armachsen beim Ubergang von den Armen in den zentralen Bereich durch
die Veranderung der Randbedingungen stark ab. Daraus ergibt sich ein effektives
Pseudopotential entlang der betrachteten Achse, approximativ in der Form eines
Topfes, welches das Auftreten der lokalisierten Zustdnde erklaren kann, Abb. 3.1.
Im Falle des L-formigen Wellenleiters £ ist durch die Dirichlet-Randbedingungen
eine Wand des Potentialtopfes unendlich hoch, Abb. 3.2. Dies fiihrt zu einer endli-
chen minimalen Bindungsstérke, ab der lokalisierte Zusténde existieren kénnen. Im
Gegensatz dazu existiert im Falle der kreuzférmigen Geometrie C fiir jede Bindungs-
stiarke ein lokalisierter Zustand. Im T-formigen Wellenleiter 7 ergibt sich je nach
Armachse ein effektives Pseudopotential wie im Wellenleiter C oder wie im Wellen-
leiter £. Durch die unterschiedlichen Bedingungen fiir die Bindungsstérke 13t sich
besser verstehen, dafl es im L-férmigen Wellenleiter £ eine untere Schranke fiir das
Verhiltnis der Armbreiten ) gibt, wihrend dies in der kreuzformigen Doméne C
und der T-férmigen Doméne 7 nicht der Fall ist.
Das topfformige effektive Pseudopotential kann im Rahmen eines eindimensiona-
len analytischen Modells durch ein J-Potential approximiert werden, welches das
asymptotische Abklingverhalten der Orbitale in den Armen des jeweiligen Wellen-
leiters korrekt wiedergibt. Aus diesem analytischen Modell lassen sich fiir die inverse
Lokalisierungslange ﬁ und die Funktion /e, — i , wobei puy das chemische Po-
tential bezeichnet, Skalierungsgesetze in Form einer linearen Abhéngigkeit von der
Teilchenzahl N finden, welche in guter Ubereinstimmung mit den numerischen Re-
sultaten stehen, Abb. (4.8, 4.9). Im Rahmen der analytischen Rechnung kann ferner
explizit gezeigt werden, dafl bei der kritischen Teilchenzahl N, die Lokalisierungslan-
ge Ay divergiert und das chemische Potential py den Wert der Anregungsschwelle
€+ annimmt. Das Modell bestéatigt auch das numerisch gefundene Ergebnis, dafl die
kinetische Energie im Vergleich zur Wechselwirkungsenergie fiir alle Teilchenzahlen
N der dominierende Energiebeitrag ist, Abb. 4.6. Dies bedeutet, da} die Thomas-
Fermi-Approximation zur Beschreibung der lokalisierten Zusténde nicht verwendet
werden kann.
Im Falle einer bindren Mischung aus 3’Rb- und **Na-Atomen 148t sich beobach-
ten, dafl die Lokalisierungslinge A4 der schwereren A-Atome (also der 8"Rb-Atome)
rascher anwéchst als die der leichteren B-Atome (also der *Na-Atome), wenn die
Teilchenzahl bei festem Verhéltnis der Teilchenzahlen N4 : Ng erhoht wird, bis ein
entmischender Ubergang stattfindet, Abb. 6.1. Die schwereren Atome delokalisieren,
wahrend die leichteren Atome lokalisiert bleiben. Dieser Effekt kann moglicherweise
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zur Trennung von Isotopen verwendet werden.

Die Randbedingung der harten Wéande dient hier zur Vereinfachung der Rechnung.
Werden die Dirichlet-Randbedingungen durch allgemeinere Robin-Randbedingungen
oder das transversale Potential in den Armen durch ein steiles harmonisches Potenti-
al (optische Dipolkréfte) ersetzt, sollten qualitativ die gleichen Effekte auftreten, da
diese auf den oben erwéhnten Eigenschaften der transversalen kinetischen Energie
entlang den Armachsen beruhen. Die Methoden und Hauptergebnisse dieser Arbeit
finden sich auch in [44].

In einem nachsten Schritt konnte die Bedeutung von Interferenzeffekten bei dyna-
mischen Prozessen in den Wellenleitern I' € {C, £, T} untersucht werden. So wére
die Analyse von Streuprozessen interessant, beispielsweise die Frage, was passiert,
wenn ein von auflen einlaufendes Atom auf eine Atomwolke im zentralen Bereich des
Wellenleiters trifft und mit dieser wechselwirkt.






Anhang A

Der Warmeleitungskern im
Wellenleiter C

Die lokalisierten Grundzustédnde in den Wellenleitern £ und 7 lassen sich auf ange-
regte Zustande mit reduzierter Symmetrie im Wellenleiter C zuriickfithren [34]. Fir
diesen Wellenleiter soll nun der Wéarmeleitungskern bestimmt werden. Das Spektrum
des Hamiltonoperators Hy;,, welcher auf einem Trager identisch mit der kreuzfor-
migen Geometrie C wirkt, setzt sich aus zwei Anteilen zusammen. Zundchst aus
dem kontinuierlichen Spektrum, welches mit den propagierenden Moden mit nicht
beschréankter Lo-Norm korrespondiert, die die Dirichlet-Randbedingungen (1.10)
am Rand OC erfiillen, sich aber tiber den gesamten Wellenleiter erstrecken. Auf3er-
dem aus dem diskreten Spektrum mit mindestens einer lokalisierten Eigenfunktion
w((fv)(r) mit endlicher Norm, Gl. (1.2). Ein Teilchen mit einer Energie ESCAZ gleich

dem Eigenwert einer lokalisierten Eigenmode w(()cﬂz(r) wird im zentralen Bereich der
Kreuzgeometrie um A gefangen und kann in den Armen Aj, j € {1,...,4} der Do-
méne C nicht propagieren. Der Grundzustand 4" (r) des Hamiltonoperators Hj,
16st die Gleichung (1.11) und erfillt die Dirichlet-Randbedingungen an den Wén-
den, Gl. (1.10), sowie die Normierungsbedingung, Gl. (1.2). Der zugehorige Eigen-
wert E((]C) der Grundzustandsmode liegt unterhalb der Anregungsschwelle 5;(1;? des
Wellenleiters:

0< B < (A1)
Bemerkenswerterweise enthélt das kontinuierliche Spektrum von Hy;, diskrete Ei-
genwerte E((]C,Y) > 5&?, welche mit lokalisierten Zustanden korrespondieren, die Kno-
tenlinien entlang verschiedener Symmetrieebenen der Doméne C aufweisen.
Zunéchst soll das Losungsverfahren vorgestellt werden, um die lokalisierten Zustéinde
im Einteilchen-Fall zu bestimmen.
Um den Grundzustand ) (r) des Eigenwertproblems (1.11) auf der Doméne C zu
finden, kann folgende Diffusionsgleichung mit der Diffusionszeit 7 fiir die Wellen-
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funktion ¢ (r; 7) gelost werden [19]:

—ﬁw(r;ﬂ = Hiinh(r;7) (A-2)
lim U(ri7) = w(r0) =)

¢(ra T)|reac =0
Eine formale Losung fiir das Anfangswertproblem(A.2) ist gegeben durch:

vir) = [ K e (), (A3)
c
wobei der Quantenpropagator K (r,r’, 7) zur imagindren Zeit t = —it, der Warme-
leitungskern
K(I‘, I‘/; T) = <I“ eXp (_THkin> ‘I‘l>, (A4)
im Wellenleiter C folgende Bewegungsgleichung erfillt:
(0r + Hiin) K(v,v';7) =0 (A.5)

Zur Zeit 7 = 0 geniigt der Warmeleitungskern K (r,r’; 7) am Quellpunkt r’ € C auch
der Anfangswertbedingung:
lim K(r,x’;7) =6®(r — 1) (A.6)

T—0t

Der Wérmeleitungskern erfiillt an den harten Wanden 0C die Dirichlet-Randbeding-
ungen:

K(r,r';7)|reoc = 0 (A.7)
Bei der Konstruktion des Warmeleitungskerns besteht ein Problem darin, daf3 die
Geometrie C nicht konvex ist und der Operator Hy;, in ihr nicht separabel ist. In
der Praxis haben alle Arme Aj,..., A, des Wellenleiters eine endliche Ausdehnung L
entlang der Armachsen. Diese Lange mufl gentigend grof3 sein, damit die Auswirkung
der endlichen Ausdehnung auf die physikalischen Eigenschaften des Wellenleiters
eine untergeordnete Rolle spielt [45]. Der Operator Hy;, operiert auf dieser trun-
kierten Doméne mit L < oo und hat (beim Auftreten lokalisierter Zusténde) ein
diskretes Energiespektrum E(()c) < E%C) < Eéc).... . Der Warmeleitungskern kann
in der Basis der zugehorigen Eigenmoden 9(©) (r) des Operators Hy,, dargestellt
werden:

K(rrsr) = (e o) = Y e 0 @) [po )] (as)

n=0

Fiir grole Diffusionszeiten 7 mit 7 - (Efc) — E(()c)> > 1 gilt dann die asymptotische
Entwicklung:

P(r;7T) = /d3r'K r,r’;T)lp(m)(r’) (A.9)
_ —TE() /d3 / (C) w(m( )+O< —7( E(C) E(C))>
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Der Grundzustand 7,0(()0)(1‘) zum niedrigsten Energieeigenwert E(SC) ergibt sich dann
im Limes grofler Diffusionszeiten als:

2O 0) = 1im Y(r;7)
T e d3r ()

(A.10)

Der zugehorige Energieeigenwert E(()C

stimmt werden durch:

) kann dann mit Hilfe des Propagators be-

B = [ [ulf ) Hawdd? (0 (A1)
= i 1 [ [l 0] [ s an) ol ()

Eine wichtige Konsistenzeigenschaft eines Propagators ist die Chapman-Kolmogorov-
Identitdt (Halbgruppeneigenschaft):

/ Er" K", )K", v';7) = K(r,x'; 7+ 7)) (A.12)
¢

Ein Wérmeleitungskern K(r,r’,7) zur Zeit 7 kann dann aus fritheren Parameter-
werten A7 = 7/n rekonstruiert werden:

K(IU I", 7') = <I'| exp [_ATHkm] exp [—ATHkm] - exp [_ATHkm} |I'/>
= Jodr;- - dPr,_ i (v|exp [~ATHgip) |r1) - - (v 1] exp [~ AT Hgin] |1')
- fc d3r1 ce dgrn_lK(r, ry; AT) ce K<rn—1, I‘l; AT)

n

(A.13)
Da die Domanen rechteckige Querschnitte aufweisen, konnen die Warmeleitungs-
kerne in den Unterdoménen A;,j € {0,1,...,4} als Produkte der eindimensionalen
Warmeleitungskerne, welche den Dirichlet- und Neumann-Randbedingungen genii-
gen, geschrieben werden. Fiir verschiedene Bereiche ergibt sich dann mit r = (x,y, 2)
und v’ = (2, y/, 2'):

Ky (r, ;1) = k[(?L)z,Lz] (x,2; T)k[(f)l)%Ly} (y,v'; T)k[(f)zz’Lz] (z,2';7)
Ka(r,xhym) = k[(évz),oo} (z, 2'; T>kf?gy,Ly] (v, v T>k[(£)gz,Lz] (z,257)

Ky, (r,Y;7) = k[(?gz,Lz} (x,2'; T)k[(é\;{oo] (y, s T)k[(i)]szz}(z, 25 T) (A.14)
Ky, (r,Ys7) = k[(ivgq_Lz](:c, x'; T)k;[(i)gijy](y, v T)k[(_DI)%LZ}(Z, 25 T)

D N D
Ka(r,ir) = kO (i) (s 1R (225 7)
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Die eindimensionalen Warmeleitungskerne konnen aus der fundamentalen Losung
der Warmeleitungsgleichung konstruiert werden. Mit u, v’ € R lautet diese:

k(u—u',T) = \/41? exp {—LZ;‘) }
(0 =) k(u—u';7) = 0 (A.15)
lim, yo+ k(u —u';7) = O(u—u')

Die Warmeleitungskerne fiir die Dirichlet-Randbedingungen lauten:

k[(ﬁ),oo](% uiT) = k(u—us7)—k(u+u —2L,;7T) (A.16)
MO g 'sm) = k(u—us7) =k (u+u +2Lg;7)
k[(?ga,La]W’ uiT) = Y [k(u—u +4nLe; ) —k(u+u + (4n —2) Lo; 7))

Fiir die Neumann-Randbedingungen ergibt sich:

k[(i\i)voo] (u,u;7) = k(u—u;7)+k(u+u —2L,;7) (A.17)
kfiVQO,_La}(u, uiT) = k(u—u;7)+k(u+u +2L,;7)
k:[(iVL)mLa] (u,u’;7) = Z k(u—u +4nL,,7) + k(u+u + (4n — 2) Ly, 7))

Fiir den Dirichlet-Warmeleitungskern gilt die Periodizitat:
KO o (utALgu's7) =KD L (us7) (A.18)
Prinzipiell 148t er sich daher auch in eine trigonometrische Reihe entwickeln:

u—u’
COS (nﬂ-TLa )

1 2
k[(f),%a’La] (u,u';7) = 3 Z exp <_n24L27—> / (A.19)
— coS (mri“*g‘ = QLG)

a

Diese Reihe konvergiert schnell fir groe Werte von 7 , die Darstellung (A.16) hinge-
gen konvergiert schnell fiir kleine 7. Im Folgenden wird eine Entwicklung fiir kleine
Zeitschritte betrachtet, so daf§ die Darstellung des Wérmeleitungskerns in der Form
(A.16) verwendet wird.

Die Losungsfunktion ¢(r; 7) wird in folgendem Ansatz in Funktionen ¢4, (r; 7) un-
terteilt, welche auf den jeweiligen Unterdoménen Aj;, j € {0, 1,...,4} definiert sind:

¢Aj(r7r) = [w(r;r)]reAj (A.20)
Ya(rir) = YOT) + 6a, (157) + Gy (55 7) + b (13 7) + b, (157)
Yarr) = YT +oa i)+ da(riT)

Yap(rim) = WL (7) + o4 (65T) + da(rT)

Ya (i) = O0T) + o4 (5T) + da(riT)

Yarir) = YT 4 da(rit) + da, (i)
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Hierbei sollen die Funktionen 1/),(46) (r; 7) die homogene Warmeleitungsgleichung unter
inhomogenen Anfangsbedingungen erfiillen:

Jim 987 (e;7) = [0 (n)]

An den Wanden der Unterdoménen A; erfiillen sie die homogenen Dirichlet-Randbe-
dingungen:

(A.21)

I‘E.Aj

w.(Al])-)(r;T)’reaAj =0 (A.22)
Die Funktionen ¢ 4, (r; 7) sollen auf den Unterdoménen A;, j € {0,1,...,4} die War-
meleitungsgleichung unter homogenen Anfangsbedingungen erfiillen:

lim ¢4, (r;7) =0 (A.23)

T—0F
Sie geniigen ebenfalls den Dirichlet-Randbedingungen an den Wanden A; C C der
jeweiligen Unterdoménen. Zusatzlich sollen die Funktionen an den gemeinsamen
Grenzlinien AyN.A; der zentralen Doméne 4y mit den benachbarten Armen A; beim
Ubergang aus der Unterdoméne A; in die Unterdoméne A, inhomogene Neumann-
Randbedingungen erfiillen:

hmx%Lng)‘*‘ ax(b.Al ($, Y, z; 7-) = f.Al (y7 2 T) = - hmx%szO‘*' a:t¢.A1 (iL‘, Y, z; T)
hmy%LerO'* ay¢.42 (LU, Y,z T) = fAQ (‘Ta Z; T) = - hmy%Lny'*‘ ay¢A2 (l’, Y, %5 T)
limgp, o+ Oudny (2,4, 2,7) = fay(y,27) = —limep ot Daduy (w9, 257)
1iIny—>—Ly—0Jr ay¢.44 (I‘, Y, %5 7—) = fA4 (xa 2 T) = - liIny—)—Ly-i-OJr 8y¢¢44 (I’, Y,z T)

(A.24)
Die Randwertfunktionen fu,(u,z;7),..., fa,(u, z;7) konnen selbstkonsistent durch
die Bedingung bestimmt werden, dafl die erste Ableitung der Funktion v (r, 7) beim
Ubergang zwischen A und A; stetig sein mus.
Als Beispiel kann zunéchst die folgende eindimensionale Warmeleitungsgleichung
betrachtet werden:

(0, = 22) 9lus 1) = ~2f()(u ~ 1) (A.25)
mit der homogenen Anfangsbedingung:
lim o(u;T) =0 (A.26)
Integration um u = L ergibt:
L+e€
/ du (0, — 02) ¢(u; 7) = —2f () (A.27)
L—e
Fiir € — 0 erhélt man die folgende Sprungbedingung;:
~0u(w; )21 = —2/(7) (A.28)
Fiir gerade Paritat unter Spiegelung an v = L ergibt sich:
lim, .7 o+ Ou@(u;T) = f(7)

limy o+ Oud(u;7) = —f(7) (A.29)
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Die Losung kann geschrieben werden als:
o(u, 1) = / diLOO](u L;m— 1) f(7) (A.30)

mit k:[ L+ e it —7) = k‘[L OO](L — ¢, L;7 — 7). Diese Funktion erfillt die
Warmeleltungsglelchung und die notwendigen Anfangs- und Randbedingungen:

lim, o ¢(u; 7) = 0
lim, .7 o+ OuP(u; ) f(r) (A.31)
(0- =0 p(usT) = —2f(7)d(u— L)

In entsprechender Weise lassen sich die Funktionen ¢4,(r;7) durch die noch un-
bekannten Randfunktionen f4,(u, z;7) durch Konvolution mit den jew. Neumann-
Wéirmeleitungskernen darstellen.
Fir A mit (z,y,2) € Ay :
Ly
G, (z,y,2;7) / dr’ k:[(év)oo] (x,Ly; 7 —7") dy k[ Lyry) (YT =)

X _Lz k[DLzL](Z i =1y, 2T (A.32)
Fir A, mit (z,y, 2 ) e A, :
et b= [ K7
L
x| RO (e T ) (e ) (A.33)

Fir Az mit (z,y,2) € Az :
Gas(T,y,2;7) = /dfk[ooL]( L7 — /dyk‘( Gy —=1)

Lz
X k[DLZL](z =) fa (Y, 2T (A.34)

Fir Ay mit (z,y,2) € Ay :
oaieyzir) = [k Lir =) [ arkD) @i =)

L.

X k[DL L ](Z Z T — /)fA4(Q§'/,Z/;7J) (A35)
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Indem die Funktionen ¢4, (x,y,2;7) aus den Armen in die zentrale Unterdoméane
Ag fortgesetzt werden, erhilt man die gesuchte Losung 4, (z,y, z; 7) in Ap in Ab-
héngigkeit von den Randwertfunktionen f4, (u, z;7), ..., fa,(u, 2;7) :

'(ﬁfi?(l‘;T) = dm’k[ Lo.n.) (@, T)fi dy’k’ LyL](y Y T)X
x [te dzk(D ACES T)wjg)( )
(A.36)
Vao(r;7) = { U, (r;7) }
’ +¢A1 (I‘; T) + ¢A2 (I‘; T) + ¢A3 (I‘; T) + ¢A4 (I‘; T)
Fir A, ergibt sich mit (z,y, z) € A;:
V) = Rdakly) (et T) [T dy’k[ ) 1y
x [tz dzk[(D L](z 2'; T)@/J(m( ")
(A.37)
_ v (v:7) }
r] = 1
wAl( T) { +¢A1 (I‘; T) + (b.AS (I‘; T)
Fiir Ay ergibt sich mit (z,y, 2) € As:
Wl (rm) = [N de'kE) i T) [ Ay R g (00 T) X
X J1 A (525 T) 04 ()
(A.38)
. Vi, (:7) }
r,T = 2
¢A2( ) { +¢A2 (I‘; T) + ¢A4 (I‘; T)
Fiir Aj ergibt sich mit (z,y, z) € Ajs:
W (rr) = [ked'kD) (et [T, dy’kf?ﬁy;y](y,y’;f)x
x [ A2 (22 m) 0 ()
(A.39)
Wl (v:7) }
r;T) = 8
vt L rone E e
Fir A, ergibt sich mit (z,y, z) € Ay:
Wi (wr) = N Ak i) [l dy KDL L (0T
X ffzz dz’k:[(_Dgz7Lz] (z,2/57) @/J%f) (r')
(A.40)

Ya(rir) = { W, (v:7) }

+¢A2 (I‘; T) + ¢A4 (I‘; T)
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Diese Funktionen erfiillen die Anfangsbedingung lim,_,o+ 14,(,y, 2, 7) = (2, y, 2).
Sie miissen an den Grenzlinien zwischen den verschiedenen Unterdoménen stetig
sein:

nli)r(I)l+ ¢A0 (I’ - nnaAo,j; 7-) |I'E(9.Ao,j = ,}i,%gr ?/)Aj (I‘ + 77118,404-; 7')|reaA0,j (A41)

Die Bedingung der Stetigkeit der Ableitung fithrt auf ein System von vier gekop-
pelten Integralgleichungen, welche die Funktionen f4;(u, z;7) festlegen. So ergibt
sich z.B. an der Grenzlinie Ay N Aj;:

fL’ dx ’8k[Dg L](a: x'; T)f dy’k[ Ly ](y,y’;T)
X ffi dz’k[?zzﬁLz](z,z i T) wj:;( r')

0

x—Lz—0%F 8;1: z=Lo—0+

=—fa, (y:57)
+ [ 2 da,(r; T)LC:L%_O+ + [ 2 6, (r; T)L:Lx_w

(A.42)
Jro dx ’8k[L oo (T s )[R dy’k[(DLyLy](y y'sT)
(D in
9 xffiz dz’k[fzhLz](z,z,T)wAl (r')
lm =)y, (r;7) = 0 : o .
w—La+0+ Oz + %@h (r;7) e + [ﬁgbAS(r’T)L:Lﬁm
=fa, (y,57)

(A.43)
Allgemein 1afit sich die Bedingung der Stetigkeit der Normalenableitungen ngy4, ; -
Vi(r;7) an den inneren Grenzflichen 0.4, ; angeben als:

nl_igg NoA; = VA (T — 1Mo, ;5 T)lreon,; = nli% Ny, - Viha, (v +1mmya,,;7)|recoa,,
(A.44)

Daraus findet man:

FAJ' (U, 2, T)
Ja,(u,2,7) =
+3h, ff;]l du’ f_Liz dz' [§ dT'"Ta;a (u,u', 2,257 —7') fa, (U, 25 7)
(A.45)
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mit U1:U3:

Fa(u,z;7) =

Fa,(u,z;7) =

Ly und U2 =

Fa(u,z;7) = =

Fa(u,z;7) =

und

Uy = L, und

N L
JZp, do' 2 du { o (
X f_LEZ dz’k[(f)gzlz](z, 25 T) iﬂ%)(v u', 2
(D) .
g g du | O T) ]
v=L,;+0t

D
Xk[(_gy’Ly] (u,u;T)

L. 11.(D) o
Xf*Lz dz k[—LZ,LZ](’Z’zﬂT) wAl (U ,U,Z) ]

D
k[(fszz](u, u';T)

(D) .

XaUk[*Ly,Ly](,U7,U,,T) ]ULy0+

X ffzz dz’k[(ijgzl (2,2 7) 1/1%? (u', 0", 2")
D

[( [),xL ](U u';T)

L 00
— (L2 qu’ dv'
Jo£, vl I, dv [ 8l<: yOO(U,U,T)

> D in
: dz,k[(—gz,Lz](Z’ Z/; 7—) 77[;.(42)<u ,U” z/) |

L
X [ZF

L’” du’ fLy dv’ [

] v=Ly+0*t

S dv' f5y du {
xfzdz'k[(LL]( ' )

— [Tk dv' [Ty du [

X f_LEz dz’k[(f)gziz](z, z ,7') l/JAB (v u'y 2

D
k[( L)xL ](u u'sT)
X 0, k_zvay](v,'v ;)
x [tz dz’k[(f)zz (2,25 7) zbfig)(u’, V', 2)

D) 3
[—La,La] (u,u'; )
D
x@vk[(fgoﬂy](v,v’; 7)

] v=—Ly+0*t

JZp du fLy dv’ [

—fL”” du’ [Z3 Ly ]
v=—Ly—0%t

67

(A.46)

(A.47)

(A.48)

(A.49)

x [t dz’k[(?gziz](z, 25 T) z/zfiz)(u v 2")

7;\17/44
0

7:43,.»44
0

0

7;\2 JA3
0

T s, As

7:417A2
0

7:43,.»42
0

0

7;\2,.»41
0

Tau A

7j4j7-'41 =
Jsl

(A.50)
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wobei

7:417A2 (uv u', z, 2 T)
N) D D)
= lk:[(L oo (U Ly ) [@k{_gmhl(x,u’m)} k:[( .02 25 7)

= 7:42,./41 (U, ula Z, Z,; 7_)

Ty (w2, 25 7)
N D) D
= %ky[(_o)q_Ly}(u, —Ly;7) {8 k:[( Lol ](x,u’;T)L:Lz k:[(_gz’Lz}(z, 2 T)
= 7:427_,43(16,/1,6 2 Z,; 7_)

7?43 Az(u ul % Z/'T) (A51)

k:[(év)oo](u,Ly;T) {8 k[ Lo.La) (T, U T)}m: k[(Dg 1.(2,257)

= 7:447A1('LL,U,Z,Z 77—)

7:43,-44 (u7 u/, 2, Z/; T)
N) D D
= 1]{:[(_00 I ]( —L,;7) [0$k[(_2z7Lm}(x,u/;T)}w_ k:[(_gszz}(z,z’;T)
= 7-A47-/43 ('Ll/, u,7 Z’ 2/; T)

Dieses Gleichungssystem kann geschrieben werden als:

f = F+Tof

[Tofl(r) = Jqdr'T(r—7")f(7) (A.52)

Es gilt :
lim [T o f](7)=0 (A.53)

T—0

fiir gentigend kleine Parameter 7, so dafl die Losung der Integralgleichung als Neumann-
Reihe geschrieben werden kann :

f=(1-T)'oF=F+ToF+ToToF+-- (A.54)

Der Term nullter Ordnung beschreibt die Transmission von links nach rechts und von
oben nach unten. Reflexionsprozesse, welche gemischte Beitrédge aus benachbarten
Armen A; enthalten, werden durch den Term erster Ordnung K o F' beschrieben.
Die anderen Terme beschreiben Streuereignisse hoherer Ordnung. Die Funktionen
¢a,(z,y,2,7) verschwinden fiir 7 —0. Fiir kleine 7 gilt also bis auf einen kleinen
Fehler, welcher mit ,small“ bezeichnet wird, die folgende Approximation:

fa,(u, 2;7) = Fu, (u, 2;7) + O(small) (A.55)
Dann ergibt sich:

o (0i7) = =[5 dr kY (w, Loy — 1) 14, dy' k") Lyl — 1)

A.56
x [, dZ’k[(f)L)z,Lz](Z, 2T —7 )FAl(y 2T ) + O(small?) (4.56)
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oau(r37) = = [T ATk (s Lysm =) [5, de'kD) (@ aliT = 7))

A.5T
X f,Lz dz’k:[(f)gziz](z, 2T — T E (2 27 + O(small2) ( )

ay(v;7) = J7 dr'k™) (=L =) [2, dyk D) (T =)

A58
x 4, d! k:[(—DLz7LZ](Z>Z7T_T)FA3(y/,Z/,T/) + O(small?) ( )

da,(r;7) = [o dT/k[(ngo,_Ly](y, —Lym—1) fffx dx’k[(_Dgz7LI](:v, it —1)

A.59
x [tz dz’k[(?,%zyLz](z, 2T — ) Fy (2,2, 7') + O(small?) ( )

Aus den Ausdriicken fiir die Fly, (y, z; 7) findet man:

N Ly D '
o, (r;7) = — [T ekl (@ Loy =) [1 dy' kD) L (yysT =)
X fLE dz'k 22 LA(Z,Z/;T —7')
x L (D D
f_LLx dv' [Z} du [a k[ g PRICE T)L:Lz—w k[(fngy](y’, u'y7")
R T R e A
o Ly D .
— J, dv' [}, du! [ k[L (0T )L:L. ot k:[(_gy,L_y](y’,u’,T)
X ffzz dz //k[sz,Lz}(Z , 2 ,T’)zﬁfﬁl)(v’,u’,z”)
+0O(small?)

X

N[

(v, 7) = — [T ekl (v, Ly
% sz dz D)
Lo du [ty dv'k(”

— 1) f_sz da:’k[(f)L)mLx](x, st —1)
k: . }(zz T—1)
L}(J‘”u )[8k 2,1, (0505 T>L=Ly—o+
1 x [t d2"k [(2 }(z Z' T)¢f4)(u V', 2" (A.61)
2 —fLI deL dvk[LL(/ ){ k[L oo](,UUT)}
xf_szdz”k z L](z,z ,T)w/i’; (' 0", 2")
+O(small?)
4,0, 7) = J7 ATk (Lo =) [T Ay gy =)
X f_Lzzdz’k[(?L)z’LZ](z,z’;T—T)

X
v=Ly+07t

L' Jhy du (2R (0,0 T>} o ML )
. (D
1 foLL dz”k ) L](z 2" f4 ( u', 2")
2 —f:offdv’f_zyd [ k Cory (0 VT } _ [(2 G T)
Xf_LfJZ dz”k[(sz (&2 (m)( Ju'y 2"

+O(sma112) A2
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ba(r,7) = 5 drkNL @ — Ly — ) [, Ak (T — 1)
X f_Liz dz’k[(f)gz’Lz](z 2T —1)
ffiw du’ fLy dv ,k(Dz L@ u ) {8 k[(DLy L ](U7U,§T,)]

v=—Ly+0t
foZ dz”k:[(DL) L](z 2! T)@Z)(m)(u,v’,z”)

1
X5 Ly
2 _sz du’ [Z3 dv’k[ 2 L, ](x u'sT) {ak[ﬁo L }(0701;7/)]U:7Ly70+
x 5 dZ”k[Dgz 1 (#, 2" )w(m) (v, ", 2")
+O(small2)
(A.63)

Nun kann die Chapman-Kolmogorov-Identitat verwendet werden, siehe Gl. A.12 :

z D D D
f—LLZ dzlk[(fL)z,Lz](Zy 25T — T’)k[(fgz L. ](Z Zrl) = k[( 22 L ](Z 2" 7)

(A.64)
y D
I dy’k L)W YT = )k[(fgyiy}(y’,u’;f’) = k[(f)Ly’Ly}(y,u’;T)
Es ergibt sich dann:
_ Lo g/ O fonleN }(95 Ly,m—1) ]
JZL, dv' 5 k!D)
x[LL](va) R
Ly
x JZ7, du’ [(2 L](y,u 7')
= D) in
P, (r;7) =1 Xf_Ldez”k:[(L L](zz T)wAO (W' u, 2"
1\t 2 _foo dU/@ fO dT/k[LI’OO]<£IZ',Lx,T - 7') (A65)
Ly v < kP) (v, 05 7)
X f_zy dulk[(*gy:l/y] <y’ y/; T)
I x [tz dz”k[(?szz](z, 2'; T/)ibfi?) (v, 2") ]
+O(small?)
i fLy dv’ a9 f(;r dT/k[(é\f),oo] (y7 Ly; T Tl) ]
v x kP (v,0";7")
[—Ly,Ly]\" 70 v=Ly—07F
KL o
b (1) L x [tz dz”k:[(DL (2, z”;T’)z/)fig)(u',v',z”)
Ao r7)=—35
2 gy Jo dr’ k:[(év)oo]( Lym—1) (A.66)
Ly ov
xk;[(L Oo](v V') S
X f_L}ﬁx du’ k[sz,Lz]@j? u 'iT)
X ff,iz dz”k[(f)L)mLz] (z,2"; T’)wﬁz) (W' ', 2") |

+O(small?)
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¢A3 (I‘; T) =3

¢A4 (I‘; T) )

Le gy 2.

Td (N)
g [ FO e i)
—o0 ov
v=—L;—0%

- )
J"Liydv’g,[fo Tk 0,1, (¥ = Ly; T) )X]
v=—Ly+0t

T N
— [ dv o [ g dT/k[(io)o’*Ly](y’ —Ly;7m—1") }
v——Ly_()+

Jo dr —o0, L]( —Ly7m—17')
Xk[(DL) L. ]( )
Xfi dulk[ Ly L](yaul ')
x [tz dz”k(f) bz 2 )l/JAO (W', 2")

v=—Lz+01

(D)
k[ 00, L

X f_sz dz”k[(D,z I ](z,z”;T’)wﬁg)(v’,u',z”)
+0O(small?)

g, 7)

(A.67)

xk[DL) (005 T
x [t duk(D Lo (@ 7')

x [tz dz”k(f) Z,Lz](z,z ,T)wjg’ (' 0", 2")

xk[(f)czq_Ly] (v, 05 7")
X fL“”” du'kP) (z,u';7)
[_Lx’La:] ) ' )
X f_szd ”k:[(DL I ](z,Z”;T’)wﬁz)(u’,v',z”) |
+O(sma112)

(A.68)

Um explizite Ausdriicke fiir die Funktionen ¢ 4, (r; 7) zu finden, miissen die folgenden
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Integrale berechnet werden:
r N
Caypap(z,0571) = % [% I dr’k(L )oo](l’,Lx;T — T’)k[( 2 ](U,v';T’)]v:Lx_m
(N
Cayay (z,07) = & I drky) (@, Loy m = 7)kiy) oo](v U/;T/)L:Lﬁm
. N D
CA2A0<y7 UI; T) - % {% fO dT/k[(L )oo} (y7 Lya T = T/)k[( [)/ ,L }(U7 UI; T/>:|U:Ly—0+
- N
CA2A2 (ya Ul; 7_) = % [% fD dr’ k[(L )oo]( Y, Ly; T )k[(L ,00] (,U’ Ul; T/):| v=Ly+0F
7 e D
Caga,(z,0'571) = % [@ Jo dr ’k[( O)O L] (v, =Ly 7 — /)k[( 2 Lz](v7 v’ T/)L:_Lﬁ(ﬁ
CA3A3($7UI;T) = % [ IO dT/k —00,— L, ]( Lx’T )k[( oo,—L }(07?}/;7—/)]1):sz70+
. N D
CA4A0 (.I‘, U/; T) - % [8@1) fO dT/k[( O)O —L ](y’ _Ly; T= T/)k[(—L)yaLy] (U’ U/; T,)}v:—Ly-i-O'*‘
T N D
Casas(y,v'57) % [% Jo dr’ k’[( o)o L ]( —Ly; T~ Tl)k[(—czo,—Ly} (U’U/;T/)L;:fLnyJf
(A.69)
Ferner gilt:
k[(i\;)o,—La]( u,—La;7) = 2k(u+ La;7)
Ky g (wir) = (w =3 7) = k(u+ ' = 2Lyi 7)
k[(_czo I ](u,u’;T) = k(u—u;7) —k(u+u 4 2L,;7)
MO pa(ws7) = S0 b(u— o/ +4nLe;7) = k(u + '+ (4n +2) Lo; 7)]

Daraus ergibt sich:

CAle(m,U,;T>

Caya, (z, 05 7)

(A.70)

— L7 —1)

> v=L,—0%
) v=L,+0t

(A.71)

2ot oo Jo dTk(x
D k(v —v' +4dnL,; 7
X Bav / /
—gok(v+ v+ (4n —2)L,; 7')
D f(v—0'; 1)
T / _ ! ov
Jo dT'k(x — Ly 7 T)<—88k(v QLI,T,)
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CAQ.AO (y7 UI; T) = Z?LO:foo f(;— dT,k(Z/ - Ly7 T — T,)

" %k(v —v' +4nL,; ')
—gokW+ v+ (An =)L) )

@k(v —v';7’) )
Caon,(y,0's7) = [odr'k(y— L7 —1 9 '
Az A (y ) Jo (y y ) ( —(%k(v 4o — 2Ly;7—,) B
(A.72)
Cagu,(x,0571) = S oo dTk(x 4+ Ly — 1)

(k= dnLy )
—%k(v + v+ (dn+2)L,; ) v=—Lz—0+

Qk(v — ' 7'/)

/. . T ! e v ’

C.ASAS('r7U 7T> - fo dr k<x+Lz’T T> ( —%k(v+vl+2[m§;7—/) v=—PLy—0+
(A.73)

C.A4Ao (y7 ’Ul; T) = E?LO:—OO f(;— dT/k(y + Lya T — Tl)

X Lk(v— v +4nLy; )
— 2 k(v+ v+ (4n+2)Ly; 7)) v=—Ly+0t

. (v -7
CA4A4(?J> U/; 7—) = fO dle(y + Ly: T = T/) < _aﬁgzv(_i_ ,U/ _|_ 2L)y 7_/)
v ’ v=—Ly—0%
(A.74)

Nun wird folgende Funktion eingefiihrt:

Aa,b;7) = [y dr'k(a;m —7")k(b; ')
(A.75)
Cla,b;7) = a(a,b;7)

Um A(a, b; T) explizit zu berechnen, wird das Konvolutions-Theorem fiir Laplace-
Transformationen verwendet. Die Laplace-Transformierte k(u; s) des Warmeleitungs-
kerns im freien Raum ist gegeben durch:

s 5) = /0 ~ dr exp [—s7] k(u; ) = ‘W (A.76)
Es ergibt sich: A A R
Aa,b;s) = k(a; s)k(b; s)

L oxp [ /3(]a] + [b)] (A7)
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Die inverse Laplace-Transformierte A(a, b;7) der Funktion A(a, b; s) kann durch die
komplementare Error-Funktion ausgedriickt werden:

Aa,b;7) = 5= Lfoofzfoo dg‘s ﬁ)\? [s7] A(a, b; s)
<1 - = fo VT dsexp[—s ]) (A.78)
Es folgt:
Cla,b;T) = S%;(lb))a‘b‘A(a b;T) (A.79)
= k(|a| + [b];7)
Und:
Caja,(z,0'571) = Yoo o Jo dT'k(x — Ly —1')
" ak(v—v’—i-llan;T’)
gk‘(v +v'+ dn—2)L;;7") ) Lo+
= >0 sen(v) — (4n+ 1) Ly)k(|lx — Ly| + |[v/ — (4n+ 1)L |;7)
Cau (z,0'571) = sgn(v' — Ly)k(|Jz — Ly| + [v' — Ly|;7)
(A.80)
C.A2A0 (y7 U,7 T) = Z;.Lo—foo f(;— dT,k<y - Ly7 T — T,)
Lk(v— v +4nLy; )
X Y ,
k(v + 0 + (4n —2)L,; ') T
= Yoo Sgn(v + (4n — 1) Ly)k(ly — Ly| + [0" + (4n — 1) Ly[; )
CAzAz(y7 v'; 7') = sgn(v' - Ly>k(|y - Ly| + |U/ - Ly|§ 7')
(A.81)
Caga,(x,0', 1) = I i dT’k:(q: + Ly;m—1")
( D k(v — v +4nLy; ) >
X
k(v +u'+(Wn+2)Ly7) )
= Yo . sen(vf +(4n+1) 2)k(|z+ Ly + [v/ + (4n + 1)L, |;7)
Cagas(z, 0y 7) = sgn(v' + Ly )k(|o + Ly | 4 [V 4 La|; 7)

(A.82)
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Cano(y,v's1) = Yoo Jo AT'R(y + Ly; T —7')

" a%k:(v—v’jtélnLy;T’)
—a@k(v+v’+(4n+2)Ly;T’) Lytot

— Y sgn(v/ + (dn+ D) L)k(ly + Ly| + o/ + (4 + 1) L[ 7)

Caas(y,v';7) = sgn(v' + Ly)k(ly + Ly| + [ + Ly|;7)
(A.83)

Ferner:

It dv’C’Ale(m o'yT) [ du’k L L ](y,u 7)
f,LEZ dz’k[_LmLz}(z, z ,T)wAO)(v ol 2)
— [P dv' Caya, (0 7) [, d'RE) (gl T) (A.84)
_sz dzlk[(f)zzlz}(z, 2" 7')1/)%) (W' ', 2
+O(small?)

¢A1 (I‘, 7_) - -

ff}iy dU/CA?AO (y’ UI; T) fia: du,k[(ijl)/z,[zz] (‘ra ul; T)
e dz’k:(D) (z 25 7) %L (u v, 2
_ffo dU/OAgAg( ) [ Lac du’]gg Lol ](x uw';T) (A.85)
/5. dz fkag ](z )i

(smallQ)

¢A2 (I‘; T) =

v, )

f_Lj-jw dv'C g a, (x, 05 T) fffy du’ k[( 2 ](y, u';T)
JE3. AT g (2 2l (0 2)
— [ L dU’CASAS(:L' vyT) [ dukD WL }(y,u T) (A.86)
(i )

fLZ dz’k: L PAICIES 7')1/} (' ', 2")
—I—O(smaHQ)

¢A3(r; T) - -

f_Lzy dv'C a4, (y, V' ) f—Lim dulk[(—Dl),l] (z,u;7)
L A2 k(D), (e U ()
— dv'Cyya, (Y, 0" 7) f_sz du'k[(f)l)vl}(:p, u';T) (A.87)
15 Ak e o, 2
+0O(small?)

¢A4 (I‘; 7_) ==

Dies ergibt fiir die Funktion ¢4, (r, 7):

Do (1;7) = Y0 7) + 6.4, (157) + Gy (157) + bag (15 7) + G, (157)
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Ly
=%, dfﬂ’k[(?ix,% (2,2 7) 21, Ay k) (95 T)
L AR, gm0 )
LI dl‘ICALAo(‘T x'; 7—) J‘Ly dy/k[DLy,Ly](yayl;T) ]
fo" dz’k:[( AL T)w(m)(:v y',2')
= JE de'Cayay (w2 7) 1, dy k:[ 1,110 57
(
[

)
L
I7
x [T, d2'k DL L] (2, 2'; TWAl (2,9, 2)

[ S5 Ay Cagay (s 7) [R, da'kD) (w0 7)
x 5 de fz (2,2 TW”( W,

— Ji dy' Cagns (9,5 7) I25, df’f[ 2

(

- (!

xf_Lzzdz 22 Lz}(z 2 T)wAZ

(z, 2" 7)

'
Z)
L@, 2
Y2
[Le Az’ Cygyay (2, 2 T)fLy dyk[ LyL](y y'57) ]
foz dzk:[(DL L](z 2'; T)wAO (a: Y, 2

— ok da' Cagay (25 7) [T dy’k‘ O o W5 T)
><sz dzk:[(DL) (22 7')¢ n(m,y,z)

f_Ly dy'Ca,a,(y, Y5 T) fLI dx’ k:[ Lol ](x x';T)
foZ dzk:(D L](z 2 T)wjg)(:v Y, 2)
— dy/CA4A4<y, yir) 5 de'k) | (xaliT)
x [tz dz’k[(f)gzlz] (2,2; T)wﬁz)(a:’, v, 2)
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Y de'kD) (ot [N dy' kD) (g
= | Lk A Cltual0'7) = Cltsaa, 27 I, KT 1 0,957)
+sz dx'k[ LoiLa) (@ T 7)1 LY [Caune (0, Y5 T) Canto (Y5 Y3 7)]
><sz dz'k[(DL) L](z 2'; T)¢Zn)($ Y, 7))
+ [, d2'C gy 4, (z, 2 T)f Ly dy’k:[ LyL ](y y'5T)
XfLZ dz’k[(DL) (22 T)l/}j ('Y, 2")
+fffrd ,k[(DL L] (z,2;7) fLy Ay Caos (Y, ' 7)
R ORI
— ok da' Cagay (25 7) [T dy’k[ O Wy T)
><sz dz’k[DL) (225 7')1/1 m)(x’,y’,z’)
— It da! k:[(f)Lz,Lm (2,23 7) [ dy' Caya, (4,45 7)
X f_Lzz dz'k[(f)L)z’L (2,25 7)Y 4 m)(x’,y’, 2')

(A.88)
Fiir die Funktion ¢ 4, (r; 7):
Gy (157) = 080 (0:7) + 6, (15 7) + Dty (157)
Caga,(z, 25 7)
Ly / Az A\ Ly Ly /
x [E d2'kP) (z,z"T)Q/J (x Y, z)
L];(D) Lkl Ao (A.89)

/.
_ ) 4 [da | MLao] (w2 7) -
ILI +CA1A1($,LIJ/;7) f

2 D (in)
X fsz dz'k‘[(fzzlz}(z, 2 T)wAl (x y’, 2')
- L (D
— [k da' g ay (w2 7) [1, dy'R(D), ](y, y's7)
2 D in
X fsz dz,k[(flzz,Lz} (Zv Z/; T)w_As)(x ) y 9 2,)

oW Y5 T)
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Fiir die Funktion 4, (r; 7):
V(65 7) = U (67) + Gy (17) + 64, (15 7)

Lz 11.(D) /. Ly / C.A4Ao (Zla!//7 ;)
_dz'k T d
[LL]( )fLy Yy C2O(yy;7_)

x [tz dz’k: G T)@/Jjg (o), z)
+C 4,0, (Y, Y5 7)
foz dz'k(z, 2'; T)@D(m)(x/,y',zl)
— [t da'k("), Ly ](m ) [T dy’CA4A4(y y'57)
><sz dz’k’ 02,2 T)wjz (@', y, 7))

Fiir die Funktion ¢ 4,(r; 7):
Vs (7) = U0 (057) + 0, (13 7) + 04y (137)

1 (A.90)

— —|—ffiz dx,k[_L La ]({Eax 77—) ffj dy,

[t de | GAatalds T)) 15 dy k) (g7

—Cypypo(z, 2’5

L. d /k,(D) .
x 7}, dz LL}(2277)¢A0($QZ>
(D)

_ ) k| R u<” D fE dyk®) (i)
CAJAJ(:E x';T) v

(A.91)

foE dz’k[ (22" T)wAB ('Y, 2")
Yy D .

+fL d‘r,CAlv‘h(I? ) )f dy/k[ [)/y (yvylaT)
foi dz’k[(Dgz L] (z,72; T)?/JAl)(Q} y', 2

Fiir die Funktion 4, (r; 7):
Y (657) = 00 (105 7) + b (157) + G, (13 7)
Casto (Y, Y5 7) ]

'_C.Az.Ao (3/7 y/7 T)
x L d2 kD) (e i @y )

L (D L k(D)
= 4+ o, dak T (i) [ dy

L”” dx ’k[sz L ](x,x’;T) f,Lj{y dy’

Zor,) W, Y5 T)
—Caas (9,95 7)
><sz dz'/f[ R RCELEIORICNIrD
+ %, da ’k[Di 1@, 25 7) 1 dY' Casns (v, Y5 7)
x [t d'k _LZVLZ}(z,z',T)wXZ)(x’,y’,z’)

Insgesamt konnen die Funktionen v 4, (r,t) berechnet werden durch:

] (A.92)

4
Va,:7) = 3 [ A (0150 (130) (A.93)
=0 l
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Die Elemente der Blockmatrix K 4, 4,(r,r’; 7) sind gegeben durch:

Koy, (0,05 07) = K (e, 05 ATV RE) (2,25 A7) (A.94)
[ kP) (x,2'; Ar)k[(sznyy] (y,y'; AT)

[7L17LI]

ICAO a4y T AT) = | +[Cagoa(z, 2 AT) — Cyyoao (2, 25 AT)] k[(f)gyly](y, y's AT)

k() (@ AT) [ty (1,53 AT) = gy (3,43 AT)]

Khlay (0L VAT = Cuya(w,as ADKYE), (.05 A7)
K, L' AT) = kD) (2,2 AT)Cay . (3, AT)
IC%))A;,» (ri, v ;A7) = —Cyyu,(z, :E"AT)k:[(_D) L ](y y's AT)
Khga, (rux A7) = k5 (2,2 AT)Cu, (9, ': A7)

( ) = [OAMO@: 21 AT) = Oy (2,2 ATV KD (g, 9/ A7)

( ) = [ Looo) (T, 5 AT) + Cay gy (2,273 AT )}k(D 1)WY AT)
Kfat),Ag(rLarl§AT> = 0= ICE41)A4(I‘J_,I'L7AT)

( )

/Cft)’AS r U AT) = —Caya(z, 2 AT)k[?zy,Ly]@? y's AT)

]C(i) A _ k(D) AR O AT — C A
As, Ag (ri7 r; 7—) - [~ L, Le] (ZL‘, T T) [ Ag, Ao (ya ) T) A2, Ap (y, v, T)]

Kl (rL 0 A7) = 0=K3),, (ru,7; A7)

}C(L) T A — k(D) A /{(D) A C A
dgdy (PL T AT) = [—LI,LI]('T’% 7)[ [Ly,oo](%% 7) + Cag,a, (Y, V' T)}

KE:;),.»M (rJ_7 I‘l; AT) = _k[(—Dzz,Lm} (IL‘, :E/; A7—)61./447A4 <y7 y/; AT)

KS) A7) = [C "AT) — C AT K LA
As, Ao r,,r, ;AT - [ Az, Ao (lU, X, 7-) A1, Ao (.I, xZ; 7—)] [~Ly,Ly] (317 Y, T)

= O—}CA A4(rJ_,rJ_,AT)
— {;{;(D

[—o0,—La]

( )

Kfat),),Al (ri, v ;AT) = Cyya(z, :E"AT)k(?z L ](y,y';AT)
( )
( )

(0,2 AT) = Cag ay (@, AT KDDL (0,0 A7)
= KO (3,2 AT) [Cyoy (045 AT) = Cagoay (3,45 AT)]

( )

]C.%;),.Al (rp, v ;A7) = 0= IC.%;).A;; (rp, v ;A7)
( ) = ki, (@2  AT)Cay a, (y, Y AT)
( )

(D)
[-Ls
= K 2 S AT [REL L (0, AT) = Cay o, (3, Y3 AT)]
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Physikalisch beschreibt die Asymptotik kurzer Zeiten des Propagators K (r,r’; A1) =
K(r,r';iAt) eine isotrope Quelle, von welcher Teilchen am Ort r’ zur Anfangszeit
t = 0 der Quelle ausstromen und sich auf klassischen Trajektorien zum Punkt r
bewegen, wobei sie Reflexionen an den Wanden OC erfahren kénnen. Die volle quan-
tenmechanische Rechnung ergibt sich dann wieder aus dem Superpositionsprinzip,
welches durch die Chapman-Kolmogorov-Identitat (A.12) repréasentiert wird, siehe
auch [46]. Zu den numerischen Aspekten bei der Berechnung des Warmeleitungs-
kerns siche Anhang C.



Anhang B

Operator-Splitting

In diesem Anhang soll das in Abschnitt (4.1) verwendete Splitting-Verfahren néher
erliutert werden [34]. Das Magnus-Theorem besagt, da$ fiir zwei lineare Operatoren
A und B folgende Identitat gilt ([47], [48]):

A A ~7(A+B)+ 3 [A,B]
exp (—TA) o exp (—TB) =expy N ] ) (B.1)

|
Dann kann gezeigt werden, da fir U(7) = exp (—%fl) o exp (—TB) o exp (—%fl)
gilt:

~ A N 7'3 N A ~ A 5
U(7) = exp {—T (B+A)+ 9 [(A+ 2B),[4, Bu +o(r )} (B.2)
élle geraden Potenzen im Exponenten heben sich auf, wie man aus der Identitét
U(r)U(—7) = 1 sehen kann. Es gilt weiter:
~ T A A T A ~
exp (—/\17'B) o exp (—2A) o exp (—)\QTB) o exp (—2A> o exp (—)\173) (B.3)
—(2)\1+/\2>7E —TA
5 (4 =) |4, [ 5]

= exp ,
— 2 (A Ag) 4y — 202) {

+o (7°)

B, [g,/x]_]_

Es sei ||B|| < ||A]|. Damit die Gleichung (B.3) eine gute Naherung fir den ur-
spriinglichen Zeitentwicklungsoperator exp {—T (fl + E’H darstellt, muf} gelten:

2)\14‘)\2 = 1

4)\1—)\2 - O, (B4)

81
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mit der Losung

M =1
(B.5)
Ny =2
Schlielich ergibt sich, vgl. [39]:
exp (—g A) o exp (—% A) o exp (—%TB) o exp (—%fl) o exp (—%B)
(B.6)

—ew |- (4+8) -5 [2[24) ] +o?)
Die Genauigkeit der Naherung
exp [—7’ (fl + é)} ~ (B.7)
o exp (—%TE) o exp (—%fl) o exp (—% A)

ist von der Ordnung O (72|\§|]2 - 7'4Hfl||4). Sie stellt die Basis fiir das zur Losung
der Gross-Pitaevskii-Gleichung verwendete Splitting-Verfahren, Gl. 4.7, dar.



Anhang C

Baryzentrische Interpolation

In diesem Anhang sollen die verwendeten numerischen Methoden naher erldutert
werden [34]. In der Update-Regel fiir die Funktion 1 4;(r, 7,41) im Iterationsprozess
miissen Integrale des Typs:

ba (t5m) = Y ()

4
VYa; (T5Tng1) = Z/A Pr'Koayma, (.0 AT) g, (¢ 70) (C.1)
=0 l

ausgewertet werden, wobei die Kernel-Funktion K4, 4, (r,1’; A7) vom Iterationsin-
dex n abhangt. Um diese Integrale auszuwerten, werden numerische Integrationen
durchgefiihrt, das heifit Integrale iiber die Bereiche A; werden durch gewichtete Sum-
men iiber die diskreten Gitterpunkte rUsJvi=) = (25,,vj,,%.) € A approximiert.

Zur Erlauterung wird zunéchst die Interpolation einer Lipschitz-stetigen Funktion
f(z;7,) in einer Dimension auf dem Intervall € [—L, L] betrachtet. Auf einem
aquidistanten Gitter z; = 2j;me mit j € {0,1,...m} ist ein Interpolationspolynom
dieser Funktion mit einer Ordnung p,,(x) vom Grade m > 1 in der Néhe der
Randpunkte des Intervalls [—L, L] schlecht konditioniert (Runge-Phanomen) [49].
Hier hilft ein nichtaquidistantes Gitter, welches in der Nahe der Randpunkte £ L eine

hohe Dichte aufweist. Verwendet werden kann ein Tschebyschew-Gitter x; € [—L, L]:

j € {0,1,2,..7;,?71} (2)
x; =  Lcos [E j]

Statt die Funktion f(z;7,) durch lineare Kombinationen von Tschebyschew-Poly-
nomen zu approximieren, kann die baryzentrische Interpolation [50] von f(z;7,) auf
einem Tschebyschew-Gitter verwendet werden. Das baryzentrische Tschebyschew-
Interpolationspolynom p,,(z;7,) vom Grad m fir eine Funktion f(x) ist gegeben

83
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durch:
r € [—L,L]
pm<m;7—n) = Zf(xj;7n>wm(x;xj)
=0
W (T25) =
’ ZZ:O T—xy
1
Ch = 5 |
¢ = (-1),1<j<m-1
(=™
Cm = 9
(C.3)
Es gilt:
1,k € {0,1,2,...,m}
IIL%lkwm(x,xj) = ik
pm<xj;7—n> - f('rj;Tn)
(C.4)

Die dreidimensionalen Integrale iiber die Doménen A; konnen berechnet werden,
indem kartesische Produkte von Tschebyschew-Gittern verwendet werden. Beispiels-
weise sind hier fiir die kastenférmige Doméne Ay = [—L, L] x [-L, L] x [-L,, L,]
die Gitterpunkte gegeben durch:

ja € {07 "‘7ma}
rUsdvds) = (1 oy z) € Ag

x;, = Lcos (ij)
My
T .
yj, = Lcos <%jy>
T .
z;, = L,cos mzjz) (C.5)
In unseren Berechnungen der Orbitale 9y, (r) ersetzen wir die vier unendlich aus-

gedehnten Arme A; durch Arme A; endlicher Lange L. Dies ist moglich, falls
L deutlich groBer ist als die Lokalisierungslange Ay .. Zum Beispiel wird A; =

[L,o0] x [~L, L] x [~L., L.] ersetzt durch A, = [L,L| x [=L, L] x [=L., L.]. In
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diesem Falle ergibt sich:

I.(]:m]ln]z) = (J}jw, yjy7 z]z) S Al

Jjo € {0,....,my}

L+ L n L—-L ( T )
T— cos | —7a
o 2 2 —_
m .
yj, = Lcos (Tnyjy>
z;, = L, cos< T jz> (C.6)

Das dreidimensionale Interpolationspolynom fiir die Funktion v 4, (r, 7,,) lautet dann:

PaT ) = S Wy (r;r(jz,jmz)) g, (xU32) 7)) (C.7)
0<j,<my
ac{z,y,z}

mit

wmzvmy,mz <r7 r(JIJy?]Z)) = wmz (x’ aj]z)wmy (y’ y]y)wmz (27 ij)

Indem die Funktion ¢ 4,(r’, 7,,—1) durch das Interpolationspolynom ersetzt wird, er-
gibt sich an den Tschebyschew-Punkten rUs=Jvd=) ¢ A; fiir [ € {0,1,2,3,4} die
Update-Regel:

4
Y, (P00 7 ) = Z/A YK ay, 4, (0573 ¥ AT, (v, 72)
1=0 /A

= Z Z HAj,A[ (I-(jz,jyij)’ r(];’m]év]é)’ AT)¢.A[ (r(];/m.j;v];)’ Tn)
0§l§4 O < j/ < n
a€{z,y, z}
(C.8)

Ein Vorteil dieses Algorithmus ist, dafl die Matrixelemente

AR A

S Y o
Koy, (0mdvd2) pUednd) Ay = [ &' 4, 4, (2959092 ¥ ATV W, e (r’; I.(Jz,ay,Jz))
A
(C.9)
nur einmal berechnet werden miissen.

In den Rechnungen wurden im zentralen Bereich Ay die Punktzahl n 4, = 20x20x20
und in den Armen A;, j € {1,...,4} die Punktzahl n4, = 20 x 20 x 20 verwendet mit
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der Ausdehnung L = 30. Im Bereich der kritischen Teilchenzahl wurden im zentralen
Bereich A die Punktzahl n4, = 20 x20 %20 und in den Armen A;, j € {1,...,4} die
Punktzahl n4; = 40 x 20 x 20 verwendet mit der Ausdehnung L = 50. Die Funktion
Wi, (2, z;,) hat Wurzeln an allen Punkten x;, mit j, # [,, siehe Gleichung C.4. Als
Beispiel werden in Abb. C.1 die Funktionen w,,(z, ;) und wp,(z, z16) fir m = 21
und das zugehorige Tschebyschew-Gitter gezeigt. Um die Integrale zu berechnen,
kann die Trapez-Regel in jedem Intervall [§;,, &, +1] verwendet werden, wobei mit &,
die Nullstellen des Tschebyschew-Polynoms bezeichnet werden. Der Iterationsprozefl
wurde durchgefiihrt, bis die Anderungen der Amplitude, des chemischen Potentials
und der inversen Lokalisierungslinge in der GréSenordnung von 10~ oder darunter
lagen.
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Abbildung C.1: Die Funktionen w,,(x, ;)

horige Tschebyschew-Gitter im Intervall [—

05

und w,, (z, x16) fir m = 21 und das zuge-

1,1], siehe Gl. C.3






Anhang D

Variationslosung fiir den
Grundzustand im planaren
Einteilchenproblem

Um die Genauigkeit der numerischen Rechnungen zu priifen, 148t sich das Einteilchen-
Problem in der kreuzférmigen Doméne C (quasi-)analytisch fiir grofie w(©) 16sen [34].
In diesem Falle 1488t sich die Variation der Wellenfunktion in z-Richtung vernach-
lassigen, so dafl effektiv eine zweidimensionale Betrachtung durchgefithrt werden
kann (planarer Fall). Die planare Kreuzgeometrie wird in vier L-férmige Doménen
B = B; U By U B3 U B, unterteilt, welche in die Arme A, ..., A4 um eine Strecke
L hineinreichen (sieche Abb. D.1). Es wird wieder der Fall harter Wénde betrachtet,
das heifit, an den Réndern der Geometrie sollen Dirichlet-Randbedingungen gelten.
In dieser Geometrie soll die Energie eines Teilchens der Masse m* berechnet werden,
das heifit, es soll die Helmholtz-Gleichung

(52 + 33 ) Vo) = Futay (D.1)

gelost werden. Es bezeichnet k die Wellenzahl des Teilchens, die hier mit dessen
Energie iiber £ = gj:f verkniipft ist.

Um die Energie und die Wellenfunktion des Grundzustandes zu finden, 148t sich ein
Variationsansatz mit einer Testfunktion ¢r(z,y) verwenden:

) . b(z,y,k) (v,y) € B
Yr(z,y; k) = { 0wy k) €A

J € {1,2,3,4} (D-2)

89
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« 2L >

A;

A3 Al

Ay

Abbildung D.1: Fiir die analytische Losung im planaren Falle w, /L — oo wird der
zentrale Bereich B in vier Bereiche By, ..., B, unterteilt, welche um eine Strecke L
in die Arme Ay, ..., A4 hineinreichen.

Hier werden folgende Funktionen eingefiihrt:

&1(5C,y,k) = (.I' Y, k) fiir (l’, ) € "41

CLQ(.Z‘,y,l{?) = ( JI7I€) fur(x,y) S A2

ag(ZE, Y, k) = CL( —-Y, k) fU.l"([E, y) € A3

a4(x,y,k) = ( y,x k) fur (:E,y) € A4 (D3)
Cl($, Y, k) = Zme{l 3,5,...} &m eXp[ qu] Cos ( 272?/)

b,y k) = Yieqas.ybiu k- Ry sin[Fo(r,y)|

Die modifizierten Bessel-Funktionen J2; [k - R(z,y)] haben die Eigenschaft, daf sie
3

die Dirichlet-Randbedingungen in den vier Eckpunkten
{(L,—-L),(L,L),(—L,L),(—L,—L)} genau erfiillen. Die Phasenfunktion ¢(z,y) und
die Abstandsfunktion R(z,y) konnen geschrieben werden als:

R(z,y) = ¢<r:c| L)’ + (] = LY

5 +arctan (‘ tr). vl <L (D4)
B vl =L
o(z,y) = { —i—arctan(yxl L) ly| > L
2 ly[ =L/~ Y

Die Funktionen R(x,y) und ¢(z,y) und damit die Testfunktion ¢z (x,y) sind in der
kreuzformigen Doméne stetig.
Aus der Helmholtz-Gleichung ergibt sich ¢, (k) = (m2L) — k2. Im Falle des

Grundzustandes hat die Funktion keine Knotenlinien und weist eine gerade Pari-
tdt unter Drehungen um 7 auf. Daher lauft der Index m nur tiber ungerade Zahlen.
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Da ¢y (k) im Falle eines lokalisierten Zustandes reelle Werte annimmt, ist die Wellen-
zahl auf das Intervall 0 < (Lk)? < %2 beschrinkt. Mit Hy;, = — 2 (82 + 88—;2) ist

T om* \ 822
auf dem betrachteten Integrationsgebiet GG die Energie des Grundzustandes gegeben
durch:

(Wr, Huntor) B2 Jg dedydh(a,y) (—02 = 02) dr(,y)
Ee = Er = = D.5
ST W 2w Je drdydl(z, y)vr(e,y) (D:5)

Durch die Symmetrie ist es ausreichend, die gesuchten Koeffizienten a,,und b; an der
Grenzlinie x = 2L zu berechnen. Fir (z,y) € B; U By U A; kann die Testfunktion
geschrieben werden als:

’QDT(QT, y) = b($7y7 k) [1 - @(Ilf - 2L)] + (Z($, Y, k)@($ - 2L) (D6)
Die Testfunktion muf§ bei x = 2L stetig sein:
a(2L.y. k) = b(2L, . k) (D.7)

Fir die Ableitung bei x = 2L folgt:

_ 20.a(x,y, k) — 20.b(x,y, k
xlirglL ( _a(w,g,k)—b(z,y,lg) ) ] = [8xa<x> Y, k) - axb(xa Y, k)]xzzL (D8)
z—2L

Mit den Orthogonalitatsrelationen % S fL dy cos (m%y) coS (m’ %y) = O s
m,m’ € {1,3,5,...} konnen die Koeffizienten a,, im Zentrum durch die Koeffizienten
b; in den Armen ausgedriickt werden:

U €XP [—qm2L] = " bjcjm(k) (D.9)
jel
m e {1,3,5,..}
L 2
cim(k) = 2/L dy cos [m;;y} J% [kR(2L,y)] sin [;¢(2L,y)] (D.10)

Indem die Testenergie Er hinsichtlich der Wellenzahl £ und der Koeffizienten b;, j €
{1,3,5, ...} minimiert wird, erhalt man nach algebraischen Umformungen eine obere
Schranke fiir die Grundzustandsenergie. Aus der Wellenzahl kj, welche mit dieser
oberen Schranke korrespondiert, lassen sich die Koeffizienten b;(ky) bestimmen. Die
Wellenfunktion in den Gebieten A;, B; und B, ist dann gegeben durch:

ieqras.y biJa [RR(,y)]sin [F (e, )] , (z,y) € B1U B,

Zj7m6{1,3,5,...} bjCLm(k’o) exXp [—qm(k0)<33 - 2L)] COS [m%y} ) (.23, y) € Al
(D.11)

wT(:z,y, ko) = {
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Fir j € {1,3,5,7,9,11} und m € {1,3,5,7,9,11,13,15,17,19} findet man fir die
Er (ko) 2
€L

mit €, = m:

Grundzustandsenergie e (ko) =

Lky = 1.27572 (D.12)

2

er(ko) = 0.65964%

Fiir das Vielteilchen-Problem ist ein Variationsansatz schlechter geeignet, da der
nichtlineare Wechselwirkungsterm (N — 1) 472 5y (¢)[2 in der Gross-Pitaevskii-
Gleichung 1.8 die Basisfunktionen mischt, wodurch sich ein nichtlineares Gleichugns-
system fiir die gesuchten Koeffizienten ergibt.




Anhang E

Moden mit B~ und
Ay-Symmetrie

Als Beispiele fiir Moden ungerader Paritdt unter Spiegelung an der xy-Ebene bei
z = 0 sollen die Moden @bé%m(r) und @Déau(r) in der symmetrischen kreuzférmigen
Doméne mit den Parameterwerten w(¢) = w?(f) = w©) = 2 diskutiert werden.

Im Falle der Bj,-Symmetrie weist die Mode L/J(()%lu(r) eine gerade Paritdt unter
Spiegelung an den xz—und yz—Ebenen, aber eine ungerade Paritdt bei Spiegelung
an der ry—FEbene auf:

c C
wé,gm (x,y,—2) = —w&gm(x, Y, 2) (E.1)

Diese Mode besitzt eine Knotenfliche, die mit der Symmetrieebene z = 0 zusam-
menfallt.

Die Mode ¢(()au(r) zeigt unter den Spiegelungen an den xy— , xz—und yz—Ebenen
jeweils eine ungerade Paritat:

C C
w(()7,21“(_$ayaz) = —l/)o,c,%u(xay, Z)
w((),zzﬁ“ (:E7 —-Y, Z) = _,QZ)((],C)AH (ZIZ’, Y, Z) (E2)
d}((),lzlu(x7yv _Z) = —77/)((]724“(1',?/, Z)

Diese Mode besitzt drei Knotenflachen, die mit den Symmetrieebenen x = 0, y = 0,
z = 0 zusammenfallen.

Wie sich zeigt, siehe Abb. E.1 und E.2, fallen die Werte der Lokalisierungslange und
des chemischen Potentials der Moden w[(ﬂg (r) und ¢[(f])31u (r) (vgl. Abb. E.3 und E.5)
sowie der Moden w(()%lg(r) und w((fjlu (r) (vgl. Abb. E.4 und E.6) jeweils paarweise
zusammen, so dafl diese Moden nicht gesondert betrachtet werden miissen.
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Abbildung E.1: Lineare Abnahme der inversen Lokalisierungslange als Funktion der
Teilchenzahl in der kreuzférmigen Doméne C fiir die Parameter w(®) = wl(jc) =wl =

2L. Gezeigt werden die Werte fiir die Moden l/J(()ag (r) (schwarze Kurve) und 1/1(()70])31“ (r)

(rote Kurve) sowie die Moden wé%lg(r) (blaue Kurve) und w(()i),u(r) (griine Kurve).

\fext_,uN

0.8;
0.6
0.4¢

0.2}

0.0

Abbildung E.2: Lineare Abnahme von 1/ eg) — puy als Funktion der Teilchenzahl in
der kreuzférmigen Domine C fiir die Parameter w©) = wl(/c) = w® = 2L. Ge-

zeigt werden die Werte fiir die Moden ¢(()(2xg (r) (schwarze Kurve) und wé(j)glu(r) (rote

Kurve) sowie die Moden w(()%lg(r) (blaue Kurve) und wéﬂu(r) (griine Kurve).
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\ \\\ -2 y/ I—

Abbildung E.3: Die Mode ¢((),C,219(1') in verschiedenen Schnittebenen z =

{L,0.5,0,—0.5L, —L} in der kreuzformigen Doméne C fiir die Parameter w©) =
wl(/c) = w(®) = 2L. Funktionswerte in der Nihe des Maximums sind rot gekennzeich-
net (vgl. Abb. 2.1).
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-1.0

f? "

Abbildung E.4: Die Mode 1/)((%1 (r) in verschiedenen Schnittebenen z =
{L,0.5,0,—0.5L,—L} in der kreuzformigen Doméne C fiir die Parameter w:gc) =
wéc) = w{®) = 2L. Funktionswerte in der Ndhe des Maximums sind rot gekennzeich-
net (vgl. Abb. 2.2), negative Funktionswerte blau.
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5 L

Abbildung E.5: Die Mode ngfgm(r) in verschiedenen Schnittebenen =z
{L,0.5,0,—-0.5L, —L} in der kreuzférmigen Doméne C fiir die Parameter w(®)
w® = w® =

net (vgl. Abb. 2.1), negative Funktionswerte blau.
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2L. Funktionswerte in der Nahe des Maximums sind rot gekennzeich-
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0
S L

Abbildung E.6: Die Mode Q/Jé’cjlu(r) in verschiedenen Schnittebenen z =
{L,0.5,0,—0.5L, —L} in der kreuzférmigen Doméne C fiir die Parameter w©) =
wlf,c) = w!©) = 2L. Funktionswerte in der Nihe des Maximums sind rot gekennzeich-
net (vgl. Abb. 2.2), negative Funktionswerte blau.



Anhang F

Optische Erzeugung kreuzformiger
Fallengeometrien

In diesem Anhang soll ein Vorschlag zur Erzeugung einer kreuzférmigen Fallen-
geometrie mit offenen Enden durch Laserstrahlen gemacht werden, bei denen die
Feldstérke auf der Strahlachse ein Minimum annimmt (,dark hollow laser beams*).
Solche Laserstrahlen mit variabler Hohe und Breite kénnen z.B. durch die Verwen-
dung transversaler Hermite-Gauss-Moden (HG-Moden) erzeugt werden Ep,(r;w),
welche sich aus der paraxialen Approximation ergeben[51]. Diese kann verwendet
werden, solange das transversale Profil des Strahls entlang der Propagationsachse
auf der Skala der Wellenlange nur schwach variiert. Nimmt man die Propagations-
achse als n = e, an, betrachtet man im folgenden eine Mode, welche gegeben ist

durch: ( 2 2)
T - exp —[Z(JS’P [iw <x2+y2 z) ., Z}
[w(=)]? Pl SRy T7) 200 ) (F.1)

Hier ist £1¢ ein Vorfaktor, welcher das Maximum der Amplitude bestimmt, 1(z) be-
zeichnet die Guoy-Phase und w(z) die Strahlbreite. Das Minimum von w(z) definiert
den Strahldurchmesser wy. Solange der Laserstrahl gut kollimiert ist, 148t sich die
paraxiale Approximation anwenden, siehe z.B. [51]. In dieser Approximation kon-
nen die longitudinalen Feldkomponenten im Bereich z = 0 vernachléssigt werden.
Es werden nun zwei solcher Feldamplituden mit reellen Polarisationsvektoren £(10)
und &V betrachtet, welche beide orthogonal auf n stehen, 10 .y —0=2".q ,
aber um £z, = 7 phasenverschoben sind:

Eip(r;w) = &0

E(r;w) = Eyo(r;w) 819 4¢3 By (r;w) &0V (F.2)

Hier wird fir die gleiche Propagationsrichtung und Guoy-Phase n(z) die Modenam-
plitude Eo;(r;w) aus Eip(r;w) bestimmt, indem die Koordinaten z and y ausge-
tauscht werden. Das elektrische Feld, welches mit einem solchen Strahl korrespon-

diert, lautet dann: R ,
E(I‘, t) — Re [E(I', w)efzwt] (FS)
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Die Falle, welche man betrachtet, besteht aus drei solchen tiberlagerten Strahlen
E® = E®(r;t) mit dem Strahlindex b € {I,II, 11}, welche entlang dreier senk-
rechter Richtungen propagieren. Drei solche Laserstrahlen E® mit Strahlachsen
n) =e, , n!) = e, und n!) = e, |, Abb. F.1, kreuzen sich im Ursprung r = 0.
Zur Vereinfachung wird angenommen an, dafl die Polarisationsvektoren der drei
Strahlen senkrecht aufeinander stehen.

p110) o pl0D) (F.4)
pUI10) o AI10D) (F.5)
AII130) e, = 2UIIT,01) (F.6)

Die zeitgemittelte Wechselwirkungsenergie des induzierten elektrischen Dipol-Mo-
ments p (r,t) eines Atoms am Ort r in Gegenwart eines elektrischen Hochfrequenz-
feldes E(r;t) = ¥, E®(r;t), wie es durch die Uberlagerung dreier solcher Laser-
strahlen erzeugt wird, sorgt im zeitlichen Mittel fiir das optische Dipolpotential der
Laserfalle:

(b)
« (b (b
Vap (1) == 3 = (1B ()P + B (150 ) ) (F.7)
be{I,II,IIT}

Hier folgt E}éﬂ) direkt aus (F.1), wahrend E%I) und E%) aus (F.1) aus Permuta-
tionen (z,y,2) — (z,2,y) und (x,y, z) = (y, 2, x) hervorgehen.

Um die Atome im Innern der Falle zu fangen, welche durch E@and EU!) gebildet
wird, nimmt man an, dafl die Frequenz dieser Strahlen blauverstimmt ist relativ zur
Resonanzfrequenz wy der Atome:

@ < (F.8)

=—-a<0 (F.9)

= W(
o = Qun
Dann werden die Atome effektiv im Bereich minimaler Intensitidt um das Zentrum
der Strahlachsen n'”) und n/Dgefangen. Allerdings bildet sich eine Potentialbarrie-
re um den Kreuzungspunkt der Strahlen EY) und EUY) in der Nihe des Ursprungs
r = 0, so daB die freie Propagation der Atome entlang der Achsen n”) oder nt!)
verhindert wird. Diese Barriere kann beseitigt werden, indem ein dritter Strahl tiber-
lagert wird, welcher entlang n//0) = n) A nUD propagiert, s. Abb. F.1, falls dieser
in passender Art rotverstimmt ist:

WD <y (F.10)
oD = >0 (F.11)

In Abb. F.2 wird das optische Potential Vg, (r) der Laserfalle auf der Oberfliche
eines Wiirfels um den zentralen Bereich Ay der Falle abgebildet. In Abb. F.3 wird
als Beispiel das Potential in der Ebene z = 0 abgebildet fiir einen Strahldurchmesser



ANHANG F. OPTISCHE ERZEUGUNG KREUZFORMIGER FALLEN 101

wo = 200m und der Polarisierbarkeit v = 297.3 a3 von Rubidium [30], wobei ay den
Bohrschen Radius bezeichnet, und einer Fallentiefe von 800u/K . Bereiche, in denen
das optische Potential hohe Werte annimmt, werden rot dargestellt, Bereiche kleiner
Werte sind griin.

Das Potential nimmt in den Armen in guter Naherung eine parabolische Form
V(z) = %mwaQ an, siehe Abb. F.3. Die Energie des Grundzustandes dieses para-
bolischen Potentials ist durch ¢y = %w = %\/% gegeben, mit K = V"(z) = mw?.
Fiir die genannten Beispielparameter ergibt sich fiir die Grundzustandsenergie in
der z = 0-Ebene ¢y = 0.03u K, so dal im Rahmen dieser Abschiatzung der Grundzu-
stand um vier Grélenordnungen unterhalb der Fallentiefe liegt und die Atome sich
nur in einem engen Bereich entlang der Armachsen bewegen.

Arme mit kreisformigem Querschnitt kénnen auf dieselbe Art erzeugt werden,
indem drei Laguerre-Gauss-Strahlen [52] (zwei blauverstimmte und ein rotverstimm-
ter) statt Hermite-Gauss-Strahlen iiberlagert werden. Bisher sind Experimente mit
Materiewellen in einer Anordnung aus zwei gekreuzten Laserstrahlen durchgefiihrt
worden, wobei solche Systeme als switch oder beam splitter eingesetzt werden konn-
ten [53]. Wie oben diskutiert, ist allerdings in dem hier betrachteten Falle auch noch
die Verwendung eines geeigneten dritten Laserstrahls notwending, um die intrinsi-

schen Potentialwande zu entfernen.
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Abbildung F.1: Erzeugung von Quantenwellenleitern fiir Atome durch zwei blau
verstimmte HG-Laserstrahlen E(Y) und EUY)| deren Strahlachsen entlang der a-
and y-Achse orientiert sind, und einen rotverstimmten orthogonal verlaufenden HG-
Laserstrahls EZ/D mit einer Strahlachse entlang der z-Achse. Der Laserstrahl E(/11)
ist notwendig, um die intrinsischen Potentialbarrieren zu entfernen, welche erzeugt
werden, wenn sich die Laserstrahlen E() und EU?) in den Ubergangsbereichen zwi-
schen den Armen A, ..., A4 und dem zentralen Bereich A, schneiden.
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Abbildung F.2: Effektives Fallenpotential des Quantenwellenleiters an der Oberfla-
che eines Wiirfels, welcher um den zentralen Bereich des Kreuzungsbereichs ausein-
andergeklappt wird. Das zentrale und das unterste Quadrat entsprechen der Boden-
und Deckfliache, die iibrigen vier Quadrate den Seitenflichen des Wiirfels, in denen
ein Querschnitt durch das Potential der Arme dargestellt ist. Bereiche niedriger In-
tensitdt werden in griiner Farbe gezeigt, Bereiche hoher Intensitét in roter Farbe.
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Abbildung F.3: Effektives Fallenpotential des Quantenwellenleiters in der z = 0
-Ebene fiir einen Strahldurchmesser wy = 200pum und der Polarisierbarkeit o =
297.3 a3 von Rubidium [30], wobei ag den Bohrschen Radius bezeichnet und einer
Fallentiefe von 800K . Bereiche niedriger Intensitat werden in griiner Farbe gezeigt,
Bereiche hoher Intensitat in roter Farbe.
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