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Abstract

Diese Arbeit befasst sich mit Majority-Logic-Decodieralgorithmen fiir Eukli-
dische-Geometrie-Codes. Diese Verfahren zeichnen sich dadurch aus, auf Hard-
wareebene in Echtzeit unter Verteilung des Rechenaufwands auf mehrere Pro-
zessoren decodieren zu kénnen. Das Ziel der vorliegenden Dissertation ist es,
die bestehenden Majority-Logic-Decodierverfahren, insbesondere den Reed-
Algorithmus, hinsichtlich der Performanz zu verbessern beziehungsweise neue,
effizientere Verfahren zu entwickeln. Wir werden zwei neue Algorithmen vor-
stellen, bei denen die Anzahl der auszufiihrenden Mehrheitsentscheidungen
signifikant reduziert ist. Einer der beiden Algorithmen basiert wie jener von
Reed einzig auf Mehrheitsentscheidungen. Der andere Algorithmus verwen-
det zusétzlich Additionen bzw. Subtraktionen, so dass weniger Mehrheitsent-
scheidungen als bei den anderen beiden Algorithmen getroffen werden miissen.
Dariiber hinaus haben wir eine neue Abstufung konstruiert, mit der wir — un-
abhéngig vom verwendeten Decodierverfahren — mindestens die gleichen oder
bessere Ergebnisse als Chen und Reed erzielen, so dass diese aus Griinden der

Performanz stets vorzuziehen ist.

Die vorliegende Dissertation enthélt zudem eine genaue Analyse des Aufwands
der Majority-Logic-Decodierverfahren, einschlieflich des Reed-Algorithmus,
angewandt auf verschiedene Codeklassen wie Hamming-Codes, Reed-Muller-
Codes, Euklidische-Geometrie-Codes sowie zweifache Euklidische-Geometrie-
Codes. Darauf basierend sprechen wir Empfehlungen aus, welche Codes mit
welcher Parameterwahl (bei gleichen Fehlerkorrektureigenschaften) die hochste

Performanz bieten.
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Kapitel 1

Einfiihrung

1.1 Einleitung und Zielsetzung

Beim Ubertragen von Daten {iber einen gestérten Kanal ist nicht auszuschlie-
fsen, dass der Empfanger inkorrekte Daten erhélt. Die Codierungstheorie be-
schéaftigt sich damit, auftretende Fehler zu erkennen und gegebenenfalls zu
korrigieren. Eine Strategie, dieses Problem zu l6sen, ist die sogenannte Vor-
wdrtsfehlerkorrektur. Bei dieser ergdnzt der Sender die zu iibertragenden Infor-
mationsworter nach einer Codierungsvorschrift zu Codewortern. Das aus einem
Informationswort generierte Codewort wird an den Empfanger gesendet. Der
Empfénger kann das erhaltene Wort nun mittels eines geeigneten Algorith-
mus decodieren, um das urspriinglich iibertragene Codewort oder die darin

enthaltene Information zu rekonstruieren.

Der Vorwirtsfehlerkorrektur liegt folgende Uberlegung zugrunde. Jedes Co-
dewort enthélt neben der eigentlichen Information eine gewisse Redundanz.
Als Folge unterscheiden sich zwei Codeworter eines Codes an einer durch die
Codierungsvorschrift vorgegebenen Anzahl von Positionen, Minimaldistanz d
genannt, oder an mehr Positionen voneinander. Je grofer die Minimaldistanz d,
desto mehr Fehler konnen korrigiert werden. Denn betréagt die Anzahl der Feh-
ler weniger als die Hélfte der Minimaldistanz, so kann das urspriinglich iiber-

tragene Codewort eindeutig rekonstruiert werden, indem geméfs dem Prinzip



der Hamming-Decodierung das zu z néchstgelegene Codewort bestimmt wird.

Die durch den Code definierte Fehlerkorrekturgrenze liegt daher bei

=
Tmax *— | — | -
2

Die Redundanz ist somit eine Voraussetzung fiir die Vorwartsfehlerkorrektur.
Die eigentliche Korrektur leistet der Decodieralgorithmus, der auf den Code
zugeschnitten sein muss. Die Anzahl der korrigierbaren Fehler hédngt daher
sowohl vom Code als auch vom Decodieralgorithmus ab. Der Zielkonflikt be-
steht darin, moglichst wenig Redundanz hinzuzufiigen, aber dabei mdoglichst

viele Fehler bei moglichst geringem Decodieraufwand zu korrigieren.

In dieser Arbeit werden wir uns auf Majority-Logic-Decodieralgorithmen fiir
Euklidische-Geometrie-Codes fokussieren. Diese basieren auf dem Prinzip der
Mehrheitsentscheidung. Eine Mehrheitsentscheidung kann mittels eines Ma-
joritétsgatters (majority gate) oder allgemeiner eines Schwellen(wert)gatters
(threshold gate) in Hardware realisiert werden. Bei Schwellengattern hingt
das Ausgangssignal davon ab, ob die (gewichtete) Summe der Eingangssi-
gnale einen gegebenen Schwellenwert erreicht. Majoritatsgatter sind spezielle
Schwellengatter, bei denen der Wert ausgegeben wird, der der Majoritédt der

Eingangssignale entspricht. (Bei einer Paritiat wird in der Regel 0 ausgegeben.)

Unser Ziel ist es, die bestehenden Majority-Logic-Decodierverfahren zu ver-
bessern beziehungsweise neue, performantere zu entwickeln. Es gibt andere
Decodierverfahren mit teilweise besseren Fehlerkorrektureigenschaften, die un-
terhalb der durch den Code vorgegebenen Fehlerkorrekturgrenze in Hohe der
halben Minimaldistanz stets korrekt arbeiten. Der Viterbi-Algorithmus [36]
ist ein Verfahren, bei dem die Restfehlerwahrscheinlichkeit! zulasten der Kom-
plexitdt minimiert werden kann. Er basiert darauf, den Code mit Hilfe von
Trellis-Diagrammen darzustellen [22, Chapter 9|. Als Hard-Decision-Decoder
(ohne Zuverléssigkeitsinformation) [6, §7.3.4] iiber einen bindren, symmetri-
schen Kanal oder als Soft-Decision-Decoder (mit Zuverléssigkeitsinformati-

on) [22, Chapter 12.1] implementiert, setzt der Viterbi-Algorithmus in bei-

IDie Restfehlerwahrscheinlichkeit ist die Wahrscheinlichkeit, dass ein decodiertes Code-

wort nicht dem urspriinglich iibertragenen Codewort entspricht [6, Definition 1.15].
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den Féllen das Prinzip der Maximum-Likelihood-Decodierung? um. Der DA-
Algorithmus |6, S.186 ff.| ist ein Decodierverfahren fiir binére lineare Codes, der
unter gewissen Bedingungen auch dann korrekt decodiert, wenn die Anzahl der
Fehler mehr als die halbe Minimaldistanz betragt. In der Wissenschaft kehrte
man sich fiir einige Jahre von den Majority-Logic-Decodierverfahren ab. Al-
lerdings zeichnen sich die Majority-Logic-Decodierverfahren dadurch aus, auf
Hardwareebene in Echtzeit unter Verteilung des Rechenaufwands auf mehrere
Prozessoren decodieren zu kénnen. Diese drei Themengebiete, Echtzeitberech-
nung, parallele Verarbeitung und hardwarenahe Realisierung, gewinnen in den
letzten Jahren durch die zunehmende Vernetzung im Sinne der digitalen Trans-
formation immer mehr an Bedeutung. Als Beispiele sind in der Automobilin-
dustrie das vernetzte Fahrzeug (connected car) und Fahrerassistenzsysteme

sowie im Finanzwesen Bitcoin Mining ASICs [35] zu nennen.

Die Majority-Logic-Decodierung wird in der Literatur vornehmlich theoretisch
betrachtet: Es wird fiir einzelne Codeklassen bewiesen, dass man an jeder be-
liebigen Position mit Hilfe von Mehrheitsentscheidungen decodieren kann. Ei-
ne Aufwandsabschéatzung findet in der Regel nicht statt. Die verschiedenen
Codeklassen werden bestenfalls sehr allgemein hinsichtlich der Fehlerkorrektu-
reigenschaften miteinander verglichen. Ein Vergleich derselben beziiglich der
Decodierkomplexitét bleibt aus. Dies nehmen wir zum Anlass, fiir jedes der
von uns betrachteten Verfahren die Anzahl der auszufiithrenden Operationen
konkret anzugeben — zum einen allgemein fiir alle Codeklassen iibergreifend,
zum anderen explizit fiir jede einzelne Codeklasse formuliert. Diese detaillierte
Analyse der Komplexitéit erlaubt es uns Empfehlungen auszusprechen, welche
Codes mit welchen Parametern (bei gleichen Fehlerkorrektureigenschaften) ge-

wéahlt werden sollten, um die Performanz zu erhohen.

Die Ergebnisse der Komplexitdtsuntersuchung zeigen unmittelbar auf, dass ei-
ne Vielzahl von Mehrheitsentscheidungen bei der klassischen Majority-Logic-
Decodierung bendétigt werden. Daher ist ein Ziel dieser Arbeit, die Decodierung

dahingehend zu verbessern, den Bedarf an Mehrheitsentscheidungen zu sen-

2Bei der Maximum-Likelihood-Decodierung wird jenes Codewort ¢ des Codes ausgege-
ben, bei dem die Wahrscheinlichkeit maximal ist, das empfangene Wort z unter der Bedin-

gung, ¢ wurde zuvor gesendet, zu erhalten [15, §1.11.2].



ken. Tatséchlich stellen wir in dieser Arbeit neben dem klassischen Verfahren
zwei neu entwickelte Algorithmen vor, bei denen die Anzahl der auszufiihren-
den Mehrheitsentscheidungen signifikant reduziert ist. Einer der beiden neuen
Algorithmen basiert wie das klassische Verfahren nur auf Mehrheitsentschei-
dungen. Der andere Algorithmus verwendet zusétzlich Additionen bzw. Sub-
traktionen, so dass noch weniger Mehrheitsentscheidungen getroffen werden

missen.

Alle drei Algorithmen eint, dass eine Abstufung vorgegeben werden muss, wel-
che zu durchlaufen ist. Wir zeigen, dass diese Abstufung einen weiteren An-
satzpunkt bietet, um zu optimieren. Drei Abstufungen sind aus der Literatur
bekannt: jene nach Reed, jene nach Chen und eine von Peterson und Weldon
in [29, §10.4, S. 337 f.] préasentierte. Einen neuen Typ werden wir in dieser Ar-
beit vorstellen. Wir werden formal beweisen und graphisch veranschaulichen,
dass jede der drei bekannten Abstufungen je nach Wahl der Parameter weniger
oder bestenfalls gleich performant ist wie die von uns entwickelte invertierte
Abstufung. Die Fehlerkorrektureigenschaften und die parallele Laufzeit jedoch

sind bei allen Abstufungen identisch.

Die Arbeit ist folgendermafsen aufgebaut. In Kapitel 2 fithren wir die Notatio-
nen und Definitionen ein, die wir im Folgenden verwenden werden. Da die Ma-
joritatsfunktion einen grofsen Stellenwert bei der Majority-Logic-Decodierung
einnimmt, widmen wir ihr ein eigenes Kapitel, Kapitel 3, in welchem wir Ei-
genschaften und Implementierung beleuchten. Anschliefsend legen wir in Ka-
pitel 4 die Grundlagen der Codierungstheorie und das Prinzip der Majority-
Logic-Decodierung dar. Dieses Kapitel schlieffen wir damit ab, dass wir in
Abschnitt 4.4 verschiedene Méglichkeiten beschreiben, wie die Majority-Logic-

Decodierung optimiert werden kann.

In Kapitel 5 wird das in Abschnitt 4.3 beschriebene Prinzip dazu genutzt, drei
Decodierverfahren fiir Codes auszuformulieren, die sich iiber Euklidische Geo-
metrien definieren: die klassische (Abschnitt 5.2), verbesserte (Abschnitt 5.3)
und hybride (Abschnitt 5.4) Decodierung. Ersteres lehnt sich auf einfache Wei-
se an das vorgestellte Prinzip an. Das zweite Verfahren, die verbesserte Deco-

dierung, basiert auf der Idee, Nebenklassen von Unterrdumen zu betrachten
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und fiir jede nur jeweils eine einzige Mehrheitsentscheidung zu treffen. Das
letzte Verfahren baut auf die verbesserte Decodierung auf und nutzt weitere
Struktureigenschaften von affinen Raumen aus. In diesem Verfahren werden
neben Mehrheitsentscheidungen auch Additionen/Subtraktionen ausgefiihrt,
weshalb wir es als das hybride Decodierverfahren bezeichnen. Wie bereits er-
wahnt, ist allen drei Verfahren gemein, dass sie auf einer vorgegebenen Abstu-

fung basieren. Diese spezifizieren wir erst im folgenden Kapitel néher.

In Kapitel 6 stellen wir drei mégliche Abstufungen vor, jene nach Reed, jene
nach Chen und die von uns entwickelte. Abhéngig von der gewéhlten Abstufung
konkretisieren wir die Anzahl der korrigierbaren Fehler und den Decodierauf-

wand der Algorithmen aus Kapitel 5.

Wir zeigen in Kapitel 7 fiir verschiedene aus der Literatur bekannte Code-
klassen auf, wie die in Kapitel 5 préasentierten Decodierverfahren eingesetzt
werden konnen. Dazu repetieren wir fiir jede Codeklasse die formale Definition
einschlieflich einiger Figenschaften wie Lénge, Informationsrate, Minimaldi-
stanz. Dariiber hinaus zeigen wir auf, wie viele Fehler unter welchem Aufwand
mit den Algorithmen aus Kapitel 5 korrigiert werden kénnen. Diese detail-
lierte Aufschliisselung der Fehlerkorrektureigenschaften und des Aufwands er-
laubt uns, eine Empfehlung abzugeben, welcher konkrete Code bei gegebenen
Eigenschaften zu wahlen ist, um moglichst performant zu decodieren. Die Ar-
beit schliefsen wir mit einer Zusammenfassung und einem Ausblick auf offene

Fragen in Kapitel 8 ab.

1.2 Euklidische-Geometrie-Codes und Majority-
Logic-Decodierung in der wissenschaftlichen

Literatur

Majority-Logic-Decodieralgorithmen koénnen auf eine Reihe von Codes ange-
wandt werden. In den 50er Jahren des zwanzigsten Jahrhunderts wurden die
ersten fehlerkorrigierenden linearen Blockcodes betrachtet. Zum einen war das
1950 die Klasse der Hamming-Codes [12], die nach ihrem Entwickler Richard



W. Hamming benannt ist. Etwas spéter, im Jahr 1954, entwarf David E. Muller
eine neue Klasse von Codes, zundchst mit dem Ziel, Fehler zu detektieren [26].
Irwin S. Reed zeigte im gleichen Jahr auf, wie die Klasse dieser Codes zur Feh-
lerkorrektur eingesetzt werden kann, indem er ein Decodierverfahren basierend
auf Majority-Logic entwickelte [30]. Konsequenterweise wird diese Codeklas-
se als Reed-Muller-Codes bezeichnet und das dazugehorige Decodierverfahren
als Reed-Algorithmus. Beide Codeklassen, die Hamming-Codes und die Reed-
Muller-Codes, betrachten wir in Kapitel 7 ndher. Auf den Reed-Algorithmus
gehen wir in Abschnitt 6.1.1 ein.

Der origindre Reed-Algorithmus fiir Reed-Muller-Codes funktioniert in aller
Kiirze wie folgt. Der Algorithmus beginnt damit, Aussagen zu treffen hinsicht-
lich der Anzahl der Positionen, an denen ein Codewort ¢ des Dualcodes eine
eins aufweist und an denen beim Ubertragen des urspriinglichen Codeworts
ein Fehler aufgetreten ist. Diese Anzahl von Positionen bezeichnen wir auch
als Fehleranzahl von c¢t, 7,.. Mit Hilfe des empfangenen Worts z wird eine
sogenannte Checksumme von ¢ berechnet. Wenn der Wert der Checksumme
null ist, so ist 7.1, gerade; wenn der Wert der Checksumme eins ist, ist 7.

ungerade.

Angenommen, S sei eine Teilmenge des Dualcodes mit der Eigenschaft der
Orthogonalitdt: An jeder Position weist hochstens ein Wort oder weisen alle
Worter aus S eine eins auf (siche auch Definition auf S. 16). Mit anderen Wor-
ten, der paarweise Schnitt der Trager von Wortern aus S ist fest. Es sei v jenes
Wort, das nur an den Positionen dieses (paarweisen) Schnitts der Tréger eine
eins besitzt. Der Reed-Algorithmus schétzt mittels einer Mehrheitsentschei-
dung die Fehleranzahl von v, 7y, genau dann als gerade ein, wenn mindestens
die Hilfte der 7.1, ¢t € S gerade ist (ndhere Erlduterungen in Propositi-
on 4.3.1).

Enthélt der Vektor v mehr als einen Eintrag mit eins, so wird obiger Schritt
vom Reed-Algorithmus fiir weitere orthogonale Teilmengen des Dualcodes wie-
derholt. In diesem Fall liegt fiir verschiedene Worter vor, ob deren Fehleranzahl
gerade oder ungerade ist. Sind diese Worter orthogonal zueinander, so kann

erneut eine Mehrheitsentscheidung ausgefithrt werden. Sukzessive werden die
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Trager der Vektoren kleiner, deren Fehleranzahl bestimmt wird. Weist der Vek-
tor v nur an einer Position eine eins auf, ist bekannt, ob an dieser Position ein
Fehler aufgetreten ist oder nicht. Die Rekonstruktion des Codeworts an dieser

Position kann erfolgen.

Der Reed-Algorithmus bestimmt also in mehreren Stufen mittels Mehrheits-
entscheidungen, ob die Fehleranzahl bestimmter Wérter gerade oder ungerade
ist. In jeder Stufe wird der Tréager dieser Worter kleiner. Der Algorithmus ter-
miniert, sobald der Tréger nur noch aus einer Position besteht. Speziell beim
Reed-Muller Code RM(r,m) ist jeder Triger mit einem affinen Raum assozi-
iert. Die Grofe des Trigers halbiert sich in jeder Stufe, beginnend bei 271, so

dass insgesamt r + 1 Majority-Logic-Stufen bendtigt werden.

Reed-Muller-Codes sind einfach zu konstruieren und weisen eine mathema-
tische Struktur auf, die systematisch und vielfdltig untersucht ist.Praktische
Relevanz gewann der Reed-Muller-Code in den Jahren 1969 bis 1976 durch
den Einsatz bei den Mariner- und Viking-Expeditionen. Um Bilder vom Mars
zur Erde zu senden, wurde der [32,6,16]-RM(1,5)-Code eingesetzt. Die an
Bord aufgenommenen Bilder wurden gerastert. Von jeder Rasterzelle wurde
der Schwarzgrad auf einer Skala von 0 bis 63 gemessen. Jede Graustufe stellte
ein Codewort des RM(1,5) dar.

Welche Griinde sprachen fiir den Einsatz eines fehlerkorrigierenden Codes, ins-
besondere des RM(1, 5)? Die guten Fehlerkorrektureigenschaften (bis zu sieben
Fehler gegeniiber zwei bei einem fiinffachen Wiederholungscode), die schnelle
Decodierung und die Moglichkeit, die 64 Codewérter zu berechnen statt 64 32-
Bit-Worter abzuspeichern. Die Decodierung basierte jedoch nicht auf Majority-
Logic, stattdessen wurde ein Soft-Decision-Maximum-Likelihood-Decodierer
eingesetzt. Aus Griinden der Performanz setzte man bei spéateren Expeditio-
nen auf den [24,12,8]-Golay-Code und auf eine Verkettung eines [255,223,33|-
Reed-Solomon-Codes mit einem Faltungscode kurzer Léange in Verbindung mit
einem Soft-Decision-Viterbi-Algorithmus |14, S. 9 ], [40, S. 22|, [41, S. 68],
[31, S. 25 f.], [22, S. 99].

Ausgehend von den Reed-Muller-Codes wurden in den vergangenen Jahrzehn-

ten eine Vielzahl von neuen (hdufig zyklischen) Codeklassen konstruiert. Ta-



dao Kasami, Shu Lin und W. Wesley Peterson bewiesen 1968, dass aus jedem
Reed-Muller-Code ein zyklischer Code konstruiert werden kann, indem man
den Reed-Muller-Code punktiert und die Positionen der Codewortes umord-
net [17]. Der Reed-Muller-Code ist ein Code iiber [y, der Lange 2™, bei dem
die Positionen eines Codeworts mit den Punkten der Euklidischen Geometrie?
EG(m,2) assoziiert sind. Diese Strukturen lassen sich verallgemeinern, indem
man p prim, nicht zwangsléufig zwei, g¢ als eine Potenz von p und ¢ = ¢¢™? an-
nimmt und dann Codes {iber F,, der Lange ¢™ (oder ¢™—1 nach Punktieren des
Codes) tiber den Euklidischen Geometrien EG(m, ¢), EG(m - ma, q¢c) betrach-
tet. Zu diesen verallgemeinerten Codes gehoren die Euklidischen-Geometrie-
Codes (gc = p prim) [29, §10.2|, die verallgemeinerten Euklidischen-Geometrie-
Codes (g > p) [18, S. 812 f.] und die verallgemeinerten Reed-Muller-Codes
(¢ = qc) |17], |29, §10.5], [18, S. 811], auf die wir in Kapitel 7 nidher eingehen
werden. All diese Codes sind sogenannte Polynomcodes [29, §10.6], [18], [16].

Daneben wurden weitere Codes entwickelt, die sich mit Majority-Logic de-
codieren lassen. Luther D. Rudolph konstruierte 1967 eine Klasse von Codes
basierend auf endlichen Geometrien mit speziellen Kontrollmatrizen und {iber-
legte sich fiir diese ein geeignetes Majority-Logic-Verfahren [32]. Zu diesen Co-
des gehoren auch jene, deren Kontrollmatrix eine Inzidenzmatrix ist, die die
Punkte und die Unterrdume von projektiven Geometrien in Beziehung setzt.
Jean-Marie Goethals und Philippe Delsarte entwickelten Rudolphs Ergebnisse
weiter und entwickelten Codes, deren Struktur sich iiber Blockdesigns beschrei-
ben lassen [11]. Im Besonderen gehoren die zyklischen Reed-Muller-Codes zu
dieser Codeklasse. Fiir die Decodierung verweisen die Autoren auf Masseys
Decodierschema [25]. Delsarte verallgemeinerte das Konzept der Euklidischen-
Geometrie-Codes und konstruierte 1969 die ,,primitiven” und ,nichtprimitiven*
geometrischen Codes [9]. Shu Lin stellte 1973 die gefalteten EG-Codes (mul-

tifold euclidean geometry codes) vor [21]. Zusammen mit Kai-Ping Yiu ent-

3 In der Mathematik handelt es sich bei einer Euklidischen Geometrie um einen reellen
Vektorraum mit Skalarprodukt, mit Hilfe dessen sich Léngen, Orthogonalitit und Winkel
definieren lassen. Dies hebt sich von der Bedeutung des Begriffs in der Codierungstheorie ab.
Die Codierungstheorie versteht unter dem Begriff der Euklidischen Geometrie einen affinen
Raum, der mit der Hamming-Metrik versehen ist. Wir behalten die Ausdrucksweise der

Codierungstheorie in dieser Arbeit bei.
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wickelte Lin aufbauend auf den gefalteten Codes eine verbesserte Klasse von
gefalteten Codes (improved multifold codes). Diese Codes stellen insofern eine
Verbesserung dar, weil ihr Dualcode als Erzeugnis bestimmter Inzidenzvekto-
ren (statt als ein Oberraum dessen) beschrieben werden kann. In Kapitel 7
werden wir zwei Subklassen von gefalteten (und gleichzeitig verbesserten ge-
falteten) Codes néher beleuchten, die EG-Codes und die zweifach gefalteten
EG-Codes. Die zweifach gefalteten Codes bilden gleichzeitig eine Subklasse der
geometrischen Codes nach Delsarte |21, S. 542].

Gleichzeitig wurde der Reed-Algorithmus angepasst und/oder weiterentwi-
ckelt. Ein tibergreifendes (fiir Blockcodes mit Symbolen aus F., gc eine Prim-
zahlpotenz) Majority-Logic-Decodierschema stellte James L. Massey im Jahr
1963 vor [25]. Chin-Long Chen zeigt in [7,8], dass Majority-Logic-Stufen héu-
fig ausgelassen werden konnen, ohne die Fehlerkorrekturfahigkeit zu mindern.

Wir gehen detailliert auf Chens Abstufung in Abschnitt 6.1.2 ein.

Bei Peterson und Weldon werden in [29, §10.4] mehrere Ideen zur Verbesserung
angerissen. Zwei der Ideen beinhalten, dass man gegebenenfalls mehr Fehler
als beim Reed-Algorithmus vorgesehen korrigieren kann, indem man den De-
codieralgorithmus wiederholt hintereinander ausfiihrt. Zum einen, indem man
nicht an allen Positionen gleichzeitig decodiert sondern das erhaltene Wort nur
an einer Position korrigiert, um die Decodierung anschliefsend mit diesem kor-
rigierten Wort zu wiederholen (,The Use of Feedback® [29, S. 333f.]). Zum an-
deren, indem man anstelle von Majoritéitsgattern die allgemeineren Schwellen-
gatter einsetzt und die Schwellenwerte fiir jeden Durchlauf anpasst(“Variable
Threshold Decoding Townsend and Weldon (1967)“ [29, S. 334]). In der drit-
ten Idee wird aufgezeigt, dass sich fiir jeden linearen Code ein Majority-Logic-
Decodierverfahren finden léasst. Allerdings ist das Verfahren so allgemein for-
muliert, dass es laut der Autoren fiir fast alle Codes ungeféhr genauso komplex
wie eine Versuch-und-Irrtum-Suche (t¢rial-and-error search) und damit nicht

praxistauglich ist.

Die anderen beiden Ideen beinhalten eine Reduzierung der Anzahl der Majori-
ty-Logic-Stufen beim Reed-Algorithmus, um die Performanz zu erhéhen. Um

zu vermeiden, dass sich die Fehlerkorrekturfahigkeit verringert, kann man bei-
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spielsweise sogenannte non-orthogonale Checksummen beim Decodieren mit
einbeziehen. Wie oben erwidhnt werden bei orthogonalen Checksummen Wor-
ter betrachtet, deren Tréger sich paarweise in einer gegebenen Menge von
Positionen schneiden. Bei non-orthogonalen Checksummen hingegen wird auf
die Eigenschaft paarweise’ verzichtet und nur gefordert, dass der Schnitt der
betrachteten Trager gleich bleibt. Tatséchlich ist dieser Unterschied fiir den ori-
gindren Reed-Muller-Code irrelevant, da die betrachteten Worter Inzidenzvek-
toren zu affinen Rdumen sind, so dass jede Menge von non-orthogonalen Check-
summen auch die Eigenschaft der Orthogonalitét erfiillt (Eine Menge von affi-
nen Rdumen der Dimension D, die alle den gleichen affinen Raum der Dimen-
sion D —1 enthalten, schneiden sich unmittelbar paarweise in diesem.). Gleich-
zeitig bedeutet dies auch, dass die Fehlerkorrekturfahigkeit unter Beriicksich-
tigung non-orthogonaler Checksummen diejenige des Reed-Algorithmus nicht
iibersteigt. Erst durch Weglassen mindestens einer Stufe, ist zwischen Or-
thogonalitdt und Non-Orthogonalitit zu unterscheiden. Beispielhaft erklaren
wir den Unterschied anhand des binéren [7,4,3]-Hamming-Codes. Der Reed-
Algorithmus ist in der Lage mittels zwei Majority-Logic-Stufen einen Fehler zu
korrigieren. Im ersten und zweiten Schritt gibt es drei bzw. sieben orthogona-
le Summen, die in jeder Mehrheitsentscheidung herangezogen werden konnen.
Werden stattdessen auch non-orthogonale Checksummen mit herangezogen, so
stehen bei nur einer Majority-Logic-Stufe sieben Checksummen zur Verfiigung,

die es ermoglichen ebenso einen Fehler zu korrigieren.

Die zweite Idee zur Reduzierung der Anzahl der Majority-Logic-Stufen bietet
keinen Vorteil gegeniiber der von Chen vorgestellten Abstufung |7, 8], was wir

am Ende von Abschnitt 6.3 auf Seite 104 bewiesen haben werden.

Einen anderen Ansatz verfolgen Hauck et al [13]. Statt das gesamte Codewort
zu ermitteln, werden bei systematischer Codierung nur die Codewortsymbole
an Informationspositionen, nicht jedoch an Redundanzpositionen rekonstru-

iert, um weniger Mehrheitsentscheidungen treffen zu miissen.

Den Reed-Algorithmus, seine Weiterentwicklungen und Modifikationen eint,
dass sie sich leicht implementieren lassen, fiir eine Vielzahl von Codes anwend-

bar sind und unter geringem Rechenaufwand mit wenig Speicherbedarf deco-
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dieren [22, S. 99|. Aufgrund der systematischen Struktur der Codes und der
Tatsache, dass die Eigenschaften des Kanals, wie die Wahrscheinlichkeitsvertei-
lung der Fehlerbits, bei der Majority-Logic-Decodierung nicht beriicksichtigt
werden, ist der Decodieraufwand in der Regel fix und vor dem eigentlichen
Decodieren bekannt. Der Nachteil ist jedoch die gegeniiber anderen Verfah-
ren haufig geringere Fehlerkorrekturfahigkeit. Die Anzahl der Fehler mypq, die
bei einem linearen Code C der Lénge n mit dem Reed-Algorithmus korrigiert

werden konnen, ist nach oben beschrinkt durch

1 d% d+ gerade,
— + ,
2 d"erll d* ungerade,

wobei dt die Minimaldistanz des Dualcodes von C ist [29, Theorem 10.3|.
Zwei Ausnahmen hinsichtlich der geringeren Fehlerkorrekturfahigkeit stellen
der Reed-Muller-Code und die zweifachen Euklidischen-Geometrie-Codes dar,
die die zyklischen Reed-Muller-Codes sowie die bindren Hamming-Codes als
Subklasse beinhalten. Bei all diesen Codes mit Minimaldistanz d gilt, dass
die durch den Code definierte Fehlerkorrekturgrenze von 7., gleich der vom
Majority-Logic-Decodierverfahren definierten Fehlerkorrekturgrenze myrq ist.
Aus diesem Grund rdumen wir diesen Codes eine grofe Bedeutung ein und

widmen uns ihnen in Kapitel 7.

Die Autorin dieser Arbeit wirkte als Co-Autorin in drei der zitierten Publika-
tionen mit, [13,2,3|. Die Resultate aus [13] werden in dieser Arbeit nur insofern
aufgegriffen, dass sie im Ausblick in Abschnitt 8.2.1 mit den Ergebnissen die-
ser Arbeit verglichen werden. Die Arbeiten [2,3] beschrinken sich darauf, die
Klasse der Reed-Muller-Codes zu betrachten. Der in diesen beiden Schriften
vorgestellte Decodieralgorithmus fiir gewisse Reed-Muller-Codes wurde von
der Autorin dieser Arbeit entwickelt. Eine Verallgemeinerung des Algorithmus
findet sich in Kapitel 5. Jeder der zitierten Passagen aus [2,3| wurde fiir die

jeweilige Publikation von der Autorin dieser Arbeit eigenstdndig verfasst.
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Kapitel 2

Allgemeine Notationen und

Definitionen

2.1 Mengen und Zahlbereiche

Es sei Z die Menge der ganzen Zahlen und R die Menge der reellen Zahlen.
Es bezeichne RT die Menge der nichtnegativen reellen Zahlen. Die Menge der
natirlichen Zahlen N sei gegeben durch die Menge der positiven ganzen Zahlen,
N = {2z €Z|z>0}. Die Menge der nichtnegativen ganzen Zahlen werde
représentiert durch Ny := NU{0}. In der Regel verwenden wir eine nullbasierte

Nummerierung.

Das Gewicht einer Zahl a € Ny bzgl. b € N, b > 2, ist gegeben durch

wb(a) = Z a; € Ny,

1€Np

wobel

a= Zaibi

i€Np

mit a; € Ny, a; < b fiir alle i € Nj.
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Gegeben eine reelle Zahl x. Dann ist

1 x>0,
sgn(x) ==
-1 <0
und
T x>0,
|z| :==sgn(z) -z = .
-z <0

Weiterhin sei [z]| die grofte ganze Zahl kleiner oder gleich z und [z] sei die

kleinste ganze Zahl grofer oder gleich x,

|z] =max{z € Z |z <z},

[z] =min{z €Z|z>x}.

Fiir zwei ganze Zahlen a,b € Z sagen wir a teilt b und schreiben a | b, falls es
ein ¢ € Z gibt, so dass b = a - c¢. Ebenfalls fiir beliebige ganze Zahlen a,b € Z,

a, b nicht beide null, bezeichne
ggT (a,b) = max{c e N: c|a,c|b} €Z
den groften gemeinsamen Teiler von a und b in Z.

Fiir ganze Zahlen a,a’ € Z und eine natiirliche Zahl b € N, bezeichnen wir mit
amodb den ganzzahligen Rest der Ganzzahldivision a durch b mit gleichem

Signum wie a,

amodb = a —sgn(a)-b- {%J

_ a—b-L%J e{0,1,...,6—1} a>0,
la+b-[52] e{-b+1,...,1,0} a<0

Wir schreiben ¢ = amod b genau dann, wenn b|(a — a').

Die Kardinalitdt einer Menge S werde bezeichnet mit |S|. Es bezeichne P(.5)

die Potenzmenge von S,
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2.2 Restklassenringe und Korper

Gegeben N € N, definieren wir
Zy ={0,1,...,N -1} C Z.

Zusammen mit der Addition modulo N und der Multiplikation modulo N wird
die Menge Zy zu einem (kommutativen) Ring (mit Eins), dem Restklassenring
modulo N. Fiir jede Primzahlpotenz g bezeichne F, den (bis auf Isomorphie
eindeutig bestimmten) Kérper mit ¢ Elementen. Wir setzen F; := F,\ {0}. Ist
g = p prim, so ist F, = Z,,.

2.3 Vektorraume, affine Raume, Matrizen

Gegeben m € N sowie ¢ € N, eine Potenz der Primzahl p. Es bezeichne
Fy = {(vo,v1,- -+, 0m1) | vi € Fy}
den Vektorraum der Zeilenvektoren der Dimension m iiber F,.

Ist eine Teilmenge U eines Vektorraums V selbst ein Vektorraum, kennzeich-
nen wir dieses durch die Schreibweise U < V' beziehungsweise bei einer echten
Teilmenge U C V auch U < V. Es gibt dim U die Dimension des Untervektor-

raums U an. Fir jede Teilmenge U C Fi" ist

VWGU:aWEFq}

<U>Fq = {Z QW

weU

der F,-Vektorraum, der durch die Vektoren aus U erzeugt wird.

Der kanonische i-te Einheitsvektor des Fj*, i = 0,1,..., m—1, werde bezeichnet
mit e;,
e =(0,...,0,1,0,...,0) € {0, 1}"

?
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(Die nullbasierte Indizierung ist zu beachten.) Sei v := (vo, vy, ..., vm—1) € F7".

Der korrespondierende Spaltenvektor ist

Vo

Um—1

Das Element v;, 0 <7 < m — 1, nennen wir den i-ten Fintrag respektive den
FEintrag an der Position i von v. Der Trager von v, supp v, ist die Menge der

Positionen, an denen der Eintrag ungleich null ist,
suppv ={0<i<m—1]|v #0}.
Das Gewicht von v ist die Anzahl der Eintrége ungleich null,

w(v)=lsuppv|=[{i=0,1,...,m—1]|v; # 0} € Np.

Wir definieren eine symmetrische, nicht-ausgeartete Fy-Bilinearform auf F,
. m m
o: F'xF"* — F,
m—1
(v,w) = vow= > uv-w,
=0

und eine Metrik 4, die sogenannte Hamming-Metrik,
o:F' xF' — N,
(V7W) = 5(V7W) :|{Z:07177m_1|vz7éw2}|7
wobei v; bzw. w; jeweils der i-te Eintrag von v bzw. w ist.

Wir halten fest, fiir beliebige Vektoren v, w € Fy" gleicht der Hammingabstand

zwischen v und w dem Gewicht von v — w,
(v, w) =w(v—w).
In Anlehnung an [22, § 8.4, Definition 8.2], [9, §1.3.] ist eine Menge von Vek-

toren
{(Wi0; vty Vimo1) |0 < i < N} CF,

N € Ny, orthogonal beziiglich u := (ug, u1, . .., Upm—1) € F*, falls
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(i) an Positionen des Trigers von u alle Vektoren den gleichen Eintrag ha-

ben, v; s = u, fiir alle s € suppu, fiir alle 0 <7 < N, und

(ii) an Positionen auferhalb des Trégers von u hochstens ein Vektor einen
Eintrag ungleich null hat, so dass fiir alle s ¢ supp u folgende Implikation
gilt:

v;s 7 0 fiir ein 7 € Ng, s < N

—

'UJ"S:OﬁiI' allejGNo,j SN,]%Z
Die Menge der (m x n)-Matrizen, n € N, mit Elementen aus F, werde bezeich-
net mit Mat(m, n,F,). Die Multiplikation des Vektors v mit einer Matrix
M:= (ug, u/,... ,uz_l) € Mat(m,n,F,)
ist gegeben durch

V-M:(Vou07VOLl1,...,VOun_1,)G]FZ-

Fiir beliebiges D € Ny mit D < m bezeichne Ap 4 € P (Fi') die Menge der

affinen D-dimensionalen Unterrdume von F;",
Apmg={w+UCF|U<F" dm{U)=D,weF}.

Vorausgesetzt D € Ny, D < m, bezeichnen wir die Menge der affinen D-
dimensionalen Unterrdume von F¢', die nicht den Nullvektor enthalten, mit

Abmq € P (F).

g = AW HU CF" | U <F™ dim(U) = D,w € F"\U}.

Dym,q -

2.4 Funktionen

Fiir eine Aussage T', die entweder wahr oder falsch ist, definieren wir

1 T ist wahr,
]lT = .
0 7T ist falsch
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Sei f: S — R eine reellwertige Funktion. Es ist argmaxg f die Menge der

Argumente aus S, die die Funktion f maximieren,
argmax f = {3 es ‘ Vs €S: f(s) < f(s)} cs.
S

Gegeben eine natiirliche Zahl 7 € N und ein n-Tupel mit Elementen s; aus S,

i € Zy. Die Menge der Mehrheiten bzgl. dieses Tupels (si)?:_ol sei definiert als

fi(spn=1 = argmax f,
Y0 (silo<i<n-1}
wobei
fr A{si|]0<i<n—1} — N,
n—1
S — 1, —s.

I
o

%

Es ist also genau dann s € pi, o1, wenn fiir alle s € {s; | 0<i<n—1} gilt,

!
S; = S .

= 1. Von einer

dass
{o<i<y-1ls=s}=|{o<i<y-1

Wir sagen, die Mehrheit in (s;)]—, existiert, wenn ) [hsiyn=

absoluten Mehrheit in (s;)]_, sprechen wir, wenn es ein s gibt, so dass

Bt = {5} und |{i € Z,) | si = s} > /2.

Darauf aufbauend definieren wir die Majorititsfunktion tiber S fiir ein festes
r

Y

pt s — Su{T}
neN
(80781,...,577_1) = :ur (507817"'7877—1)7
wobei
Sj Nsi’ﬁl:{sj} furelnjyogjgn_lv
:ur (807 Sty 0 87]—1) = (s1)izo
a ‘Wsi)-";& > 1

Werten wir die Majoritatsfunktion in n Argumenten aus, so sprechen wir von

einer 1-Mehrheitsentscheidung. Besondere Aufmerksamkeit verdient der Fall,
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dass I" just dem Wert entspricht, der mehrheitlich auftritt, fisoynt = {T'}. Wir

sehen, dass aus
,ur(so,sl,...,sn_l)zfe{si\Ogign—l}

kein Riickschluss moglich ist, ob eine Mehrheit existiert oder nicht.

2.5 Komplexitat

Seien f,g: N — R* Funktionen. Es ist f = O(g) genau dann, wenn es eine
Konstante z € R, z > 0 und ein b € N gibt, so dass f(a) < z - g(a) fir alle
a € N mit a > b. Weiterhin ist f = ©(g) genau dann, wenn es Konstanten
x1,x2 € R, 21,29 > 0 und ein b € N gibt, so dass x; - g(a) < f(a) < x9 - g(a)
fiir alle @ € N mit a > b.

Neben der (sequenziellen) Laufzeit eines Algorithmus wollen wir auch seine
parallele Laufzeit angeben. Unter paralleler Laufzeit versteht man die Lauf-
zeit, die ein Algorithmus benétigt, wenn alle Rechenschritte weitestgehend
parallelisiert von parallel nutzbaren Prozessoren ausgefithrt werden. Je stér-
ker ein Algorithmus sich parallelisieren ldsst, desto hoher das Verhéltnis von

sequenzieller gegeniiber paralleler Laufzeit.

Auf Hardwareebene ist die Tiefe eines Schaltkreises ,ein Maf fiir die Rechen-
zeit bei Parallelverarbeitung* [38, S. 11]. Die Tiefe eines Schaltkreises ist die
maximale Anzahl von Gattern auf einem gerichteten Weg von einem Eingang
zu einem Ausgang des Schaltkreises(vgl. [38, 1.3.5 Definition|, [37, 5.7 Defini-
tion|). Die Grofse eines Schaltkreises ist die Anzahl seiner inneren Gatter, also

der Gatter, die weder Eingang noch Ausgang darstellen |37, 5.7 Definition|.

Die Hardwarekosten, insbesondere die Art und Anzahl der benutzen Gatter,
sind ein wichtiges Kriterium, auf das wir eingehen werden. Die Anzahl der be-
nutzten Verbindungsdréahte und die Chipflache werden wir nicht explizit ange-
ben, sie lassen sich jedoch bei den von uns betrachteten Algorithmen aufgrund

der systematischen Struktur herleiten.






Kapitel 3

Die Majoritatsfunktion

Die Majority-Logic-Decodierung basiert, wie der Name besagt, auf Mehrheits-
entscheidungen. Durch die Majoritatsfunktion ist eine mathematische Formu-
lierung der Mehrheitsentscheidung gegeben. Wir werden zunéachst ein paar
wichtige Eigenschaften der Majoritatsfunktion aufzeigen, die wir sowohl in die-
sem als auch in den folgenden Kapiteln ausnutzen werden. Danach besprechen

wir, wie die Majoritatsfunktion implementiert werden kann.

3.1 Eigenschaften der Majoritatsfunktion

Wir haben in Abschnitt 2.4 die Majoritdtsfunktion eingefiihrt. Wenn es einen
Wert in den Argumenten gibt, der mehrheitlich auftritt, so nimmt die Ma-
joritatsfunktion diesen Wert an. Gibt es keine relative Mehrheit, so wird ein
vordefinierter Wert angenommen. Dabei ist es mitunter nicht mdglich, vom
Funktionswert der Majoritatsfunktion darauf zuriickzuschliefen, dass (k)eine
Mehrheit in den betrachteten Werten existiert. Im Folgenden préasentieren wir

einige Eigenschaften der Majoritatsfunktion.
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Proposition 3.1.1. Sei n € N. Weiterhin seien o, 8,1" und so,s1,...,8,-1
Elemente eines kommutativen Rings (R,+,-) mit Eins, wobei « in R inver-

tierbar ist. Dann ist

O{[LF<80751,...,S”_1) +ﬁ = /’l’ahp—i_/j(a'so—{_B?a © 81 +ﬁ7"'7a' Sp—1 +ﬁ)
3.1]

Beweis. Esist s € fi(s,)n—1 genau dann, wenn (a-s+ () € Hans 46170 Also ist

Oé'IU/F(SOasla""snfl)—i_ﬂ::a- +B
r ‘N(Si)n:_ol > 1
_ )OSt S s Mz | = b
o T+ 5 M(a,8i+ﬁ)’7:_()1 > 1
— T (s 4+ B | i € Zy) -

Die folgende Proposition stellt einen Zusammenhang zwischen der Majoritats-
funktion und dem Median her, sofern mindestens die Hélfte der Werte gleich
ist.
Proposition 3.1.2. Gegeben eine total geordnete Menge (S, <), eine natiir-
liche Zahl n € N und ein n-Tupel (si)?:_olmz't s; € S, 1 € Zy,, derart indiziert,
dass

So SSI S Ssn—l-
Der Median des Tupels (si)jgol st definiert als das Element, welches den Index
L"—;lj besitzt.

(a) Euwistiert eine absolute Mehrheit in sg, S1, ..., Sy—1, so ist der Mehrheits-

wert gleich dem Median,

r
% (50,81,. . .,Snfl) = SLWT_IJ
(b) Ist mindestens die Hilfte der Werte s, $1, ..., sy—1 identisch, so ist
(
I n gerade und

S0 = Sp/2—-1 # Snj2 = Sp-1,

(1 (s0,81, .00y 8p1) = n gerade und

S0 7é Sn/2—1 7é Sp/2 = Spn—1,

\ S LanlJ sonst.
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()

Sind s9,51,...,5,-1 € {a,b} €S mita <b, soist

Ma(sm Sty e 87771) = SLWT*lJ

Beweis. Wir setzen

(a)

M = ILLF(S(), S1yv.y Snfl).

Existiert eine absolute Mehrheit in sg, sy, ..., s,-1, so sind mindestens
|n/2] +1 der Werte gleich M. Angenommen, i ist der kleinste Index, fiir
den s; = M gilt, dann ist M = s; fiir alle j =i, + 1,...,7+ |n/2]. Da

unabhédngig vom konkreten Wert ¢ stets gilt, dass

L(U—l)/QJ G{Z’>Z‘+17"'vi+tn/2J}me

ist s|(y—1)/2) gleich M. Mit anderen Worten, der Mehrheitswert ist gerade
der Median.

Ist n ungerade, so existiert eine absolute Mehrheit und die Behauptung
folgt aus (a). Diskutieren wir den Fall, dass n gerade ist. Da mindestens
die Halfte der Werte identisch ist, gilt

Sp/2—1 S0 = Sp/2-1 a Sn/2 # Sp—1 oder Spj2—1 = Sn/2,
M = Sn—1 50 # Sn/2—1 a Sp/2 = Sp-1,

I S0 = Sp/2-1 # Spj2 = Sp—1-
Die Behauptung folgt mit /2 — 1 = VT_lJ fiir gerade Werte 7.

Angenommen, es existiert eine (absolute) Mehrheit, so folgt die Be-
hauptung aus (a). Angenommen, es existiert keine Mehrheit. Dann ist
S|ns1] =7 gerade und

M =T.

Indem wir I" := a setzen, ist (c) bewiesen. O

Die Majoritatsfunktion iiber eine zweielementige Menge kann sehr einfach mit

Hilfe von Summen in Z ausgewertet werden.

Proposition 3.1.3. Gegeben n € N, Symbole a,b,T", a # b, und ein n-Tupel
(s:)1=y mit s; € {a,b}, 0 <i<n—1.
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(a) Es ist

( 77—1

a Ts,—p < /2,
0

1=

n—1
/’LF(507817"'7S7171) =4q0b Z]ls,;:b >n/2a
=0

n—1
L > 1,-,=n/2.
1=0

(b) Sind a,b € Z und a < b, dann gilt
n—1

a Zsl<n/2(a+b)v
i=0

n—1
,uF(S(),Sl,...,Sn_l): b Zsz>77/2(a+b),
1=0

n—1
L' Y s;=n/2-(a+b).
i=0

\

Beweis. (a) ergibt sich direkt aus der Definition der Majoritatsfunktion.

(b) Wegen
Ly=p = (si—a)/(b—a)
ist

n—1
Dl <n/2
=0

genau dann, wenn
n—1
Zsi <n/2-(a+0D).
i=0

Diese Aquivalenz gilt ebenso fiir ,>“ und ,,=*. Die zweite Aussage folgt.
]

An dieser Stelle weisen wir noch einmal darauthin, dass I' gleich a oder b
gewéahlt werden kann, um nur zwei Félle unterscheiden zu miissen. Gibt die
Majoritatsfunktion in diesem Fall den Wert I" € {a, b} wieder, so darf daraus

keine Aussage abgeleitet werden, ob eine Mehrheit existiert oder nicht existiert.

3.2 Implementierung der Majoritatsfunktion

Wir sind sowohl an Software- als auch an Hardwarelosungen interessiert, wie

sich die Majoritéatsfunktion realisieren lasst.
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3.2.1 Implementierung der Majoritatsfunktion in Soft-

ware

Um verschiedene Decodierverfahren, die auf Mehrheitsentscheidungen basie-
ren, untereinander vergleichen zu koénnen, wollen wir die Komplexitat einer
Mehrheitsentscheidung untersuchen. Sicherlich héngt diese von der Implemen-
tierung ab. Wir stellen drei Varianten vor, wie die Majoritéitsfunktion realisiert

werden kann.

Sofern nicht zuséatzliche Informationen iiber die 7 Argumente, die an die Ma-
joritatsfunktion iibergeben werden, zur Verfiigung stehen, muss mehr als die
Hélfte der tibergebenen 1 Argumente betrachtet werden, um die Majoritéts-
funktion auszuwerten. In diesem Fall ist sowohl die Laufzeit als auch der

Speicherbedarf bestenfalls linear in 7.

Algorithmus 3.2.1: berechnet u"(sg, s1,...,8,-1).

1 fori=0ton—1do

2 count|[s;] =0

3 fori=0ton—1do

4 count[s;] = count[s;] + 1
58 =S0

6 No__majority = true

7 fori=1ton—1do

8 if (count[s;] > count[s]) then

9 s=;

10 no_majority = false

11 else if ((s; #s) & (count[s;] == count|s])) then
12 no_majority = true

13 if no _majority then
14 Ausgabe: T’
15 else

16 Ausgabe: s
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Algorithmus 3.2.1 Die Majorititsfunktion u! iiber eine Menge S lisst sich
naiv implementieren (siehe Algorithmus 3.2.1). Laufzeit- und Speicherkomple-

xitat sind dabei linear in 7.
Ist bereits bekannt, dass es eine relative Mehrheit in sg, s1,...,s,-1 gibt,

=1

’

‘“(sn?;f

so konnen Zeile 10 bis Zeile 16 in Algorithmus 3.2.1 weggelassen werden.

Algorithmus 3.2.2  Algorithmus 3.2.2 basiert auf Proposition 3.1.2(b) und
berechnet den Mehrheitswert unter anderem anhand des Medians. In diesem
Algorithmus bezeichne sr;), 0 <4 <7 — 1, jenes Element, das beim Ordnen
aller Elemente des Tupels (s;)7—, in aufsteigender Reihenfolge an i-ter Stelle

auftritt, so dass

gewahrleistet ist.

Zu beachten ist, dass es geniigt, die Werte s; fiir

zu berechnen. Die gesamte Ordnung 7 muss nicht zwingend ermittelt werden.

Existiert sogar eine absolute Mehrheit in den n Werten sg, s1, ..., s,-1, so kon-
nen Zeile 2 bis Zeile 11 in Algorithmus 3.2.2 weggelassen werden, vgl. Proposi-
tion 3.1.2(a). Diese Zeilen kénnen ebenso ausgelassen werden, wenn es a,b € S
gibt, so dass jeder an die Majoritdtsfunktion iibergebene Wert entweder gleich
a oder gleich b ist und auferdem I' = min{a, b} gewahlt wird, vgl. Propositi-
on 3.1.2(c).

Die Laufzeit und der Speicherbedarf von Algorithmus 3.2.2 hdngen unmit-
telbar vom Aufwand, die Werte s, fiir ¢ = 0, [(n—1)/2],[n/2],n—1 zu
bestimmen, ab. Bestenfalls sind die Werte bereits vor dem Ausfiithren des Al-
gorithmus bekannt, so dass nur diese statt der gesamten n Werte {ibergeben
werden miissen. In diesem Fall waren sowohl Laufzeit als auch Speicherbedarf

von Algorithmus 3.2.2 konstant.
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Allgemeine Losungsansétze bieten Selektionsalgorithmen, deren Aufgabe es ist,
das i-tgrofte Element, ¢ = 0,1,...,n — 1, aus einer Reihe von 7 (unsortier-
ten) Elementen zu berechnen. Blum, Floyd, Pratt, Rivest, and Tarjan haben
einen auf dem Prinzip ,teile und herrsche* basierenden Selektionsalgorithmus
namens ,median-of-medians algorithm* [5] entwickelt. Dieser Algorithmus se-
lektiert das i-t grofste Element im besten sowie im schlechtesten Fall in linearer
Laufzeit bei linearem Speicherbedarf in 1. Damit liefse sich die Majoritatsfunk-
tion wie in Algorithmus 3.2.2 vorgestellt ebenfalls in linearer Laufzeit- und

Speicherkomplexitit auswerten.

Algorithmus 3.2.2: berechnet u" (sg, s1,...,8,-1).

Vorbedingung: Die Elemente in s, sy, ..., s,_1 lassen sich total
ordnen, mindestens die Hélfte dieser Werte ist

identisch.

1 berechne SF(LEJ)

2 if n gerade then

3 berechne sﬂ( 1)
2

4 if Sﬂ<|_772;1J) 7é Sw(g) then

5 berechne s(,_1)

6 if Sx(1) == Sr(r-1) then
7 berechne s ()

8 if Sx(0) == Sﬂ( LBJ) then

2

9 Ausgabe: T’
10 else
11 Ausgabe: 5,1

Ausgabe: SW( LDJ )

Algorithmus 3.2.3 Nehmen die Argumente der Majoritatsfunktion nur zwei
verschiedene Werte aus Z an, so kann man, wie in Proposition 3.1.3(b) darge-
legt, die Mehrheit sehr einfach durch Aufsummieren der Argumente bestimmen
(siche Algorithmus 3.2.3). Dieses leicht zu implementierende Verfahren hat ei-

ne lineare Laufzeit in 7. Ist bereits vor dem Auswerten die Summe aller Werte
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Algorithmus 3.2.3: berechnet u' (sg, s1,. .., $y-1).

Vorbedingung: sg, s1,...,5,-1 € {a,b} CZ,a <b
1 s=0
2 fortr=0ton—1do
3 s=8;,+8
a1 =1/2-(a+b)
5 if s <r then
6 Ausgabe: a

7 else if s > r then
8 Ausgabe: b
9 else

10 Ausgabe: I’

bekannt, so konnen Zeile 2 und Zeile 3 ausgelassen werden, so dass die Laufzeit
sogar konstant ist. Werden die zu betrachtenden Werte nacheinander einzeln

eingelesen, so ist der Speicherbedarf ebenfalls konstant, ansonsten linear in 7.

3.2.2 Das Majoritatsgatter — Implementierung der Ma-

joritatsfunktion in Hardware

Ein n-Majorititsgatter ist ein elektronisches Bauteil mit n Eingdngen und ei-
nem Ausgang, das die Majorititsfunktion pu' mit n Argumenten iiber Z, in
Hardware realisiert Es kann auf verschiedene Arten implementiert werden. Je
nach Aufbau unterscheiden sich die einzelnen Lésungen beispielsweise hinsicht-
lich der Zeitverzogerung, des Stromverbrauchs und der maximalen Anzahl der

Eingénge des Gatters (Fan-In).

Die in Abschnitt 3.2.1 vorgestellten Konzepte lassen sich mitunter in Hardwa-
re unter Verwendung von grundlegenden Logikgattern wie NICHT-Gattern
(NOT gates), NAND-Gattern (NAND gates), UND-Gattern (AND gates),
ODER-Gattern (or gates), XOR-Gattern (XOR gates), sowie komplexeren

Schaltungen wie Komparatoren und Addierern umsetzen. Beispielhaft ist ei-
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ne auf Logikgattern basierende Implementierung eines 3-Majorititsgatters in

Abbildung 3.1 und eines 4-Majoritétsgatters in Abbildung 3.2 dargestellt.

[X0>
e

[x2>

NAND2

Abbildung 3.1: 3-Majoritatsgatter realisiert durch NAND-Gatter mit zwei und
drei Eingédngen. Unter einem NAND-Gatter mit drei Eingéngen, in der Abbil-
dung mit NAND3 bezeichnet, verstehen wir ein Gatter, das die Boolesche

Funktion f(xg,x1,22) = =(29 A 1 A x2) realisiert.

T )

(XD
[x2>— OR2

Abbildung 3.2: 4-Majoritatsgatter realisiert durch AND- und OR-Gatter mit

jeweils zwei Eingéngen.

Das Majoritatsgatter ist ein spezielles Schwellen(wert)gatter (threshold gate).
Ein Schwellengatter ist ein elektronisches Bauteil, welches die Schwellenwert-

funktion implementiert. Die Schwellenwertfunktion iiber Z, ist fiir gegebene

bindre Gewichte wq, ..., w, € Zy und fiir einen fixen Schwellenwert s € Z, die
Funktion
A 73 — Lo
n—1
I > wi-a; > s,
(CL(), ai, ... ,an_l) — ;;i(i

0 > wi-a; <s.

=0
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Werden die Gewichte alle auf eins gesetzt, so ist fiir alle (ag, a1, ..., a,-1) € Zj
ul (ao, ay, ... ,an,l) = TW/Q (0,0, ay, ... ,an,l)
und
1 (ag, ay, ... a, 1) = T2 (a9, a4, . . . A1)

Die Schwellenwertfunktion ist damit eine Verallgemeinerung der Majoritats-

funktion u' iiber Z,.

Einen detaillierten Uberblick {iber verschiedene Ansitze, wie Schwellengat-
ter in Hardware gebaut wurden und werden, liefern Beiu et al. [1]. In ihrer
Arbeit unterscheiden die Autoren die verschiedenen Losungen unter anderem
danach, ob die (gewichtete) Summe der Eingangssignale durch eine analoge
Grofse wie beispielsweise die elektrische Stromstérke, die elektrische Spannung
oder die elektrische Ladung reprasentiert wird. Im Besonderen werden Entwiir-
fe, die Kondensatoren verwenden [1, §III] oder auf dem elektrischen Leitwert
(Konduktanz) respektive der elektrischen Stromstérke basieren |1, Abschnitt
IV], vorgestellt. Beiu et al. betrachten aufserdem Architekturen mit geringem
Stromverbrauch, die auf komplementiren Metall-Oxid-Halbleitern (CMOS)
basieren [1, Abschnitt II|. Dariiber hinaus gehen die Autoren auf nanoelek-

tronische Ansétze, die auf Einzelelektronentransistoren oder Resonanztunnel-

dioden beruhen [1, §V], ein.

Nicht nur bei Resonanztunneldioden und Einzelelektronentransistoren nutzt
man quantenmechanische Effekte aus. In der Theorie um zellulare Automaten
aus gekoppelten Quantenpunkten (Quantum (Dot) Cellular Automata, QCA),
begriindet 1993 durch Lent et al. [19], spielt das Majoritdtsgatter mit drei
Eingéngen eine grundlegende Rolle. Es lasst sich sehr effizient aus nur finf
QCA-Zellen bauen, wobei jede QCA-Zelle aus vier quadratisch angeordneten
und miteinander gekoppelten Quantenpunkten besteht (sieche Abbildung 3.3,

entnommen aus [34, Fig. 2. (c)|).

Darauf aufbauend wurden QCA-Majoritatsgatter mit finf [28] und sieben Ein-
géngen [27] vorgestellt.
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Input A
[ ]
= Output
InputBO.. .. ..1
[ ]
[
Input C 1

Abbildung 3.3: QCA-Majoritdtsgatter mit den Eingangssignalen 1,0, 1, ent-
nommen aus [34, Fig. 2. (¢)]. Die drei QCA-Zellen links, oben und unten bil-
den die Einginge, die QCA-Zelle rechts dient als Ausgang. Fiir die eigentliche
Mehrheitsentscheidung wird nur die im Zentrum positionierte QCA-Zelle be-

notigt.






Kapitel 4

Die Grundlagen der
Codierungstheorie und das Prinzip

der Majority-Logic-Decodierung

Das Kapitel beginnen wir mit einer Einfithrung in die Codierungstheorie.
Anschliefsend stellen wir das Prinzip vor, auf welchem die Majority-Logic-
Decodierung beruht. Im Anschluss zeigen wir Moglichkeiten auf, wie diese

Decodierung effizienter gestaltet werden kann.

4.1 Lineare Codes

Sei g¢ eine Potenz der Primzahl p. Ein [n, k, d],.-Code C ist ein linearer Code

tiber F . der Liange n, der Dimension & und mit Minimaldistanz d*,

{0} <Cc<F2,

k= dim (C),
~Jmin{d(c,c¢) [c#c ect C#{0},
0 c=1{0}

LAn spiterer Stelle werden wir ¢ als Potenz von gc einfiihren und Codes iiber F,. be-

trachten, deren Léngen sich iiber ¢ definieren.
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Eine Erzeugermatriz von C # {0} ist eine Matrix ¢ € Mat(k, n,F,.), deren

Zeilen eine Basis von C bilden,
C:{V~G|V€F§c}.
Im Fall C = {0} sei ¢ = (0,...,0) € Mat(1,n,F,.) die Erzeugermatrix.
Ein Vektor v € IF’; . lasst sich zu einem Codewort mittels v - ¢ € C codieren.
Der Dualcode von C werde mit C* bezeichnet,
ct = {VEJFZC ‘VCECCVOC:O}.
Eine Kontrollmatriz von C ist gegeben durch eine Erzeugermatrix von C*.

Die Matrix G = (g, ;) ist in systematischer Form, wenn es k Positionen

JosJ1s -1 Jk—1 € Ly

gibt, so dass fiir alle ¢ = 0,1,...,k — 1 die j;-te Spalte in G (als Zeilenvektor
aufgefasst) gerade der kanonische i-te Einheitsvektor des F’;C ist. In diesem Fall
lésst sich der Vektor v explizit an den Positionen jy, 71, . . ., jx—1 des Codeworts
v - G ablesen. Die k Positionen jg, ji,...,jr_1 nennt man Informationsposi-
tionen. Die iibrigen n — k Positionen heiffen Redundanzpositionen. Fiir jeden

linearen Code gibt es eine Erzeugermatrix in systematischer Form [4, S. 53].

Ein [n', K d/]qC—Code C' wird als dquivalent zum [n, k, d]qC—Code C bezeichnet,
wennn' = n, k = k und es eine Matrix M € Mat(n, n, F,.) gibt, so dass CM = c
sowie

d(v,w)=46(v-M,w-NM)

fir alle v,w € C, [39, Definition 1.2.18]. Wir veranschaulichen dies durch die

Schreibweise ¢’ = C. Ist ' < C , SO bezeichnen wir C' als Subcode von C.

Der lineare Code C heikt zyklisch, falls aus (co,ci,...,¢,-1) € C stets auch
(Cn-1,C0y- -, Cn2) € C folgt , [39, Definition 1.2.11|. Wir kénnen jedem Poly-
nom in F,, [X] vom Grad kleiner n

n—1

> wiX' € Fy[X]

=0



Kapitel 4. Die Grundlagen der Codierungstheorie und das Prinzip der
Majority-Logic-Decodierung 35

eindeutig den Koeffizientenvektor zuordnen.
(wo, Wi,y ,wn_l) c FZILC

Ein Polynom vom Grad n — k

n—k
9(X) =) a; X' €F,[X]
i=0
heiltt Erzeugerpolynom des zyklischen Codes C, falls die zu
9(X), X - g(X), ..., X* - g(X)

korrespondierenden Koeffizientenvektoren den Code C erzeugen. Fiir jeden zy-

klischen Code C gibt es ein eindeutig bestimmtes normiertes Erzeugerpoly-
nom |39, Satz 6.1.2].

4.2 Decodierung

Die Notationen, die in diesem Abschnitt eingefiihrt werden, sind in allen folgen-
den Kapiteln giiltig. Sei gc eine Potenz der Primzahl p. Es bezeichne C < Fy,

einen [n, k, d),.-Code mit (k x n)-Erzeugermatix G.

Aus einer Information 1 € IF’; . kann durch Multiplikation mit ¢ ein Codewort

¢ € C generiert werden,
c=(co,C1y.-yCpn1)=1-G.
Wir nennen ¢;, i =0,1,...,n — 1 das i-te Codewortsymbol.

Uber einen gestorten Kanal wird das Codewort ¢, aus n Symbolen beste-
hend, iibertragen. Wir gehen davon aus, dass bei der Ubertragung keine Da-
ten ausgeloscht werden, so dass der Empfénger ebenfalls n Symbole erhélt. Sei
z = (20, 21,...,2n-1) € Fy, das erhaltene Wort, wobei wir z;, i € Z,, als das
1-te Wortsymbol bezeichnen. Das empfangene Wort z unterscheidet sich in 7

der n Positionen vom Codewort ¢

T={i=0,1,...,n—1]| 2z #¢}.
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Die Differenz des empfangenen Worts z und des Codeworts ¢ bezeichnen wir

als Fehlerwort E := (Eo,E1,...,E,—1) € F},
E:=2Z—C.

Wir nennen E;, i € Z,,, das i-te Fehlersymbol.

Treten nicht mehr als
Tmax = [(d—1)/2]
Fehler beim Ubertragen auf, so ist ¢ das (einzige) zum empfangenen Wortz
néchstgelegene Codewort,
w(z—c) = min w (z —c).

Indem geméf dem Prinzip der Hamming-Decodierung das zu z nachstgelegene
Codewort bestimmt wird, ermittelt man das urspriinglich iibertragene. Aller-
dings ist eine korrekte Decodierung nicht mehr gewéhrleistet, sobald mehr als
Tmax Fehler auftreten. In diesem Fall kann es ein oder mehrere néchstgelegene
Codeworter geben, das urspriinglich {ibertragene Codewort ist nicht zwingend

eines davon.

Die Frage, die sich stellt, ist, wie man das néchstgelegene oder die néachst-
gelegenen Codeworter bestimmt. Die Brute-Force-Methode, bei der man fiir
alle Codeworter im Code den Abstand zum erhaltenen Wort ermittelt, ist si-
cherlich eine, wenn auch nicht besonders elegante, Moglichkeit. Abhéngig vom
Code gibt es Decodierverfahren wie Syndromdecodierung und Majority-Logic-

Decodierung, die effizienter als die Brute-Force-Methode sein kénnen.

Syndromdecodierung

Sei C ein beliebiger [n, k, d],.-Code mit Minimaldistanz d > 3und Kontrollma-

trix H

Das Syndrom eines Vektors v € . beziiglich H ist gegeben durch v - H' €
IFZC*’“. Zwei Vektoren derselben Nebenklasse von C haben das gleiche Syn-
drom [15, Theorem 1.11.5],

v+C=w+(C <<= V-H =wW-H'.
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—* verschiedenen Nebenklassen von C einen Vek-

Wir wéahlen in jeder der ¢¢"
tor mit minimalem Gewicht als Nebenklassenfiihrer. Ist das Gewicht maximal
|(d—1)/2], so ist der Nebenklassenfiihrer eindeutig bestimmt. Vor dem ei-
gentlichen Decodieren wird einmalig von jedem der go"~* Nebenklassenfiihrer

das Syndrom bestimmt und in einer Lookup-Tabelle abgelegt [15, S. 41 ff.].

Bei der Syndromdecodierung berechnet man nach Empfangen des Worts z im
ersten Schritt sein Syndrom z-H' € F;‘C_k. Ist dieses Syndrom der Nullvektor,
so ist das Wort z bereits ein Codewort und wir beenden die Decodierung mit

der Annahme, dass kein Fehler aufgetreten ist.

Die sequenzielle bzw. parallele Zeitkomplexitit, das Syndrom zu berechnen,
liegt bei O (n? — nk) bzw. O(logn). Wir geben mit der O-Notation eine obere
Abschétzung an, da der tatséchliche Aufwand geringer sein kann, wenn die

Kontrollmatrix H diinn besetzt ist.

Im zweiten Schritt suchen wir in der Lookup-Tabelle nach dem Nebenklassen-
fiihrer E mit demselben Syndrom. Als iibertragenes Codewort wird z — E € C

angenommen und ausgegeben.

Die Syndromdecodierung erfolgt damit in einer sequenziellen bzw. parallelen
Gesamtlaufzeit von O (n* — nk) bzw. O(logn).

Majority-Logic-Decodierung

Wir werden uns auf fehlerkorrigierende Majority-Logic-Decodierverfahren fiir
Euklidische-Geometrie-Codes konzentrieren. Wie bereits erwéhnt, wird bei die-
sen mit Hilfe von Mehrheitsentscheidungen (oder Majoritatsentscheidungen)
decodiert. Die Grenze, bis zu welcher diese Verfahren das iibertragene Code-
wort korrekt rekonstruieren, werde mit myrg bezeichnet. Abhéngig vom Code
kann 7y, unterhalb von 7., liegen, wie wir in Kapitel 7 sehen werden. Treten
maximal myg Fehler auf, so entspricht die ML-Decodierung dem Prinzip der
Hamming-Decodierung. Treten mehr als 7., Fehler auf, ist nicht gesichert,
dass das Codewort ¢ wieder hergestellt werden kann. Ist Ty < 7 < Tmax, SO

kann leicht mit Hilfe der Kontrollmatrix 1 € Mat(n—k, n,FF,.) von C tiberpriift
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werden, ob richtig decodiert wurde. Dafiir muss das vom Decoder zuriickge-
gebene Wort z ein Codewort in C sein, dessen Abstand zu z hochstens 7.
betragt,

2€C, w(z—2) < T

Dabei gilt z € C genau dann, wenn z - ' € F7~% der Nullvektor ist.

Gegeben v € . Die Anzahl der Fehler in v werde bezeichnet mit
Ty = |supp v N suppE| .

Es bezeichne Eo v € F,, die Fehlersumme von v und zov € F,, die Check-
summe von v. Wir halten ein paar grundlegende Aussagen fest. Fiir alle v e C+
ist wegen der Bilinearitdt der Multiplikation

EOV=Z0V—COV=Z0V. [4.1]
=0

Fiir alle ¢« = 0,1,...,n — 1 ist das ¢-te Fehlersymbol gleich der Fehlersumme
von e;,

E, =Eoe;. [42]

Aufterdem gelten die Implikationen

7w=0=Eov =0, [4.3]

Tv=1=Eov #0(.

4.3 Prinzip der Majority-Logic-Decodierung

Bei der Majority-Logic-Decodierung werden die einzelnen Fehlersymbole durch

aufeinander aufbauende Mehrheitsentscheidungen geschéatzt.

Genauer gesagt werden die Fehlersummen von Vektoren, die (paarweise) ortho-
gonal beziiglich eines gegebenen Vektors v sind, bestimmt. Anschliefend wird
iiberpriift, welchen Wert die Fehlersummen am haufigsten annehmen. Dieser
mehrheitlich auftretende Wert wird dann als Schétzung fiir die Fehlersumme
des Vektors v gewertet. Die Grundlage fiir die Majority-Logic-Decodierung
bildet daher die folgende Proposition, die sich an [25, Theorem 1| orientiert.
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Proposition 4.3.1 (vgl. [25, Theorem 1]). Sei n € N, n > 27 beliebig.
Weiterhin sei v € Fy - beliebig.

Angenommen, die Vektormenge
{Vo,Vl, ce 7V1771} - ]FZC
ist orthogonal beziiglich des Vektors v.

Dann st

Eov=pu’(EoVy,E0Vy,...,E0V, 1) [4.4]

Beweis. Beim Ubertragen des Codeworts sind 7 Fehler aufgetreten, 7, davon
an Positionen im Tréger von v und bis zu 7 — 7, an Positionen in den Tragern
von v; —v, 0 < ¢ < n—1. Da die Trager von v; — v, 0 < ¢ < n — 1 nach

Voraussetzung paarweise disjunkt sind, gilt also
{0<i<n—1|rv=0}2Zn—-(T—-m7)

Aus 1,y = 0 folgt

Eov;, =EOV

fiir jedes 0 <7 <n — 1, und daher
H0<i<np—1|Eov,=Eov}|>n—(T—7).
Ist 7 — 7 < 1/2, so gilt Gleichung [4.4].

Ist 7 — 7 > 1/2, dann muss 7 = 7n/2 mit 7, = 0 gelten. Unmittelbar folgt
»-1. Es gilt Gleichung [4.4]. O

1=

EOV:()undEOVE,u(

EOV;)

In Worten: Sofern nicht mehr als 77/2 Fehler auftreten, lésst sich die Fehlersum-
me des Vektors v ausgehend von den Fehlersummen der Vektoren vy, i € Z,,
bestimmen. Sind letztere unbekannt, so konnen diese im Vorfeld ebenso mit
Hilfe von Proposition 4.3.1 bestimmt werden, vorausgesetzt man kennt geeig-

nete Vektormengen und die dazugehorigen Fehlersummen.

Es besteht also die Aufgabe zu gegebener Position s, an der decodiert werden
soll, eine Vektormenge {v{,vi,..., v} ,} zu definieren, die orthogonal beziig-

lich v := e, ist. AnschlieRend wird fiir jeden Vektor v}, 0 <i <n— 1, dessen
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Fehlersumme unbekannt ist, wiederum eine zu diesem Vektor orthogonale Vek-
tormenge {V?_,HO, Vil ’V%i—l—l)w—l} definiert. Der Prozess wird fortgesetzt,
bis man die Fehlersummen zu den Vektoren kennt. Dies tritt ein, sobald ein
Vektor im Dualcode liegt, da dann die Fehlersumme der leicht zu berechnenden

Checksumme gleicht, siehe Gleichung [4.1] auf Seite 38.

Aus graphentheoretischer Sicht ergibt sich ein sogenannter Decodierbaum (de-
coding tree |15, S. 354]), den wir in Abbildung 4.1 veranschaulicht haben. Die
Wurzel ist der Einheitsvektor e, die Blétter sind Vektoren des Dualcodes. Die
Hohe des Baumes ¢ entspricht der Anzahl der Majority-Logic-Stufen. Knoten
derselben Tiefe gehoren derselben Majority-Logic-Stufe an. Jeder Elternknoten
hat 7 Kindknoten bzw. jeder Knoten aufer der Wurzel hat n — 1 Geschwister-

knoten.

Ausgehend von diesem Decodierbaum ergibt sich ein iterativer Decodieralgo-
rithmus, formuliert in Algorithmus 4.3.1. Zunéchst werden die Checksummen
und damit die Fehlersummen zu den Vektoren korrespondierend zu den Bléat-
tern berechnet. Darauf aufbauend werden die Fehlersummen der Vektoren von
Knoten der nichstliegenden Majority-Logic-Stufe mit Hilfe von Mehrheitsent-
scheidungen wie in Proposition 4.3.1 berechnet. Durch diese aufeinander auf-
bauenden Mehrheitsentscheidungen kénnen letztlich die einzelnen Fehlersym-

bole bestimmt werden.

Algorithmus 4.3.1: berechnet das Fehlersymbol E,.
Eingabe: z,7,¢,5 € Z,,v; € F', 0 <i <n° — 1 wie in Abbildung 4.1

Vorbedingung: 27 <n
Zusicherung: eg = Eovg,O <j<q,0<i<np—1;
im Besonderen e = E o e, = E,.

1 fori=0ton*—1do

N

2 €;

=Zov;
3 for j=¢—1to0do
4 fori=0torn’ —1do
0 g+l i+l j+1
5 el = p (eg_n  Cipits ’6Zi+1)-n71>

Ausgabe: €
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Abbildung 4.1: Decodierbaum, um den Fehler an der Position s zu bestim-

men. Die Vektoren von Geschwisterknoten bilden eine Menge, die orthogonal

beziiglich des Vektors vom Elternknoten ist.
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4.4 Strategien zur Optimierung der Majority-

Logic-Decodierung

Die Majority-Logic-Decodierung kann im Wesentlichen in drei Schritte unter-

teilt werden,

1. Checksummen berechnen,

2. Mehrheitsentscheidungen im Rahmen von einer oder mehreren Majority-

Logic-Stufen mit Hilfe eines Decodierbaums treffen,

3. die urspriingliche Information 1 bzw. das Codewort ¢ anhand des Feh-

lerworts E rekonstruieren.

Um die Checksumme eines Vektors v zu berechnen, ist die Formel
E V; 2
1€supp vNsupp z

der Formel

vorzuziehen, da sich die Anzahl der notwendigen Multiplikationen und Addi-

tionen mitunter signifikant reduziert.

Bei einer Mehrheitsentscheidung wird ermittelt, ob ein — und wenn ja, welcher
— Wert am héaufigsten von den iibergebenen Parametern angenommen wird.
Dazu miissen im schlimmsten Fall alle ibergebenen Parameter beriicksich-
tigt werden. Die Komplexitit einer Mehrheitsentscheidung steigt in der Regel
mit der Anzahl der zu beriicksichtigenden Parameter. Daher ist es generell
empfehlenswert, moglichst wenige Parameter bei einer Mehrheitsentscheidung

heranzuziehen.

Ein Ansatz, sowohl Checksummen als auch Mehrheitsentscheidungen einzu-
sparen, ist, Zwischenergebnisse wiederholt zu nutzen. So kann beispielsweise
ein Vektor, dessen Tréger die Positionen ¢ und j enthélt, sowohl fiir die Korrek-
tur an der i-ten als auch an der j-ten Position eingesetzt werden. Die Check-

respektive Fehlersumme dieses Vektors wére nur einmal zu berechnen.
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In erster Linie ist es wiinschenswert, die Anzahl der zu treffenden Mehrheits-
entscheidungen zu reduzieren. Dies kann zum Beispiel durch eine geringere
Anzahl von Majority-Logic-Stufen, also durch weniger Iterationen, erreicht
werden. Optimal wére eine einzige Majority-Logic-Stufe, so dass mit nur ei-
ner Mehrheitsentscheidung ein Fehlersymbol bestimmt werden kann. Ferner
lasst sich die Anzahl der Mehrheitsentscheidungen reduzieren, indem ein und
dieselbe Mehrheitsentscheidung zur Berechnung mehrerer Fehlersummen her-
angezogen wird, wir wir in Proposition 4.4.1 sehen werden. So kann die Vektor-
menge {Vo,Vy,...,V,_1}, die orthogonal beziiglich v ist, nicht nur eingesetzt
werden, um die Fehlersumme von v sondern auch um die Fehlersummen von
Vo—V,Vi—V,...,V,_ 1 —V zu berechnen — mit Hilfe einer einzigen Mehrheits-

entscheidung.

Proposition 4.4.1. Sei n € N mit n > 27 beliebig. Weiterhin sei v € Fy,

beliebig und I' :== —z o v. Angenommen, die Vektormenge
{Vo, Vi,... 7V7]—1} Q Cl,

15t orthogonal beziiglich des Vektors v.

Dann st

Eov=zov+pu (zo(vi—v)|0<i<n—1)

und
Bo(v,—v)=zo(v,—v) — T (zo(vi—V) [0<i<y—1)  [45]
fur alle 5 € Ny, 0 <5 <n—1.

Beweis. Die beiden Gleichungen folgen aus Proposition 4.3.1, Gleichung [4.1]
auf Seite 38 und Proposition 3.1.1. O

In Besonderen wird anhand von Gleichung [4.5] im Vergleich zu Gleichung [4.4]
auf Seite 39 deutlich, dass wir die Checksummen der im Dualcode liegenden
Vektoren als solche gar nicht explizit berechnen miissen. Indem wir nun Check-
summen von diinner besetzten Vektoren berechnen, kénnen wir den Aufwand
gegeniiber der in Proposition 4.3.1 vorgestellten Methode weiterhin reduzie-
ren. In welcher Gréfenordnung sehen wir am besten anhand von Beispielen in

Kapitel 7.
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Wir werden in Kapitel 5 zwei neue Decodierverfahren, die verbesserte und die
hybride Decodierung, prasentieren, bei denen wir die genannten Vorschldage

aufgreifen.

Eine weitere Moglichkeit, die Decodierung zu optimieren, bietet eine Codie-
rung mit systematischer Erzeugermatrix. Diese erlaubt, die n Positionen eines
Codeworts in Informationspositionen und in Redundanzpositionen zu untertei-
len. Bei der Decodierung beschréinkt man sich zunéchst darauf, die Eintrage an
den Informationspositionen zu korrigieren. Haufig muss man auf diese Art und
Weise weniger Checksummen berechnen und weniger Mehrheitsentscheidungen
treffen, als wiirde man an allen Positionen, auch an den Redundanzpositionen,
decodieren. Mitunter ist es bereits akzeptabel, nur die urspriingliche Informa-
tion 1 statt des gesamten Codeworts ¢ wiederherzustellen. Manchmal ist es
jedoch erforderlich, alle n Codewortsymbole zu rekonstruieren. In diesem Fall
kann man einfach die rekonstruierte Information 1 unter Verwendung der Er-
zeugermatrix erneut codieren statt die Eintrdge an Redundanzpositionen zu
decodieren. Diese Vorgehensweise ist dann von Vorteil, wenn das Codieren ei-
ner Information effizienter als das Decodieren an den Redundanzpositionen ist.
Diese Idee, sich auf die Informationspositionen zu konzentrieren, wurde in [13|
fiir Reed-Muller-Codes eingehend studiert. In dieser Arbeit werden wir diese
nicht weiter verfolgen und uns stattdessen auf die vorgenannten Ansétze kon-
zentrieren. Gleichwohl stellen wir fiir Reed-Muller-Codes die Ergebnisse aus

dieser Arbeit und aus [13] in Abschnitt 8.2.1 nebeneinander.



Kapitel 5

Majority-Logic-Decodierverfahren

fur uber affine Raume definierte
Codes

In diesem Kapitel stellen wir drei verschiedene Majority-Logic-Decodierver-
fahren vor. Alle basieren auf dem in Abschnitt 4.3 vorgestellten Prinzip der
Majority-Logic-Decodierung. Das erste Verfahren, das wir als , klassisch beti-
teln, stellt eine Verallgemeinerung des von Reed fiir die Muller-Codes entwi-
ckelten Decodieralgorithmus [30] dar, siehe auch [29, §10.2, S. 325 f.], [22, §8.6,
S. 312 f.]. Es wendet die aus der Literatur bekannte Proposition 4.3.1 an.

Das klassische Verfahren ist sehr allgemein beschrieben und wirft daher un-
mittelbar die Frage auf, wie es sich effizienter gestalten lasst. Indem wir uns
an den in Abschnitt 4.4 prisentierten Optimierungsmoglichkeiten orientier-
ten, konnten wir wir zwei Majority-Logic-Decodierverfahren entwickeln, die
der klassischen Decodierung hinsichtlich der Effizienz iiberlegen sind. Den bei-

den Verfahren haben wir als ,yverbesserte und ,hybride Decodierung benannt.

Im verbesserten Verfahren konkretisieren wir die zugrundeliegende mathema-
tische Struktur. Diese zusétzlichen Forderungen an die Struktur eréffnen uns
die Moglichkeit, die Anzahl der zu berechnenden Fehlersummen und damit

auch der Mehrheitsentscheidungen zu senken. Dariiber hinaus reduziert sich
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die Schaltkreisgrofe bei gleichbleibender Schaltkreistiefe. Weitere Verbesse-
rungen sind je nach Decodierparametern (Anzahl der Majority-Logic-Stufen,
Abstufung, Grofe der Mehrheitsentscheidungen ) denkbar. Beispielhaft wer-
den wir zwei Spezialfille von Decodierparametern betrachten. Fiir diese zeigen
wir auf, wie die jeweilige Struktur optimiert und somit der Decodieraufwand

reduziert werden kann.

Das hybride Verfahren baut wiederum auf der verbesserten Decodierung auf.
Ziel ist es, die Anzahl der Mehrheitsentscheidungen weiter zu mindern — unter
der Annahme, dass eine Mehrheitsentscheidung einen hoheren Rechenaufwand
als eine festgelegte Zahl von Additionen respektive Subtraktionen in einem
endlichen Korper verursacht. Im Resultat werden beim hybriden Verfahren
sowohl Mehrheitsentscheidungen als auch Additionen und Subtraktionen in ei-
nem endlichen Korper miteinander verkniipft, um zu decodieren. Die geringere
Anzahl an Mehrheitsentscheidungen geht jedoch mit einer geringfiigig grofse-
ren Schaltkreistiefe einher. Die Hybriddecodierung bietet das Potential, weitere
Berechnungen, insbesondere Mehrheitsentscheidungen, einzusparen: Wenn ei-
ne Mehrheitsentscheidung durch Additionen/Subtraktionen ersetzt wird und
somit entféllt, ist denkbar, dass auch die Werte, die bei dieser Mehrheits-
entscheidung herangezogen wiirden, nicht berechnet werden miissten. Diesem
Gedanken geben wir Raum in Abschnitt 5.4.3.

Zu erwahnen ist, dass in der Literatur die Korrektheit des klassischen Verfah-
rens gezeigt wird, ohne auf den damit verbundenen Aufwand einzugehen. Ohne
diesen Aufwand zu kennen, ist ein Vergleich mit unseren Algorithmen wenig
effektiv bis unmoglich. Aus diesem Grund analysieren wir eingehend fiir alle
drei Algorithmen den Aufwand hinsichtlich der Art und Gesamtzahl der Ope-
rationen sowie der Gesamtzahl der Berechnungsschritte unter Parallelisierung.
Dies gibt Aufschluss iiber Schaltkreisgrofe und -tiefe, sequenzieller und paral-
leler Laufzeit. Alle drei Verfahren veranschaulichen wir anhand von mehreren

Beispielen.

Die im folgenden Abschnitt verwendete Notation wird fiir das gesamte Kapitel

giiltig sein.
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5.1 Affine Raume als Strukturen der Majority-

Logic-Decodierung

Sei C ein [n, k, d],.-Code, wobei ¢ eine Potenz von ¢¢ und ¢¢ eine Potenz der

Primzahl p mit n := ¢™ — 1 fiir ein m € N, m > 2 ist!. Wir setzen

IF;n = {Wo,Wl, cen 7Wn—170} .

Jede Position s € Z,, eines Worts wird mit einem Vektor w, € ]Fg” ungleich
null identifiziert. Wir erhalten die Bijektion,

P(Z,) <+— P (IF;”\ {0})
S — {wieFl|ieS}
{i€eZ,|wieV} «— W
In diesem Kapitel werden wir nur Teilmengen des ;" betrachten, die den Null-
vektor nicht enthalten. In Kapitel 7 dagegen werden wir die bis dort erhaltenen
Ergebnisse auf alle Teilmengen einschlieflich der echten Unterrdume des Fi"

ausweiten. Daher definieren wir fiir beliebige Teilmengen V' des Vektorraums

Fy" den Inzidenzvektor zu V', bezeichnet mit xv,

P (Fy) — {0,1}"
V> Xy = Z e;.

P€ELn W€V
Insbesondere ist x oy der Nullvektor in {0, 1}". Es bezeichne E o xy € Fy, die

Fehlersumme von V und z o xy € F,, die Checksumme von V.

Zu beachten ist, dass diese Abbildung nicht injektiv ist, da wir nicht zwischen

Xv und X1 o1 unterscheiden, insbesondere ist

X{0} = X0 =0€ {0,1}”.

Fiir unsere Zwecke ist diese Unterscheidung nicht notwendig, da wir mit einer

Ausnahme nur zyklische Codes betrachten werden, bei denen dem Nullvektor

1C ist ein Code, dessen Linge sich iiber ¢ definiert. Die Codewortsymbole von C sind
Elemente aus dem Koérper F,., einem Teilkérper von F,. In Kapitel 7 werden wir gewisse

Codes betrachten, denen diese Struktur zugrunde liegt.
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in ;" keine Position in Z, zugeordnet ist. Diese eine Ausnahme ist der in
Abschnitt 7.5 eingefiihrte Reed-Muller-Code, den wir als Erweiterung eines

zyklischen Codes beschreiben werden.

Wir werden Codes betrachten, deren Strukturen sich iiber affine Rdume be-

schreiben lassen. Daher fiithren wir folgende Definitionen ein.

Definition 5.1.1. Fir Dy € Ng,D; € N mit Dy < D; < m und fiir einen

beliebigen Dj-dimensionalen affinen Unterraum A € Ap, ,,, , setzen wir

3 Ao, Av, .. Ay € Apy g
(Do.Dymg = max | 1 €N ACA, firalle0<i<[—1,

Definition 5.1.2. Fiir Dy € No, D; € N mit Dy < D; < m und fiir einen

beliebigen Dp-dimensionalen affinen Unterraum A € A}, |, . setzen wir

3 Ao, A1y A €AY, g
Cpo.Dymg = max | €N ACA; fiiralle0<i <[ —1,
AiNA;j=Afiralle 0<i<j<Il-1

Bemerkung 5.1.3. Die Werte {p, p, mq und ¢, p, ., sind unabhéngig von
A. Gegeben B € Ap,mq Angenommen, es existieren affine Réume A; €
Ap,mq, © € Zy, die sich paarweise in A € Ap, ., , schneiden. Es gibt eine affine
Abbildung f: F* — F", die die beiden affinen Rdume ineinander iiberfiihrt,
f(A) = B. Dann sind f(Ay), f(A1),..., f(A_1) affine Rdume in Ap, ,,,, die

sich paarweise in B schneiden.

Diese Definitionen lassen offen, wie eine bestimmte Anzahl affiner Unterrdume
(gleicher Dimension) des Fy*, die sich paarweise in einem gegebenen affinen
Unterraum schneiden, konstruiert werden kénnen. Eine Konstruktionsidee zu-
sammen mit einer oberen sowie unteren Grenze fiir {p, p, 4 lieferten bereits

Eisfeld und Storme in ihren Ausfiihrungen zu projektiven Raumen [10].

Proposition 5.1.4. Seien Dy, D1 € Ny mit Dy < D1 < m. Wir definieren

R = (m — DQ) mod(D1 — .D(]) c NO
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als den ganzzahligen Rest der Division (m — Dy) durch (Dy — Dy) und setzen

m—Do _ ,D1—Do+R

q

_ 4
b=y

(Insbesondere ist genau dann ¢ =0, wenn m — Dy < 2(Dy — Dy).)

Dann st

(a) @m Fall R =0,
‘gDo,Dl,m,q ={+ 17

(b) im Fall R > 0,

€+1§€D0,D1,m,q§€+qR—q+1.

Gilt dartiber hinaus Dy < m, so ist

(c) stets

*
gDo,Dl,m,q - 1 S KDO,Dl,m,q S KDO,Dl,m,q'

(d) im Fall R =0,

EEO,Dl,m,q - E
(e) im Fall R > 0,

€+1§€*DO’D1’m’q<E+qR—q+l

Fiir den Beweis von Proposition 5.1.4 benotigen wir mehrere aufeinander auf-
bauende Aussagen. Diese liefern gleichzeitig eine Anleitung, wie affine Unter-
rdaume des F;", die sich paarweise in einem gegebenen affinen Raum schnei-
den, konstruiert werden kénnen. Um vom Grundmotiv der Majority-Logic-
Decodierung an dieser Stelle nicht zu weit abzuriicken, ist der Beweis von

Proposition 5.1.4 in Anhang A zu finden.
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5.2 Klassische Decodierung

Wir zeigen, wie sich das Fehlerwort ermitteln ldsst, sofern die Fehlersummen
von affinen Rdumen bestimmter Dimension bekannt sind. Die folgende Propo-
sition liefert eine Verallgemeinerung des von Reed fiir die Muller-Codes ent-
wickelten Decodieralgorithmus [30], siehe auch [29, §10.2, S. 325 f.], [22, §8.6,
S. 312 f.]. Der zugrundeliegende Beweis wendet Proposition 4.3.1 an.

Proposition 5.2.1. Angenommen, es existieren D¢ € N, De < m, n € N,
n>2,¢eNwund Dy,...,D._1 € N mit

m>D.:=D¢>D.1>...>Dy > Dy =0,

so dass

e zu jedem A € A}, ., die Fehlersumme Eo x4 berechenbar ist und

® (D, Dyrmg =N 227 firallet=¢—1,¢—2,...,0.

Es gibt ein Majority-Logic-Verfahren, das anhand von maximal IC; Fehlersum-
men zu affinen Riumen aus A}, . . in s Majority-Logic-Stufen,

D.—D.y... > Dy —Dy=0

mat Hilfe von mazimal IC,, n-Mehrheitsentscheidungen alle n Fehlersymbole E;,

0 <i<n-—1, korrekt berechnet, wobei

Ke=n-n, [5.1]
n -1
ICM::n-n_l. [5.2]

Beweis. Sei die Position 7 € Ny, 0 < ¢ < n — 1 beliebig. Konstruiere einen

vollstéandigen Decodierbaum G; mit folgenden Eigenschaften:

e Die Hohe des Baumes ist ¢ (die Anzahl der Majority-Logic-Stufen).

e Jeder Knoten aufser den Bléttern hat n Kindknoten. (Der Kindknoten
eines Knotens der Tiefe ¢ hat selbst Tiefe ¢ + 1. Die Blatter haben Tiefe

S.)
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e Jeder Knoten K der Tiefe ¢, 0 <t < ¢, reprisentiert einen affinen Raum

*
aus Ap, -

e Der Wurzelknoten W représentiert {w;}, er hat Tiefe 0.

e Fiir beliebige zwei (verschiedene) Geschwisterknoten, K; und K, eines
Elternknotens K gilt, die von K; und K reprasentierten affinen Réaume
schneiden sich in jenem von K représentierten.

Solch ein Graph existiert, da laut Voraussetzung n < ¢ fiir alle t =
¢c—1,¢—2,...,0.

*
D¢,Di41,m,q

Per Induktion iiber ¢ € Ny, t < ¢, zeigen wir, dass wir die Fehlersummen
zu allen von Knoten der Tiefe ¢ reprisentierten affinen Rdumen bestimmen
konnen. Bei ¢t = ¢ beginnend und ¢ in jedem Schritt um eins dekrementierend,
werden bei ¢ = 0 schlieflich die Fehlersummen von w + {0}, w € F;*\ {0}

berechnet. Diese entsprechen gerade den Fehlersymbolen E;, 0 < <n — 1.

Induktionsanfang. Laut Voraussetzung sind die Fehlersummen der affinen Réu-

me, die von den 7° Blattknoten reprasentiert werden, berechenbar.

Sei nun ¢, 0 < t < ¢ — 1, beliebig und sei K ein beliebiger der n' Kno-
ten der Tiefe ¢. Die n Kindknoten von K werden mit K;, ¢ € Z,, bezeich-
net. Die Knoten K, Ky, K1, ..., K,_; repréasentieren jeweils die affinen Raume
A, Ao, Ar, ..., Ay—1. Nach Induktionsannahme sind die Fehlersummen der af-
finen Raume A;, 0 < i < n, bekannt. Die Vektormenge {XAm XAy - - 7XAn71}
ist orthogonal beziiglich x 4. Wir wenden Proposition 4.3.1 an und erhalten die

Fehlersumme von A (Induktionsschritt),

Eoxa = 1" (EOXap, EO Xays-- - EO XA, ;) -

Da es n' Knoten der Tiefe ¢, 0 < t < ¢ — 1, gibt, treffen wir im Schritt

D11 — Dy also n' und insgesamt

n-Mehrheitsentscheidungen. O]
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Bemerkung 5.2.2. Abhéngig vom Code miissen die n Decodierbdume nur ein
einziges Mal konstruiert werden und kénnen dann bei jedem zu decodierenden

Wort des Codes verwendet werden.

Die (sequenzielle) Laufzeit bestimmt sich durch IC, und C;. Die Anzahl der
Majority-Logic-Stufen ¢ geben Aufschluss iiber die parallele Laufzeit.

Der Decodieralgorithmus ist in Algorithmus 5.2.1 dargestellt.

Algorithmus 5.2.1: Klassische Decodierung .

Vorbedingung: Voraussetzungen aus Proposition 5.2.1,
Graphen G; aus dem Beweis von Proposition 5.2.1.
Zusicherung: E wird zuriickgegeben.

1 fori=0ton—1do

2 foreach Knoten in G; der Tiefe ¢ korrespondierend zu A do

3 es=Eo X4

4 fort=¢—1to0do

5 foreach Knoten in G; der Tiefe ¢ korrespondierend zu A mit n

Kindknoten korrespondierend zu Ay, A;,...,A,_; do
_ 0
6 €A = U (€A07€A17"'76An71)

Ausgabe: (e{wo}, E{wi}s - - ,e{wnfl})-

Beispiel 5.2.3. Sei

F3 = {wq,wy,...,w; = 0}.

Um die Notation abzukiirzen, fassen wir jeden Vektor (as,ai,ap) € Fs als
Binérzahl auf und identifizieren ihn eindeutig durch die Zahl Z?:o a;2",

2
(ag,a1,a0) €EF <+ Zaﬂi € Zs.
i=0

Sei C < F7 der Code, dessen Dualcode durch die Inzidenzvektoren zu allen
zweidimensionalen echten affinen Raumen des F3 generiert wird,

Ct={xviv €EFL| U <F3,dimU =2,v € Fg\U>]F2 .
Man kann leicht iiberpriifen, dass

C=C"®(1,1,1,1,1,1,1), .
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(Wir werden in Abschnitt 7.6 sehen, dass C dquivalent zum bindren Hamming-

Code der Lénge sieben ist.)

Fiir alle affinen Rdume A € Ay 3, ist die Fehlersumme von A identisch mit

der leicht zu berechnenden Checksumme von A,

Eoxa=2Z0YXA.

Mit Blick auf Proposition 5.2.1 seien 7 := 2, ¢ := 2 und

3>D21=2>D1I:1>D01:0.

Konstruieren wir nun einen Decoder, der die im Beweis von Proposition 5.2.1

eingefithrten Decodierbaume G; fiir alle Positionen ¢ € Z7 in sich vereint.

ZOX{l}

Zo X{2}

Z o X{3}

ZOX{4}

Zo X{5}

Z o X{6}

ZOX{7}

— 0

0_

—0_
0)?{1,2,4,7} >—1)4

_1_

1 m
;:-\(1)0—>E°X{1}
e

—(0)—

-
. 0
(1) 0—>EOX{2}

0
—— 0

1
0 0
3 —» EO
0 0 U X3}

>—(J

-0

1 m
1:-\11—>E°X{4}
e

-
1 0
- 0—>EOX{5}

@

g0
- 0
1 0—— E O X{6}

1
— 1

0 m
’_1:-\00—>E°X{7}

O_

1_

1_)?{4,5,6,7} pgl
_1.

e

Die Decodierung verlduft in obigem Schema von links nach rechts. Es gibt

sieben durch z definierte Eingangssignale und sieben Ausgangssignale, die die
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geschéitzten Fehlersymbole liefern. Der Decoder ist aus zwei verschiedenen Gat-
tertypen aufgebaut, dem XOR-Gatter mit vier Eingéingen, symbolisiert durch

, und dem Majoritatsgatter mit zwei Eingangen, symbolisiert durch . Je-
des Gatter représentiert einen affinen Raum. Der Ausgang eines Gatters liefert
die geschatzte Fehlersumme dieses affinen Raums. Mit Hilfe der XOR-Gatter
werden zu Beginn die Checksummen beziechungsweise die Fehlersummen der
zweidimensionalen affinen Rdume berechnet. Insgesamt besteht der Decoder
aus sieben XOR-Gattern und entsprechend Term 5.2 aus

22—-1 -1

21 =7 _——
21 -1

Majoritatsgattern.

Beispielhaft decodieren wir das Wort z = x5 671 und beschriften die Eingénge
und Ausgénge der Gatter entsprechend. Der Decoder liefert x4y als potentielles
Fehlerwort mit einem Fehler an Position ¢t € Z;, wobei w;, = (1,0,0) +—
4. Daraus leiten wir das potentielle Codewort z — x4y = Xy45,6,7 her. Das
potentielle Codewort (4,56 7} ist tatsachlich das tibertragene Codewort ¢, wenn
gewahrleistet werden kann, dass nicht mehr als ein Fehler aufgetreten ist. Dies
liegt darin begriindet, dass im Fall 7 < 1 mit obig gewahlter Abstufung die

Voraussetzungen aus Proposition 5.2.1 erfillt sind,

* _ _
D1=1,D3=2,m=3,2 — 2=27

und

* _ _
Do=0.Dy=1m=32 = 0 >2 =27

Eine Bemerkung zur Anzahl der XOR-Gatter. Es fillt auf, dass entgegen der
gemiR Term 5.1 zu erwartenden 28 = 7-22 XOR-Gatter nur ein Viertel dessen
benotigt wird. Gerade bei ,kleinen Codes wie in diesem Beispiel, bei denen die
Menge A

diese wenigen affinen Rdume zur Decodierung an mehreren Positionen einge-

b..mq DUr wenige affine Réume enthélt (hier | A}, | = 7), werden
setzt. Es wéire unsinnig, die jeweiligen Checksummen mehrfach zu berechnen.
Bei entsprechend grofien Codes schlieffen wir nicht aus, dass im schlechtesten

Fall tatsdchlich n - n° XOR-Gatter zum Einsatz kommen. <
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5.3 Verbesserte Decodierung

In Abschnitt 4.4 haben wir bereits besprochen, wie sich die Majority-Logic-
Decodierung grundsétzlich optimieren lasst. Diese Ideen wollen wir nun hier
anwenden. Zunéchst prasentieren wir die von uns entwickelte verbesserte Deco-
dierung, um dann anschlieend zwei Spezialfille vorzustellen, die eine weitere
Optimierung bieten. Bei diesen Spezialfillen verkleinern wir den zugrunde-
liegenden Decodierbaum, indem wir Vektorraumpaare mehrfach nutzen. Ab-
schlieflend geben wir fiir kurze bindre Codes explizit die maximale Grofe der

Decodierbdaume unter Beriicksichtigung der Spezialfille an.

5.3.1 Verbesserte Decodierung im Allgemeinen

Bei der klassischen Decodierung wird fiir jede Position, an der decodiert wer-
den soll, ein eigener Decodierbaum konstruiert. Jeder der Baume besteht aus
Knoten, die zu affinen Raumen korrespondieren. Diese affinen Rdume kénnen
in einem gewissen Rahmen frei gewahlt werden. Wir wissen nicht, ob und wenn
ja, in welchem Maf, verschiedene Knoten (des gleichen Decodierbaums oder
von verschiedenen Decodierbdumen) denselben affinen Raum représentieren.
Das fiihrt zu den oberen Abschéatzungen die Anzahl der benotigten Fehlersum-
men in Term 5.1 auf Seite 50 und der Mehrheitsentscheidungen in Term 5.2
auf Seite 50 betreffend.

Diese Wahlméglichkeiten schrénken wir ein und beschreiben eine Struktur,
welche fordert affine Unterrdaume mehrfach zu verwenden. Indem wir verlan-
gen, die benotigten Fehlersummen nur jeweils einmal zu berechnen, reduzieren
wir die Anzahl der Mehrheitsentscheidungen. Aufserdem werden wir statt n

Decodierbdumen nur einen einzigen konstruieren.

Theorem 5.3.1. Angenommen, es existieren De € N, De <m,n e N, n > 2,
ceNwund Dy,...,D._1 € N mit

m>D.=D¢c>D.1>...>Dy>Dy:=0,

so dass
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e zu jedem A € A}, ., die Fehlersumme Eo x4 berechenbar ist und
® (p.Diimqg— 1210227 fiiralet=¢—1,¢—-2,...,0.
Es gibt ein Majority-Logic- Verfahren, das anhand von maximal Vg Fehlersum-
men zu affinen Raumen aus A}, ., . in s Majority-Logic-Stufen,
DC Z:D§—>D§,1...%D1—>DO =0

mat Hilfe von maximal V,, n-Mehrheitsentscheidungen alle n Fehlersymbole E;,
0 <i<n—1, korrekt berechnet, wobei

Ve =

—~

n+1)° (g™ P —1) [5.3]
V=Y (n+1)" (¢m P —1) [5.4]

t=

1

o

Beweis. Konstruiere einen vollstdndigen Decodierbaum G mit folgenden Ei-

genschaften:

e Die Hohe des Baumes ist ¢ (die Anzahl der Majority-Logic-Stufen).
e Der Wurzelknoten W reprisentiert ({0} ,F7"), er hat Tiefe 0.

e Jeder Knoten aufer den Blattern hat n+1 Kindknoten. (Der Kindknoten
eines Knotens der Tiefe ¢ hat selbst Tiefe ¢t + 1. Die Blatter haben Tiefe

S.)

e Jeder Knoten K der Tiefe t reprasentiert ein geordnetes Paar von Vek-

torrdumen aus der Menge

{(U, U') ‘ UU <FMUaU =Fr dinU) = Dt}

e Fiir zwei beliebige Geschwisterknoten, korrespondierend zu (U;, U; ) und
(U;, UJ'-), cines Elternknotens, der (U,U’) reprisentiert, gilt, die Unter-

raume U; und U; schneiden sich in U.

Solch ein Graph existiert, da laut Voraussetzung n + 1 < £p, p,., mq fiir alle
t=¢—1,¢—2,...,0.
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Gehen wir nun zur Decodierung iiber. Per Induktion iiber t € Ny, t < ¢, zeigen
wir, dass wir die Fehlersummen zu affinen Réume u' +U fiir alleu’ € Fr\U, fiir
alle von Knoten der Tiefe ¢ repréasentierten Unterrdaume U bestimmen konnen.
Bei t = ¢ beginnend und ¢ in jedem Schritt um eins dekrementierend, werden
bei t = 0 schlieklich die Fehlersummen von w + {0}, w € F"\ {0} berechnet.

Diese entsprechen gerade den Fehlersymbolen ;, 0 <7 <n — 1.

Fiir ¢ = ¢ (Induktionsanfang) sei K ein beliebiger der maximal (n + 1)° Blatt-
knoten. K reprisentiere (U,U’). Laut Voraussetzung sind die Fehlersummen

der affinen Riaume u’ + U fiir alle u’ € U"\ {0} berechenbar.

Sei nun t, 0 < ¢ < ¢ — 1, beliebig und sei K ein beliebiger der (1 + 1)t Knoten
der Tiefe t. K reprisentiere (U, U'). Die n+1 Kindknoten von K reprisentieren
die Paare (U;,U;), 0 < i <. Sei u’ € U'\ {0} beliebig. Der Vektor u kann
in keinen zwei verschiedenen Unterrdumen U;, U; der Uy, Uy, ..., U, enthalten

sein, denn

UnU;NnU\{0}=UNU\{0} =0

fiir alle 0 <7 < j <n. Ohne Beschrinkung der Allgemeinheit nehmen wir an,
u’ ist nicht in Uy, Uy, . . ., U,—1 enthalten. Fiir jedes 7, 0 < i < n—1 existiert ein
u; € U;\ {0}, so dass u' + U; = u; + U;. Diese Zuordnung zwischen (u’,7) und
u; ist bereits nach Konstruktion des Decodierbaums und vor der eigentlichen
Decodierung bekannt, sie kann fest im Algorithmus verankert (hard-coded)
werden und beeinflusst dessen Laufzeit nicht. Nach Induktionsannahme kennen

. . .o ’ /
wir die Fehlersummen zu den affinen Rdumen u + U; = u, + U;.

Die Vektormenge {Xu’ U X Ty -+ 0 X! +Un—1} ist orthogonal beziiglich des
Vektors x /- Wir wenden Proposition 4.3.1 an und erhalten die Fehlersumme

’
vonu + U,

_,,0
EO X4y = M (E O Xu' 10y E O Xul 10y - - - 7E0Xu’+U7,_1> . [5.5]

Zusammenfassend halten wir fest, dass wir fiir jeden der (maximal) (n+ 1)°

Blattknoten ¢™~P< —1 Fehlersummen berechnen miissen. Da es (1 + 1)" Knoten
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der Tiefe t, 0 < t < ¢ — 1, gibt, treffen wir im Schritt D;,,; — D, also
(n+1)" (¢"P* — 1) und insgesamt

|
—

<

(n+1)" (" P =1)

t

I
)

n-Mehrheitsentscheidungen. O

Bemerkung 5.3.2. Wir erinnern uns an Bemerkung 5.2.2 und halten fest,
dass abhéngig vom Code jeder Decodierbaum nur ein einziges Mal konstruiert

werden muss. Die sequenzielle bzw. parallele Laufzeit bestimmt sich durch V),

und V. bzw. durch <.

Bemerkung 5.3.3. Zu beachten ist, dass im Vergleich zu Proposition 5.2.1
die in Theorem 5.3.1 gestellten Voraussetzungen etwas stérker sind. Genauer

gesagt fordern wir fiir das klassische Verfahren

e*Dthﬁ-lvqu Z 7] Z 27—

und fir das verbesserte Verfahren
‘€D1,Dt+1,m,q - 1 Z 77 Z 27—7

jeweils fiir alle t = ¢ — 1,6 — 2,...,0. Aus Proposition 5.1.4 ergibt sich un-
mittelbar, dass die letzte Forderung stéarker ist. Bei den von uns im Folgenden
betrachteten Abstufungen wird jedoch stets der Fall eintraten, dass fiir das
grokte t = ¢ — 1 zum einen die Werte €}, p, | ., und £p, p,,y mq — 1 minimal

werden und zum anderen fiir dieses maximale t gilt

_ *
th,DtJrlm%q —1= D¢,Dtq1,m,q"

Folglich wird es fiir die von uns betrachteten Abstufungen keinen Unterschied

hinsichtlich der gestellten Voraussetzungen geben.

Bemerkung 5.3.4. Beim klassischen Verfahren in Proposition 5.2.1 wird se-
parat fiir jede Position, an der decodiert werden soll, eine Auswahl von affinen
Réaumen nach bestimmten Kriterien getroffen. Die im verbesserten Verfahren
umgesetzte Idee ist, dieses Vorgehen zu kanonisieren und eine Beziehung zwi-

schen den verschiedenen Positionen herzustellen. Praktisch gesehen vereinigen
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wir die Decodierbaume aller Positionen in einem: Statt n Decodierbdume se-
parat zu betrachten, beschreiben wir die gesamte Decodierlogik mittels eines
einzigen Decodierbaums. Mit Hilfe eines ausgezeichneten Nebenklassenvertre-
tersystems geben wir genau vor, mit welchen affinen Rdumen an den jeweiligen
Positionen decodiert werden soll. Ein affiner Raum kann zur Decodierung an je-
der Position, die zu einem in diesem Raum enthaltenen Vektor korrespondiert,
eingesetzt werden. Das verbesserte Verfahren zielt darauf ab, einen affinen
Raum der Dimension D tatsichlich zur Decodierung an bis zu ¢” Positionen
zu verwenden. Dadurch gelingt es uns, die Anzahl der zu betrachtenden affinen

R&ume zu reduzieren.

Die verbesserte Decodierung stellt hinsichtlich der Maximalzahl der bendtigten
Mehrheitsentscheidungen und Fehlersummen tatsachlich eine Verbesserung ge-

wobei Gleichheit
nur bei ¢ = 1 besteht, sowie V, < K.. Anschaulich wird die Verbesserung

geniiber der klassischen Decodierung dar. Es gilt V, < K,

gegeniiber der klassischen Decodierung durch Beispiel 5.3.5, in welchem wir
das gleiche Wort wie in Beispiel 5.2.3 decodieren. Auferdem setzen wir in Ab-
schnitt 6.3.4 die konkreten Werte fiir X, und V), bei festem ¢, m, D¢, n und

gegebener Abstufung zueinander in Beziehung.
Bewers. Ist t = 0, so ist
n+ D" P =) =¢"—1=n=1"-n,

so dass bei ¢ = 1 Gleichheit besteht. Sei also t, 0 < t < ¢ beliebig. Es ist ¢ > 2
und D; > t nach Definition, so dass

"= 1> (¢ =) > 2 (¢ 1),
Also ist wegen 2n >n+ 1

n'-n=n"(¢